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OZET
UYUMLU TUREVLI iKiNCi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu tezde, 2015 yilinda D. R. Anderson ve D. ]. Ulness tarafindan tanimlanan ve “uyumlu
tiirev operatorii” olarak isimlendirilen operatoér yardimiyla tanimlanan ikinci mertebeden bir
diferansiyel denklem ele alinmistir. Bu denklem ile olusturulan baslangic deger probleminin
¢Oziimiinin varhgl ve tekligi arastirilmis, daha sonra ilgili denklemin hangi kosullar altinda
ozeslenik bicimde yazilabilecegini sorusunun cevabi aranmistir. Ayrica, ikinci mertebeden
uyumlu bir diferansiyel denklem ve sinir kosullari ile olusturulan bir sinir deger problemi
incelenmis ve bu problemin Green fonksiyonu ifade edilmistir. Bunlara ek olarak, uyumlu tiirev
yardimiyla verilen bir Sturm-Liouville problemi ele alinmis ve bu problemin 6zdeger ve
ozfonksiyon ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu Tiirev, Baslangic Deger Problemi, Sinir Deger Problemi, Sturm-
Liouville Problemi, Green Fonksiyonu.

Damisman: Dog. Dr. Fatma Ayca CETINKAYA, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali,
Mersin.



ABSTRACT
SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS USING A CONFORMABLE DERIVATIVE

In this thesis, we deal with a second order differential equation generated by a
conformable derivative which was defined in 2015 by D. R. Anderson and D. ]. Ulness. We
investigate the existence and uniqueness of solutions of an initial value problem which is
written by the above-mentioned differential equation and we address the question under which
circumstances an equation of this kind can be written in self-adjoint form. We are also
concerned with a Sturm-Liouville problem and we examine its eigenvalue and eigenfunction
properties. Moreover, we present a boundary value problem generated by a conformable
differential equation and boundary conditions and construct its Green function.

Keywords: Conformable Derivative, Initial Value Problem, Boundary Value Problem, Sturm-
Liouville Problem, Green’s Function.

Advisor: Assoc. Prof. Fatma Ayca CETINKAYA, Mersin University, Department of Mathematics,
Mersin.
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KISALTMALAR ve SIMGELER

Kisaltma/Simge Tanim

R Reel sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

D* a mertebeli uyumlu tiirev

DY a mertebeli uyumlu kismi tiirev

e, (t.s) Uyumlu tstel fonksiyon

W (x,Y) x ve y fonksiyonlarinin Wronskiyeni

x ve y fonksiyonlarinin Lagrange parantezi
f ve g fonksiyonlarinin i¢ carpimi
Green fonksiyonu

X
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1. GiRis

Kesirli analiz, tam say1 olmayan mertebeden tiirev ve integral hesabi anlamina gelir.
Keyfi mertebeli tiirev ve integrasyon kavrami ilk kez 1695 yilinda Leibniz ve L'Hospital
tarafindan ortaya atilmistir. Kesirli mertebeli tiirevlere iliskin farkli tanimlar olmasina karsilik
bu tiirevlerden en ¢ok kullanilanlar1 asagidaki gibi verilen Caputo ve Riemann-Liouville kesirli

mertebeden tiirevleridir.

i) Caputo Tanimi: & € [n -1, n) olmak tizere bir f fonksiyonunun ¢ mertebeli Caputo

tirevi

t ") (x
D7 (1)(1) = =——— [ o

r(n _a) 4 (t _ X)a—n+l
esitligi ile tanimhidir, burada N bir tamsay1 ve & bir reel sayidir [1].
ii) Riemann-Liouville Tanimi: « € [n -1, n) olmak tizere bir f fonksiyonunun «

mertebeli Riemann-Liouville tiirevi

; 1 dr f(%)
D; (f)(t)=r(n_a) i |

esitligi ile tanimhdir, burada N bir tamsay1 ve ¢ bir reel sayidir [1].

Caputo ve Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevleri de dahil literatiirdeki
tim kesirli mertebeden tirev tanimlarinin klasik tiirev tanimiyla tek ortak yoni, hem kesirli
mertebeden tiirevin hem de Klasik tiirevin lineerlik 6zelligini saglamasidir. Gergekten, 4 ve u
keyfi reel sayilar olmak iizere, asagidaki ifade kesirli mertebeden tiirevin Riemann-Liouville
tanimi kullanilarak kolayca elde edilebilir:

1 _ﬁj(“ () +#9(x),
F(n-a) d"s  (1—x)"

DY (Af +ug)(t)= X

r(n-a) dt

2 d”j T g M d_j 9(9) 4
a(t—

( x)H+1 I'(n-a) dtna(t—x)

=AD f (t)+uDJg(t).

Kesirli mertebeden tiirev ve klasik tiirev arasinda lineerlik disindaki 6zelliklerle ilgili olarak
herhangi bir uyuma rastlanmamaktadir. Ornegin, herhangi bir sabit sayinin Riemann-Liouville
kesirli mertebeden tiirevi klasik tiireve benzer sekilde sifir olmamaktadir. Benzer sekilde, iki

fonksiyonun c¢arpiminin ve bolimiinin klasik anlamdaki tiirevleri ile bunlarin Kkesirli
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mertebeden tiirevleri de herhangi bir uyum sergilemez. Yine, biitiin kesirli mertebeden tiirev
tanimlari klasik tiirevin sagladig zincir kuralini saglamaz.

Yakin zamanda, uyumlu Kkesirli tiirev olarak isimlendirilen ve klasik tiirev tanimina
dayandirilarak verilen yeni bir yerel tlirev tanimi ortaya konmustur [2]. Khalil ve arkadaslari
tarafindan tanimlanan bu uyumlu Kkesirli tiirev, klasik tiirevin dogal 6zelliklerini koruyarak,
bilinen anlamdaki tiirev tanimlarimi genisletmeyi ve bu tiirev tanimi kullanilarak elde edilen
uyumlu kesirli diferansiyel denklemler yardimiyla diferansiyel denklemler teorisine yeni bakis
acilari kazandirmay1 amaclar.

Tanim 1.1. [2] (Uyumlu Kesirli Tiirev) f :[0,00) — R biciminde bir fonksiyon olmak iizere,

timt>0ve a e (0,1] icin f fonksiyonunun a mertebeden “uyumlu Kesirli tiirevi”

o, ()()=tim f(t+et™)—f (1)

&0 ol

esitligi ile tammhdir. Eger bazi a>0 sayillan icin f fonksiyonu (O,a) araliginda «

diferansiyellenebilirse ve lim £ (t) mevcutsa f fonksiyonunun O noktasindaki «

t—>0"

mertebeden kesirli tiirevi f(“)(O): lim f () (t) bigimindedir. Bazen, f in o mertebeden

t—>0"
uyumlu Kesirli tirevi D, ( f )(t) yi belirtmek i¢in £ (t) gosterimi de kullamilabilir. Eger f in
a mertebeden tiirevi mevcutsa, kisaca f a tiirevlenebilirdir denir.

Anderson ve Ulness [3] 2015 yilinda yayimladiklari ¢alismalarinda Khalil ve arkadaslari
[2] tarafindan tanimlanan uyumlu kesirli tirevdeki “uyumlu” kelimesinin uygunlugunu
tartismaya a¢gmislardir. Bu tartismanin birinci sebebi Khalil ve arkadaslarinin verdigi tanimda

a —0 iken D,f =f olmamas: ve ikinci sebebi ise bu tanimin t>0 kosulunu saglamasi

gerektigidir. Anderson ve Ulness « € [0,1] ve te R olmak iizere, D, birim operatére ve D,

Kklasik tlirev operatoriine karsilik gelecek bicimde yeni bir uyumlu tiirev tanimi vermislerdir.

Tanim 1.2 [3] (Uyumlu Tiirev) « €[0,1] olsun. Bir D, tiirev operatériiniin uyumlu olmast igin
gerek ve yeter kosul D, operatoriiniin birim operatére ve D, operatériiniin klasik tiirev

operatoriine karsilik gelmesidir. Bu durumda tiirevlenebilir bir f (t) fonksiyonu i¢in

D, f (t)=f(t) ve D,f(t)=—f(t)=f'(t)

yazilabilir.
Burada, bu son tanima gore, Tanim 1.1 de verilen tirevin uyumlu olmadigina dikkat

etmekte yarar vardir.
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Matematik ve miithendislikte kullanilan dinamik sistemlerin davranislariyla ilgilenen bir
teori olarak bilinen kontrol teoride iki diizenleyici parametreye sahip U kontrol c¢iktisinin t

zamanindaki oransal tiirev kontrolori

u(t):/cpE(t)ﬂcd%E(t) (1.1)

algoritmasina sahiptir. Burada, k, oransal arti, k; tirev artis1 ve E durum degiskeni ve islem

degiskeni arasindaki hatadir. Boylece asagidaki tanim verilebilir.
Tanim 1.3 [3] (Uyumlu Tirevin Bir Sinifi) o € [0,1] ve K, K, :[O,l]xR - [O,oo) fonksiyonlari

asagidaki kosullar1 saglayacak bicimde siirekli fonksiyonlar olsunlar:

L!Lr? Kk (at)=1, JLT K, (e, 1) =0,
l)l(l_tlgq(a,t)=0, (!I_I;?Ko(a,t)=l,

Kl(a,t);éO, ae[O,l), Ko(a,t);éo, ae(O,l].
O halde f fonksiyonunun t noktasinda tiirevli olmasi durumunda asagidaki bigimde

tanimlanan tiirev operatérii D, uyumlu tiirev operatorii olur:
D,f(t)=x(at)f(t)+x,(at)f '(t) :
Burada «x; (1.1) esitliginde verilen x|, oransal artisina, x,, k, tirev artisina, f fonksiyonu

hatayave D, f uyumlu tiirevi ise U kontrol ¢iktisina karsilik gelir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim olan bu “Giris” bélimiinden sonra,
onceki calismalara deginilen “Kaynak Arastirmalar1” isimli ikinci boliimde, ele alinan konu ve
denklemlerle ilgili literatiir 6zeti verilmistir. Ucilincii béliim olan “Materyal ve Yontem” isimli
boliim, sonraki boliimde kullanilacak olan bazi temel kavramlarin hatirlatilmasina ayrilmistir.

Basligi “Bulgular ve Tartisma” olan dérdinci béliim ii¢ alt bélim icermektedir. Birinci alt
béliimde, aD“D”y(t)+bD“y(t)+cy(t)=0ikinci mertebeden sabit katsayili uyumlu homojen
lineer denklemi ve atD” [tD“ y (t)] +btD?y(t)+cy(t)=0 Cauchy-Euler tipli uyumlu
diferansiyel denklemi ele alinmis ve bu denklemlerin genel ¢6ziimlerinin bigimleri verilmistir.
ikinci alt bélimde, Lx(t)=D" [ P ( D*x—x,(a,") x)] (t)+a(t)x(t)=0 denklemi ile ilgili
incelemeler yapilmaya baglanmistir. Oncelikle bu denklem yardimiyla yazilan homojen olmayan
Lx (t) =f (t) denklemi ile olusturulan bir baslangi¢ deger probleminin ¢oziimlerinin varligi ve

tekligini veren bir teorem ispatlanmistir. Sonra, iki fonksiyonun Wronskiyeni, Lagrange

parantezi ve Cauchy fonksiyonu tanimlar1 verilmistir. Daha sonra, son yazilan denklemin bir

ozel hali olan Lx(t)=D“[ pD“x](t)+q(t)x(t)=h(t) denklemi ile ilgili sonuglar ifade
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edilmistir. Bu denklem ile olusturulan sinir deger problemlerinin 6zelliklerinin incelenmis ve

Green fonksiyonu verilmigtir. Ugiincii alt boliimde ise,
D [ p ( Dx—x; (a, ) X)] (t) + (M (t) +q (t)) X (t) =0 Sturm-Liouville denklemi ele alinmis ve

bu denklemin 6zdeger ve 6zfonksiyon 6zellikleri incelenmistir. Son béliim olan besinci boliimde
ise sonug ve Onerilere deginilmistir.

Bu tez calismasinda uyumlu tiirev konusu ile ilgili detayli bir literatiir taramasi
yapilmistir. Tezin Bulgular ve Tartisma kisminda [3] ve [20] kaynaklarda elde edilen sonuglar
derlenmistir. Bu tez c¢alismasi ile literatiire bu makalelerdeki sonuclarin detayli bir bicimde
incelenerek alana katki sunmak ve bu alandaki lisansiistii egitime yardimci bir kaynak saglamak

amaglanmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Khalil ve arkadaslari tarafindan 2014 yilinda tanimlanan ve uyumlu Kkesirli tlirev
operatori olarak isimlendirilen tiirev operatorii, klasik tiirev operatdriine olan benzerligi ile
dikkat cekmis ve bu benzerlik sayesindeki kullanishlig1 ile bircok problemin ¢oziimii i¢in
motivasyon kaynagi olmustur. Katugampola [4] Khalil ve arkadaslarinin verdigi tanima benzer
baska bir uyumlu kesirli tiirev tanimi vererek bu tanimin klasik tiirevin sagladigi lineerlik, iki
fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi, iki fonksiyonun boéliimiinlin tiirevi, zincir kurali, sabit bir
fonksiyonun tiirevinin sifir olmasi gibi 6zelliklerini incelemis ve ayrica Rolle ve Ortalama Deger
teoremlerinin ispatlarini vermistir. Anderson ve Avery [5] ikinci mertebeden konjiige sinir
deger problemlerini uyumlu kesirli tiirev yardimiyla yeniden formiile etmisler ve problemin
pozitif ¢6zlimiiniin varligini ispatlamislardir. Pospisil ve Skripkova [6] uyumlu Kkesirli tlirev
operatdrii yardimiyla tanimladiklari diferansiyel denklemler igin Sturm ayirma ve Sturm
karsilastirma teoremlerini ispatlamislardir. Al-Refai ve Abdeljawad [7] uyumlu kesirli tirev
yardimiyla tanimlanan bir diferansiyel denklem ve sinir kosullar: ile olusturulmus bir sinir
deger probleminin spektral 6zelliklerini incelemistir. Cetinkaya [8] uyumlu kesirli bir dalga
denklemine genellestirilmis Fourier metodu uygulanarak elde edilen uyumlu sinir deger
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyon 6zelliklerini incelemistir. Silva ve arkadaslar1 [9] uyumlu
kesirli tiirev yardimiyla olusturulan sabit katsayili lineer diferansiyel denklemleri ele almis ve
klasik diferansiyel denklemler teorisinin yontemlerini kullanarak bu denklemin ¢6ziimleri i¢in
yeterli kosulu uyumlu kesirli Laplace déniisiimii metodu yardimiyla elde etmislerdir. Anderson
ve arkadaslar1 [10] lineer diferansiyel denklemler, 6zesleniklik, Sturm-Liouville sistemleri ve
integral doniistimler gibi bashklari inceledikten sonra uyumlu Kkesirli tiirevin fizige ve
miihendislige olan uygulamalari ile ilgili analizler yapmistir. Allahverdiev ve Tuna [11] uyumlu
kesirli bir Dirac denklemler sistemini ele almistir. Bu sistem i¢in varlik ve teklik teoremini
ispatlamis ve 6zeslenik bir sinir deger problemi formiile etmistir. Ayrica uyumlu kesirli Dirac
sistemi icin bir Green matrisi insa etmis ve 6zfonksiyon acgilimlarini vermistir. Mortazaasl ve
Akbarfam [12] uyumlu kesirli tiirev yardimiyla tanimladiklari ikinci mertebeden bir diferansiyel
denklem ve sinir kosullari ile olusturulmus sinir deger probleminin diiz ve nodal noktalara gore
ters problemini incelemislerdir. Keskin [13] uyumlu kesirli bir boyutlu Dirac tipli integro
diferansiyel denklem sistemini ele almis ve bu sistemin diiz ve nodal noktalara gore ters
problemini incelemistir. Ulu Akdas [14] uyumlu Kkesirli tiirev ve integralin uygulamalarini
incelemistir. Bozkurt [15] kesirli integral ve tiirev formiillerini iki degiskenli fonksiyonlar icin

genellestirerek, bu tanimlar yardimiyla bazi yeni sonuclar elde etmistir. Sarikaya ve arkadaslari

[16] uyumlu Kkesirli tiirev icin (a,k)- gamma fonksiyonu, (a,k)— beta fonksiyonu, (X):k

Pochhammer sembolii ve Laplace doniisiimlerini vermis ve klasik gamma, beta fonksiyonlarinin
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ve Pochhammer semboliiniin sagladiklar 6zellikleri genellestirmistir. Ercan ve Bas [17] uyumlu
bir Dirac sistemini ayrik sinir kosullariyla birlikte ele almis ve problemin c¢éziimlerinin
gosterimini elde etmis ve 6zdeger ve Ozfonksiyonlarin asimtotik formiillerini bulmuslardir.
Ceylan [18] (ayrica bknz. [19]) zaman skalasi lizerinde uyumlu tiirev operatorii yardimiyla
tanimlanan ikinci mertebeden uyumlu dinamik bir operatér ele alinmistir. Bu operator
yardimiyla olusturulmus bir baslangic deger probleminin ¢6ziimiiniin varhigl ve tekligi
arastirilmis, uyumlu Lagrange ozlesligi ispatlanmis ve daha sonra uyumlu bir 6zdeger
probleminin bazi spektral 6zellikleri incelenmistir.

Literatiirde Khalil ve arkadaslarinin [2] “uyumlu Kesirli tlirev” tanimini merkeze alarak
yapilan ¢ok sayida calisma olmasina ragmen, bu tanimdaki “kesirli” kelimesinin uygunlugunu
tartisan bircok makale oldugunu da sdylemekte yarar vardir. Bu ¢alismalar, bu tartismanin
nedeninin Khalil ve arkadaslarinin [2] verdigi tiirev taniminin Kkesirli tiirevlerin tasimasi
gereken oOzellikleri tasimamasi olarak belirtmislerdir. Ortigueira ve Machado [20] “Verilen bir
operatoriin kesirli tiirev operatérii oldugu nasil soylenir? Bir Kkesirli tiirevin farkina nasil
varilir?” sorularina cevap aradiklar1 ¢alismalarinda bir operatoriin Kkesirli tiirev operatori
olmasi icin “genis anlamdaki kriterler” (wide sense criterion, WSC) olarak adlandirdiklari
asagidaki kriterleri saglamasi gerektigini savunmuslardir:

1. Lineerlik: Operator lineer olmalidir.

2. Ozdeslik: Bir fonksiyonun sifirinci mertebeden tiirevi fonksiyonun kendisini
vermelidir.

3. Onceki durumla uyumluluk: Bir fonksiyonun tamsayr mertebeden Kkesirli tiirevi

fonksiyonun Kklasik tiireviyle ayni sonucu vermelidir.
4. Index kurali: & <0 ve #<0 i¢in D,D, f (t) =D, ,4f (t) esitligi saglanmalidir.
> (a
5. Genellestirilmis Leibniz kurali: D, [ f (t) g (t)] = Z[ i JDi f (t) D,.9 (t) esitligi
izo \ I
saglanmalidir.
Index kurali pozitif sayilar1 icerecek bicimde genisletilirse Ortigueira ve Machado’nun
[20] “kat1 anlamdaki kriterler” (strict sense criterion, SSC) olarak adlandirdiklari ve dérdiinci
kuralin “her ¢ ve g igin D,D,f (t)=D,. o (t) esitligi saglanmalidir” olarak degistigi bes
kuralin gecerli olmas1 gerekir. Buna gore Khalil ve arkadaslarinin [2] “uyumlu kesirli tiirev”
olarak isimlendirdikleri tiirev “kesirli” olmamaktadir. Gergekten, Tanim 1.1 ile verilen “uyumlu
kesirli tiirev” tanimindan da goriilecegi tizere, D, f (t) ifadesi

D, f (t)=lim ft+ret)- () _lim flt(d+e)]-f (t)_"m1+8

£-0 < ) 1+ ¢ e>0 g
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biciminde elde edilir. Yukaridaki son esitlikteki ikinci carpan sonsuza gider. Dolayisiyla “uyumlu
kesirli tiirev” 6zdeslik kuralini saglamaz. Ayrica, index kurali ve genellestirilmis Leibniz kural
da saglanmaz. Dolayisiyla Ortigueira ve Machado’'nun [20] iddia ettigi lizere, Khalil ve
arkadaslarinin “uyumlu kesirli tiirev” olarak adlandirdiklari tiirev kesirli tiirev sinifina dahil
edilemez.

2017 yilinda Jarad ve arkadaslar1 [21] Khalil ve arkadaslarinin [2] tanimladiklar1 uyumlu
tiirevin Riemann-Liouville ve Caputo anlamindaki gercek kesirli versiyonunu tanimlamistir.
Kesirli analizin standart prosediiriine dayandirilarak verilen bu tanimin “uyumlu kesirli tiirev”
adlandirmasini, Khalil ve arkadaslarinin [2] verdigi tanimdan daha ¢ok hakettigi diistiniiltr.

2015 yilinda Anderson ve Ulness [3] konuyu baska bir agidan ele almis ve Khalil ve
arkadaslarinin [2] tanimladigl uyumlu tiirevdeki uyumlu sifatinin uygunlugunu tartismaya
acmiglardir. Anderson ve Ulness’in bu tartismay1 baslatmalarindaki birincil sebep Khalil ve
arkadaslarinin verdigi tiirev taniminda ¢ — 0 durumunda birim operatére ulasilmamasi yani

D,f =f esitliginin saglanmamasi ve ayrica bu tanimdaki t degiskenine konan t>0 olma
kosuludur. Bunlarin 1s18inda, Anderson ve Ulness tiim t € R sayilariicin « [0,1] mertebeli yeni
bir uyumlu tiirev tanimlamis ve bu yeni tiirevde D, operatoriiniin birim operatére ve D,

operatoriiniin ise klasik tlirev operatoriine denk gelmesini saglamislardir.

Tanim 2.1 [3] (Uyumlu Tiirev) « e [0,1] olsun. Bir D, tiirev operatdriiniin uyumlu olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul D, operatdruniin birim operatére ve D, operatoriiniin klasik tirev

operatdriine karsilik gelmesidir. Bu durumda tiirevlenebilir bir f = f (t) fonksiyonu i¢in

D, f (t)=f(t) ve D,f(t)=—1(t)="f'(t)

yazilabilir.
Matematik ve miihendislikte kullanilan dinamik sistemlerin davranislariyla ilgilenen bir
teori olarak bilinen kontrol teoride iki diizenleyici parametreye sahip U kontrol ¢iktisinin t

zamanindaki oransal tiurev kontroloru

u(t)=/cpE(t)+z<d%E(t)

algoritmasina sahiptir. Burada, x, oransal artis, «; tirev artisi ve E durum degiskeni ve islem

degiskeni arasindaki hatadir. Boylece asagidaki tanim verilebilir.
Tamm 1.3 [3] (Uyumlu Tirevin Bir Simfi)a €[0,1] ve x;,x,:[0,1]x R —[0,20) fonksiyonlari

asagidaki kosullar1 saglayacak bicimde stirekli fonksiyonlar olsunlar:
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(!LT K (a,t) =1, JLr‘gKo(a,t)zo,
iLr?Kl(a,t)zo, {!I_[Il]lco(a,t)zl,

Kl(a,t);tO, ae[O,l), Ko(a,t)io, ae(O,l].
O halde f fonksiyonunun t noktasinda tiirevli olmasi durumunda asagidaki bicimde

tanimlanan tiirev operatéric D, uyumlu tiirev operatorti olur:

D, f(t)=x(at)f(t)+x,(at)f'(t).
Burada «,, yukarida bahsi gecen x, oransal artisina, &, x, tiirev artisina, f , hatayave D, f

ise U kontrol ¢ciktisina karsilik gelir.

Anderson ve Ulness’in verdikleri bu yeni tanim kullanilarak yapilan ¢alismalarin sayisi
oldukga fazladir. Usta [22] uyumlu adi bir diferansiyel denklemi niimerik bir yontem kullanarak
¢6zmis ve yontemin uygunlugunu destekleyecek nitelikte 6rnekler ele almistir. Anderson [23]
ikinci mertebeden uyumlu tiirev kullanilarak ifade edilen diferansiyel denklemlerin detayl bir
analizini yapmistir. Anderson bu denklemlerin belli bir iccarpima ve belirli 6zeslenik sinir
kosullarina gore o0zeslenik oldugunu gostermis, Wronskiyen tanimi vermis ve Lagrange
0zdesligi ve Abel formiiliinii ispatlamistir. Bunlara ek olarak, bu diferansiyel denklemler
yardimiyla yazilan sinir deger problemlerinin cesitli 6zelliklerini incelemistir. Jarad ve
arkadaslar1 [24] Caputo ve Riemann-Liouville genellestirilmis uyumlu Kkesirli tiirevlerini ele
almis, bu tiirev ve integral yardimiyla Laplace doniisiimlerini tanimlamis ve tanimladiklari bu
Laplace doniisiimiinden yararlanarak lineer Kkesirli Cauchy problemlerinin ¢6ziimlerini
arastirmislardir. Bayour, Hammoudi ve Torres [25] zaman skalasinda tanimli uyumlu tiirev ve
integralle ilgili baz1 tanim ve teoremlerden bahsettikleri calismalarinda, sabit katsayili lineer
diferansiyel denklemleri ve hiperbolik ve trigonometrik fonksiyonlar1 inceleme firsati
bulmuslardir. Alzabut ve arkadaslar1 [26] genellestirilmis uyumlu Riemann-Liouville ve Caputo
kesirli tirevlerini kullanarak Gronwall-Bellman esitsizliklerinin yeni versiyonlarini elde
etmisler ve Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri ile olusturulan baslangic deger
problemlerinin ¢6ziimleri ile ilgili sonuglar elde etmislerdir. Abbas ve Ragusa [27] kesirli tiirev
yardimiyla tanimlanan bir hibrid diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin varlig ile ilgili teoremi
ispat etmislerdir. Acay ve arkadaslar1 [28] uyumlu tlirev yardimiyla ventilatériin mekanik islem
modelini olusturmuslardir ve bdylece bu yeni tiirevin klinik tip alanina bir uygulamasini elde
etmislerdir. Cetinkaya ve Cuchta [29] zaman skalasinda Sturm-Liouville ve Riccati
denklemlerini ele almistir bu denklemlerin ¢éziimlerinin varligini gostermis, Sturm-Liouville ve
Riccati denklemleri arasindaki iliskiyi incelemis ve Wintner teoreminin uyumlu benzerini

ispatlamiglardir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolim iki alt boliimden olusmaktadir ve bir sonraki boliim olan “Bulgular ve
Tartisma” baslikli boliimde verilen sonuglarin elde edilmesini saglayan tanim ve teoremleri
icermektedir. ilk alt béliimde uyumlu Kesirli tiirev ve integralin cesitli 6zelliklerinden
bahsedilecektir. Bunun icin Kaynaklar kisminda verilen [2] numarali makaleden
yararlanilacaktir. ikinci alt béliimde, bu sefer [3] ve [23] numarali makalelerden faydalanarak,

uyumlu tiirev ve integral ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir. &« mertebeden uyumlu

kesirli tiirev [2] makalesinde T, sembolii ile gosterilmesine karsilik, burada hem [3] ve [23]

makaleleri ile, hem de tezin “Bulgular ve Tartisma” boliimiyle biitiinliik olusturulmasi agisindan
D, semboliiniin kullanilmasi tercih edilmistir.

3.1 Uyumlu Kesirli Tiirev ve integral

3.1.1 Uyumlu Kesirli Tiirev Tanim ve Ozellikleri

f :[O,oo) — R bir fonksiyon ve t >0 olsun. f fonksiyonunun t noktasindaki tiirevi

daf . f(t+e)-f(t) oodtt
—=1lim biciminde tanimlidir. Bu tanmima goére, — =nt
dt -0 & dt

oldugu kolayca

gorilebilir. Burada akla su soru gelebilir: 0 <a <1 olmak flizere, yukarida verilen tiirev
tanimina benzer bicimde tanimlanabilecek & mertebeden bir kesirli tiirev var midir? Benzer
tirev tanimi, N € N olmak tizere o e (n, n +1] icin de yapilabilir mi?
D, ile @ mertebeden kesirli tiirev olarak isimlendirilen operator belirtilsin. & =1 iken

D, operatorii asagidaki 6zellikleri saglar.

i) Tim a,beR elemanlar1 ve D, in tanim kiimesinden alinan her f,g fonksiyonu

icin D, (af +bg)=aD, (f)+bD,(g) dir.
i) Tim peR igin D,(t")= pt** dir.
iiii) D,(fg)=fD,(g)+gD,(f) dir.

iv) Dl[éj _ 9B (f )g_z . (9) dir.

v) Tiim sabit f (t) =4 fonksiyonlariicin D, (1)=0 dr.

Asagidaki tanim, « € (O,l] olmak lizere, @ mertebeden kesirli tiirevin en basit, en dogal ve

en etkili tanimidir. Burada bu tanimin, herhangi bir & sayisi i¢in genellestirilebilecegini
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belirtmekte yarar vardir. Fakat yine de « e (0,1] durumu en 6nemli durumdur ve tiirev tanimi

bu durum icin yapildiktan sonra, diger durumlari elde etmek kolaydir.

Tanmim 3.1.1.1: [2] (Uyumlu Kesirli Tiirev) f :[0,00) — R fonksiyonu verilsin. Tim t >0 ve

ae (0,1] icin f fonksiyonunun a mertebeden “uyumlu kesirli tiirevi”

esitligi ile tamimhdir. Eger bazi a >0 sayilar i¢cin f fonksiyonu (O,a) araliginda «

diferansiyellenebilirse ve lim f () (t) mevcutsa f fonksiyonunun O noktasindaki «

t—>0"

mertebeden kesirli tirevi f(® (0)=1lim f (=) (t) bicimindedir.

t—0"

Bazen, f fonksiyonunun o mertebeden uyumlu kesirli tirevi D, ( f)(t) yi belirtmek
icin f () (t) gosterimi de kullanilabilir. Eger f in @ mertebeden tiirevi mevcutsa, kisaca f «
tiirevlenebilirdir denir. Ayrica D, (t P ) = pt"* esitligi saglanir.

Asagidaki teorem, yukaridaki tanimin bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.2.1.1: [2] « €(0,1] olmak iizere, f :[0,00) — R fonksiyonu bir t; > Onoktasinda «
tirevlenebilirse, o halde f fonksiyonu t, noktasinda sireklidir.

f (t0 +et® )

&

ispat: f (to +8téfa)— f(t)= -¢ esitliginin her iki tarafindan & — 0 igin limit

alinarak,

l-a
lim| f(t,+26)—f(t,) | = Iimw-limg

-0 &0 Fod -0

yazilabilir. Burada h = &t} alinirsa son esitlik
lim[ f (t,+h)—f (t;)]= ) (t)-0

halini alir ve dolayisiyla |hlrrol f(t,+h)=f(t,) esitligi saglanr. Bu ise f fonksiyonunun t,
noktasindaki siirekliligini verir. Boylece ispat biter. O

10
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Tanim 3.2.1.1 ile verilen D, uyumlu tirevinin sagladig 6zellikler agagidaki teoremde

belirtilmistir.

Teorem 3.1.1.2: [2] o <(0,1] olsun ve f ve § fonksiyonlarimin bir t > Onoktasinda «

tiirevlenebilir fonksiyonlar oldugu kabul edilsin. Bu durumda

1) Her a,beRicin D, (af +bg)=aD,(f)+bD,(g) dir.
2) Her peRigin D, (tp) = pt"™* dir.
3) Tim sabit f (t)=A fonksiyonlariicin D, (1) =0 saglanur.

4) D,(fg)=fD,(g)+gD,(g) dir.

D (f)-fD
5) Da(i)zg il )gz .(9) saglanir.

6) Eger f fonksiyonu tiirevlenebilirse D, ( f )(t) =t %(t) olur.

Ispat: (1)-(3) siklarinin ispatlar1 tanimdan direkt olarak elde edilebilir. (4) iin ispat1 icin,

sabitlenmis t > 0 icin

f(t+et™)g(t+et™)-f(t)g(t)

g

D, (fg)(t)=lim

i (et gttt ) - f (g t+at™ )+ f (g (t+at™)- T (H)g ()

-0 ol

i f(t+et™)-f(t)

£—0 &

g(t+et) +f(t)|img(t+5tl_a)_g(t)

£—0 E

=D, (f)(t)limg(t+et™)+f (t)D, (9)(t)

&0

11
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elde edilir. g fonksiyonu t noktasinda stirekli oldugundan Iirg g (t +gtl’“) =g (t) yazilabilir.

Boylece (4) ispatlanmis olur. (5) buna benzer bigcimde ispatlanabilir. (6) y1 ispatlamak igin

Tanim 3.1.1.1 de h =&t"™* alinirsa & =t“"h yazilabilir. Dolayisiyla,

£50 & h—0 ht? h—0 h dt

0, (£)(6) = tim LT FO =10 =10 o O

elde edilir ve boylece ispat biter. O

Asagida belirli bazi fonksiyonlarin uyumlu tiirevleri verilmistir:
1) Her peRigin D, (tp ) = pt"™* dur.
2) D, (1)=0 dur.

3) Her ce Rigin D, (ecx) =cx"“e™ dir. Gergekten Tamm 3.1.1.1 kullanilarak

C(X”XH) cx e (echlia —1) 1-a 4CeX

. € —€ . . CX e _

D, (e%)=1lim =lim —e™ lim=——— = cx"e”
£-0 & £-0 & £-0 1

oldugu gorilir.

4) Her b € Rigin D, (sinbx)=bx"" cosbx dir. Ger¢ekten Tanim 3.1.1.1 kullanilarak

sin [b(x +exte )] —sinbx sinbx cos(ngl‘“ ) +sin (ngl‘“ )cos bx —sin bx

D, (sinbx) =lim =lim
£—0 & -0 &
—sinbx(bx**)sin (bex** )+ bx** cos (bx)cos (bex* ™
— Iln(]) ( ) ( ¢ )1 ( ) ( & ) — bxl—a COSbX

oldugu gorilir.

5) Her b € Rigin D, (cosbx)=—bx"*sinbx dir. Gergekten Tamm 3.1.1.1 kullanilarak

12
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cos[b ( X+ ex e )] —cosbx cosbx cos(ngl‘“ ) —sin (ngl‘“ )sin bx — cos bx

D, (cosbx)=lim =lim
&0 & -0 &
—cosbx (bx** )sin(bex** ) —bx*“ sin (bx )cos (bex* ™
:Ilnrg ( ) ( & )1 ( ) ( ¢ ):_bxl—a Slan

oldugu goriliir.

1
6) D, (—tj =1dir. Gergekten Tanim 3.1.1.1 kullanilarak
a
1 a 1 1 a-—.
1 —(x+gxl“”) - =X —xl‘“a(x+gxl‘“) '
D,| =x*|=lim& & =|im& =1
o £—0 & £—0 1

oldugu gorilir.

Bunlara ek olarak, asagidaki esitlikler de verilebilir:

i) D, (sinit“]:cosit“.
a a
ii) D, (coslt“j:—sinlt"‘.
a a
1 L
iii) D, [eat“}eat“.

Uyumlu kesirli tiirevin en 6nemli durumu & nin (0,1] araliginda oldugu durum olmasina
ragmen, bu tiirevin « € (n, n+ 1] iken nasil tanimlanmasi gerektigi asagida belirtilmistir.
Tanim 3.1.1.2: [2] «ae (n, n +1] olmak tizere f, t>0 noktasinda N mertebeden

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f in a mertebeden uyumlu Kesirli tiirevi

asagidaki gibidir:

f(|—0‘-|‘1) t+8t|—a-|_a _ f((ﬂ‘l) t
D, (1)(t)=lim ( ) ©

>0 &

13
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Burada, fa—| o sayisinin tam degerini belirtir.
Tanim 3.1.1.2 nin 1518Inda « e(n,n+1] ve f, t>0 noktasinda (n +1) mertebeden

tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak lizere

)

o (1)) =t 1)

oldugu kolayca gosterilebilir. Uyumlu kesirli tiirev icin yukarida verilen tamimlar, «
tiirevlenebilir fonksiyonlarin analizini yapmay1 gerektirmese de, klasik analizin Rolle Teoremi
ve Ortalama Deger Teoremi gibi onemli teoremlerinin uyumlu kesirli tiirev igin yapilan

genellestirmelerinin verilmesine engel de degildir.

Teorem 3.1.1.3: [2] (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Rolle Teoremi)

a>0 olsunve f:[a,b]—> R fonksiyonunun asagidaki kosullari sagladigi varsayilsin:

i) f, [a,b] de siireklidir.
ii) Bazi a €(0,1) lerigin f fonksiyonu & tiirevlenebilirdir.
iii) f(a)=f(b)dr

Bu durumda f* (c)=0 olacak bigimde bir ¢ e (a,b) sayisi vardur.

ispat: f fonksiyonu [a,b] aral iizerinde siirekli oldugundan ve f(a)=f(b) esitligi
saglandigindan f fonksiyonunun bir Ce(a,b) yerel ekstremum noktasi vardir. Genelligi

kaybetmeksizin C nin bir yerel minimum nokta oldugu kabul edilsin. O halde

(0 ()= lim f(c+ect)-1(c) i f(c+ec)-f(c)

e—0" Fod e—0" &

yazilabilir. Bu esitlikteki ilk limit negatif olmayan, ikinci limit ise pozitif olmayan bir deger

aldigindan £ (C) =0 olmasi gerekir. Boylece ispat biter. O

14
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Teorem 3.1.1.4: [2] (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi)

a>0 olsunve f:[a,b]— R fonksiyonu asagidaki kosullari saglasin:
i) f, [a,b] de stireklidir.
ii) Bazi o €(0,1) lericin f o tiirevlenebilirdir.

f(b)-f(a
Bu durumda f* (c)= 1()—1() olacak bicimde bir ¢ € (a,b) sayisi vardr.
- ba - aa
a a

Ispat: Asagida verilen ¢ fonksiyonu ele alinsin:

0(x)= f (x)f (a)—%(éx“ —éa”‘).

Bu durumda, g fonksiyonu teorem 3.1.1.3 ile verilen Rolle teoreminin kosullarini saglar. Yani,

g(“)(c)=0 olacak bi¢cimde bir C e(a,b) sayisi vardir. D, (l X“jzl olmasi gerceginden
a

yararlanarak istenen sonuca ulasilir. Boylece ispat biter. O

3.1.2 Uyumlu Kesirli Integral

p+a

ae (0, oo) olsun ve a #—p olmak iizere keyfi pe R i¢in J (tp) = fonksiyonu

p+a
n

tammlansin. Eger f (t)=) bt" ise J_ () ifadesi
k=0

n n tk+0{

3,(F)=2"bJ,(t)=2"h

k
k=0 o K+a

n
ileve f (t)= Z:bktk ise, serinin diizgiin yakinsak olmasi durumunda
k=0

15
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n tk+a

Ja(f)zzbk

= k+a

ile tamimlidir. J, nin tamim kiimesinde lineer oldugu agiktir. Ayrica, eger « =1ise, o halde J,

klasik integral ile ortiigiir.

1
Bu tanima gore, o = E iken,

n 2n+§

Ja(sint):i (Dt

k=0 (Zn +2)(2n +1)!

olur. Herhangi ae(O,l) icin cost ve €' ifadeleri de benzer bicimde hesaplanabilir. Bu

ornekler, a > 0 olmak tizere, bir f fonksiyonunun ¢ integralini asagidaki gibi tanimlamamiza

olanak saglar.

Tanim 3.1.2.1: [2] & €(0,1) olmak iizere

ile tanimlidir. Burada integral klasik Riemann genellestirilmis integralidir.

Teorem 3.1.2.1: [2] t > a ve f fonksiyonu |, nin taniml oldugu bolgede siirekli bir fonksiyon

olmak lizere

D12 (F)(t) = f ()
esitligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonu siirekli oldugundan I ( f )(t) fonksiyonu tiirevlenebilirdir. O halde,

16
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o, (12(1) )=t Sz ()=t S e L0

yazilabilir ve boylece ispat biter. O
3.2 Uyumlu Tiirev ve integral

Bu alt bolimde [3] ve [15] numarali kaynaklardan yararlanarak uyumlu tiirev ve

integral ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 3.2.1:[3] (Uyumlu Tiirev) o [0,1] olsun. Bir D diferansiyel operatoriiniin uyumlu
olmasi icin gerek ve yeter kosul D° operatoriiniin birim operatore ve D operatoriiniin klasik
tiirev operatdriine karsihk gelmesidir. Bu durumda f = f(t) diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olmak {izere
D°f (t)=f(t) ve DU (t)=—"f(t)=1'(t) (3.2.1)

esitlikleri saglanir. Burada, Tanim 3.1.1.1 de verilen “uyumlu kesirli tiirevin” Tanim 3.2.1 de
verilen (3.2.1) esitliklerini saglamadigini belirtmekte yarar vardir.

Matematik ve miithendislikte kullanilan dinamik sistemlerin davranislariyla ilgilenen bir
teori olarak bilinen kontrol teoride iki diizenleyici parametreye sahip U kontrol ¢iktisinin t

zamanindaki oransal tirev kontrolori

u(t)=r,E(t)+x, %E(t) (3.2.2)

algoritmasina sahiptir. Burada x, oransal artis, x;, tlrevsel artigi ve E ise durum degiskeni ve

islem degiskeni arasindaki hatadir. Buradan hareketle asagidaki tamim verilebilir.

Tanim 3.2.2: [3] (Uyumlu Tirevin Bir Sinifi) ae[O,l] olsun ve x,k; :[O,l]x]R—)[O,oo)

fonksiyonlarinin asagidaki kosullar1 saglayacak bicimde siirekli fonksiyonlar olduklar1 kabul

edilsin:

17
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aILT Kk (a,t)=1, O!LT K, (e, 1) =0,
lim «, (a,t) =0, lim i, (a,t) =1 (3.2.3)
Kk, (a,t)#0, a <[0,1), Iinl]/co(a,t)=1, a e(0,1].

O halde f fonksiyonunun t noktasinda tiirevli olmasi durumunda asagidaki bigimde

tanimlanan tiirev operatériic D“ uyumlu tiirev operatorii olarak adlandirilir:
D*f (t) =i (a,t) f(t)+i(a,t) F'(1). (3.2.4)

Burada x;, (3.2.) esitliginde bahsi gecen k', oransal artisina, &, ayni esitlikteki x; tirevsel

artisina, f fonksiyonu, E hata fonksiyonuna ve D“f tiirevi ise U kontrol ¢iktisina kargilik

gelir.

Tanim 3.2.3: [3] (Uyumlu Kismi Tiirev) ae[O,l] olsun ve KO,K‘lZ[O,l]X]R—)[O,oo)

fonksiyonlarinin siirekli fonksiyonlar olduklar1 ve (3.2.3) esitligindeki kosullar1 sagladiklar

varsayilsin. Sabitlenmis her S € R i¢in % f (t,S) tiirevi mevcut olacak bigimde bir f :R* - R

fonksiyonunun verildigi kabul edilsin. Bu durumda uyumlu kismi tiirev operatori
“ 0
D f (t,5)=x, (a,t) f(t,5)+x, (a,t)a f(t,s) (3.2.5)

esitligi ile tanimlanir.

Uyari 3.2.1: [3] T herhangi bir zaman skalasi (reel sayilarin bostan farkli herhangi bir kapal
alt kiimesi) olsun. Bu durumda (3.2.1) esitligi ile uyumlu tiirev T zaman skalasina asagidaki
gibi genisletilebilir:

D*f (t) =nq (a.,t) f(t)+a(a,t) F2(1).

Burada, f fonksiyonu T zaman skalasi lizerinde tamimlanmis A tiirevlenebilir bir fonksiyon

ve f* fonksiyonu f fonksiyonunun A tiirevidir.

18
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Tanim 3.2.4: [3] (Uyumlu Ustel Fonksiyon) « € (0,1] olsun. S <t olmak iizere S,t € R sayilari
gbz oOnline alnsin ve Pp: [S,t] — R fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olsun.
Ky, K :[0,1]><R —[0,0) fonksiyonlarinin siirekli fonksiyonlar olduklar1 ve (3.2.3) esitliginde

verilen kosullar1 sagladiklar1 varsayilsin, ayrica p/x, ve k,/k, fonksiyonlarinin [S,t] araligl

lizerinde Riemann integrallenebilir fonksiyonlar oldugu kabul edilsin. O halde, (3.2.4) esitligi ile

verilen D uyumlu tiirevine goére tanimlanan uyumlu iistel fonksiyon

[Pe)m(a) 7]’ r(a),
e, (t,s)=¢e () e (t,s)=¢e *"“" (3.2.6)
p 1 . ) o\"“s nln
esitlikleri ile verilir. Bu fonksiyon ayrica
D%, (t,s)=¢,(t,s) ve D”g,(t,5)=0 (3.2.7)

esitliklerini saglar.
Uyumlu iistel fonksiyonun temel 6zellikleri asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 3.2.1: [23] (Uyumlu Ustel Fonksiyon Ozellikleri) x,ve &k fonksiyonlar1 (3.2.3) ile
verilen esitlikleri saglasin, p ve ( fonksiyonlari siirekli fonksiyonlar olsun ve t,s,r € R olarak

alinsin. Bu durumda, (3.2.6) esitligi ile tanimlanan uyumlu tstel fonksiyon asagidaki 6zellikleri

saglar.

@) e, (tt)=1.

G) e, (ts)e (s.r)=e,(t.r).

(iii)

(iv) e (ts)=1.
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(v) €., (t,s)=1.

. e(ts)
(Vl) m = e( P-qay) (t, S) .

(vii)

wiii) D [e,(s,t)]=(2k,— p)(t)e, (s.1).

(ix) p fonksiyonu diferansiyellenebilir ve pozitif bir fonksiyon ise, o halde

p p

e[D”p] (t,t,)= o(t) e’ (t.ty) ve e[Dapj(t’tO): p(t,)

esitlikleri saglanir.

D“ uyumlu tiirevinin agagida verilen temel tiirev alma kurallarim gercekledigi kolayca

gosterilebilir.

Lemma 3.2.2: [3] (Temel Tiirev Alma Kurallan) « € [0,1] olmak tizere D” operatori (3.2.4)
esitligi ile tanimlanan uyumlu tiirev olsun. p:[S,t]—)R fonksiyonu stirekli bir fonksiyon
olarak alinsin. KO,KIZ[O,l]x]R—>[O,oo) fonksiyonlarinin siirekli fonksiyonlar olduklar ve
esitlik (3.2.3) deki kosullar1 sagladiklar1 varsayilsin, ayrica p/x, ve k;/x, fonksiyonlarinin

[S,t] aralig1 tizerinde Riemann integrallenebilir fonksiyonlar oldugu kabul edilsin ve f ve ¢

fonksiyonlarinin uyumlu tiirevlenebilir fonksiyonlar olduklar1 varsayisin. O halde asagidaki

esitlikler saglanir:

(i) Tum a,b e R sayilar igin D* [af +bg] =aD“ [ f ]+bD“ [g] dir.
(ii) Tum c € R sayilar i¢cin D“c = CK‘l(Ol, ) dir.

(i) D*[fg]=fD“[g]+gD*f - fgx,(e,") dur.
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gD [f]g—2 D [9]+é,<1(a,,) dir

(iv) D“[f/g]=

) a € (0,1] ve sabitlenmis S € R i¢in (3.2.6) ile tanimlanan uyumlu tistel fonksiyon

D¢ [e,(ts)]=p(t)e, (t.s) (3.2.8)

esitligini saglar.

(vi) a<(0,1] igin ve (3.2.6) esitligi ile verilen tistel e, fonksiyonu igin

K, (a,9)

cf(s)e(t,s
D“ Dwds = f(t) (3.2.9)
esitligi saglanir.
Ispat: (i) 6zelligi (3.2.4) esitligi yardimiyla

D”[af +bg]=x, (af "+bg")+x, (af +bg)=(ax, f'+ax, f)+(bx,9'+bx,g)=aD“f +bD"g

biciminde elde edilir. Benzer sekilde (ii) 6zelligi de aynmi esitlik kullanilarak gosterilebilir. (iii)
ozelligi icin
D[ fg]=x,(fo'+ f0)+x (fo)=(Fro0'+ fr0)+(gx, f'+9x. f)— forg

= fD“g+gD“f — fgx;

(3.2.6) ile tamimlanan €, fonksiyonuna (3.2.5) esitligi ile tanimlanan uyumlu kismi tirev

operatorii uygulanirsa

Dt“ep(t,s)zico(a,t)[M]ep(t,s)+Kl(a,t)ep(t,s)

K, (a,t)

=(p() -k (@ )e, (1.5) 5 (@ 1)e, (t,5)= p(t)e, (1.5)
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elde edilir. Son olarak (vi) ile verilen esitligi gormek icin tekrar (3.2.4) ve (3.2.6) dan faydalanilir

ve boylece

D" [jfwds}:KO(a,t).%@MdSJ+Kl(a,t)iMds

> K (a,s) K (a,s)

(e B TOBLY), (I L,

K, (a,9) K, (e t)

Z—Kl(a’t)iwdH f (t)+1<l(a,t)j'wds =f(t)

K, (a,s)

bulunur. Boéylece ispat biter. O

Tanim 3.2.5: [3] (Uyumlu integral) « €(0,1] olsun ve t, € R oldugu kabul edilsin. Bir f

fonksiyonunun uyumlu belirsiz integrali
[Df (t)d,t = f (t)+cey (L.t,), ceR

ile tamimhdir. Benzer bicimde f fonksiyonunun [a,b] araligr uzerindeki uyumlu belirli

integrali

jf(s)eO (t,s)das::j'%s, das:ﬁds (3.2.10)

Taten _ e

esitligi ile tanimhidir. Burada (3.2.6) esitligi yardimiyla eo(t,s):e =e

yazilabilecegini hatirlamakta yarar vardir.

Uyumlu integral asagida verilen 6zellikleri saglar.

Lemma 3.2.3: [3] (Temel integral Alma Kurallar1) D” operatorii (3.2.4) esitligi ile tanimh

uyumlu tirev olsun ve « € (0,1] olmak tizere uyumlu integral (3.2.10) esitligi ile tanimlansin.

K, ve k; fonksiyonlarinin siirekli fonksiyonlar olduklari ve (3.2.3) ile verilen kosullar
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sagladiklar varsayilsin, ayrica f ve g fonksiyonlarinin uyumlu tiirevlenebilir fonksiyonlar

olduklar1 kabul edisin. O halde asagidaki esitlikler saglanir:

(i) Bir f fonksiyonunun belirli integralinin uyumlu tiirevi

| [ 1@ )| - 110

esitligi ile verilir.

(ii) Bir f fonksiyonunun uyumlu tiirevinin belirli integrali

ID“[f & (t,5)d,s |=f(s)e(t.s)

o= F(t)-F(a)e(ta)

esitligi ile verilir.

(iii) Kismi integrasyon kurali

b

L= [a(®)(D [ (1)]-x (e t) T (1))es (bi)d,

a

D e T

f (0D [a(t)]es (b4)d, = (1) 0 (t)ey (bi1)

esitligi ile verilir.

(iv) Integralin uyumlu tiirevini almak icin kullanilan Leibniz kurali (3.2.5) esitligi yardimiyla

D* ﬁ f(t,s)e,(t,s)d,s }

mn_.ﬁ

(DI f(ts)]-m(at) f(ts)e(ts)ld,s+f (t.t)

esitligi ile veya ¢, (t,S) =0 oldugu durumda D({

© ey

t
f (t,s)das} = f(t,t)+ D[ f(ts)]d,s
esitligi ile verilir.
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Ispat: (i) in ispat1 (3.2.9) ve (3.2.10) dan kolayca elde edilir. Lemma 3.2.2 nin (ii) sikkinda ¢ =1
alinarak (ii) 6zelliginin (iii) numaral 6zelligin 6zel bir durumu oldugu gordliir. (iii) i ispatlamak
icin Lemma 3.2.2 (iii) ve integralin (3.2.10) ile verilen tanim1 géz 6niline alinirsa, (iii) deki ikinci

ifade icin D” operatoriiniin (3.2.4) ile verilen tanimi ve (3.2.10) kullanilarak « # 0 iken

f(t)de =2 (t)’;gf‘)’t) ") b= (D1 (1), (1) F (1)),

elde edilir. (iv) i ispatlamak i¢in (a = 1) Leibniz kurali kullanilirsa

D{

D e
—h
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—

w
N
@

o
—~~
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wn
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wn
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=K, (a,t)j.

K, (a,s) K, (a,T)

5 (,5) [—Kl(a,t) f(t,s) +§ f (t,S)JdS-F f(t.t)
+K1(a’t)j'Mds

QD C—y
—_—~
™R
1
—
—~
:—0-
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~—
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|
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—_~
-
S~
—
—~~
—
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elde edilir. (iv) deki ikinci ifadenin saglandig ise

|

0 e
—h
—~
~—+
w
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o
]
wn
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wm
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o
w
1
Il
el
—~
R
~—+
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[77]

0
=x, (a fto) +taf b s |+x, (« t4df(t’s) s
=Ko (at) K, (1) J;KO(CX,S) d i ’t)!:lco(a,s)
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= f(t,t)+j[D;"[f (t,;s)]d,s

biciminde gosterilir. Béylece ispat biter. O

Teorem 3.2.1: [23] (Rolle Teoremi) « € (0,1] olsun. f fonksiyonu [a,b] araliginda stirekli,
(a,b) araliginda tiirevlenebilirse ve f (a):eo(a,b) f (b) esitligi saglaniyorsa, o halde

D*f (C) =0 olacak bicimde en az bir Cc € (a, b) sayis1 vardir.

Teorem 3.2.2: [23] (Ortalama Deger Teoremi) « € (0,1] olsun. f fonksiyonu [a,b] araliginda

_e(ch) ()& (ca)f (a)
1 (b.2)

ds
Ko (s)

sirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilirse D* f (C) esitligi

saglanacak bicimde en az bir ¢ € (a,b) sayis1 vardir, burada d_s =

b
icinh, (b,a) = [Ld,s
a
olarak tanimhdir.
Bir sonraki teorem, Lemma 3.2.3 {in (ii) sikkinda ispatlanmis olsa da, yukarida verilen

Rolle ve Ortalama Deger Teoremlerinden sonra asagida bir baska ispat yontemi daha

verilmistir.

Teorem 3.2.3 (integral Hesabin Temel Teoremi) « <(0,1] olsun. f:[a,b]—>R

fonksiyonunun [a,b] aralifinda tiirevlenebilir oldugu ve f’ fonksiyonunun [a,b] araliginda
b

integrallenebilir oldugu varsayilsin. O halde JD“ [f (t)]eo (b,t)d,t=f(b)-f(a)e,(h.a)
a

dt

K (1)

dir.

esitligi saglanir, burada d_t ==
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ispat: P, [a,b] araliginin Pz{to,tl,...,tn} bicimindeki herhangi bir parcalanisi olsun ve

t

hl(t,a) zjldas esitligi goz oniinde bulundurulsun. Teorem 3.2.2 ile verilen Ortalama Deger

a

Teoremi f fonksiyonuna [tH,ti] araliginda uygulanirsa

., Ce(cnt) () —e(cnty) F(ty)
Pri(a)= h (k)

esitligi veya bu esitlige denk olan
D[ f(c)]e(bic)h (tt ) =6y (b,ty) f (t)—ey(bity) f (L)

esitligi saglanacak bicimde bir C; € (tH,ti) sayisi var oldugu gorilebilir. f fonksiyonunun

(P, f,u) ZD“[f (c) R (b.c)(n(t)-n(ty)),  w(t)=[1ds=h(ta),
bicimindeki Riemann-Stieltjes toplami yazilirsa
(P, f,u) Ze )—e (bt ) f(ty)=f(b)—e(b.a)f(a).

oldugu gorulir. P parcalanisi keyfi oldugundan

ID“[f (t) e (b,t)d (1) _[D“[f )]eo (b,t) dtzle"‘[f(t)]eo(b,t)dt

=f(b)-¢e(ba)f(a)

yazilabilir. Boylece ispat biter. O

Bir sonraki lemma birinci merteben uyumlu diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin

kullanilabilir.

26



Dilan ELBADI Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2021

Lemma 3.2.4: [3] (Sabitlerin Degisimi) x, ve x; fonksiyonlarinin (3.2.3) esitligi ile verilen
kosullar1 sagladig1 varsayilsin. f, p:[t,,00) > R siirekli fonksiyonlar olsun, e, fonksiyonu

(3.2.6) esitligindeki gibi tanimlansin ve U, € R olsun. O halde,

baslangi¢c deger probleminin tek ¢6zimii

u(t)=ue, (t,to)+J.ep (t,s)f(s)d,s, te[t,, o) (3.2.11)

ty
esitligi ile verilir.

Ispat. U fonksiyonunun (3.2.11) esitligi ile tanimlandig1 varsayilsin. Lemma 3.2.2 (v) ve Lemma

3.2.3 (iv) ifadeleri kullanilarak

t

DU(t)=u,p(t)e, (t.t,)+e, (tt) f (t)+j p(tk,(t;s)f(s)d,s=p(t)u(t)+f(t)

)

elde edilir. Boylece ispat biter. O
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boéliimde [3] ve [23] numarali kaynaklarda elde edilen sonuclar derlenmistir. Bu

makalelerdeki sonuclar detayl bir bicimde incelenmistir.
4.1 ikinci Mertebeden Uyumlu Lineer Denklemler
Matematik, matematiksel fizik, matematiksel biyoloji fiziksel kimya ve miihendislik

problemlerinin bir¢ogunda asagidaki gibi ifade edilen ikinci mertebeden lineer homojen sabit

katsayili adi diferansiyel denklem 6nemli bir yere sahiptir:
ay"(t)+by'(t)+cy(t)=0, teR.

Bu béliimde, yukarida verilen denklemin (3.2.3) esitligi ile tammlanan D“ uyumlu
tiirevi yardimiyla yazilan benzeri yani, ikinci mertebeden lineer homojen sabit katsayili uyumlu

diferansiyel denklem ele alinacaktir:
aD*D”y(t)+bD*y(t)+cy(t)=0, te[t, x).
Bu boliimde, ayrica,

atD“ [ tD“y(t) | +btD*y(t)+cy(t) =0, tefty,©), t,>0

biciminde verilen Cauchy-Euler tipli uyumlu diferansiyel denklemle ilgili incelemeler

yapilacaktir.

Teorem 4.1.1 KO,Kli[O,l]XR—)[O,OO) fonksiyonlarinin stirekli olduklar1 ve (3.2.3) deki

kosullar1 sagladiklari varsayilsin, D uyumlu tiirevi (3.2.4) deki gibi tanimlansin, a,b,c e R
sayilar1 keyfi reel sayilar olarak alinsin ve « €(0,1] olsun. (3.2.6)esitliginden yararlanarak

herhangi bir sabit A sayisi i¢in

e, (t,t,)=¢e" =e
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yazilabilir. Bu durumda,
aD*D”y(t)+bD”y(t)+cy(t)=0, te[ty, o), (4.1.1)
sabit katsayili homojen uyumlu diferansiyel denklemine iliskin karakteristik denklemi

al’+bl+c=0, (4.1.2)

bi¢iminde ve C;,C, € R olmak iizere (4.1.1) denkleminin genel ¢6zlimii asagidaki ti¢ durumdan

biri ile ifade edilir:

(i) A, ve A, sayllar1 (4.1.2) denkleminin birbirinden farkli reel kokleri ise (4.1.1)

denkleminin ¢6zimi y(t) =Ce, (t,t0 ) +Ce, (t,to) bicimindedir.

-b
(ii) ﬂ,:z— sayisit (4.1.2) denkleminin kath reel kokii ise (4.1.1) denkleminin ¢6zimii
a

t
y(t)=ce, (t.t)+Ce, (tty) J.ldas bicimindedir.

fo
(iii) A=<&zip sayisi (4.2.2) denkleminin karmagik kompleks kokii ise (4.1.1) denkleminin

t t
gozimii y(t)=ce; (t,to)cos[jﬂdasJ+c2e§ (t,to)sinUﬂdasJ bi¢imindedir.

f f

t
Aflq(a,r)dr

Ispat. 1 belirlenecek kompleks bir sabit olmak iizere y = y(t) =e, (t,to) =ev () ¢ozimi

ele alinsin. Yy ¢oziimi (4.1.1) de yerine yazilirsa ve (3.2.8) ifadesi g6z 6niinde bulundurulursa,

a =1 oldugu klasik durumdaki karakteristik denklem, yani (4.1.2) elde edilir.

Dolayisiyla ti¢c durum s6z konusudur. Eger karakteristik denklemin birbirinden farkl iki
reel kokil varsa, ¢oziim (i) sikkinda verildigi gibi iki tistel fonksiyonun bir lineer kombinasyonu
biciminde elde edilir. Simdi, 4 €R sayisinin (4.1.2) denkleminin iki kath koki oldugu

-b
varsayilsin, yani A= 2 olsun. O halde Y, (t) =€, (t,to) =€, (t,to) fonksiyonu (4.1.1)
a 2a

denkleminin bir ¢6ziimii olur. & =1 durumunda, Yy, =ty, fonksiyonunun ikinci lineer bagimsiz
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t
¢oziim oldugu dikkate alinarak y,(t)=e,(t,t,)h (t.t)) =€, (1,1 )Ildas yazilabilir. Buradan

f

(3.2.4) esitligi yardimiyla

Dy, (t)=e¢, (t,to)[l+ }L't[ldas], DDy, (t)=e¢, (t,to)(ZA +/12j[1das}

) )

elde edilir. 4 = ;—b oldugu goz dniinde bulundurularak, bu ifadeler
a

aD”D“y, (t)+bD"y, (t)+cy, (t)

ifadesinde yerine yazilirsa, 4 nin karakteristik denklemin bir kokii olmasi durumunda

t t t t
ae, (t,to)(z/ﬂﬂ,zjldas}beﬂ (t,to)[1+ i_[ldas]wel (tt,)[1d,s=¢, (t.t,) (a4’ +bi+c)[1d,s =0
b b

ty to

bulunur. Son olarak, (4.1.2) karakteristik denkleminin A =¢&+if kompleks koklerine sahip

oldugu varsayilsin. Bu durumda (4.1.1)denkleminin kompleks degerli bir ¢o6ziimi Euler

formiiliiniin ve (3.2.6) ifadesinin yardimiyla

Y(t) =€ (L) =6 (t,to)(cos(j'ﬂdas}r isin UﬁdasB

) )

biciminde yazilabilir. Bu ¢éziimiin reel ve sanal kisimlari (4.1.1) denkleminin lineer bagimsiz
¢Ozlimlerini olusturur. O
Asagidaki teorem, ikinci mertebeden lineer homojen Cauchy-Euler tipli uyumlu

diferansiyel denkleminin genel ¢éziimlerinin bigimleri hakkinda bilgi vermektedir.

Teorem 4.1.2 x,, K, . [O,l]x R —[0,) fonksiyonlarinin siirekli olduklar: ve (3.2.3) ile verilen

kosullar1 sagladiklar1 varsayilsin, D“ uyumlu tirevi (3.2.4) deki gibi tammlansin, ayrica

a,b,c e R keyfi reel sayilar olarak alinsin ve a €(0,1] olsun. O halde, asagidaki gibi verilen

homojen Cauchy-Euler tipli uyumlu diferansiyel denklemi
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aD“[tD"y(t) |+ btD“y (t)+cy(t) =0, tet,»), t,>0, (4.1.3)

(4.1.2) ile verilen karakteristik denkleme sahiptir ve C,C, € R sabitler olmak tizere (4.1.3)

denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki ti¢ durumdan biri ile ifade edilir:

(i) A, ve A, €eR sayllan (4.1.2) denkleminin birbirinden farkli kokleri ise (4.1.3)

denkleminin ¢oztiimu Y (t) =Ce, 4 (t, t, ) +C8, 4 (t,to) bicimindedir.

(ii) A :;—b sayist (4.1.2) denkleminin kath reel kokii ise (4.1.3) denkleminin ¢6ziimi
a

t
y (t) =C€ (t' L ) +C8 (t, t, ) I SfldaS bicimindedir.

fo
(iii) A=&+1f sayist (4.1.2) denkleminin bir kompleks koki ise (4.1.3) denkleminin

t t
¢oziimii y(t) =ce,; (L.t )cos{ﬂj' sldasJ +c,e, (t,t,)sin [ﬁj sldas] bicimindedir.
b

)

Ispat. 1 belirlenecek kompleks bir sabit ve iistel fonksiyon (3.2.6) esitligi ile tanimlanan
fonksiyon olmak iizere y(t)=e,,(t,t,) ¢oziimii ele alnsin. Bu ¢dzim (4.1.3) ile verilen
denklemde yerine yazilirsa (4.1.2) karakteristik denklemi elde edilir ve dolayisiyla yine g
durum s6z konusudur. Eger karakteristik denklemin birbirinden farkh iki reel kokii varsa,
¢6zlim (i) sikkinda verildigi gibidir.

Simdi, A€ R sayisinin (4.1.2) denkleminin iki kath kokii oldugu varsayilsin, yani

-b
ﬂ,:z— olsun. O halde, yl(t)ze/l/t (t,to) fonksiyonu (4.1.3) denkleminin bir ¢6ziimii olur.
a

t
Y, (t) =Y, (t)jsfldas olarak alinirsa
)
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atD” [tD“y, (t) |+btD“y, (t)+cy, (t) = 2atD"y, (t) +atD* [ tDy, (t) Ms

+by, (t)+(btD*y, (t) js‘ld s+-+oy, (t Js 'd.s=0

0 0

bulunur ve béylece A = —b/2a olur ve Y, in bir ¢6ziim oldugu durumda (ii) dogrulanir. Son

olarak, (4.1.2) karakteristik denkleminin A=£&+if kompleks koklerine sahip oldugu

varsayilsin. Bu durumda, (4.1.3) denkleminin kompleks degerli bir ¢6ziimii

V()= (L) = (LE) cos(ﬂ_[s‘ld S]—HSIn[ﬂJ‘S_ld SJ

0 0

biciminde yazilabilir. Bu ¢6ziimiin reel ve sanal kisimlari (4.2.3) denkleminin lineer bagimsiz

¢oziimlerini olusturur. O

4.2 Uyumlu Oz Eslenik Denklemler

€ [0,1] olsun ve D uyumlu tiirevi (3.2.4) esitligi ile tanimlansin. Bu alt bolimde

Lx(t) = D[ p(D"x - (@,-)x) |(t) +q(t)x(t) =0 (4.2.1)

0z eslenik denklemi ele alinacaktir. Bu alt bolim boyunca, p ve ¢ fonksiyonlarimin [t;,)

araliginda siirekli fonksiyonlar olduklari varsayilacaktir ve tiim t € [t;, ) igin p (t) # 0 oldugu
kabul edilecektir. D“X:[t,,c0) > R fonksiyonu ve D“ [ p(D“X -K 1(a, ) X):| [ty 0) > R
fonksiyonu siirekli olacak bigimdeki tim X:[t;,o0) >R fonksiyonlarinin kiimesi D ile

gosterilsin. Her te[t,, ) igin Lx(t)=0 denklemini saglayan X €D fonksiyonuna (4.2.1)
denkleminin ¢6ziimi denir.

Asagidaki teorem homojen olmayan 6z eslenik LX = f(t) denklemi ile olusturulan

baslangi¢c deger problemlerinin ¢éziimlerinin varligi ve tekligi ile ilgili bilgi vermesi agisindan

onemlidir.
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Teorem 4.2.1: p,q ve f fonksiyonlar [t;,c0) araliginda siirekli fonksiyonlar olsun, p(t);t 0

oldugu kabul edilsin ve X,, X, € R sayilari verilsin. O halde
Lx=f(t), X(t)=%., Dx(t)=x
baslangi¢ deger probleminin [t;,) araliginda tek bir ¢6ziimi vardir.

Ispat: X fonksiyonu Lx=f denkleminin bir ¢OzUmi olsun ve

D"‘X(t)zlcl(oz,t)x(t)+L y(t) olmak flizere y(t):: p(t)(D“X(t)—Kl(a,t)X(t))

p(t)
fonksiyonu goz oniine alinsin. X fonksiyonunun (4.2.1) ile tanimlanan Lx = f denkleminin bir

¢6zimi oldugu goz oOniinde bulundurularak D“y(t) =—( (t)x(t)+ f (t) yazilabilir.

K, (a,t) 1/p(t)

Dolayisiyla, A(t)z[ 3 (t) 0 }, b(t)z[?c (t)}.olmak uizere, Z(t):z {);Ei)):l vektori

D”z(t)=A(t)z(t)+b(t) vektdr denkleminin bir ¢dziimii olur. D mmn (3.2.4) ile verilen

tanimindan

yazilabilir ve tiim fonksiyonlar siirekli oldugundan istenen sonug, @ =1 standart durumunda

oldugu gibi elde edilir (bknz. [30, Teorem 5.4]).

Teorem 4.2.2: x, ve x, fonksiyonlarinin (3.2.3) kosullarin1 sagladiklar1 kabul edilsin. Eger Yy,
lineer homojen (4.2.1) denkleminin bir ¢oziimii ise, diger bir deyisle Ly, =0 esitligi

saglaniyorsa, O halde, €, fonksiyonu (3.2.6) esitliginde tanimlandig gibi olmak tizere,

Y, (t)= yl(t)tj‘ﬁl (s,a)d,s,  Y(s)=2x (e, s)—%yggs) (4.2.2)
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fonksiyonu, (4.2.1) denkleminin ikinci lineer bagimsiz ¢6ziimii olur.

Ispat: y, fonksiyonunun Ly =0 denkleminin bir ¢éziimii oldugu kabul edilsin ve Y, nin (4.2.2)

deki esitligi sagladig varsayilsin. Lemma 3.2.2 den

Dm(t):yAt)D“jﬁen(s.a)das+(Day1(t>—z<1<a,t>y1<t>)j$en (5.2)d,s

a t l
= p(t)eYl (t,a)+(D yl(t))iwen(s,a)das

elde edilir. O halde

p(t)(D", (t) = (1) v, (1))

=yi(t)e, (t.a)+p(t)(D7y, (1)~ & (a:t)y, (t))jﬁs)eﬂ (s.2)d.s,

f

ve buradan da

D* [ p(Dayz —KY, )] =YY€y, +€ (Dayl _Klyl)

+p(D*y, — Y1) leyl+K1jieyl(S,a)daS]—[qyl+K1p(D“y1—K1y1)]jieyl (s.,a)d,s
p L p(s) w P(s)

yazilabilir. Burada, yukaridaki esitligin son satirinda Yy, in bir ¢6zim olmasindan

yararlanilmistir. Son yazilan esitlik basitlestirilmeye devam edilirse, Y, in (4.2.2) deki bigimi de

g0z Ooniline alinarak

Dy,

D[ p(DY, — K, ) | =-ay, +(y1(27<1 -2 j+ D“yl—fqyljevl

1

» 1
+ p(D Yi— KlYl)(Bevl + Oj =—ay,
elde edilir. Boylece ispat biter. O
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Simdi, D“D“x+ a(t) D*x+Db (t) X =0 bicimindeki bir denklemin hangi kosullar altinda

(4.2.1) 6z eslenik biciminde yazilabilecegi arastirilacaktir.

Teorem 4.2.3 x, ve k, fonksiyonlarinin (3.2.3) esitliklerini sagladiklar1 varsayilsin. Eger x;
fonksiyonu [t;,c0) araliginda diferansiyellenebilirse ve a,b:[t;,0) >R fonksiyonlari

stirekliyse, o halde,
D“D“x+a(t)D*x+b(t)x=0, te[t,, ) (4.2.3)

uyumlu diferansiyel denklemi (4.2.1) 6z eslenik bigiminde yazilabilir, burada t €[t,, ) i¢in

p(t)=¢, +2x (t,1,), A(t)(x (a.t)a(t)+b(t)+ D (a.t)) (4.2.4)
esitlikleri saglanir.

ispat. X in (4.2.3) denkleminin bir ¢bziimi oldugunu varsayisin. (4.2.4) den
pa=D“p-2px, pb=0- pax,— pD“x, =q-D*(px, )+ px,’, (4.2.5)

yazilabilir. (4.2.3) esitliginin her tarafi p ile carpilarak ve (4.2.5) kullanilarak
0= pD*D*x+ paD“x + pbx

= pD“(D“x)+(D“p—2pr<l)D“x+(q—D“(p/cl)+ pzclz)x

= pD* (D“x)+(D“x)(D“ p— plcl)— pzch”‘x+(q -D*(px, )+ pch)x

=D~ [ pD“x]— D*[ picx]+0x

elde edilir. D” in lineerligi ve p ve q nun (4.2.4) de verilen bicimleri dikkate alinarak bu

denklemin 6z eslenik oldugu goriiliir. Boylece ispat biter. O

Tanim 4.2.1: KO,Kl:[O,l]xR—>[O,oo) siirekli fonksiyonlar olsun ve (3.2.3) ile verilen

esitlikleri saglasin. Eger X,y :[t,,00) > R fonksiyonlar1 [t,,o0) araliginda tiirevlenebilirse, o
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halde D (3.2.4) de tamimlanan uyumlu tiirevi gostermek tizere, X ve Yy fonksiyonlarinin

uyumlu Wronskiyeni t €[t,, ) i¢in

W (x,y)= det[ SRS ] (4.2.6)

Dx(t) D“y(t)
esitligi ile tanimlanir.

Tanim 4.2.2 Eger X,Yy:[t,,0) >R fonksiyonlar1 [t,,c0) araliginda tiirevlenebilirse,
Wronskiyen (4.2.6) esitligi ile verildigi gibi olmak uzere, te[t;,) i¢in X ve vy

fonksiyonlarinin Lagrange parantezi {X; y}(t)= p(t)W (x,y)(t) esitligi ile tanimhdur.
Teorem 4.2.4 Eger X, y € Dise, o halde

x(t)Ly(t)—y(t)Lx(t)=D" {x; y}(t), t e[t,, o) (4.2.7)
esitligi ile saglanur.

Ispat. iki fonksiyonun ¢arpiminin uyumlu tiirevi kuralindan [t,,) aralig iizerinde
D*{x;y} =D xp(D“y - x;y) - yp(D*x - 5% |

=xD"[ p(Dy-xy) |+ p(D"y ~riy) (D —x:x) - yD* | p(D“x—x3x)
~P((0"x=1x)(D"y~ry) =xD" | p(D*y~xiy) |-y p(D*x—six)

= x{qy+ D“[p(D”‘y—Kly)]}—y{qx+ D“[p(D“x—le)}} = XLy — yLx

yazilabilir, boylece ispat biter. O

Asagida verilen sonuglar Teorem 4.2.4 den kolayca elde edilir.

Sonug 4.2.1 X ve Y fonksiyonlar:1 (4.2.1) denkleminin birer ¢éztimii ise, C € R herhangi bir

sabit olmak tizere, her t € [t;, ) i¢in
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W (x)(1) = Zolbb) (4.2.8)

esitligi saglanir.

Ispat: X ve y nin (4.2.1) denkleminin ¢éziimleri oldugu kabul edilsin. Teorem 4.2.4 den her
te[t,,0) icin D“{X; y} (t)=0 yazilabilir, o halde D“ tiirevine gore {X; y}(t) ifadesi bir
sabite esit olmalidir. Bu durumda her ¢ € R igin, t €[t,,o0) olmak lizere {X; y} (t) =Cg, (t,to)

yazilabilir. O

Sonu¢ 4.2.2: X ve Y fonksiyonlar1 (4.2.1) denkleminin birer ¢6ziimii ise, o halde tim
te[t,, o) icin W (X, y)(t) =0 veya W (X, y)(t) # 0 ifadelerinden biri saglanir. Ik durum X ve
y fonksiyonlarinin t €[t,,o0) aralig tizerinde lineer bagimli oldugu durumda, ikinci durum ise

bu fonksiyonlarin ayni aralik tizerinde lineer bagimsiz oldugu durumda gegerlidir.

Ispat. X ve y fonksiyonlarimin (4.2.1) denkleminin birer ¢éziimii oldugu kabul edilsin. (4.2.8)

ce, (tty)

p(t)

te[t,, ) icin W(X, y)(t)EO oldugu aciktir. Diger yandan, eger te[t;,) icin

den tim t €[t;,o) icin W (X, y)(t) = yazilabilir. Eger X ve Yy lineer bagimliysa her

W (x,y)(t)=0 saglanirsa, 0 halde
0=xD"y—yDx=X(i,Y' +5Y)— Y (KX +K,X) =k, (Xy' = X'y) yazlabilir ve bu durumda X
ve Y lineer bagiml olur. O

Ustel fonksiyon (3.2.6) esitligi ve integral (3.2.10) esitligi ile tanimlandig sekilde olmak

b
lizere iki stirekli fonksiyonun i¢ ¢arpimi (Y, Z) :Iy(t)z (t)eo(b,t)dat esitligi ile tanimhdir.

a

(4.2.7) esitligi bu i¢ carpim ile yeniden yazilarak

(X, Ly) —(y,Lx) = j). D*{x; y}(t)e (b,t)d t={x;y}(b)-{x;y}(a)e,(b,a)

= (bW (x,y)(b) - p(@)W (x,y)(a)e, (b.a)
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elde edilir. Buradan, (4.2.1) denkleminin yukarida tanimlanan i¢ ¢carpima gore 6z eslenik oldugu

sonucuna varilir. Bu, X ve y fonksiyonlarinin a ve b noktalarinda 6z eslenik sinir kosullarini
saglamasi durumunda (X, Ly) =(y, Lx) esitliginin saglandigi veya

p(b)W (x,y)(b)=p(a)W(x,y)(a)e,(b,a).esitliginin gegerli oldugu anlamina gelir.

Bir sonraki tanimda yer verilecek olan Cauchy fonksiyonu kavrami 6z eslenik

denklemler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.

Tanim 4.2.3 Bir X:[t;,©)x[t;,0) >R fonksiyonu ele alinsin. Bu X fonksiyonunun

sabitlenmis her s €[t;,©) i¢in

Lx(-s)=0, x(ss)=0, D“x(s,s)=——=

baslangi¢c deger probleminin bir ¢6ziimii olmasi durumunda, bu fonksiyona (4.2.1) denkleminin

bir Cauchy fonksiyonu adi verilir.
Asagidaki teorem (4.2.1) denkleminin Cauchy fonksiyonunun bi¢imi ile ilgilidir.

Teorem 4.2.5: U ve V fonksiyonlarinin (4.2.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri olmasi

durumunda, (4.2.1) denkleminin X(t, S) Cauchy fonksiyonu her t,s €[t,, o) i¢in

X(ts)= u(s)v(t)—v(s)u(t) (4.29)

esitligi ile tanimhdir.

ispat. y(t, s) fonksiyonu (4.2.9) esitliginin sag tarafi ile tanimlansin. O halde, sabitlenmis her S
sayis1 icin, y(-,s) fonksiyonu U ve V fonksiyonlarinin bir lineer kombinasyonudur ve

dolayisiyla (4.2.1) denkleminin bir ¢ozimiudiir. y(S,S)=0 esitliginin saglandig1 kolayca

38



Dilan ELBADI Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2021

u(s)D*v(t)—v(s)D"u(t)
p(s)[u(s)Dv(s)-v(s)Du(s)]
Wronskiyen tanimi kullanilirsa

D7y (5,5) = W(uv)(s) 1

p(sW(uv)(s) p(s)

tekliginden (Teorem 4.2.1) sabitlenmis her S sayisi i¢in X(t, S) = y(t,s) elde edilir. Bu istenen

gorulir. Ayrica D"‘y(t,s) = yazilabilir. (4.2.6) ile verilen

elde edilir. Baslangic deger problemlerinin ¢éziimiiniin

sonuctur. Boylece ispat biter. O

Teorem 4.2.6 f fonksiyonu [t,,) aralig: iizerinde siirekli bir fonksiyon ve a €[t,,o) olsun.

X(t, S) fonksiyonunun (4.2.1) denkleminin bir Cauchy fonksiyonu oldugu kabul edilsin. O halde,

x(t)=

x(t,s)f (s)d,s,t e[ty, ) ifadesi Lx = f (t), x(a)=0, D"x(a)=0

0 e

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6zimudiir.

ispat. X(t,s) fonksiyonu (4.2.1) denkleminin bir Cauchy fonksiyonu olsun ve

X(t) = x(t,s) f (S)das olarak alinsin. Buradan X(a)=0 kosulunun saglandig1 goriiliir. Son

esitligin her iki yanindan uyumlu tiirev alinirsa ve Lemma 3.2.3 (iv) kullanilirsa ve Cauchy

fonksiyonunun  x(t,t)=0  esitligini  sagladin  goz  oniinde  bulundurulursa
t t
D“X(t) = X(t,t) f (t) + I D“ [X(t, S):If (s)das = J. D“ I:X(t, S)]f (s)das esitligi  yazlabilir.

Burada integralin icindeki D“nin ilk degisken olan t ye gore alinan tiirev oldugunu ve

dolayisiyla D*x (a) =0 esitliginin saglandigini belirtmekte yarar vardir.
p (t)(D”’X(t, S) — K, (a,t) X(t, S)) f (s)das esitliginden ve

p(t)(DaX(t)—Kl(a,t)x(t)) -

Lemma 3.2.3 (iv) den, Cauchy fonksiyonunun 6zellikleri de kullanilarak

0 )

D[ p(1)(D“x(t) - (a,t)x(t)) | = p(t)(D*x(t,t) =15, (er, ) X (1) (1))

+[ D[ p(t)(D*x(t,5) ~ x5, (a,t)x(1,5)) | f (5)d, 8

a
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= f(t)+j(—q(t)x(t,s))f (s)d,s = f(t)-a(t)x(t)

yazilabilir. Sonug olarak Lx (t) =f (t) elde edilir ve ispat biter. O

Asagida verilen sonug bu teoremin direkt bir sonucudur.

Sonug 4.2.3 f fonksiyonu [t,,o0) aralig: tizerinde siirekli bir fonksiyon ve a €[t;,) olsun.

X(t,s) nin (4.2.1) denkleminin Cauchy fonksiyonu oldugu kabul edilsin. O halde

t

x(t)= u(t)+IX(t,S) f(s)d,s,t e[ty,0) fonksiyonu, A ve B keyfi sabitler ve u fonksiyonu

a
Lu=0, u(a)=A, D“u(a)zB baslangic deger probleminin bir ¢6ziimii olmak tizere

Lx=f (t), x(a) =A, D“x(a) = B baslangi¢ deger probleminin bir ¢oztimiidiir.

Teorem 4.2.7 (4.2.1) denkleminin X Cauchy fonksiyonu her t =S icin X(t, S) >0 esitsizligini

saglasin. Eger U,V € D fonksiyonlari her t € [a,b] icin
Lu(t)>Lv(t), u(a)=v(a), D”u(a)=D"v(a)
kosullarini saghyorsa, o halde her t € [a, b] icin U (t) > V(t) olur.

ispat. u ve v fonksiyonlarinin teoremin ifadesinde verilen kosullar1 sagladigi varsayilsin ve
tim te [a,b], icin a)(t) = u(t)—v(t) olarak alinsin. O halde, her te [a,b] icin
h(t) = La)(t) =Lu (t)— LV(t) >0 esitsizligi saglanir ve sonug¢ olarak @ fonksiyonu

La)(t) = h(t), a)(a) = D“a)(a) =0 baslangic deger probleminin bir ¢oziimii olur.

t
Teorem 4.2.6 dan o(t)= j x(t,s)h(s)d,s > 0-yazilabilir ve béylece ispat biter. O
a
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4.2.1 Bir Ozel Durum

p ve q bir [c R arahginda siirekli fonksiyonlar olsun ve her tel icin p(t)>0

esitsizligi saglansin. Bu alt boliimde, ikinci mertebeden uyumlu 6z eslenik homojen Lx=0

diferansiyel denklemi ve h siirekli bir fonksiyon olmak tizere homojen olmayan
Lx=h, Lx(t):= D“[pD“x](t)+q(t)x(t) (4.2.1.1)

denklemi ele alinacaktir, burada t € I ve « € (0,1] dir ve ele alnan L operatérii alt bolim 4.2

de ele alinan operatérden daha basit ve daha kullanishdir.

Tanmim 4.2.1.1: D“X ve D“[pDaX] fonksiyonlar1 | araliginda siirekli olacak bicimdeki |
arahiginda tiim siirekli X fonksiyonlarindan olusan kiime 1) ile gosterilsin. Bu durumda L
operatori (4.2.1.1) ile verilen operator olmak iizere her t €I icin LX(t) =0 esitligini saglayan

X € D fonksiyonuna LX =0 homojen denkleminin bir ¢6ziimtdiir denir.

Asagidaki teorem, a fonksiyonu | aralfi iizerinde sifirdan farkh a,b,c ve g
fonksiyonlari ayni aralik lizerinde stirekli fonksiyonlar iken
a(t)D“D*x(t)+b(t)D“x(t)+c(t)x(t)=g(t)
bicimindeki denklemin hangi sartlar altinda (4.2.1.1) 6z eslenik biciminde yazilabilecegine

cevap arayan bir teoremdir.

Teorem 4.2.1.1: x, ve k, fonksiyonlarinin (3.2.3) esitliklerini sagladig1 kabul edilsin ve t, € |

olsun. Eger | araliginda « #0 ise ve a,b,c,g:1 — R fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar ise, o

halde
a(t)D“D*x+b(t)D*x+c(t)x=g(t), tel (4.2.1.2)
uyumlu diferansiyel denklemi LX = h 6z eslenik biciminde yazilabilir, burada t € | icin

p(t)=e[b )(t,to), q(t)=p(t)c(t)/a(t) (4.2.1.3)
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ve h=gp/a ile tammhdir.

Ispat: x fonksiyonunun (4.2.1.2) ile verilen denklemin bir ¢éziimii oldugu varsayilsin. (4.2.1.3)

den kolayca
pb/a=D*p-x,p (4.2.1.4)

oldugu goriiliir. (4.2.1.2) nin her iki tarafi p/a ile carpilarak ve (4.2.1.4) esitligi kullanilarak

h:%= pD”‘D°’x+p—b D“X+Ex
a a a

= pD“ [D“x}+(D“ p—zclp) D“x+qx = D" [ pD“x}rqx =Lx
elde edilir. Boylece ispat biter. O

Bir sonraki teorem, homojen olmayan 6z eslenik LX = h(t) denklemi ile olusturulan

baslangi¢c deger problemlerinin ¢oziimlerinin varlig ve tekligi ile ilgilidir.

Teorem 4.2.1.2: p,q ve h fonksiyonlann | arahginda siirekli fonksiyonlar olsun, p(t) =0
oldugu kabul edilsin ve X,,X, € R sayilari verilsin. O halde, Lx=h(t),x(t,) = X,, D*X(t,) =X,

baslangic deger probleminin | araliginda tek bir ¢oziimii vardir.

ispat: xeD fonksiyonu Lx=h denkleminin bir ¢éziimii olsun ve y:=pD“x,D*x=y/p

olarak tanimlansin. X fonksiyonunun (4.2.1.1) ile tamimlanan LX =h denkleminin bir ¢6zimii

0 1/p}

oldugu goz oniinde bulundurularak D“y=—-Qgx+h yazlabilir. Dolayisiyla, A:{ 0
—q

0 X
b= {h} olmak tizere z ::{ } vektori D“z = Az +Db vektor denkleminin bir ¢6ziimii olur. D
y

K 1
- — 0
. . ' Ko Ko o . .
nin (3.2.4) ile verilen tanimindan z' = Z+| h | yazilabilir ve tiim fonksiyonlar
p— _K _—
i X
Ko Ko
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sirekli oldugundan istenen sonu¢ « =1 standart durumdakine benzer bicimde elde edilir

(bknz.[26, Teorem5.4]).

Tanim 4.2.1.2: KO,Kl:[O,l]xI —[0,0) siirekli fonksiyonlar olsun ve (3.2.3) ile verilen

esitlikleri saglasin. Eger X,y:| — R fonksiyonlar1 | araliginda tiirevlenebilir fonksiyonlarsa,

bu fonksiyonlarin uyumlu Wronskiyeni her t € | icin

W(x,y)(t)zdet[ xy) - v j (42.15)

D*x(t) D7y(t)
ile tanimlidir.

Teorem 4.2.1.3: L operatorii (4.2.1.1) deki gibi tanimlansin. Eger X,y €D ise o halde

x(Ly)-y(Lx)=D“[ pW (x,y)]+xpW (x,y), tel

esitligi ve buna denk olan

& /(t,b)D” {%}x(w)_y(u) (4.2.1.6)

esitligi saglanir.

ispat: x,y €D fonksiyonlari ele alinsin. Lemma 3.2.2 (iii) ile verilen iki fonksiyonun ¢arpiminin

uyumlu tiirevi kuralindan | aralifi tizerinde

D“[ pW (x,y)]= D[ xpD“y — ypD“x | = xD“[ pD“y |+ p(D“x)(D“y)-x,pxD“y

—-yD“ [ pD“x]— p(D"‘x)(D“y)+/c1pyD
=x(Ly)—y(Lx)—ipW (X, Y)

esitliginin dogru oldugu goruliir. Ayrica, iki fonksiyonun boliimiinin uyumlu tiirevi kuralindan,

RIVN

tirevlenebilir her f fonksiyonu icin €, (t,b) D“
& (t,b)

}: D“f +x,f oldugu gorulir ve
boylece (4.2.1.6) nin dogrulugu gosterilmis olur. O
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Tanim 4.2.1.3: « €(0,1] olsun ve e, fonksiyonu (3.2.6) daki gibi tanimlansin. Bu durumda

f,ge C(I) fonksiyonlarinin [a,b] < | aralig tizerindeki i¢ carpimi

b
(f,0)=[ f () (e (b,t)d,t, d =0 (4.2.1.7)
a Ko (t)
esitligi ile tanimhidir.
Sonug 4.2.1.1: L operatérii (4.2.1.1) ile tamimlansin. Eger X,y € D) ise, o halde
b
(x,Ly)=(Ly,x)=¢; (b,t) p(t)W (x,y)(t) . (4.2.1.8)

Green formiilii saglanir. Ayrica, L operatérii (4.2.1.7) ile tanimlanan i¢ ¢carpima gore oz

esleniktir, yani X,y € D iken ve X, Yy fonksiyonlari

=0 (4.2.1.9)

0z eslenik sinir kosullarini saglarken <LX, y> = <X, Ly> ozdesligi gerceklesir. Burada, W Tanim

4.2.1.2 ile verilen uyumlu Wronskiyene karsilik gelmektedir.

Ispat: Teorem 4.2.1.3 de verilen (4.2.1.6) esitliginin her iki tarafi ej (b,t) ile garpiipa dan b

b
ye integre edilirse '[ D“ {%} €, (b,t) d,t= <X, Ly) —(Ly, X> esitligine ulasilir. Teorem
a o\™
b
3.2.3 den ID“ M o (b,t)d t=¢, (b,t)M b yazilir ve boylece
! & (t.b) &(t,b) |t=a

(4.2.1.8) esitligi ile verilen Green formili saglanir. Dolayisiyla X,y € fonksiyonlarinin
(4.2.1.9) 6z eslenik sinir kosullarini saglamalari durumunda <X, Ly> = <Ly, X> esitligi elde edilir.

Boylece ispat biter. |
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Sonu¢ 4.2.1.2: X ve Yy fonksiyonlar1 LXx=0 denkleminin | araligindaki ¢oziimleri ise,

2
sabitlenmis her be | icin, tel olmak iizere W (X, y)(t) = % (LD) (t’b)

p(t)

esitligi saglanir, burada

c=p(b)W (x,y)(b) bir sabit sayidur.

Ispat. (4.2.1.6) esitliginde X ve y fonksiyonlarin (4.2.1.1) denkleminin ¢dziimleri oldugu goz

pW (x,)(t)

=0. Burad
e, (t,b) } uradan

oniine alinirsa esitligin sag tarafi sifira esit olur: €, (t,b) D‘{

D“ {%} =0 elde edilir ve sonug olarak ¢ = p(b)W (X, y)(b) bir sabit olmak tizere
o\

P(HW (%, ¥)(t)

& (t.b)

=Ce, (t, b) yazilabilir. O

Sonug¢ 4.2.1.3: Eger X ve Y fonksiyonlar1 | araliginda (4.2.1.1) denkleminin birer ¢oziimii ise,

o halde her t eI icin W (X, y)(t) =0 veya W (X, y)(t) # 0 durumlarindan biri gecerlidir.

Teorem 4.2.1.4 (4.2.1.1) denkleminin | aralig) iizerinde tamimli iki lineer bagimsiz ¢oziimii

vardir ve (4.2.1.1) in | arah tizerindeki her ¢éziimii bu iki ¢6ziimiin lineer kombinasyonudur.

Teorem 4.2.1.5 X#0 fonksiyonu | aralhg lizerinde LX =0 denkleminin bir ¢6ziimii olsun.
ce; (t,b)

p(t)

Eger y €D fonksiyonu bazi ¢ € R sabitleri icin W (X, y)(t) = esitligini sagliyorsa, o

halde y fonksiyonu da Lx =0 denkleminin bir ¢6ziimii olur.

Teorem 4.2.1.6 a,b,C fonksiyonlar1 | aralig tizerinde siirekli fonksiyonlar ve a(t) # 0 olmak

a(t)D“D*x(t)+b(t)D“x(t)+c(t)x(t)=0 (4.2.1.10)

denklemi g6z 6niine alinsin. Eger X ve Y fonksiyonlar1 bu denklemin ¢oziimleri ise her t,t; € |

icin W (X, y)(t) =W (X, y)(to)e(—(b/a)—xl) (t,to) bi¢ciminde verilen Liouville formiilii saglanir.
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Ispat. Eger X ve y (4.2.1.10) denkleminin ¢6ziimleri ise, bu iki fonksiyonun Wronskiyeni i¢cin

| arahig tizerinde

DW = D“[ xD"y - yD“x | = xD“D“y +(D"x)( Dy ) - x,xD*y — yD“D“x —(D“x)(D“y)

+x,yDX = x(_—b D”’y—E y)— y(_—b D“x—ng—zclw = _—bW - kW
a a a a a
esitligi saglanir. (3.2.7) den W (X, y)(t) =W (X, y)(to)e(_(b/a)_Kl) (t,to) elde edilir ve boylece

ispat biter. O

4.2.1.1 Cauchy Fonksiyonu ve Sabitlerin Degisimi Yontemi

Bu béliimde, (4.2.1.1) ile verilen homojen olmayan 6z eslenik L diferansiyel denklemi

icin Cauchy fonksiyonu tanimlanacak ve sabitlerin degisimi formiilii ifade edilecektir. Asagidaki

teoremin ispati D“ operatoriiniin lineerliginin ve Teorem 4.2.1.2 nin direkt bir sonucudur.

Teorem 4.2.1.1.1: X, ve X, fonksiyonlari uyumlu homojen LX =0 denkleminin | araligindaki
iki lineer bagimsiz ¢éziimii ve Y homojen olmayan Lx=h denkleminin | araligindaki bir
¢6ziimii ise, o halde ¢;,C, € R olmak tizere X =X, +C,X, + Yy fonksiyonu LX =h denkleminin

genel ¢6zimi olur.

Asagidaki tanima alt boliim 4.2 de yer verilmis olmasina ragmen, burada da biitiinligi

bozmamak adina bir hatirlatma olarak yer almasi uygundur.

Tanim 4.2.1.1.1: Bir X:I x| —> R fonksiyonu sabitlenmis her sel ic¢in LX(-,S)=0,
a 1 y e :
X(S,S)zO, D X(S’S):ﬂ baslangi¢c deger probleminin bir ¢éziimii ise bu fonksiyona
p(s

(4.2.1.1) denkleminin bir Cauchy fonksiyonu denir.

Ornek 4.2.1.1.1: (4.2.1.1) denkleminde q,h =0 olarak alinsin O halde D“[pD“X](t)=O

t
1
denkleminin Cauchy fonksiyonu her t,s € | i¢in X(t, S) =€, (t, S)I(—daf ile verilir.
pi{z
S

)

Asagida verilen teoremin ispati Teorem 4.2.5 e benzer olarak yapilabilir.

46



Dilan ELBADI Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2021

Teorem 4.2.2.1.2: U ve V fonksiyonlarinin (4.2.1.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri

olmasi durumunda, LX =0 denkleminin X(t, S) Cauchy fonksiyonu

x(t,5)= u(s)v(t)=v(s)u(t) (4.2.1.1.1)

esitligi ile tanimhidir.

Teorem 4.2.1.1.3 h fonksiyonu | aralig: iizerinde siirekli bir fonksiyon ve a € | olsun. x(t,s)

fonksiyonunun LX =0 denkleminin bir Cauchy fonksiyonu oldugu kabul edilsin. O halde,
t

x(t)zj'x(t,s)h(s)das, tel (4.2.1.1.2)
a

fonksiyonu Lx =h (t), x(a) =0, D"‘x(a) =0 baslangi¢ deger probleminin bir ¢oztimiidiir.

Ispat: X(t,S) fonksiyonu LX=0 denkleminin Cauchy fonksiyonu olsun ve

x(t)=

esitligin her iki yanindan uyumlu tiirev alinirsa ve Lemma 3.2.3 (iv) kullanilirsa, Cauchy

x(t,s)h(s)d,s olarak alinsin. Buradan Xx(a)=0 kosulunun saglandig gériilir. Son

D e

fonksiyonunun x(t,t) =0 esitligini sagladig1 goz éniinde bulundurularak
t t
D“x(t)=x(t,t) h(t)+J' D“[x(t,s)]h(s)d,s = J' D[ x(t,s)]h(s)d,s (4.2.1.1.3)

ifadesi yazilabilir. Burada integralin icindeki D“ ilk degisken olan t ye gore alinan tiirevdir ve

dolayisiyla D“X(a) =0 dir. (4.2.1.1.2) den ve (4.2.1.1.3) den

pD"‘x(t): p(t)D“ [x(t,s)]h(s)das yazilabilir. Bu esitlikten, tekrar Lemma 3.2.3 (iv)

D e

kullanilarak ve Cauchy fonksiyonunun ozelliklerinden yararlanarak,
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t t

D[ pD“x](t) = p(t) D“[x(t,t) Jh(t)+ [ D[ p(t)D“x(t,s) ]h(s)d,s =h(t) - [a(t)x(t.s)h(s)d,s

a a

~h(t)-a(t)x(1)
elde edilir. Sonug olarak LX(t) =h (t) olur ve boylece ispat biter. O

4.2.1.2 Sinir Deger Problemleri ve Green Fonksiyonu

Bu alt béliimde (4.2.1.1) ile tanimlanan L operatérii ile ifade edilen genel bir sinir deger

probleminin Green fonksiyonu elde edilecektir.

Teorem 4.2.1.2.1: Asagida verilen homojen sinir deger probleminin sadece asikar ¢6zlimiiniin

var oldugu kabul edilsin:

Lx =0, éx(a)—-pBD“x(a)=yx(b)+6D"x(b)=0. (4.2.1.2.1)
0 halde, Ave B verilmis sabitler ve h siirekli fonksiyon olmak lizere

Lx=h(t), ¢&x(a)-pBD"x(a)=A, rx(b)+6D*x(b)=B (4.2.1.2.2)
homojen olmayan sinir deger probleminin tek bir ¢6ziimi vardir.

Ornek 4.2.1.2.1: a <b olmak iizere

D“[ pD“x]|(t)=0, D“x(a)=D"x(b)=0 (4.2.1.2.3)
sinir deger problemi ele alinsin. (4.2.1.2.3) sinir deger problemi (4.2.1.2.1) smir deger
probleminin q(t)EO, E=y=0, f=0=1 durumundaki bir 6zel halidir. (4.2.1.2.3) sinir

t
deger probleminin bir genel ¢coziimii X(t) =Cg, ('[, a) +C,€, (t, a).[id T, te [a, b]
a

p(r) *

b1
bi¢imindedir. Sinir kosullarindan D“x(a)= ©2 __0 ve D“X(b) = M

=0 yazilabilir.
p(a) p(b)
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Buradan c, =0 elde edilir. O halde, (4.2.1.2.3) sinir deger probleminin genel ¢6ziimii herhangi

bir ¢, € R i¢in X(t) =Ce, (t, a) biciminde yazilir.

Teorem 4.2.1.2.2: (4.2.1.2.1) ile verilen smnir deger probleminin sadece asikar c¢cozimii

oldugunu varsayalim. Sabitlenmis her s e [a, b] icin X(t, S) fonksiyonu (4.2.1.1) ile tanimlanan

Lx =0 denkleminin Cauchy fonksiyonu olmak tizere u (-, S)

Lu(-s)=0, ¢u(a,s)—pD“u(a,s)=0, yu(b,s)+5D“u(b,s)=—-yx(h,s)—5D“x(b,s)

(4.2.12.4)

sinir deger probleminin tek ¢6ziimii olsun. t,Se[a,b] icin V(t,S):=U(t,S)+X(t,S) olmak
tzere (4.2.1.2.1) smur deger probleminin Green fonksiyonu G :[a,b]x[a,b]—>R

u(t,s): ast<s<hb,

G(t’s):{v(t,s): a<s<t<b

ile tanimlidir. Bu durumda sabitlenmis her Se[a,b] icin ,V(-,S) fonksiyonu Lx=0

denkleminin bir ¢éziimii olur ve (4.2.1.2.1) deki ikinci sinir kosulunu saglar. Eger h fonksiyonu

b
strekliyse, o halde X(t)::IG(t,S)h(S)daS fonksiyonu (4.2.1.2.2) sinir deger probleminin

a

A = B =0 durumundaki ¢6ziimii olur.

ispat: u (t, S) ¢ozimiiniin varlhigl ve tekligi Teorem 4.2.1.2.1 den sdylenebilir. Sabitlenmis her
Se[a,b] icin u(-,s) ve X(-,S) fonksiyonlar1 LX =0 denkleminin birer ¢6ziimt oldugundan
V(~, S) =u (-,S)+ X(-,S) fonksiyonu da ayni denklemin bir ¢6ziimi olur. (4.2.1.2.4) den V(-,S)

fonksiyonunun (4.2.1.2.1) deki ikinci sinir kosulunu sagladigi séylenebilir ve

b t

x(t)= IG (t,s)h(s)d,s = J'G(t, s)h(s)d,s +jG (t,s)h(s)d,s

- jv(t, s)h(s)das+ju(t,s)h(s)das
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[u(t,s)+x(t,s)]n(s)d s+_|'u (t,s)h(s)d,s

1
D ey T D ey T D ey

u(t, s)h(s)das+j;x(t,s)h(s)das

u(t,s)h(s)d,s+a(t)

yazilabilir, burada @, Teorem 4.2.1.1.3 ile verilen sabitlerin degisimi formiiliinden,
Lo=h(t), w(a)=D"w(a)=0 (4.2.1.2.5)
baslangi¢ deger probleminin ¢Ozlimudiir. 0 halde

b
= I Lu(t,s)h(s)d,s+La(t)=La(t)=h(t) yazlabilir. Dolaysiyla, X fonksiyonu,

LX=h(t) homojen olmayan denkleminin bir ¢éziimiidiir. Simdi X in (4.2.1.2.1) deki sir

kosullarin sagladig1 gosterilsin:
b

&x(a)— D x( I[éu (a,;s)-pD"u(a,s)h(s)d,s=0
a

esitliginin saglandigi u(-,s) fonksiyonunun (4.2.1.2.1) deki ilk kosulu saglamasindan ve @ nin

(4.2.1.2.5) i saglamasindan sdylenebilir. O halde X fonksiyonu (4.2.1.2.1) deki ilk sinir kosulunu

saglar. X fonksiyonu icin

b

x(t)= Jju (t,s)h(s)d,s +J:x(t, sh(s)d,s = Iv(t, s)h(s)d,s —jx(t, sh(s)d,s

a

v(t ds+I x(t,s)h(s)d,s

v(t,sh(s)d,s+y(t)

s
Jresr

yazilabilir, burada Yy, Teorem 4.2.1.1.3 ile verilen sabitlerin degisimi formtiliinden,
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Ly=h(t), y(b)=D“y(b)=0 (4.2.1.2.6)

probleminin ¢éziimiidiir. O halde, }/X(b)+5DaX(b)= [;/v(b,s)+5D“v(b,s)]h(s)das=O

D e T

esitligi V(-,S) fonksiyonu (4.2.1.2.1) deki ikinci kosulu ve Yy fonksiyonu (4.2.1.2.6) y1 sagladigi

icin dogru olur ve X fonksiyonu da (4.2.1.2.1) deki ikinci sinir kosulunu saglar. (4.2.1.2.2) ile
verilen sinir deger probleminin ¢oztimlerinin A= B =0 durumundaki tekligi Teorem 4.2.1.2.1

den sdylenebilir. O

Yukaridaki teoremin ispatindaki Cauchy fonksiyonu yaklasimi yerine, asagidaki
teoremde (4.2.1.2.1) sinir deger probleminin Green fonksiyonunu bulmak i¢in baska bir

yaklasim kullanilacaktir.

Teorem 4.2.1.2.3: (4.2.1.2.1) siir deger probleminin yalnizca asikar ¢6ziimi oldugu kabul
edilsin. ¢ fonksiyonu L¢=0, ¢(a):,6’, D“¢(a):§ baslangic deger probleminin
fonksiyonu ise Ly =0, l//(b) =0, D“l//(b) =—y baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olsun.

Bu durumda, (4.2.1.2.1) sinir deger probleminin Green fonksiyonu

a s<bh
(4.2.1.2.7)
‘a

ile verilir, burada W (4.2.1.5) ile tanmimlanan Wronskiyendir. Ayrica, G fonksiyonu

e (st)G(t,s)=6,(t,5)G(s,t) ozelligini saglar.

Ispat: ¢ ve w fonksiyonlar teoremde verilen kosullari saglasin. (4.2.1.2.7) ile tanimlanan G
fonksiyonunun (4.2.1.2.1) sinir deger probleminin Green fonksiyonu oldugunu goéstermek igin
Teorem  4.2.1.2.2  kullanilacaktir. ~ Burada .§¢(a) — ,BD“¢(a) =&6-pE=0 ve
w (b) +0D%y (b) =0 — Oy =0 esitliklerinin saglandigini not etmekte yarar vardir. Buradan

¢ ve Wy nin sirasiyla (4.2.1.2.1) deki birinci ve ikinci sinir kosulunu sagladigi soylenebilir.

t,se[a,b] igin u(ts)= 1)y (s) ve V(t,s)= v (t)4(s)

p(s)W (4.17)(5) DS (g )(s) CduBe kbl
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edilsin. Sabitlenmis her Se[a,b] icin u(-,s) ve V(-,S) fonksiyonlari [a,b] tizerinde Lx=0

denkleminin birer ¢oziimiidiir. Ayrica sabitlenmis her s [a, b] icin

fu(a,s)- pou(a,s) = — ) [24(a)-pD"¢(a)]

p(SW (4.9)(5) -
yv(b,s)+6D“v(b,s)= p(s)V\?E;)y/)(s) []/l/l(b)+5D“l//(b)} =0

esitlikleri saglanir. Dolayisiyla, sabitlenmis her S e[a,b] icin, u(-,s) ve V(-,S) fonksiyonlari

sirasiyla (4.2.1.2.1) deki birinci ve ikinci sinir kosulunu saglar.

v (t)4(s)—¢(t)y (s)
P(s)W (4y)(s)

Lx=0 denkleminin bir ¢6zimi oldugu, ;((S,S)zO esitliginin  saglandigi ve

D";{(S, S) = ¢(S) Dpa(l/;)(\jv) (—;:/E;zls:))agb(S) = p:(LS) oldugu gorilebilir.  Sonu¢ olarak,

x2(t,;s)=x(t,s)  fonksiyonu Lx=0  denkleminin  Cauchy fonksiyonudur ve

z(t,s)=v(t,s)-u(t,s)=

olsun. Buradan ;((-,S) fonksiyonunun

V(t, S) =u (t, S) + X(t, S) yazilabilir. u (-, S) fonksiyonunun (4.2.1.2.4) esitligini sagladigi

yu(b,s)+5D"u(b,s)=yv(b,s)+5D(b,s) =] yx(b,s)+Dx(b,s) | =—yx(b,s)-5D“x(b,s)
esitliginden gorilebilir. O halde Teorem 4.2.1.2.2 den, (4.2.1.2.7) ile tanimlanan G(t,s)

fonksiyonunun (4.2.1.2.1) sinir deger probleminin Green fonksiyonu oldugu séylenebilir. Sonug
4.2.1.2 den, G nin e, (t, S)G (S,t) =g, (t, S)G (S,t), s,te [a,b] kosulunu sagladigi gorilir.

Boylece ispat biter. O
4.3 Sturm-Liouville Problemleri

Bu alt boliimde,
D*[ p(D“x = (,)x) |(t)+(Ar (t)+a(t))x(t) =0 (4.3.1)
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Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ele alinacaktir. Bu alt b6lim boyunca, p, q ve

fonksiyonlarinin reel ve [t;,) araliginda siirekli fonksiyonlar olduklar1 varsayilacaktir ve tiim
t e[t,,©) icin p(t) #0 oldugu ve r(t) >0 fonksiyonunun 6zdes olarak sifira esit olmadigl

kabul edilecektir. (4.2.1) denklemi yardimiyla (4.3.1) denklemi LX = —ﬂr(t) X biciminde ifade

edilebilir. Bu alt boliimde,
Lx =—A4r(t)x, éx(a)—pDx(a)=0, yx(b)+6D*x(b)=0 (4.3.2)

Sturm-Liouville probleminin o6zellikleri incelenecektir, burada &, £, y, o reel sabitlerinin

E2 4 B? >0, y* + 6% > 0 esitsizliklerini sagladiklar1 varsayilmaktadir.

Tamim 4.3.1: A, sayisinin (4.3.2) Sturm Liouville probleminin bir 6z degeri olmasi i¢cin gerek ve
yeter kosul, (4.3.2) probleminin bu A = 4, sayisina karsilik gelen asikar olmayan (6zdes olarak
sifirdan farkll) bir X, ¢6ziimiiniin olmasidir. Bu X, ¢oziimiine A, 6z degerine karsilik gelen 6z

fonksiyon denir.

Ornek 4.3.1 x,,k;: [O,l]xR — (0,0) fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlar olsun ve (3.2.3) ile
verilen esitlikleri saglasin. Kl(a,t)zlcl(a) bir reel sabit olarak alinsin. (4.3.2) de p(t)zl,

(>0 oldugu kabul edilsin ve 2& = k; (a) olsun. Bu sartlar altinda
D*D“x(t)—2£Dx(t)+Ax(t)=0, x(0)=x(()=0

Sturm-Liouville probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlar1 arastirilsin. Teorem 4.1.1 den,
m=¢+ \/52 -1, m*— 2ém+ A =0 Kkarakteristik denkleminin bir koki olmak tizere, yukarida
ele alinan Sturm-Liouville probleminin ¢6ziimlerinin €, (t, O) biciminde oldugu séylenebilir.

Eger A<&® ise, x(t)=qe§+@(t,0)+c2e§_m(t,0) elde edilir. 0 ve [

noktalarindaki smir kosullar1 ¢, =c, =0 olmasim gerektireceginden A < &* durumunda ele

alinan problemin 6z degeri yoktur.
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t
Eger A =£7 ise, X(t) =Ce; (t,0)+cze§ (t,O)J.ldaS bulunur, fakat bu durumda da sinir
0

kosullar1 ¢, =C, =0 olmasini gerektirir, dolayisiyla problemin 6z degeri bulunamaz.

Eger A> §2 ise, 0 halde

t t
x(t):cleé(t,o)cos“ }t—fzdas}czeé(t,o)sin[f i—é’zdasJ bulunur. x(0)=0 kosulu
0 0

4
c,=0 olmasim gerektirirken, X(()=0 kosulundan.[ A-&Ed s=nz, neN elde edilir.
0

2

n
Buradan, problemin 6z degerleriA = A4, :52 +| il , NeN ve bu 6z degerlere karsilik
Jldas
0
t
nﬂjldas
gelen 6z fonksiyonlar ise X(t) =X, (t) =€, (t,O)sin ——— | olarak bulunur. & =1 (£ =0)
jldas
0

n?n

durumunda 6z deger ve 6z fonksiyon cifti bilinen (/”L X )=((n7r/€)2,sin(nﬂt/ﬁ)) ciftine

dontstir.

Teorem 4.3.1: (4.3.2) Sturm-Liouville probleminin tiim 6z degerleri reel ve basittir. Her 6z

degere reel bir 6z fonksiyon karsilik gelir. (4.3.2) probleminin farkli 6z degerlerine karsilik
gelen 6z fonksiyonlar [a,b] aralhig iizerinde I agirhik fonksiyonuna ve €, a gore diktir, yani X;

ve X, farklh 06z degerlere Kkarsiik gelen 06z fonksiyonlar1 gostermek {izere

b

IX1 ()%, (t)r(t)e, (b,t)d t =0 esitligi saglanr.

a
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5.SONUCLAR ve ONERILER
5.1 Sonugclar

Bu tezde, 2015 yilinda D. R. Anderson ve D. ]. Ulness tarafindan tanimlanan ve “uyumlu
tiirev operatorii” olarak isimlendirilen operatoér yardimiyla tanimlanan ikinci mertebeden bir
diferansiyel denklem ele alinmistir. Bu denklem ile olusturulan baslangic deger probleminin
¢Oziimiinin varhgl ve tekligi arastirilmis, daha sonra ilgili denklemin hangi kosullar altinda
ozeslenik bicimde yazilabilecegini sorusunun cevabi aranmistir. Ayrica uyumlu tiirev yardimyla
ifade edilen bir Sturm-Liouville problemi ele alinmis ve bu problemin 6zdeger ve 6zfonksiyon
ozellikleri incelendikten sonra ikinci mertebeden uyumlu bir diferansiyel denklem ve sinir
kosullari ile olusturulan bir sinir deger problemi ele alinmis ve bu problemin Green fonksiyonu
elde edilmistir. Bu tez calismasindan ifade edilen sonug¢lar matematikgiler icin yardimci kaynak

rolii oynayacak niteliktedir.

5.2 Oneriler
Bu ¢alismanin devami olarak uyumlu diferensiyel denklemlerin farkl sinir kosullariyla
ele alinmasiyla olusturulan farkli sinir deger problemlerinin 6zellikleri incelenerek literatiire

katki saglanabilir.
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