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   ÖNSÖZ 

 
             

 Bu çalışmanın amacı, klasik türevle inşa edilen eğrilerin karakterizasyonlarını uyumlu türevle ifade edilen 
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 Bu çalışmada : uyumlu eğri için elde edilen 𝛼 − frenet formülleriyle eğilim çizgilerinin (helislerin) 
karakterizasyonları elde edilmiştir. . 	𝛽(𝑠) üzerinde elde edilen vektör alanlarının  
ortogonal sistemine 𝛼 − Frenet çatısı denir.        
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June 2021,   Pages: vi + 29 

 
In this study: The characterizations of trend lines(helices) are obtained with 𝛼 −Frenet formulas obtained for 
conformable curves. The  {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)} orthogonal system of vector fields obtained on β(s) is called the 
𝛼 −Frenet frame.  
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   SİMGELER  

Simgeler 
𝐵 : Eğrinin binormal vektör alanı                                                        
𝐷1𝑓(𝑎) : 𝛼 −türev                                                                                  
{𝐸*, 𝐸,, 𝐸-}                    : 𝛼 −frenet çatısı                                                               
𝜅  : Eğrilik                                                                                                                                                                                
𝑁  : Eğrinin asli normal vektör alanı 

ℝ  : Reel sayılar cismi                                                         
𝑠(𝑡)                                                                                             : Yay uzunluğu                                                                                                                                                               
𝑇                                                                 : Eğrinin birim vektör alanı                                                                  
𝑇1(𝑓)(𝑥)                                                     :  𝛼   -uyumlu türevi                                                                                                                                                                             
𝜏                                                                  :  Torsiyon                                                                                                                                                                                                                                             
𝑉<    : Tanjant vektör 

𝛾   : Uyumlu eğri 



 

1. GİRİŞ 

Geometrinin en temel konusu eğriler teorisidir. Eğriler teorisi türev kavramıyla çeşitli geometrik 

yapıların inşasına imkân sağlamıştır. Özellikle türev kavramı yardımıyla diferensiyel geometride Serret-

Frenet formülleri ifade ve ispat edilmiştir. Bu formüller sayesinde üç boyutlu uzayda eğrinin birinci eğriliği 

𝜅 ( eğriliği) ve ikinci eğriliği 𝜏 (burulması) hesaplanabilmektedir. Eğrinin birinci eğriliği ( eğriliği) ve ikinci 

eğriliği (burulması) arasındaki  

𝜅
𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

bağıntısı o eğrinin genel helis veya ( eğilim çizgisi ) olduğunu ve eğrinin birinci eğriliği 	𝜅	 (eğriliği) ve 

ikinci eğriliği 𝜏 (burulması) nin sabit olması dairesel helis olduğunu ifade etmektedir [1]. Helis eğrileri de 

gerek matematik ve gerekse birçok alanda oldukça fazla kullanım alanına sahiptir. Ayrıca helisler üzerine 

oldukça popüler teoriler yapılmıştır ve yapılmaya da devam etmektedir [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8]. 

Tüm bunlara ilaveten Frenet formülleri Öklid uzayında, Minkowski (Lorentz uzayında), Galilean - 

Pseudo Galilean ve simplektik uzaylarda ifade ve ispat edilmiştir. Bu uzaylarda da helis eğrilerinin yapısı 

oluşturularak teoriler üretilmeye çalışılmaktadır [9, 10, 11,12, 13].  

Tüm bu uzaylarda Frenet formülleri klasik (bu gün herkes tarafından kullanılan ve lise müfredatında 

dahi anlatılan) türev kullanılarak elde edilmiştir. Oysa günümüzde bu türevlere ilaveten Fractional türev, 

Caputo türev, Riemann-Liouville türevler tanımlanarak matematik başta olmak üzere çeşitli bilim 

alanlarında farklı teorilerin ortaya çıkmasına vesile olmuştur. O halde bu türevlerden herhangi biri 

tarafından tanımlanan Frenet Formülleri ifade ve ispat edilmişmidir? Eğer tanımlanmışsa geometrinin temel 

teoremleri ispatlanmışmıdır? sorularına cevap aranılırken U. Gözütok, H.A. Çoban ve Y Sağıroğlu nun 

Frenet Frame with Respect to Conformable Derivative [14] çalışması literatürde karşımıza çıkmıştır. Bu 

çalışmada: U. Gözütok, H.A. Çoban ve Y Sağıroğlu eğrilerin klasik diferansiyel geometrisini, uyumlu 

kesirli türev açısından incelemiştir. Bu nedenle uyumlu bir eğri tanımlanmış ve 𝛼 − Frenet formülleri 

verilmiştir. 𝛼 = 1 ise, uyumlu eğriler teorisi, klasik eğriler teorisine denk geldiği görülmüştür. Uyumlu bir 

eğri, klasik bir eğrinin doğal genellemesi olduğu sonucuna varılmıştır. Bu problem üzerinde çalışıldığında, 

Caputo ve Riemann-Liouville dâhil olmak üzere diğer kesirli türevlerle karşılaştırıldığında çarpım kuralı ve 

zincir kural gibi uygun özellikleri için uyumlu türevler kullanılmıştır. Böylece uyumlu eğrilerin yerel 

teorisinin temel teoremi verilip,	𝛼 türevlenebilir 𝜅 > 0 ve 𝜏 fonksiyonlar için, kesirli mertebeden 

diferansiyel denklemler sistemi oluşturulup, daha sonra bu sistemin çözümü ile uyumlu bir eğri elde 

edilmiştir. 
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Bu çalışmada U. Gözütok, H.A. Çoban ve Y Sağıroğlu [14] tarafından elde edilen Uyumlu türevli 

Frenet formülleri kullanılarak Öklid uzayında, Minkowski (Lorentz uzayında), Galilean - Pseudo Galilean 

ve simplektik uzaylarında [9, 10, 11,12, 13] var olan teoriler incelenerek bu teorilerin varlığına bakılmıştır. 

Özellikle helis eğrileri için önemli teoremler ifade ve ispat edilmiştir.  

                                                             

 

 



  

2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 2. 1.  ℝD  standart reel afin uzay olmak üzere ℝD de bir 

〈	, 〉:	ℝD𝑥ℝD → ℝ 

iç çarpımı ∀𝑋, 𝑌 ∈ ℝD ,    𝑋 = (𝑥*, 𝑥,,… , 𝑥D)   ,   𝑌 = (𝑦*, 𝑦,, … , 𝑦D)   için  

〈𝑋	, 𝑌〉 =O𝑥P𝑦P
D

PQ*

 

şeklinde tanımlanır. Bu iç çarpıma  ℝD de standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı denir. Standart iç 

çarpımın tanımlı olduğu  ℝD vektör uzayı ile birleşen  ℝD  afin uzayına 𝑛 −boyutlu standart Öklid uzayı 

denir ve 𝐸D ile gösterilir [15]. 

                                                                                                                                                         

Tanım 2. 2.   𝑑: 𝐸D𝑥𝐸D → ℝ 

(𝑋, 𝑌) → 𝑑(𝑋, 𝑌) = ‖𝑋𝑌‖ = UO(𝑦P − 𝑥P),
D

PQ*

 

olarak tanımlanan 𝑑 fonksiyonuna 𝐸D Öklid uzayında uzaklık fonksiyonu ve 𝑑(𝑋, 𝑌) reel sayısına da 

𝑋, 𝑌 ∈ 𝐸D noktaları arasındaki uzaklık denir [15]. 

                           

Tanım 2. 3.   𝑉,  𝑛 − boyutlu reel iç çarpım uzayı ve birleştiği Öklid uzayı 𝐸D olsun. 

𝑃W, 𝑃*,… , 𝑃D ∈ 𝐸D olmak üzere {𝑃W𝑃*, 𝑃W𝑃, … , 𝑃W𝑃D} vektör sistemi 𝑉 nin bir ortonormal bazı ise 

{𝑃W, 𝑃*, … , 𝑃D}  nokta (𝑛 + 1) -lisine 𝐸D de bir Öklid çatı veya dik çatı denir. Bu çatı yardımıyla 

tanımlanan {𝑥W, 𝑥*,… , 𝑥D} afin koordinat sistemine de Öklid koordinat sistemi veya dik koordinat sistemi 

denir. Bu sistemdeki  

𝑥P: 𝐸D → ℝ	,			1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

koordinat fonksiyonlarına da Öklid Koordinat Fonksiyonları denir [15]. 

 

Tanım 2. 4.  𝐼 ⊆ ℝ bir açık aralık ve  

𝛼: 𝐼 → 𝐸D 

𝑡 → 𝛼(𝑡) = \𝛼*(𝑡), 𝛼,(𝑡),… , 𝛼D(𝑡)] 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde  𝛼(𝐼) ⊂ 𝐸D   alt cümlesine 𝐸D de (𝐼, 𝛼) koordinat 

komşuluğu ile verilen bir eğri denir.  𝐼 ⊆ ℝ  aralığına 𝛼 eğrisinin parametresi denir [15]. 
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 Tanım 2. 5.  𝐼 ⊂ 𝐸D eğrisi (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. 

‖𝛼_‖: 𝐼 → ℝ 

𝑡 → ‖𝛼_‖(𝑡) = ‖𝛼_(𝑡)‖ 

şeklinde tanımlı ‖𝛼_‖ fonksiyonuna, 𝑀 eğrisinin (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğuna göre skaler hız fonksiyonu, 

‖𝜶_(𝒕)‖ reel sayısına da 𝑀 nin 𝛼(𝑡) noktasındaki skaler hızı denir. Eğer 	

‖𝛼_(𝑡)‖ = 1	 ise  𝑀 eğrisine birim hızlı eğri ve bu halde 𝑡 ∈ 𝐼 parametresine de eğrinin yay-parametresi 

denir [15]. 

 

Tanım 2. 6. 𝑀, 𝐸D de (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri ve 𝜓 = (𝛼*, 𝛼,,… , 𝛼(d))  sistemi 

lineer bağımsız olsun. 𝛼e ∈ 𝑆𝑝{𝜓} ve 𝑘 > 𝑟 olmak üzere 𝜓	lineer bağımsız sisteminden elde edilen 

{𝑉*, 𝑉,, … , 𝑉d} ortonormal sistemine 𝑀 eğrisinin Serret-Frenet r ayaklı alanı, 𝑚 ∈ 𝑀	 için 

{𝑉*(𝑚), 𝑉,(𝑚),… , 𝑉d(𝑚)} ye 𝑚 ∈ 𝑀	 noktasındaki Serret-Frenet r-ayaklısı ve her bir 𝑉P (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) 
vektörüne de Serret-Frenet vektörü denir [15]. 

   

Tanım 2. 7.  𝑀, 𝐸D de (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilen birim hızlı bir eğri ve  

{𝑉*(𝑠), 𝑉,(𝑠),… , 𝑉d(𝑠)} de  𝛼(𝑠) ∈ 𝑀 noktasındaki Frenet r-ayaklısı olsun. Bu  

𝑘P: 𝐼 → ℝ 

𝑠 → 𝑘P(𝑠) = 〈𝑉P(𝑠), 𝑉Pk*(𝑠)〉 

şeklinde tanımlı 𝑘P fonksiyonuna 𝑀 eğrisinin 𝑖-yinci eğrilik fonksiyonu ve ∀𝑠 ∈ 𝐼 için 𝒌𝒊(𝒔) reel sayısına 

da 𝑀 nin 𝛼(𝑠) ∈ 𝑀 noktasındaki 𝑖 -yinci eğriliği denir [15]. 

 

Tanım 2. 8.  𝑀, 𝐸D de (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilen yay parametreli bir eğri olsun. 𝑀 nin 𝛼(𝑠) ∈

𝑀 noktasındaki 𝑖 -yinci eğriliği 𝒌𝒊(𝒔) ve Frenet r-ayaklısı {𝑉*(𝑠), 𝑉,(𝑠), … , 𝑉d(𝑠)} olsun. Bu taktirde  

                       (𝑉*)_ = 𝜅*(𝑠)	𝑉,(𝑠)  

 																									(𝑉P)_ = −𝜅Po*(𝑠)𝑉Po*(𝑠) + 𝜅Pk*(𝑠)𝑉Pk*(𝑠)		,			1 < 𝑖 < 𝑟	                                              (2.1)                           

                        (𝑉d)_ = −𝜅do*(𝑠)	𝑉do*(𝑠) 
  bağıntıları sağlanır [15]. 
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Tanım 2. 9.   (2.1) formüllerine Frenet Formülleri adı verilir. Bu formüller matris formunda yazılırsa,  

 

																					

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑉*

_

𝑉,_

𝑉-_
⋮

𝑉do,_

𝑉do*_

𝑉d_ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

		=		

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0 𝜅* 0 0 … 0 0 0
−𝜅* 0 𝜅, 0 … 0 0 0
0 −𝜅, 0 0 … 0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ … ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 … 0 𝜅do, 0
0 0 0 0 … −𝜅do, 0 𝜅do*
0 0 0 0 … 0 −𝜅do* 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑉*
𝑉,
𝑉-
⋮

𝑉do,
𝑉do*
𝑉d ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

				

                   

elde edilir.  

 𝑛 = 3 özel halinde bir  𝑀 eğrisinin  𝛼(𝑠) ∈ 𝑀 noktasındaki Frenet 3-ayaklısı genellikle {𝑇, 𝑁, 𝐵} 

ile gösterilir. Bu halde 𝑇 ye teğet vektör alanı, 𝑁 ye asal (asli) normal vektör alanı, 𝐵 ye de binormal vektör 

alanı denir. Ayrıca bu durumda 𝑀 nin 𝛼(𝑠) ∈ 𝑀 noktasındaki birinci ve ikinci eğriliği, sırası ile 𝜅 ve 𝜏 ile 

gösterilir. 𝜅 ya 𝑀 nin eğriliği, 𝜏 ya da burulması denir. Böylece Frenet formülleri  

               𝑇_ = 𝜅𝑁 

 															𝑁	_ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵                                                                                                              

 															𝐵_ = −𝜏𝑁  

şeklindedir [15]. 

 

Tanım 2. 10.  𝐸-, 3-boyutlu bir Öklid uzayı, 𝑀 ⊂ 𝐸- de  (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri 

olsun. 𝑀 eğrisinin birim teğet vektör alanı 𝑇 ve 𝑈 da sabit bir birim vektör olmak üzere,  ∀(𝑠) ∈ 𝐼 için 𝑇 

ile 𝑈 arasındaki açı sabit ise 𝑀 ⊂ 𝐸- eğrisine bir eğilim çizgisi ( genel helis) denir [15]. 

 

Tanım 2. 11.  𝐸-, 3-boyutlu bir Öklid uzayı, 𝑀 ⊂ 𝐸- de  (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilen bir eğri 

olsun. 𝑀 nin 𝛼(𝑠) noktasındaki eğriliği ve burulması, sırasıyla 𝜅 ve 𝜏 olmak üzere: 

𝑀 bir eğilim çizgisidir ⟺ ∀(𝑠) ∈ 𝐼 için  {
|
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

dir. 

 Eğer 𝜅 eğriliği ve 𝜏 burulması sabit ise dairesel helis olarak adlandırılır [16].   

 

                                                                



  

3. UYUMLU TÜREV 

Tanım 3. 1. 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu verilsin. 𝑓 fonksiyonunun 𝛼 uyumlu türevi  ∀𝑥 > 0 ve 𝛼 ∈

(0,1) için 

𝑇1(𝑓)(𝑥) = lim
�→W

𝑓(𝑥 + ℎ𝑥*o1) − 𝑓(𝑥)
ℎ 	

şeklinde tanımlanır [17]. 
 

Teorem 3. 2. 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu  𝛼 ∈ (0,1] için 𝑡W > 0  için 𝛼 türevlenebilir  ise, 𝑓  𝑡W noktasında 

süreklidir [17]. 
 

Teorem 3. 3. 𝛼 ∈ (0,1] ve 𝑓, 𝑔 fonksiyonları 𝑡 > 0  noktasında türevlenebilir olsun. O zaman 

 

1)  		𝑇1(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑇1(𝑓) + 𝑏𝑇1(𝑔)			  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  dir. 

 

2)  	𝑇1(𝑡<) = 𝑝𝑡<o1   	𝑝 ∈ ℝ dir. 

 

3)  	 𝑇1(𝜆) = 0 bütün sabit fonksiyonlar  	 𝑓(𝑡) = 𝜆 olur. 

 

4)  	   𝑇1(𝑓𝑔) = 𝑓𝑇1(𝑔) + 𝑔𝑇1(𝑓)			 sağlanır. 

 

5)    𝑇1 �
�
�
� = ���(�)o���(�)

��
        sağlanır.  

 

6) Ayrıca  𝑓  türevlenebilirse o zaman  

             	 𝑇1(𝑓)(𝑡) = 𝑡*o1 �
��
𝑓(𝑡)	

dir [ 17 ]. 

 

Tanım 3. 4.  𝑓: [0,∞) → ℝ  fonksiyonu verilsin. 𝑓 fonksiyonunun bütün 𝑡 > 𝛼 ve 𝛼 ∈ (0,1] için 𝛼 

mertebeden (sol) uyumlu türevi,  

                                 (𝑇1�𝑓)(𝑡) = lim
�→W

�\�k�(�o1)���]o�(�)
�
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olarak tanımlanır. Burada 𝑎 = 0 olduğu zaman notasyon 𝑇1  şeklinde yazılır. Eğer (𝑇1�𝑓)(𝑡) , (𝑎, 𝑏) 
aralığında oluşursa o zaman 

(𝑇1�𝑓)(𝑡) = lim
�→1�

(𝑇1�𝑓)(𝑡) 

dır [18]. 

      Ayrıca Teorem 3.2 de verilen bütün özellikler 𝑡 yerine (𝑡 − 𝑎)	 yazılırsa Tanım 3.1 için de sağlanır. 

Tanım 3.1 için bazı fonksiyonların uyumlu türevi aşağıdaki gibidir  

a) 𝑇11((𝑡 − 𝑎)<) = 𝑝(𝑡 − 𝑎)<			bütün 𝑝 ∈ ℝ	için,	

b) 𝑇11 �𝑒�
(���)�

� � = 𝜆𝑒�
(���)�

� 	

c) 𝑇11 �sin	(𝜔
(�o�)�

1
+ 𝑐)� = 𝜔𝑐𝑜𝑠 �𝜔 (�o�)�

1
+ 𝑐� ,𝜔, 𝑐 ∈ ℝ	

d) 𝑇11 �cos	(𝜔
(�o�)�

1
+ 𝑐)� = −𝜔𝑠𝑖𝑛 �𝜔 (�o�)�

1
+ 𝑐� ,𝜔, 𝑐 ∈ ℝ	

e) 𝑇11 �
(�o�)�

1
� = 1	

     Tanım 3. 5.  𝑓: [−∞, 𝑏) → ℝ  fonksiyonu verilsin. 𝑓 fonksiyonunun bütün 𝑡 < 𝑏 ve    𝛼 ∈ (0,1] için 

𝛼 mertebeden (sağ) uyumlu türevi,  

       ( 𝑇𝑓1
¦ )(𝑡) = − lim

�→W

�\�k�(¦o�)���]o�(�)
�

                                                                              

olarak tanımlanır. Eğer  ( 𝑇𝑓1
¦ )(𝑏)	, (𝑎, 𝑏) aralığında oluşursa o zaman, 

( 𝑇𝑓1
¦ )(𝑏) = lim

�→¦�
( 𝑇𝑓1
¦ ) (𝑡) 

biçiminde elde edilir[18]. 

 

Tanım 3. 6.  𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] ve 𝛽 = 𝑎 − 𝑛 olsun. Bir 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ  fonksiyonunun 𝛼’dan  

başlayarak 𝑎 −mertebeden (sol)  türevi, 𝑓D(𝑡)  vardır ve aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

𝑇1�(𝑓)(𝑡) = 𝑇§�(𝑓)D(𝑡) 

Burada 𝑎 = 0 olduğu zaman notasyon 𝑇1 şeklinde yazılır. 𝑓’nin 𝑏’ de sona eren sıralı  
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𝑎 −mertebeden (sağ) türevi, 

( 𝑇𝑓1
¦ )(𝑏) = (−1)Dk*( 𝑇𝑓1

¦ )(𝑡) 

şeklinde olur. 

 𝛼 = 𝑛 + 1 ise 𝛽 = 1 ve 𝑓’nin uyumlu türevi 𝑓(Dk*)(𝑡) olur. Ayrıca 𝑛 = 0 olduğunda (veya  

𝛼 ∈ (0,1))𝛽 = 𝛼 olur ve Tanım 3.1 dekiyle aynı durum oluşur [18]. 

 

Bazı fonksiyonların uyumlu türevleri aşağıda verilmiştir [17]. 

a) 𝑇1(𝑡<) = 𝑝𝑡<o1,	bütün	𝑝 ∈ ℝ	için	

b) 𝑇1(1) = 0 

c) 𝑇1(𝑒¨©) = 𝑐𝑥*o1𝑒¨©, 𝑐 ∈ ℝ 

d) 𝑇1(𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥) = 𝑏𝑥*o1𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥, 𝑏 ∈ ℝ 
 

e) 𝑇1(𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥) = −𝑏𝑥*o1𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥, 𝑏 ∈ ℝ 
 

f) 𝑇1 �
*
1
𝑡1� = 1 

 
g) 𝑇1 �𝑠𝑖𝑛

*
1
𝑡1� = 𝑐𝑜𝑠 *

1
𝑡1 

 
h) 𝑇1 �𝑐𝑜𝑠

*
1
𝑡1� = −𝑠𝑖𝑛 *

1
𝑡1 

 
i) 𝑇1 �𝑒

�
��
�
� = 𝑒

�
��
�
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

4. UYUMLU EĞRİ 

Bundan sonraki bölümlerde ilk kez Uyumlu kesirli türevleri kullanılarak Frenet formullerinini elde 

ederek literatüre çok önemli bir kaynak oluşturan U. Gözütok, H.A. Çoban ve Y Sağıroğlu’ nun  Frenet 

Frame with Respect to Conformable Derivative çalışması baz alınmıştır. Özellikle bu çalışmanın 

diferensiyel geometriye getirdiği yenilikler incelenmiştir. 

Çalışmada aksi belirtilmedikçe bu ve bundan sonraki bölümde U. Gözütok, H.A. Çoban ve Y 

Sağıroğlu’ nun Frenet Frame with Respect to Conformable Derivative [ 14 ] çalışması kaynak olarak 

kullanılacaktır.                                                                                                                                              

Bu bölümde uyumlu eğriler ve onların basit özelliklerini tanımlanacaktır. 

Tanım 4. 1 Eğer 𝛾 , 𝛼 −		türevlenebiliyorsa 	𝛾: (0,∞) → ℝ-	  fonksiyonuna. ℝ-	 te uyumlu eğri denir. 

Böylece 𝛾  uyumlu bir eğri için  

𝛾(𝑡) = \𝛾*(𝑡), 𝛾,(𝑡), 𝛾-(𝑡)]	

ve 	

𝐷1𝛾(𝑡) = 𝑇1𝛾(𝑡) = \𝑇1𝛾*(𝑡), 𝑇1𝛾,(𝑡), 𝑇1𝛾-(𝑡)]	

ifadeleri yazılabilir. 

Tanım 4. 2. 𝛾: (0,∞) → ℝ-	  bir uyumlu eğri olsun. 𝛾   nın hız vektörü tüm   𝑡 ∈ (0,∞) için  

𝑇1𝛾(𝑡)
𝑡*o1 	

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4. 3. 𝛾: (0,∞) → ℝ-	  bir uyumlu eğri ve, ℎ: (0,∞) → (0,∞)  ,  𝛼 −  türevlenebilir fonksiyon 

olsun. Bu taktirde 	𝛾  uyumlu eğrisi ile ℎ	nin yeniden parametrelendirilmesi 

𝛽 = 	𝛾: (0,∞) → ℝ-	  	

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4. 4. 𝛾: (0,∞) → ℝ-	  bir uyumlu eğri olsun.  𝛾 nın 𝑣 ile gösterilen hız fonksiyonu  ∀𝑡 ∈ (0,∞) 

için 

𝑣(𝑡) =
‖𝑇1𝛾(𝑡)‖
𝑡*o1 	

şeklinde tanımlanır. 
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Tanım 4. 5. 𝛾: (0,∞) → ℝ-	   bir uyumlu eğri olsun. 𝛾 nın yay uzunluğu fonksiyonu ∀𝑡 ∈ (0,∞) için 

𝑠(𝑡) = 𝐈|�W‖𝑇1𝛾(𝑡)‖	

eşitliği ile tanımlanır. Eğer ∀𝑡 ∈ (0,∞) için 𝑣(𝑡) = 1 ise 𝛾 eğrisine birim hızlı denir. 

 

Yardımcı Teorem 4. 6.  𝑓: (0,∞) → ℝ fonksiyonu sürekli ve (0,∞) üzerinde artan (yada azalan) olsun. 

𝑓 fonksiyonu bütün 𝑥 ∈ (0,∞)   ve 𝑇1𝑓(𝑥) ≠ 0 için	𝛼 − türevlenebilirse  

𝑓o*: (𝑓(0k), 𝑓(𝑏o)) → ℝ	

𝑓o*: (𝑓(𝑏o), 𝑓(0k)) → ℝ  ters fonksiyonu 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑏 ∈ (0,∞) da 𝛼 − türevlenebilirdir.  Ayrıca	

(𝑇1𝑓o*)(𝑦) =
𝑥𝑦*o1

𝑇1𝑓(𝑥)
	

dir. 

Tanım 4. 7. 𝛾 bir uyumlu eğri olsun. Tüm 𝑡 ∈ (0,∞) için 𝑇1𝛾(𝑡) ≠ 0 ise  𝛾 ya uyumlu düzenli eğri 

denir. 

Teorem 4. 8. 𝛾 bir uyumlu eğri olsun. Eğer   𝛾 nın yeniden parametrizelendirmesi   𝛽 eğrisi ise 𝛽 eğrisi 

de birim hızlı eğri olur. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 



  

5. 𝜶 −FRENET FORMÜLLERİ 

𝛽 =𝛽(𝑠) birim hızlı uyumlu eğrisi ∀𝑠 ∈ (0,∞)  için  

𝑇1𝛽(𝑠)
𝑠*o1 	

dir. Böylece   

𝐸*(𝑠) =
𝑇1𝛽(𝑠)
𝑠*o1 	

 e  	𝛽(𝑠)  üzerindeki birim vektör alan denir. 𝐸*(𝑠)	in sabit uzunluğu 1   olduğundan  𝑇1𝐸*(𝑠) in normuna 

	𝛽(𝑠) nın eğrilik vektör alan denir. ∀𝑠 ∈ (0,∞)  için  

 

𝜅(𝑠) = ‖𝑇1𝐸*(𝑠)‖	

reel değerli fonksiyonu   𝛽   nın eğrilik fonksiyonu olarak adlandırılır.  

     𝐸*(𝑠) birim olduğundan  < 𝐸*(𝑠), 𝐸*(𝑠) >= 1 olup bu ifadenin her iki tarafının 𝛼 −uyumlu türevi 

alınırsa 

                                             < 𝑇1𝐸*(𝑠), 𝐸*(𝑠) >= 0	

olur. Böylece 𝑇1𝐸*(𝑠) her zaman  𝐸*(𝑠)  e dik olup yani  𝛽(𝑠)  ya normaldir.  

 	𝛽(𝑠) nın birim vektör alanı  

𝐸,(𝑠) =
𝑇1𝐸*(𝑠)
𝜅(𝑠) 	

 olup 	𝛽(𝑠) nın asli normal vektör alan denir. 	𝛽(𝑠) üzerindeki bir diğer birim vektör alanı  

𝐸-(𝑠) = 𝐸*(𝑠)x𝐸,(𝑠)	

dir. 	𝛽(𝑠) nın binormal vektör alan denir. Böylece 	𝛽(𝑠) üzerinde elde edilen vektör alanlarının 

{𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)} ortogonal sistemine   𝛼 Frenet çatısı denir [ 14 ]. 

 

Hatırlatma 5. 1. Şimdi {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)} cinsinden  {𝑇1𝐸*(𝑠), 𝑇1𝐸,(𝑠), 𝑇1𝐸-(𝑠)}terimlerini ifade 

edelim.  

𝐸*(𝑠) = 𝑇1𝛽(𝑠)	

olduğundan 
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𝑇1𝐸*(𝑠) = 𝜅𝐸,(𝑠)	

olur. 𝑇1𝐸-(𝑠) hesaplamaya çalışalım 

                                                               〈𝐸-(𝑠)x𝐸-(𝑠)〉 = 1	

 olduğundan bu ifadenin her iki tarafının 𝛼 − uyumlu türevi alınırsa 

                                                            〈𝑇1𝐸-(𝑠)x𝐸-(𝑠)〉 = 0	

olur. Böylece  𝑇1𝐸-(𝑠) her zaman 𝐸-(𝑠) e dik olur.  

Diğer taraftan   

                                               < 𝐸-(𝑠), 𝐸*(𝑠) >= 0	
olduğundan 

            													  < 𝑇1𝐸-(𝑠), 𝐸*(𝑠) > +< 𝑇1𝐸*(𝑠), 𝐸-(𝑠) >= 0	
olur. Bu nedenle  

                          < 𝑇1𝐸-(𝑠), 𝐸*(𝑠) >= −< 𝑇1𝐸*(𝑠), 𝐸-(𝑠) >	

																																																																		=−< 𝜅(𝑠)𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠) >						

																																																																			=−𝜅(𝑠) < 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠) >						

	= 0	

olur yani  𝑇1𝐸-(𝑠) ,  𝐸*(𝑠)  e ortogonaldir.   

Son olarak, 𝑇1𝐸-(𝑠) hem 𝐸*(𝑠) hem de 𝐸-(𝑠) için ortogonal olduğundan 𝑇1𝐸-(𝑠) her noktada 

𝐸,(𝑠) nin bir skaler katıdır. Böylece  

𝑇1𝐸-(𝑠) = −𝜏(𝑠)𝐸,(𝑠)	

olur, burada gerçek değerli 𝜏(𝑠) fonsiyonuna 𝛽(𝑠) uyumlu eğrinin burulma fonksiyonu denir. 

 

Teorem 5. 2. Eğriliği 𝜅(𝑠) > 0 ve burulması  𝜏(𝑠) olan bir birim hızlı eğri 𝛽(𝑠) ise 

𝑇1𝐸*(𝑠) = 𝜅(𝑠)𝐸,(𝑠)	

                                         	 𝑇1𝐸,(𝑠) = −𝜅(𝑠)𝐸*(𝑠) + 𝜏(𝑠)𝐸-(𝑠)                                               (5.1) 

𝑇1𝐸-(𝑠) = −𝜏(𝑠)𝐸,(𝑠)	

dir [14]. 
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İspat: Teoremin ifadesindeki ikinci denklem; 𝑇1𝐸,(𝑠) i	 𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠) cinsinden; 

 

𝑇1𝐸,(𝑠) = 〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸*(𝑠)〉𝐸*(𝑠) + 〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉𝐸,(𝑠) + 〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)〉𝐸-(𝑠)            (5.2) 

şeklinde yazılabilir.                  

                               〈𝐸,(𝑠), 𝐸*(𝑠)〉 = 0	

   ifadesinin her iki tarafının 𝛼 − uyumlu türevi alınırsa 

																									〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸*(𝑠)〉 + 〈𝑇1𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉 = 0	
veya  

                        〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸*(𝑠)〉 = −〈𝑇1𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉	

ve burada (5.1) in ilk denklemi kullanılırsa 

                                       		= −〈𝜅(𝑠)𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉							

																																															= −𝜅(𝑠)〈𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉							

																																												   = −𝜅(𝑠)                                                                                 (5.3) 

bulunur. 𝐸,(𝑠) birim vektör alan olduğundan  

                                  〈𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉 = 1	

   ifadesinin her iki tarafının 𝛼 − uyumlu türevi alınırsa 

                                         〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉 = 0                                                                          (5.4) 

olur. Son  olarak  

                              〈𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)〉 = 0	

   ifadesinin her iki tarafının 𝛼 − uyumlu türevi alınırsa 

                                  	〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)〉 + 〈𝑇1𝐸-(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉 = 0	
veya  

                                 〈𝑇1𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)〉 = −〈𝑇1𝐸-(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉 

                     																													= −〈−𝜏(𝑠)𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉					
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= 𝜏(𝑠)〈𝐸,(𝑠), 𝐸,(𝑠)〉	

																																																																		   = 𝜏(𝑠)                                                                             (5.5) 

yazılır. (5.3), (5.4) ve (5.5) ifadeleri (5.2) de yazılırsa (5.1) in ikinci denklemi bulunur [14]. 

 

Örnek 5. 3. 	

𝛾(𝑠) = −
1
125

\160√𝑠 − 9𝑐𝑜𝑠10√𝑠 − 8𝜋,−15𝑠𝑖𝑛10√𝑠 + 15,120√𝑠 + 12𝑐𝑜𝑠10√𝑠] − 6𝜋 

şeklinde verilen uyumlu eğrisini eğriliği 𝜅(𝑠) = 3  ve torsiyonu 𝜏(𝑠) = 4 olmak üzere 

𝐸*(𝑠) = ·
9
25 𝑠𝑖𝑛10√𝑠 +

16
25 ,−

3
5 𝑐𝑜𝑠10√𝑠,−

12
25 𝑠𝑖𝑛10

¸𝑠 +
12
25¹,	

𝐸,(𝑠) = �-
º
𝑐𝑜𝑠10√𝑠, 𝑠𝑖𝑛10√𝑠,− »

º
𝑐𝑜𝑠10�,	

𝐸-(𝑠) = �−
12
25 𝑠𝑖𝑛10√𝑠 +

12
25 ,

4
5 𝑐𝑜𝑠10√𝑠,

16
25 𝑠𝑖𝑛10 +

9
25�,	

dir [14].   

 

 

 

 

 

 
 



  

6. HELİSLER İÇİN KARAKTERİZASYONLAR 

Teorem 6.1 γ(s)  , bir regüler uyumlu eğri ve bu eğrinin uyumlu 𝛼 − Frenet çatısı {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)} 
olsun.  

γ(s) bir genel helis ise ó ∀𝑠	𝜖	𝐼 için  {(¾)
|(¾)

 = sabittir. 

Çalışmanın bundan sonra ki kısmında kısalığın hatırı için  

𝜅 = 𝜅(𝑠),		𝜏 = 𝜏(𝑠),	𝐸* = 𝐸*(𝑠), 𝐸, = 𝐸,(𝑠)	ve	𝐸- = 𝐸-(𝑠)	
olarak kullanılacaktır. 

 

İspat: ( ⟹) γ(s) bir genel helis olsun. O zaman γ(s) nin 𝛼 −uyumlu Frenet çatısı {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)} 
olmak üzere 

                                                     < 𝐸*, 𝑢 >= 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  

dir. Bu ifadenin her iki tarafının 𝛼 −uyumlu türevi alınırsa  

                                                      < 𝑇1𝐸*, 𝑢 >= 0 

ve 𝛼 − frenet formülleri kullanılırsa  

                                                       < 𝜅𝐸,, 𝑢 >= 0 

veya 𝜅	 ≠ 0	 olmak üzere 

                                                       < 𝐸,, 𝑢 >= 0                                                                        (6.1) 

yazılabilir. O halde 𝑢 ∈ 𝑆<{𝐸*, 𝐸-} dür. Bu ise  

                                                    𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝐸* + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝐸- 

demektir. Tekrar (6.1) ın türevi alınırsa  

                                                   <–𝜅𝐸* + 𝜏𝐸-, 𝑢 >= 0 

veya  

– 𝜅 < 𝐸*, 𝑢 > +𝜏 < 𝐸-, 𝑢 >= 0 
 
                                                     – 𝜅𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝜏𝑠𝑖𝑛𝜑 = 0 
veya 
                                                     {

|
= 𝑡𝑔𝜃 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

 
elde edilir. 
(⟸): ∀s ∈ I için {

|
= 𝜆 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olsun 𝜆 = 𝑡𝑔𝜑 olmak üzere  

                                                 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝐸* + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝐸-  
 
olsun. 
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1) 	𝑢 sabit bir vektördür. Çünkü  
 

                                                 𝐷1𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝜅𝐸, − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝜏𝐸, 
veya 
                                                       	
                                                	𝐷1𝑢 = (𝑐𝑜𝑠𝜑𝜅 − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝜏)𝐸,  
 
dir.        {

|
= 𝑡𝑔𝜑 ise 

                                                    	
                                                	𝐷1𝑢 = 0  olup 𝑢 sabittir. 
 

2)  𝛾(𝑠) bir helis ise  
 

                                            < 𝐸*, 𝑢 >=< 𝐸*, 𝑐𝑜𝑠𝜑𝐸* + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝐸- > 
veya 
 
                                                       = 𝑐𝑜𝑠𝜑 < 𝐸*, 𝐸* > +	𝑠𝑖𝑛𝜑 < 𝐸*, 𝐸- > 
                                                       
veya  
                                                       = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 
 
dir. 
 
Teorem 6.2  𝛾(𝑠),  bir regüler uyumlu eğri olsun. O zaman  𝛾(𝑠) bir genel helis ise yani  
 
< 𝐸*, 𝑢 >= 𝑐* = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡	 ve   𝑙 =< 𝑢, 𝑢 >  şeklinde bir sabit olmak üzere 
 

𝑙 = 𝑐*, È1 +	�
𝜅
𝜏�

,
É 

şekilde yazılabilir. 

 

İspat: 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisi genel helis ise  

                                                       < 𝐸*, 𝑢 >	= 	 𝑐*                                                                     (6.2)                    

olacak şekilde sıfırdan farklı bir 𝑐* sabiti vardır. (6.2) ifadesinin 𝛼 − uyumlu türevi alınır ve 𝛼 −Frenet 

çatısı kullanılırsa 𝜅 ≠ 0 olmak üzere  

                                                        < 𝐸,, 𝑢 >	= 0                                                                                 (6.3) 
                        

veya   𝜏 ≠ 0  olmak üzere                                             

                                              	– 𝜅 < 𝐸*, 𝑢 > +𝜏 < 𝐸-, 𝑢 >= 0                                                   (6.4) 
 
elde edilir. (6.4) eşitliğinde (6.1) ifadesi yazılırsa 
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                                                         < 𝐸-, 𝑢 >=
{
|
𝑐*                                                                  (6.5) 

   
elde edilir. Diğer taraftan 𝑢 sabit bir vektör olduğundan  
 
 
                     																					𝑢 =< 𝐸*, 𝑢 > 𝐸*+< 𝐸,, 𝑢 > 𝐸,+< 𝐸-, 𝑢 > 𝐸- = 0                          (6.6) 
 
veya  (6.2), (6.3) ve (6.5) ifadeleri (6.6) da yerine yazılırsa  
 
                                                          𝑢 = 𝑐*𝐸* +

{
|
𝑐*𝐸- 

 

bulunur. Böylece 𝑢 sabit bir vektör olduğundan 𝑙 sabit bir vektör olmak üzere  

                               𝑙 = 𝑐*, È1 +	�
{
|
�
,
É 

bulunur. 

Teorem 6.3 𝛾(𝑠) uyumlu bir eğri olsun. 𝛾 eğrisinin uyumlu 𝛼 − Frenet çatısı {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)}	

olmak üzere 𝐸- binormal vektörünün sabit bir 𝑢 vektörü ile sıfırdan farklı iç çarpımı sabit ise                     

( yani < 𝐸-, 𝑢 >	= 	 𝑐- ise )  𝑐- ve  𝑀 birer reel sabit 𝑀 ≥ 𝑐-, olmak üzere  

																																																														|
{
= Ë Ì

¨Í�
− 1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                           (6.7)   

dir. 

İspat: 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin 𝐸- binormal vektörünün sabit bir 𝑢 vektörü ile iç çarpımı sabit ise yani  

                                                    < 𝐸-, 𝑢 >	= 	 𝑐- = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                         (6.8)   

olsun. (6.8) ifadesinin  𝛼 −  uyumlu türevi alınır  

                                                    < 𝑇1𝐸-, 𝑢 >	= 0                                                            

ve 𝛼 − Frenet çatısı kullanılırsa  

                                                     −𝜏 < 𝐸,, 𝑢 >	= 0                                                       

  𝜏 ≠ 0  olduğundan        

                                                      < 𝐸,, 𝑢 >	= 0	                                                                       (6.9) 

bulunur.  (6.9)  ifadesinden  𝛼 −  uyumlu türevi alınırsa ve   𝛼 −  Frenet çatısı kullanılırsa           
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                                         – 𝜅 < 𝐸*, 𝑢 > +𝜏 < 𝐸-, 𝑢 >= 0                 

veya  (6.8)  kullanılırsa   𝜅 ≠ 0  olmak üzere 

                                                      < 𝐸*, 𝑢 >	=
|
{
𝑐-                                                                  (6.10)   

bulunur. Diğer taraftan 𝑢 sabit bir vektör olduğundan  

                              𝑢 =< 𝐸*, 𝑢 > 𝐸*+< 𝐸,, 𝑢 > 𝐸,+< 𝐸-, 𝑢 > 𝐸-                                         (6.11)   

ve (6.8), (6.9) ve (6.10)  denklemleri (6.11) da kullanılırsa  

                                                     𝑢 = �|
{
� 𝑐-𝐸* + 𝑐-𝐸-      

bulunur. 

Ayrıca 𝑢 sabit vektör olduğundan  𝑀  bir sabit olmak üzere  

                                                    𝑀 =	< 𝑢, 𝑢 >	= �|
{
�
,
𝑐-, + 𝑐-,     

veya  
𝑀
𝑐-,

= �
𝜏
𝜅
�
,
+ 1 

veya  
𝑀
𝑐-,

− 1 = �
𝜏
𝜅
�
,
 

veya   

𝜏
𝜅 = ¸

𝑀
𝑐-,

− 1 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

bulunur.  

 

Teorem 6. 4 .  𝛾(𝑠) uyumlu bir eğri ve 𝛾 eğrisinin uyumlu 𝛼 − Frenet çatısı {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)}  olsun. 

Eğrinin herhangi bir noktasındaki teğet vektör alanı 𝐸*(𝑠), eğriliği   𝜅   (𝜅 ≠ 0) ve burulması  𝜏   (𝜏 ≠ 0)  

olmak üzere birim hızlı  𝛾(𝑠)  uyumlu eğrisinin bir genel helis olması için gerek ve yeter şart  

               𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* −
-��{
{
𝑇1𝑇1𝐸* − Î

����{
{

− -(��{)�

{�
− 𝜅, − 𝜏,Ï𝑇1𝐸* = 0                          (6.12)1 

veya 

                  𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* −
-��|
|
𝑇1𝑇1𝐸* − Î

����{
{

− -(��|)�

|�
− 𝜅, − 𝜏,Ï 𝑇1𝐸* = 0                           (6.12)2 

denklemlerinden birinin sağlanmasıdır.  
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  İspat   𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin bir genel helis olduğunu kabul edelim. Bu durumda 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin 

eğriliği   𝜅   (𝜅 ≠ 0) ve burulması  𝜏   (𝜏 ≠ 0)  olmak üzere   |
{
= sabittir.  Bu eşitlikten 𝛼 −uyumlu 

türev alınırsa 

                                                                  	ÓÔÕ
Õ
= ÓÔÖ

Ö
                                                       (6.13) 

bulunur. Ayrıca (5.1) ifadesinin ilk eşitliği olan 

𝑇1𝐸* = 	𝜅𝐸, 

eşitliğinden 𝛼 − uyumlu türev alınırsa 

𝑇1(𝑇1𝐸*) = (𝑇1𝜅)𝐸, + 𝜅𝑇1𝐸, 
ve (5.1) eşitliği kullanılıp 

                                                                   = (𝑇1𝜅)𝐸, + 𝜅(−𝜅𝐸* + 𝜏𝐸-) 
düzenlenirse 

                                                                   = −𝜅,𝐸* + (𝑇1𝜅)𝐸, + 	𝜅𝜏𝐸-                                 (6.14) 
elde edilir. Bu ifadenin tekrar 𝛼 −   türevi alınırsa  

𝑇1(𝑇1𝑇1𝐸*) = −2𝜅(𝑇1𝜅)𝐸* − 𝜅,𝑇1𝐸* + 𝑇1(𝑇1𝜅)𝐸, + (𝑇1𝜅)𝑇1𝐸, 

+(𝑇1𝜅)𝜏𝐸- + 𝜅(𝑇1𝜏)𝐸- 	+ 𝜅𝜏𝑇1𝐸- 

olup  (6.13) eşitliği kullanılırsa 

																										= −2𝜅(𝑇1𝜅)𝐸* − 𝜅,𝑇1𝐸* + (𝑇1𝑇1𝜅)𝐸, + (𝑇1𝜅)𝑇1𝐸, 

																																																																+2(𝑇1𝜅)𝜏𝐸- + 𝜅𝜏𝑇1𝐸-                                                     (6.15) 

elde edilir. Diğer taraftan 

                                                           𝑇1𝐸, =
o��{
{�

𝑇1𝐸* +
*
{
𝑇1𝑇1𝐸*                                        (6.16) 

ve  

                                                                     𝐸, =
*
{
𝑇1𝐸*                                                           (6.17) 

ve 

                                                                  𝑇1𝐸- =
o|
{
𝑇1𝐸*                                                        (6.18) 

ve  

                            −2𝜅(𝑇1𝜅)𝐸* + 2𝜏(𝑇1𝜅)𝐸- =
o,(��{)�

{�
𝑇1𝐸* +

,(��{)
{

𝑇1𝑇1𝐸*                       (6.19) 
ifadeleri (6.15) de kullanılırsa 

𝑇1(𝑇1𝑇1𝐸*) =
−2(𝑇1𝜅),

𝜅, 𝑇1𝐸* +
2(𝑇1𝜅)
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸* − 𝜅,𝑇1𝐸* + (𝑇1𝑇1𝜅)𝐸, 

+(𝑇1𝜅)𝑇1𝐸, + 𝜅𝜏𝑇1𝐸- 
veya 

                              			= o,(��{)�

{�
𝑇1𝐸* +

,(��{)
{

𝑇1𝑇1𝐸* − 𝜅,𝑇1𝐸* + (𝑇1𝑇1𝜅)
*
{
𝑇1𝐸* 
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+(𝑇1𝜅) �
−𝑇1𝜅
𝜅, 𝑇1𝐸*� + (𝑇1𝜅)

1
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸* − 𝜏

,𝑇1𝐸* 
veya 

                             = o-(��{)�

{�
𝑇1𝐸* +

-(��{)
{

𝑇1𝑇1𝐸* − 𝜅,𝑇1𝐸* +
(����{)

{
𝑇1𝐸* − 𝜏,𝑇1𝐸* 

yada 

𝑇1(𝑇1𝑇1𝐸*) −
3𝑇1𝜅
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸* − ×

𝑇1𝑇1𝜅
𝜅 −

3(𝑇1𝜅),

𝜅 − 𝜅, − 𝜏,Ø𝑇1𝐸* = 0 

olup 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin bir genel helis olduğunu yani 

𝑇1𝜅
𝜏 =

𝑇1𝜏
𝜅  

ifadesini gözönüne alınırsa 

𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* −
3𝑇1𝜏
𝜏 𝑇1𝑇1𝐸* − ×

𝑇1𝑇1𝜅
𝜅 −

3(𝑇1𝜏),

𝜏 − 𝜅, − 𝜏,Ø𝑇1𝐸* = 0 

elde edilir. 

Böylece 

𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* −
3𝑇1𝜅
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸* − Ù

𝑇1𝑇1𝜅
𝜅 −

3(𝑇1𝜅),

𝜅, − 𝜅, − 𝜏,Ú 𝑇1𝐸* = 0 

veya 

𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* −
3𝑇1𝜏
𝜏 𝑇1𝑇1𝐸* − Ù

𝑇1𝑇1𝜅
𝜅 −

3(𝑇1𝜏),

𝜏, − 𝜅, − 𝜏,Ú 𝑇1𝐸* = 0 

eşitlikleri bulunur. 

 Tersine kabul edelim ki  (6.12)1 ( veya (6.12)2 geçerli olsun). Gösterelim ki 𝛾 bir genel helistir.  

𝑇1𝐸, = −𝜅𝐸* + 𝜏𝐸- 
eşitliğinden  

𝐸- =
1
𝜏 𝑇1𝐸, +

𝜅
𝜏 𝐸* 

elde edilir. Bu ifadenin 𝛼 −uyumlu türevi alınırsa  

                                    𝑇1𝐸- =
o��|
|�

𝑇1𝐸, +
*
|
𝑇1𝑇1𝐸, + 𝑇1 �

{
|
�𝐸* +

{
|
𝑇1𝐸*                             (6.20) 

bulunur. Diğer taraftan (6.16) ifadesinin 𝛼 −uyumlu türevi alınırsa  

           		𝑇1𝑇1𝐸, =
o(����{){�k,(��{)�{

{Û
𝑇1𝐸* −

��{
{�
𝑇1𝑇1𝐸* −

��{
{�
𝑇1𝑇1𝐸* +

*
{
𝑇1𝑇1𝑇1𝐸*    

veya 

                          = o(����{)
{�

𝑇1𝐸* +
,(��{)�

{Í
𝑇1𝐸* −

,��{
{�

𝑇1𝑇1𝐸* +
*
{
𝑇1𝑇1𝑇1𝐸*                         (6.21) 

bulunur. Böylece (6.15) ve (6.20) ifadeleri (6.21) da yazılırsa  
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𝑇1𝐸- =
−	(𝑇1𝜏)
𝜏, �

−𝑇1𝜅
𝜅, 𝑇1𝐸* +

1
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸*�

+
1
𝜏 ×
−𝑇1𝑇1𝜅
𝜅, 𝑇1𝐸* +

2(𝑇1𝜅),

𝜅- 𝑇1𝐸* −
2𝑇1𝜅
𝜅, 𝑇1𝑇1𝐸* +

1
𝜅 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸*Ø 

+𝑇1 �
𝜅
𝜏�𝐸* +

𝜅
𝜏 𝑇1𝐸* 

veya  

=
(𝑇1𝜏)(𝑇1𝜅)

𝜏,𝜅, 𝑇1𝐸* −
𝑇1𝜏
𝜅𝜏, 𝑇1𝑇1𝐸* −

𝑇1𝑇1𝜅
𝜏𝜅, 𝑇1𝐸* +

2(𝑇1𝜅),

𝜏𝜅- 𝑇1𝐸* 

−
2𝑇1𝜅
𝜏𝜅, 𝑇1𝑇1𝐸* +

1
𝜅𝜏 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* + 𝑇1 �

𝜅
𝜏� 𝐸* +

𝜅
𝜏 𝑇1𝐸* 

bulunur. Bu eşitliğin sağ tarafına    ��{
|{�

  ,  (��{)
�

|{�
  ve   |

{
𝑇1𝐸*  terimlerini ekleyip çıkarırsak 

𝑇1𝐸- =
1
𝜅𝜏
Ü𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* −

3(𝑇1𝜅)
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸* − ×

𝑇1𝑇1𝜅
𝜅 −

3(𝑇1𝜅),

𝜅, − 𝜅, − 𝜏,Ø𝑇1𝐸*Ý 

																									+ ���{
|{�

− ��|
{|�
� 𝑇1𝑇1𝐸* + �

o(��{)�

|{Í
+ (��|)(��{)

{�|�
�𝑇1𝐸* + 𝑇1 �

{
|
� 𝐸* −

|
{
𝑇1𝐸*         (6.22)                        

elde edilir. Diğer taraftan 

𝑇1𝐸* = 𝜅𝐸, 

ifadesinin 𝛼 −uyumlu türevi alınır ve düzenlenirse 

𝑇1𝑇1𝐸* = −𝜅,𝐸* + (𝑇1𝜅)𝐸, + 𝜅𝜏𝐸- 

elde edilir. Ayrıca 

�
𝑇1𝜅
𝜏𝜅, −

𝑇1𝜏
𝜅𝜏,� 𝑇1𝑇1𝐸* = �

𝑇1𝜅
𝜏𝜅, −

𝑇1𝜏
𝜅𝜏,�

(−𝜅,𝐸* + (𝑇1𝜅)𝐸, + 𝜅𝜏𝐸-)										 
 

																																								= È−
(𝑇1𝜅)
𝜏 +

(𝑇1𝜏)𝜅
𝜏, É 𝐸* + Ü

(𝑇1𝜅),

𝜏𝜅, −
(𝑇1𝜏)(𝑇1𝜅)

𝜅𝜏,
Ý 𝐸, + È

𝑇1𝜅
𝜅 −

𝑇1𝜏
𝜏 É 𝐸- 

ve 

×
−(𝑇1𝜅),

𝜏𝜅- +
(𝑇1𝜏)(𝑇1𝜅)

𝜅,𝜏, Ø 𝑇1𝐸* = ×
−(𝑇1𝜅),

𝜏𝜅- +
(𝑇1𝜏)(𝑇1𝜅)

𝜅,𝜏, Ø 𝜅𝐸, 

 

											= Ü
−(𝑇1𝜅),

𝜏𝜅, +
(𝑇1𝜏)(𝑇1𝜅)

𝜅𝜏,
Ý 𝐸, 

olacağından 

�
𝑇1𝜅
𝜏𝜅, −

𝑇1𝜏
𝜅𝜏,� 𝑇1𝑇1𝐸* + ×

−(𝑇1𝜅),

𝜏𝜅- +
(𝑇1𝜏)(𝑇1𝜅)

𝜅,𝜏, Ø 𝑇1𝐸* 	= 

																																																													Þ− ��{
|
+ (��|){

|�
ß 𝐸* + Þ

��{
{
− ��|

|
ß 𝐸-                                     (6.23)                        

ifadesini verir. Böylece    (6.23) ,  (6.22)   de yazılıp düzenlenirse                                   
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𝑇1𝐸- =
1
𝜅𝜏
[0] + È

−𝜏(𝑇1𝜅) + 𝜅(𝑇1𝜏)
𝜏, É 𝐸* + È

𝜏(𝑇1𝜅) − 𝜅(𝑇1𝜏)
𝜅𝜏 É 𝐸- + 𝑇1 �

𝜅
𝜏� 𝐸* − 𝜏𝐸, 

veya 

𝑇1𝐸- = 2	𝑇1 �
𝜅
𝜏�𝐸* +

·
𝑇1 �

𝜅
𝜏�

𝜅𝜏-
¹𝐸- − 𝜏𝐸, 

elde edilir. Bu son eşitlikle 𝛼 − Frenet çatısı birlikte gözönüne alınırsa 

𝑇1 �
𝜅
𝜏� = 0 

elde edilir ki buradan 
𝜅
𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

bulunur.  Bu ise 𝛾(𝑠) uyumlu  eğrisinin bir  genel helis olması demektir. 

 

Sonuç 6. 5.   𝛾(𝑠) uyumlu türevlenebilir bir eğri olsun. Eğrinin herhangi bir noktasındaki teğet vektör alanı 

𝐸*, eğrinin eğriliği    𝜅   (𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) ve burulması   𝜏   (𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡)  olmak üzere birim hızlı  𝛾(𝑠)  

uyumlu eğrisinin dairesel helis olması için gerek ve yeter şart   

                                         𝑇1𝑇1𝑇1𝐸* + {𝜅, + 𝜏,}𝑇1𝐸* = 0                                                      (6.24) 

denklemini sağlamasıdır. 

 

İspat   Teorem 6. 4. da 𝛾(𝑠) uyumlu eğrinin eğriliği  𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve burulması   𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  alınırsa ispat 

kolayca yapılır. 

 

Teorem 6. 6 .  𝛾(𝑠) uyumlu bir eğri ve 𝛾 eğrisinin uyumlu 𝛼 − Frenet çatısı {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)}  olsun. 

Eğrinin herhangi bir noktasındaki aslinormal vektör alanı 𝐸,(𝑠), eğriliği    𝜅   (𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) ve burulması   

𝜏   (𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡)  olmak üzere birim hızlı  𝛾(𝑠)  uyumlu  eğrisinin bir  genel helis olması için gerek ve yeter 

şart  

                                  𝑇1𝑇1𝐸, −
��{
{
𝑇1𝐸, + {𝜅, + 𝜏,}𝐸, = 0                                                   (6.25) 

veya 

                                  𝑇1𝑇1𝐸, −
��|
|
𝑇1𝐸, + {𝜅, + 𝜏,}𝐸, = 0                                                   (6.26) 

denklemlerinden birinin sağlanmasıdır. 
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İspat   Birim  hızlı  𝛾(𝑠)  uyumlu  eğrisi bir genel helis olsun. Buna göre 

                                                 			𝑇1𝐸, = −𝜅𝐸* + 𝜏𝐸-  

eşitliğinden türev alınırsa 

                                   𝑇1𝑇1𝐸, = −(𝑇1𝜅)𝐸* − 𝜅𝑇1𝐸* + (𝑇1𝜏)𝐸- + 𝜏𝑇1𝐸-                
veya         

= −(𝑇1𝜅)𝐸* − 𝜅,𝐸, + (𝑇1𝜏)𝐸- − 𝜏,𝐸, 
veya 

                                           = −(𝑇1𝜅)𝐸* + (𝑇1𝜏)𝐸- − {𝜅, + 𝜏,}𝐸,                                         (6.27) 
bulunur. 𝛾(𝑠) uyumlu  eğrisi bir  genel helis olduğundan 

𝑇1𝜏
𝜏 =

𝑇1𝜅
𝜅  

veya 

𝑇1𝜏 =
(𝑇1𝜅)𝜏
𝜅  

yazılabilir. O halde (6.26), (6.27) de yazılırsa  

𝑇1𝑇1𝐸, = −(𝑇1𝜅)𝐸* +
(𝑇1𝜅)𝜏
𝜅 𝐸- − {𝜅, + 𝜏,}𝐸, 

veya  

𝑇1𝑇1𝐸, + (𝑇1𝜅)𝐸* −
(𝑇1𝜅)𝜏
𝜅 𝐸- − {𝜅, + 𝜏,}𝐸, = 0 

bulunur. Elde edilen bu eşitlik Serret-Frenet denklemi yardımıyla düzenlenirse; 

𝑇1𝑇1𝐸, −
𝑇1𝜅
𝜅 𝑇1𝐸, + {𝜅, + 𝜏,}𝐸, = 0 

(6.25)  denklemi elde edilir. (6.26) da verilen eşitlik düzenlenirken   ��{
{
= ��|

|
  eşitliği de kullanılırsa; 

𝑇1𝑇1𝐸, −
𝑇1𝜏
𝜏 𝑇1𝐸, + {𝜅, + 𝜏,}𝐸, = 0 

bulunur. Tersine (6.25)  ve (6.26)  denklemleri sağlansın gösterelim ki 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisi bir  genel helistir.  
𝑇1𝐸, = −𝜅𝐸* + 𝜏𝐸- 

 eşitliğinden 

𝐸* = −
1
𝜅 𝑇1𝐸, +

𝜏
𝜅 𝐸- 

bulunur.  Bu eşitlikten türev alınırsa; 

𝑇1𝐸* =
𝑇1𝜅
𝜅, 𝑇1𝐸, −

1
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸, + 𝑇1 �

𝜏
𝜅� 𝐸- +

𝜏
𝜅 𝑇1𝐸- 

veya  

= −
1
𝜅
à𝑇1𝑇1𝐸, −

𝑇1𝜅
𝜅 + (𝜏, + 𝜅,)á𝐸, + 𝜅𝐸, + 𝑇1 �

𝜏
𝜅� 𝐸- 

elde edilir. Bu eşitlikte (6.15) denklemi ve Serret-Frenet denklemleri kullanılırsa ; 
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𝑇1𝐸* = 𝜅𝐸, + 𝑇1 �
𝜏
𝜅� 𝐸- 

veya 

𝜅𝐸, = 𝜅𝐸, + 𝑇1 �
𝜏
𝜅� 𝐸- 

 
olur. Yani  

𝑇1 �
𝜅
𝜏� = 0 

veya 
𝜅
𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

bulunur. Bu ise 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin bir genel helis olması demektir. 

 

Sonuç 6.7.   𝛾(𝑠) uyumlu türevlenebilir bir eğri olsun. Eğrinin herhangi bir noktasındaki asli normal vektör 

alanı 𝐸, , eğrinin eğriliği     𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve  𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  olmak üzere birim hızlı  𝛾(𝑠)  uyumlu eğrisinin 

dairesel helis olması için gerek ve yeter şart   

                                                  𝑇1𝑇1𝐸, + {𝜅, + 𝜏,}𝐸, = 0                                                     (6.28)  
denkleminin sağlanmasıdır. 

 

İspat   Teorem 6.6. de 𝛾(𝑠) uyumlu eğrinin eğriliği     𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ve  𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  alınarak ispat kolayca 

yapılır. 

 

Teorem 6.8.     𝛾(𝑠) uyumlu bir eğri ve 𝛾 eğrisinin uyumlu 𝛼 − Frenet çatısı {𝐸*(𝑠), 𝐸,(𝑠), 𝐸-(𝑠)}  

olsun. Eğrinin herhangi bir noktasındaki binormal vektör alanı 𝐸-(𝑠), eğrinin eğriliği  𝜅   (𝜅 ≠ 0) ve 

burulması  𝜏   (𝜏 ≠ 0)  olmak üzere birim hızlı  𝛾(𝑠)   uyumlu eğrisinin bir genel helis olması için gerek 

ve yeter şart  

                    𝑇1𝑇1𝑇1𝐸- = − -��{
{
𝑇1𝑇1𝐸- − Î

��(��|)
|

− -(��{)�

{�
− 𝜅, − 𝜏,Ï𝑇1𝐸- = 0                (6.29) 

veya 

                    𝑇1𝑇1𝑇1𝐸- = − -��|
|
𝑇1𝑇1𝐸- − Î

��(��|)
|

− -(��|)�

|�
− 𝜅, − 𝜏,Ï 𝑇1𝐸- = 0                 (6.30) 

denklemlerinden birinin sağlanmasıdır. 

 

İspat  Birim  hızlı  𝛾(𝑠)  uyumlu  eğrisi bir genel helis olsun. Buna göre  

                                                            𝑇1𝐸- = −𝜏𝐸,                                                            
eşitliğinden 𝛼 − uyumlu türev alınırsa 

𝑇1𝑇1𝐸- = −(𝑇1𝜏)𝐸, − 𝜏(−𝜅𝐸* + 𝜏𝐸-) 
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                                                      𝜅𝜏𝐸* − (𝑇1𝜏)𝐸, − 𝜏,𝐸-                                                       (6.31) 

ve tekrar 𝛼 −uyumlu türev alınırsa 

𝑇1𝑇1𝑇1𝐸- = (𝑇1𝜅)𝜏𝐸* + 𝜅(𝑇1𝜏)𝐸* + (𝜅𝜏)𝑇1𝐸* − (𝑇1𝑇1𝜏)𝐸, − (𝑇1𝜏)𝑇1𝐸, 

−2𝜏(𝑇1𝜏)𝐸- − 𝜏,𝑇1𝐸- 

veya 𝛾(𝑠)  uyumlu  eğrisi bir genel helis olduğu göz önüne alınırsa 

                               = 2𝜅(𝑇1𝜏)𝐸* + (𝜅𝜏)𝑇1𝐸* − (𝑇1𝑇1𝜏)𝐸, − (𝑇1𝜏)𝑇1𝐸, 
																																												−2𝜏(𝑇1𝜏)𝐸- − 𝜏,𝑇1𝐸-   
veya 

																																				= 2𝜅(𝑇1𝜏)𝐸* − 2𝜏(𝑇1𝜏)𝐸- + (𝜅𝜏)𝑇1𝐸* − (𝑇1𝑇1𝜏)𝐸, − (𝑇1𝜏)𝑇1𝐸, − 𝜏,𝑇1𝐸- 
veya  

                               = o,(��|)�

|�
𝑇1𝐸- +

,(��|)
|

𝑇1𝑇1𝐸- − 𝜅,𝑇1𝐸- −
(����|)

|
𝑇1𝐸- −

(��|)�

|�
𝑇1𝐸- 

+
𝑇1𝜏
𝜏 𝑇1𝑇1𝐸- − 𝜏,𝑇1𝐸- 

                              = o-(��|)�

|�
𝑇1𝐸- +

-(��|)
|

𝑇1𝑇1𝐸- − 𝜅,𝑇1𝐸- −
����|
|

𝑇1𝐸- − 𝜏,𝑇1𝐸- 
ve nihayet 

																																= -(��|)
|

𝑇1𝑇1𝐸- − Î
����|
|

− -(��|)�

|�
− 𝜅, − 𝜏,Ï𝑇1𝐸-																																		       (6.32) 

bulunur. Diğer taraftan  

𝑇1𝐸* = −
𝜅
𝜏 𝑇1𝐸- 

𝑇1𝐸, =
(𝑇1𝜏)
𝜏, 𝑇1𝐸- −

1
𝜏 𝑇1𝑇1𝐸, 

ve 

2𝜅(𝑇1𝜏)𝐸* − 2𝜏(𝑇1𝜏)𝐸- =
−2(𝑇1𝜏),

𝜏, 𝑇1𝐸- +
2(𝑇1𝜏),

𝜏 𝑇1𝑇1𝐸- 
eşitlikleri (6.32) denkleminde kullanılırsa; 

                    𝑇1𝑇1𝑇1𝐸- −
-��{
{
𝑇1𝑇1𝐸- − Î

��(��|)
|

− -(��{)�

{�
− 𝜅, − 𝜏,Ï𝑇1𝐸- = 0           

denklemi bulunur. (6.32) denklemi düzenlenirken ��{
{
= ��|

|
 eşitliği de kullanılırsa; 

                    𝑇1𝑇1𝑇1𝐸- −
-��|
|
𝑇1𝑇1𝐸- − Î

��(��|)
|

− -(��|)�

|�
− 𝜅, − 𝜏,Ï𝑇1𝐸- = 0           

denklemi elde edilir. 

Tersine kabul edelim ki  (6.29) ( veya 6.30 geçerli olsun). 

Gösterelim ki 𝛾 bir genel helistir.  

𝑇1𝐸, = −𝜅𝐸* + 𝜏𝐸- 
eşitliğinden  

𝐸* = −
1
𝜅 𝑇1𝐸, +

𝜏
𝜅 𝐸- 

elde edilir. Bu eşitlikten türev alınırsa 
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𝑇1𝐸* =
𝑇1𝜅
𝜅, 𝑇1𝐸, −

1
𝜅 𝑇1𝑇1𝐸, + 𝑇1 �

𝜅
𝜏� 𝐸- +

𝜏
𝜅 𝑇1𝐸- 

bulunur.  Bu eşitlikte 𝛼-Frenet eşitlikleri ve (6.29) nolu denklemler yardımıyla düzenleme yapılırsa; 

𝑇1 �
𝜅
𝜏� = 0 

veya 
𝜅
𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

bulunur. Bu ise 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin bir genel helis olması demektir. 
 

Sonuç 6.9  𝛾(𝑠) uyumlu türevlenebilir bir eğri olsun. Eğrinin herhangi bir noktasındaki binormal vektör 

alanı 𝐸-, eğrinin eğriliği  𝜅   (𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡) ve burulması  𝜏   (𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡)  olmak üzere birim hızlı  𝛾(𝑠)  
uyumlu eğrisinin dairesel helis olması için gerek ve yeter şart   

                                             𝑇1𝑇1𝑇1𝐸- + {𝜅, + 𝜏,}𝑇1𝐸- = 0                                                  (6.33)  
denkleminin sağlanmasıdır. 

 

İspat   Teorem 6.8. da 𝛾(𝑠) uyumlu eğrisinin eğriliği   𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  ve  burulması 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 alınarak ispat 

kolayca yapılır. 

 

Teorem 6.10  𝛾(𝑠) uyumlu eğri olsun. 𝛾 bir helis ise gerek ve yeter şart  

                                            𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸*, 𝑇1𝑇1𝐸*, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸*) = 0    

dır.  

 

İspat: Kabul edelim ki 𝛾(𝑠) bir helis olsun. O zaman  {
|
  sabittir. 

Ayrıca                                                       𝑇1𝐸* = 𝜅𝐸,  

ifadesinin 𝛼-uyumlu türevi alınır ve 𝛼-Frenet çatısı kullanılırsa 

                                         𝑇1(𝑇1𝐸*) = (𝑇1𝜅)𝐸, − 𝜅,𝐸* + 𝜅𝜏𝐸-   

olur. Tekrar  𝛼-uyumlu türev alınırsa 

                      𝑇1\𝑇1(𝑇1𝐸*)] = 	(−2𝑇1𝜅,)𝐸* + (𝑇1𝑇1𝜅 − 𝜅- − 𝜅𝜏,)𝐸, + 2(𝑇1𝜅𝜏)𝐸-     

elde edilir. Böylece 
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									𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸*, 𝑇1𝑇1𝐸*, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸*) = â
0 𝜅 0
−𝜅, 𝑇1𝜅 𝜅𝜏

−2𝑇1𝜅, 𝑇1𝑇1𝜅 − 𝜅- − 𝜅𝜏, 2(𝑇1𝜅𝜏)
ã   

                                               = −	𝜅[(−	𝜅,)(2𝑇1𝜅𝜏) + 2(𝜅𝜏)𝑇1𝜅,] 

                                              = [(−	𝜅,)[2(𝑇1𝜅)𝜏 + 2(𝑇1𝜏)𝜅] + 2(𝜅𝜏)(𝑇1𝜅)𝜅] 

                                              = −𝜅[−2𝜅,𝜏(𝑇1𝜅) − 2𝜅-𝑇1𝜏 + 4𝜅,𝜏𝑇1𝜅]                              

                                               = −𝜅[2𝜅,𝜏𝑇1𝜅 − 2𝜅-𝑇1𝜏] 

                                               = −𝜅2𝜅,[𝜏𝑇1𝜅 − 𝜅𝑇1𝜏]			 

                                               = −2𝜅-𝑇1 Þ
{
|
ß                                 

                                               = 0 

Tersine   𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸*, 𝑇1𝑇1𝐸*, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸*) = 0 ise   {
|
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  olur. İspat tamamlanır 

 

   Teorem 6.11  𝛾(𝑠) uyumlu eğri olsun. 𝛾 bir helis ise  

																																																							𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸-) = 0    

dır. 

 

   İspat: 𝛾(𝑠) bir helis olsun. O zaman  {
|
  sabittir. Ayrıca  

                                                         𝑇1𝐸- = −𝜏𝐸,  

ifadesinin 𝛼-uyumlu türevi alınır ve 𝛼-Frenet çatısı kullanılırsa 

                                         𝑇1(𝑇1𝐸-) = 𝑇1(−𝜏𝐸,) = −(𝑇1𝜏)𝐸, − 𝜏(−𝜅𝐸* + 𝜏𝐸-	)   

                                                  = (𝜅𝜏)𝐸* − (𝑇1𝜏)𝐸, − 𝜏,𝐸- 

olur. Tekrar  𝛼-uyumlu türev alınırsa 

𝑇1(𝑇1𝑇1𝐸-) = 𝑇1(𝜅𝜏)𝐸* − (𝑇1𝜏)𝐸, − 𝜏,𝐸- 
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\𝑇1(𝜅𝜏)]𝐸* + (𝜅𝜏)𝑇1𝐸* − (𝑇1𝑇1𝜏)𝐸, − (𝑇1𝜏)𝑇1𝐸, − 𝑇1(𝜏,)𝐸- − 𝜏,𝑇1𝐸- 

          = 𝑇1(𝜅𝜏)𝐸* + (𝜅,𝜏)𝐸, − (𝑇1𝑇1𝜏)𝐸, + (𝑇1𝜏)𝜅𝐸* − (𝑇1𝜏)𝜏𝐸- − 𝑇1(𝜏,)𝐸- − 𝜏-𝐸, 

= [𝑇1(𝜅𝜏) + (𝑇1𝜏)𝜅]𝐸* + [(𝜅,𝜏) − 𝑇1𝑇1𝜏 − 𝜏-]𝐸, + [−(𝑇1𝜏)𝜏 − 𝑇1𝜏,]𝐸- 

 

O halde  

𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸-) = â
0 −𝜏 0
𝜅𝜏 𝑇1𝜏 −𝜏,

𝑇1(𝜅𝜏) + (𝑇1𝜏)𝜅 (𝜅,𝜏) − 𝑇1𝑇1𝜏 − 𝜏- −(𝑇1𝜏)𝜏 − 𝑇1𝜏,
ã 

                                         = 𝜏[−(𝜅𝜏,)(𝑇1𝜏) − (𝜅𝜏)𝑇1𝜏, + 𝜏,𝑇1(𝜅𝜏) + 𝜏,𝜅(𝑇1𝜏)] 

= [−(𝜅𝜏)(2𝜏𝑇1𝜏) + 𝜏-(𝑇1𝜅) + 𝜏,𝜅𝑇1𝜏] 

= 𝜏[−2𝜅𝜏,𝑇1𝜏 + 𝜅𝜏,𝑇1𝜏 + 𝜏-(𝑇1𝜅)] 

= 𝜏[−𝜅𝜏,𝑇1𝜏 + 𝜏-𝑇1𝜅] 

= 𝜏-[−𝜅𝑇1𝜏 + 𝜏𝑇1𝜅] 

= −𝜏-𝑇1 �
𝜅
𝜏� 

{
|
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡	 ise 𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸-) = 0 bulunur.  

 Tersine  𝑑𝑒𝑡(𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝐸-, 𝑇1𝑇1𝑇1𝐸-) = 0	ise   {
|
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olup 𝛾(𝑠)  bir helistir. 
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