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OZET

Uyumlu Tiirev ve Egriler Teorisinin Karakterizasyonlari

Ravza BARIS
Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dal1
Haziran 2021, Sayfa: vi + 29

Bu calismada : uyumlu egri igin elde edilen o — frenet formiilleriyle egilim ¢izgilerinin (helislerin)
karakterizasyonlar elde edilmistir. . S (s) iizerinde elde edilen vektor alanlarinin {El (S), E2(S), E 3(S) }

ortogonal sistemine @ — Frenet ¢atist denir.

Anahtar Kelimeler: Uyumlu Egri , & —Frenet Formiilleri, Helis
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ABSTRACT

Characterizations of Conformable Derivatives and Curves Theory

Ravza BARIS
Master’s Thesis
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Department of Mathematics
Fen Edebiyat Fakiiltesi
June 2021, Pages: vi + 29

In this study: The characterizations of trend lines(helices) are obtained with @ —Frenet formulas obtained for
conformable curves. The {E;(s), E,(s), E5(s)} orthogonal system of vector fields obtained on PB(s) is called the

a —Frenet frame.

Keywords: Conformable Curves, & -Frenet Formulas, Helix
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SIMGELER

Simgeler

B : Egrinin binormal vektor alani
D%f(a) : a —tiirev

{E1, E5, E3} : @ —frenet ¢atis1

K : Egrilik

N : Egrinin asli normal vektor alani
R : Reel sayilar cismi

s(t) : Yay uzunlugu

T : Egrinin birim vektor alani

T (f)(x) : a -uyumlu tiirevi

T : Torsiyon

Vs : Tanjant vektor

14 : Uyumlu egri



1. GIRiS

Geometrinin en temel konusu egriler teorisidir. Egriler teorisi tiirev kavramiyla cesitli geometrik
yapilarin ingasina imkan saglamistir. Ozellikle tiirev kavrami yardimiyla diferensiyel geometride Serret-
Frenet formiilleri ifade ve ispat edilmistir. Bu formiiller sayesinde ii¢ boyutlu uzayda egrinin birinci egriligi
K (egriligi) ve ikinci egriligi T (burulmasi) hesaplanabilmektedir. Egrinin birinci egriligi ( egriligi) ve ikinci

egriligi (burulmasi) arasindaki

£ sabit

T
bagintis1 o egrinin genel helis veya ( egilim ¢izgisi ) oldugunu ve egrinin birinci egriligi k (egriligi) ve
ikinci egriligi T (burulmasi) nin sabit olmasi dairesel helis oldugunu ifade etmektedir [1]. Helis egrileri de
gerek matematik ve gerekse birgok alanda oldukca fazla kullanim alanina sahiptir. Ayrica helisler iizerine
oldukga popiiler teoriler yapilmistir ve yapilmaya da devam etmektedir [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

Tiim bunlara ilaveten Frenet formiilleri Oklid uzayinda, Minkowski (Lorentz uzayinda), Galilean -
Pseudo Galilean ve simplektik uzaylarda ifade ve ispat edilmistir. Bu uzaylarda da helis egrilerinin yapisi
olusturularak teoriler iiretilmeye ¢alisilmaktadir [9, 10, 11,12, 13].

Tilim bu uzaylarda Frenet formiilleri klasik (bu giin herkes tarafindan kullanilan ve lise miifredatinda
dahi anlatilan) tiirev kullanilarak elde edilmistir. Oysa giinlimiizde bu tiirevlere ilaveten Fractional tiirev,
Caputo tiirev, Riemann-Liouville tiirevler tanimlanarak matematik basta olmak iizere c¢esitli bilim
alanlarinda farkli teorilerin ortaya c¢ikmasina vesile olmustur. O halde bu tiirevlerden herhangi biri
tarafindan tanimlanan Frenet Formiilleri ifade ve ispat edilmismidir? Eger tanimlanmigsa geometrinin temel
teoremleri ispatlanmigsmidir? sorularina cevap aranilirken U. Goziitok, H.A. Coban ve Y Sagiroglu nun
Frenet Frame with Respect to Conformable Derivative [14] ¢aligsmasi literatiirde karsimiza ¢ikmistir. Bu
calismada: U. Goziitok, H.A. Coban ve Y Sagiroglu egrilerin klasik diferansiyel geometrisini, uyumlu
kesirli tlirev agisindan incelemistir. Bu nedenle uyumlu bir egri tamimlanmis ve a — Frenet formiilleri
verilmistir. @ = 1 ise, uyumlu egriler teorisi, klasik egriler teorisine denk geldigi goriilmiistiir. Uyumlu bir
egri, klasik bir egrinin dogal genellemesi oldugu sonucuna varilmistir. Bu problem iizerinde ¢alisildiginda,
Caputo ve Riemann-Liouville dahil olmak {izere diger kesirli tiirevlerle karsilagtirildiginda carpim kurali ve
zincir kural gibi uygun ozellikleri i¢in uyumlu tiirevler kullanilmistir. Boylece uyumlu egrilerin yerel
teorisinin temel teoremi verilip, a tiirevlenebilir k¥ > 0 ve T fonksiyonlar i¢in, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemler sistemi olusturulup, daha sonra bu sistemin ¢6ziimii ile uyumlu bir egri elde

edilmigtir.



Bu calismada U. Goziitok, H.A. Coban ve Y Sagiroglu [14] tarafindan elde edilen Uyumlu tiirevli
Frenet formiilleri kullanilarak Oklid uzayinda, Minkowski (Lorentz uzayinda), Galilean - Pseudo Galilean
ve simplektik uzaylarinda [9, 10, 11,12, 13] var olan teoriler incelenerek bu teorilerin varligina bakilmistir.

Ozellikle helis egrileri icin dnemli teoremler ifade ve ispat edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2. 1. R" standart reel afin uzay olmak tizere R™ de bir

(,):R*xR"™ - R
i¢ carpim VX, Y € R", X = (x1,X3, .0, Xn) » Y = (V1,¥2, ., V) icin

n

(X,Y)= zxiyi

i=1
seklinde tanimlanir. Bu i¢ ¢arprma R"™ de standart i¢c carpim veya Oklid i¢ ¢arpimi denir. Standart i¢
carprmin tamiml oldugu R™ vektdr uzayi ile birlesen R™ afin uzayma n —boyutlu standart Oklid uzay1

denir ve E™ ile gosterilir [15].

Tanmm 2.2. d: E"xE™ -» R

X, Y) - dX,Y) =||XY| =

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y) reel sayisina da
X,Y € E™ noktalar arasindaki uzaklik denir [15].

Tanmm 2. 3. V, n — boyutlu reel i¢ carpim uzay1 ve birlestigi Oklid uzay1 E™ olsun.
Py, Py, ..., B, € E™ olmak iizere {PyP;, PyP; ..., PyP,} vektor sistemi V nin bir ortonormal bazi ise
{Py, Py, ..., B} mokta (n+ 1) -lisine E™ de bir Oklid cat1 veya dik ¢at1 denir. Bu ¢ati yardimiyla
tammlanan {xg, X1, ..., X,, } afin koordinat sistemine de Oklid koordinat sistemi veya dik koordinat sistemi
denir. Bu sistemdeki

xp:E"->R, 1<i<n

koordinat fonksiyonlarma da Oklid Koordinat Fonksiyonlar1 denir [15].

Tamm 2. 4. [ € R bir agik aralik ve
a:l - E"
t-oalt) = (al(t),az(t), ...,an(t))
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde a(I) € E™ alt ciimlesine E™ de (I, @) koordinat

komsulugu ile verilen bir egri denir. I © R araligina & egrisinin parametresi denir [15].



Tanmm 2. 5. [ € E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.
le'll: 1 - R
t = la’l[(@®) = lla" @Ol
seklinde taniml ||a'|| fonksiyonuna, M egrisinin (I, &) koordinat komsuluguna gére skaler hiz fonksiyonu,
lla’ (t)|| reel sayisina da M nin a(t) noktasindaki skaler hiz1 denir. Eger

lla’(t)]| = 1 ise M egrisine birim hizli egri ve bu halde t € I parametresine de egrinin yay-parametresi

denir [15].

Tanmm 2. 6. M, E™ de (I, @) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve Y = (at,a?, ...,a™) sistemi
lineer bagimsiz olsun. a® € Sp{y} ve k > r olmak iizere P lineer bagimsiz sisteminden elde edilen
{V;,V,,...,V.} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r ayakli alan, m € M igin
{Vvi(m),V,(m), ..., V,.(m)} ye m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklis1 ve her bir V; (1 <i <)

vektoriine de Serret-Frenet vektorii denir [15].

Tanim 2. 7. M, E™ de (I,a) koordinat komsulugu ile verilen birim hizli bir egri ve
{V1(5),V5(5), ..., V.(s)} de a(s) € M noktasindaki Frenet r-ayaklisi olsun. Bu
ki:l - R
s = ki(s) = (Vi(s), Vis1(s))
seklinde tanimh k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve Vs € I igin k;(s) reel sayisma

da M nin a(s) € M noktasindaki i -yinci egriligi denir [15].

Tamm 2. 8. M, E™ de (I, &) koordinat komsulugu ile verilen yay parametreli bir egri olsun. M nin a(s) €
M noktasindaki i -yinci egriligi k;(s) ve Frenet r-ayaklis1 {V; (s), V5 (5), ..., V,.(s)} olsun. Bu taktirde
(V)" = K1 (s) Va(s)
(V) = =K1 (Vi1 () + ki (Vi (s) , 1<i<r (2.1)

(K" = —kr_1(8) Vy—1(s)
bagntilar saglanir [15].



Tanim 2. 9. (2.1) formiillerine Frenet Formiilleri ad1 verilir. Bu formiiller matris formunda yazilirsa,

[V 0 Kk, 0 0 0 0 011 %
v, K, 0 Kk, O 0 0 IRA
A 0 -k, 0 O 0 0 o ||l s
V., 0 0 0 0 0 Ko 0 ||V_,
v, 0O 0 0 © Ky 0 kg ||Ves
|y Lo 0 0 0 0 -x—, O0lly

elde edilir.
n = 3 6zel halinde bir M egrisinin a(s) € M noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 genellikle {T, N, B}

ile gosterilir. Bu halde T ye teget vektor alani, N ye asal (asli) normal vektor alani, B ye de binormal vektor
alan1 denir. Ayrica bu durumda M nin a(s) € M noktasindaki birinci ve ikinci egriligi, sirasi ile k ve T ile

gosterilir. kK ya M nin egriligi, T ya da burulmasi denir. Boylece Frenet formiilleri

T' = kN

N'=—«kT + 1B

B' = —tN
seklindedir [15].

Tamm 2. 10. E3, 3-boyutlu bir Oklid uzay:, M € E3 de (I, @) koordinat komsulugu ile verilen bir egri
olsun. M egrisinin birim teget vektor alan1 T ve U da sabit bir birim vektor olmak tizere, V(s) € [ igin T

ile U arasindaki ag1 sabit ise M € E3 egrisine bir egilim ¢izgisi ( genel helis) denir [15].

Tamm 2. 11. E3, 3-boyutlu bir Oklid uzay1, M c E3 de (I, @) koordinat komsulugu ile verilen bir egri
olsun. M nin a(s) noktasmdaki egriligi ve burulmasi, sirasiyla k ve T olmak {izere:

M bir egilim ¢izgisidir & V(s) € I i¢in ~ = sabit
dir.

Eger K egriligi ve T burulmasi sabit ise dairesel helis olarak adlandirilir [16].



3. UYUMLU TUREV

Tanim 3. 1. f: [0, ) — R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun & uyumlu tiirevi Vx > 0 ve @ €
(0,1) i¢in

flx+ hx'™) = f(x)
h

T.(Hx) = lim

seklinde tanimlanir [17].

Teorem 3. 2. f: [0, ) — R fonksiyonu a € (0,1]i¢in t, > 0 i¢in « tiirevlenebilir ise, f t, noktasinda
stireklidir [17].

Teorem 3. 3. a € (0,1] ve f, g fonksiyonlar1 £ > 0 noktasinda tiirevlenebilir olsun. O zaman
1) T,(af +bg) =aT,(f) +bT,(g) a,beR dir.

2) T,(t?) = ptP~* p e Rdir.

3) T,(A) = 0 biitiin sabit fonksiyonlar f(t) = A olur.

4) T,(fg) = fT,(g) + gT,(f) saglanir.

5) T, (L) = LSl

g pE saglanir.

6) Ayrica f tiirevlenebilirse o zaman
T (F)() = - £()
dir[ 17 ].

Tanmm 3. 4. f:[0,00) - R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun biitin t > a ve a € (0,1] i¢in «

mertebeden (sol) uyumlu tiirevi,

a s fere(t-a) 1Y) -1 (D)
(T£H)(® = lim E



olarak tanimlanir. Burada @ = 0 oldugu zaman notasyon T,, seklinde yazilir. Eger (T2f)(t) , (a, b)

araliginda olusursa o zaman
(T @) = lim (T7£)(0)

dir [18].
Ayrica Teorem 3.2 de verilen biitiin 6zellikler t yerine (t — a) yazilirsa Tamim 3.1 igin de saglanir.

Tanim 3.1 i¢in bazi fonksiyonlarin uyumlu tiirevi asagidaki gibidir

a) T¥((t —a)?) =p(t —a)? bitinp € Rigin,

(t-a)%

(t—a)*
b) T& (e’l—a )=/1el z

c) Ty (sin (w—+c)) = wcos (w%+c),w,c € R

(
d) T¢ (cos( Lo a) c)) = —wsin (a) (t_;)a ),w,c ER
(55)=1

Tanim 3. 5. f:[—00,b) - R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun biitint < b ve a € (0,1] i¢in

Ty

a mertebeden (sag) uyumlu tiirevi,

GO = — lim L2202 O

olarak tanimlanir. Eger (3Tf)(b), (a, b) araliginda olusursa o zaman,
ETH®) = lim (T ©

bigiminde elde edilir[ 18].

Tanm 3.6. ¢ € (n,n+ 1] ve f = a — n olsun. Bir f: [a,0) = R fonksiyonunun a’dan
baglayarak a —mertebeden (sol) tiirevi, f™(t) vardir ve asagidaki sekilde tanimlanr.
T& () = TE(H™(D)

Burada a = 0 oldugu zaman notasyon T, seklinde yazilir. f’nin b’ de sona eren sirali



a —mertebeden (sag) tiirevi,
eT)(B) = (=)™ (ETAH®)
seklinde olur.

a=n+1isef = 1 ve f’nin uyumlu tiirevi f **V (t) olur. Ayrican = 0 oldugunda (veya

a € (0,1))B = a olur ve Tamim 3.1 dekiyle ayn1 durum olugur [18].

Bazi fonksiyonlarin uyumlu tiirevleri agagida verilmistir [17].

a) T,(tP) = ptP~%, biitinp € R icin
b) T,(1)=0

c) T,(e*) =cx"%e*,ceR

d) T,(sinbx) = bx~%*cosbx,b € R

e) T,(cosbx) = —bx'~%sinbx,b € R
1

f) Ta (; ta) = 1

g) T

e (sins
h) T, (cos t“) = —sinit“
(e



4. UYuMLU EGRi

Bundan sonraki boliimlerde ilk kez Uyumlu kesirli tiirevleri kullanilarak Frenet formullerinini elde
ederek literatiire cok 6nemli bir kaynak olusturan U. Goziitok, H.A. Coban ve Y Sagiroglu’ nun Frenet
Frame with Respect to Conformable Derivative calismas: baz alinmustir. Ozellikle bu ¢alismanin
diferensiyel geometriye getirdigi yenilikler incelenmistir.

Calismada aksi belirtilmedik¢ge bu ve bundan sonraki bolimde U. Goziitok, H.A. Coban ve Y
Sagiroglu’ nun Frenet Frame with Respect to Conformable Derivative [ 14 ] calismas1 kaynak olarak
kullanilacaktir.

Bu boliimde uyumlu egriler ve onlarin basit dzelliklerini tanimlanacaktir.

Tamm 4. 1 Eger y , @ — tiirevlenebiliyorsa y: (0,00) — R3 fonksiyonuna. R te uyumlu egri denir.

Boylece y uyumlu bir egri i¢in

y(@®) = (y1(0),72(£), 73 (D))

vE

Dy (t) = T,y () = (Tuy1 (), Tay2(6), Tays(0))

ifadeleri yazilabilir.

Tanim 4. 2. y: (0,00) - R® bir uyumlu egri olsun. ¥ nin hiz vektorii tim ¢ € (0, %) igin

Ty (0)
tl—a

seklinde tanimlanir.

Tanim 4. 3. y: (0,00) > R3  bir uyumlu egri ve, h: (0,00) — (0,00) , a — tiirevlenebilir fonksiyon
olsun. Bu taktirde Yy uyumlu egrisi ile h nin yeniden parametrelendirilmesi
B =v:(0,00) >R’
seklinde tanimlanir.
Tamm 4. 4. y: (0,00) - R3  bir uyumlu egri olsun. ¥ nin v ile gosterilen hiz fonksiyonu Vt € (0, 00)
igin
1Ty (@l
v(t) = —q

seklinde tanimlanir.



Tanm 4. 5. y: (0,0) - R3  bir uyumlu egri olsun. ¥ nin yay uzunlugu fonksiyonu ¥t € (0, ) icin
s@®) =113l Tey )|l

esitligi ile tanimlanir. Eger Vt € (0, ) igin v(t) = 1 ise y egrisine birim hizl1 denir.

Yardimci Teorem 4. 6. f:(0,00) — R fonksiyonu siirekli ve (0, 00) iizerinde artan (yada azalan) olsun.
f fonksiyonu biitiin x € (0,00) ve T,f (x) # 0 i¢cin @ — tiirevlenebilirse
f7REOD,fB)) - R
7L (f(b7),f(0%)) > R ters fonksiyonuy = f(x), b € (0,) da a — tiirevlenebilirdir. Ayrica

xyl—a
Tof (%)

(Tof D) =

dir.

Tamim 4. 7. y bir uyumlu egri olsun. Tim t € (0, ) i¢in T,y (t) # 0 ise Y ya uyumlu diizenli egri

denir.

Teorem 4. 8. ¥ bir uyumlu egri olsun. Eger y nin yeniden parametrizelendirmesi [ egrisi ise 5 egrisi

de birim hizli egri olur.

10



5. a —FRENET FORMULLERIi

f =P (s) birim hizli uyumlu egrisi Vs € (0, ) igin
Taf(s)

Sl—a

dir. Boylece

Ei(s) = %

e B(s) iizerindeki birim vektér alan denir. E; (s) in sabit uzunlugu 1 oldugundan T, E; (S) in normuna

B (s) nin egrilik vektor alan denir. Vs € (0,00) igin

k() = ITeE1 ()

reel degerli fonksiyonu [ nin egrilik fonksiyonu olarak adlandirilir.

E, (s) birim oldugundan < E;(s), E;(s) >= 1 olup bu ifadenin her iki tarafinin @ —uyumlu tiirevi

alinirsa

< TaEl(S)r El(S) >= O
olur. Boylece T, E; (s) her zaman E;(s) e dik olup yani S(s) yanormaldir.
B (s) mn birim vektor alant

T&E&(S)
K(s)

E,(s) =

olup B (s) nin asli normal vektor alan denir. [ () tizerindeki bir diger birim vektor alant

E3(s) = E1(s)xEx(s)
dir. B(s) nmn binormal vektor alan denir. Boylece [(s) iizerinde elde edilen vektor alanlarmin

{E,(s),E,(s), E5(s)} ortogonal sistemine « Frenet ¢atis1 denir [ 14 ].

Hatirlatma 5. 1. Simdi {E; (s), E; (s), E5(s)} cinsinden {T,E;(s),T,E,(s),T,E5(s)}terimlerini ifade
edelim.

Ei(s) = ToB(s)

oldugundan



Ty Eq (S) = KE; (S)
olur. T, E5(s) hesaplamaya calisalim

(Es(s)xE3(s)) =1
oldugundan bu ifadenin her iki tarafinin @ — uyumlu tiirevi alinirsa

(TaE3 (S)XE3 (S)> =0
olur. Béylece T, E;(s) her zaman E5(s) e dik olur.

Diger taraftan

< E3(s),Ei(s) >=0

oldugundan

< TaE3(S),E1(S) > +< TaEl(S),E3(S) >= O
olur. Bu nedenle

< T E3(s), E1(s) >= —< T, E;(s),E3(s) >

=< K(S)EZ (S)rE3 (S) >

=—K(s) < E3(s),E5(s) >

olur yani T,E3(s), E;(s) e ortogonaldir.
Son olarak, T, E5(s) hem E; (s) hem de E5(s) icin ortogonal oldugundan T, E5(s) her noktada
E, (s) nin bir skaler katidir. Bdylece
ToE3(s) = —T(s)E,(s)

olur, burada gergek degerli T(s) fonsiyonuna B(s) uyumlu egrinin burulma fonksiyonu denir.

Teorem 5. 2. Egriligi k(s) > 0 ve burulmasi 7(S) olan bir birim hizli egri S(s) ise
ToEy(s) = k(S)Ez(s)
ToE3(s) = —k(s)E1(s) + t(s)E3(s) (5.1)
TaE3(s) = —t(s)E(s)

dir [14].
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Ispat: Teoremin ifadesindeki ikinci denklem; T, E,(s) i E;(s), E;(s), E5(s) cinsinden;

ToEy(s) = (ToE(5), E1 ($))E1 () + (T E2(5), E2($))E; () + (ToE2(s), E3(s))E3(s)
seklinde yazilabilir.

(Ez(s),E1(s)) =0

ifadesinin her iki tarafinin @ — uyumlu tiirevi alirsa

(TaEZ(S)IEl(S)> + (TaEl(S)IEZ(S)> =0
veya

(ToE;(5),E (s)) = —(T,E (), E;(s))
ve burada (5.1) in ilk denklemi kullanilirsa

= —(k(s)E,(s), E,(s))
= —k(s)(E,(s),E,(s))

= —k(s)

bulunur. E, (s) birim vektdr alan oldugundan

(Ez(s),Ex(s)) =1

ifadesinin her iki tarafinin @ — uyumlu tiirevi alirsa

(TaEz(S),Ez (s)=0
olur. Son olarak

(Ez(s),E3(s)) =0

ifadesinin her iki tarafinin @ — uyumlu tiirevi almirsa

(TaEZ(S)IE3(S)> + (TaE3(s)lE2(s)> =0
veya

(TaE2(5), E3(5)) = —(ToE3(s), Ez(s))

= —(=1(s)E(5), Ez(s))

13

(5.2)

(5.3)

(5.4)



= T(S)(Ez (S): EZ (S)>

= 1(5) (5.5)
yazilir. (5.3), (5.4) ve (5.5) ifadeleri (5.2) de yazilirsa (5.1) in ikinci denklemi bulunur [14].

Ornek 5. 3.
1
v(s) = -2 (160vs — 9cos10vs — 8m, —15sin10v/s + 15,1205 + 12cos10vs) — 6m

seklinde verilen uyumlu egrisini egriligi k(s) = 3 ve torsiyonu T(s) = 4 olmak iizere
9 . 16 3 12 12
E (s) = ﬁsmlO\/E + PTL —560510\/5, —ﬁsmlo ’s + = )
3 . 4
E,(s) = (E cos10v/s, sin10v/s, — . cole),

12 12 4 16 9
E3(s) = (—gsinloﬁ + ﬁ,gcosloﬁ,ﬁsinlo + £>

dir [14].
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6. HELIiSLER ICiN KARAKTERIZASYONLAR

Teorem 6.1 Y(s) , bir regiiler uyumlu egri ve bu egrinin uyumlu a@ — Frenet catis1 {E; (s), E;(s), E3(s)}

olsun.

Y(S) bir genel helis ise <> Vs € [ igin % = sabittir.

Calismanin bundan sonra ki kisminda kisaligin hatir1 i¢in
Kk = k(s), T =1(s), E; = E1(s), E; = E;(s) ve E5 = E3(5s)

olarak kullanilacaktir.

Ispat: (=) y(s) bir genel helis olsun. O zaman y(S) nin @ —uyumlu Frenet catis1 {E; (s), E;(s), E3(s)}
olmak tizere
< E;,u >= cos@ = sabit
dir. Bu ifadenin her iki tarafinin ¢ —uyumlu tiirevi almirsa
<T,E;,u>=0
ve @ — frenet formiilleri kullanilirsa
<kE,u>=0
veya K # 0 olmak iizere
<E,u>=0 (6.1)
yazilabilir. O halde u € S,{Ey, E5} diir. Buise
u = cos@E; + singkE;
demektir. Tekrar (6.1) 1n tiirevi alinirsa

<_KE1 +TE3,u >= O

veya
-k<E,u>+t<E;u>=0
-Kcos@ + tsing =0

veya
g = tg0 = sabit

elde edilir.

(=):vsel iging = A = sabit olsun A = tg¢p olmak iizere
u = cos@E; + singpE;

olsun.



1) u sabit bir vektordiir. Clinkii

D,u = cospkE, — singtE,
veya

D,u = (cospk — singt)E,
dir. g =tge ise
D,u = 0 olup u sabittir.
2) y(s) bir helis ise

< E;,u>=< E;,cos@E; + sinpE; >

veya
=cosp < E,E; > +sing < E{,E3 >
veya
= sabit
dir.

Teorem 6.2 y(s), bir regiiler uyumlu egri olsun. O zaman Y (s) bir genel helis ise yani
< Ej,u >= ¢y = sabit ve | =<u,u > seklinde bir sabit olmak {izere

I =c,? [1 + (g)z]

sekilde yazilabilir.

Ispat: y(s) uyumlu egrisi genel helis ise

<E,u>=¢ (6.2)
olacak sekilde sifirdan farkli bir ¢; sabiti vardir. (6.2) ifadesinin ¢ — uyumlu tiirevi alinir ve & —Frenet
catis1 kullanilirsa k # 0 olmak tizere

<E,u>=0 (6.3)

veya T # 0 olmak iizere

-k <Ej,u>+1t<E;;u>=0 (6.4)

elde edilir. (6.4) esitliginde (6.1) ifadesi yazilirsa
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<E$u>=§q (6.5)
elde edilir. Diger taraftan u sabit bir vektor oldugundan
u =< El,u>E1+< Ez,u>E2+< E3,u>E3 =0 (66)

veya (6.2), (6.3) ve (6.5) ifadeleri (6.6) da yerine yazilirsa

K
u = C1E1 + _C1E3
T

bulunur. Boylece u sabit bir vektor oldugundan [ sabit bir vektor olmak tizere
A\ 2
bulunur.

Teorem 6.3 ¥ (s) uyumlu bir egri olsun. y egrisinin uyumlu @ — Frenet ¢atis1 {E; (s), E;(s), E5(s)}
olmak {izere E5 binormal vektoriiniin sabit bir u vektori ile sifirdan farkli i¢ ¢arpimi sabit ise

(yani < E3,u > = c3ise) c3 ve M birer reel sabit M > c3? olmak iizere
T M .
-3 /Cg—z — 1 = sabit (6.7)

Ispat: y(s) uyumlu egrisinin E5 binormal vektdriiniin sabit bir u vektdrii ile i¢ carpimi sabit ise yani

dir.

< E3,u>= c3 = sabit (6.8)
olsun. (6.8) ifadesinin @ — uyumlu tiirevi alimir

<T,E;;u>=0
ve a — Frenet ¢atis1 kullanilirsa

—Tt<E,,u>=0

T # 0 oldugundan

<E,u>=0 (6.9)

bulunur. (6.9) ifadesinden @ — uyumlu tiirevi alinirsa ve « — Frenet catist kullanilirsa
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-k <E ,u>+t<E;u>=0

veya (6.8) kullanilirsa k # 0 olmak tizere

<E1,u>=£c3 (6.10)
bulunur. Diger taraftan u sabit bir vektor oldugundan

u =< El,u>E1+< Ez,u>E2+< E3,u>E3 (611)
ve (6.8), (6.9) ve (6.10) denklemleri (6.11) da kullanilirsa

u = (i) C3E1 + C3E3
bulunur.

Ayrica u sabit vektor oldugundan M bir sabit olmak {izere

2
M=<u,u>=(£) c32 + 32

veya
M T\ 2
=)
veya
S-1=()
C3 - \k
veya
T M )
—-= ’—2— 1 = sabit
K C3
bulunur.

Teorem 6.4 . y(s) uyumlu bir egri ve y egrisinin uyumlu @ — Frenet catis1 {E; (s), E;(s), E5(s)} olsun.
Egrinin herhangi bir noktasindaki teget vektor alam E; (s), egriligi k (k # 0) ve burulmas1 T (7 # 0)

olmak tizere birim hizli Y (s) uyumlu egrisinin bir genel helis olmas i¢in gerek ve yeter sart

2
T ToToEy — 25T, T By — {flat — 20e 2 _2by =0 (6.12),
veya
2
T, ToToly — 2T, T, By — {fefek 3 2 p2by = 0 (6.12),

denklemlerinden birinin saglanmasidir.
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Ispat y(s) uyumlu egrisinin bir genel helis oldugunu kabul edelim. Bu durumda y (s) uyumlu egrisinin
egriligi k¥ (k # 0) ve burulmas1 T (7 # 0) olmak iizere i = sabittir. Bu esitlikten @ —uyumlu

tiirev alinirsa

Tak TatT

< = o (6.13)
bulunur. Ayrica (5.1) ifadesinin ilk esitligi olan
TaEl = KEZ
esitliginden @ — uyumlu tiirev alinmirsa
TQ(T&EH) ::(T&K)Eé +'K7&Eé
ve (5.1) esitligi kullanilip
= (TaK)EZ + K(_KEl + TE3)
diizenlenirse
— _K2E1 + (TCZK)EZ + KTE3 (614)
elde edilir. Bu ifadenin tekrar ¢ — tiirevi alinirsa
Ta(TaTaEl) = _ZK(TaK)El - KZTaEl + Ta(TaK)EZ + (TaK)TaEZ
+(Tyx)TEs + k(T,T)E3 + KtTLES
olup (6.13) esitligi kullanilirsa
= —2k(Tyk)E; — K*’T E; + (T,Tyk)E, + (Tyk)T,E,
+2(Tyk)TE; + KTTLE; (6.15)
elde edilir. Diger taraftan
ToFy = “SE T Ey + =T, T,y (6.16)
ve
E, = %T(,,E1 (6.17)
ve
T E; = %TaEl (6.18)
ve
_ 2
—2K(ToK)Ey + 21(Ty) By = 20207,y 4 208 7 (6.19)
ifadeleri (6.15) de kullanilirsa
—2(T,k)? 2(T,K)
Ta(TaTaEr) = —5—Taby + ———ToTaly = K2 ToEy + (T Tar)E,
+(Tyk)THE; + kTT,HES
veya
-2( 2(T,

Tyk)?
2 T E, +

K

T T By — 12T By + (TyTok) S T Ey
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Tk
(T, )( T El) + (T L 1B — T,

veya
_ 2
= 20 7 g, + MO T, — T By + SO T By — 12T, E,
yada
3T,k T, Ty 3(Tyk)?
T (T, TyE)) — ——T,T,E; — ( alart  30al)” K2 — T2> T,E; =0
K K K
olup ¥ (s) uyumlu egrisinin bir genel helis oldugunu yani
Tax Tt
T Kk

ifadesini gézoniine alinirsa

3T, T, T, 3(T,7)?
T,T,TyE, ———T,T,E, —( alort  3Uat)” K2 — T2> T,E; =0
T K T
elde edilir.
Boylece
3T,k TaTax  3(Tex)*
TaTaTaEy — ——TaToEy —{ - K T TE =0
veya

T T, T,k 3(T,7)?
T,T,T,E, ———T,T, 1—{ “K“ — (T"‘Z) —KZ—TZ}TaE1=O

esitlikleri bulunur.
Tersine kabul edelim ki (6.12); ( veya (6.12), gegerli olsun). Gosterelim ki ¥ bir genel helistir.
T,E, = —kE; + TE3
esitliginden
E; = 1T(,[EZ + EE1
T T

elde edilir. Bu ifadenin @ —uyumlu tiirevi alimirsa

ToEs = T T By + 2 T,T B + T, ( )E1 +5T,E, (6.20)
bulunur. Diger taraftan (6.16) ifadesinin @ —uyumlu tiirevi alinirsa
T T E, = “0eO 20wy p _Tecr p g TeCp 1 B+ 1T,T,T,E,
veya
= _(TZ—ZT""C)TaEl + 2(7;:‘3")2 ToEy — S5 T T By + = Ty T Toky 6.21)

bulunur. Boylece (6.15) ve (6.20) ifadeleri (6.21) da yazilirsa
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TaE3 =

—(T,7) —Tyk 1
TZ“ ( K;‘ TaE1+ETaTaE1)

1/-T,T,k 2(T, k)2 2T,k 1
( zz“ T, E, + %TaEl — K—ZTaTaEl + ETaTaTaE1>

T

+T, (g) Ey + gTaEl

veya
T,7)(T,k T,T T, T,k 2(T,k)?
( )(2 ) aEl _Lz aTaEl -2 02[ Ta 1 ( a3) Ta 1
T lé,'T KT TK TK

1 K K
_ e TLE, + T T TeEy + T, (;) Ey + - T.E;

e T, Tak)?
bulunur. Bu esitligin sag tarafina -2 |, ¢ “KZ)
TK TK

2
1 3(T,k T.T.k 3(T,k)?
TaE3=ElTaTaTaE1— (’;" )TaTaE1—< “K‘" _30a) —KZ—T2>TaEll

e iT“ E; terimlerini ekleyip ¢ikarirsak

K2

+ (Ta_" - M) T, T, E, + (_(T“K)Z + (T“T)(T“K)) T,E, + T, (g) E; — iT“El (6.22)

TK? TK3 K272
elde edilir. Diger taraftan
T,E; = kKE,
ifadesinin @ —uyumlu tiirevi alimir ve diizenlenirse
T,T,E; = —k2E; + (Tyx)E, + kTE;
elde edilir. Ayrica

Tk Tyt Tak  Tut
(W — P) T, T E, = (? — F) (—Kk?E; + (Tox)E, + kTEs3)
(Tpux)  (T,7)k (T x)? (T, T)(T K) T Kk T,T
= [— + > ] E1 _ - _] E3
T T TK? T
ve
—(Tax)? 4 Te)(Tar) —(Tax)? 4 T Tar)
3 72 ToEy = 3 272 KE;
TK K*T TK K*T
_ _(TaK)Z (TaT)(TaK) E
- TK2 + 2 2
olacagindan
T,k T,T —(T,k)? (T 7)(Tyk)
R T,T,E TuE; =
<TK2 KT2 ) 1 T K272 “
Ta (Ta Ta Tll
[_ TK ‘[)K] E, + [ K ‘r] E; (6.23)

ifadesini verir. Boylece (6.23), (6.22) de yazilip diizenlenirse
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—1(Tyk) + K(Ta’[)] E + [T(Tak) — k(T,7)

1
T,E: =—|0
a™3 KT[]+ 72 KT

] E; +T, (g) E, —1E,

veya

T (3)

KT3

T,Ey=2T, (K) E, + E; — TE,

T
elde edilir. Bu son esitlikle &« — Frenet ¢atisi birlikte gézoniine alinirsa

T, (g) =0

K -
— = sabit
T
bulunur. Buise y(S) uyumlu egrisinin bir genel helis olmas1 demektir.

elde edilir ki buradan

Sonug 6. 5. y(s) uyumlu tiirevlenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki teget vektor alani
E,, egrinin egriligi « (k = sabit) ve burulmasi1 7 (7 = sabit) olmak iizere birim hizli y(s)
uyumlu egrisinin dairesel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T,T,T,E; + {k* +12}T,E; =0 (6.24)

denklemini saglamasidir.

Ispat Teorem 6. 4. da y(s) uyumlu egrinin egriligi k = sabit ve burulmas1 T = sabit alinirsa ispat

kolayca yapilir.

Teorem 6. 6. y(s) uyumlu bir egri ve ¥ egrisinin uyumlu @ — Frenet catis1 {E; (s), E;(s), E5(s)} olsun.
Egrinin herhangi bir noktasindaki aslinormal vektor alan1 E, (s), egriligi  k (k = sabit) ve burulmasi
T (7 = sabit) olmak iizere birim hizli ¥(s) uyumlu egrisinin bir genel helis olmas i¢in gerek ve yeter

sart

ToToEy — = ToE; + (k% + 12}, = 0 (6.25)
veya

ToTaEy = ToEy + {1k + 13}E, = 0 (6.26)

denklemlerinden birinin saglanmasidir.
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Ispat Birim hizli y(s) uyumlu egrisi bir genel helis olsun. Buna gére

TCZEZ = _KEl + TE3
esitliginden tiirev alinirsa

TaTaEZ = _(TaK)El - KTaEl + (TaT)E3 + TTaE3

veya
= _(TCZK)El - KZEZ + (TaT)E3 - TZEZ
veya
= _(TaK)El + (TaT)E3 - {KZ + TZ}EZ (627)
bulunur. y(s) uyumlu egrisi bir genel helis oldugundan
Tat Ty
T K
veya
T x)t
re = ()
yazilabilir. O halde (6.26), (6.27) de yazilirsa
(Tt
T,T,E, = —(T x)E; + “K E; — {k? + T2}E,
veya
Tyx)T
T,T,E, + (Tyx)E; — ( “K) E;—{k?+1%}E, =0

bulunur. Elde edilen bu esitlik Serret-Frenet denklemi yardimiyla diizenlenirse;

T,k
T,T,E, — %T(,,E2 +{k*+1%3E, =0
(6.25) denklemi elde edilir. (6.26) da verilen esitlik diizenlenirken T‘:‘C—K = % esitligi de kullanilirsa;

T,T
T,T,E, — %TaEZ +{K?*+13E, =0

bulunur. Tersine (6.25) ve (6.26) denklemleri saglansin gésterelim ki y(s) uyumlu egrisi bir genel helistir.
TCZEZ = _KEl + TE3
esitliginden
E, = ! T,E, + ‘ E
1= 7 a2 T8

bulunur. Bu esitlikten tiirev alinirsa;

K 1 T T
TuFy = ~5 ToEy =Ty ToBy + To (=) s+~ ToEs

veya

= —E{T T,E, — 4 (2 +x2)}E +KEy +T (E)E
K altat2 K 2 2 a K 3
elde edilir. Bu esitlikte (6.15) denklemi ve Serret-Frenet denklemleri kullanilirsa ;
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T E, = kE, + T, (i) E;

veya
KEy = KE, + T, (i) Es
olur. Yani
K

Te(3) =0
veya

K

— = sabit

T

bulunur. Bu ise Y (S) uyumlu egrisinin bir genel helis olmasi demektir.

Sonug 6.7. y(s) uyumlu tiirevlenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki asli normal vektor
alan1 E, , egrinin egriligi  k = sabit ve T = sabit olmak iizere birim hizh y(s) uyumlu egrisinin
dairesel helis olmasi icin gerek ve yeter sart

T,T,E, +{Kk? +12}E, =0 (6.28)
denkleminin saglanmasidir.

Ispat Teorem 6.6. de ¥(S) uyumlu egrinin egriligi ~ k = sabit ve T = sabit almarak ispat kolayca

yapilir.

Teorem 6.8.  y(s) uyumlu bir egri ve ¥ egrisinin uyumlu @ — Frenet catis1 {E; (s), E;(s), E3(s)}
olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki binormal vektor alan1 E5(s), egrinin egriligi k (x # 0) ve
burulmast T (7 # 0) olmak {izere birim hizli y(s) uyumlu egrisinin bir genel helis olmas i¢in gerek

ve yeter sart

2
T, ToTols = =225, T, By — {felle _ 29 _y2 _ p2d7. g = 0 (6.29)
veya
2
T, ToTols = =227, T, By — {0eD _30eD” _y2 _ 2475y = 0 (6.30)

denklemlerinden birinin saglanmasidir.

Ispat Birim hizli y(s) uyumlu egrisi bir genel helis olsun. Buna gére

TaE3 = _TEZ
esitliginden @ — uyumlu tiirev alinirsa

TaTaE3 = _(TCKT)EZ - T(_KEl + TE3)
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ktE, — (T,1)E, — T%E; (6.31)
ve tekrar @ —uyumlu tlirev alinirsa
ToTaToEs = (Tor)TE; + kK(ToT)E; + (kD) ToEy — (TaTeD)E; — (ToT)TRE,
—21(T,1)E; — T2T,E;
veya ¥ (S) uyumlu egrisi bir genel helis oldugu g6z 6niine alinirsa

= ZK(TaT)El + (KT)TaEl - (TaTaT)EZ - (TaT)TaEZ
—21(T,1)E; — 12T, E;

veya
= 2k(T,0)E; — 21(T,0)E5 + (k1) T E; — (T,T,1)E, — (T,1)T,E, — 12T, E5
veya
—2(Ty7)? 2(Tq (Ta Ty (TqT)?
= 20 1 By + 20907, T, By — k2T, By — 20T, By — S 7 Ey
T,T
+TTC¥TC¥E3 - TZTaE3
—3(T,1)? 3(Ty TaTy
= 20 1B, + OO, T, By — k2T, By — T, By — 12T, E
ve nihayet

2
TaTa? _ 3T®? _ 2 _ Tz} T, E, (6.32)

T2

3(Ty
e |

bulunur. Diger taraftan
K
T(l E i ; T(I E 3

(Ta1)

1
TCZEZ — T—ZTaE3 - ;TaTaEZ

Ve

—2(T,7)? 2(T,7)?

ZK(TaT)El - ZT(TaT)E3 = TaE3 + T TaTaE3

esitlikleri (6.32) denkleminde kullanilirsa;
3Tk
K

denklemi bulunur. (6.32) denklemi diizenlenirken T‘:‘C—K = % esitligi de kullanilirsa;

3(Tek)?
KZZ

TaTaTaE3 -

T, Ty By — {200 — K? = 12} T,E5 = 0

3TqT

3(ToT)?
T

T2

TaTaTaE3 -
denklemi elde edilir.
Tersine kabul edelim ki (6.29) ( veya 6.30 gecerli olsun).

T, T By — {020 — K? — 12} T,Es = 0

Gosterelim ki ¥ bir genel helistir.

TCZEZ = _KEl + TE3
esitliginden

E, = 1TE+TE
1= 7 a2 T8

elde edilir. Bu esitlikten tiirev alinirsa
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T,k 1 K T
TuFy = ~5 ToEy =Ty ToBy + To () Bs + - ToEs

bulunur. Bu esitlikte a-Frenet esitlikleri ve (6.29) nolu denklemler yardimiyla diizenleme yapilirsa;
K
Ta (;) = 0

K -
— = sabit
T

veya

bulunur. Bu ise Y (s) uyumlu egrisinin bir genel helis olmasi demektir.

Sonug 6.9 y(s) uyumlu tiirevlenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki binormal vektor
alan1 E3, egrinin egriligi k¥ (k = sabit) ve burulmas1 T (7 = sabit) olmak tizere birim hizli y(s)
uyumlu egrisinin dairesel helis olmasi icin gerek ve yeter sart

T,T,TEs + {Kk? + T2}T,E; = 0 (6.33)
denkleminin saglanmasidir.

Ispat Teorem 6.8. da y(s) uyumlu egrisinin egriligi k = sabit ve burulmasi T = sabit alinarak ispat

kolayca yapilir.

Teorem 6.10 y(S) uyumlu egri olsun. y bir helis ise gerek ve yeter sart

det(ToEy, ToToEy, ToToToE1) = 0
dr.

Ispat: Kabul edelim ki y(s) bir helis olsun. O zaman g sabittir.
Ayrica T,E, = kE,

ifadesinin @-uyumlu tiirevi alinir ve a-Frenet ¢atist kullanilirsa

Ta(TaEl) = (TaK)EZ - K2E1 + KTE3

olur. Tekrar a-uyumlu tiirev alinirsa

To(To(ToEy)) = (—2Tok®)E; + (T, Tok — k3 — kT2)E; + 2(TokT)E;

elde edilir. Boylece
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0 K 0
det(TyE;, T,T,Ey, Ty T, TLE) = | —K? Tok KT
—2T,k? T,T,k — k3 —k1? 2(Tyx1)

= — k[(— k2) (2T, k1) + 2(kT)TyK?]

[(— k) [2(Te1)7T + 2(To k] + 2(k0) (To k) k]
= —k[—2k%T(T k) — 2K3T, T + 4K?7T k]
= —k[2K21T,k — 2K3T, 7]
= —k2Kk?[tTyx — kT, 1]
— _9,3 L
= —2k°T, [T]
=0
Tersine det(T,E,,T,T,E,,T,T,T,E;) = 0 ise g = sabit olur. Ispat tamamlanir
Teorem 6.11 y(s) uyumlu egri olsun. y bir helis ise

det(TyEs, ToToE3, ToTaToE3) = 0
dir.

Ispat: ¥ () bir helis olsun. O zaman g sabittir. Ayrica

TaE3 = _TEZ

ifadesinin a-uyumlu tiirevi alinir ve a-Frenet catis1 kullanilirsa
To(ToE3) = To(—TE;) = —(TaT)E, — t(—KE; + TE3)

= (KT)El - (TCZT)EZ - T2E3

olur. Tekrar a-uyumlu tiirev alinirsa

Ta(TaTaE3) = Ta(KT)El - (TaT)EZ - 7'—2E3
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(Te (D) Ey + (D) ToEr — (TeTaDE = (T TE, — To (1) Es — T°T,Es
=T,(k1)E; + (k*1)E, — (T, T,0)E, + (T,7)kE, — (T,7)TE; — T, (7?)E; — T3E,
= [To (k1) + (T, Dk]Ey + [(P7) — T, Tot — T3] E; + [—(To1)T — ToT?]Es
O halde

0 —T 0
det(TyEs, T,TyEs, TyT,T,E3) = KT Tyt -7
T,(kt) + (T,0)x  (k%1) = T,T,7 — 13 —(T,7)T — T,7T2

2

= 1[—(k1t?)(T,7) — (kT)T,7?% + 72T, (kT) + T2K(T,7)]
= [-(kt)(21T,7) + t3(T k) + T2k T,7]
= t[-2K7%T,7 + k1%T,7T + 13 (TyK)]
= 1[—k1?T,7 + 13T, k]

= 13[—kT,7 + 1T k]

f = sabit ise det(T Es, T,TyEs, TyT,T,E3) = 0 bulunur.

Tersine det(T,E5, T,T,E5, T,T,T,E3) = 0ise g = sabit olup y(s) bir helistir.
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