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1. GIRIS

Bilimin pek ¢ok sahasinda kullanim alani bulunan helisler dogadaki en ilgi ¢ekici egrilerin
basinda gelir. Fraktal geometriden, grafik tasarim alanlarina, bilgisayar teknolojilerinden DNA ti¢lii
sarmallarma kadar farkli pek ¢ok yapida helis egrilerine rastlamak miimkiindiir [1-3].

Geometrik bakis acisi ile helis, sifirdan farkli sabit ki ve kz egrilik oranina sahip bir egridir.
Bu egriler sabit egimli egri ya da tegeti sabit bir dogru ile sabit a¢1 yapan egriler olarak tanimlanir.

1802°de Lancert tarafindan ifade edilen 1845°te Venant tarafindan kanitlanan bir egrinin
helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin ﬁ olarak bilinen egriligin torsiyona olan oraninin sabit

2
olmasidir. Eger hem ki hem de k sifirdan farkli sabitler ise bu tip helisler dairesel helisler olarak
adlandirilir. Diiz ¢izgi ve dairede dejenere helis olarak bilinirler [4-5].

Takeuchi ve Izumuya [6] numarali ¢alismalarinda helis taniminda kullanilan teget vektoriini

asli normal vektor ile degistirerek slant helis kavramini tanimlamislardir, bu egriler ile ilgili pek

cok farkli karakterizasyon da mevcuttur [7-14].

Bu ¢aligmanin n-boyutlu E" Oklid uzayina genellestirilmesi ile yeni bir slant helis tipi V, —

slant helisler olarak bilinirler [5]. Buna gére bir V,, —slant helis sabit bir x dogrultusu ile sabit bir

@ acis1 yapan egrilerdir.
Burada (V,, x)=cos6, 97&%, 0 = sabittir [15]. (k, m) tipinden slant helisler ise M.

Bektas ve M.Y. Yilmaz tarafindan tanimlanarak calisilmigtir [16]. Tezimizin temel ¢alisma alan1
olan Darboux helisler ise [17] de c¢alisilmistir. Bu helis tipinde Frenet vektorleri yerine Darboux
vektorii kullanilmistir. Bir regiiler egrinin Darboux helis olmasi i¢in gerekli tanimlamalar yapilarak,
Darboux helislerinde genel helis oldugu sonucuna varilmistir.

Ayrica k? +k? = sabit 6zel durumunun sabit devinimli egrilere karsilik geldigi gosterilmistir.
Darboux helislerin 4-boyutlu Oklid uzayindaki karsiliklar1 ve karakterizasyonlarda [17] de
verilmistir.

Bu galismanin amaci 3 ve 4-boyutlu Oklid uzaylarinda Darboux helis kavramini inceleyerek

ozelliklerini ele almaktir. Daha sonra bu ¢alismalarin 15181 altinda 4-boyutlu Minkowski uzay1 E14

de Darboux helisler tanimlanmistir. Bu uzayda Darboux helislerin karakterizasyonlar1 elde

edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1: Bos olmayan bir ciimle A ve bir F cismi {lizerinde bir vektor uzay: V olsun.
Asagidaki li¢ 6nermeye uyan bir f : Ax A—V fonksiyonu varsa A’ya V ile eslesen bir Afin uzay
denir.

Al) VP, Q € A nokta sifti igin f (P, Q)=a olacak sekilde bir tek « €V vektérii vardir.

A2) A’da belli bir nokta segildiginde A’daki geri kalan her noktaya V’deki bir vektor karsilik
gelir.

A3) VP i¢in Q ReA f(P,Q)+f(Q, R)=f(P,R)’dir. F=R, reel sayilar cismi
olarak alinmasi halinde afin uzaya reeldir denir [18].

Tanmm 2.2: R" standart n boyutlu reel vektor uzayiyla birlesen Afin uzay E" ile gosterilir.
R" de i¢ carpim islemi olarak Oklid i¢ carpimu:

< , >:R“><R” - R"

(X,Y)A(Y,V)ziznl:xiyi Y:(xl,...,xn), Y =(Yp ¥y)

olarak alinirsa bu i¢ c¢arpim yardimiyla E"’de uzaklik ve metrik gibi kavramlar

tanimlanabilir. Boylece E" afin uzay1 n-boyutlu Oklid uzay1 adini alir.

R" :{)Z =X, X, ) X €R, 1£i§n} (18]

Tamm 2.3: Bir n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay:r R" ile birlesen E" Oklid uzayinda siral1 bir

(P, R0l

{PO, R,..P } nokta n-lisi igin eger vektor sistemi R" in bir ortonormal bazi ise
{PO, Pl,...,Pn} catistna bir dik ¢ati veya Oklid catisi denir. Bdylece bir gatida tanimlanan
{X,,....X,} sistemine afin koordinat sistemi veya Oklid koordinat sistemi denir [18].

Tamm 2.4: E" uzayinda E; =(0, 0,...,0), E =(l, 0,...,0),..., E, =(0, 0,...,1) noktalar1 bir
dik cat1 olustururlar. E" uzayinda {EO, E... En} catisina Oklid catis1 denir [18].

Tamim 2.5: | R olmak iizere r:1°" — E" fonksiyonuna E" de bir egri denir [19].
Tanm 2.6: «:1 —R" egrisi verilsin.

Vtel icin o (t) #0 ise o egrisine (regiiler egri) denir [20].

Tanmm 2.7: M c E® egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vtel igin a(t)

noktasindaki Frenet 3 ayaklisi;



seklindedir [19].
Tanmim 2.8: ¢ :1 — E® birim hizli egri olmak tizere VSe |l igin a(s) noktasindaki Frenet

3 ayaklisi;

s a'(s)x
A PTST|

Q|

seklindedir [19].

Tamim 2.9: E° uzayinda birim hizli ¢ : 1 — E® egrisi igin;

N(s)=—=T'(s)

x(s)
egriligi ile belirli N (S) vektoriine o egrisinin a(S) noktasindaki birinci dik vektorii (asli
normali) denir. N vektor alanina ¢ egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal vektor alani) denir
[20].
Tamim 2.10: E® uzayindaki birim hizl1 o : 1 — E® egrisi igin;
B(s)=T(s)xN(s)
esitligi ile taniml B(S) vektoriine « egrisinin a(S) noktasindaki ikinci dik vektorii
(binormali) denir [20].
Tamim 2.11: E® uzayindaki birim hizl1 o : 1 — E® egrisi igin;
k:l>R
s> x(s)=[T'(s)|
fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. K(S) sayisina egrinin a(s)
noktasindaki egriligi denir [20].
Tamm 2.12: Birim hizli o : | — E? egrisinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} olmak {lizere;

il >R

s—>7(s)=—(B'(s), N(s))



fonksiyonuna, « egrisinin burulma (torsiyon) fonksiyonu denir. 7 (S) sayisina egrinin

(04 (S) noktasindaki burulmasi (torsiyonu) denir [20].

Tanim 2.13: M (I , a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olsun. VS e | igin;

| (s)] =1
ise M egrisine birim hizli egri denir. S € | ' ya da yay parametresi ad1 verilir [19].

Tamim 2.14: M c E?® egrisi;
a:l >E° ve s> a(s)=(a(s), @(s).,...a,(s))
seklinde verilsin. Bu durumda;
y={a'(s), a"(s),..a" (s)}
sistemi lineer bagimsiz ve V'), k>r icin @ €S, () olmak iizere y *de elde edilen

{Vi,V,,...V,} ortonormal sistemine egrinin Frenet catist ve meM igin {Vl(m),...,Vr (m)}
sistemine ise m e M noktasindaki Frenet catisi denir. Burada V;, 1<i<r ’ye Frenet vektorii ad
verilir [18].

Tamm 2.15: M c E® egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. VSel ig¢in a‘(s)
hiz vektorii, bir U sabit vektorii ile sabit ag1 teskil ediyor ise, M ye bir egilim ¢izgisi (helis) ve
S, {U} ya da M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir [21].

Tamim 2.16: Egri lizerindeki bir P noktas1 egriyi ¢izerken {T, N, B} vektorleri degisirler,
dolayistyla kiiresel gostergeler olusurlar. Egrinin, {T, B, N } tig-ayaklisinin her s aninda, bir eksen
etrafinda, bir ani helis hareketi yaptig1 kabul edilir. Bu eksene egrinin bu s parametresine karsilik
gelen « (S) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren
vektor W=7T +kB=NAN" olup egrinin «(S) noktasindaki Darboux vektérii adini alir.

w=N AN" oldugu,

ifadesinden kolayca goriilebilir [21].



3. 3-BoyvuTtLu OKLIiD UZzAYI E3 DE DARBOUX HELISLER

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helisler tanimlanarak egrilik ve torsiyon

yardimu ile karakterize edilecektir.

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzay1 ve E® de Darboux Helis Kavram

Tamm 3.1: Herhangi bir birim hizh o :1 « R —R? i¢in,
T +xB
NI .

seklinde tanimlanan vektor alanin « nin modifiye edilmis Darboux vektdr alan1 denir [17].

C=

Tamm 3.2: o, E® de L %0 ve k20 ozelligine sahip bir egri olsun. « nin Darboux
K

vektorii W olmak tizere W ile sabit bir ag1 yapan sabit d vektorii var ise yani,
(W, d) =sabit

sartin1 saglayan egriye E° de bir Darboux helis denir. Burada W =7T +xB dir ve d
vektoriiniin yonii Darboux helisin eksenidir.

Her genel helis bir slant helis olmasina ragmen her genel helis bir Darboux helis degildir
[17].

Teorem 3.1: o egrisinin Darboux helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

3
72+K2)2 1

")

Ispat: Eger W, Darboux vektoriiniin kiiresel gostergesi bir cember veya cemberin bir pargasi

5 (s)= (

fonksiyonunun sabit olmasidir [17].

ise a egrisi bir Darboux helistir. (C) egrisinin parametresi S olsun. T¢ de (C) nin birim teget vektori
olsun. «, ile (c) nin E* de geodezik egriligi gosterilsin.

K

T
al(S,)=c(s)= T+ B
(8c)=cle) N R

a(S,)=sin®T +cosdB



da dc ds

dS, dsds,
da , L . ds
i =(®'cosPT —D'sin®B + xsin®N — 7 cos ®M )dS

T = da =(®'cos®T —@'sincl)B)dd;

c

c c

IT.||= ||(CD'coscDT - ®'sin®dB) ddSS
1- @' ds
ds,
ds 1
ds, @
T, =cos®T —sindB (3.1)
;. dT, ds
O = ds, "dS,
Df =(—@'sin®T - d'cosdB + xcos DN +zsin @N)é
Dy :[—sincDT —cos®B +”%"Nj (3.2)
K, =HDTTf =|-sin®T —cos®B +@NH
Y
e, =[x = 1+(757j @3)
elde edilir.
Dr: =Vy —c(s)
(3.4)

2 2
K. =Ky +1

Gauss doniisiimii kullanilarak,

DY =y —(s(T.), To)c(s)



(3.3) ve (3.4) denklemlerinden,

2
1+(”%”j = ks +1

Ky = "\CIDVT'” (3.5)

Ote yandan tiirev alinirsa,

tan® = =
K

®'(1+tan2®)=[1j

K

q)':(xz’i sz&j (3.6)

(3.5) ve (3.6) denklemlerinden,

K2 +1°
K'g = ;
M)
K'2+T2 . K
(12 +77).2
2 1
Ky = 2 . ;
z
.+
elde edilir.

Burada ”VV||=\/K2+T2 dir. (c) nin kiiresel gostergesi bir ¢ember veya bir ¢emberin
pargasidir. Cemberin K egriligi sabit oldugundan x, =sabit, yani &, =sabittir. x, o (s) ile

belirtilirse,

o (s) sabit olur [17].



Teorem 3.2: a:1 — E®, E? de bir edri olsun. kK egrisinin egriligi, z da torsiyonu olmak

iizere = oraninin sabit olmadig1 varsayilsin. Buna gbre ¢ nin bir slant helis olmasi igin gerek ve
T
yeter sart ¢ nin Darboux helis olmasidir [17].

Ispat: o bir slant helis olsun. Bdylece,

a(s)z’c—z.(ij 3.7)

o (s)= 5 . (3.8)

elde edilir.
o(s).o” (s)=sabit
elde edilir.

Simdi de Teorem 3.1 den slant helisin bir Darboux helis oldugunu g6z 6niine alarak Darboux

helisin eksenini bulunacaktir [17].

3.2. Darboux Helisin Ekseni

Once ¢ nin slant helis oldugu varsayilirsa d
(N, d)=cosé =sabit

olacak sekilde bir vektor alani olsun. Buna gore,

d=aT +a,B+coséN (3.9

olacak sekilde @, Ve a, degerleri vardir.

(3.9) denkleminin tiirevi alinip Frenet denklemleri kullanilirsa,
d'=(a'-cosbk)T +(ax —7a, )N +(a, +cos6r)B

elde edilir.

{T, N, B} sistemi lineer bagimsiz oldugundan,

a,'—cosfx =0 (3.10)



ay—ra, =0 (3.11)

8 :(9 a, (3.12)
(d, d)=a’ +a; +cos’ 6 =sabit (3.13)
2
(1) a2 +a’ +cos’ § = sabit (3.14)
K
2
[(zj Jrljas2 =m?
K
g M (3.15)

(3.15) denkleminin tiirevi alinip, (3.13) denklemi kullanilarak agagidaki denklem elde edilir.

(12 +1<2)2

2 !
[ 2] i (3.16)
K

d den o mnin bir slant helis oldugu sonucuna varilir. Tersine, (3.16) denklemi saglansin ve

hesaplamalarin kolaylagmasi i¢in (3.16) nin sabit oldugu kabul edilsin.

T

K
= T+
NN P

B+ coséN (3.17)

olarak tamimlansin. (3.17) nin tiirevi almarak Frenet denklemleri kullanilirsa d'=0 elde

edilir. Yani d sabit bir vektordiir. Diger yandan,
(N, d)=cosé
dir ve bu da  nin slant helis oldugu anlamina gelir.
Simdi W =7T + kB Darboux vektoriiniin,

d=—"tT+——_B+cosoN

N2+ k° RN

Sabit yonii ile sabit ag1 yaptig1 gosterilecektir. d sabit yonii hem slant helisin hem de Darboux

helisin eksenidir. Eksenlerin ¢akismasina ragmen bu helislerin d ile yaptiklari ag1 farklidir. & slant

helis oldugundan <N , d > = C0s @ = sabittir.



d B +coséN

= ‘ T+ K
N Jr? + &2

d =——+cosdN

W
(d, W) =d]-w]-cos 2

d,W)=+1+cos"@|W|.cos A
\/72

W
||

W =+/1+cos® 6 |W|.cos A

1

\J1+cos? @

cosé =sabit 5]dusundan €054 da sabittir [17].

COSA =

10



4. 4-BOYUTLU OKLIiD UZAYI E* DE DARBOUX HELISLER

a1 =R — E" n-boyutlu Oklid uzayinda keyfi bir egri olsun. <a'(S), a'(S)> =1, egrisini

birim hizli olarak alalim (uzunluk fonksiyonu s olsun).
X =(%, X0 Xy )oY = (V12 Ypron ¥y ) € E" gin (X, Y) =D X,
i=1

ile E"’deki standart i¢ ¢arpim belirtilir.
Ozel olarak x e E" vektdriiniin normu ||X||2 =<X, X> ile verilir. {V,,V,,...,.V,} birim hizli

@ egrisi boyunca hareketli Frenet gatist olsun. Burada V, (i =1, 2,...,n)i Frenet vektor alanlaridur.
Vi(s)=(s)=—kiy(S)Via(s)+k (s)Via(s), i=2,3..,n-1 (4.1)

ki(i=12,..,n-1), egrinin i. Egrilik fonksiyonunu gdstermektedir [14]. Egrinin tim
egrilikleri | — R, boyunca sifirdan farkli ise, bu egri dejenere olmayan egri olarak adlandirilir. Bu
calisma Darboux helis, genel helis ve V, slant helis ile ilgili oldugundan ilk olarak tamimlari
verelim:

Tanmm 4.1: ¢:1 =R — E" icin s parametreli s ile E" de bir egri olsun. X’de E" de sabit
birim vektor olsun. Tiim S| eger <a'(s), X > =COSQ, @+ % @ =sabit ise a egrisi genel helis
olarak adlandirilir [4, 5].

Tanmm 4.2: o:1 cR—E" E" kK (i =1, 2,...,n) sifir olmayan egriliklere sahip birim hizli
egri olsun. {Vl, VZ,...,Vn} de o egrisinin Frenet ¢atisini gostersin. Eger n’inci Frenet vektorii Vy
olmak tizere Vi birim vektor alani, sabit X dogrultusu ile sabit ¢ ac¢isin1 yapiyorsa yani

(V,(s), X)=cosp, = % @ =sabit ise « ’ya Vq-slant helis denir [15].

Tanim 4.3: a:lcR—>E", E" de sifir olmayan egimli birim hizli egri olsun.

k; (i =1 2,...,n) harmonik egrilikleri H, :1 cR—R i=12,...,n—2 olmak iizere;



0, i=0
LY -1 4.2)
1 k2
(Ho+H, )=  i=23..n-2
i+1
dir [24].

Tanim 4.4: «:1 cR—E", E" de birim hizli dejenere olmayan egri olsun.

M.V, VL) {H Hy,H ) de sirastyla Frenet gatisini ve egrinin yitksek mertebeden
egriliklerini gostersin.

D=V, +HV,+..+H,_ .V,

olarak tanimli1 D vektorii o egrisinin genellestirilmis Darboux vektdrii olarak adlandirilir
[12].

Tanmm 4.5: a: 1 cR — E", E" de birim hizli bir egri olsun. ¢ egrisinin Darboux vektorii

D, sabit bir birim U dogrultusu ile sabit ¢ acisi yaparsa & Darboux helis olarak adlandirilir [17].

Yani (D, U)=sabit=0

4.1. Dort Boyutlu Oklid Uzay1 E* de Darboux Helislerin Ozellikleri

Bu bolimde E" de sifir olmayan Kk, k,, k; egriliklerine sahip birim hizli bir & egrisinin
Darboux helis, genel helis ve Vs-slant helis olmasi igin gerekli bazi karakterizasyon teoremleri
verildi.

Teorem 4.1: o E* de sifir olmayan ve sabit olmayan k;, k,, k; egriliklerine sahip yay
parametreli bir egri ve {V;, V,,V,,V,} Frenet vektorleri olsun. & nin E* de Darboux helis olmast
icin gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin,

kl

k—z:ﬂi(cosfks(s)ds)+22(sinjks(s)ds) (4.3)

sartin1 saglamasidir. Burada 4, V& A, sifir olmayan sabitlerdir [24].
Teorem 4.2: o E* de sifir olmayan ve sabit olmayan k;, k,, k; egriliklerine sahip yay
parametreli bir egri ve {V;, V,,V,,V,} egrinin Frenet vektérleri olsun. Buna gére & nin E* de bir

genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin;

12



K, .
k—z_ﬂi(cosjks(s)ds)Jrﬂ?(S|nfk3(s)ds) (4.4)
esitligini saglamasidir. Burada 4, V€ A, sifir olmayan sabitlerdir [24].

Teorem 4.3: : « E* de sifir olmayan ve sabit olmayan ki, k,, k, egriliklerine sahip yay

parametreli bir egri ve {V,, V,,V;,V,} egrinin Frenet vektdrleri olsun. Buna gére & nimn V, te slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin;

keks | 1k )| g
k2 kl k2

esitligini saglamasidir [24].

Sonug 4.1: VseR igin k; () =k,(S) durumunda asagidakiler esdegerdir.
o, Teorem 4.1°i sagliyor ise E* te bir Darboux helistir.
a, Teorem 4.2’yi sagliyor ise E* te bir genel helistir.

a, Teorem 4.1°i saglhiyor ise E* te bir Vs-slant helistir [24].

13



5. E;' 4-BoYUTLU MiNKOWSKIi UZAY1 VE DARBOUX HELISLER

Bukisimda E;' 4-boyutlu Minkowski uzayinin temel yapisi ele alinarak, bu uzayda Darboux
helisler tanimlanacak ve karakterizasyonlar1 elde edilecektir.

(Xi, Xy, Xg, X4) E,; de dik koordinat sistemi olmak tizere E;' 4-boyutlu Minkowski uzay1,
g =—dx’ +dx; +dx? +dx?
yari-tanimli g metrigi ile donatilmis 4-boyutlu Oklid uzayidir.
LE Ef - {0} keyfi vektorii
i) Eger g(0, v)>0 ise spacelike
i) Eger g (v, 0) <0 ise timelike
iii) Eger g (U, U) =0 ise null (lightlike)
olarak adlandirilir [23, 4].

dir.

U vektoriiniin normu ”U” = ‘g (U, U)
L €W vektorleri icin ¢ (U, W) =0 sart1 saglaniyorsa bu vektorlere ortogonaldirler denir.

E14 de keyfi bir (S) egrisinin & '(S) hiz vektorii spacelike, timelike veya null (lightlike)

ise bu egri sirasiyla lokal olarak spacelike, timelike veya null egri olur.

Bir spacelike veya timelike egri i¢in,

o(ar(s). ar(s)) =1

sart1 saglanirsa birim hizhidir [22, 23, 4].

Pseudo kiire, pseudo hiperbolik uzay ve light koni Ef de hiper kuadriklerdir ve sirastyla
asagidaki bicimde tanimlanirlar.

S3(m, r)={XeE14 g(x—m, x—-m)=r }

HS(m, r)={xeE}; g(x-m, x-m)=-r?}

c’(m)={xeE; g(x—m, x—m)=0}

Burada r >0 yarigap ve M e E14 de hiper kuadrigin merkezidir.

E14 de null olmayan birim hizli bir ¢ egrisi boyunca hareketli Frenet catis1 {T, N, B, B, }
olsun. Burada T, N, B;, B, sirasiyla teget, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektor

alanlar1 olarak adlandirilirlar [23, 4].



Eger o bir spacelike egri ise bu egrinin Frenet ¢atisinin sadece null olmayan vektor
alanlarini icerdigi kabul edilecektir. Boylece {T, N, B, Bz} ortonormal ¢ati1 olur.
&, & &, & €{-11}

olmak uzere

9(T.T)=¢. g(N,N)=¢,, 9(B, B))=5;, 9(B,, B,)=¢,
olarak almsin. Dahas1 her | #i (i, j e{l, 2,3, 4}) i¢in & =—1ise g;=1ve g.5,6.5, =-1"dir.
{T.N, B, B,} ortonormal catist igin T',N', B, B," vektér alanlart asagidaki bigimde

verilir.
T'=glg(T‘,T)T +€29(T', N)N +g3g(T‘, Bl)Bl+849(T B 82)82
'=£,g(N, T)T+£9(N' N)N+2g(N", B)B,+29(N", B,)B,
= g(Bl ,T)T +gzg( )N +g3g(Bl', Bl)Bl+g4g(Bl', 82)82
B,' —<5‘1g(B2 ,T)T +gzg( )N +£3g(82', Bl)Bl+g4g(Bz', BZ)B2
k(s), k;(s). ks(s)
egrilik fonksiyonlari,
k (s)=9(T'(s). N(s))
o (5) =0 (N'(5), B(5)
ks(s)=9(B,'(s), B,(s))

olarak tanimlanir ve Frenet denklemleri

T 0 k&, 0 0 T
N' ke 0 K,&, 0 N
B, | o —kK,e, 0 kg8 || B
B, 0 0 ks 0 B,

seklindedir. Bu denklemler
9(T.N)=9(T,B,)=9(T,B,)=9(N,B)=g(N,B,)=9g(B,, B,)=0

sartlarin1 saglar [23, 4].
E14 *deki bir « egrisi Vs e | igin K, (S) # 0 ise tamamen E14 ’de yatiyor denir.

T 0 &k, 0 0 T
N' -k 0 &k, 0 N
B, | o -5k, 0  —geek, || B
B, 0 0 —gks 0 B,

& & &, & ={1 -1} ve [T, N, B, B,| Frenet vektorleri,
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T'=gkN

N'=—-gkT +&k,B,
B,'=-¢,k,N —¢&¢,6k,B,
B,'=—¢,k,B,

Teorem 5.1: «, E; de sifir olmayan ve sabit olmayan ki, k,, k, egriliklerine sahip yay

parametreli bir egri {T, N, B, B,} Frenet vektérleri olsun. & *nin E14 de Darboux helis olmast

icin gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin;

=~

k—1= (cos_[k ds)+ﬂ?(smjk ) (5.1)

sartin1 saglamalidir. A4, Ve 4, sifir olmayan sabitlerdir.

Ispat: Varsayalim «, |514 Darboux helis olsun. Buna gore;
Hi:l->R

(Vi.,, x)=H;cosh(p) ve H,=0

(VioX)=H;(V;, x), 1<j<n-1

Eger &, X ekseninde yatan bir helis ise bu sonug yazilabilir.
X=AV, + AV, +..+ AV,

X=A4V, alinirsa,

A=V, X)=H; , (v, x)

(V,, x)=cosh @

(V,, x)=cosh @

(V, ) =Ho(V,, x)=0  (V,, x)=0

(v, X) = H, (v, ):%(v )= .cosh

2

Ay =(Vy, X)=H, (V,, X)=H, "+ &Hk,. ” 2 cosh @

3

A
Z
2z

x=cosh@(V, +H\V; + H,V,)

D=V, + HV, + HV, =V, + 4B, + (ﬁJ +e,H, k, 228,
k k2 N k

2 3

:v1+ﬁ.51+[ﬁJ g,
kZ kZ k3

E14 de sabit bir U dogrultusu ile ag1 yapar &yle ki,

U=c¢T +c,N+c,B +¢,B,

16



Burada c,, c,, C,, c, sifirdan farkli sabitlerdir. Boylece,
(D, U ) =sabit =0

dir.

(5.2) esitliginde s ye gore tiirev alirsak

(D', U)=0

bulunur.

D-T+fp %(K]g
k2 k3 k2

U=cT+c,N+c,B +¢,B,

<D, U > sabit oldugunu gosterelim.

ﬁBl+g—2(ﬁj B,, ¢,T +C,N +¢,B, +¢,B,

D,UY=(T
U= T8k

cl<T,T>+O+O+O+c3%<Bl, Bl>+0+0+0+04%(:z_1J (B, B)

2 3 2

D'=¢gk N+ ﬁ Bl+—1(—€2k2N—€15253k3Bz)+ & ﬁ B,
k, 2 2 LK,
& k
+—= = | (—&k;B
ka(k2 ( 3K3 1)
D'=¢;kN +[%j B, —k&,N _il(_kaglgzgsBz"' 72 (%J Bz—gs(::—l] B,
2 2 3\ 2 2

17
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Cy =0 oldugundan,
k2 k3 k2
elde edilir.
k, &, 1 .
—+=y(s) ve == alinir ise,
k, (s) k, p(s
: dy . dy dt
=—, t i
y'(s) ds y(t) dt ds
o(s)(y (V) +y(s)=0
y(1))"+y(s)=
y'+y=0
olur. Buradan ﬁ:21.(:os(J'k (s)ds)+ﬂz.sin('[k (s)ds) elde edilir.
k2 3 3
kg, ol k)
D=T+1B +22| 1|8
" k2 Bl " k3 k2 ?

O halde
polkk [ 1[k) g
k2 k3 k2 ?
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Buradan D'=0 olur. O halde Tanim 4.5’e gore Darboux helistir.

Teorem 5.2: «, E; sifir olmayan ve sabit olmayan ki, k,, k, egriliklerine sahip yay

parametreli bir egri ve {T, N, B, Bz} egrinin Frenet vektorleri olsun. Buna gére & nin Ef' de bir

genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart egrilik fonksiyonlarinin,
E—z=ﬂl.cos(_[k3(s)ds)+ﬂ?.sin(jk3(s)ds)

esitligini saglamasidir. Burada 4, ve A, sifir olmayan sabitlerdir.

Ispat: Farz edelim ki «, E14 de yay parametreli sabit ve sifir olmayan Kk, k,, k; egrilik ve
{T.N, B, B,} Frenet vektorlerine sahip bir genel helis olsun. Buna gére E; de sabit bir
U =cT +c,N +¢,B, +¢,B, dogrultusu igin,

(T,U)=c, #0=sabit

yazilabilir. Tiirevini alarak ve Frenet formiillerini kullanarak bazi U bilesenleri asagidaki
gibi olur.
T'=¢,kN
N'=—-gkT +&Xk,B
B,'=—&,k,N —&,6,6:k;B,
B,'=—¢k;B,
[(T.u)] =0
<T' U>+<T, c,T'+c,N'+c,B, '+¢c,B, '>
=(&,kN, ¢T+¢,N +¢;B, +¢,B,)+(T, c,6,k,N)
+ <T, C, (—ekT + &5k, Bl)> + <T, C3(—&,k,N —g,6,6:k;B, )>
+(T, ¢, (—&5k,B,))
=C282kl<N, N>—C2£1kl<T, T>+0+0
=C,&,k —C,ek =0
elde edilir.
o =(T, U)
¢, =(T, ¢T +¢,N +¢,B, +¢,B,)
Co=c(T,T)

G =G
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C1:<T E U>

¢, =(&,kN, ¢T +c,N +c;B, +¢,B,)
C, =&k, (N, N)=0

Cc, =¢&,kc, =0

&k #0

oldugundan ¢, =0

Buradan
U =c,T +0ON +c,B, +¢,B,
U=c,T +¢,B, +¢,B,
c,=(N,U)=(N,cT +c,N +c;B, +c,B,)
(N, U)=(-gkT +&5k,B,, ¢T+c,N+c;B, +c,B,)
=&k C, (T, T)+0+0+&,kyc, (B, B)+0+0
=gk +&,k,c; =0

&k
=C,= lklcl’ &=¢g=1
&,K3
ki
C;=7"C, ¢ =C
K
k,
:C3:_CO
k,

elde edilir. Buradan,

k
U=cT +k—1c0.Bl +¢,B,
2

U'=c, T+ (%J c,B, +:—1COB1 +c,B,’

2 2

2 2

(N, U)=( N, cOT'+(kﬁ] c051+%c051'+c452'

={ —gKT +&K,B,, co5,kN J{%J C,B,

2

2

k
+ k—lc0 (52k2 N —g¢,6:K;B, ) +C, (—<93k3 Bl)>

k !
=gk, (k—lj Cy(By, B,)+&:k,C, (—&5k; )(B,, B,)

2

=&k, [%j C, — &5K,6,K,C, =0

2
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U =c, T+%Bl+ki[ﬁJ B,

2 3

Tiirevini alirsak,

I(2

U'=c, T'J{ﬁj Bl+ﬁBll+[i[ﬁ

kk, |1 (k)
+ —51.52.53.f+ k_(k_1] B,
2 3 2

U'=c, —515253%+ ki(ﬁJ B,

-1 2 3

G #0 ve B, #0 oldugundan,
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olur.

%: c cos(.[ks(s)ds)+czsin(jk3(s)ds)

2

U=c, T+£Bl+l L B,
ke~ kelk,

elde edilir.

C, €R veU'=0 dolayisiyla U sabit bir vektdrdiir.

(T, U)=c, #0=sabit olur. Bu da Tamm 4.2°ye gére E; de genel helistir.

Teorem 5.3: «, E! de sifir olmayan ve sabit olmayan K, K,, K, egriliklerine sahip yay

parametreli bir egri ve {T, N, B, Bz} egrinin Frenet vektorleri olsun. Buna gére « ’nin By de slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

esitligini saglamasidir.

Ispat: Varsayalim ki «, E; de yay parametreli sabit ve sifir olmayan K, k,, k, egrilikli ve
{T, N, B, Bz} Frenet vektorlerine sahip bir genel helis olsun. Buna gore U vektorii,

U=cT+c,N+c,B +c,B,

i¢in

(B,,U)=c, =sabit =0 (5.4)

dir.

(5.4) ifadesinin tiirevi alinarak ve U nun bilesenlerinin hesaplanmasi asagidaki gibidir.

U=-c, 1k T+k—2N+B2
k |k, K,

1
U'=—c, l[ﬁj T+i[§JT'+[§] N+§N'+B2
k1 I(2 k1 k2 k2 k2
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oo (5] 25 et ]
kl k2 kl k2 k2
k3

+ =
kZ

(—8lk1T + &K, Bl) - 53k381}

!

U'=-c,. 1k —glkl'k3 T+ ks &+ ks
kl kZ k2 kZ kZ

+(53k3 - g3k3) Bl}
=0

ormmg [ 2] | ke
"1 k(K K,

elde edilir. Buradan;
(B, U"=(B,", ¢T"+c,N +¢;B, '+¢,B,")
= <—83ksBl, C&kN +¢, (—gkT +£k,B,)
+C; (—,k,N — £,6,6,B, ) + ¢, (—£:k;) Bl>
=—£;K,C,6,K, (By, B))+ &5k65k,¢, (B, By)
—£,6,K:K,C, + £;6;K,K,C, =0

_&% k.K,C,

. k , & =1 ¢6,=1
&383K3K3

kz
('.:4 :Czk—
3

elde edilir. Boylece;

!

-] | L] | e o
1 2

c,#0 ve T=0 oldugundan,

elde edilir. Bu da istenendir.
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