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OZET
SHEFFER STOKE ISLEMI UZERINE
KATICAN, Tugge

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dog. Dr. Tahsin ONER
24.03.2021, sayfa

Bu tezde, ilk olarak, Sheffer stroke igleminin, Hilbert, birlesmeli olmayan
MV- ve BL-cebirlerinin kisa tarihgeleri ile kullanildig1 alanlar ve cesitli uygula-
malarindan s6z edilmisg, arastirmacilarin elde ettigi farkli bulgulara dair bilgiler
verilmig ve tezi olugturan boliimlerin igerikleri kisaca oOzetlenmigtir. Tezin
okunabilirligini kolaylagtirmak amaciyla gerekli olan temel tanim ve kavramlar
sunulmustur. Ardindan, Sheffer stroke Hilbert cebirler tanimlanarak, aksiyom-
larmin bagimsizligi, idealleri/siizgegleri, tiiretici sistemleri, boliim gruplar,
homomorfizmalari, fuzzy yapilar1 ve kartezyen carpimlari inga edilmistir.
Bunun yam sira, giigli Sheffer stroke birlesmeli olmayan MV-cebirlerin
tanimi verilerek, cesitli ozellikleri, altcebirleri, siizgecleri, bolim gruplar: ve
homomorfizmalar1 yardimiyla bu cebir yapilari tlizerinde temel izomorfizma
teoremlerinin ispatlar: sunulmustur. Ayrica, Sheffer stroke BL-cebirlerin tanimi
verilerek farkl siizgec ve fuzzy siizge¢ tiirleri tanitilmigtir. Dahasi, bu yapilar
arasindaki iligkiler ayrintili olarak arastirilmigtir. Son olarak, tez boyunca
yapilan caligmalar ve bu ¢aligmalardan elde edilen sonuclar ortaya konmustur.

Anahtar sozciikler: Sheffer stroke iglemi, Sheffer stroke Hilbert cebir,
giiglii Sheffer stroke birlesmeli olmayan MV-cebir, Sheffer stroke BL-cebir, (fuzzy)

stizgeg, homomorfizma.
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ABSTRACT
ON SHEFFER STROKE OPERATION
KATICAN, Tugge

Ph.D. in Mathematics Department
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tahsin ONER
24.03.2021, [112] pages

This thesis essentially consists of six chapters.

In the first chapter, we mentioned the traces of Sheffer stroke operation,
Hilbert, nonassociative MV- and BL-algebras, their usage areas and many
applications. Also, we presented information about different results of the
researchers and summarized the contents of the chapters comprising the thesis.

In the second chapter, necessary fundamental definitions and notions
were given in order to facilitate the legibility of the thesis.

In the third chapter, Sheffer stroke Hilbert algebras were defined and
independency of the axiom system, ideals of filters, deductive systems,
quotients, homomorphisms, fuzzy structures and cartessian products were
contructed.

In the fourth chapter, we determined strong Sheffer stroke nonassociative
MV-algebras and proved three fundamental isomorphism theorems on these
algebraic structures by means of various properties, subalgebras, filters,
quotients and homomorphisms.

In the fifth chapter, Sheffer stroke BL-algebras were described and their
(fuzzy) filters were introduced. Then we investigated relationships between
them in detail.

In the last chapter, it was broadly emphasized all studies done during
the thesis and the conclusions.

Keywords: Sheffer stroke operation, Sheffer stroke Hilbert algebra, strong
Sheffer stroke nonassociative MV-algebra, Sheffer stroke BL-algbera, (fuzzy) filter,

homomorphism.
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1 GIRIS

Giiniimiiz teknolojisinin temelini olusturan dijital kaynaklarin ve prog-
ramlama dillerinin gelismesini saglayan Boole cebirleri, ingiliz matematikci
George Boole tarafindan, evetleme A, veyalama V ve degilleme — olarak
adlandirilan iglemlere, 0 en kiiciik ve 1 en biiyiik elemanlarina sahip bir cebirsel
yapi olarak tamltilmigtir (Boole, [1854). Bu ¢ temel iglemi igeren mantiksal
sistemlerin fonksiyonel olarak tam olmasi matematikgileri fonksiyonel olarak
tam olan ve daha az sayida islem igeren sistemler aramaya yoneltmigtir.
Bunlardan biri C. S. Peirce tarafindan tanitilan ve Peirce’ oku da denilen NOR
operatoriidiir (Buning and Lettmann, [1999)) ve sadece NOR operatoriinii sahip
bir sistem fonksiyonel olarak tamdir. Digeri ise H. M. Sheffer tarafindan
tanitilan ve NAND operatorii ismiyle de bilinen Sheffer stroke iglemidir (Shef-
fer, |1913). Sadece Sheffer stroke iglemini iceren bir sistem fonksiyonel olarak
tamdir; yani, diger tiim Boole iglemleri veya aksiyomlar: bu iglem yardimiyla
yeniden ifade edilebilmektedir (McCune et al., 2002). Boylece daha karmagik
yapidaki mantiksal ifadeler daha kolay ve anlagilir sekilde sunularak daha basit
ve kolay denetlenebilir aksiyom sistemleri elde edilebilmektedir. Bu nedenle,
Boole cebirleri digindaki cebirsel yapilar tizerine ¢aligan matematikgilerin de
ilgisini ¢ekmektedir (Abbott, |1967; Chajday, 2005; (Chajda et al., [2019; Oner
et al.l 2023 [2021ablc,d, [2019; |(Oner and Katican, 2020)). Bununla birlikte,
bilgisayar iglemcilerini olugturan ¢iplerde her bir Boole iglemi i¢in farkli diodlar
bulunmasi gerekirken Sheffer stroke iglemi icin tek bir diod bulunmas: yeterli
olacaktir. Bu da tiretimin daha kolay, daha hizli ve daha ucuz olmasina olanak

saglayacaktir.

19507 1ili yillarda Henkin ve Skolem sezgisel ve diger klasik olmayan
lojikler iizerine yaptiklari caligmalar1 geligtirmek adina Hilbert’in pozitif
implikatif 6nermesel hesabimin (Rasiowa, (1974) cebirsel yapisi olan Hilbert
cebirlerini tamttilar (Henkin, |1950)). Bu cebirsel yapilar implikasyon (ya da
gerektirme) iglemini ve 1 se¢kin elemanini igeren 6nermesel hesabin cebirsel

yapilar1 olarak diigiiniilebilir. Ozellikle A. Diego Hilbert cebirler iizerinde



ayrintili olarak ¢aligmig ve bu cebirlerin bir varyete olusturdugunu gostermistir
(Diego, 1966). Ayrica, Rasiowa bu cebirsel yapilart pozitif implikatif cebir-
ler olarak isimlendirmistir (Rasiowa, (1974)). Dahasi, Hilbert cebirler pozitif
implikatif BCK-cebirlerin diialine denktirler (Cornish, |1980; lorgulescu, 2008
[seki and Tanaka, [1978]). 1980’ li yillarda Idziak, sinirli Hilbert cebirlerini kafes
igslemlerine sahip 6zel BCK-cebirleri olarak caligmigtir (Idziak, [1984) ve ayrica
Busneag ve Jun, Hilbert cebilerin tiretici sistemlerini ve bolim gruplarini

aragtirmiglardir (Busneag, [1985], [1988; |Jun) [1996b).

ceuU.

MV-cebirlerini tamtmigtir ve geligtirmigtir (Changj, |1958, 1959)). Ayrica,
Cignoli ve arkadaglar1 (Cignoli et al., |2013) da MV-cebirlerinin giincel ve
sahip oldugu birlesme 6zelliginin uzman sistemler ve ozellikle yapay zekada
(Botur and Halas, 2009) de oldugu gibi bir gok probleme yol agmasi sebe-
biyle Chajda ve arkadaslar1 birlesmeli olmayan MV-cebirlerini incelemislerdir
(Chajda and Kiihr, 2007a; (Chajda and Langer, 2017; Chajda et al., [2019)).
Hatta, Chajda ve Kiihr, MV-cebirlerini birlesme 06zelligi olmaksizin kismi
siralama bagintisi ayni kalacak sekilde genellegtirdiler. Fakat bu siralama
bagintisinin gegisme ozelligi MV-cebirlerin birlesme 6zelligi olmaksizin kanitla-
namayacagindan bu ozellik yerine iki yeni aksiyom ekleyerek bu kismi siralama

bagmtisinin gegiskenligini gostermislerdir (Chajda and Kihr, |2007a).

Yapay zekanin en onemli gorevi insan diigince, duygu ve davraniglarini
taklit edebilen cihazlarin gelismesine katki saglamaktir. Klasik lojik kesin
bilgi ile ilgilenirken, fuzzy (bulanik) lojik ve gok-degerli lojikler gibi klasik
olmayan ve sezgisel lojikler bilgideki belirsizlik, bulaniklik ve rastgelelik ile
ilgilenir. Bulaniklik ve rastgelelik insanin diigtince ve davraniglar ile yakindan
iligkili oldugundan, L. A. Zadeh tarafindan tanitilan Fuzzy Teori (Zadeh,|1965)
bilimden teknolojiye pek ¢ok alanda ve ozellikle yapay zekanin gelistirilmesinde
onemli bir yere sahiptir. Ayrica, cebirsel yapilar tlizerinde tanmimlanabilen
ideallerin ve stizgeclerin fuzzy lojikle olan yakin iligkisi lojik ve topoloji

aragtirma alanlarindaki bir ¢ok ¢aligmada ortaya konmustur.

P. Héjek, fuzzy 6nermesel hesabi igin Temel Lojik’i (Basic Logic (kisaca,

BL)) ve bu lojigin cebirsel yapisi olarak da BL-cebirlerini tanitmigtir. Hajek



bu cebirsel yapinin asal stizgeclerini tanimlamistir ve bu siizgecleri kullanarak
Temel Lojik’in tamhgimi ispatlamigtir (Hajek, [2013). Cignoli ve arkadaslar ise
Temel Lojik’in Hajek tarafindan 6ne siiriilen siirekli ¢-normlarin lojigi oldugunu
gostermiglerdir (Cignoli et al., 2013). Bu sebeple, BL-cebir kavraminin daha iyi
anlagilabilmesi i¢in en bilinen Oorneklerden biri, siirekli bir ¢-norm tarafindan
indiiklenen bir yapiya sahip olan [0, 1] kapal araligidir. Dahasi, MV-cebirleri ve
Godel cebirleri de en bilinen BL-cebiri 6rnekleridirler. Ayrica, BL-cebirlerinin
Boole, pozitif implikatif, maksimal, asal ve 0z siizgecleri ile siizgeclerin
radikalleri ayrintili olarak incelenmigtir (Borumand Saeid and Motamed,
2009ay,b; Haveshki et al., [2000; Haveshki and Eslamil, 2008} Kondo and Dudek],
2008; [Motamed and Borumand Saeid, 2011; |Motamed et al., 2011). Bununla
birlikte, BL-cebirlerin farklh fuzzy siizgecleri arastirilarak ilging sonuclar ortaya
konmugtur (Wei and Borumand Saeid}, [2015; Liu and Li, 2005} |[Lianzhen and
Kaitai, [2005; |Zhan and Xul, 2008; Ma et al) 2007; Yin and Zhan, 2010).
Esko Turunen BL-cebirleri ve ilgili oldugu diger kavramlari ayrintili olarak
galigmigtir (Turunen, 1999a) 2001} 1999b) ve Sessa ile birlikte lokal BL-cebirleri
incelemiglerdir (Turunen and Sessa, [2001)). Georgescu ve arkadaglari ise sag, sol
BL-cebirleri ve BL-cebirlerinin degigmeli olmayan genellestirmelerini ifade eden
pseudo BL-cebirleri iizerine gahgmiglardir |(Georgescu and Iorgulescu (2000);

Di Nola et al.| (2002]).

Bu tezin amaci, klasik olmayan lojiklerin cebir yapilarini Sheffer stroke
islemi ile donatarak daha az sayida ve daha kolay denetlenebilir aksiyom-
lara sahip yeni cebirsel yapilar inga edilmesidir. Bununla birlikte, bu yeni
yapilarin cesitli 6zelliklerini, siralama ve kongriians bagintilarini, ideallerini
veya siizgeclerini, fuzzy yapilarini, homomorfizmalarini ve béliim gruplarini in-
celeyerek esas cebir yapilari ve diger cebir yapilari ile aralarindaki baglantilarin
ortaya konulmasidir. Boylece, Sheffer stroke iglemine sahip cebirsel yapilar
yardimiyla lojik ve bilgisayar bilimleri arasinda var olan kopriintin daha da

gliclendirilmesi hedeflenmektedir.

Tezin ilk boliiminde Sheffer stroke iglemi, Hilbert, BL-, birlesmeli
olmayan MV-cebirleri ve fuzzy kavrami ile ilgili genel bilgilere yer verile-
rek kullanildigi alanlar orneklerle ifade edilecektir. Ardindan, bu alanlarda

aragtirmalar yapmig olan bilim insanlar1 tarafindan ortaya konulan caligmalar



ve bu ¢aligmalara dair bilgiler sunulacaktir. Son olarak, tezi olusturan boliimle-
rin icerikleri kisaca Ozetlenecektir.

Tezin ikinci boliimiinde ise tezin okunabilirligini kolaylastiracak ve tezin
devaminda yararlanilacak olan temel tanimlar ve kavramlar sunulacaktir.

Tezin ticiincii boliimiinde, Sheffer stroke iglemine sahip Hilbert cebirleri
tanimlanarak inga edilen yeni cebirsel yapinin aksiyomlarinin bagimsizlig:
gosterilecektir. Ardindan, Sheffer stroke Hilbert cebiri Orneklenerek cesitli
ozellikleri incelenecektir. Ayrica, bu yeni cebir yapisi tizerinde bir kismi
siralama bagintis1 tamimlanarak yari-kafes ve kafes olusturdugu durumlar
aragtirillacaktir. Son olarak, idealleri, tiiretici sistemleri, stizgecleri, fuzzy
siizgecleri, homomorfizmalar1 ve kartezyen carpimlar1 tamtilarak bu yapilar
arasindaki baglantilar ve boliim gruplar1 arastirilacaktir.

Tezin dordiincii boliimiinde, giiclii Sheffer stroke birlesmeli olmayan MV-
cebirlerinin tanimi ve ozellikleri verildikten sonra siizgecleri tanimlanacaktir.
Bu siizgecler yardimiyla bir kongriians bagintisi olusturulacaktir ve ardindan
kongriians bagintisindan faydalanilarak giiclii Sheffer stroke birlesmeli ol-
mayan MV-cebirlerinin boliim gruplar1 insa edilecektir. Bir giiclii Sheffer
stroke birlegmeli olmayan MV-cebirinin siizgeglerinin sinifi ve kongriianslarinin
sinifinin izomorf olduklar1 kanitlanacaktir. Boliim sonunda, giiglii Sheffer stroke
birlesmeli olmayan MV-cebirlerinin homomorfizmalar1 tamitilarak ¢ temel
izomorfizma teoreminin ispatlar: sunulacaktar.

Tezin beginci boliimiinde, Sheffer stroke BL-cebirlerin tanimi sunula-
caktir ve cesitli ozellikleri aragtirilarak Sheffer stroke BL-cebirlerinin gesitli
siizgecleri ve fuzzy siizgecleri ayrintili olarak incelenecektir.

Tezin son kisminda, tez boyunca yapilan ¢aligmalar ve bu ¢aligmalardan

elde edilen sonuclar 6zetlenecektir.






2 ON BILGILER

Bu boliimde, tezin okunabilirligini kolaylagtirmak amaciyla gerekli olan
temel kavramlar, tanim ve teoremler verilmistir (Gratzer, 2002), (Birkhoff,

1940)).

Tanim 2.1. P bostan farklh bir kume olmak tzere, P uzerinde tanimlanan <
1kilt bagintist

(i) yansyma: Vx € P i¢in x < x,

(17) ters-simetri: x,y € P igin (x <yAy<z)—>x =1,

(7i1) gegisme: x,y,z € Pigin (r <yANy<z)—>zr<z
ozelliklerini saghyorsa < bagintisina P tuzerinde bir kismi siralama bagintise
denir. Yukaridakr ozelliklere ek olarak,

(1v) her a,b € P i¢in a <bveyab<a
ozelligi gercekleniyorsa, < bagintisina P uzerinde bir tam siralama bagintis:

denair.

Tamm 2.2. Uzerinde kismi swralama bagintise tanvmly olan bir P kiimesine

kismi swraly kiime denir ve (P, <) ile gdsterilir.

Tanim 2.3. P bir kismi swraly kiime, Q C P ve a € ) olsun. Her g € Q) i¢in
q < p olacak sekilde bir p € P varsa, p elemanina Q) kiumesi i¢in bir st sinr
denir. Eger p, Q kiimesi i¢in bir st sinmir ve her ¢ € Q i¢in ¢ < a durumu
p < a durumunu gerektiriyorsa p € P elemanina Q) kumesinin en kigik st

sinart veya @ kumesinin supremumu denir.

Tanim 2.4. P bir kismi swraly kiime, Q C P ve a € Q) olsun. Her g € Q) i¢in
p < q olacak sekilde bir p € P varsa, p elemamina Q) kimesi i¢in bir alt sinar
denir. Eger p, Q kumesi i¢in bir alt stmir ve her ¢ € @ i¢in a < q durumu
a < p durumunu gerektiriyorsa p € P elemanina @ kimesinin en buyik alt

sinart veya @ kumesinin infimumu denair.

Tanim 2.5. L bostan farkly bir kume ve \V, L tuzerinde join ikili operatori ol-
mak tzere, her x,y,z € L i¢in

o es glclilik: ©V x = x,

e degismelilik: xV y=1yV x,

o birlesmelilik: (xVy)Vz=aV (yV2)

ozelliklerini gercekleyen (L, V) grupoid yapisina bir join yari-kafes denir.



Bir join-yar1 kafes, her iki elemaninin bir supremuma sahip oldugu (A, <)

kismi sirali kiimesine kargilik gelir.

Tanim 2.6. L bostan farkl bir kime ve A, L tuzerinde meet ikili operatori ol-
mak tzere, her x,y,z € L i¢in

e cs guclulik: x Nx = x,

o degismelilik: x Ny =y N x,

o birlesmelilik: (x Ny) Nz=x A (yAz2)

ozelliklerini gercekleyen (L, N) grupoid yapisina bir meet yari-kafes denir.

Bir meet-yar1 kafes, her iki elemaninin bir infimuma sahip oldugu (A, <)

kismi sirali kiilmesine kargilik gelir.

Lemma 2.1. Bir L kisma siraly kumesinin bir kafes olmast icin gerek ve yeter
kosul L kiimesinden segilen her a,b elemanlar i¢in sup{a,b} ve inf{a,b}

elemanlarinin her ikisinin de L kimesinde olmasidir.

Tanmim 2.7. P bir kismi siraly kiime olsun. O zaman P nin her A alt kiimesi
icin P de supA ve inf A mevcut ise P kismi siraly kimesine tamdwr denir. Bir

kismi suraly kume uzerinde tam olan kafese bir tam kafes denar.

Tanim 2.8. < L, A,V > bir kafes olsun. Her x € L i¢in
(BL) xtAN0=0
(BLY zv1=1

ozdesliklerini saglayan < L,N\,V,0,1 > yapisina sinirly bir kafes denar.

Tanim 2.9. < L, A,V > bir kafes olsun. Her x,y,z € L i¢in
(D) zAN(yVz)=(xAy)V(zAz)
(D2) xV(yANz)=(zVy) A(zV=2)

ozdesliklerini saglayan < L, \,V > yapisina dagilmaly bir kafes denir.

Tanim 2.10. < L, A,V > bir dagilmal kafes olsun. Her x € L i¢in
(Bl)xA0=0,2zV1=1,
(B2) x Ao’ =0, zVa' =1

ozdesliklerini saglayan < L, A\, V,,0,1 > yapisina bir Boole cebiri denir.

Tanim 2.11. A bostan farkly bir kiime ve f : A — A bir donisum olmak
tzere, her ,y € A i¢in x <y oldugunda f(z) < f(y) kosulu ger¢ekleniyorsa,

f donusimiine sira-koruyan bir donisim denir.



Tanim 2.12. (Van Dalen, 2004) A bostan farkly bir kime, Ry,...,R, ler A
tuzerinde bagintilar, Fy, ..., F,, ler A tuzerinde fonksiyonlar ve her i € I icin ¢;
ler A nin sabit elemanlary olmak tzere (A, Ry, ..., Ry, Fi, ..., Fyp,{c; : i € I})

swral dizisine bir yapy denir.

Tanim 2.13. (McCune et al],[2003) A = (A, |) bir grupoid olsun. Her x,y, » €
A igin
(S1) zly = yl=,
(52) (z[x)|(z]y) = =,
(53) |((yl2)I(yl2)) = ((z[y)l(zly))lz,
(54) (z[((z[2)| ()] (=] ((z|2)|(yly))) = =

aksiyomlarina gercekliyorsa | islemine bir Sheffer stroke islemi denir. Buna ek

olarak,

(55) yl(z|(z|z)) = yly

ozdesligini gercekliyorsa bir ortho-Sheffer stroke islemi olarak adlandirilir.

Lemma 2.2. (McCune et al., |2002) A = (A,|) bir grupoid olsun. O zaman <

ikili bagintisy A kimesi tizerinde x,y € A igin
x <y egerve yalmz ejer x|y = x|
seklinde tanimlanirsa, < bagintist A kiimesi tizerinde bir kismi siralamadar.

Lemma 2.3. (McCune et al., |2002) |, A iizerinde bir Sheffer stroke ve <,
A = (A,]) yapisi dzerinde endiiklenmis bir kismi siralama olsun. O zaman

x,y € A i¢in asaqrdaki onermeler gerceklenir:

(1) = <y olmasu i¢in gerek ve yeter kosul yly < x|z olmasidur.

(17) x|(y|(z|x)) = z|x, A yapisin birimidir.

(1ii) Her z € A igin x <y ise y|z < x|z dir.

(v) a € A igin, a < x vea <y isez|ly < ala dir.
Tanmim 2.14. (Jun, |[1996a) H bostan farkl bir kiime olsun. O zaman —, H
tzerinde bir ikili islem ve 1, H nin seckin elemans olmak tzere her x,y,z € H
1$cin

(1) v — (y — ) =1,



(a2) (x — (y — 2)) — (. — y) — (x — 2)) =1 ve

(a3) t — y=y — x =1 ise 0 zaman x =y

aksiyomlarna gercekleyen H = (H,—, 1) cebir yapisina bir Hilbert cebiri

denir.

Lemma 2.4. (Jun, |1996a) H = (H,—, 1) bir Hilbert cebiri olsun. O zaman

H kimesi uzerinde x,y € H i¢in
r <y egerve yalniz ejer v — y=1

seklinde tanimlanan < ikili bagintisy H uzerinde bir kismi siralama bagintisidar.
Ayrica, bu siralama H tzerinde bir dogal siralamadir ve bu siralamaya gore 1,

H nin en buyik elemanadar.
Tanim 2.15. (Chajda et al., |2019) Her x,y,z € A i¢in
lL.xzdy~yduz,
2. 260~ =z,
3. rdl=1,
4 ()~
5. (v @y) Dy~ -(-ydr) S,
6. x®(xdy)~1,
7 2® (-(-(-(zdy) dy) dz2)dz)~1
kosullariny saglayan (2, 1, 0) tipindeki bir A = (A, ®,—,0) cebir yapisina

birlesmelr olmayan MV-cebiri ady verilir ve =0 cebirsel sabiti 1 ile gosterilir.

Ayrica, (5) kosuluna Lukasiewicz aksiyomu denir.

Ingilizce ”birlesmeli olmayan” anlamina gelen ”non-assocative” kelime-
sinden dolay1, birlesmeli olmayan MV-cebiri ifadesi kisaca NMV-cebiri olarak

adlandirilir.

Lemma 2.5. (Chajda et all (2019) A = (A, &,—,0) bir NMV-cebiri olsun. O

zaman < tkili bagintist A kiimesi tzerinde x,y € A i¢in
xr <y egerve yalniz eger —-xdy=1

seklinde tanimlanarsa, < tkili bagintist A kiimesi tizerinde bir kismi siralamadar.
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(Chajda and Kiihr, 2007b)) da gosterildigi gibi, (A, <), 0 en kiigiik ve 1
en biiyilik elemanina sahip bir kismi sirali kiimedir ve bu kiimeye A tarafindan

endiiklenen kismi sirali kiime denir.

Tanim 2.16. (Chajda et al., |2019) Her x,y, z € A i¢in

(n1) zly = ylz,

(n2) 2|0~ 1,

(n3) (z[D]1 ~ =,

(nd) ((=[D)|y)ly =~ ((y1)|z)lz,
(n5) («[D)[((z]y)[1) =1,

(n6) |(((((z]y)ly)]2)]2)[1) ~ 1

kosullariny saglayan (2, 0) tipindeki bir (A,|,1) yapisina bir gii¢li Sheffer

stroke NMV-cebiri adu verilir ve 1|1 cebirsel sabiti 0 ile gdosterilir.

Teorem 2.1. (Chajda et al., |2019) A = (A, &,—,0) bir NMV-cebiri olsun ve
her x,y € A icin

oly = &~
olarak tanimlansin. O zaman S(A) = (A,|,1) bir gicli Sheffer stroke NMV-
cebiridir.
Teorem 2.2. (Chajda et al.,|2019) S = (A, |, 1) bir gigli Sheffer stroke NMV-

cebiri olsun ve her x,y € A i¢in

@y = (z[D](y[1),
-z = |1,
0:=11
olarak tamimlansin. O zaman A(S) = (A, ®,—,0) bir NMV-cebiridir.

Tanim 2.17. (Hajek, 2015) (C,V,A,0,1) bir simrl kafes ve (C,®,1) bir

degismeli monoid olmak tzere her ¢y, cq,c3 € C i¢in

(A1) ¢1 © ¢ < c3 eger ve yalniz eger ¢; < co — ¢,

(AQ) caNecy=c1® (Cl — 02);
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<A3) (Cl — 02) V (CQ — Cl) =1

kosullariny saglayan (2,2,2,2,0,0) tipindeki bir (C,V,N\,®,—,0,1) cebirsel

yaprsina bir BL-cebirt denir.

Tanim 2.18. (Zadeh, 1965) X bostan farkle bir kime olsun. O zaman f :

X — [0,1] déontigimiine X “in bir fuzzy altkiimesi denir.

Bir cebirsel yapimin aksiyom sisteminin bagimsizligi, o yapiy1 olusturan
aksiyomlardan herhangi birinin diger aksiyomlar kullanilarak tiiretilemedigini
ifade eder. Bu nedenle, bir aksiyom sisteminin bagimsizligini gostermek igin
bagimsizlig1 gosterilmek istenen aksiyomun yanlig, digerlerinin dogru oldugu
bir model inga edilmelidir. Eger aksiyom sisteminin her bir aksiyomu i¢in boyle

bir model inga edilebiliyorsa o zaman bu aksiyom sistemi bagimsizdir denir.
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3 SHEFFER STROKE HILBERT CEBIRLERI

Bu boliimde, Sheffer stroke Hilbert cebiri kavrami incelenecektir. Once-
likle, Sheffer stroke Hilbert cebiri tanimlanarak, bu yeni cebirsel sistemin
aksiyomlarinin bagimsizligi gosterilecektir. Ayrica, bu sistemin cesitli 6zellikleri
sunularak, bu sistem tizerinde bir kismi siralama bagintis1 verilecektir. Bu
cebirsel sistem tizerinde tanimlanan bir birli iglem yardimyla Hilbert cebirleri
ve Sheffer stroke Hilbert cebirleri arasindaki iligkiler ortaya konacaktir.
Boylece, Sheffer stroke Hilbert cebirlerinin bir kafes yapisi olusturdugu so-
nucuna ulagilacaktir. Son olarak, bir Sheffer stroke Hilbert cebirinin tiiretici
sistemlerinin ve ideallerinin tanimlar: verilerek bu kavramlara iliskin 6zellikler

ve aralarindaki iligkiler aragtirilacaktir.

Tanim 3.1. H bostan farkly bir kime ve |, H dzerinde Sheffer stroke islemi

olmak her x,y,z € H i¢in

(SHay) (2|((y[(=12))|(yl (L) DIl (] (z[2)) (1 (z]2))] (@] (y]y) (2]
(z12)|(2l(212))))) = =|(x|2),

(SHay) z|(yly) = y|(z|z) = z|(z|z) ise 0 zaman z =y
aksiyomlarna saglayan (2) tipindeki (H,|) yapisina bir Sheffer stroke Hilbert

cebirt denir.
Lemma 3.1. (SHay ) ve (SHay) aksiyomlary bagimsizdar.

Ispat. Aksiyomlarm bagimsizhigimi ispatlamak i¢in aksiyomlardan bagimsizhigim
gostermek istedigimizi gerceklemeyen fakat bir digerini gercekleyen bir model
inga etmemiz gerekir. Bunun igin, ({a,b,1},|) yapisimi goz 6ntinde bulundu-

ralim.

(i) (SHay) aksiyomunun bagimsizhigini gostermek igin {a,b, 1} tizerindeki |

islemini Cizelge 3.1 deki gibi tanimlayalim:

| |a b 1
T a b 1
bla b 1
l1la b 1

Cizelge 3.1: (SHa;) in bagimsizhigimi gdstermek igin iglem tablosu
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O halde | iglemi (SHay) aksiyomunu saglar fakat

a = al(ala)
7 (al((al (11))|(al (1]1))))[(((al(ala))|((a] (1]1))
|(al(1[1))))[((al(ala))[((al(1[1))[(al(1]1)))))
= 1(1[1)
=1

oldugundan (SHa;) aksiyomunu saglamaz.

(ii) (SHag) aksiyomunun bagimsizigini gostermek igin {a,b, 1} tizerindeki |

iglemini (izelge 3.2 deki gibi tanimlayalim:

| la b 1
T 1 1 1
b1 1 1
111 1 1

Cizelge 3.2: (SHap) nin bagimsizhigim gostermek igin iglem tablosu

O halde | iglemi (SHa,) aksiyomunu gergekler fakat a|(1|1) = 1 = 1|(ala) iken

a # 1 oldugundan (SHay) aksiyomunu saglamaz. O

Ornek 3.1. H = {0,2,y, 2z, t,u,v, 1}, Sekil 3.1’de bulunan Hasse diyagramina
sahip bir kime ve H tizerindeki | islemi Cizelge 3.3°deki islem tablosuna sahip

bur tkili islem olsun.

Sekil 3.1: H kiimesinin Hasse diyagrami

O halde (H,|) yapisy bir Sheffer stroke Hilbert cebiri belirtir.
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|10 =2 y 2 t uwu v 1
o0j1r 1 1 1 1 1 1 1
z|1 » 1 1 v v 1 w
yl1l 1 v 1 uw 1 uw u
z|1 1 1 ¢t 1 t t t
t|1l v v 1 2z v uw =z
u|ll v 1 ¢t v y t vy
vl 1 w t uw t x =z
111 v v t 2z y x 0

Cizelge 3.3: H ilizerindeki | Sheffer stroke igleminin tablosu

Lemma 3.2. (H,|) bir Sheffer Stroke Hilbert cebir olsun. O zaman her x,y €

H igin z|(z|x) = y|(yly) dir.

Ispat. (SHa,) aksiyomunda, es zamanl olarak, z yerine y ve y yerine x

yerlegtirilirse, (S1), (S2) ve (S3) aksiyomlar: kullanilarak

| (zle) = (|l yly))I((](@]2) (@] ly)
|yl ] () [l (yly)] (] (y]y)))))

( DIyly))l (z]))])|((2|(z]z))

) z|(zf))|2)|((z](z]))|2))] (yly)))

(( (zl2)|((l2) | (el2)) (] (z]2) | ((@]2)](2]2)))] (v

) I((((C |(Cl)| () DI (|2)[((z]2) | () (Yly)

= @[l)I((l)][(@]2)|((@]2)]2) [(((|2)](z]2)|((z]2)]2)))]

DIl (z]2) | (Clz) ) |((2]2)](2]2)) [ ((z]2)]2)))|(y]y)

= (z[(yly))| (@]2))|(yly ) (((z]2)[(x]2))] (yly)))

= (=[(yly)I )(zl(yly)))

elde edilir. Yukarida elde edilen esitlikte x yerine z|y konulursa, (S1) ve (S2)

(
(

(
((z]2)[(x]2))] (((z
)1yl I(((( )
[yl 1CCCCC

|
DI (z]x))

)
)
(
)
)

8

T

|
(
)
|
)

((((z])

|
| (yly)

(
(

aksiyomlarindan

([)((z[)(xly)) = (@@l )@y Yly))
= (|l I((l)wlz)[((yly)l(y]x)))(S1)
= yl(yly)

sonucuna ulagihir. O halde (S1) aksiyomundan

yllwly) = ()l((zly)l(x]y))
= (W2l (ylz))

= x|(z|r)
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dir. O

Uyar1 3.1. Lemma 3.2° den de géorilecegi iizere, tim (H,|) Sheffer Stroke
Hilbert cebirleri her x,y € H i¢in z|(x|x) = y|(yly) ozelligini saglayacagindan

(H,|) yapusy 1 ile gésterilen olan bir cebirsel sabite sahiptir.

Lemma 3.3. Bir (H,|) Sheffer Stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman her x € H

wein asagqidaki ozellikler vardur:

(1) =|(1[1) =1,

Ispat. (H,|) bir Sheffer Stroke Hilbert cebiri olsun.
(i) Uyar 3.1, (S1) ve (S3) aksiyomlarindan

z|(H1) = z|((z|(z|))|(z|(z|2)))
= ((z|2)|(z|2))|(x|z)
= (x|x)|((z]x)](z]x))
=
elde edilir.
(ii) Uyar1 3.1, (S1) ve (S2) aksiyomlarindan

U(zlr) = (2|(z]z))](x]2)
= (a]2)|(z](z]x))

= T

sonucuna ulagilir. O

Lemma 3.4. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman H kiimesi

tzerinde x,y € H i¢in
x <y egerve yalmz ejer z|(yly) =1

seklinde tamimlanan < ikili bagintist H tzerinde dogal siralama olarak ad-
landwrilan bir kismi siralama bagitisidir ve bu swralamaya gore 1, H nin en

buyik elemanadar.

Ispat. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun ve H kiimesi iizerinde <
ikili bagintis1 x,y € H i¢gin = < y eger ve yalmz eger z|(yly) = 1 seklinde

tammlansin.
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e Yansima: Uyar 3.1’ den her z € H i¢in z|(z|z) = 1 oldugundan = < z

dir.

e Ters simetri: x < y ve y < z olsun. Bu durumda z|(yly) = 1 ve

y|(z]z) =1 dir. O halde (SHay) aksiyomundan x = y elde edilir.

e Gegisme: © <y ve y < z olsun. O zaman z|(y|y) = 1 ve y|(z|z) = 1 dir.
Boylece, Uyar1 3.1, (SHa;) ve Lemma 3.3’den

1 = z|(x|z)
= (2[(lCI)YIIDI(@|(yly)|(z|(2]2))
[(z[(z|2)))I(([(yly) | ((z](z]2))[(z|(2]2)))))
= ([(D)I(A[(([(z][2) (2| (z2)))(L]((z](z]2))[(z](2]2)))))
= (z[(]2))

elde edilir, yani, x < z sonucuna ulagilir.

O halde bu bagint1 H iizerinde bir kismi siralama bagintisidir. Ayrica,
Lemma 3.3 (i)’den her z € H i¢in z|(1]1) = 1 oldugundan 1, H nin en biiyiik

elemamdair. O

Lemma 3.5. Bir (H,|) Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman her
,y,2 € H i¢in asagidaki ozellikler vardur:

(Shbi) @ < y|(z]z),

(Shby) x| ((y|(z[2)I(y](2]2))) = (x[(yly)[((z](z]2)|(2](z]2))),

(Shbs) (x| (yly)|(yly) = (yl(z]x))|(x]z),

(Shba) x| ((y|(z[2)I(y](=]2))) = yl((x|(z]2))](z[(=]2))),

(Shbs) = < (x|(yly)I(yly),

(Shbe) ((z|(yly)|(wly)I(yly) = x[(yly),

(Shbz) x|(yly) < (yl(z|2))[((2|(2]2))[(](2]2))),

(Shbs) x <y ise o zaman z|(x|x) < z|(yly) and y|(z|2) < x|(z|2) dir.

Ispat. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun.
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(Shby) Uyar 3.1, (S1), (S3) ve Lemma 3.3 (i)’den

| ((wl(l2)[(yl(zlx))) = |(((z]x)[y)|((z]2)]y))
= ((@[(z|2))|(z[(x]2)))]
= (1D)ly
= yl(11)
=1

ve boylece Lemma 3.4’den 2 < y|(z|x) elde edilir.

(Shby) (S1) ve (S3)’den

z|((y(z[2)(Wl(2]2))) = z[(((z|2)[¥)[((z|2)]y))
= ((=|(z[2)(=|(2]2))]y
= yl((z|(2]2))(z](z]2)))
dir.
(Shbs) (S1), (S3) ve Uyar1 3.1’den

z| ([ (yly) [y (=] (YY) (yly)))

= z|(((yly) (= lDI(Yly)I (] (yly))))

= ((|(yly)|([(yly) ) (z[(yly))

= (2|(yly)I(([(yly)[(=|(yly)))

-1

ve boylece Lemma 3.4’den = < (z|(y|y))|(y|y) sonucuna ulagilir.

(Shb,) (SHay) ve Uyan 3.1°den (z[((y|(2]2))[(y](z|2))I(((x|(y]y))[((z[(2]2)) (]
G ly)I((](z]2)[(z](2]2))))) = =[(z]z) = 1 oldugundan

Lemma 3.4’den

2| ((wl(zl2)IWl(z12)) < (lyly)I((l(z]2)](](2]2)))

bulunur. Ayrica, (Shby)’den y < z|(y|y) oldugu bilindigine gore Lemma

2.3 (iii) ve (Shby)’den

([(yly)((z](z]2)[(x|(=]2))) < yl((z|(z]2))[(2](=]2)))
= z|((yl(z[2)I(yl(=]2)))
elde edilir. Bu durumda, (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinden

(| (yly)|((=](z12))|(2](2]2))) = z[((y](z|2))|(y](2]2)))

sonucuna ulagilir.
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(Shbg) (Shbs)'den z|(yly) < ((=[(yly))[(yly))|(yly) dir. Aynca, (Shby), (Shby),
(S1), (S2) ve Uyar1 3.1’den

(@[l [l @ly) (@l ly) (] (yly)
= 2| (D WD Gy Il Gy yly) (1Y)
= (@| (@l WD) (yly)

|yl ly) (2] (y]y))
([l Wl (@l ly) | @ @ly) D@ Yly) (] (y]y))
([l YDl D] (yly) [(z|(y]y)))
( ( )|([(

|
(|
o (yly) ([ (yly)I (] (yly)))
1

Y

DI
(yly)
(

)
(

olduguna gore Lemma 3.4’den ((z|(y|y))|(y|v))|(y|y) < z|(y|y) elde edilir.
O halde ((|(y[y))|(yly)I(yly) = z|(yly) dir.

(Shbz) (Shby), (Shby), Uyar1 3.1 ve Lemma 3.3 (i)’den

@[yl (] ([2D) (] (2]2))|(2](
2)IDIWI(212))((l(2]2)] (z](2]2)))
= (Wl 2Dl ((z](z]2)) | (2
DIl (yly)) [ ((2](2]2))| (2] (2] 2)
((](( |(212))))

yl(2]2)))

2|2))[(x|(z]
| )
[€1
|(212)))))
)

bulunur ve Lemma 3.4’den z|(y|y) < (y|(z|2))|((x|(z]2))|(z](z|z))) dir.

(Shbg) x < y olsun. O halde Lemma 3.4’den z|(y|y) = 1 dir. (Shby) ve Lemma
3.3 (i)den (z|(z|x)[((=(wly)I(=l(wly)) = 2((=[wly)l(=l(yly)) =
z|(1]1) = 1 olduguna gére Lemma 3.4’den z|(z|z) < z|(y|y) elde edilir.
Ayni zamanda, Lemma 3.3 (ii) ve (Shb;)’den dolay1

Wl(zl2)[((2](z[2)](z](=]2))) = H((y](=]2)I((2](=]=
|((l(z]2)[((z](2]2))]
= (@[yly)I(((yl(=[2)I(

|

DI (=12)) (2
=1

)I(z]
(]
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oldugundan, Lemma 3.4’den y|(z|z) < z|(z|z) sonucuna ulagihr.

(Shbs) = < y olsun. O halde z|(y|y) = 1 dir. (Shby), (Shby), (Shbg), (S1), (S2)
ve Uyar1 3.1’den

@[l Il (@l (2|2))] (z]2) [yl (2]2)] (z]2)))
([l @l @l @l yly)]
z|z) (]l (yly)] la) (| (y]

y)I Wyl ) (]l Yly)(x])))

((z] yly))l (zfx))|
NI((l(yly))]
|(wly)I(z|x)))
|(ly)|(z|z))]

(](yl))|(v]

T

(2]
yly))|
| Nyly))|(z]x)

)
)
|
( (
( ( )
(ly)I () (((
(((z[(

(

8
=
<
S~—

(
)
)
(

) (z]z)))
((=|(yly))l
[y)|(z|z)))

—~ ~—~
=
<
~— ~—

sonucu bulunur ve Lemma 3.4’den (z|(y|y))|(y|ly) < (y|(z|z))|(z|z) elde edilir.
Benzer sekilde, (y|(z[2))|(z|z) < (z|(y]y))|(yly) dir. Buradan (z[(y[y))|(yly) =

(y|(z|x))|(x|z) sonucuna ulagilir. O

Lemma 3.6. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman her

x,y,2 € H igin

z|(yly) < (=l(x]2))((=](y[y)[(z](y]y)))
dir.

Ispat. (Shby), (Shby), Uyar 3.1 ve Lemma 3.3 (i)’den

([l (2 ) )l @) ) Yl))))

= (|l Il Gl E @l Y1)

= z[(((| ()| (Gl Wyl ly) @] Yl)))))

= z|(1[1)

=1

oldugundan, her z,y,z € H i¢in z|(yly) < (2[(z[x))[((=|(y]y))|(z[(y]y))) dir.
O

)
)
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Teorem 3.1. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. Eger x — y :=

x|(yly) seklinde tanwvmlanirsa, o zaman (H, —>, 1) yapisy bir Hilbert cebiridir.

Ispat. (H,|,1) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun ve z — 5 := z|(yly) ile

tanimlansin.
(a1) Swrasiyla, (Shby), Uyar: 3.1 ve Lemma 3.3 (i) kullamlarak

v —(y—2) = 2[((yl(z]2))](yl(z])))

elde edilir.

(ag) Swrasiyla, (SHa;) ve Uyar1 3.1 uygulanirsa

(2 —(y—2) —((r—y) — (r—2))

(
= (@|(([(=[2)I(l(z]2)DI(((=](yly))
(@[l (Yl ((](2]2))] (=]

= z|(z|z)

=i
sonucuna ulagilir.

(az) * — y =y — x = 1 olsun. O halde Uyar1 3.1'den z|(yly) = y|(z|z) =
1 = z|(z|x) olur. Bu durumda, (SHay)’den x = y elde edilir.

]

Ornek 3.2. H := {0,p, q, 1} olmak tizere Cizelge 3.4 de verilen islem tablosuna
sahip (H,|) Sheffer stroke Hilbert cebirini goz oninde bulunduralim:

|1 p q¢ O
110 ¢ p 1
plg g 1 1
g|p 1 p 1
01 1 1 1

Cizelge 3.4: H {izerindeki | Sheffer stroke iglem tablosu

O halde bu Sheffer stroke Hilbert cebiri araciligiyla tanimlanan Hilbert
cebiri Clizelge 3.5° deki islem tablosuna sahiptir:
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— |1 p q O
1 1 p q 0
p |1 1 ¢

g |1 p 1 p
0 |1 1 1 1

Cizelge 3.5: H tizerindeki — islem tablosu

(H,|) yapsi, 0 en kiigiik elemanina sahip bir Sheffer stroke Hilbert cebiri
olsun ve H fizerinde bir ”*” birli islemi her z € H i¢in z* = z|(0]0) ile

tammlansin.

Lemma 3.7. (H,|), 0 elemanina sahip bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun.

O zaman her x € H i¢in asagidaki ozellikler vardur:
(i) 0|0 =1 ve 1|1 =0,

(ii) 1* =0 ve 0* =1,

(111) z|1 = z|x,

(v) =* = x|z,

(0) 210 =1,
(vi) (27)" ==,
(vii) x|z* = 1.

Ispat. (H,|), 0 elemanina sahip bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun.

(i) 0, H nin en kiigiik eleman1 oldugundan her z € H i¢in 0 < z ve 0 < z|x
dir. O halde Lemma 2.3 (iv)’den z|(z|z) < 0|0 sonuglandirilir. 1, A nin en
biiyiik elemani oldugundan ve Uyari 3.1’den 0|0 = 1 elde edilir. Oyleyse,
(S2)’den 1|1 = (0]0)[(0]0) = 0 elde edilir.

(ii) Swrasiyla, Uyar1 3.1 ve Lemma 3.3 (ii)’den 0* = 0/(0[0) = 1 ve 1* =
1/(0]0) = 0 bulunur.

(iii) 1, H nin en biiyiik elemani oldugundan ve Lemma 2.2’den z|1 = z|x elde

edilir.
(iv) (i) ve (iii) siklarindan z* = z|(0]|0) = z|1 = z|x elde edilir.

(v) (i) sikkindan ve Lemma 3.3 (i)’den z|0 = z|(1]1) = 1 bulunur.
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(vi) (iv) ve (S2)’den (z*)* = (z|z)|(z|r) = = sonucuna ulagihr.

(vii) (iv) ve Uyar1 3.1’den z|z* = z|(z|z) = 1 elde edilir.
0

Teorem 3.2. (H,—, 1), 0 elemanina sahip bir Hilbert cebiri olsun. O zaman

x|y :=x — y* ile tanmoml (H,|) yapise bir Sheffer stroke Hilbert cebiridir.

Ispat. (H,—,1), 0 elemanina sahip bir Hilbert cebiri olsun ve z|y :== & — y*
ile tanimlansin.

(SHa,): Tamim 2.14 (a;) ve Lemma 3.7 (vi)’den

(@[ (I 2Dl Yl)I(l(2]2)]
(@](z[2)))I(([(yly) (] (2]2)](2](2]2)))))

~—

—

x
1

=r—z
sonucu bulunur.
(SHay): z|(y|ly) = y|(z]z) = z|(x|z) olsun. O halde v — y =y — =2 —

x =1 ve boylece Tanmim 2.14 (ag)’den x = y elde edilir. O

Ornek 3.3. H = {0,2,y, z,t,u,v,1} olmak iizere Cizelge 3.6°daki islem

tablosuna sahip (H,—>, 1) Hilbert cebirini goz éniinde bulunduralim:

— 10 z vy 2z t uwu v 1
0 11 1 1 1 1 1 1
x v 1 v v 1 1 v 1
Y v v 1 w 1 w 1 1
z t ¢t ¢t 1 ¢t 1 1 1
t z v v z 1 uwu v 1
U y t y v t 1 v 1
v z x t w t uw 1 1
1 0O =z vy 2z t uw v 1

Cizelge 3.6: H iizerindeki — iglem tablosu

O halde bu Hilbert cebiri araciligiyla tanimlanan Sheffer stroke Hilbert
cebiri Ornek 3.1°de bulunan Sheffer stroke Hilbert cebiridir.
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Onerme 3.1. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve < bagintiss H tizerinde
bir dogal siralama olsun. O zaman (H, <) yapist 1 en biyik elemanina sahip

bir join-yari kafestir ve x vV y = (x|(y|y))|(y|y) dir.

Ispat. (H,|) bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve < bagmtisi H iizerinde bir
dogal siralama olsun. O halde (Shbz) ve (Shbs)’den =z < (z|(y|y))|(yly) ve

y < (yl(z|z))|(x|z) = (x|(yly))|(yly) elde edilir. Bu durumda, (z|(yly))|(y|y);

x ve y i¢in bir st simrdir. z,y < z oldugunu varsayalim. O zaman (Shbg),
(Shbs) ve Lemma 3.3 (ii) kullamlarak (z|(y|y))|[(yly) < (z[(yly)I(yly) =
(yl(212))I(2]2) = 1[(2]2) = = sonucuna vanlr. Oyleyse, (x|(yly))|(yly); « ve
y'nin en kii¢iik st simr1 (supremumu), yani z Vy = (z|(y|ly))|(yly) elde

edilir. O

Onerme 3.2. (H,|), 0 elemanls bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve < bagintisi
H dizerinde bir dogal swralama olsun. O halde (H,<) yapise 0 en kiigik
elemamina sahip bir meet-yart kafes ve x Ay = ((z]z) V (yly))|((z]x) V (y]y))
dir.

Ispat. (H,|), 0 elemanh bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve < bagmtisi H
iizerinde bir dogal swalama olsun. O zaman Lemma 2.3 (i), Onerme 3.1
ve (S2)'den ((z|z) v (yly)l((z]z) Vv (yly)) < (zfx)|(z]r) = = ve ((z|z) v
Wlw)I((lz) v (yly)) = ((wly) v (@l2)[((yly) V (z]2) < (yly)l(yly) =y elde
edilir. Boylece ((z|z) V (y|y))|((x]z) V (y|y), x ve y'nin bir alt siirndir. z < z,y

(

olsun. O zaman Onerme 3.1, (S2) ve Lemma 2.3 (i)’den

z = (22)[(22)
= ((z]2) V (wlw)I((=l2) V (yly)
< (@) v (yly)I((x]2) v (yly)
elde edilir. Oyleyse ((z|z) V (y|y))|((z|z) V (y|y), = ve y’'nin en bityiik alt smir1
(infimumu) ve buradan z Ay = ((z|z) V (y|y))|((z|z) V (y|y)) elde edilir. O

Sonug 3.1. (H,|), 0 elemanly bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman
(H,V,A,0,1) bir kafestir.

Teorem 3.3. (H, |y) ve (G, |q) iki Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman
H x G kiimesi tizerinde her (x1,y1), (2, y2) € H X G i¢in (x1,y1)|gxc (T2, y2) =

(x1|gxe, y1lgy2) ile tanwmly |gxa Sheffer stroke islemi olmak dzere (H X

G, |uxa) yapisi da bir Sheffer stroke Hilbert cebiridir.
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3.1 Idealleri

Bu kisimda, Sheffer Stroke Hilbert cebirlerinin idealleri ve tiiretici sis-
temleri tanitilarak, bu kavramlara iligkin o6zellikler ve aralarindaki baglantilar
incelenecektir. Okunabilirligi kolaylagtirmak adina, aksi belirtilmedikge, bir

Sheffer stroke Hilbert cebiri kisaca H ile gosterilecektir.
Tanim 3.2. Her x,y € H i¢in

(i) 1€8S,
(i1) x € S ve z|(yly) € S ise 0 zaman y € S

kosullarint saglayan H nin bir S altkiimesine H Sheffer stroke Hilbert cebirinin

bir turetici sistemi denar.

Tanim 3.3. Her x,y € H i¢in
(SSHI1) 0 € I,
(SSHI2) (z|(yly)|(z|(y|ly)) € I vey € I ise 0 zaman x € I
kosullarny saglayan H 'nin bostan farkly bir I altkimesine H Sheffer stroke

Hilbert cebirinin bir ideali denir.

Ornek 3.4. Ornek 3.27de verilen Sheffer stroke Hilbert cebirini goz oninde
bulunduralim. O zaman H 'nin kendisi ile {0}, I, = {0,p} ve I = {0,q}

altkimeler: H 'nin idealleridir.

Teorem 3.4. 0 € I olmak tzere I, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir
altkimesi olsun. O zaman I’'nwn H 'nin ideali olmasy i¢in gerek ve yeter kosul

her x € H i¢in x <y vey € I oldugunda x € I olmasidar.

Ispat. (=) I, H'nin bir ideali, y € I ve = < y olsun. O zaman Lemma 3.4’den
z|(y|y) = 1 nulunur. Lemma 3.7 (i)’den (z|(yly))|(z|(y|ly)) = 1|1 =0 € I ve
boylece (SSHI2)'den z € I elde edilir.

(<) 0 € I olacak sekilde I, H'nin bir alt kiimesi olsun. Her 2 € H i¢in
xr <yvey € [ ise o zaman x € [ oldugunu kabul edelim. O zaman Lemma 3.7
(i)’den (z|(y|y)|(z|(y|ly)) = 1|1 =0 € I ve y € I oldugundan x € [ sonucuna
ulagilir. O halde I, H'nin bir idealidir. O

Sonug 3.2. I, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir ideali ve y € I olsun.

Eger yly < x|z ise o zaman x € I dir.
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Ispat. Lemma 2.3 (i), (S2) ve Theorem 3.4’den elde edilir O
H nin bogtan farkl bir altkiimesi i¢in, bir
C(I) =A{z|x:z eI}
altkiimesi tanimlansin.

Teorem 3.5. [’'min H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir ideali olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul C(I) 'nan H 'nin tiretici sistemi olmasudar.

Ispat. I, H'nin bir ideali olsun. O zaman (SSHI1)’den 0 € I ve Lemma 3.7
(i)’den 0|0 = 1 € C(I) elde edilir. Her z,y € H i¢gin z € C(I) ve z|(yly) € C(I)
olsun. Bu durumda = = ala ve x|(y|y) = b|b olacak sekilde a,b € I elemanlar

mevcuttur. (S1) ve (S2)’den

((wly)l(ala)((yly)l(ala)) = ((ala)l(y[y))|((ala)[(yly))
= (zl(yly)[(=|(y]y))
(b[b)](0]b)

= bel
ve boylece (SSHI2)'den y|y € I elde edilir. Boylece (S2)’den y = (y|y)|(y|y) €
C(I) sonucuna ulagilir. O halde, C(I) H’nin bir tiiretici sistemidir.

Diger taraftan, C'(I)'nin H nin bir tiiretici sistemi oldugunu kabul edelim.
1 € C(I) ve Lemma 3.7 (i)’den 1 = 0|0 oldugundan 0 € I dir. Her z,y € H
icin (z|(y|y)|(z|(y|y)) € I ve y € I olsun. O halde (S1)-(S2) aksiyomlarindan
W) (1) (zl2) = 2l(ly) = (@ )@ E)IE @) € o)
ve yly € C(I) ve boylece Tanim 3.2 (ii)’den z|x € C(I) oldugundan x € I elde
edilir. O halde I, H'nin bir idealidir. m

Ornek 3.5. Ornek 3.4 goz ontinde bulunduralim. O zaman H 'nin I, = {0, p}
ideali igin 0|0 = 1 ve p|p = q oldugundan, C(Iy) = {q,1}, H 'nin bir tiretici

sistemidir.

Gozlem 3.1. Z, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin ideallerinin bostan farkl

bir ailesi olsun. O zaman I = NI, H 'nin bir idealidir.

Tanim 3.4. A, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir altkiimesi olsun. O zaman
H'nin A’y kapsayan en kiigik idealine H Sheffer stroke Hilbert cebirinin A

tarafindan tretilen ideali denir ve (A) ile gosterilir.
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Gozlem 3.2. A ve B, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin iki altkimesi olsun.

O zaman asaqidaki ozellikler saglanr:
(1) {{0}) = {0} ve () = {0}.

(ii) (H) = H ve ({1}) =

(i1i)) A C B ise o zaman (A) C (B) dir.

(iv) x <y ise o zaman ({z}) C ({y}) dir.

(v) Eger A, H’nin bir ideali ise, o zaman (A) = A dir.

Gozlem 3.3. Herhangi bir n dogal sayisi icin x"|(yly) rekirsif olarak asaqidaki

sekilde tanimlansin:

2 (yly) = =l (yly) ve x| (yly) = =|((@"|(yly)) (2" (yly)))-

(Shbs )’den ve timevarim ilkesinden

(Shby)

2| (@] (- (2] (21|l )| @11 (Y1) D @] (- (2] (1] () (211 (y]9))))-)))
= @] (- (2 [ (2]l [l (YY) -1 (2 ()= (y])))---))
ve ozel bir hali olarak
(Shbo) z|((="(yly)] (=" |(yly))) = ="|((z[(yly)[(z](y[y)))
elde edilir.

a,y,T1,....,t, € H elemanlary olsunlar. Swraswyla, (Shby), (Shbg), (Shby)
ve Uyary 3.1 kullanilarak

(((@n]((-.(21]((y[(ala))l (y[(ala)))). )] (.
(yl(ala))))...)(ala))(ala))[((za|((...(z:]((y[(ala
(ala))))-- (- (z1|((y[(ala))|(y[(ala))))-..
((wl(ala)[(yl(ala))))..)[(.--(z1]((yl(ala))[(yl(a | )))--)))) =1
ve Lemma 3.4 den
(((@nl((--(21]((y[(ala)) | (y[(ala)))).. ) (... (x1] ((y](ala)[(yl(ala))))...)))
[(ala)l(ala)) < (zal((..(21] ((yl(ala)|(yl(ala)))).. ) |(..(2a] (yl(ala))  (3-3)
|(yl(ala)))).-.)))
sonucuna ulagilir. Boylece (Shbs)’den (Shbyiq)
(((@n]((-.(21]((y[(ala))| (y[(ala)))).- )] (..
(z1|((yl(ala)|(yl(ala))))-..)))l(ala))|(ala))
= (zn|((--(21[((yl(ala)|(yl(ala))))...)]
(- (z1]((y[(ala))[(yl(ala))))...)))
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elde edilir.

Teorem 3.6. A, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bostan farkl bir altkimesi

olsun. O zaman (A) ={x € H : a1,...,a, € Ai¢in (a,|a,)|((...(((a1]a1)|z)|((ay

Ispat. U={z € H: ay,...,a, € Aicin (an]a,)|((...(((a1]a1)|z)|((ar]ar)|z))...)]|
(- (((@]ar)[)|((ar]ar)|z))...)) = 1} olsun.

Ik olarak, U’'nun H’nin bir ideali oldugunu gosterelim. A, U’'nin bogtan
farkl bir altkiimesi oldugundan bir a € A elemani vardir. O zaman Lemma 3.7
(v) ve (S1) aksiyomundan (a|a)|0 = 0|(ala) = 1 ve buradan 0 € U elde edilir.
(x|(y|y))|(x|(y|]y)) € U ve y € U olsun. Bu durumda
(Shbys)

(andan) (- ((anlan) (1)) (1wl (anlan)| (@ Gl @ )~
| (- (((ar|a) [(C |yl )] ([ (Yl (ar|an) [y ]y)) [ (2] (Yl)))))--)) = 1

ve

(b b )| ((--- (((r[01) [9) [ ((02[b1)[9))-- )| (- (((Br]b1) [9) | (0 [b1)]y))--)) = 1

olacak gekilde a; € A (i =1,...,n) ve b; € A (j =1, ...,m) vardir. Béylece (S1)

ve (Shhy)’dan yly < (an|an)|((-.-(((a1]ar)|2)[((ar]ar)|2)). ) (- (((a1]ar)[2)[((a ]
ai)|z))...)) sonuglandirilir. (Shbg) ve (S1) kullanilarak

(b1 60)[9)[((B1]62) ) )| (- (((Br[b2) [) [((B1[61)[)) )

< (b )| (C-- (((r]br) [ ((@n|an) [((-- (((ar]ar) [2) [ ((ar|ar)]2))..)
| (((arar) )| ((ar]ar)|2)).- D)) ((Br]b2) | ((anlan) | (... (((aa]
ay)|z)|((arlar) ). )[ (- (((ar]ar) )| ((ar]ar) |))..)))))---)]
(- (((Br[B2) | ((@nfan ) (C---(
)

1 = (bm|bm)|(( ((
)

S
—_
8
~—
—~
—~
S
—_
S
—_
~—
~—
~—
~—
~—
~—
~—
—~
—~

(b | b
|a1)])
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elde edilir. O halde € U ve buradan U, H’'nin bir idealidir. V', H’nin

A’y1 kapsayan bir ideali ve x € U olsun. O zaman aq,...,a, € A igin

(@nlan)|((-(((ar]ar)]x)[((ar]ar)]x)).. )| (((ar]ar) [2)|((ar|ar)[2))...)) = Tdir.

(S2) aksiyomundan

L= (an|an)[(((anfan-2)|((..((ar]ar)]2)... )| (. ((a1]ar) )
DI ((@nrlan-2)|((-((ar]ar)[z)..)|(-.((ar]ar)[)..))))
= (anfan)|[(((((an—lan-1)[((...((ar]ar)]2)..)[(...((ar]ar)|2)...)))
|((@n—1lan-1)|((-.((ar]ar)|2)..)[(---((ar|ar)[z).. )))(((@n-1]|

(- ((ar]ar)|)- - )DI(((@n-1lan-2)[((.((ar]ar) [z)..)|(-..((a1]ar)

ve buradan

(
((-((ar|ar)z)..)|(- ((ar]ar) ). )| ((@n—rfan—1)|((..((ar]
)= IDI((an—|an-)[((.((ar]ar)|2)
((an—1lan—1)[((.((ar]ar) [x)...)|(-..((as]
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...))) € V elde edilir. O halde

((an—rfan-1)[(((an—2lan—2)[((..((a1]ar)|2)..)|(-..((ar]a1)]2)...)))[((an—2]
an—2)|((--((ar]ar)|2)..)[(.-((arar)[2)-- ) ((@n-1lan—1)[(((an—2]an—2)
|((--((aa]ar)[2).. ) (.- ((ar]ar) ). )| ((an—2lan—2) [((-((ar]ar) ). )|
((ar]ar)]z)..))))) = ((@n-1lan-2)|((.-((ar|ar)[z).. )[(...((a1]ar) |2)-..)))]
((@n—1lan-1)|((--((ar]ar)|2).. )[(.((ar|ar)[2)...))) € V
ve a,_1 € A C V olduguna gore (S1), (SSHI2) ve (S2)’den ((an—a|an—2)|((...((a1
|a1)[).- ) (- ((ax]ar) ). ) ((@n-2]an—2)[((--((ar]ar) ). )[(..((ar|ar)]2)...)))
€ V sonucuna ulasilir.

Yukaridaki yontem (n — 2) defa tekrarlanarak = € V' elde edilir. Béylece
U C V ispatlanmig olur. Bundan dolay1, U = (A) dir. O

Eger A = {ay,...,a,} i¢in kisaca ({ai,...,a,}) = (a1,...,a,) yazilabilir.

Teorem 3.6’dan agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3. Herhangi bir a € H i¢in {(a) = {x € H : bir n dogal sayisu i¢in x|
(ala)™ = 1} dir.

Asagidaki teorem bir Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir ideali ve bir

eleman1 yardimiyla yeni bir idealinin nasil tanimlanabilecegini gostermektedir.

Teorem 3.7. I, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir ideali ve a € H olsun.
O zaman (I U{a}) = {x € H : bir n dogal saysi i¢in (z|(ala)™)|(x|(ala)™) €
I} dir.
Ispat. I, H'nin bir ideali, a € H ve U = {x € H : bir n dogal say1s1 icin (z(al
a)")|(z|(ala)™) € I} olsun. (al(ala)™)|(al(ala)™) = 1|1 = 0 € I olduguna gore
a € U elde edilir. x € I igin
vl < (ala)|((x|2)|(z]x))
= (ala)lx
= x{(ala)

((z[(ala))|(z](ala)))[((z](ala))|(z](ala)))

oldugundan Sonug 3.2'den (z|(ala))|(z|(ala)) € I ve dolayisiyla x € U’dur.

O halde I U {a} C U sonucuna ulagilir. U'nun H’nin bir ideali oldugunu

ispatlamak i¢in (z|(y|y))|(z|(y|ly)) € U ve y € U olsun. Sirasiyla,
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(Shbas) (((2(yly )] (yly)))I(ala)) (=] (yly)|(=[(yly))(ala)") € I ve
(Shbus) (yl(ala)™)|(yl(ala)™) € 1

olacak gekilde n ve m dogal sayilar1 vardir.

u,v € I'igin (Shbyz) ve (Shbyy)’den (((2|(y[y))[(x[(yly)))l(ala)")|(((z|(y
[)I(2|(yly)))I(ala)") = uve (y[(ala)™)|(yl(ala)™) = v elde edilir. Bu durumda

(S2) aksiyoumundan

(Shbys) ((2|(yly)I(x](yly))l(ala)" = ulu ve
(Shbyg) y|(ala)™ = vv

dir.

(Stbys)'den yly < (ulu)]((al(ela))|(z](ala)")) olduguna gore (Shby),
(Shbg) ve (Shbg)’dan vfv = yl(ala)™ < (ulu)|((z|(ala)™")|(z[(ala)™"™)) elde
edilir. Oyleyse (v[v)|(((uluw)|((z|(ala)™™)|(z|(ala)™™))I((ulu)|((](ala)™)]
(z|(ala)™*™)))) = 1 bulunur. u,v € I oldugundan Gézlem 3.2 (v) ve Theorem
3.6'dan (z|(ala)™*™)|(z|(ala)™™) € I ve buradan = € U elde edilir. Boylece

0 € U oldugundan U, H'nin bir idealidir.

Simdi V', H’nin I ve a’y1 igeren bir ideali olsun. Eger x € U ise, o zaman
(z|(ala)™)|(z|(ala)™) € I C V olacak sekilde bir n dogal sayisi vardir. Bu-
radan (((«|(ala)"~")|(z[(ala)"~"))|(ala)[(((z[(ala)""")[(z|(ala)"~"))I(ala)) =
(z](a|a)™)|(z|(ala)™) € V elde edilir. a € V ve (SSHI2)'den (z|(ala)"1)|(z|(a
la)"™1) € V olur. Yukarida uygulanan yontem (n — 1) defa tekrar edilerek
x € V sonucuna ulagilir. Boylece U C V', yani, U, H'nin I ve a’y1 igeren en

kiiciik idealidir. O halde (I U{a}) = U dur. O

Ornek 3.6. Ornek 3.4t goz ontinde bulunduralim. O zaman H 'nin I = {0, ¢}

tdeali ve p € H elemant alinirsa

her n € N igin (0[(p[p)")[(0[(p[p)") = 1[1 =0 € I,
n =1 i¢in (p|(plp))|(p|(plp)) = 1[1 =0 € L,
n =1 igin (q|(plp))|(¢|(p|p)) = q € I> ve
n =1 1gin (1|(plp))|(1](plp)) = q € I

olduguna gore (I U{p}) ={0,p,q,1} = H, H 'nin bir idealidir.
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3.2 Sizgegleri

Bu kisimda, Sheffer stroke Hilbert cebirlerinin siizgegleri tanitilarak

gesitli ozellikleri ve tiiretici sistemlerle arasindaki baglantilar incelenecektir.

Tanim 3.5. Her z,y,y1,y2 € H i¢in
(h)1E€F,
() x € H vey € F icin x|(y|ly) € F,
(f3) x € H ve yr,y2 € F igin (x|(y1]y2))|(y1ly2) € F
ozelliklerini saglayan H 'nin bostan farkl bir F' altkumesine H Sheffer stroke

Hilbert cebirinin bir stzgeci (filtresi) denir.

Ornek 3.7. Ornek 3.1°deki H Sheffer stroke Hilbert cebirini gz éniinde
bulunduralim. O zaman {u, 1}, {v, 1}, {t, 1}, {z, t,u, 1}, {z,u,v, 1}, {y,v, ¢, 1},

{1} ve H 'nin kendisi H 'nin sizgegleridir.

Teorem 3.8. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman H 'nin bir F

altkimesi H 'nin bir suzgecidir eger ve yalniz eger F', H ‘nin turetici sistemidir.

Ispat. (=) F, H’nin bir siizgeci olsun. O halde (f;)’den 1 € F olur. z € F
ve z|(yly) € F oldugunu kabul edelim. (f3)’de e zamanl olarak y; yerine z,
Yo yerine z|(yly) ve x yerine y yazilirsa (S1)-(S3), (Shbs), (Shbg), Uyar1 3.1 ve

Lemma 3.3’den

(Il @ (yly))I(l(zl(ly) = (l2)y)»]((z]2)]y)]y)
yl((zl2)[y)I((z|x)]y)
((l2)[)|((@]2) )| (yly) (yly)
(@|2)[(CylCwly)I Wl (yly)) (yly)
(z])

l)|(1[1))[(yly)
= yeF

(
(
= (
(
(

elde edilir. O halde F', H’nin bir tiiretici sistemidir.
(<) F, H'nin bir tiiretici sistemi olsun. O zaman
(f;): Tanim 3.2 (i)’den 1 € F elde edilir.
(f2): x € H vey € F olsun. y < z|(y|y) oldugundan Lemma 3.4 ve Tanim
3.2 (i)’den
yl((l(yly)|(z](yly))) =1 € F

ve boylece Tamim 3.2 (ii)’den z|(y|y) € F elde edilir.
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(f3): « € H ve y1,y2 € F olsun. (Shby), Uyar1 3.1 ve Tanum 3.2 (i)’den
il ((Waly2)192) | ((aly2)ly2)) = (Waly2) [ ((1]y2)l(91]y2)) = 1 € F olduguna gore
Tanmm 3.2 (ii)’den (yi|y2)|ye € F ve ayrica, (S1) ve (S2) aksiyomlarindan
Yl ((Wely2) |yl ) (Wely2)l(y1ly2))) = (Y1ly2)ly2 € F olmasi nedeniyle Tamm
3.2 (ii)’den (y1]y2)[(y1]y2) € F elde edilir. (f2) ve (S2)’den (z[(y1]y2))|(v1]y2) =

(
(@ ((yaly2) [aly2 ) ly2) Ly DI ly2) [ ly2)) | (@ ly2) [ ly2))) (2] (1
192))|(y1|y2) € F sonucuna ulagilir. O halde F, H'nin bir stizgecidir. O

3.3 Fuzzy Siizgecleri

Bu kisimda, Sheffer stroke Hilbert cebirlerinin fuzzy stizgecleri ve 6zel-

likleri incelenecektir.

Tanim 3.6. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve f wve g, H 'nin iki fuzzy
altkumesi olsun. O zaman f ve g arasindaki C kapsama bagintist her x,y € H
1cin

fSge flx) <glx)

ile tanwymlanar.

Tanim 3.7. H Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman her x,y,y;,y» € H
1¢in

(FH1) f(z) < f(1),

(FH2) f(y) < f(z|(yly)).

(FH3) min{ f(y1), f(y2)} < f((@[(y1]y2)[(w1]y2))

aksiyomlarine saglayan H 'nin bir f fuzzy altkimesine H 'nin bir fuzzy stzgeci

denir.

Ornek 3.8. Ornek 3.2’de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz ontunde
bulunduralim. O zaman
0.21, z=0,p ise
f(x) =19 0.33, z=q ise
0.56, z=1 1se
ile tamamlanan H 'nin bir f fuzzy altkimesi H nin bir fuzzy stzgecidir.
Lemma 3.8. H bir Sheffer stroke Hilbert cebirt ve f, H 'nin bir fuzzy suzgeci

olsun. O zaman her x,y € H i¢in

f(@) < f((=|(lv)l(yly)



34

dir.

Ispat. f, H’nin bir fuzzy siizgeci olsun. O zaman (Shbg)’den her z,y € H igin
F(=[ly)I(wly)) = f((yl(z|2))|(z]x)) bulunur. (FH3)'de es zamanh olarak

y1 yerine z, yo yerine x ve x yerine y konulursa f(x) = min{f(z), f(z)} <

F(l(l2)(zl2)) = f((=[(yly)I(yly)) sonucuna ulagihr. 0

Lemma 3.9. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman H nin her f

fuzzy siizgeci sira-koruyan, yani, x <y ise f(z) < f(y)’ dir.

Ispat. f, H'nin fuzzy siizgeci ve < y olsun. O zaman Lemma 3.4’den

z|(y|y) = 1 ve béylece Lemma 3.8 ve Lemma 3.3 (ii)’den f(z) < f((z|(y|v))|(yly)) =
F((yly)) = f(y) elde edilir. O

Lemma 3.9 un tersinin dogru olmadig1 asagidaki ornekle gosterilmektedir.

Ornek 3.9. Ornek 3.2’de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini ele alalim.

O zaman
0.79, = =1 use

0.21, aksi takdirde

ile tanaml H 'nin bir [ fuzzy sizgeci i¢in f(p) < f(q) olmasina ragmen p £ q
dir.

Bir Sheffer stroke Hilbert cebirinin sira-koruyan bir fuzzy altkiimesinin

genelde bir fuzzy siizge¢ olmadigr asagidaki érnek ile gosterilmektedir.

Ornek 3.10. Ornek 3.2°de sunulan H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz
oniinde bulunduralim. H’nin bir f fuzzy altkimesi f(0) = 0.13, f(p) = 0.14,
f(q) = 0.15 ve f(1) = 0.72 geklinde tanmmlansin. O zaman 0.14 = f(p) =
min{f(p), (@)} > f((0(pla))|(plg)) = f(0) = 0.13 oldugundan f sura-

koruyanduwr fakat H ‘nin bir fuzzy stzgeci degildir.

Lemma 3.10. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve f, H’nin bir fuzzy
altkimesi olsun. O zaman f, H nin bir fuzzy sizgecidir eger ve yalniz eger

(a) f sira-koruyandar,
(b) her z,y € H igin min{ f(z), f(y)} < f((z[y)|(z]y)) dir.

Ispat. (=) f, H’nin bir fuzzy siizgeci olsun. O zaman Lemma 3.9’dan f sira-

koruyandir. Ayrica, (FH3)'de, eg zamanh olarak, x yerine 1|1, y; yerine x
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ve yp yerine y yazilirsa, (S1), (S2) ve Lemma 3.3’den her z,y € H igin
min{ f(z), f(y)} < f((AD(z]y)(z]y)) = f((z|y)|(z|y)) sonucuna ulagibr.

(<) f, H'nin (a) ve (b) kogullarin saglayan bir fuzzy altkiimesi olsun.

(FH1): Her x € H i¢in « < 1 oldugundan, (a) kogulunu kullanarak
f(z) < f(1) elde edilir.

(FH2): Her z,y € H igin (Shby)’den y < z|(y|y) oldugundan (a) kosulu
geregi f(y) < f(x[(yly)) olur,

(FH3): (b) kosulunda x yerine y; ve y yerine y, konulursa, her x, y, y, €

H igin (Shby), (S2) ve (a) sikkindan min{f(y1), f(y2)} < f((valy2)|(y1]y2)) <
F((z(y1|y2))|(y1]y2)) elde edilir. 0

H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir f fuzzy altkiimesi i¢in H 'nin bir

Hy={zeH: f(z)=f(1)}

altkiimesi tanimlansin.

Onerme 3.3. A, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bostan farkl bir altkiimes

ve t; >ty olmak uzere ty,ty € [0,1] i¢in H 'nin bir fa fuzzy altkimesi

t1, x € Aise
falz) =
ta, aksi takdirde

ile tamwmlansin. O zaman fa'mn H nin bir fuzzy stzgeci olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul A’man H 'nin bir stzgeci olmasidir. Ayrica, Hy, = A’dur.

Ispat. A, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bogtan farkl bir altkiimesi ve ¢; >

to olmak tizere t1,ty € [0,1] igin H'nin bir f4 fuzzy altkiimesi

t1, =€ Aise
falz) =
to, aksi takdirde

seklinde tanimlansin.
(=) fa'min H'nin fuzzy siizgeci oldugunu varsayalim. (FH1)’den fa(1) =
t1 oldugundan 1 € A olur. z € H ve y € A olsun. O zaman f4(y) = t; bulunur.

(FH2)'den t1 = fa(y) < fa(z|(yly)), fa(z|(yly)) = t1 ve buradan z|(y|y) € A
elde edilir. x € H ve y;,y2 € A olsun.

ty =min{ f(y1), f(y2)} < fF(([(Wily2))(y1]y2),
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oldugundan f((z|(y1ly2))(y1]y2)) = t1 ve buradan (z|(y1ly2))|(y1ly2) € A
sonucuna ulagilir. O halde A, H'nin bir stizgecidir.

(<) A'nin H'nin bir siizgeci oldugunu kabul edelim. (f;)’den 1 € A
olduguna gore her x € H icin fa(z) < fa(1) = t; olur. z ve y, H'nin herhangi
iki eleman: olsun. Eger y € A ise o zaman (f3)'den z|(y|ly) € A ve buradan
fa(zl(yly)) = t1 = fa(y) elde edilir. Eger y ¢ A ise o zaman fa(y) = t2
olup, buradan fa(y) < fa(z|(yly)) elde edilir. z, y; ve yo, H'nin herhangi ii¢
elemani olsun. Eger y;,y» € A ise o zaman (f3)’den (z|(y1|y2))|(y1|y2) € A ve
bu durumda f4((#](y1|y2))[(y1]y2)) = t1 = min{ fa(y1), fa(y2)} sonuclandirilr.
Eger y1,y2 ¢ A ise 0 zaman to = min{fa(y1), fa(y2)} < fa((2](y1]y2))|(1]y2))
olur. Eger y; € Aveys ¢ A (yaday; ¢ A ve ys € A) ise 0 zaman fa(y1) =t
ve fa(ye) = to (ya da fa(y1) = ta ve fa(y2) = t1) elde edilir. Boylece,
ty = min{fa(), fa2)} < Fa((@lr3)|(lge)) olur. O halde f4, Hnin
fuzzy stizgecidir.

A, H’nin bir siizgeci olduguna gore

Hp, = {ze€H: fa(z) = fa(1)}
= {z € H: falz) =t}
= {reH: zeA}
= A

elde edilir. n

Lemma 3.11. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman H 'nin bir f
fuzzy altkimesinin H 'nin bir fuzzy siuzgeci olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her
t € [0,1] igin bostan farkl bir f = {x € H : f(x) > t} kimesinin H nin bir

suzgect olmasidar.

Ispat. fnin H'nin bir fuzzy siizgeci ve f, # 0 oldugunu varsayalim. O zaman
t < f(x) olacak sekilde bir z € H elemam vardir. (FH1)'den ¢ < f(x) < f(1)
olduguna gore 1 € f; elde edilir. y € f; olsun. O zaman t < f(y) bulunur.
(FH2)'den f(y) < f(|(yly)) oldugundan ¢ < f(y) < f(z|(y|y)) ve buradan
z|(yly) € f; elde edilir. y;,y2 € f; olsun. Bu durumda t < f(y1) ve t < f(y2)

olur. (FH3)'den ¢ < min{f(y1), f(y2)} < f((«[(y1]y2))|(31]y2)) oldugundan
(@|(y1|y2))|(y1ly2) € f: bulunur. O halde f;, H'nin bir stizgecidir.
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Diger yonden, bogtan farkli bir f; kiitmesinin H nin bir siizgeci oldugunu

1
kabul edelim. Bir x € H i¢in f(1) < f(z) olsun. Eger t = M € (0,1]

ise 0o zaman f(1) <t < f(z) ve dolaywsiyla 1 ¢ f; olup (f;) kogulu ile geligir.
Oyleyse, her z € H icin f(z) < f(1) olur. z,y € H icin f(z|(yly)) < f(y)
(z[(yly)) + f(y)

2
delde edilir. Bu durumda, y € f; olmasma ragmen z|(yly) ¢ f; olur ve

bu (f3) ile geligir. O halde her z,y € H icin f(y) < f(z|(yly)) bulunur.

olsun. Eger ¢t = / € (0,1] ise o zaman f(z|(y|ly)) <t < f(y)

Ayrica, z,y1,y2 € H i¢in f((z|(y1]y2))|(v1ly2)) < min{f(y1), f(y2)} olsun.
F (@19l (s ly2)) = 1 ve mind £ (), £(92)} = t olmak iizere t — 2312

(0,1] ise o zaman f((z|(y1]y2))(y1]y2)) < t < min{f(y1), f(y2)} elde edilir.
Boylece, y1,y2 € fi iken (x|(y1]y2))|(v1|ly2) ¢ fi oldugu igin, bu (f5) kosulu ile

Geligir. O halde her x, y1, yo € H i¢in min{f(y1), f(y2)} < f((2|(y1]y2))[(y1]y2))
elde edilir. O halde f, H'nin bir fuzzy siizgecidir. O]

S

Lemma 3.12. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve s,t € [0,1] i¢in s < t
olmak tzere fs ve f;, H min iki stiizgeci olsun. O zaman f, ve f; esittir eger ve

yalmiz eger s < f(ag) <t olacak sekilde bir ag € H elemanis mevcut degildir.

Ispat. s,t € [0,1] i¢in s < t olmak iizere f, ve f;, H'nin iki siizgeci olsun.
fs = fir oldugunu varsayalim. O zaman f; ={z € H:s < f(z)} = {xr € H :
t < f(x)} = fi olur. Eger s < f(ag) < t olacak gekilde bir ap € H eleman
vmevcut olsaydi o zaman ag ¢ f; = fs olurdu. Bu ise ay € f ile celigir. O
halde s < f(ag) < t olacak sekilde bir ag € H elemani mevcut degildir.

Diger yonden, s < f(ag) < t olacak sekilde bir ag € H elemaniin mevcut
olmadigini kabul edelim. f; # f; ve s,t € [0,1] i¢in s < t olacak sekilde f; ve
ft, H'nin iki siizgeci olsun. O zaman s < f(ag) < t olacak gekilde bir ag € H
vardir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢eligir. O halde f; = f; dir. ]

Sonug 3.4. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve f, H nin bir fuzzy siuzgeci
olsun. O zaman her s,t € Im(f) i¢in fs = f; olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

s =t olmasidar.

Ispat. f'nin H’nin bir fuzzy siizgeci oldugunu varsayalim.

(=) Herhangi s,t € Im(f) igin f; = f; olsun. O zaman ag,a; € H igin
flag) = s ve f(a;) = t olur ve buradan ag € f; = f; ve a1 € f; = fs, elde
edilir. Swrasiyla, s = f(ag) > t ve t = f(a;) > s olur ve bu durumda s = ¢

sonucuna ulagilir.
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(<) Eger s =t ise o zaman s,t € Im(f) i¢in f; = f; oldugu agiktir. [

Lemma 3.13. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri, f, H 'nin bir fuzzy stizgeci ve
ag € H olsun. O zaman f(ag) =t olmasi i¢in gerek ve yeter kosul s,t € [0,1]

olmak tizere her s >t i¢in ag € f; ve ag & fs olmasidar.

Ispat. f’nin H'nin bir fuzzy siizgeci ve ag € H oldugunu kabul edelim.

(=) flap) =t ve s,t € [0,1] igin s > ¢ olsun. f(ap) =t < s oldugundan
ag € fi ve ag ¢ fs elde edilir.

(<) s,t € [0,1] olmak iizere her s > t i¢in ag € f; ve ag ¢ [, olsun.
O zaman t < f(ag) < s elde edilir. t < f(ag) = sp oldugunu varsayalim. Bu

durumda, ag € fs, bulunur. Bu ise hipotezle geligir. O halde f(ap) = t’dir. O

3.4 Homomorfizmalar

Bu kisimda, Sheffer stroke Hilbert cebirleri tizerinde tanimli homomor-

fizmalar, 6zellikleri ve (fuzzy) stizgecler arasindaki baglantilar aragtirilacaktir.

Tanim 3.8. (G, |g) ve (H, |u) iki Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. Eger her
x,y € G icin

hzlay) = W) mh(y)

ise o zaman G’den H’ye tamimlanan bir h : G — H donusimine bir

homomorfizma denir. Ayrica, h(1g) = 1y oldugunu belirtelim.

Teorem 3.9. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olmak tizere h, H tzerinde
tamamly bir endomorfizma ve f H 'nin bir fuzzy altkimesi olsun. Eger f, H 'nin
bir fuzzy sizgeci ise o zaman her x € H igin fM(x) = f(h(x)) seklinde

tanamlanan H nin f* fuzzy altkimesi H nin bir fuzzy siizgecidir.

Ispat. W'nin H tizerinde tamml bir endomorfizma ve f’nin H’'nin bir fuzzy
siizgeci oldugunu varsayalim. f*, H'nin bir fuzzy altkiimesi ise her z € H icin

f™(x) = f(h(z)) seklinde tanimlansin. O zaman
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olur. Ayrica, her z,y,y1,y> € H igin

M lly) = F(h(l(yly)))
= f(h(=)|(h(y)|h(y)))
> f(h(y))
= M)

ve

@ nly)(nlya)) = FR((](ly2) | (]ye)))
= f((h(@)[(h(y1)|h(y2)))|
(h(y1)|h(y2)))
> min{ f(h(y1)), f(h(y2))}
= min{f"(y1), f*(v2)}

elde edilir. O halde f”, H'nin bir fuzzy siizgecidir. O
Teorem 3.9’un tersi, h endomorfizmasi orten oldugu zaman gergeklenir.

Teorem 3.10. H bir Sheffer stroke Hilbert cebir olmak tzere h, H tizerinde
tanwmly 6rten bir endomorfizma ve f, H 'nin bir fuzzy altkiimesi olsun. Eger f",

H 'nin bir fuzzy stizgeci ise o zaman f 'nin kendisi de H 'nin bir fuzzy stzgecidir.

Ispat. h, H iizerinde tammbh 6rten bir endomorfizma ve f, H'nin bir fuzzy

altkiimesi olsun. f"'nin Hnin bir fuzzy siizgeci oldugunu varsayalim. O zaman

f@) = f(h(w) = () < (1) = f(h(1)) = f(1)
elde edilir. Aymi zamanda, her z,y,u,v,y;,y2,v1,v2 € H i¢gin x = h(u), y =
h(v), y1 = h(vy) ve yo = h(vy) oldugundan

f@lyly)) = f(h()[(h(v)|h(v)))
= J(h(ul(v]v)))
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ve

Sl aly))l(ily)) = f((A(u)|(R(v1)|A(v2)))](h(01)|R(02)))
= J(A((ul(vi]v2))[(vi]v2)))
= "((ul(v]v2))[(v1]v2))
> min{f*(v1), f*(vs)}
= min{f(h(v1)), f(h(v2))}
= min{f(y1), f(y2)}

olur. O halde f, H’nin bir fuzzy siizgecidir. O]

Teorem 3.11. H bir Sheffer stroke Hilbert cebir olmak tzere h, H tuzerinde
tanamb bir otomorfizma ve f, H min bir fuzzy siizgeci olsun. O zaman f* = f

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her t € Im(f) icin h(f;) = f; olmasidur.

Ispat. h'nin H tzerinde tammmh bir otomorfizma ve f'nin H’nin bir fuzzy
siizgeci oldugunu kabul edelim.

(=) f" = f,t € Im(f) ve x € f; olsun. Béylece h(x) € h(f;) olur.
f(h(z)) = fi(z) = f(x) > t oldugundan h(z) € f; ve bu durumda h(f;) C f;
elde edilir. h(y) = x olacak sekilde x € f; ve y € H olsun. O zaman f(y) =
f"(y) = f(h(y)) = f(z) >t ve buradan y € f; elde edilir. x = h(y) € h(f;)
olacagindan f; C h(f;)’dir. O halde h(f;) = f; sonucuna ulagilir.

(<) Her t € Im(f) icin h(f;) = f: ve f(z) = t olsun. O zaman Lemma
3.13’den her s > t igin x € f, ve x ¢ f, olur. h(x) € h(f;) = f; oldugundan
f"(x) = f(h(z)) > t elde edilir. f*(z) = s oldugunu varsayalim. f*(z) =
f(h(x)) = s oldugundan h(x) € fs = h(fs) elde edilir. h bire-bir oldugundan
x € f, bulunur ve bu hipotezle celisir. Bu durumda, her # € H i¢in f*(x) =

f(h(x)) =t = f(x)dir. Sonug olarak, f* = f elde edilir.
Tanim 3.9. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy sizgeci olsun. H
uzerinde bir ~y tkile bagintisy her x,y € H i¢in

z o~y y e flzl(yly) = fQ) ve flyl(zlz)) = f(1) (3-4)
ile tanimlansin.

Tanim 3.10. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. Eger her x,y,z € H
igin oy iken x|zay|z oluyorsa o zaman « denklik bagintisina H dzerinde bir

kongrians bagintisy denir.
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Ornek 3.11. Ornek 3.1°de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz onunde

bulunduralim. H 'nin

0.11, a=0,z,y,t ise
fla) =

0.87, a=zu,v,1 ise

seklinde tanimlanan f fuzzy sizgeci i¢in ~p= {(0,0), (z, x), (v, y), (2, 2), (£, 1),
(u, u), (v,v), (1,1),(0,2), (x,0),(0,), (y,0), (0,2), (¢,0), (z,9), (y, x), (z,1), (¢,
), (y,1), (£, y), (z,u), (u, 2), (2,0), (v, 2), (2,1), (1, 2), (1,u), (u, 1), (L, 0), (v, 1),

(v,u), (u,v)} denklik bagintisy H tizerinde bir kongrians bagintisidar.

Lemma 3.14. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri olsun. O zaman H ‘izerindeki
bir a denklik bagintisinin H uzerinde bir kongriuans bagintise olmast i¢cin gerek

ve yeter kosul her x,y,z,t € H icin zay ve zat ise x|zaylt olmasidir.

Ispat. H bir Sheffer stroke Hilbert cebir, olsun. H iizerindeki bir o denklik
bagintisinin H tizerinde bir kongriians bagintisi ve xay ile zat olacak sekilde
x,y,z,t € H oldugunu varsayalim. O zaman (S1) aksiyomundan z|zay|z ve
ylzay|t elde edilir. O halde « denklik bagmtisinin gegiskenlik 6zelliginden
x|zay|t olur.

Diger yonden, her z,y,2,t € H i¢in xay ve zat ise z|zay|t oldugunu
kabul edelim. xay olacak sekilde z,y,z € H olsun. zaz oldugundan z|zay|z
elde edilir. O halde a denklik bagintis1 H iizerinde bir kongriians bagintisidir.

O

Lemma 3.15. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy stzgect ve ~y,
H dizerinde (3.4) ifadesindeki gibi tanimlanan bir ikili baginty olsun. O halde

~¢ bagintisy H tzerinde bir kongrians bagintisidar.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siizgeci ve ~ ¢, H tzerinde
(3.4) ifadesindeki gibi tanimli bir ikili bagint1 olsun. Tlk olarak, ~ 7 bagintisinin
H iizerinde bir denklik bagintisi oldugu gosterilsin.

e Yansima ozelligi: Uyar1 3.1'den f(z|(z|x)) = f(1) olduguna gore her
x € H i¢in o ~5 z elde edilir.

e Simetri ozelligi: x ~ y olacak sekilde z ve y, H'nin iki eleman olsun.

O zaman f(z|(yly)) = f(1) ve f(y[(z])) = f(1) ve buradan f(y|(z|z)) = f(1)
ve f(z|(yly)) = f(1) olduguna gore y ~ x elde edilir.
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o Gegisme ozelligi: © ~f y ve y ~5 2z olacak sekilde x,y,z € H olsun. O
saman f(zl(yly)) = F(1) = F(yl(ale)) ve F(5l(212)) = F(1) = F(2I(yly)) ol
(Shbz) ve Lemma 3.9 uyarmea f(1) = f([(yly)) < f((yl(z[2))|((z](z]2))[(z](z]
z)))) oldugundan f((y|(z[2))[((x[(z]2))[(z[(2]2)))) = [f(1) elde edilir. O
halde yl(212) € fr ve (IDIEENIEER) € fr elde edi
lir. Lemma 3.11’den ff), H'nin bir siizgeci oldugundan Teorem 3.8 ve
Tamm 3.2 (ii) geregi z|(z2|z) € fra) elde edilir. Bu durumda, f(z|(2]z)) >
f(1) oldugundan f(z|(z]z)) = f(1) dir. Ayrica, Lemma 3.6 ve Lemma
3.9dan f(1) = [f(yl(z]z)) < f(CI(ly)I((z](x]x)](z](x]x)))) oldugundan
FCEWII(l (@) (2] (z]x)) = f(1) ve buradan z|(yly) € fra) ve
(WY ((z](x]2))|(2|(x]2))) € fra) elde edilir. fgy,H nin bir siizgeci oldugun-
dan Teorem 3.8 ve Tamm 3.2 (ii)'den z|(z|r) € fra) bulunur. Boylece
f(z](z]z)) > f(1) oldugundan f(z|(z|z)) = f(1) ve buradan = ~; z elde
edilir.

Simdi ~ denklik bagintisinin H iizerinde bir kongriians bagintisi oldugu
gosterilsin. o ~f y ve z ~y t olacak sekilde z,y,2,t € H olsun. O zaman
fl(yly)) = F(1) = fyl(z]x)) ve f(2|(t[t)) = f(1) = f(t](2]2)) elde edilir.

(a) (S1), (S2), Lemma 3.6 ve Lemma 3.9 uyarinca

Q) = flzl(yly))
= f((ly)((z]x)[(x]2)))
< S(GI@IDIINI I (Cl)]@]e)| (] ((l)] (@])))))
= F((yl2)l((2|2)|(2]2)))

oldugundan f((y|2)|((z[2)|(x]2))) = f(1) ve benzer sekilde f((z|2)[((y|2)[(y
|z))) = f(1) elde edilir. O halde z|z ~ y|z bulunur.

(b) a sikkinda, eg zamanl olarak, = yerine z, y yerine ¢t ve z yerine y
yazilirsa, (S1) aksiyomundan y|z ~¢ y|t sonucuna ulagilir.

Oyleyse, ~; bagmtisiin gecigme 6zelliginden 2|z ~; y|t elde edilir. Sonug
olarak, Lemma 3.14’den dolay1 ~; denklik bagimtis1 H tizerinde bir kongriians

bagintisidir ]

Teorem 3.12. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy sizgeci ve ~,
H dzerinde f yardimiyla tanamlanan bir kongrians bagintisy olsun. O zaman

H/ ~={[z]~ : x € H} bir bolim kimesi ve H/ ~ tzerinde her x,y € H igin
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[]<|~ly]~ = [x|y]~ ile tanumle | Sheffer islemi olmak tizere (H/ ~,|.) yapist
bir Sheffer stroke Hilbert cebiridir.

Ispat. f'nin H'nin bir fuzzy siizgeci, ~ bagmtisiin H iizerinde f yardimyla
tanimlanan bir kongriians bagntisy, H/ ~= {[z]. : * € H} bir béliim kiimesi
ve |. Sheffer stroke igleminin her z,y € H i¢in [z] | [y]~ = [z|y]~ olarak

tanimlandigin kabul edelim. [z]., [y]~, [z]~ € H/ ~ olsun. O zaman

([ [~ ([~ (2]~ IS D S ([ |~ (2] [ [T )N (|
(W~ |~ [l D~ (2]~ [~ (S S D S (2]~ |~ (2~ L (20D~ (2]~
[~ (I~ D (2] [~ (2 ) s (e |~ (2 |~ [212)))
= [l (Wl Yl (l(2]2))
| ([Nl ((2](z]2))[(21(2]2)))))]~
= [z(z]z)]~
= gl ([z]~ ]~ [2] )
elde edilir. [z]|<([y]~[~[yl~) = [yl~|~ (2]~ |<z]0) = (2] (2]~ ]~ [2]~) olsun.
Uyant 3.1den [z|(yly)]l~ = [yl(z|z)]l. = [z|(z][z)]. = [1]. oldugundan

z|(yly) ~ 1 ve y|(z|x) ~ 1 bulunur. Boylece, Lemma 3.3 (i) ve (ii)’den

F(lly)I) = F(1) = fl(yly)) = FOU|(ly) (l(y]y))) ve f((yl(x]2)|(1]1) =

fFQ) = fyl(zle)) = fFO((y[(x]2))(yl(z]2)))) ve buradan z ~ y elde edilir.
Boylece [z]. = [y|~ sonucuna ulagihr. O halde (H/ ~,|.) yapist bir Sheffer

stroke Hilbert cebiridir. O

Ornek 3.12. Ornek 3.1°de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini géz oniinde

bulunduralim. H 'nin

0.73, a=wu,1 ise
fla) = o
0.27, akst takdirde

seklinde tanvmlanan bir f fuzzy stzgeci yardimiyla H vizerinde ~ = {(0,0), (z,

2, (5:9): (2,2, (6,1), (), (0,0), (1,1), (1,0, (0, ), (9,0, (u, 1), (2,1), (1),

(z,v), (v, 2)} kongrians bagintisi tanemlansin. O zaman H/ ~= {[0], [z]~, [v]~, [1]~}
bolim kiimesi olmak tizere (H/ ~,|.) yapise Sekil 3.2°deki Hasse diyagramina

ve (izelge 3.7°deki islem tablosuna sahip bir Sheffer stroke Hilbert cebiridir.
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Cizelge 3.7: H/ ~ iizerindeki |. Sheffer stroke iglem tablosu

3.5 Normal ve Maksimal Fuzzy Siizgecler

Bu kisimda, Sheffer Stroke Hilbert cebirlerinin normal ve maksimal fuzzy
siizgeclerini tanitacagiz. Ayrica, bu fuzzy siizgeclerin ozelliklerini inceleyerek

aralarindaki baglantilar1 ortaya koyacagiz.

Tanim 3.11. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siuzgeci olsun. O
zaman f(x) = 1 olacak sekilde bir x € H elemant varsa f’ye H 'nin normal

fuzzy stzgeci denir.

Ornek 3.13. Ornek 3.1'de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz
oniinde bulunduralim. O zaman f(0) = f(y) = f(z) = f(v) = 0.01 ve
flz) = f(t) = f(u) = f(1) =1 seklinde tanmwmlanan H 'nin bir f fuzzy sizgeci
normaldir. Fakat Ornek 3.8°de f(x) = 1 olacak sekilde bir x € H elemam

mevcut olmadigindan H nin f fuzzy stizgect normal degildir.

Onerme 3.4. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siuzgeci olsun. O

zaman [ nin normal olmasu i¢in gerek ve yeter kosul f(1) =1 olmasidar.

Ispat. (=) f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir normal fuzzy siizgeci olsun.
O zaman f(x) = 1 olacak sekilde bir z € H elemanm mevcuttur. Her x € H

icin f(z) < f(1) oldugundan 1 = f(z) < f(1) ve buradan f(1) =1 elde edilir.
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(<) f(1) = 1 olacak sekilde f, H’nin bir fuzzy siizgeci olsun. f(z) = 1
olacak gekilde bir x = 1 € H elemani mevcut oldugundan f, H’nin bir normal

fuzzy stizgecidir. O

Onerme 3.5. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy sizgeci olsun. O
zaman her x € H i¢in fH(x) = f(z) +1— f(1) ile tanemlanan H 'nin bir f+

fuzzy altkiimesi H 'nin bir normal fuzzy stizgecidir ve f C f+ dir.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siizgeci olsun ve H’nin
bir f* fuzzy altkiimesi her z € H icin f*(z) = f(z)+1— f(1) ile tanimlansim.
O zaman her z,y,y1,y> € H igin

(FH1): f*(1) = f(1) + 1= f(1) = flz) +1— f(1) = [ (2),

(FH2): f*(2|(yly)) = f(zl(yly)) +1=f(1) = f(y) +1—f(1) = fH(y) ve

(FH3):

F@lwly)lwly) = f(@lwily2)|(ilye)) +1 - f(1)
> min{f(y), f(y2)} +1— f(1)
= min{f(y1) +1 - f(1), f(y2) +1— f(1)}
= min{/" (1), [ (y2)}

elde edilir. Bu durumda f*, H'nin bir fuzzy siizgecidir. f*(1) = f(1) + 1 —
f(1) = 1 oldugundan Onerme 3.4 geregi f* normaldir. Ayrica, her = € H icin
flz) < f(x)+1—f(1) = fT(z) oldugundan f C f* elde edilir. O

Onerme 3.6. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkiimesi ve [,

H ’nin bir fuzzy stizgeci olsun. O zaman f, H nin bir fuzzy siuzgecidir.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkiimesi ve f*, H’nin
bir fuzzy stizgeci olsun. O zaman her x,y, y1,y2 € H igin

(FHI): 1= f(1)+1— f(1) = /*(1) > f*(2) = f(x) + 1~ (1) olduguna
gore f(1) > f(z) bulunur.

(FH2): f(y) + 1= f(1) = [T (y) < [T (2llyly) = fzlyly) +1 - (1)
olduguna gore f(y) < f(z|(y|ly)) sonuclandirilir.
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(FH3):

min{f(y1), f(y2)} +1—=f(1) = min{f(y;) +1 - f(1), f(y2) + 1= f(1)}
= min{f+(y1),f+(y2)}
< @ ly2)) [ (ly2))

= f((2l(nly2)(wly2)) + 1= f(1)

olduguna gore min{ f(y1), f(y2)} < f((z|(y1|y2))|(y1]y2)) elde edilir. O

Sonucg 3.5. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkimest olsun ve
ft, herx € H igin f(x) = f(x) +1— f(1) ile tansmlansin. Eger f*(x) =0

ise o zaman f(x) =0 dur.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkiimesi olsun ve f,
her z € H igin f(z) = f(x)+1— f(1) ile tanimlansin. O zaman 0 = f*(x) =
f(z) +1— f(1) oldugunda gore f(1) = f(z) + 1 ve buradan f(z) = 0 elde
edilir. O

Sonuc 3.6. F', H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir sizgeci olsun. O zaman

Fnin bir xg karakteristik fonksiyonu H 'nin bir normal fuzzy stzgecidir.

Ispat. F, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir siizgeci olsun. O zaman Onerme

3.3’ten H’nin bir fuzzy siizgeci

1, =€ Fise
Xr(z) =
0, aksi takdirde
dir. Ayrica, Onerme 3.4’ten xp normaldir. O]

Onerme 3.7. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy stzgeci olsun.

O zaman f’'nin H 'nin normal fuzzy stuzgeci olmasi icin gerek ve yeter kosul

fT = f olmasidar.

Ispat. f, H'nin normal fuzzy siizgeci olsun. Onerme 3.4’ten her © € H icin

ff@)=fx)+1—f(1)= f(x)+1—1= f(x) oldugundan f* = f olur.
Diger yonden, f™ = f olacak sekilde f, H’nin bir fuzzy siizgeci olsun. O

zaman Onerme 3.5’ten f+, H’nin normal fuzzy siizgeci oldugundan f de H'nin

normal fuzzy stizgecidir. O]
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Sonug 3.7. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy sizgeci olsun. O

zaman (f)T = f* wve ayrica f, H'’nin normal fuzzy siizgeci ise o zaman
(fF)F = fdir.

Onerme 3.8. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve f C g ve f(1) = g(1)

olacak sekilde f ve g, H 'min iki fuzzy stzgect olsun. O zaman Hy C H, dir.

Ispat. f C g ve f(1) = g(1) olacak sekilde f ve g, H’nin iki fuzzy siizgeci ve
x € Hy olsun. O zaman her x € H icin ¢(1) = f(1) = f(x) < g(x) oldugundan
g(z) = g(1) ve boylece z € H, elde edilir. O halde H; C H, olur. O

Sonug 3.8. H bir Sheffer stroke Hilbert cebiri ve f C g olacak sekilde f ve g,

H 'nin ki normal fuzzy sizgect olsun. O zaman Hy C H, dir.
Fakat Onerme 3.8 ve Sonug 3.8’in tersi genellikle dogru degildir.

Ornek 3.14. Ornek 3.2°de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz ontunde

bulunduralim. Siraswyla,

1, xr=1,p ise

0.28, = =4q,0 se
ve

1, w=1,p ise

0.26, = =q,0 ise

g(z) =

seklinde tanvmlanan H 'nin f ve g (normal) fuzzy sizgegleriigin Hy = {p,1} =
{p,1} = H, olur, fakat f(0) > g(0) oldugundan f ¢ g sonuglandirilir.

Onerme 3.9. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siuzgeci olsun. O
zaman g* C f olacak sekilde H 'nin bir g fuzzy stizgecinin mevcut olmast icin

gerek ve yeter kosul f’nin H nin normal fuzzy stzgeci olmasidar.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siizgeci olsun. ¢t C f
olacak gekilde H'nin bir ¢ fuzzy siizgecinin mevcut oldugunu kabul edelim.
1=g%(1) < f(1) olduguna gére f(1) =1 elde edilir. O halde Onerme 3.4’ten
f, H’nin normal fuzzy stizgecidir.

Diger taraftan f, H’nin normal fuzzy siizgeci olsun. Eger g = f secilirse,
o zaman Onerme 3.7’den f+ = f oldugundan g C f olacak sekilde H’nin bir

g fuzzy stizgeci vardir. O]
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Lemma 3.16. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy suzgeci ve g :
0, f(1)] — [0, 1] bir artan fonksiyon olsun. O zaman her x € H i¢in f,(z) :=
g(f(z)) bigiminde tanvmlanan H'nin bir f, © H — [0,1] fuzzy altkimesi
H 'nin bir fuzzy sizgecidir. Ozellikle, fo(1) =1 ise o zaman f, H nin normal

fuzzy siizgecidir. Ayrica her t € [0, f(1)] i¢in t < g(t) ise o zaman f C f, dir.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy siizgeci ve g : [0, f(1)] —
[0, 1] bir artan fonksiyon olsun. O zaman her z,y,y1,y2 € H igin

(FHL): f,(2) = g(f(=)) < g(£(1)) = £,(1),

(FH2): fo(y) = 9(f(y)) < g(f(zl(yly))) = fo(z|(yly)) ve

(FH3):

min{fy(y1), fg(y2)} = min{g(f(y1)),9(f(y2))}
< g(min{f(y1), f(y2)})
= g(f((z[(y1ly2))(1]y2)))
= Jo((zl(y1ly2))(y1]y2))

oldugundan f,;, H'nin bir fuzzy siizgecidir.

Eger f,(1) = g(f(1)) = 1 ise o zaman Onerme 3.4ten f,, H’nin bir
normal fuzzy siizgecidir.

Her ¢t € [0, f(1)] igin t < g(¢) olsun. Her x € H i¢in f(z) < g(f(z)) =
fy(2) oldugundan f C f, elde edilir. O

Lemma 3.17. Ng(H), H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bitin normal fuzzy

stizgeglerinin ailesi olsun. O zaman (Ns(H), C) bir kismi siraly kiimedir.

Ispat. N s(H), H Sheffer stroke Hilbert cebirinin biitiin normal fuzzy stizgeclerinin
ailesi olsun.

Yansima 6zelligi: her x € H ve H’nin her f normal fuzzy siizgeci igin
f(z) < f(x) oldugundan f C f elde edilir.

Ters simetri ozelligi: H'nin herhangi iki f ve g normal fuzzy stlizgecleri
icin f C g ve g C f olur. O halde her z € H i¢in f(x) < g(x) ve g(z) < f(x)
oldugundan f(z) = g(x) ve buradan f = g sonucuna ulagilir.

Gegigme ozelligi: H’nin herhangi f, g ve h normal fuzzy siizgegleri icin
f € gveg C holsun. Bu durumda, her z € H igin f(z) < g(x) ve g(x) < h(x)
oldugundan f(z) < h(x) ve dolayisiyla f C h elde edilir.

O halde (Ns(H), C) bir kismi sirali kiimedir. O
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Asagidaki ornek, (Ns(H),C) kismi sirah kiimesinin bir kafes yapist

olugturmadiginmi gostermektedir.

Ornek 3.15. Ornek 3.1°de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz ontunde

bulunduralim. H 'nin f ve g normal fuzzy stzgecleri, siraswyla, her x € H icin

1, a=wu,1 ise
fla) =
0.2, aksi takdirde
ve
1, b=uy,v,t,1 1se
g(b) =

0.3, aksi takdirdeotherwise

seklinde tanimlansinlar. (fV g)((0](y|w))|(ylu)) = (fVg)(0) = 0.3 < min{(fV
9) W), (fVg)(u)} =min{l,1} =1 oldugundan

(Vo)) = max{f(a)gla} =4 T

1 aksi takdirde

seklinde tanwmlanan H'nin fV g fuzzy altkimesi H 'nin bir (normal) fuzzy
stizgect degildir.
Teorem 3.13. f, (Ns(H), Q) kismi swral yapisinan sabit olmayan maksimal

eleman olsun. O zaman f sadece 0 ve 1 degerlerini alir.

Ispat. f, (Ns(H),C) kismi sirali yapisim sabit olmayan maksimal eleman:
olsun. O zaman f € Ng(H) oldugundan Onerme 3.4’ten f(1) = 1 elde edilir.
f(z) # 1 olacak sekilde bir x € H eleman1 mevcut olsun. f(z) = 0 oldugunu
varsayalim. Eger boyle bir z € H elemam mevcut degilse o zaman 0 < f(ag) <
1 olacak sekilde ay € H elemani vardir. Her z € H i¢in g(z) = %(f(x) + f(ao))
bigiminde tanimli H'nin bir g fuzzy altkiimesi mevcut olsun. O zaman g’'nin

iyi-taniml oldugu aciktir. Her x,y, 1,2 € H icin
(FHL): (1) = £(F(1) + flan)) > 3 (F(x) + f(a0)) = g(x),

(FH2): g(e](yly) = 3 (F(|(ulo) + Fa0) > 5(F(0) + Fa0)) = glo) ve

2
(FH3):
ol i) = S0 (@l () + £ )
> S(min{ /(). f(s2)} + f(a0))

= Smin{f() + flao), f(u2) + flan)}
= min{3 (/) + Flan)), 5 (70e) + Flao))}

= min{g(y1),9(y2)}
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oldugundan ¢, H’nin bir fuzzy siizgecidir. Ayrica, Onerme 3.5’ten ¢, H’nin

bir normal fuzzy siizgecidir. Her x € H igin

g () = gla)+1-g(1)

= L)+ Flan) + 1= S(FW) + Fla)
= U@+
> f(x)

oldugundan f(ag) < g*(agp) ve g*(ap) < g*t(1) = 1 elde edilir. Bu durumda,
g sabit degildir ve f C ¢g" olur. Buradan f nin maksimal olmadig1 sonucuna

ulagilir ki bu ise ¢eligkidir. O halde her z € H i¢in f(z) = 0’dr. ]

Tanim 3.12. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin sabit olmayan bir fuzzy
stizgeci olsun. Eger H nin f* normal fuzzy siizgeci (Ns(H), C) yapisinan bir
maksimal elemans ise o zaman [ fuzzy siuzgecine H 'nin maksimal fuzzy stizgeci

denir.

Ornek 3.16. Ornek 3.2°deki H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz oninde

bulunduralim. O zaman her x € H icin

1, z=p,1 ise
flz) = ,
0, x=gq,0 ise

seklinde tamimlanan H'nin [ fuzzy altkimesi H’nin bir maksimal fuzzy

suzgecidir.

Lemma 3.18. f € Ng(H) ve A ve B, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin iki
stizgeci olsunlar. O zaman A C B olmast igin gerek ve yeter kosul f, C fp

olmasaidar.

Ispat. f € Ns(H) ve A ve B, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin iki siizgeci

olsunlar.

A C B oldugunu kabul edelim. Sirasiyla, her z,y € H igin

1, z€ Aise 1, ye€ Bise
falz) = ve fp(y) =
0, =¢ Aise 0, y¢ B ise

seklinde tamimlanan H'nin f4 ve fg fuzzy altkiimeleri Onerme 3.3’ten dolayi

H’nin fuzzy stizgegleridirler. Ayrica, x € A ise o zaman z € B oldugundan
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1= f,(x) < fp(x) =1 bulunur. Eger x ¢ A ise o zaman 0 = f,(x) < fp(x)
olur. Bu durumda, her z € H i¢in f,(z) < fp(x) ve boylece f, C fp elde
edilir.

Diger yonden, f, C fp olsun. O zaman her x € H i¢in f,(x) < fp(x)'dir.
x € A iken x ¢ B olacak sgekilde bir x € H elemani mevcut olmadigindan

A C B sonucuna ulagilir. O

Teorem 3.14. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir maksimal fuzzy stizgeci

olsun. O zaman
(1) f, H’nin normal fuzzy sizgecidir,
(2) f sadece 0 ve 1 degerlerini alur,

(3) fu, = [ ve

(4) Hy, H 'nin bir maksimal siizgecidir.

Ispat. f, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir maksimal fuzzy siizgeci olsun.

(1) ve (2): Onerme 3.5'ten f+, Ng(H) kiimesinin sabit olmayan bir
maksimal elemamidir. Teorem 3.13’ten f* sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Bu
durumda, f*(z) = 1 eger ve yalmz eger f(z) = f(1), ve fT(x) = 0 eger ve
yalmz eger f(x) = f(1) — 1 olur. Sonug 3.5’ten f(z) = 0 oldugundan f(1) =1
elde edilir. O halde Onerme 3.4’ten f, H'nin normal fuzzy siizgecidir.

(3): Her x € H igin

1, x € Hyise
fuy(x) =
0, = ¢ Hyise

olduguna gore fy, C f elde edilir. z € H olsun. Eger f(r) = 0 ise o zaman
f C fu, olur. Eger f(x) = 1 = f(1) ise 0o zaman x € H; ve buradan fp,(v) =1

bulunur. Boylece, f C fx, elde edilir. O halde fg, = fdir.
(4): f sabit olmadigimdan, Onerme 3.3’ten H;, H’nin bir 6z siizgecidir.
H; C F olacak sekilde F', H'nin bir siizgeci olsun. O zaman Lemma 3.18 ve
(3) sikkindan f = fg, C fr bulunur. f ve fr, H'nin normal fuzzy siizgecleri
ve [ = fT, Ng(H) kiimesinin bir maksimal elemani oldugundan f = fr ve
her z € H igin g(x) = 1 ile tamumh H'nin g : H — [0, 1] fuzzy altkiimesi
olmak tizere fp = g dir. Eger fr = ¢ ise o zaman F' = H olur. Eger f = fr

ise 0 zaman Onerme 3.3'ten Hy = Hy, = F elde edilir. O halde Hy, H’nin bir

maksimal stizgecidir. O]
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Fakat, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin herhangi bir normal fuzzy

siizgeci maksimal olmayabilir.

Ornek 3.17. Ornek 3.2°de sunulan H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz
onunde bulunduralim. H 'nin sabit olmayan bir f normal fuzzy suzgeci

1, x =1 ise

0.32, aksi takdirde
seklinde tanimlansin. O zaman

1, x =1 1ise

g(z) =4 0411, = =p ise

0.41, x=0,q ise

ve f C g olacak sekilde H 'nin sabit olmayan bir g normal fuzzy sizgeci mevcut

oldugundan f maksimal degildir.

Sonug 3.9. f, Ns(H) kimesinin sabit olmayan bir maksimal elemant olsun.

O zaman [, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir maksimal fuzzy stizgecidir.

3.6 Fuzzy Suzgeclerin Kartezyen Carpimlari

Bu kisimda, Sheffer Stroke Hilbert cebirlerinin en giiglii fuzzy bagintilarini,

fuzzy stizgeclerinin kartezyen carpimlarini ve ozelliklerini aragtiracagiz.

Tanim 3.13. g, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkimesi olsun.

O zaman H tuzerinde bir en guicli fuzzy baginti, her x,y € H i¢cin

Sy(x,y) = min{g(z), g(y)}

ile tanmvmlanan H tzerinde bir Sy fuzzy bagintisider.

Ornek 3.18. Ornek 3.2’de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz ontunde
bulunduralim. H 'nin bir g : H — [0, 1] fuzzy altkimesi g(0) = 0.001, g(p) =

0.002, g(q) = 0.003 ve g(1) = 0.004 seklinde tanimlansin. O zaman H dzerinde
(

0.001, z =0 veyay =0 ise

g(@), x=y ise
Sg<x7 y) = .
g(x), xz=1veyay=1 ise

\ 0.002, aksi takdirde

ile tamwmlanan bir Sy : H x H — [0,1] fuzzy bagintiss H idzerinde bir en

gucli fuzzy bagintidar.
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Lemma 3.19. H bir Sheffer stroke Hilbert cebir ve H 'nin bir g fuzzy altkimesi
icin Sy, H tizerinde bir en gicli fuzzy baginte olsun. O zaman her t € [0, 1]

icin (Sg)e = g¢ X g dir.

Ispat. Bir H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir ¢ fuzzy altkiimesi icin Sg'nin
H {izerinde bir en giiclii fuzzy bagmti oldugunu kabul edelim. (x,y) € (Sy);
olsun. O zaman min{g(x), g(y)} = S,(x,y) > t ve buradan g(x) > t ve g(y) > ¢
elde edilir. Bu durumda, x,y € g, olur. O halde (z,y) € g; X ¢;. oldugundan
(Sg)t € gi x gi elde edilir. Diger taraftan, (z,y) € ¢ X g; olsun. O zaman z,y €
gr ve buradan g(z) > t ve g(y) > t bulunur. Sy(x,y) = min{g(z),g(y)} >
min{t¢,t} =t olduguna gore (z,y) € (S,); elde edilir. O halde g, x g, C (Sy):

olur. Boylece, her ¢ € [0, 1] igin (S,): = g¢ X ¢: sonucuna ulagilir. O

Teorem 3.15. g, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkiimest ve Sy,
H dizerinde bir en giicli fuzzy baginty olsun. O zaman g 'nin H ‘nin fuzzy stzgeci
olmasu igin gerek ve yeter kosul Sy’'nin H x H Sheffer stroke Hilbert cebirinin

bir fuzzy stizgect olmasidar.

Ispat. g'nin H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy altkiimesi ve Sg'min H
tizerinde bir en giiclii fuzzy baginti oldugunu varsayalim. Teorem 3.3'ten H x H
bir Sheffer stroke Hilbert cebiridir. g, H nin bir fuzzy siizgeci olsun. O zaman
her z,y € H icin Sy(z,y) = min{g(z), g(v)} < min{g(1),9(1)} = S,(1,1) elde

edilir. Ayrica, her xy1, x9, Y1, Y2, ys3, ys € H igin

So((@1, x2) [ (W1, y2) s (Y1, 92))) = Sg(@a|(yalyr), v2[(ya]y2))
= min{g(z1|(y1]v1)), 9(@2|(y2|y2)) }
> min{g(y1), 9(y2)}

= Sy(y1,92)

ve

Sg(((xly$2)|HXH((y1792)|HXH(y37y4>))|H><H((y1ay2)|H><H(y37y4)))
= Sg((@1](v1lys) | (W1lys), (w2l (y2lya)) [ (y2]ya))

= min{g((z1|(y1]y3))|(¥11y3)), 9((z2|(y2|ya)) | (y2lys)) } }

> min{min{g(y1), 9(y3)}, min{g(y2), g(ya)} }

= min{min{g(y1), 9(y2) }, min{g(ys), 9(ya) } }

= min{S,(y1,Y2), Sy (Y3, ya) }
olur. O halde S,;, H x H'nin bir fuzzy siizgecidir.
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Diger taraftan Sy, H x H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy stizgeci
olsun. O zaman her z,y € H icin min{g(x),g(y)} = Sy(z,y) < S,(1,1) =
min{g(1),g(1)} ve buradan her z,y € H icin g(x) < g(1) elde edilir. Her
z,Y,y1,Y2 € H igin Lemma 3.3 (i)'den

9(z|(yly)) = min{g(z|(yly)),9(1)}
= min{g(z|(yly)), g(=|(1]1))}
= Sy(=|(yly), z|(11))
= Sy((@, 2)|mxu((y, Dlrxu(y, 1))
> Sy(y, 1)
= min{g(y), g(1)}
= 9(y)

ve

9((@[(ily2))[(nly2)) = min{g((@[(y1]y2))|(y1ly2)), 9(1)}
= min{g((@|(y1|y2))|(¥1y2)), g((z|(1]1))[(1]1))}
= Sy((@(yily2)) (Y1 ly2), (2] (1]1))[(1]1))
= Sy(((@,2)|mrxcm (Y1, Dlmxw Yz,

DD (1, Dl (32, 1))
> min{Sy(y1, 1), Sy(y2, 1)}
= min{min{g(y1), 9(1)}, min{g(y2),g(1)}}
= min{g(y1), 9(y2)}
sonuclandirilir. O halde g, H’nin bir fuzzy siizgecidir. 0

Sonug 3.10. g, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir fuzzy stzgeci olsun. O

zaman H x H 'nin level stizgegleri hert € [0, 1] i¢in (S,): = g¢ X gr ile tanwmlanar.

Onerme 3.10. f ve g, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin iki fuzzy stzgeci
olsunlar. O zaman f x g kartezyen capwmi, H x H Sheffer stroke Hilbert
cebirinin bir fuzzy siuzgecidir. Eger f ve g, H 'nin normal fuzzy stizgegleri iseler
o zaman f X g de H X H nin bir normal fuzzy stzgecidir.

Teorem 3.16. f x g kartezyen carpimi H x H Sheffer stroke Hilbert cebirinin

bir fuzzy stuzgeci olacak sekilde f ve g, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin iki

fuzzy altktimesi olsunlar. O zaman
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1. herxz € H i¢in ya f(x) < f(1) ya da g(x) < g(1),

2. eger her x € H i¢in f(x) < f(1) ise o zaman ya f(z) < g(1) ya da

g(z) < g(1),

3. eger her x € H icin g(x) < g(1) ise o zaman ya f(z) < f(1) ya da
g(x) < f(1) ve

4. ya f ya da g, H nin fuzzy sizgecidir.

Ispat. f x g kartezyen carpim H x H Sheffer stroke Hilbert cebirinin bir
fuzzy stizgeci olacak sekilde f ve g, H Sheffer stroke Hilbert cebirinin iki fuzzy

altkiimesi olsunlar.

1. Bir z,y € H igin f(z) > f(1) ve g(y) > ¢(1) olsun. O zaman (f X
9)(@,9) = min{f(z), 6w} > min{f(1), g(1)} = (f x g)(1,1) olur ve bu
bir ¢eligkidir. O halde her x € H i¢in ya f(z) < f(1) ya da g(z) < g(1)
elde edilir.

2. Her x € H igin f(z) < f(1) olsun. z,y € H igin f(x) > g(1) ve g(y) >
g(1) oldugunu kabul edelim. O zaman ¢g(1) < f(z) < f(1) oldugundan
(f x ¢)(1,1) = min{f(1),9(1)} = ¢g(1) elde edilir. Bu durumda (f x
g)(z,y) =min{f(z)g(y)} > g(1) = (f x g)(1,1) olur ve bu bir geligkidir.
O halde her x € H i¢in ya f(z) < g(1) ya da g(z) < g(1) sonuglandirilir.

3. Her z € H igin g(x) < ¢g(1) olsun. z,y € H i¢in f(x) > f(1) ve g(y) >
f(1) oldugunu varsayalim. O zaman f(1) < g(y) < ¢(1) oldugundan
(f x 9)(1,1) = min{f(1),9(1)} = f(1) ve buradan (f x g)(z,y) =
min{ f(z),g(y)} > f(1) = (f x g)(1,1) elde edilir. Bu ise bir geligkidir.
O halde her x € H i¢in ya f(z) < f(1) ya da g(x) < f(1) bulunur.

4. (1) kosulu geregi, her z € H i¢in ya f(z) < f(1) ya da g(z) < ¢(1) olur.
Her z € H igin g(z) < g(1) oldugunu kabul edelim. (3) kogulundan her

x € Hicin ya f(z) < f(1) ya da g(z) < f(1) elde edilir.
Durum I. her x € H igin g(z) < f(1) olsun. Kabulden dolay: (FH1)
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kogulunun saglandigi agiktir. Her z,y € H igin Lemma 3.3 (i)’den

g9(xl(yly)) = min{f(1),9(z[(yly))}

—
8
~y
£l
X
T
=
s
£l
X
T
[S—
S

olduguna gore (FH2) kogulu gergeklenir. O halde g, H'nin bir fuzzy

stizgecidir. Ayrica, her x,y;,y2 € H i¢in Lemma 3.3 (i) geregi

9((@(y1ly2))|(y1]y2)) min{ f(1), g((|(y1|y2))|(y1ly2))}
= (f x @), (@[(y1]y2))[(y1]y2))
)
fxg)

= (f x (L)L), (2| (y2ly2)|(y1ly2))
= (f x g)(((z, 2)mxu (L, y0)|mxu(l,
Y2 )| rxr (L ya) < (L, 92)))
> min{(f x g)(1,11), (f x g)(1,52)}
= min{min{f(1), g(y1)}, min{f(1), 9(y2)}}

min{g(y1), 9(v2)}

olduguna gore (FH3) kosulu saglanir.

Durum II. her z € H i¢in f(z) < f(1) olsun. O zaman (FHI)
kosulu saglanir. Bir y € H igin g(y) > f(1) oldugunu kabul edelim.
g(1) > g(y) > f(1) > f(z) oldugundan her x € H igin g(1) > f(x) ve
buradan (f x ¢g)(z,1) = min{ f(x),g(1)} = f(x) elde edilir. Her z,y € H

icin Lemma 3.3 (i)’den

f(l|(yly) =
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oldugundan (FH2) kogulu gerceklenir. Her x,y;,y2 € H igin Lemma 3.3
(i)’den

x 9)((z](y1]y2))|(w1]y2), 1)
X g) (@] (y1ly2)) | (yaly2), (2] (1[1))[(1]1))

f(@|(ly)(yaly)) = )
)

X ) (((x, 2) | mcm (1, Dmxn
)

(f
(f
= (f
(Yo, D)< (1, Vs (y2, 1))
> min{(f x ¢)(y1,1), (f X 9)(y2,1)}
= min{min{f(y1), 9(1)}, min{f(y2),9(1)}}
= min{f(y1), f(y2)}

olduguna gore (FH3) kosulu saglanir. O halde f, H’nin bir fuzzy

stizgecidir.
O

H Sheffer stroke Hilbert cebirinin f ve g fuzzy altkiimeleri icin f x g
kartezyen carpimi H x H’nin bir fuzzy siizgeci iken f ve g’nin her ikisinin de

H'nin fuzzy siizgeci olmasina gerek yoktur.

Ornek 3.19. Ornek 3.2’de verilen H Sheffer stroke Hilbert cebirini goz oniinde
bulunduralim. H 'nin f ve g fuzzy altkimeleri, siraswyla, her x € H i¢in f(z) =

0.51 ve

0.521, =z =1 ise
g(x) =
0.6, aksi takdirde

seklinde tanmamlansinlar. O zaman her xz,y € H i¢in (f x g)(z,y) =
min{ f(z),g(y)} = 0.51 = f(x) ile tamwmls f X g fuzzy altkiimesi H x H nin bir
fuzzy siizgecidir fakat her x € H — {1} i¢in g(1) = 0.521 < g(z) oldugundan g

fuzzy altkiimesi H 'nin bir fuzzy stuzgeci degildir.
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4 GUCLU SHEFFER STROKE BIRLESMELI
OLMAYAN MV-CEBIRLERININ SUZGEC-
LERI

Bu béliimde, Chajda ve arkadaglar tarafindan (Chajda et al., 2019) de
tanimmlanan giiglii Sheffer stroke birlesmeli olmayan MV-cebirlerinin (kisaca,
gliclii Sheffer stroke NMV-cebirlerinin) 6zelliklerinden yararlanarak bu cebir
yapilarinin siizgecleri, siralama, denklik ve kongriians bagintilari, boliim grup-
lar1, homomorfizmalar: ve bu kavramlar arasindaki baglantilar arastirilacaktir.
Boylece, Sheffer stroke igleminin bilgisayar bilimlerine 6zellikle de yapay zekaya
ve insan davraniglarini taklit eden aygitlara rahatlikla uygulanabilir olmast i¢in

matematiksel altyap1 saglanmig olacaktir.

Onerme 4.1. (A, |,1) bir giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri olsun. O zaman A
kiimesi uzerinde x,y € A i¢in
x <y eger ve yalmz eger x|(y|1) ~ 1

ile tamamb bir < ikili bagintiss A kimesi tzerinde bir kismi siralamadir. Bu
nedenle, (A, <) yapist 0 en kiigiik ve 1 en biyik elemanina sahip bir kismi

swraly kimedir.

Ornek 4.1. A = {0,a,b,¢,d e, f,1}, Sekil 4.1°de verilen Hasse diyagramina
sahip bir kiime ve A dzerindeki | islemi Clizelge 4.1 deki iglem tablosuna sahip

bur ikili islem olsun.

1
O
. - - ----\-\-\-\-\_"--
= T
d i =y 2 f
'\-\._\_H — g y
o g
e |
4 e r;rb T c
"-\._\_ __-—'
— -
'\—\.,.U_F
0

Sekil 4.1: A kiimesinin Hasse diyagram

O halde (A, |, 1) yapisi bir gi¢li Sheffer stroke NMV-cebiridir.
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[ 10 a b ¢ d e f 1
o(j1r 1 1 1 1 1 1 1
al|l f 1 1 f f 1 f
b1 1 e 1 e 1 e e
c|1 1 1 d 1 d d d
dl1l1 f e 1 ¢ f e ¢
e|ll f 1 d f b d b
fl1 1 e d e d a a
111 f e d ¢ b a 0

Cizelge 4.1: A kiimesi iizerindeki | Sheffer stroke islem tablosu

Lemma 4.1. Bir (A, |, 1) gicli Sheffer stroke NMV-cebiri olsun. O zaman her

x,y,z € A icin asaqdaki ozellikler vardur:

(i) z|(z|1) = 1,

(i) r <y <yl <z,

(iii) y < x|(y[1),

(iv) y[1 < zly,

(v) = < (z[y)ly,

(vi) = < (((zly)ly)]2)lz,

(vid) ((=[Y)ly)ly ~ =]y,

(viii) z|1 = x|z,

(ix) zf(x]r) ~ 1,

(x) 1f(z]z) ~ =,

(i) z <y=yl|z < x|z

(wit) x|(y[1) < (yl(z[1)[((=[(=1))[1),
(widt) =[(y[1) < (z[(x[1)((=(y[1))[1),
(ziv) x <y ve z <t ise o zaman y|t < x|z dir.

Ispat. (i) (n1), (n3) ve (n5)’den z|(z|1) ~ 1 bulunur.

(#4) Onerme 4.1, (n1) ve (n3)’den z < y < y|1 < |1 elde edilir.

(i) (1), (u3) ve (u5)'den y]((#](511)[1) ~ (IDIVI(DIDI) ~
olduguna gore Onerme 4.1’den y < z|(y|1) sonucuna ulagilir.

(1v) (iii) stkkinda y yerine y|1 yazilirsa (n3)’den y|1 < z|((y|1)|1) =~ x|y
elde edilir.

(v) (3) ve (m6)dan z|(((z[y)[y)[1) =~ =|((((x]y)[y)[DI[1)

olduguna gore Onerme 4.1’den z < (z|y)|y sonucuna ulagilir.

1

Q
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(vi) (n6) ve Onerme 4.1'den z < (((z|y)|y)|2)|z olur.
(vii) (v) sikkindan x|y < ((x|y)|y)|y olur. (nl), (n3)-(n5) ve (i) sikkindan

(Il = (@) DI lY)]y)]y)
~ (@) DIE)DD)]y)]y)
~ () DIV ly)[1))((=[y)]1))
~  ((ly) DI DIYI((y]2) 1))
~ 1

ve buradan ((z|y)|y)|y < x|y elde edilir. O halde ((x|y)|y)|y ~ x|y sonuglandirilir.
(vidi) (i) sitkkindan z|1 < x|z bulunur. (n1)-(n3), (S2) ve (i) stkkindan

(z]2)|((=[D)[1) =~ 2|(((z]2)[1)[1)
~  xf(((z]2)](x]0))[1)
~ z|(z|1)
~ 1

olduguna gore z|x < z|1 ve bu durumda z|1 ~ z|z bulunur.

(ix) Swasiyla, (viii) ve (i) siklarindan z|(z|z) ~ z|(z|1) ~ 1 elde edilir.

() Swasiyla (viii), (nl) ve (n3)’den 1|(z|z) ~ 1|(z|1) ~ =z sonucuna
ulagilir.
(zi) © < y olsun. O zaman Onerme 4.1’den z|(y|1) ~ 1 olur. (viii),

(n1)-(n4) ve (S3) aksiyomundan

Wl2)[((z]2)[1) ~ (yl2)[((z]2)[(z]7))
=~ (((W=2)[2)((yl2)]2)]
(GDIIDI@IICEDIYI)IY[1)]
GOl (y[1)](z[(y[1)))
(

(
(
~ (2]
(=10 w1)] (A1)
1

Q

olduguna gore y|z < z|z sonucuna ulagilir.

(xit) (nl)-(nd), (S3), (viii) ve (ix) siklarindan

([l D)D)~ (GGl ([1)] (2] (2]
DDl G 0)]([(2]1)))))
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| |(yI1))
DDy ([ (y[1)))))
([l (w[1)))
()] )| (y[1))
~ (HDI(=[(y1))
1

Q

~
~

oldugundan z|(y|1) < (y[(z|1))]((z|(2]1))[1) elde edilir.
(xiii) (nl1)-(n2), (n4),
(] (I I(C2 ([ (C2[ (w[1))]1))]1)
~ (] (Y[l (= (y]
DIz 1)I((=21(y]1))](=21(y]1)))))
~ (] (D)D) ((=[1D)]2)]2) 1y
[D)I(((((=[1)]2)[2) | (((z[1)[2)]2))](y]1)))
~ ([ () 2) )| ((E[1)|2)|2)) Iy
[z D)])]2)[(((z[1)]2)]))[(y]1)))
) (
(

(S3), (viii) ve (ix) siklarindan

Q

(
(@ [y (CD)]2) [ ([ (YD) (2] (y]
DD 2) (Gl )| (] (y[1)))))
~ (Il )I(]
IO ()l ([N NI((]D)]2)
~ (1D)((z[1)]x)
~ 1
ve buradan o|(y/1) < (=|(z[1))|((z](y11))[1) bulun.

N

(
)
(
)

(xiv) x < y ve z < t olsun. O zaman (zi) ve (nl)’den y|t < z|t ve
x|t ~ tlx < z|z = x|z elde edilir. Bu durumda < bagintist gegigken olduguna

gore y|t < x|z sonucuna ulagilir. O]

Teorem 4.1. (A, |a,14) ve (B,|,1p) tki gicli Sheffer stroke NMV-cebiri

olsun. O zaman A x B kiimesi A ve B’nin kartezyen ¢arpimi, 1axp ~ (14, 1p)
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elemant A X B’nin sabiti ve A X B tzerinde her (x1,y1), (z2,y2) € A X B igin

(w1, y1)|axB(®2,y2) = (T1]|aw2, y1|BY2) ile tamimh |axp Sheffer stroke islemi

olmak tizere (A X B, |axp, Laxp) yapisi bir gii¢li Sheffer stroke NMV-cebiridir.

Ispat. (A,|a,14) ve (B,|p,1p) iki giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri olsun
ve |axp ikili iglemi A x B fizerinde her (xi,v1),(z2,92) € A X B igin

(21, 91)|axB(T2, y2) ~ (21]472, y1|BY2) ile tanumlansm. (z1,y1), (22, y2), (23, y3) €
A x B oldugunu kabul edelim. O zaman 1445 =~ (14, 1) elemaninin A x B’nin

sabiti ve |4« p igleminin A x B iizerinde bir Sheffer stroke iglemi oldugu agiktir.

O halde

(1) :

(w1, y1)|axB(T2,2) = (v1]aw2, y1|BY2)

~ (ma]azyi,y2|By1)

Q

($2, yz)|AxB(SU1, yl)v

(2) : (x1,11)|axB(04,08) = (21]404,1|508) =~ (14,15) =~ laxs,

(3):

(@1, 91)|axBlaxs)|axslaxs = (z1,y1)|axB(1a, 1B))|axB(1a, 1B)
~ ((z1]ala)|ala, (vilels)|BlE)

~ (1'173/1>7

(((z1,y1)|axBlaxs)|axs(T2, y2)) | axs(T2, Y2)

Q

((z1,91)]axB(1a, 1B))|axB(T2, ¥2)) | ax B (22, Y2)

Q

Z/l‘BlB)|BZ/2 ’By2)

Q

(o] ala)|azi)|azy,

Q

( )
(((z1]ala)lazz)]azs, (( )
(( ((v2l518)[BY1) [ BY1)
(22, y2)|axp(1a; 1)) axp(z1, 1)) axs(z1, Y1)
((

(
(22, y2)|axBlaxs)|axs(T1,91))|axs(®1, 1),

Q

(5) : ((z1,y1)|axBlaxs)|axs(((x1,y1)|axB (%2, Y2))|axBlaxB)
~ ((z1,y1)axB(1a,18))|axB(((z1, y1)|axB(T2, ¥2)) | axB(14, 1B))
~ ((z1]ala)a((z1]a72)[a14), (v1]B1B)|B((Y1]BY2)|B1E))
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~ (14,1p)
~ laxp Ve
(6) = (@1, y1)ax s ((((z1, y1)|axB (22, ¥2))|axs
(72,92))|axB(73,Y3))| 4xB(73,Y3))| Ax Bl AxB)
~ (1, Y1) axs (21, 1) [ax (22, Y2)) | axB
(72,92))|axB(73,Y3))| axB(73,3))| axB(14, 1))
~ (2] a((((@1]az2)|aw2)[a3)|a23)[ a14),
yils((((v18Y2)|BY2) | BY3) [ BY3) | B1B))
~ (1a,1p)
~ laxnp.

oldugundan (A x B, |axp, laxp) yapist bir giiglii Sheffer stroke NMV-cebiridir.
]

4.1 Gicli Sheffer stroke NMV-cebirlerinin Suizgecgleri

Bir kisimda, gliclii Sheffer stroke NMV-cebirlerinin siizgeclerini tanimlayarak
ozelliklerini sunacagiz. Okunabilirligi kolaylagtirmak adina, aksi belirtilme-

dikge, bir giiglii Sheffer stroke NMV-cebiri kisaca A ile gosterilecektir.

Tanim 4.1. Her x,y € A i¢in
(Sp—1)1€ F ve
(Sy—2) z|(y]1) € F vex € F ise 0 zamany € F
kosullariny saglayan A’nin bostan farkly bir F altkimesine A giclu Sheffer

stroke NMV-cebirinin bir stuzgect denir.

Ornek 4.2. Ornek 4.1°de verilen A guicli Sheffer stroke NMV-cebiri goz
ontinde bulunduralim. O zaman A’min kendisi, {1}, {1,d}, {1, f}, {1,a,d, e}

ve {1,¢,e, f} altkimeleri A’mn siizgegleridir.

Lemma 4.2. A bir gigli Sheffer stroke NMV-cebiri olsun. O zaman A’nin
bostan farkl bir F' altkimesinin A’nin stizgeci olmast i¢in gerek ve yeter kosul

le Fuveherz,ye Aicine <y wvex € F itkeny € F olmasidar.
Ispat. Tamm 4.1 ve Onerme 4.1’den ispatlanir. O

Teorem 4.2. A bir gucli Sheffer stroke NMV-cebiri olsun. O zaman A’nin

tum stzgeclerinin 114 ailesi bir tam kafestir.
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Ispat. {F;}icr, Anm tiim siizgeclerinin ailesi olsun. Her i € I i¢in 1 € F;
oldugundan 1 € (J,.; F; ve 1 € (,.; I elde edilir. Her z,y € A icin z|(y[1) €
Nics Fi ve v € ¢, Fi oldugunu kabul edelim. O zaman her i € I igin z|(y[1) €
F; ve x € F; olur. Her F; altkiimesi A'nin bir siizgeci olduguna gore her ¢ € 1

icin y € F; ve buradan y € ()..; F; elde edilir. O halde (.., F;, A'nin bir

icl iel
stizgecidir. W, A'nin J,.; F; birlegimini iceren tiim siizgeglerinin ailesi olsun.

e s . . o o -
Bu durumda () Wnin A'min siizgeci oldugu sonucuna ulagihr. Eger A,_, F; =

Nics 5 ve ey Fi = W ise o zaman (Il4, A,\/) yapist bir tam kafestir. [

Sonug 4.1. A bir gucli Sheffer stroke NMV-cebiri ve V', A’min bir altkiimesi
olsun. O zaman V altkimesini kapsayan A’min bir (V) minimal sizgeci

mevcuttur.

Ispat. E = {F : F, V C A y1 kapsayan A nm bir siizgecidir} olsun. O zaman
(V) ={z € A:x € \pep F} altkiimesi V C A’y1 kapsayan A'min bir minimal

stizgecidir. O

Tanim 4.2. A bir gucli Sheffer stroke NMV-cebiri ve B, A’nin bir altkimesi
olsun. Eger A'man 1 elemani B’'nin de elemani ve (B, |, 1) bir gicli Sheffer
stroke NMV-cebiri ise o zaman A’nin B altkimesine A’nin bir gicli Sheffer
stroke NMV-altcebiri denir. Ayrica, A’nan kendisi ve {1} altkimesi A’nin
gucli Sheffer stroke NMV-altcebirleridir.

Lemma 4.3. Bir A gii¢li Sheffer stroke NMV-cebirinin her F stizgeci A’nin
bir gucli Sheffer stroke NMV-altcebiridir.

Ispat. F, A'nm bir siizgeci olsun. O zaman (S — 1) kosulundan 1 € F olur. F,
A’nin bir altkiimesi ve A da bir giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri oldugundan
her z,y,z € F ig¢in F siizgeci (nl)-(n6) kosullarini saglar. O halde (F,|,1)
yapist bir giiclii Sheffer stroke NMV-cebiridir. m

Asgagidaki 6rnek, Lemma 4.3%in tersinin dogru olmadigini gostermekte-

dir.

Ornek 4.3. Ornek 4.1'de sunulan A gucli Sheffer stroke NMYV-cebirini goz
oniinde bulunduralim. O zaman A'min B = {0,a, f,1} altkimesi A’nin bir
glicli Sheffer stroke NMV-altcebiri olmasina ragmen a|(d|d) =1 € B vea € B
iken d ¢ B oldugundan B, A’nin bir sizgeci degildir.
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Tanim 4.3. A bir gucli Sheffer stroke NMV-cebiri ve F', A’man bir stizgeci

olsun. O zaman A tzerinde bir ocp ikili bagintisi, her x,y € A icin
T xp y eger ve yalmz eger x|(y|l) € F ve y|(z|1) € F (4.1)
seklinde tanimlansin.

Ornek 4.4. Ornek 4.1'de verilen A giicli Sheffer stroke NMV-cebirini goz

oniinde bulunduralim. O zaman A’nin Fy = {c, e, f, 1} sizgeci i¢in

xp={(0,0),(a,a), (b,0),(c,c), (d, d), (e, €), ([, [), (1,1),(c,e), (e, ), (¢, [),
(f:0), (¢, 1), (L,0), (e, ), (f,€), (e, 1), (1, €), (f, 1), (1, f), (a,0), (O,
a), (a,b), (b, a), (a,d), (d, a), (b, d), (d,b), (b,0), (0,0),(d, 0), (0,d) }

A tizerinde bir ikili bagintidr.

Tanim 4.4. A bir gicli Sheffer stroke NMV-cebiri olsun. Eger her x,y,k € A
icin x&y tken x|k&ylk oluyorsa o zaman & denklik bagintisina A tzerinde bir

kongrians bagintisy denir.

Ornek 4.5. Ornek 4.1°de sunulan A gicli Sheffer stroke NMV-cebirini giz
ontnde bulunduralim. O zaman A dzerinde tanaml & = {(0,0), (a,a), (b,b), (c,

c), (d,d), (e, e), (f, f), (1,1), (f, 1), (1, [), (0, a), (a,0), (e, ¢), (¢,e), (b, d), (d, b) }

denklik bagintisy A tzerinde bir kongrians bagintisidar.

Lemma 4.4. A bir gucli Sheffer stroke NMV-cebiri olsun. O zaman A
tizerindeki bir & denklik bagintisinin A tzerinde bir kongrians bagintisy olmas:
icin gerek ve yeter kosul her x,y, ki, ko € A i¢in €y ve kiEky iken x|ki&ylks

olmasaidar.

Lemma 4.5. A bir giicli Sheffer stroke NMV-cebiri olmak tizere F', A’nan bir
stizgeci ve X, A tzerinde (4.1)’deki gibi tanvmlanan bir ikili bagint olsun. O

zaman Xg bagintist A tzerinde bir kongrians bagintisidur.

Ispat. F, A'nn bir siizgeci ve ocp, A fizerinde (4.1)’deki gibi tanimlanan bir
ikili bagimnti olsun. Ilk olarak, ocz bagmtisinm A iizerinde bir denklik bagntisi
oldugunu gosterelim.

e Yansima 6zelligi: Lemma 4.1 (i)’den ispatlanir.
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e Simetri ozelligi: + oy y olacak sekilde =,y € A olsun. O zaman

z|(y|1) € F ve y|(x|1) € F olur. Buradan y

(z|1) € F ve z|(y|1) € F olduguna
gore y X z elde edilir.

e Gegigme oOzelligi:  xp y ve y xp z olacak gekilde x,y,z € A olsun.
O zaman z|(y|1),y|(x|1) € F ve y|(z]1),z|(y|1) € F elde edilir. Lemma 4.1
(xii)’den z|(y|1) < (y|(z|1))]((x|(2]1))]1) olduguna gore Lemma 4.2 geregi
(yl(z]1)|((x|(2]1))|1) € F olur. Bu durumda, (S; — 2)'den z|(z|1) € F elde
edilir. Ayrica, Lemma 4.1 (xiii)’den y|(z|1) < (z|(y|1))]|((2](z[1))|1) ve Lemma
4.2'den (z|(y|1))|((z|(z|1))|1) € F bulunur. Boylece, (Sy — 2)’den z|(z|1) € F
eide edilir. O halde z|(z|1), z|(z|1) € F ve buradan = &p z sonucuna ulagilir.

Simdi ocr denklik bagmtisinin A iizerinde bir kongriians bagintisi
oldugunu gosterelim. O zaman x g m ve y g n olacak sekilde x,y,m,n € A

olsun. O zaman z|(m|1), m|(z|1) € F ve y|(n|1),n|(y|1) € F olur.

1. (nl) ve (n3)’den (m|1)|((z[1)|]1) € F ve (z|1)|((m|1)|1) € F elde edilir.
O halde Lemma 4.1 (xiii), (nl) ve (n3)’den

(@[D[((m[1)[1) < (y[([DINI((y]((m]1)[1)[1)
~ (z]y)|((my)[1)

olduguna gore Lemma 4.2 geregi (z]y)|((m|y)|1) € F bulunur. Eg zamanh
olarak, = yerine m ve m yerine x yazilirsa o zaman (m|y)|((z|y)|1) € F

ve bu durumda z|y ocp mly elde edilir.

2. Eg zamanh olarak, (1) sikkinda x yerine y, y yerine m ve m yerine n

yazilirsa (nl) kogulundan ml|y ocp m|n bulunur. Boylece x|y ocp m|y

elde edilir.

O halde xp bagimtisinin gegisme oOzelliginden x|y o«r m|n sonucuna

ulagilir. u

Lemma 4.6. A bir gigli Sheffer stroke NMV-cebiri ve &, A dizerinde bir
kongriians bagintisy olsun. O zaman A’min F(§) = {x € A : z€1} altkimesi

A’min bir suzgecidir.

Ispat. €, A fizerinde bir kongriians bagmntis1 ve F(¢) = {z € A : z€1},
A’nin bir altkiimesi olsun. £ bagintisinin yansima ozelliginden 1£1 ve buradan

1 € F(§) elde edilir. z,z|(y|1) € F(§) oldugunu kabul edelim. O zaman z£1
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ve z|(y|1)&1 olduguna gore z&x|(y|1) bulunur. y&y oldugundan ve Lemma 4.4,
(nl), Lemma 4.1 (viii) ve (S2) aksiyomundan z|y&(z|(y|1))|y = y|((y|1)|x) =~

(W ly)I(yID)]z) ~ (WDI)I([D)]z) ~ y[1 elde edilir. Aynca,
(n3)’den x|(y|1)&(y|1)|1 = y olur. £ bagintisinin gegisme 6zelliginden y&1 ve bu

durumda y € F () elde edilir. O halde F(¢) altkiimesi A'nin bir stizgecidir. [

Lemma 4.7. A bir gicli Sheffer stroke NMV-cebiri olmak tuzere F', A'nin bir

suzgect ve £, A uzerinde bir kongrians bagintist olsun. O zaman
(a) F = F(xp) ve

(b) 5 :OCF(@ “dir.
Ispat. F, A'nm bir siizgeci ve £, A iizerinde bir kongriians bagintisi olsun.

(a) (n2) ve Lemma 4.1 (x)’den

Flxp)={r€eA:zxpl}
={reA:z|(1]1) = z|0~ 1€ F ve l|(z|x) ~ x € F}
={recA:xeF}
=F

elde edilir.

(b) & o<p(e) y olacak sekilde x,y € A olsun. O zaman

T Xpe) Y < o|(y[1),y[(z[1) € F(§)
& x| (y[1)E1 ve yl(z[1)E1
< z|(y|1)syl(=[1)

< (2| DEWI(=M)IW1) ~ y

ve benzer gekilde (y|(z|1))|(z|1)&x bulunur. £ bagimtisinin simetri 6zelligi,
(n3) ve (n4)’den z&(y|(z|1))|(z]1) ~ (x|(y|1))|(y|1)Ey elde edilir. O halde

§ = p(¢) sonucuna ulagihr.
[

Sonug 4.2. A bir gicli Sheffer stroke NMV-cebiri olmak tizere Fil(A), A’nin

tim stizgeglerinin sinifi ve Con(A), A tzerindeki tim kongrians bagintilarinin
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smnafe olsun. O zaman

f: Fil(A) — Con(A)

ve

g:Con(A) — Fil(A)
§—9() = F(¢)

dontistumleri izomorfizmadirlar, yani,
Fil(A) = Con(A)
dar.

Teorem 4.3. A bir giicli Sheffer stroke NMV-cebiri olmak tizere F, A’nin
bir stizgeci ve o<, A tzerinde F' stizgeci yardimiyla tanimlanan bir kongrians
bagintise olsun. O zaman AJF = A x= {[z]x : x € A} bir bolim kimesi ve
A/F dizerinde her z,y € A i¢in []«|x|y]x = [2|Y]« ile tanuml | Sheffer stroke
iglemi olmak tizere (A/F, |, F') yapisy bir gicli Sheffer stroke NMV-cebiridir
ve F' = [1], 'dir.

Ispat. F'nin A'min bir siizgeci ve o< bagmtismin A iizerinde F siizgeci
yardimiyla tanimlanan bir kongriians bagintisi oldugunu varsayalim. A/F =
A/ x= {[z]« : x € A} olsun ve | giiglii Sheffer stroke iglemi her z,y € A igin
(7]« |xy]x = [2|y]« seklinde tanimlansin. O zaman (nl)-(n3) ve (Sy — 1)’den
z|(1]1) = z|0 = 1 € F ve 1|(z|1) = (z|1)|1 = = € F olduguna gore her z € F
icin x € [1]« olur. x &< 1 oldugundan F' C [1] elde edilir. Diger yandan, her
z € [1]« i¢gin z o< 1 bulunur. (n1)-(n3) ve (S —1)’den 1 ~ z|0 ~ z|(1]1) € F
ve z ~ (z|1)|1 =~ 1|(x|1) € F olduguna gore [1], C F' ve bu durumda F' =~ [1]«
elde edilir. Buradan 04/p ~ [0]x =~ [1|1]x = [1]x|«[1]« sonucuna ulagilir.

Simdi (A/F, |«, F') yapisinin bir gii¢lii Sheffer stroke NMV-cebiri oldugunu
gosterelim. |« igleminin tanimindan ve (A, |, 1) yapisi bir gii¢lii Sheffer stroke
NMV-cebiri oldugundan her z,y € A i¢in

(1) = [#laclocltloc = [2]y]oc = [ylo]oc = [Ylaclocl]oc,

(2) : [#]aclo0a/F = [l [0]oc = [2]0]c = [1]oc = F,
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(([#]ocloc ) o[y loo) o [Yloc A ([@]oc] o[V o) oYl oc) | [
~ [((@[D]y)lyle = [((y[D)]2)[7]
~ ([Ylocl oMo locl#]oc) o 2]
R ([l o) |oc[7]oc) o [2]
() :
([#]ocloc ) e ([ ox ox [¥]oc) o F) 22 ([ o [Hoc) oc (([#]acl et o) [ [1] )
[([D)[((z]y)[1)]
~ (1)
~ F
(6) :
[ ococ (CCCCIoc | oc [l Lo o [W] o) |ox [ o) |ox [ ) | )
~ [ oc o ((CCCC el oc[Y o) el acl¥l o) e 2l o) [oc 2] o) [ [ o)
~ [l (1) 1y)]2)12)]1)]e
~ (1
~ F
elde edilir. O

Ornek 4.6. Ornek 4.1°de verilen A guicli Sheffer stroke NMV-cebirini goz
oniinde bulunduralim.. A'man F = {1, f} stizgeci i¢in cp= {(0,0), (a,a), (b,b),
(¢;¢);(d,d), (e, ¢), (£, f), (1,1),(a,0),(0,a), (L, f), (f, 1), (b, d), (d, D), (¢, €), (e,

¢)} bagintisy A dzerinde F yardvmayla tanimlanan bir kongrians bagintisidir. O
zaman AJF = {[0]«p, [blocps [Clocps [L]xp )5 bOlam kimesi, F =~ [1]«, = {1, f} ve
A/F dizerinde | o, glclii Sheffer stroke islemi (lizelge 4.2 deki islem tablosuna
sahip olacak sekilde (A/F, |, F) yapise bir gugli Sheffer stroke NMV-cebiridir.
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locr | Olar locr (o [Mor
Ocr | Mocr Mocr Mo [Mor
Bloce | Mocr o Mop [Clocr
(o | Mocr Mo [blocy [Blocr
Wocr | Mo [eocr Blocr [Oocr

Cizelge 4.2: A/F iizerindeki |, giiclii Sheffer stroke iglem tablosu

Sonug 4.3. A bir gucli Sheffer stroke NMV-cebiri olmak tzere F, A’nin
bir stizgeci ve o<, A tzerinde F' stizgeci yardimiyla tanimlanan bir kongrians

bagintisy olsun. Eger (A/F,|«, F) yapisi birlesme ézelligine sahip ise o zaman

bir MV-cebiridir.

Sonug 4.4. A bir gigli Sheffer stroke NMV-cebir olmak tizere F', A’nin bir
stizgeci ve o, A tuzerinde F stizgeci yardimiyla tanimlanan bir kongrians
bagintise olsun. O zaman (A/F, |, F') yapise sifira sahip bir gerektirmeli NM V-

cebiridir.

4.2 Giuglu Sheffer stroke NMV-cebirlerinin Homomor-

fizmalar:

Bu kisimda, giiclii Sheffer stroke NMV-cebirleri iizerinde tanimlanan

homomorfizmalar ve 6zellikleri sunulacaktir.

Tanim 4.5. (A,|a,14) ve (B,|p,1p) tki giicli Sheffer stroke NMV-cebiri

olsun. Eger her x,y € A i¢in

h(z]ay) = h(x)|sh(y)
ise 0 zaman h : A — B dondsimine bir homomorfizma denir.

Lemma 4.8. (A, |4,14) ve (B,|g,1p) iki gigli Sheffer stroke NMYV-cebiri ve
h : A — B déniisimii bir homomorfizma olsun. O zaman h(A) altkimesi

B ’nin bir stzgecidir.

Ispat. (A,|a,14) ve (B,|p,1p) iki giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri ve h :
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A — B doniigiimii bir homomorfizma olsun. O zaman Lemma 4.1 (ix)’den

1g = h(14)|5(h(14)|Bh(14))
~ h(1ala(1alala))

~ h(14) € h(A)

elde edilir. h(x) € h(A) ve h(x)|s(h(y)|sls) € h(A) olsun. h(z|a(y|ala)) =~
W) a(h()|sh(1a) ~ h(@)la(h)lnla) € h(A) olduguna gore « € A ve
zla(ylala) € A olur. Anmn kendisi de A'nin bir siizgeci olduguna gore y €
A ve buradan h(y) € h(A) elde edilir. O halde h(A) altkiimesi B’nin bir

stizgecidir. O
Gozlem 4.1. Giicli Sheffer stroke NMV-cebirlerinin sinifi bir varyete olusturur.

Teorem 4.4. (A, |a,14) ve (B,|p, 1p) iki gi¢li Sheffer stroke NMV-cebiri ve

h: A — B donistimi bir homomorfizma olsun.

(1) Eger F altkimesi A’'nan bir siizgeci ise o zaman h(F) altkiimesi de B nin
bir stzgecidir.
(2) Eger G altkiimesi B nin bir sizgeci ise o zaman h™'(G) altkimesi de

A’mn bir stuzgecidir.

Ispat. (A,]a,14) ve (B,|p,1p) iki giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri ve h :

A — B doniigtimi bir homomorfizma olsun.

(1) A'nin bir F' altkiimesinin A'nin stizgeci oldugunu kabul edelim. 14 €
F olduguna gore 1p ~ h(ly) € h(F) elde edilir. h(x) € h(F) ve
h(@)|s(h(y)|slp) € h(F) olsun. O zaman h(z|a(y|ala)) = h(z)|s(h(y)|sh(14)) =
h(z)|5(h(y)
|plg) € h(F) oldugundan x € F' ve z|4(y|ala) € F bulunur. Kabulden
y € F ve bu durumda h(y) € h(F) elde edilir. O halde h(F) altkiimesi
B’nin bir siizgecidir.

(2) B'nin bir G altkiimesinin B’nin siizgeci oldugunu varsayalim. h(14) =~
1p € G olduguna gore 14 ~ h™*h(1,) ~ h=(1g) € h"Y(G) olur. z €
h=Y(G) ve z|a(y|ala) € h71(G) olsun. O zaman h(z) € hh™'(G) C G ve
h(x)|s(h(y)|s1) ~ h(x)|s(h(y)|sh(14)) ~ h(z|a(ylala)) € WhHG) ©
G bulunur. Varsayimdan, h(y) € G ve buradan y € h™'(G) elde edilir.
O halde h~!(@G) altkiimesi A'nin bir siizgecidir.
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]

Teorem 4.5. (A, |, 1) bir gigli Sheffer stroke NMV-cebiri ve F ve G, A’nin
iki siizgeci olsun. O zaman A/(FNG) = A/F x A/G dir.

Ispat. F ve G, Anm iki siizgeci olsun. F N G, Anin siizgeci olduguna gore
Teorem 4.3’ten A/(F N G) de bir giiclii Sheffer stroke NMV-cebiridir. Teorem
4.3'ten A/F ve A/G giiglii Sheffer stroke NMV-cebirleri olduklarindan Teorem
4.1’den A/F x A/G bir giiglii Sheffer stroke NMV-cebiridir. O zaman

FiA/(FNG) — AJF x AJG

[#]ocprg = ([#ocps [#]ocq )-

ile tanimli f dontisimi bir homomorfizmadir.

([#locrs [7]oce) = ([Wlocr» [Y]e) Olacak sekilde ([z]ocy, [#]os ), ([Wlors [W]ce) €
AJF x A/G olsun. O zaman [z]w, = [Y|«, Ve [T]x, = [Y]xg Olur. z ocp y ve
r X y olduguna gore z|(y|y), y|(z|x) € F ve z|(yly),y|(z|x) € G elde edilir.
z|(yly),y|(z|x) € FNG olduguna gore x xXpng y ve buradan [&]a,.c = [V]xpae
olur. Bu durumda f birebirdir.

f([#lsene)) = ([a]xp [a]xe) olacak sekilde ([a)wy, [a]os) € A/F X A/G

olsun. O zaman ([2]uy, [T]xe) = ([a]xp, [@]xg) Oldugundan [z]«, = [a]w, ve

F
[T]xe & [a]g €lde edilir. x & a ve x xg a olduguna gore z|(ala), a|(z|z) € F
ve z|(ala), a|(z|x) € G ve buradan z|(ala),a|(x|z) € F NG olur. Bu durumda
~ [a] bulunur. Buradan f

T Xpne a sonucuna ulagilir. Boylece [x]

XFNnG XFNG

ortendir.
O halde f doniigiimii bir izomorfizmadir, yani, A/(FNG) = A/F x A/G

sonucuna ulagilir. O

Teorem 4.6. (A, |4,14) ve (B,|p,1p) iki gigli Sheffer stroke NMV-cebiri
olmak tzere F ve G altkiimeleri, siraswyla, A ve B’nin suzgegleri olsun. O

zaman (A X B)/(F x G) 2 A/F x B/G dir.

Ispat. F ve G altkiimeleri, sirasiyla, A ve B'nin siizgecleri olsun. Teorem
4.3ten A/F ve B/G iki giiclii Sheffer stroke NMV-cebiridir. Bu durumda
Teorem 4.1’den A/F x B/G ve A x B giiclii Sheffer stroke NMV-cebirleridir.

Ik olarak, ' x G altkiimesinin A x B’nin bir siizgeci oldugunu gésterelim.

F ve G, sirasiyla, A ve B’nin siizgegleri olduguna gore laxp =~ (1a,1p) €
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F x G olur. (x1,11), (z1,y1)|axs((x2, y2) | axB(22,92)) € F X G olsun. O zaman
(x1|a(x2|az2), y1|B(y2|BY2)) € F x G ve buradan xy,z1|a(z2]azs) € F ve
y1,Y1|B(y2|BY2) € G elde edilir. O halde 25 € F ve yo € G sonuglandirihir.
Bu durumda (z2,y2) € F' x G elde edilir. Teorem 4.3’ten A x B/F x G bir
giiclii Sheffer stroke NMV-cebiridir. Boylece

g:(Ax B)/(FxG) — AJF x B/G
[(@, )] xrre > ([Eocrs [W]xa)-

ile tanimli ¢ dontigiimi bir 6érten homomorfizmadir.

Simdi, ¢g’'nin birebir oldugunu gésterelim. ([21]«,, [U1]xe) = ([T2)ocps [Y2]xg)
olacak sekilde ([21]ocs, [11]oxe)s ([Z2)ocps [W2]e) € A/F X B/G olsun. [z1], &~
(2] VE [Y1]xe = [Y2)xe Olduguna gore x1 ocp x9 Ve y; X y2 bulunur. O halde
T1|a(z2|az2), To|a(z1]az1) € F, vile(v2lBY2), v2l5(v1|lBY1) € G ve buradan
(1, y1) | axB((2, Y2)[ax (T2, 42)) ~ (v1|a(z2]aza), yilB(valBY2)) € F X G,
(@2, y2)| axB((@1, Y1) ax (21, 91)) & (22| a(@1]az1), ¥2|B(y1]BY1)) € F x G elde
edilir. (z1,91) Xpxa (T2, y2) olduguna gore [(x1, y1)]xpra =~ (22, Y2)]|xp, o OlUL.

O halde g bir izomorfizmadir, yani, (A x B)/(F x G) = A/F x B/G

sonuclandirilir. O

Sonug 4.5. (A, |, 1) bir gigli Sheffer stroke NMV-cebiri olmak tizere F ve G,
A'nan iki stizgeci olsun. O zaman A/(FNG) = (A x A)/(F x G) dir.

Teorem 4.7. (A,|,1) bir gii¢li Sheffer stroke NMV-cebiri ve F, A’mn bir
stizgeci olsun. O zaman F C G olacak sekilde A’nin bir G altkimesinin A’nin
bir stizgeci olmasu i¢in gerek ve yeter kosul G/F = {[z]p € A/F : x € G}

kiimesinin A/ F 'nin bir siizgeci olmasudar.

Ispat. F'nin A'nin bir siizgeci oldugunu kabul edelim.

Gerek kosul: F C G olacak sekilde G altkiimesi A'nin bir siizgeci ve
G/F = {[z]p € A/F : x € G} olsun. Teorem 4.3’ten (A/F,|r, F) bir
gliglii Sheffer stroke NMV-cebiridir ve F' = [1]F olur. G/F’nin tanimi geregi
F =~ [1]p € G/F bulunur. [z]p € G/F ve [z|p|r([ylr|rF) € G/F olsun.
O zaman [z|(y|V)]r ~ [z]r|r([ylrlr(lr) ~ [z]rlp(lylrlrF) € G/F ve bu
durumda z € G ve z|(y|l) € G elde edilir. G, A'nin bir siizgeci olduguna
gore y € G ve boylece [y|r € G/F olur. O halde G/F, A/F’nin bir stizgecidir.

Yeter kosul: G/F kiimesinin tamimindan ispatlanir. O
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Teorem 4.8. (A, |4,14) ve (B, |p,1p) iki gicli Sheffer stroke NMV-cebiri ve
h : A — B déniisimi bir homomorfizma olsun. O zaman Kerh = {z € A :

h(z) = 1}, A'man bir sizgecidir.

Ispat. (A, |a,14) ve (B, |, 1) yapilarinm iki giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri
ve h : A — B doniigimiiniin bir homomorfizma olduguni varsayalim. h(14) ~
15 olduguna gore 15 € Kerh elde edilir. x € Kerh ve x|a(y|ay) € Kerh olsun.

O zaman h(z) = 1p ve h(z|a(y|ay)) = 15 olur.

h(y) = 1g|s(h(y)|Bh(y))
~ h(z)|s(h(y)|Bh(y))
~ h(z]a(ylay))

~ 1Ba

oldugundan y € Kerh sonucuna ulagilir. O halde Kerh, A'nin bir siizgecidir.

]

Teorem 4.9. (A, |,1) bir gii¢li Sheffer stroke NMV-cebiri ve F, A’nan bir
stizgeci olsun. O zaman her v € A i¢in x — [x]p ile tanaml bir g : A — A/ F

dogal homomorfizmasi vardar.

Ispat. (A,|,1) bir giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri ve F, A'nm bir siizgeci
olsun. Teorem 4.3 geregi her = € A igin x — [z]p ile tanimh bir g : A — A/F

dontisiimi bir dogal homomorfizmadir. O]

Teorem 4.10. (A, |, 1) bir giicli Sheffer stroke NMV-cebiri ve F', A'nan bir
stizgeci olsun. O zaman her x € A i¢in f(x) = [z|p ile tanumlanan bir f :

A — A/F kanonik dérten homomorfizmast vardir ve Kerf = F dir.

Ispat. F, A'nm bir siizgeci olsun. Teorem 4.9 uyarinca her z € A icin f (x) =~

[z]F ile tammlanan bir f : A — A/F déniigiimii bir homomorfizmadir ve
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tanimi geregi ortendir. Ayrica, (n2) ve Lemma 4.1 (x)’den

Kerf ={ze A: f(z) = [1]r}
={r e A:fz]r~ 1]}
={reA:rxpl}
={zeA:z|(11)~z[0x=1€F vel|(z|x)~x € F}
={recA:xelF}
=F

elde edilir. n

Teorem 4.11. (A, |4,14) ve (B,|p, 1p) iki gucli Sheffer stroke NMV-cebiri
ve h : A — B donisimi bir homomorfizma olsun. O zaman bir g :
A — A/Kerh dogal homomorfizmasi i¢in h ~ f o g olacak sekilde tek bir

f:A/Kerh — B homomorfizmasi vardur. Ayrica, g érten ve f birebirdir.

Ispat. (A,|a,14) ve (B,|p,1p) iki giiclii Sheffer stroke NMV-cebiri ve h :
A — B doniigiimi bir homomorfizma olsun. Teorem 4.8 geregi Kerh,
A’nin bir siizgecidir ve bu durumda Teorem 4.3’ten A/Kerh bir giiglii Sheffer
stroke NMV-cebiridir. Bir f : A/Kerh — B doniigiimii, her z,y € A igin
(%] kern — h(z) olacak sekilde tanimlansin.

[]kern = [ylkern oOlacak sekilde [x]kern, [Ylgern € A/Kerh olsun.
O zaman = Xgepn Yy olduguna gore z|a(ylay), yla(z|ax) € Kerh ve
buradan h(x)|s(h(y)|sh(y)) = h(z[a(ylay)) = 15 ve h(y)|s(h(z)|sh(z)) ~
h(y|a(z]az)) =~ 1p elde edilir. Onerme 4.1’den h(x) < h(y) ve h(y) < h(z)
olduguna gore f([z]gern) = h(z) =~ h(y) = f([y|ken) olur. O halde f
dontigimi iyi-tanimlidir.

(] Kerns [Y] kern € A/ Kerh olsun. O zaman

ve f(Kerh) =~ f([lalkern) =~ h(l4) = 1p oldugundan f dontigimi bir

homomorfizmadar.
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Her x € A i¢in g(z) = [v]kern ile tammh bir g : A — A/Kerh
doniigiimii bir dogal homomorfizma olmak tizere (f o g)(x) =~ f(g(z)) ~
f(z]kern) = h(z) oldugundan h ~ f o g bullunur. Bu durumda Teorem
4.10’dan g doniigiimii ortendir.

Simdi f doniigiimiiniin tek oldugunu gosterelim. h ~ X o g olacak sekilde
A A/Kerf — B déniigiimii bir homomorfizma olsun. O zaman [x]ge.n €
A/Kerh igin A([z]kern) = Mg(x)) & Ao g(z) = h(z) = fog(r) = fg(z)) =
f([z]kern) ve boylece A = f elde edilir.

f([@lxern) = [([Ylkern) olacak selikde [z]kern, [ylkern € A/Kerh olsun.
O zaman h(z) ~ h(y) bulunur. Lemma 4.1 (ix)’den

hzlaylay)) ~ h@)|s(h(y)|sh(y))
h(z)|s(h(z)|sh(x))

lp

Q

Q

ve benzer gekilde h(y|a(z]ax)) = 1p elde edilir. Boylece x|4(y|ay), y|a(z|az) €
Kerh bulunur. Bu durumda @ e, y ve buradan [2|gern = [y kern SOnucuna

ulagilir. O halde f doniigtimi birebirdir. O]

Sonug 4.6. (Birinci Izomorfizma Teoremi) (A,|4,14) ve (B, |5, 15) iki
gucli Sheffer stroke NMV-cebiri ve h : A — B dondisumi bir homomorfizma
olsun. O zaman A/Kerh = h(A) dir. Ayrica, h drten ise o zaman A/Kerh =
Bdir.

Teorem 4.12. (Ikinci Izomorfizma Teoremi) (A, |,1) bir gicli Sheffer
stroke NMV-cebiri olmak tizere B, A’nan bir glicli Sheffer stroke NMV-altcebiri
ve F', A'man bir sizgeci olsun. O zaman her x € B i¢in BF = |J[x]p ve

BF/F ={[z]p € A/F : x € BF} olmak tizere BF/F = B/B N F dir.

fspat. B, A'nin bir giiclii Sheffer stroke NMV-altcebiri ve F', A'min bir stizgeci
olsun. O zaman 1 € B ve buradan 1 € F = [1]p C J[z]r = BF elde edilir.
Her z,y,z € BF C A i¢gin BF altkiimesi (n1-n6) kogullarim gerceklediginden
(BF,|,1) bir giiclii Sheffer stroke NMV-cebiridir. Teorem 4.3ten A/F bir
gliglii Sheffer stroke NMV-cebiri olduguna gére BF/F kiimesi A/F’nin bir
gliclii Sheffer stroke NMV-altcebiridir. BF/F' bir giiglii Sheffer stroke NMV-

cebiri ve B C BF oldugundan her # € B i¢in x + [z]p ilee tanimlanan bir
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h: B — BF/F doniigimii bir homomorfizmadir. Boylece (n2) ve Lemma 4.1

(x)’den

Kerh={x € B: h(z) =~ [1|r}
={zeB:z]r~[1]r}
={reB:rxpl}
={zeB:z|(1]l) = z|0~ 1€ Fve 1|(z|z) =z € F}
={reB:xeF}

=BNF

sonucuna ulagilir.

Herhangi bir [a]p € BF/F i¢gin a € BF = |J[z]r olur. Bu durumda
a € [z]r olacak gekilde bir x € B mevcut oldugundan [a]r = [z]F elde edilir. O
halde h(z) =~ [z]F = |a]F ve buradan h ortendir. Sonug 4.6 geregi B/BN F =
B/Kerh = h(B) = BF/F sonuglandirilir. O

Teorem 4.13. (Uciincii [zomorfizma Teoremi) (A,|,1) bir giicli Sheffer
stroke NMV-cebiri ve F C G olmak tizere F ve G, A’min iki stizgeci olsun. O
zaman (A/F)/(G/F) = A/G dir.

fspat. F C G olmak tizere F ve G, A'min iki stlizgeci olsun. Teorem 4.7’den
G/F = {[z]r € A/F : © € G}, A/F giiglii Sheffer stroke NMV-cebirinin
bir stizgecidir. Teorem 4.3'ten (A/F)/(G/F) = {[[z]rla/r : [x]r € A/F}
ve A/G = {[z]¢ : © € A} iki giigli Sheffer stroke NMV-cebiridir. Bir
p: (A/F)/(G/F) — A/G doniisiimii, her x € A iin [[z|p]g/r — [7]c
seklinde tanimlansm. Her [[x]r]q/r, [[¥]Fla/r € (A/F)/(G/F) i¢in

w(l[z]rle/rla/pllvlrler) = w([zlrlrlylFle/r)
~ u([zlylrler)
~ [zlyle
~ [7lclclyle
~ p((lz]rler)lap(lylrlar)
ve G ~ [1]¢ = p([[1]r]c/r) olduguna gore p dontigimi bir homomorfizmadir.

[[z]Fle/r € Kerp olsun. O zaman [0]¢ =~ u([[z|rla/r) = (2] dir. 2 g 0

oldugundan z|(0[1),0|(z|1) € G ve buradan [z]r|r([0]r|r[l]F) =~ [](0]1)]F,
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0]p|p([z]p|r1]F) = [0|(x]1)]r € G/F elde edilir. [z]p x¢/r [0]F olduguna gore
[z]Fle/r = [[0]F]q/r bulunur. Boylece Kerp = {[[0]p]q/r} olur ve buradan p
bir monomorfizmadir. Ayrica, p tanimi geregi ortendir.

O halde p bir izonorfizma, yani, (A/F)/(G/F) = A/G dir. O
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5 SHEFFER STROKE BL-CEBIRLERI

Bu boliimde, Sheffer stroke BL-cebirleri tanitilarak gesitli (fuzzy) siizgegleri
tamimlanacaktir. Ayni zamanda, bu fuzzy siizgecler yardimiyla belirlenen bir
altkiimenin bir siizge¢ oldugu ve bu ifadenin tersinin de dogru oldugu gosteri-
lecektir. Boylece bir Sheffer stroke BL-cebirinin bogtan farkl bir altkiimesinin

karakteristik fonksiyonun da bir fuzzy siizge¢ oldugu sonucuna ulagilacaktir.

Tanim 5.1. Her ¢q,co € C i¢in

(sBL —1) (C,V,A,0,1) yapisu bir sinarly kafestir,

(sBL —2) (C,|) yapisy Sheffer stroke islemine sahip bir grupoiddir,

(sBL = 3) c1 Aea = (ar](er(e2]e2)))[(er](enl(ezle2))).

(sBL —4) (af(cz|e2)) V (2| (ci]er)) =1

kosullariny saglayan (2,2,2,0,0) tipindeki bir (C,V,A,|,0,1) cebirine bir
Sheffer stroke BL-cebiri denir. Burada 1 = 0|0 elemani C’nin en biyik ve

0 = 1|1 elemans C'nin en kiigik elemanidar.

Ornek 5.1. C = {0,u,v,1}, Sekil 5.1°de bulunan Hasse diagramina sahip bir
kiime ve C dizerindeki |, V ve A iglemleri (lizelge 5.1°deki islem tablolarina

sahip ikili islemler olsunlar.

Sekil 5.1: C' kiimesinin Hasse diyagrami

O halde (C,V,A,|,0,1) bir Sheffer stroke BL-cebiridir.
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|10 uw v 1 VIO u v 1 A0 u v 1
0|1 1 1 1 0 uw v 1 0 0 0 O
vl v 1 w v lu uw 1 1 v |0 u 0 wu
vil 1 u wu viv 1 v 1 v|{0 0 v w
111 v wu 11 1 1 1 110 v v 1

Cizelge 5.1: C iizerindeki | Sheffer stroke, V ve A iglem tablolar

Ornek 5.2. D = {0,a,b,¢,d,e, f,1}, Sekil 5.2°de bulunan Hasse diagramina
sahip bir kiime ve D dizerindeki | iglemi Cizelge 5.2°deki, V islemi Cizelge
5.83°dekt ve N islemi Cizelge 5.4°deki islem tablolarina sahip ikili islemler

olsunlar.

T - |
____,,-—' “-h..__\_h_\- - -:’{a____h
a — ]:I' - C
g e
. _______-F

Sekil 5.2: D kiimesinin Hasse diyagrami

O halde (D,V, A, |,0,1) bir Sheffer stroke BL-cebiridir.

[10 a b ¢ d e f 1
oj1 1 1 1 1 1 1
al|l f 1 1 f f 1 f
b1 1 e 1 e 1 e e
c|1l1 1 1 d 1 d d d
dl1l1 f e 1 ¢ f e c
e|ll f 1 d f b d b
fl11 1 e d e d a a

1 f e d ¢ b a 1

Cizelge 5.2: D tizerindeki | Sheffer stroke iglem tablosu
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VIO a b ¢ d e f 1
010 a b ¢ d e f 1
ala a d e d e 1 1
b|b d b f d 1 f 1
cle e f ¢ 1 e f 1
d|ld d d 1 4 1 1 1
ele e 1 e 1 e 1 1
fofr v f 11 f1
171 1 1 1 1 1 1 1

Cizelge 5.3: D fizerindeki V iglem tablosu

A0 a b ¢ d e f 1
0fj0 0 0 0 0 0 O O
a|l0 a 0 0 a a 0 a
b0 O b 0 b 0 b b
c|0 0 0 ¢ 0 ¢ ¢ ¢
d|{0 a b 0 d a b d
e|0 a 0 ¢ a e c e
f10 0 b ¢ b ¢ f f
110 a b ¢ d e f

Cizelge 5.4: D fizerindeki A iglem tablosu

Aksi belirtilmedikge, bir Sheffer stroke BL-cebiri kisaca C' ile gosterile-

cektir.

Onerme 5.1. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her ¢y, co,c3 € C

iein asaqrdaki ozellikler vardr:

~

- c1l((eaf(esles))[(eal(esles))) = eal((er](esles))|(eal(esles))),
2. c1|(e1ler) =1,

3. 1l(c1]er) = ey,

4. al(l) =1,

5. (aD|(cr]1) = e,

6. (c1]c2)|(c1ler) < ¢35 < 1 < eof(esles)

7. ¢1 < ¢y eger ve yalniz eger cq|(ca|ca) =1,

8. c1 < eol(eq]en),

9. C1 S (Cl|02)|02,
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10. (a) (al(eil(ezle2)))|(erl(erl(e2lc2))) < e,
(0) (crl(erl(ez]ea)))l(erl(erl(ez]e2))) < ca,

11. Eger ¢ < ¢, ise o zaman
(1) esl(cr]er) < esl(eale),
(1) (ciles)l(ciles) < (cales)l(cales),
(iid) ca(csles) < enf(esles),
12 c1f(calea) < (esl(ealen))|((es(cale2))l (sl (cale2))),
13. c1(calez) < (eal(esles))[((eal(esles))l (el (esles))),
14 ((erV ea)les)|((er V ea)les) = ((erles)|(eales)) V ((eales)|(cales)),

15. 1V ez = ((e1(e2|e2))[(e2]e2)) A ((cal(er]er))|(eler)) “dar.

Ispat. 1. (S1) ve (S3) aksiyomlarmdan elde edilir.

2. (sBL — 1) ve (sBL — 4)'den ¢|(ci|c1) = (e1|(cier)) V (ei(er]er)) = 1

bulunur.
3. (2) kogulu, (S1) ve (52) geregi 1|(c1|c1) = (er](ci|er))|(c1|er) = e olur.
4. (3) kosulu, (S1) ve (S2) aksiyomlarmdan ¢;|(1]1) = (1](c1]er))|(1]1) =1
sonucuna ulagilir.

5. (51), (52) ve (3) kogulundan (¢4 [1)[(e1|1) = (1[((er]er)|(erlen))) (1 ((ea]er)
|(c1]e1))) = (e1]er)|(ca1]er) = e elde edilir.

6. (=) (c1]e2)|(e1|ea) < 5 olsun. O zaman (sBL — 1), (sBL — 3), (S1) ve
(53)’den

((crlez)[(erle2)) Aes

= ( )| (exle2))|(((erlez)[(exle2))|(es
(((ealez)(exle)) | (el e2)[(erle2))|(esles)))
= (cal((eal(ea]((cal(esles))|(cal(es|es)))))]
(ex] (x| ((eal (esles))[(eal(esles))))))]
(caf ((eal(ex|((e2l(esles))l (cal (esles)))))]
(crl(er|((e2l(esles))[(e2l (esles)))))))

(cile)|(er]e2) =

[c3))]

Cl‘ 1’

(*1)

Cl| C1
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elde edilir. Boylece (sBL — 3), (S1), (S3), (x1), (2) ve (5) kogullarindan

(ex] (x| ((eal(csles))(cal(esles)))))
(crl(ea]((eal(esles))(e2l(esles)))))
(e( )l(esles)))
(el )
(el
(

c1 A (ca|(esles)) =

)

)

((crle2)|(er]c2) )

c1l(((erlez)[(ele2))[(csles)))

cr|(((e2|((eal(eal ((eal (esles))l (cal (esles))))) (]

c1((ezl(esles))(eal (esles)))))))I(eal ((enl (e ((ea

|(csles))|(cal(esles)))))l (el (eal((eal(esles)) (el

(cales))))))NI(esles))) | (eal (((eal ((eal (el (el

(cales))[(eal(esles))))(erl(eal((e2l(esles))|(cal(cs|
cs)))II(ezl((exl(er]((cal(esles))I(c2l(esles)))))
(er] (er] ((eal(eses))[(eal(esles)))))))) (esles)))

= (cal(((exl(ea|((eal(esles))[(eal(esles))))) (eal (el ((

|(slea))l (cal(eales))))))((cal (esles))l (cal (cs]ea)))

( I(

)

)
( )I(
| (e (((ea| (ex[ (2l (esles ) (eal (esles))))) (el (e
( )I(
(

)

| (c2

|(esles))|(e2l(esles))))))((e2l(esles))| (e2l(esles)

= (cal((eal((cal(esles))I(cal(esles))))IC
(

)

(c ) )

(cal(esles))))|(enl((eal(esles))[(cal (esles
(

c1l((czl(esles))|
DI (el

((er]((cal(esles))[(cal(esles)))) [ ((eal((eal(esles))

|(cal (esles))))l (el ((cal (esles))[ (2l (esles)))))))

= (aDl(er]1)

:Cl

olur. Bu durumda (sBL — 1)’den ¢; < ¢3(cs|cs) sonuglandirilir.

(<) 1 < eol(esles) olsun. O zaman (sBL — 1) ve (sBL — 3)’den

c1 = c1 A (eal(csles))
= (c1](er|((e2|(esles))|(c2l(esles)))))
[(erl(er|((e2l(esles))[(cal(esles)))))  (x2)
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elde edilir. Bu durumda (sBL — 3), (S1), (S3) ve (x2)’den

((er]e2)l(erlea)) Aes = (((erlea)l(ealea)) [(((erlez) [ (er]e2)) [ (esles)))]
(((erlez)l(exle2))|(((er]e2)[(er]e2))|(es]cs)))
= (cal((eal(eal((cal(csles))[(cal(esles)))))]
(exf(erl((eal(esles))[(cal(esles)))))))
(cal ((eal(ea|((c2|(esles))[ (2l (esles)))))]
(ex] (e ((e2l( )
= (

ci|(er|((eal(esles))[(cal(esles)))))

(
cilea)|(cifez)

bulunur. O halde (sBL — 1)’den (c1|e2)|(c1]c2) < ¢3 sonucuna ulagilir.

1 < ¢ oldugunu varsayalim. O zaman (5) kogulundan ve (S1)
aksiyomundan ¢; = (1]¢1)|(1|e1) < ¢ elde edilir. Boylece (6) kosulundan
1 < ¢|(ea|ey) olur. Her ¢p,c0 € C igin ¢q(ez]cs) < 1 ve buradan
¢1|(ea]eg) = 1 bulunur.

Diger yonden, ¢ |(ca|c) = 1 olsun. Her ¢; € C'igin ¢; < 1 olduguna
gore ¢; < 1 = ¢1(ez]eg) olur. Bu durumda (6) kogulundan ve (S2)

aksiyomundan ¢; = (¢1]cq)|(c1]e1) < e elde edilir.

. Her ¢ € C igin ¢5 < 1 olduguna gére (2), (6) ve (S1)’den

2 <1 <cf(alar)
& (ale)l(ale) < a

S < CQ|(01|01)

elde edilir.

. Her ¢1,co € C igin, sirasiyla, (6) kosulu, (52) ve (S1) kullanilarak

(c1]ea)|(e1|e2) < (er]e2)|(er]e2) € 1 < (cr]ea)|ca elde edilir.

(a) Her ¢; € C igin ¢; < ¢; olduguna gore, sirasiyla (52), (S1) ve (6)

kogulu kullanilarak

1 << < (allele))|(ela)

& (al(erl(eale2)))(erl(er](eale2))) < e

sonucuna ulagilir.
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(b) Her ¢y, ¢ € Cigin ¢1(e2|e2) < e1](c|c2) olduguna gore (6) kosulu ve
(S1) aksiyomundan ¢ |(cza|c2) < c1](e2|ce) < (er|(c1|(eale2)))|(er] (e
(ca]ce))) < cq olur.

c1 < ¢o oldugunu kabul edelim.

(1) (10(b)) kogulundan (cs|(cs|(c1ler)))|(es|(esl(c1]er))) < e1 < e olur.
O zaman (S1) ve (6) kosulundan c;|(c1|c1) < cs](calce) elde edilir.

(i7) (9) kogulundan ¢; < ¢g < (e2es)|es olduguna gore (S1), (S2) ve (6)
kogulundan (c;|e3)|(c1]e3) < (ca|es)|(c|es) bulunur.

(7i7) (i7) sikkindan ve (10(b)) kosulundan ¢;|((cz2|(esles))|(e2l(cs|es))) <
ca|((e2|(esles))|(cal(esles))) < e3 elde edilir. O zaman (S1) ve (6)

kogulundan cs|(cs|c3) < ¢1|(esles) sonucuna ulagilir.

(10(b)) kosulu geregi (cs|(cs[(cifer)))l(csl(csl(erler))) < e ve (11(0))
kogulundan ¢1[(cz|c2) < ((cs(esl(cr]er)))l(es|(es|(cile1))))|(yly) olur. Bu
durumda (S1) ve (S3) aksiyomlarindan c;|(ca|c2) < (cs](c1|er))|((es|(es
2))|(e3|(e2]ca))) elde edilir.

(10(b)) kosulundan (c1|(c1|(c2|e2)))|(er|(er|(e2|c2)

geregi c2|(cslcz) < ((ar](er](eale2)))|(erl(en](czaler)

lece, (S1) ve (S3) aksiyomlaridan cs|(esles) < (e1](e2|e2))|((er|(esles))|
(

< ¢ ve (11(7)) kogulu

)
)

~—  ~—

)|(¢cs]es) bulunur. Boy-

(c1](cs]es))) elde edilir. Bu durumda, (6) kogulu ve (S1) aksiyomundan
c1l(eafea) < (e2f(esles))|((erl(esles))|(eal(esles))) sonucuna ulasihr.
1,02 < ¢1 V eg olduguna gore (11(ii)) kogulu geregi (c1|e3)|(eres), (eales)

[(c2le3) < ((e1 V e2)|es)|((e1 V e2)|es) olur. O zaman

((erles)|(eales)) V ((eales)|(cales)) < ((er V ea)les)|((er V ea)|es)

elde edilir. Ayrica, (ci]es)|(ciles), (eales)|(cales) < ((er]es)|(erles)) V
((cales)|(e2|e3)) oldugundan (6) kogulu geregi ¢q, ¢ < cs|((((c1]es)|(e1]es))
V ((eales)[(cales)))(((erles)|(erles)) V ((eales)l(czles)))) bulunur. O halde
c1Ver < esl((((erles)|(erfes)) v ((eales)|(c2les))(((eiles)] (erles)) v ((ezles)]
(cale3)))) olur. O halde (6) kosulundan ((¢1 V ¢2)les)|((c1 V e2)|es) <

((e1les)|(erles)) V ((e2les)|(e2es)) sonuglandirilr.

(8) ve (9) kogullar1 kullamilarak ¢, co < (c1](c2|c2))|(calce) ve ¢r,02 <

(cal(er]er))|(er|er) elde edilir. Bu durumda c¢q, co < ((e1](calc2))|(calca)) A
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((eal(c1ler))|(erler)) ve buradan ¢ Ve, < ((e1](eale2))|(czlea))A((e2](c1ler))
|(¢1]e1)) bulunur. Ayrica, (S1) aksiyomu, (5), (8), (11(é)), (14) kosullar
ve (sBL —3) — (sBL — 4)’den
((c1](cale2))(e2le2)) A ((e2l(erler))l(erler))
= ((((erl(eale2))l(eale2)) A ((eal(er]er))l (eren)))]
((erl(cale2)) V (e2f(ex]en))))[((((erl(ezlez))[(c2lc2)
A((ezl(erler))|(erfen)))[((erl(calez)) V (e2f(er]er)
= (((e1](c2le2))[(((er](cale2))[(e2le2)) A ((e2](er]er)
(crlen)))I((erl(eale))[(((erl(eale))[(calez)) A (
|(cale))l(exlen))DI(((eal (exlen)) [((er](eale2))]
(c2|e2)) A ((e2l(erfer))[(erlen))))((e2|(er]er))]
(((erl(eale))l[(cale2)) A ((eal(erler))l(erlen)))))
< (((exf(cale2))[((erl(ealea)) [ (cale2))) I ((erl(cale2))]
( )[(cale2)))) v (((eal(er]en))[((eal (]
) )| )
¢1)

)
)
)l

(ca

(c1|(ealea)
c1))|(e1ler)
= ((c1](c2le2)) A

=c V.

| |
) ((e2|(erlen))((eal(crlen))]|(eiler))))
c2) V ((e2f(cifer)) A e

= C V Cy
elde edilir.
O

Lemma 5.1. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her c¢i,co € C

igin (c1](cz|e2))|(cale2) = (e2f(cr]er))|(erler) dir.

Ispat. Onerme 5.1 (13), (S1) ve (S2) aksiyomlarindan

(crl(cale2))|(calea) < (cal(erfer))|(((er](ezlea))(erler))[((er](ealea))|(ciler)))
= (ca|(erer))|(eler)

ve benzer gekilde (ca|(ci|er))|(ei|er) < (er](ealea))|(e2|e2) olur. O zaman her

1,09 € Cigin (¢q](cale2))|(e2le2) = (e2|(er]er))|(ca]er) elde edilir. O
Sonucg 5.1. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her cy,co € C' i¢in
1V ea = (cr(ezle))|(c2lc2)

dir.
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Lemma 5.2. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her c¢i,co € C

igin ((c1](calea))|(c2lca))|(calez) = cil(calea) ‘dir.

Ispat. Onerme 5.1 (9)’dan ¢|(calcy) < ((c1](ealea))|(c2le2))|(calez) bulunur.
Sirastyla, Onerme 5.1 (12) ve (1)-(3)’den

((er] (ealez))l(cale2))[(ealez) < (er](((eal(eal )l (cale2))((er] (ale2))
|(cale2))))I((erl(eale2))l (el (e2le2)))
= ((e1l(e2]c2))[((er(ezle2)
c2))))|((erl(calea))|(en
= (arl(e2lc2)).

) (ea(ezl
(calc2)))

elde edilir. Boylece her ¢1,co € C igin ((c1](calc2))|(calca))|(e2|c2) = cr](eaea)

sonucuna ulagilir. O

Lemma 5.3. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her ¢q,cq,c3 € C

igin c1]((c2|(csles))|(cal(csles))) = (erl(ezle2))|((erl(esles))|(er|(es|cs))) “dir.

Ispat. Onerme 5.1 (8)’den ¢ < ¢1(ez]ce) oldugundan, sirasiyla, Onerme 5.1

(11(iii)) ve (1)'den (c1|(e2|c2))|((c1](esles)) | (erl(esles))) < cal((ea](esles))|(enl(es
lc3))) = c1|((ca|(es|e3))|(e2](es]es))) olur. O zaman, sirasiyla, Onerme 5.1 (1),

(12), (S3) ve (52) aksiyomlaridan

crf((eaf (eslea))[(eal (eslea))) = cal (el (eslea))|(eal(es]ea)))

< (ail(eale2))((er|((erl(cales))l (er|(es]
ca)))l(erl((erl(eslea))|(eal(esles)))))
= (al(eale)((((eren)[(ea]en))(es
[ea))|(((erlen)[(ealen))l(esles)))

= (cil(cale2))((erl(esle))[(eal (eslea)))

bulunur. Sonug olarak,

c|((czl(esles))|(eal(esles))) = (cil(ealea))|((crl(esles))(e1](esles)))

elde edilir. O
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5.1 Sheffer stroke BL-cebirlerinin Stuizgecleri

Bu kisimda, Sheffer stroke BL-cebirlerinin farkl stizgecleri tanimlanarak

aralarindaki benzer ve farkli yonler ortaya konmaya caligilacaktir.

Tanim 5.2. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman

(SF —1) ¢1,¢9 € P ise 0 zaman (c¢1|ca)|(c1|e2) € P ve

(SF —2) ¢; € Pvecy <cyiseozaman cog € P

kosullariny saglayan Cnin bostan farkly bir P altkiimesine C nin bir stzgeci

denir.

Ornek 5.3. Ornek 5.2°de verilen C Sheffer stroke BL-cebirini goz onunde bu-
lunduralim. O zaman C nin kendisi, {1}, {a,d, e, 1} ve {c,e, f, 1} altkimeleri

C'nin stizgegleridir.

Onerme 5.2. C bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C’nin bostan farkly bir
altkumesi olsun. O zaman P’nin C'nin bir suzgeci olmas i¢in gerek ve yeter
kosul

(SF—3)1€P ve

(SF —4) ¢ € P ve ¢1(ca|ea) € P ise o zaman ¢y € P

olmasidar.

Lemma 5.4. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C’nin bir siuzgeci olsun. O

zaman her ¢, ca,c3 € C igin c3|(((e2|(cr]er))|(e1]en)|((e2|(er]er))|(c1]er))) € P

ve cg € P ise o zaman (c1|(calca))|(calc2) € P dir.

Ispat. P, C'nin bir siizgeci olsun. O zaman Lemma 5.1°den ¢s|(((¢1|(c2]e2))| (c2

c2))|((crl(ezlea))l(cale))) = eal(((eal(erlen))(erlen))[((eal(erlen))l(erler))) € P
ve ¢3 € P oldugundan (SF — 4) geregi (c1|(c2|e2))|(c2|c2) € P elde edilir. O

Lemma 5.5. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C 'nin bir siizgeci olsun. O

zaman her ¢y, co,c3 € C icin
(a) cs|((c2|(er|er))|(cal(c1]er))) € P ve ez € P ise o zaman ((c1](c2|e2))|(es
c2))l(ciler) € P,

(0) c1l((e2l(esles))|(e2|(esles))) € P ve ci|(ez|ea) € P ise o zaman c1|(cs|es) €
P,
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(c) erl(((e2l(esles))l(cale))[((cal(eslcs))[(c2le2))) € P ve c1 € P ise o zaman
co € P dir.

Ispat. P nin C'nin bir siizgeci oldugunu varsayalim.

(a) csl((ea|(er|er))|(e2|(ci]er))) € P ve e3 € P olsun. O zaman Lemma 5.1,
Lemma 5.2 ve (SF — 4)’den

((er](ealea))|(cale2))|(erler) = ((cal(erler))|(ealer))|(erler)

= Cg|(Cl|Cl) € P

elde edilir.

(b) c1]((e2|(esles))|(eal(esles))) € P ve ¢i|(ez|ea) € P olsun. O zaman Lemma

5.3'den (c1](calc2))[((er](esles))[(erl(esles))) = erl((cal(esles))|(cal(csles)))
€ P olur. O halde (SF — 4)’den ¢;|(cs|c3) € P elde edilir.

(c) er|(((e2l(esles))l(cale))[((cal(eslcs))[(c2le2))) € P ve ¢i € P olsun. Bu
durumda (S1) ve (S2) aksiyomlarindan

c1|(((eal(esles))l(calca))[((cal(cslcs))l(calea)))
= c1|(((c2le2)|(eal(esles))) | ((cale2)[(c2l(cslc3))))

= Cl|(02|62) epP

olur. O zaman (SF — 4)’den ¢y € P sonucuna ulagilir.
O

Lemma 5.6. C bir Sheffer stroke BL-cebir ve P, C' nin bir stizgeci olsun. O

zaman her ¢ € C igin ¢V (c|c) € P dir.

Ispat. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olmak tizere P, C’nin bir siizgeci ve ¢ € C
olsun. O zaman Sonug 5.1, (S1) — (52), Onerme 5.1 (2) ve (SF — 3)’den

eV (cle) = (el((clo)l(cle)))((cle)l(cle))
= (cl(cle))
=1¢€P

sonucuna ulagilir. O]
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Tanim 5.3. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C'nin bir sizgeci olsun. Eger
her ¢ € C i¢in ¢ € P ya da c|c € P ise o zaman P’ye C’nin bir ultra sizgeci

denair.

Ornek 5.4. Ornek 5.2°de sunulan C Sheffer stroke BL-cebirini goz oniinde
bulunduralim. O zaman C'nin {a,d, e, 1} siizgeci ultra olmasina ragmen {1}

stizgect ultra degildir.

Lemma 5.7. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C nin bir stizgeci olsun. O
zaman P’nin C'nin ultra sizgeci olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ci,co € C'

icin c1 ¢ P ve cy & P iken c1|(ca|c2) € P olmasidur.

Ispat. (=) P’nin C’nin bir ultra siizgeci oldugunu kabul edelim. ¢; ¢ P ve
¢y & P olsun. O zaman ¢i|c; € P ve ¢y|c; € P olur. Onerme 5.1 (8) ve (S1) —
(52) aksiyomlarindan ¢ |e; < (ea]ee)|((c1]er)|(ei|er)) = er](calee) olduguna gore
c1|(e2|e2) € P elde edilir.

(<) Her ¢1,¢9 € Cigin ¢4 ¢ P ve ¢ ¢ P iken ¢1|(co|c2) € P olacak
sekilde P, C’nin bir siizgeci olsun. Bir ¢ € C igin c|c ¢ P ve ¢ ¢ P oldugu
nu varsayalim. O zaman (S2) aksiyomundan (c|c)|(c|c) = ¢ € P olur ve bu bir
geligkidir. Bu durumda her ¢ € C igin c|c € P veya ¢ € P dir. O halde P,

C’nin bir ultra siizgecidir. O

Lemma 5.8. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C’nin bir stizgeci olsun.
O zaman P’nin C’nin bir ultra stizgeci olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her

c1,c0 € Cigincy Veg € Pisecy € P ya da co € P olmasudar.

Ispat. (=) P’nin C’nin bir ultra siizgeci ve ¢1 V ¢y € P oldugunu kabul edelim.
c1 ¢ P vecy ¢ P olsun. O zaman Lemma 5.7°den ¢|(ca|cy) € P elde edilir.
Sonug 5.1’den (c1(e2]ca))|(calc2) = ¢1 V co € P olduguna gore (SF — 4) geregi
¢ € P olup bu bir geligkidir. O halde ¢; € P ya da ¢y € P olmalidir.

(<) Her ¢q,¢c0 € Cigin ¢; Vg € Pise ¢; € P yada ¢y € P olacak sekilde
P’nin C"nin bir stizgeci oldugunu varsayalim. Lemma 5.6’dan her ¢ € C' igin
¢V (cle) € P oldugundan ¢ € P ya da c|c € P elde edilir. O halde P, C'nin bir

ultra stizgecidir. O]
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5.2 Sheffer stroke BL-cebirlerinin Fuzzy Siizgecleri

Bu kisimda, Sheffer stroke BL-cebirlerinin cesitli fuzzy stizgecleri tanitila-

rak ozellikleri incelenecektir.

Tanim 5.4. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her c,ci,co € C
1¢IN

1. f(e) < f(1) ve

2. fle) A flal(eale2)) < flea)

kosullarny saglayan C'nin bir f fuzzy altkimesine C’nin bir fuzzy stzgeci

denir.

Ornek 5.5. Ornek 5.1°de sunulan C Sheffer stroke BL-cebirini goz oniinde
bulunduralim. O zaman f(0) = f(u) = f(v) = 0,5 ve f(1) = 1 ile tanamb

C'nin f fuzzy altkimest C'nin bir fuzzy stuzgecidir.

Onerme 5.3. C bir Sheffer stroke BL-cebir, ve f, C'nin bir fuzzy altkumesi

olsun. O zaman f nin C’nin fuzzy siuzgeci olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her

ci,ca,c3 € Cigin crf((eal(esles))|(cal(esles))) = 1 ise f(er) A flea) < f(es)

olmasaidar.

Ispat. (=) fmin C'nin fuzzy siizgeci ve ci|((eal(csles))|(eal(esles))) = 1

oldugunu kabul edelim. O zaman
fler) = fle) A F(1)

fler) A flea|((eal(esles))[(c2l(esles))))
< fleal(esles))

ve buradan

fler) A flea) < fleal(esles)) A flez)
fle2) A fleal(es|es))
f

(ca)

IN

elde edilir.
(<) al((cal(esles))l(cal(esles))) = 1ise fler) A fle2) < f(es) olacak

sekilde f, C ’'nin bir fuzzy altkiimesi olsun. Hipotezde c; yerine ¢; ve c3
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yerine 1 yazilirsa Onerme 5.1 (4)’'den ¢;|((c1](1]1))|(c1](1]1))) = 1 ise f(cy) =
fler) A fler) < f(1) elde edilir. Ayrica hipotezde, es zamanli olarak, co

yerine ¢1|(ca|c2) ve c3 yerine ¢y yazilirsa, (S1), (S3) ve Onerme 5.1 (2)’den

arl(((erf(ezle2))|(e2]e2))[((er](c2le2))(eale2))) = 1 ise fler) A flel(ezle2)) <
f(ca) elde edilir. O halde f, C’nin bir fuzzy siizgecidir. O

Sonug 5.2. C bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C' nin bir fuzzy altkimesi
olsun. O zaman f’'nin C nin bir fuzzy sizgeci olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her ¢y, ca,c3 € C igin (c1|ea)|(cr]ee) < ez ise fer) A f(e2) < f(es) olmasidar.

Onerme 5.4. C bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C'nin bir fuzzy altkuimesi

olsun. O zaman f’nin C2nin bir fuzzy sizgeci olmast igin gerek ve yeter kosul

1. f nin swra-koruyan ve
2. Her c1,c0 € C igin f(c1) A f(e2) < f((er]ea)|(er]e2))

olmasaidar.

Ispat. (=) fmin C’nin bir fuzzy siizgeci ve ¢; < ¢, oldugunu kabul edelim. O

zaman Onerme 5.1 (7)’den ¢;|(ca|cz) = 1 olduguna gore

f(er)

fle) A f(T)
(c1) A ferl(ea]e2))
(ca)

f
f

IN

olur. Ayrica, (S1) — (S3) ve Onerme 5.1 (2)’den
cr|((e2l(((er]e2)(erlea))|((erle2) [(erle2))))]
(cal (((erfe2)[(erle))[((erlez) [(er]e2)))))
= al((eaf (er]e2))|(eal(ere2)))
= ((a]e2)l(er]e2)) (e lea)
=1
olduguna gore Onerme 5.3 geregi f(c1) A f(c2) < f((c1]ea)|(ci]c2)) elde edilir.
(<) f'nin C’nin (1) ve (2) kogullarim saglayan bir fuzzy altkiimesi
oldugunu varsayalim.. (1) kogulundan ve her ¢ € C igin ¢ < 1 oldugundan
f(e) < f(1) olur. Aynca, Onerme 5.1 (9)dan ¢ < (c1](cale2))|(c2les)
olduguna gére Onerme 5.1 (6) kullamlarak (ci|(ci|(ca|c2)))|(e1|(e1](c2lez)))

<
¢y elde edilir. O zaman (1) ve (2) kosullarindan f(c1) A f(er|(e2|e2)) <
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f((e1](er|(calea)))|(er|(er|(e2le2)))) < f(e2) sonucuna ulagilir. O halde f, C'nin

bir fuzzy stizgecidir. ]

Sonug 5.3. C bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C'nin bir sira-koruyan fuzzy
altkumesi olsun. O zaman f’nin C nin bir fuzzy suzgeci olmasy i¢in gerek ve

yeter kosul her cy,co € C igin f((c1]|e2)|(erlca)) = fer) A f(ea) olmasidar.

Ispat. fnin C’nin bir fuzzy siizgeci oldugunu varsayalim. Onerme 5.4 (2)’den-
dolayn, her ¢1, co € Cigin f((c1]c2)|(c1]e2)) < f(er) A f(e2) oldugunu gostermek
yeterlidir. Her ¢ € C icin ¢ < 1 olduguna gore (S1), Onerme 5.1 (2) ve
(6) kullanilarak her c¢;,co € C igin (¢1]c2)|(c1|e2) < 1, ¢ bulunur. Ayrica
f sira-koruyan olduguna gore f((ci|ea)|(ci1]c2)) < f(c1), f(ca) ve buradan
f((cr]ea)|(erlea)) < fler) A fles) elde edilir. Yeter kogul Onerme 5.4’ten elde

Sonug 5.4. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C’nin bir fuzzy stuzgeci olsun.
O zaman her ci,co € C igin f(cy A ca) = f(c1) A f(ea) dir.

fspat. f, C'nin bir fuzzy siizgeci olsun. c¢; A co < c¢1, ¢1 Ao < o Ve
f swra-koruyan olduguna gore f(c; A co) < f(c1) ve f(er A ca) < fle)
ve buradan f(c; A ca) < f(c1) A f(cy) elde edilir. Onerme 5.1 (8)’den
¢, < ¢1f(ca)ey) olduguna gore Onerme 5.1 (11(ii)), (S1) ve (sBL — 3)’den

(c1]e2)|(e1le2) < (er](er](e2|e2)))|(er|(er](cale2))) = e1 A o olur. Béylece Sonug
5.2'den f(c1) A f(c2) < f(e1 A ez) bulunur. O halde f(c; A cz) = f(e1) A f(ez)

sonucuna ulagilir. O]

Teorem 5.1. C bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C ' 'nin bir fuzzy stizgeci olsun.
O zaman her ¢y, co,c3 € C igin
(a) f(erl(ezlez)) = f(1) ise 0 zaman f(c1) < f(ca),

(b) flesl(((cal(erler))l(erlen))|((cal(erler))|(erlen)))) A fles) < f(erl(ealcz))]
(calea)),

(c) flesl((eal(ealen))l(eal(erler)))) A fes) < f(((erl(ealez))l(cale2))[(crler)) ve
(d) f(cal((cal(esles))|(cal(esles)))) A flerl(calea)) < feil(es|es)) dir.

Ispat. f, C'nin bir fuzzy siizgeci olsun.
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(a) Siwrasiyla Tanim 5.4 (1), Sonug 5.3, (sBL — 3) ve Sonug 5.4’den

olduguna gore f(c;) < f(cz2) elde edilir.
(b) Tamm 5.4 (2) ve Lemma 5.1’den ispatlanir.

(¢) Swasiyla Tanim 5.4 (2), Lemma 5.2 ve Lemma 5.1 kullamlarak

fes|((cal(erfen))[(eal(caler)))) A fles) < fleal(erler))
f(((eal(erler))[(eler))|(ealer))
f

(((c1](calea))|(ealea))l(erler))

sonucuna ulagilir.

(d) Lemma 5.3 ve Tamm 5.4 (2)’den elde edilir.

Tanim 5.5. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman her ¢ € C' i¢in

fle)=fQ1) ya da f(clc) = f(1)

kosulunu saglayan C'nin bir [ fuzzy stzgecine C'nin bir fuzzy ultra stzgeci

denir.

Ornek 5.6. Ornek 5.2°de verilen C Sheffer stroke BL-cebirini goz oniinde
bulunduralim. O zaman C'nin f(a) = f(d) = f(e) = f(1) = 1 ve f(b) =
fle) = f(f) = f(0) = 0 ile tanuml bir f fuzzy sizgeci C ' nin bir fuzzy ultra

stzgecidir.

Teorem 5.2. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman C’nin bir | fuzzy
altkimesinin C’nin bir fuzzy ultra siuzgeci olmast i¢in gerek ve yeter kosul her
cr,¢a € Cigin f(er) # f(1) ve fea) # [(1) ise flal(calez)) = F(1) we
felerlen)) = (1) olmasidur.
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Ispat. Her ¢1,¢5 € C igin f(c1) # f(1) ve f(ca) # f(1) ise f(er|(ealea)) = £(1)
ve f(ea|(c1]er)) = f(1) olacak gekilde f'nin C’nin bir fuzzy altkiimesi oldugunu
kabul edelim. Eger herhangi bir ¢ € C igin f(c) # f(1) ve f(1|1) # f(1) ise o
zaman Onerme 5.1 (4)-(5) ve (S1) — (52) aksiyomlarmdan f(c|c) = f(c|1) =
FEDIAI)) = £1) ve £(1) = (A1) = F(AIDI(cle)) = £(1) ol
Benzer gekilde, f(c|c) # f(1) ve f(1|1) # f(1) ise o zaman f(c) = f(1) elde
edilir. O halde f, C'nin bir fuzzy ultra stizgecidir.

Diger yonden, f'nin C'nin bir fuzzy ultra siizgeci oldugunu varsa-
yahm. f(c1) # f(1) ve f(ca) # f(1) olacak sgekilde ¢1,c0 € C ol-
sun. O zaman f(cile;) = f(1) ve f(ealea) = f(1) olur. Bu durumda
(51), (S3), Onerme 5.1 (2) ve (4)den (ciler)|((cil(calea))|(er|(cles))) =
(e2lea)|((er](erler))[(ea](er]er))) = 1 oldugundan

fQQ) =F1)AF(1)
fleiler) A f(erlen)[((erl(ealea))|(erl(calc2))))

< flal(eler))

elde edilir. O halde f(c¢q](ca|c2)) = f(1) ve benzer gekilde f(ca|(ci1]er)) = f(1)

sonuclandirilir. O]

Teorem 5.3. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman C''nin bir f fuzzy
altkimesinin C’nin bir fuzzy ultra stizgeci olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

c1,c0 € Cigin f(c1 Vea) < fer) V f(ca) olmasidur.

Ispat. f'nin C'nin bir fuzzy ultra siizgeci oldugunu varsayalm. Eger f (1) =

f(1) ve f(co) = f(1) ise o zaman ispat biter. f(c1) # f(1) ya da f(e2) # f(1)
olsun. O zaman Teorem 5.2’den f(c1|(c2]ce)) = f(1) ve f(co|(ci]er)) = f(1)

bulunur. Sonug 5.1’den

FA flerVe)
fleil(eale2)) A f((er](ealea))|(c2lc2))
f(c2)

fla1Ve)

IN



98

ve

f(Cl V 02) == f (6)) V Cl>

(
(DA f(ea V)
(
(

cal(cifer)) A f(cal(erler))l(erler))

Cl)

f
f
f

IN

oldugundan f(c; V e2) < f(e1), f(c) elde edilir. O halde f(c; V e2) < f(er) V
f(c2) sonucuna ulagilir.

Diger yonden, her ¢, ¢ € Cigin f(c1 Vo) < f(e1)V f(e2) olacak sekilde
f’nin C’nin bir fuzzy altkiimesi oldugunu kabul edelim. Sirasiyla, Onerme 5.1

(2), (5S2) ve Sonug 5.1'den

(
((el((clo) (el ((cle)l(cle)))
(
(

ve buradan f(c) V f(c|c) = f(1) olur. Bu durumda f(c) = f(1) ya da f(c|c) =
f(1) elde edilir. O halde f, C'nin bir fuzzy ultra siizgecidir. O

Onerme 5.5. C bir Sheffer stroke BL-cebiri olsun. O zaman f nin C nin bir
fuzzy stizgeci olmasu igin gerek ve yeter kogul her p € (0, 1] igin f, = {c; € C:

p < f(e1)} # 0 kimesinin C'nin bir sizgeci olmasidar.

Ispat. f, = {1 € C : p < f(c1)} # 0 olsun. fnin C'nin bir fuzzy siizgeci
oldugunu kabul edelim. O zaman p < f(c) olacak sekilde bir ¢ € C' mevcuttur.
p < f(c) < f(1) olduguna gore 1 € f, olur. ¢y, ¢1|(c2|e2) € f, olsun. O zaman
p < flar) ve p < flal(ealer)) elde edilir. p < f(er) A flal(cale2)) < fe2)
oldugundan ¢y € f, bulunur. O halde f, # 0, C’nin bir siizgecidir.

Diger yonden, C’nin bir f fuzzy altkiimesi i¢in f, # (’'nin C’nin bir
stizgeci oldugunu varsayahm. f(c) > f(1) olacak sekilde bir ¢ € C mevcut
olsun. Eger p = w € (0,1]ise o zaman f(1) < p < f(c) olur. Bu durumda
1 ¢ f, olur ve bu (SF — 3) ile celigir. Buradan her ¢ € C i¢in f(c) < f(1) elde
edilir. f(c2) < f(c1) A f(er|(ez]es)) olacak sekilde ¢, co € C olsun. f(c1) = 7,

f(ca) =0 ve f(c1](ealca)) = A olmak tizere 6 < min(vy, A) olur. Eger p = A\ =
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(0 +min(y, ) € (0,1] ise 0 zaman ¢; € f, ve ¢;|(ca|cz) € f, iken ¢ & f,, olur
ve bu (SF—4) ile geligir. Béylece her ¢1, co € Cigin f(c1)Af(e1|(e2|e2)) < f(ea)
elde edilir. O halde f, C'nin bir fuzzy siizgecidir. O

Teorem 5.4. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C'nin fuzzy stzgeci olsun.
O zaman f'nin C'nin fuzzy ultra sizgeci olmast igin gerek ve yeter kosul her

p € (0,1] igin f, # 0 kimesinin C’nin bir ultra sizgeci olmasidur.

Ispat. fnin C’nin bir fuzzy ultra siizgeci ve f» # 0 oldugunu kabul edelim.
Onerme 5.5’ten her p € (0,1] i¢in f, # 0 kilmesinin C’nin bir siizgeci oldugu
bilindiginden f,’nin C"nin bir ultra siizgeci oldugunu gostermek yeterlidir. ¢; V
c2 € fp olsun. O zaman p < f(c; V ¢) olur. Teorem 5.3’ten p < f(c1 V e2) <
f(c1) V f(cz) olduguna gore p < f(c1) ya da p < f(c2) ve buradan ¢; € f, ya
da ¢y € f, elde edilir. O halde f,, C'nin bir ultra stizgecidir.

Diger yonden, f,’nin C’nin bir ultra siizgeci oldugunu varsayalim.
Onerme 5.5’ten f’nin C’nin bir fuzzy siizgeci oldugu bilindiginden f’nin C’nin
bir fuzzy ultra siizgeci oldugunu kanitlamak yeterli olacaktir. p = f(c1 V ¢3)
olsun. O zaman ¢; Ve € f, olduguna gore Lemma 5.8’den ¢; € f, yadacs € f,
olur. Bu durumda f(¢; V) =p < f(e1) yada f(e1 V e2) < f(ez) ve buradan
flerVe) < fler)V f(e) elde edilir. O halde Teorem 5.3’ten f, C'nin bir fuzzy

ultra stizgecidir. O

Sonug 5.5. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve f, C'’nin bir fuzzy stuzgeci olsun.
O zaman f’nin C'nin bir fuzzy ultra stizgeci olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

fray kimesinin C'nin bir ultra sizgeci olmasidar.

Sonug 5.6. C' bir Sheffer stroke BL-cebiri ve P, C’nin bostan farklh bir
altkumesi olsun. O zaman P nin C’nin bir ultra stuzgeci olmasy i¢in gerek ve
yeter kosul P ’nin karakteristik fonksiyonu x p 'nin C'nin bir fuzzy ultra stuzgect

olmasidar.
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6 SONUC

Bu tez ¢aligmasinda, ilk olarak, Sheffer stroke iglemi kullanilarak yeni
cebirsel yapilar insa edilmig ve bu yapilarin aksiyom sistemlerinin bagimsizlig
gosterilmigtir. Cayley tablolar1 ve Hasse diyagramlari yardimiyla farkl ornekler
olugturularak bu yeni cebirsel yapilarin farkli ozellikleri incelenmigtir. Bu
yapilarin yari-kafes ya da kafes olusturup olusturmadiklarini aragtirmak igin
tizerlerinde kismi siralama bagintilar: tanimlanmigtir. Boylelikle Sheffer stroke
islemine sahip yapilar ile diger cebirsel yapilar arasindaki baglantilar ortaya
konmaya caligilmigtir.

Ayrica, inga edilen yeni Sheffer stroke cebir yapilarinin altcebirleri, ideal-
leri ya da siizgegleri tanimlanmigtir ve bu yapilarin stizgeg(ya da ideal)lerinin
ailesinin bir kafes yapisi olugturduklar: gosterilmistir. Her siizgecin bir altcebir
oldugu kanitlanmigtir ve bazi cebir yapilarimin farkl siizgecleri tanmitilarak
ozellikleri aragtirilmigtar.

Bununla birlikte, Sheffer stroke iglemine sahip cebir yapilarinin fuzzy
siizgegleri ve homomorfizmalarinin tanimlar: verilmistir. Stizgecgler yardimiyla
fuzzy stizgecler ve fuzzy stizgecler yardimiyla da siizgecler insa edilerek bu
kavramlar arasindaki gegigler net bir sekilde ortaya konmustur. Homomor-
fizmalar ve fuzzy siizgegler kullanilarak yeni fuzzy stizgecler olusturulmus ve
homomorfizmalarin bahsi gegen kavramlari ve cebir yapisinin tiim 6zelliklerini
korudugu kamtlanmistir. Sheffer stroke cebir yapilarimin siizgegleri (veya fuzzy
stizgegleri) yardimiyla kongriians bagintilar: tanimlanarak bu cebirsel yapilarin
boliim gruplari inga edilmis ve inga edilen gruplarin bu cebirsel yapilarin
ozelliklerine sahip olduklar1 gosterilmistir.

Sonug olarak, yapilan bu ¢aligmalar daha az sayida, daha kolay denet-
lenebilir, daha anlasilir ve daha basit aksiyom sistemlerine sahip yeni cebirsel
yapilar inga edilmesine olanak saglayarak bu yapilarin teorik altyapi olarak
yaygin bi¢gimde kullanildigi karmagik bilgisayar sistemleri, yapay zeka ve insan
diigiince ve davranmglarii taklit eden cihazlarin gelismesine biyiik olciide

katkida bulunacagi ongorilmektedir.
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