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TESEKKUR
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ve zamaninda mikemmel bir rehberlik anlayisiyla c¢alismamin olgunlagmasina yon veren
degerli hocam ve tez danismanim Dog. Dr. Erhan PISKIN e; ¢alismanu gézden gegirip yapilan
yazim hatalarinin diizeltilmesi i¢in goriis ve Onerilerini sunan tiim degerli yiiksek lisans ve
doktora 6grenimi géren arkadaglarima ve son olarak her tiirlii destegini benden esirgemeyen

degerli aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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OZET
TEKIL INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMLERININ PATLAMASI
YUKSEK LISANS TEZI
Hasan KANDEMIR

DICLE UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

2021

Bu tezin ilk bolimiinde diferansiyel denklemler ile ilgili bilgilendirme yapilmis ve
temel diizeyde gerceklesen ¢oziimlerin patlamasi ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci béliimde ¢dziimlerin patlamasi ile ilgili dnceki ¢alismalara yer verilmistir.

Ucgiincii béliimde tez boyunca gerekli olabilecek temel tanimlar, lemmalar, teoremler,
esitsizlikler ve esitlikler verilmisgtir.

Dérdiincii boliim ise ii¢ kisimdan olusmaktadir: flk kisimda lokal olmayan, tekil
viskoelastik denkleminin ¢oziimlerinin patlamast Georgiev ve Todorova metodu ile; ikinci
kisimda lokal olmayan, tekil viskoelastik denklem sisteminin ¢dziimlerinin patlamasi Li-Tsali
metodu ile; tgiincli kisim ise tezin esas orijinal kismini olusturan lineer olmayan damping
terimli, lokal olmayan, tekil viskoelastik denklem sisteminin ¢oziimlerinin patlamasi Georgiev
ve Todorova metodu ile galigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Integral denklem, Lokal olmayan, Damping terim, Patlama, Viskoelastik
denklem



ABSTRACT
BLOW UP OF SOLUTIONS FOR SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS
MASTER THESIS
Hasan KANDEMIR

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2021

In the first chapter of this thesis, briefly information are given about differential
equation and information are given about the blow up of solutions at the basic level.

In the second chapter, previous studies on the blow up of solutions are given.

In the third chapter, basic definitions, lemmas, theorems, inequalities and equations that
may be required throughout the thesis are given.

The fourth chapter consists of three parts. In the first part, the blow up of the solutions
of the nonlocal singular viscoelastic equation is studied by the Georgiev and Todorova method.
In the second part, the blow up of the solutions of the nonlocal singular viscoelastic equation
system is studied by the Li-Tsai method. The third part is the original part of the thesis. In this
part, the blow up of the solutions of the nonlocal singular viscoelastic equation system with
nonlinear damping term is studied by the Georgiev and Todorova method.

Keyword: Integral equation, Nonlocal, Damping term, Blow up, Viscoelastic equation



KISALTMA VE SIMGELER

: n-boyutlu Euclid Uzay1
: R™ de siirh bir bolge
: ) bolgesinin siniri

: Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

: p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir Fonksiyonlar Uzay1

: p. mertebeden Lebesgue integrallenebilir agirlikli Fonksiyonlar Uzay1

: Sobolev Uzay1

: Agirlikli Sobolev Uzay1

: Hilbert Uzay1

: Nabla Operatorii(Gradiyent)
: Laplace Operatorii

: Bessel Operatorii
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1. GIRIS

Uygulamal1 bilimlerde doganin temel kanunlarinin ve giinliik hayatta karsilagtigi-
miz bir¢ok problemin adi veya kismi diferansiyel denklemler ile modellenebilmesi ¢ok
onemlidir. Bu yiizden uygulamal1 bilimlerde bir¢cok problem (fizik, kimya, biyoloji ve
miihendislik alanmiyla ilgili problemler olabilir) diferansiyel denklemlerle veya denklem
sistemleri ile modellenebilmektedir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemler, lineer diferansiyel denklemlere oranla
gercek diinya olaylariyla daha baglantili oldugundan olusturulan modellerin ¢ogu lineer
olmayan diferansiyel denklemler olur.

Diferansiyel denklemlerin ii¢ temel amaci vardir. Bunlar
i) Fiziksel olay veya gercek diinya problemlerini matematiksel olarak modellemek,
i1) Bu problemin kesin ya da yaklasik ¢6ziimiinii bulmak,
ii1) Bu ¢6ziimii yorumlamaktir.

Olusturulan matematiksel modellemenin iyi konulup konulmadigint matematiksel
acidan incelemek oldukca 6nemlidir. Eger bir problem, Hadamard sartlar1 olarak ifade
edilen
1) Varlik: ¢6ziim var
i1) Teklik: ¢oziimii tek
iii) Kararlilik: ¢oziim baslangi¢ verilerine siirekli baglh
sartlar1 sagliyorsa problem iyi konulmus demektir.

1.1. Patlama (Blow up)

Diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde zaman sonlu bir 7' > 0 zamanina yaklagti-
ginda problemdeki degisken veya degiskenlerin sonsuza gitmesidir. Degiskenlerin sonsuz
biiylimesinden dolayr da ¢oziimler global olarak yok olur. Bu olay ¢6ziimlerin patlamasi
(Blow up) veya global ¢oziimlerin yoklugu olarak adlandirilir.

Blow up adi diferansiyel denklemlerde oldukca temel diizeyde gerceklesir. Basit
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bir drnekle ifade edecek olursak reel degiskenli

icin
{ u = u2
_1
u(0) = 3
baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii u(t) = ﬁ dir. Buradan
2 (27)
lim | —— | = >
t—2- \2—1
oldugundan ¢6ziimiin patladigin1 sdyleyebiliriz. Yani sonlu bir zamanda ¢6ziim sonsuza

gider. Buradan adi diferansiyel denklemler i¢in ¢oziimlerin patlamasi genellestirilebilir.

[k adim olarak p > 1 i¢in «/(¢) = uP(t) denklemini verebiliriz. Daha genel olarak

denklemini verebiliriz. Burada f pozitif ve

> ds
1 (s)

kosulu altinda siireklidir. Bu sart pozitif baslangi¢c kosuluyla herhangi bir ¢oziimiin sonlu

< 00

zamanda blow up olmasi icin gerek ve yeter sarttir. Adi diferansiyel denklemlerdeki bu
calismalar daha karmasik problemler icin arastirmacilara blow up teorisinin gelismesine

ve ilerlemesine ilham kaynag1 olmustur [Pigkin 2013 ve Polat 2005].
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2. ONCEKI CALISMALAR

Lineer olmayan hiperbolik denklemlerde baslangic sinir deger problemlerinin ¢6-
ziimlerinin patlamasi iizerine bircok caligma yapilmig ve giiniimiizde de iizerinde aktif
olarak calisilmaktadir.

Bu tezin esas amaci

uy — L (rug)s + fot g1(t — 8) 2 (zug(z, 8))ods + |u|™ 'y = fi(u,v),

vy — 2(20,)0 + fg 92t — 8) L (zva(2, 5))ads + 0™ Loy = fou,v),

u(z,0) = ug(x), u(x,0) = uy(z), z € (0, a) (2.0.1)

v(z,0)
u(o, t) = v(a,t) =0, [ zu(z, t)de = [ zv(z, t)de =0

vo(x), ve(x,0) = v1(z), z € (0, )

\
seklindeki lineer olmayan damping terimli, lokal omayan, tekil viskoelastik denklem sis-
temi ile verilen baslangi¢ deger probleminin negatif baslangic enerjisi i¢cin ¢6ziimiin sonlu
bir zamanda patladigin1 gostermektir.

Bu ¢alismamiza motivasyon saglayan asagida verilen bazi arastirma sonuglaridir.

Simdi bu arastirma sonuglarini inceleyelim:
Uy — %(mux)x + f(fg(t — 3)%(:(:%(:1:, s))zds = |u|P~2u,
u(a,t) =0, [ zu(z, t)de =0, (2.0.2)
u(z,0) = uolw), wi(x, 0) = u (7).

2011 yilinda Shuntang (2.0.2) probleminde negatif ve pozitif baglangic enerjisi i¢in ¢ozii-

miin patlamasini elde etti.

( wy — L (wug)y + fot g1(t — 8)2(vug(z, 8))ds + auy = ] u[P~ 1y

1
v — 2(@vr)e + [ g2t — 8)E (w02, 8))ads + avy = Julr o]y

o(z), up(x,0) = uy(2), 2 € (0, ) (2.0.3)
o(2), ve(2,0) = vy (2), 2 € (0,0)

(a,t) =0, [ zu(z, t)de = [ zo(z, t)de =0

u U

z,0
0

(,0)
v(z,0)
(@, t)

(Y
v

I~

a,t
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Ayni sekilde (2.0.3) problemini de 2018 yilinda Zarai, Draifia ve Boulaaras negatif ve

pozitif baglangic enerjisi icin ¢oziimiin patlamasin elde ettiler.

Uy — 2 (2uy), + fotg(t — 8)L(zug(z, 8))eds = flz,t,u,u,),
u(1,8) = 0, [ zu(z,t)dz = 0,t € (0,T), (2.0.4)
u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¢(z),z € (0, 1),

2010 yilinda Mesloub (2.0.4) probleminin genellestirilmis bir ¢oziimiiniin varligini ve

tekligini gosterdiler.
Uy — L(wug), + fotg(t — 8)L(zug(z, 8)).ds = |ulP~?u,
u(a,t) =0, [§ zu(z, t)dz = 0, (2.0.5)
u(z,0) = @(z), u(z,0) = P (x).

Daha sonra 2010 yilinda Mesloub ve Messaoudi, negatif baslangi¢ enerjisi i¢in (2.0.5)

probleminin ¢6ziimiiniin uygun kosullar altinda patladigini gosterdiler.

(g — L (zuy)s + fot g1(t — s)=(zuy.(x, s)).ds = fi(u,v),

1
Vet — 2(205)5 + fg 92(t — 8) L (zv,(2,9))ads = fo(u,v),

T

u(z,0) = up(x), ur(z,0) = uy(x),z € (0, ) (2.0.6)
v(x,0) = vo(x), ve(x,0) = v1(x), 2z € (0, )
L u(a,t) =v(a,t) =0, [ au(e,t)de = [ zo(z, t)de =0

2020 yilinda Boulaaras ve Bouizem (2.0.6) baslangic deger problemi icin patlama sonug-

larini elde ettiler.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olabilecek tanimlara, lemmalara, teorem-
lere ve esitsizliklere yer verilecektir (Adams ve Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998,

Kesevan 1989, Pigkin 2017, Pigkin 2019, Wazwaz 2011).

3.1. Normlu Uzay vel¢ Carpim Uzay1

Tamim 3.1.1. X, GG cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun.

||.]| : X = R*TU{0} seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda Vz,y € X
ve ¢ € G igin

() [[z]] = 0; 2] = 0 = = 0,

02) [|cx|| = |¢f - []],

3) [[z + y[| < || + [ly][ (icgen esitsizligi)
ozellikleri saglarsa ||.|| fonksiyonuna X vektor uzay iizerinde bir norm denir ve (X, ||.||)

ikilisine de normlu uzay denir.
Tanim 3.1.2. (x,,), (X, ||.||) normlu uzayinda bir dizi olmak iizere
Tim [z, —z[| =0
olacak sekilde bir x € X varsa (x,,) dizisine yakinsaktir denir.
Tanmim 3.1.3. (x,,), (X, ||.||) normlu uzayinda bir dizi olmak iizere

Ve > 0i¢in n,m > N, oldugunda ||z, — .|| < € olacak sekilde bir N. dogal

sayist varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 3.1.4. (z,,), (X, ||.||) normlu uzaymnda keyfi bir Cauchy dizisi olmak iizere
(x,,) Cauchy dizisi X i¢inde bir limite sahipse (X, ||.||) normlu uzayina tam normlu uzay

veya Banach uzayt denir.

Tamim 3.1.5. X vektor uzayi iizerinde |.||; ve ||.||2 normlar verilsin. Vax € X
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icin
allzll < x|l < coflz||y

olacak sekilde c;, co > 0 sabitleri varsa ||.||; ve ||.||2 normlarina denk normlar denir.

Tamim 3.1.6. X, K cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. u, v, w € X, a,b e K
olmak iizere

LY XxX oK

fonksiyonu

i) (u,u) > 0ve (u,u) =0 u=0

ii) (u,v) = (v, u)(burada ¢, ¢ € C nin karmagik eslenigini belirtir)
iii) (au + fv,w) = a(u, w) + (v, w)

K = R halinde (u,v) = (v, u) oldugu hemen goriiliir.

Bir i¢ carpim ile
1
LI = (2,2)>

tanimlanan ||.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukca kolaydir.

Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ carpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢carpim denir.

Tamm 3.1.7. Bir (X, (., .)) i¢ carpim uzayindaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir

limite sahip ise (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir.

Tamm 3.1.8. R" de bir nokta x = (21, x9, Z3, ..., T, ) olsun. Burada norm

=" 22 3 ve ic carpm ise
2| = (32, 7 ¢ carp

<.Z‘, y> = Z Z;Yi
i=1

dir.
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3.2. Lebesgue Uzay

Tanim 3.2.1. €2, R™de ol¢iilebilir bir kiime olsun. u 6l¢iilebilir ve 1 < p < oo

olmak tizere |u(x)|P Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani

/Q\u(:v)V’dx < 00

ise u(x) fonksiyonlari p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir,
ve bu siif LP(§2) veya L? ile gosterilir.

Bu uzaydaki norm
1
ullzoy = [full, = [ / \u(m)\pdx]

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.2.2. (), R" uzayinda bir bolge 1 < p < oo olmak iizere (2 bolgesinde her
kompakt altkiimesinde p. kuvveti integrallenebilir biitiin Ol¢iilebilir fonksiyonlar uzay1

LP

loc

(Q) uzayidur.

Tamim 3.2.3. Hemen hemen her x € R" igin w(xz) > 0 olacak sekilde lokal

integrallenebilir w(z) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

Tanmim 3.2.4. O C R"™ de acik bir bolge 0 < p < oo ve w agirlik fonksiyonu

olmak iizere
/ w(z)|u(x)|Pdr < oo
Q
sartin1 saglayan Olgiilebilir u(x) fonksiyonlarinin olusturdugu sinifa agirlikli Lebesgue
uzayt denir ve L2 (Q2) ile gosterilir.

Bu uzaydaki norm

=

P

]z, = llullpw = ng(x)IU(x)!pdx}

seklinde tanimlanir.
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Tanmm 3.2.5. vol(Q2) = fQ ldz < oo (2 bolgesi siirli ) ve 1 < p < ¢ < ©

olsun. Eger u € L9() ise bu durumda u € LP(Q)) dir ve
[lullp < elfull,
11 :
dir. Burada ¢ = (vol(§2))» "« dir. Yani
L) — LP(2)
gomiilmesi gecerlidir.
3.3. Sobolev Uzayr

Tanim 3.3.1. v : Q — R, u € L;,.(£2) ve a ¢oklu indisi verilsin. Vo € CY  igin

[ v@ot)as = (-1 [ u(@)D6(w)iz
Q Q
kosulunu saglayan v € L;,.(2) var olsun. Bu durumda v ye €2 bolgesinde u nun «v. mer-

tebeden zayif tiirevi denir. v = D%u seklinde gosterilir.

Tamm 3.3.2. €2, R" de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve 1 <

p < oo olmak iizere
WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q),0 < |a] < m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Yani kendisi ve m. mertebeye kadar biitiin
genellestirilmis tiirevleri L”(€2) uzayinda olan fonksiyonlar uzayina Sobolev uzay: denir.

Sobolev uzayinda normlar: 1 < p < oo icin

3=

[ullwma@) = lullnp = | D 1Dl |
0<]a|<m
ve p = 00 i¢in
lellwmsei@y = llulls = max D%l

olarak tanimlanir. Sobolev uzay1 tanimlanan bu normlar ile Banach uzayidir.
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W™P(Q) uzaymda C§°(2) uzaymn kapanigt Wy (2) dir.
Burada

WP (Q) — W™P(Q) — LP(Q)
gomiilmesi gegerlidir.

Tamm 3.3.3. p = 2 ise W™2(Q) = H™(Q), W7*(Q) = HP(Q) dir. H™(Q)

uzayindaki norm

NI

lullgm@ = | D 1P|}z
0<|a|<m

seklindedir.

Tamim 3.34. H™(Q),

(U, v) gmq) = Z (D%u, D%v)

0<]a|<m

i¢c carpimu ile Hilbert uzayidir, burada (u,v) fQ dx seklinde L?(Q) deki i¢

carpimdir.

H}(Q) uzayinda i¢ ¢arpim

(U, V) 1) = / VuVudx

ey = ( / <w>2dx)

Tanim 3.3.5. 2, R" de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 , w

dir ve norm

seklindedir.

agirlik fonksiyonu ve 1 < p < 0o olmak iizere

WmP(Q) ={u e LP(Q): D*u € LF (Q2),0 < |a] < m}
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seklinde tanimlanan uzaya agirlikli Sobolev uzay: denir.

Agirliklt Sobolev uzayinda norm: 1 < p < oo icin

hSA

lallwgr@) = lullmpw = [ S 1Dl | -

0<|a|<m

olarak tanimlanir.

Teorem 3.3.1 (Sobolev Gomiilme Teoremi). €2, R™ de koni 6zelligine sahip agik
bir bolge, m > 1 ve 7 > 0 tamsayilar ve 1 < p < co olmak iizere
i) mp > nise

WItme(Q) < C%(Q)

gomiilmesi elde edilir.

ii) mp = n ise
WITmP(Q) — WH(Q), p<q<oo

yadaj = 01ise
WmP(Q) = L1(Q), p<q<oo

gomiilmesi elde edilir. Ayrica p = 1 alinirsa
Witml(Q) < C%(Q)
elde edilir.
iii) mp < nise
WItmP(Q) s WH(Q), p<q<p*

yadaj = 0Oise
WmP(Q) — L), p<q<p

gomiilmesi elde edilir. Burada

np
. oomp V> Mp
+oo n<mp

10



Hasan KANDEMIR

seklindedir.
Yukaridaki gomiilmelerde W™ yerine W;"" uzay1 alinirsa, (2 bolgesi iizerinde herhangi

bir kisitlama yapilmaksizin gémiilmeler yine gecerli olur.

Teorem 3.3.2. W™P(Q) — L%(2) gomiilmesi baz1 p < ¢ degerleri i¢cin kompakt

ise, 0 zaman || < oo olur.

Teorem 3.3.3. W"P(Q)) — L%(2) gomiilmesi 1 < ¢ < p dzelligini saglayan bazi

p ve g degerleri icin mevcut ise, 0 zaman [€2| < oo olur.

3.4. [Esitsizlikler ve Esitlikler

Lemma 3.4.1 (Young Esitsizligi). a,b > 0 ve p > 1 i¢in i + % = 1 olsun. Bu

durumda

a? bl
ab< — 4+ —
p q

dir.

Y

Not 1. 6 > 0 bir reel say1 olmak iizere, Young esitsizli§inde a = 0X ve b = %

alinirsa
oPXP  §TIY4
< +
p q

XY

esitsizligi elde edilir.

Not2.0 >0, a,be R, p,q>1, %%— % = 1 olmak iizere
b
lab| < a? + 7
(Bp)7q
dir.
Lemma 3.4.2 (Cauchy Egsitsizligi). € > 0 ve a,b € R olsun. Bu durumda
€ 1
bl < =la)* + —1b|?
jabl < SJal? + b
dir.

11
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Lemma 3.4.3 (Holder Esitsizligi). 1 < p < oo ve >+ ¢ = 1olsun. u € LP(),
v € L4(Q) ise bu durumda uv € L(Q) ve

vl < ffullpllv]lg
dir.
Lemma 3.4.4 (Poincare Esitsizligi). u € W,*(a, b) igin
lullz < ¢f |ua|l2
dir. Burada ¢ = b_Tza dir.

Lemma 3.4.5 (Sobolev-Poincare Esitsizligi). 2 < ¢ < oo (n=1,2) ve 2 < g <

2% (n > 3) olsun. Bu durumda u € H{(12) igin
lully < ¢l Vaull;
dir. Burada ¢ = ¢(£2, ¢) dir.

Lemma 3.4.6 (Green Ozdesligi). u € C*(Q) N C(9) olmak iizere

/vAuda:—/ U—ds—/VUVuda:
0N 3n

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve g“ n - Vu dir.
Lemma 3.4.7 (Leibniz Integral Formiilii).

u(z,t), % fonksiyonlar {(z,t) : a <z < b, ¢ <t < d} bolgesinde siirekli ve

h(z), g(x) fonksiyonlari da (a, b) araliginda siirekli ise

h(z)
I (/ flz,t) dt> / aaxu(x,t)dt + A (x)u(z, h(x)) — ¢ (2)u(z, g(x))

dir.

12



Hasan KANDEMIR

3.5. Integral Denklemler

Bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda oldugu denklemlere integral denk-
lem denir.

Bir fonksiyonun tiirevi bir nokta civarinda oldugundan diferansiyel denklemler
yerel (lokal) denklemlerdir. Integral ise bir blgede veya tiim uzayda oldugundan integral
denklemler yerel olmayan (global) denklemlerdir. Ayrica diferansiyel denklemlerin bir
olay1 tam olarak modelleyebilmesi icin baslangic ve/veya sinir sartlarina ihtiya¢ vardir.
Integral denklemlerde ekstra sartlara ihtiya¢ yoktur. Ornegin

{ Y = f(z,y)
y(zo) = yo
baglangic deger problemini gozoniinde bulundurarak integral denklemi bulalim. Bu du-
rumda

d
== f(a.y) = dy= f(x,y)de

olur. Buradan integral alinirsa

/g:dy:/x:f(x’y)dt:>y:y0+/x:f(t’y)dt

bulunur. Ornektende goriildiigii iizere diferansiyel denklem ile birlikte (x) = 7 baslan-

gi¢ kosulu verilmigken, integral denklemde ekstra kogsula ihtiya¢ bulunmamaktadir.

3.5.1. Integral Denklemlerin Stmflandirilmasi

a(z)u(x) = f(x) + )\/ K(z,t)u(t)dt
denklemine 3. ¢esit Volterra integral denklemi denir. Burada «o(z), f(z) ve K(z,t) bili-

nenen fonksiyonlar ve u(z) ise aranan fonksiyondur. K (x,t) ye ¢ekirdek fonksiyon denir.

Integralin iist sinir1 sabit ise (xz = b)

a(x)u(z) = f(r) + /\/ K(x, t)u(t)dt

13
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denkleme Fredholm integral denklemi denir.
Bu denklemlerde
i. a(x) = 0ise 1. gesit
ii. a(x) = 1 ise 2. gesit integral denklemdir.
Ayrica f(x) = 0 ise denklemlere homojen denklem denir.

Eger denklemde hem sabit hem de degisken sinirli integral varsa

u(z) = f(x)+ M /I Ky (x, t)u(t)dt + )\2/ Ky(x, t)u(t)dt

Volterra-Fredholm intrgral denklemi denir.

Bilinmeyen fonksiyonun tiirevini de i¢eren integral denklemlere

b
u™(z) = f(z) + )\/ K (x,t)u(t)dt

Integro-diferansiyel denklem denir.

3.5.2. Tekil Integral Denklemler

Eger 1. cesit lineer

h(x)
flz) = )\/( | K(x, t)u(t)dt

Volterra integral denkleminde ve

2. ¢esit lineer
h(z)
u(z) = f(x) + )\/ K(z,t)u(t)dt
9(z)

Volterra integral denkleminde g(x), h(zx) integrasyon sinirlarindan biri veya her ikisi si-
nirsiz ise bu integral denklemler tekil olarak adlandirilir. Bunun yaninda eger K (z,t)
cekirdegi verilen integrasyon araliginda bir veya daha fazla noktada sinirsiz olursa bu in-
tegral denklemler tekil olarak adlandirilir.

Ornegin

o) = /O ; ! U 0<a <]

14
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denklemi genellestirilmis Abel tekil integral denklemi olarak adlandirilirken, o = % icin

denklemi Abel tekil integral denklemi olarak adlandirilir. Burada denklemdeki cekirdegin
t = x lst sinirinda sinirsiz oldugunu ifade edebiliriz.

Benzer sekilde, Eger 1. cesit lineer olmayan

h(z)
flz)=A K(x,t)F(u(t))dt
g9(x)
Volterra integral denkleminde ve
2. ¢esit lineer olmayan
h(z)
u(@) = f@)+ A [ K(e,t)F(u(t)dt
9(z)

Volterra integral denkleminde g(z), h(z) integrasyon sinirlarindan biri veya her ikisi si-
nirsiz ise bu integral denklemler tekil olarak adlandirilir. Bunun yaninda eger K (z,t)
cekirdegi verilen integrasyon aralifinda bir veya daha fazla noktada sinirsiz olursa bu in-
tegral denklemler tekil olarak adlandirilir. Burada F'(u(t)), u() nin lineer olmayan bir
fonksiyonudur

Ornegin

@) = /0 ﬁF(u@))dt, 0<a<l

denklemi genellestirilmis lineer olmayan Abel tekil integral denklemi olarak adlandirilir-

o 1 . .
ken, o = 3 i¢in

fx) = / ) %F(u(t»dt

denklemi lineer olmayan Abel tekil integral denklemi olarak adlandirilir. Burada denk-

lemdeki ¢ekirdegin ¢ = z iist sinirinda sinirsiz oldugunu ifade edebiliriz.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim ii¢ kistmdan olusmaktadir. Tlk kisimda lokal olmayan, tekil viskoelas-
tik denkleminin ¢oziimlerinin patlamasi; ikinci kistmda lokal olmayan, tekil viskoelastik
denklem sisteminin ¢éziimlerinin patlamasi; iiclincii kisimda ise tezin esas orjinal kisminm
olusturan lineer olmayan damping terimli, lokal olmayan, tekil viskoelastik denklem sis-
teminin ¢oziimlerinin patlamasi calisilmigtir.

4.1. Lokal Olmayan, Tekil Viskoelastik Denkleminin Coziimlerinin Patlamasi

Bu kisimda
U — L (2uy), + fo (t — 5)2 (zuy(z, 5))ods = [ulP?u, Q
u(a,t) =0, fo zu(z, t)dzr = 0, 4.1.1)

u(z,0) = ¢(), u(z,0) = ¢(z)
probleminin ¢dziimiiniin

Eo=3 /0 w((x))2dz + % /0 z(p(x),) da — % /0 zlp(r)[fde <0 (4.1.2)

negatif baglangic enerjisi i¢in sonlu zamanda patlamasini ele alacagiz [Mesloub ve Mes-
saoudi 2010]. Burada @ = (0,a) x (0,7, a < 00, T' < oo dir.

Once lokal varlik ile ilgili teoremi verelim:

Teorem 4.1.1. Kabul edelim ki 2 < p < 3 ve

+o00
g(0)>0, 1-— / g(s)ds=1>0 (4.1.3)
0
olsun. Bu durumda yeterince kiigiik 7° > 0 i¢in
u€ C((0,7); Vo) NC' ((0,T);: H),

olmak iizere Vo € Vj ve V0 € H icin problem (4.1.1) tek bir lokal ¢6ziime sahiptir.
Burada Vy, = W, H = L? du.

Simdi ¢oziimlerin patlamasi ile ilgili teoremi verelim:

17
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Teorem 4.1.2. Kabul edelim ki 2 < p < 3 ve g fonksiyonu (4.1.3) e ek olarak

g(s) 20, 4'(s) <0,

> (p/2) —1
| tons < WD) 1+ (/)

kosullarini saglasin. Bu durumda (4.1.2) yi saglayan Vo € Vj ve Vi € H i¢in problem

(4.1.1) in ¢6ziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. (4.1.1) probleminde her tarafi zu, ile carpip (0, ) aralifinda integre eder-

/ Tugudr — / (rug ) ude
/ / (t — 8)(zuy(z, s))dsude

—/ z|ulP u,da (4.1.4)
0

sek

olur. Simdi (4.1.4) denklemindeki her bir terimi sirasiyla diizenlersek

/0 Tuzude = S [/ asutdx} 4.1.5)

olur. Kismi integrasyon yardimiyla
e o (03
—/ (xuy) ude = — [xutux —/ xumumdm}
0 0 0

= — [—/ xumumdx}
0

«

TUL U AT

i

Il
S~

N | — [\:>|>—t

{/ U dx} (4.1.6)
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O\“ O\;‘._
/N
<
=~
|
—

DN | =
SIS
wc\ﬁ
K
y
~
|
V)

SN—

N | —
c\
Q
-
|
&
hO\“

8
<

=
»

)=o) Pdads - 5 o(0) [t

0

| =
S—

(ou) ()= [ olos [ midar]
g oug) () —g(t) /a xufcdx} 4.1.7)

0

/ rlulftudr = = — {/ x|u|pdx] (4.1.8)
0 pdt |Jo

|
= o= N R — N~ o -
wo\
Ne)
—~
»
S~—
o,
»

olur. Son olarak
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olur. Buldugumuz bu terimleri (4.1.4) denkleminde yerine yazarsak

/0 ’ xufdx} + [ / Tu dx]
{(gowc)( ) — g(t — ) / qudx]

g ouy) xuidx]

[/ x\u|pdaz} 4.1.9)
0
J e g )
ruldx + ruzde
0 2 Jo

1 1 t o
+ —(gouy)(t) — = / g(t — s)ds/ ruidr
2 2 Jo 0

1 (0%
- - / x|u|pdaz}
b Jo

= 1 (¢ ouy) (t) — 1g(t) /a rulde (4.1.10)
2 2 0

&l&

[N~ N= N T

[ pu—

N | —

\&I&

N | —

+
SR

I
1
—~~

|
| =

o8
~

olur. Buradan

SRS
1
N —

olur. Parantez i¢ini yeniden diizenlersek

d 1/& 2 + 2 1—/t(t—)d /a 24
dt? .I'Ut$2 Og S )as Oxuxx

+3ou) -1 [ elupas]

= l(g’ ouy)(t) — lg(t) /a ruidz 4.1.11)
2 TEARNA

olur. Son olarak parantez i¢erisinde bulunan ifadeyi E(¢) olarak tanimlarsak, bu durumda

1 [ 1 ! *
B(t) = 5/O xutdw + = 5 (1 —/0 g(t — s)ds) /o xuidx

+ —(gouy)(t) — % /Oax]u\pdx. (4.1.12)

DN | —

yazilabilir. Burada

(gouy) / / xg(t — 8)|ug(x, s) — up(x,t)*dsdz

20
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dir.
Ayrica u(z,t), (4.1.1) probleminin bir ¢oziimii olsun. (4.1.3) e ek olarak g(s) > 0 ve
¢'(s) < 0 kosullar altinda

d 1

G50 =3 |00 =90 [ niad] <0 @113

olur. Bu da bize E£/(t) nin artmayan bir fonksiyon oldugunu gosterir. Boylece

Vt>0, E(t)<E0)<O0
olur. H(t) = —E(t) olarak tanimlarsak, bu durumda

V>0, 0< H(0)< H(t) (4.1.14)
olur. Bu durumda ¢ yeterince kiiciik bir sabit olmak iizere

L(t) = HYP(t) 4 ¢ / y suuyda (4.1.15)
0
olarak tanimlariz oyle ki
L(0) = H*?(0) + 5/04 xp(z)Y(r)de >0
0

dir. Buradaki amacimiz L(¢) nin

L(t)>M7(t), 7>1 (4.1.16)

diferansiyel esitsizligini sagladigin1 gostermektir. Eger boyle bir diferansiyel esitsizlige
ulagabilirsek ¢oziimiin sonlu bir zamanda patladigini1 soyleyebiliriz. Bu amacla (4.1.15)

ifadesinin tiirevini alirsak

2 (e «
L'(t) = “H P H' (t) + 8/ ruidr + 8/ zuuyde (4.1.17)
p 0 0
olur. (4.1.1) probleminde u;, yalniz birakilarak (4.1.17) denkleminde yerine yazilirsa
2 «
L'(t) = “H Pt H' (t) + 8/ ruldx
p 0
|1 ! 1
+ 8/ U [—(azux)z - / g(t — s)—(zuy(z,s))ds + |u|p2u] (4.1.18)
0 x 0 x
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olur. (4.1.18) de son ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa

2

L'(t) = ZH 2P H (t) + 6/ ruidr — 5/ ruldz
p 0 0

« t «
+ 8/ / zg(t — s)uz(x, t)u,(z, s)dsdx + 8/ zlu|Pdx
o Jo 0

olur. Buradan }%H‘”z/”(t)H’(t) > 0 oldugundan

L'(t) 25/ xutdx—g/ xuidx#—s/ z|ulPdx
0 0

« t
+ 5/ / zg(t — $)uz(z, t)u,(z, s)dsdz
o Jo

(4.1.19)

t « a
:5/ vuldr —e (1 - /Og(s)ds>/0 xuidx—i—a/o x|u|Pdx

+ 8/004 /Ot zg(t — s)uz(x,t) [ug(z, s) — ux(x, t)] dsde

(4.1.20)

yazilabilir. (4.1.20) esitsizliginde bulunan son ifade i¢in kestirimde bulunalim. Bunun i¢in

0>0, a,be R, pq>1, %—i—%:lolmakiizere

lab|] < OaP +

~—
pSES]

(Op)7q

seklindeki Young esitsizligini kullanirsak
«a t
| [ ot = syt ) = e ) dsda
o Jo
«a t
<6 / / 29t — 8)ual, 5) — iy (, £) Pdlsds
0o Jo
- / " / " g(s)rutdsd
W) ] g(s)zuidsdx
1 t «
:9(goux)(t)+—/ g(s)ds/ rude

olur. Buradan

/Oa /Ot zg(t — $)us(2,t) [us(@, ) — uz(,1)] dsda

1
> —0(goug)(t) — E/o g(s xuidx

22
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olur. Ayrica

oldugundan E(t) yi agik sekilde yerine yazip

(03
/ x|ulPdx
0

/ zlulPdz = pH(t) + E/ zuide
0 2 Jo

t o
+ P (1 — / g(t — s)ds) / rudr + b (goug)(t) (4.1.22)
2 ; ; 2

ifadesini yalniz birakirsak

olur. Buldugumuz (4.1.21) ve (4.1.22) ifadelerini (4.1.20) esitsizliginde yerine yazalim.

Bu durumda

a t a
L'(t) > 5/ rulde — e (1 —/ g(s)ds) / ruidy
0 e 0 p o §
+epH(t) + 6—/ ruldr + = (1 - / g(t — s)ds) / ruidz
2 Jo 2 0 0

P c t «
+e=(gouy,)(t) —eb(gou,)(t) — —/ g(s)ds/ ruldx (4.1.23)

2 10 J, ;

olur. Bu esitsizligi yeniden diizenlersek

L) > e (1 + g) /Oa vulde + ¢ (g . 9) (g 0uy) (t) + epH(t)

te [(g —1) - <(g — 1)+ %) /Otg(s)ds} /Oa cide (4.1.24)

elde edilir. Burada

p p
——0>0=>=>60>0
2 2 ’

p p LY [

——1)—((z—-1)+— :

B-v-(E-0+55) [ oes>o
Aciktir ki bu ifadelerden

/oog(s)ds< p/2-1

p/2—1+1/2p
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sart1 saglanir. Yine bu ifadeleri gézoniinde bulundurarak (4.1.24) esitsizligini diizenlersek
L'(t) > ¢ (1 + g) / zuidr + e (g o uy) ()
0
+epH(t) + ey / ruidr (4.1.25)
0

olur. Burada

Ve

a=&-1-(&-1+ ) [ s

dir. Simdi (4.1.25) esitsizliginde bulunan epH (t) ifadesini diizenleyelim. Bunun i¢in

H(t) = —E(1)
- N /axutdx 2! (1 —/ g(t — s)ds) /axuidx
2 0 2 0 0
— %(g oug)(t) + %/ﬂ z|ulPdz, (4.1.26)

ve ag < min{ay, as, p} olmak iizere

epH(t) = e (as + (p — a3)) H(t)
= cazH(t) +e(p — as)H(t)
= —5—/ zuidr — 8— 1— (t — s)ds> / zuidr
— 5?(9 ouy)(t) + 55 /Oa x]u\pdx +e(p—a3)H(t) (4.1.27)

yazilabilir. (4.1.27) ifadesini (4.1.25) esitsizliginde yazip diizenlersek

L) > e (1 + g - %) /0 vudde + e(p — az)H(t)

p
t «
+e |:062 - % (1 - / g(t — s)ds)} / ruidr (4.1.28)
0 0
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olur. Burada v pozitif bir sabit olmak iizere

. a a
1= (1+2-2) 0=, (0 5).

[0@ - <1 - /Otg(t - s)ds)] %} (4.1.29)

seklinde alip (4.1.28) esitsizligini daha basit olarak ifade edersek

L'(t) >~ {/a ruids + /a rudr + /a$|u|pdx + (gouy)(t)+ H(t)} (4.1.30)
0 0 0

elde ederiz. Ote yandan (4.1.15) denkleminde her taraﬁn . kuvvetini alalim, bu durumda

2

[L(t)]p/2 = {]—p/?(t) +5/ xuutdx} (4.1.31)
0
olur. Bu denklemin sag tarafii¢in a,b > 0, 1 < p < oo olmak {izere
(a+b)P <2071 (aP +bP) (4.1.32)

esitsizligini uygulayalim. Bu durumda

(0%
/ rzuude
0

olur. Simdi de (4.1.33) de bulunan ‘ foa xuutdxﬁ ifadesi i¢in kestirimde bulunalim. Bunun

NI

L <C |H®) + ¢ (C'=25"1>0), (4.1.33)

icin Oncelikle sirasiyla Holder esitsizligi ve gomiilme teoremi uygulayalim. Bu durumda

« « % « %
/ ruwdr| < (/ qudx) (/ mutdx)
0 0 0
= o 1 o 1
8% 2p P 9 2
< (—) (/ x\u]pdx) (/ mutdx> (4.1.34)
2 0 0
olur. (4.1.34) esitsizliginde sirasiyla her tarafin £. kuvvetini alip Young esitsizligi uygu-
« % CV2 %
/ ruudr| < (—) ( x|u|pdx) ( ruld )
0 2
(/ :c|u|pdx) + (/ xutdx) ] , (4.1.35)
0 0

larsak, bu durumda

<C
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olur. Burada ;; + 5 = 1 olmak iizere § = | alursak 1 = ;% olur. Bu durumda

-p
2
<C

e B (03 ﬁ (e
/ ruuyde (/ x\u!”dx) + / xu?dx] (4.1.36)
0 0 0

olur. (4.1.36) esitsizliginde koseli parantez i¢cindeki ilk ifade icin

1
z”§z+1§(1+5>(z—|—5), V>0, 0<ov<1, 6>0,

sonucunu kullanarak bir kestirimde bulunalim. Bu durumda

(/Oa x|u|pdx) - < <1 + ﬁ) (/Oax|u|pdx + H(t))
< (1 + ﬁ) (/Oa zlulPdz + H(t)) (4.1.37)

olur. (4.1.37) kestirimini (4.1.36) da yazarsak

a p
/ ruuyde
0

<C [/ z|ulPdz + H(t) +/ xufdx} (4.1.38)
0 0

kestirimine ulagsmig oluruz. Buldugumuz (4.1.38) kestirimini (4.1.33) te yazip ayrica

(Gouw)(t) 20, sl = / e > 0,
0

ifadelerini de gozoniinde bulundurursak

L)< C {/a ruidr + /a ruldr + /a:t|u|pdx + (goug) (t) + H(t)
’ ’ ’ (4.1.39)

esitsizligini elde ederiz. Son olarak (4.1.30) ve (4.1.39) esitsizliklerini birlestirirsek
L'(t) > NL(t)]P? (4.1.40)

diferansiyel esitsizligini elde etmis oluruz. Burada \; £, H(0) ve 7 ya bagh sabitlerdir.

Buldugumuz diferansiyel esitsizligi (0, ¢) tizerinde integre edersek

t L/(t> t
>
/0 T /0 Adt
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Burada

secilirse

L(t)*=®/2) — L(0)'-®/2)
o o
L(t)"0) > L(0)'=® + M1 — (p/2))t

p/2)-1 !
L(t)( /A1 > L(0)*=®/2) + X\(1 — (p/2))t

1
t<T =
N A(p/2) = 1) L=F/2(0)
lim L(t) = oo
T

olur. Bu da ¢6ziimiin sonlu bir zamanda patladigin1 gostermektedir. Boylece teoremimizin

ispat1 tamamlanmis olur.
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4.2. Lokal Olmayan, Tekil Viskoelastik Denklem Sisteminin C6ziimlerinin
Patlamas

Bu kisimda
we — Lauy), + [y gi(t — 8) 2 (vug (2, 8))ods + aug = o] ulP ", (2, 1) € Q,
Vi — Havg)e + f) go(t — 8) Lz, (2, 8))ods + avy = [P |1, (2,1) € Q,
w(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy (), z € (0, @),
v(x,0) = vo(z),ve(x,0) = v1(z), z € (0, ),
u(a,t) = v(a,t) =0, foa ru(z,t)de = foa zv(x, t)dz =0,

4.2.1)
yukaridaki tekil lokal olmayan viskoelastik denklem sisteminin negatif ve pozitif baslan-
gi¢ enerjisi i¢in ¢oziimiin patlamasini ele alacagiz [ Zarai, Draifia ve Boulaaras 2018].
Burada @Q = (0, ) x (0,7),« < 00, T < 00,p,q > 1ve g1(.),92(.) : Rt — R sekinde
verilen fonksiyonlardir.
g1 ve go ¢ekirdek fonksiyonlari i¢in varsayimlar asagidaki gibidir.

(G1): ¢1(.),92(.) : RT — R™ fonksiyonlar1
Hert > 0 i¢in
g1(t) >0, 1-— /Oogl(s)ds =1, >0,
0

g2(t) >0, 1-— /OO g2(s)ds = I, >0,
kosullarini saglayan negatif olmayan artmaoyan ve diferansiyellenebilir iki fonksiyondur.
(G2): Hert > O icin
g(t) =0, gi(t) <0,
g2(t) 2 0, g5(t) <0.

Lemma 4.2.1. § > 0, B(t) € C?(0, c0) negatif olmayan bir fonksiyon olsun ve

t > 0i¢in

B"(t) =46+ 1)B'(t) +4(0 + 1)B(t) > 0 (4.2.2)
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esitsizligi saglansin. Eger

B'(0) > r,B(0) + ko

olursa o zaman

B/(t) > ko

olur.

Burada k bir sabittir, 7o = 2(6 + 1) — 24/(d + 1)d de
=4+ 1)r+4(6+1)=0
denkleminin en kiiciik kokiidiir (Li ve Tsai, 2003).

Lemma 4.2.2. J(t), [ty, o0) lizerinde artmayan ve t > ¢, > 0 igin

[J()]2 > a+blJ()]**3

diferansiyel esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim J(t)=0

t—T*—

(4.2.3)

4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

4.2.7)

saglayacak sekilde sonlu bir 7 zamani1 vardir. Burada a > 0,b € R dir. 7" 1n iist sinirlar

icin asagidaki kestirimler gecerlidir:
i) Eger b < 0 ve J(to) < min{l, /=% } ise, bu durumda

V=b /5 = ()

T <ty+

dir.
ii) Eger b = 0 ise, bu durumda

J(to)
\/a

T <to+

iii) b > O ise
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ya da
35+1 50 1
T%gm+2§§;€u—{1+cﬂmﬂwL (4.2.11)
burada
c = (b/a)7ts

dir (Li ve Tsai, 2003).

Teorem 4.2.1. Varsayallmki 1 < p,q < 2 ve

g:(0) >0 wve 1-— / gi(s)ds=1; > 0,(: = 1,2) (4.2.12)
0

olsun. Bu durumda yeterince kiiciik pozitif ¢, > 0 i¢in
u,v € C(0,t,; Vo) N CH0,t,; H),

olmak iizere herhangi bir ug € Vj ve ug € H i¢in problem (4.2.1) in tek bir lokal ¢6ziimii
vardir. Burada Vy = Wy %, H = L? dur.

Simdi ¢oziimiin patlamasini elde etmek i¢in

p+q)(p+q+2)
(p+q+1)?

5(9)20,) <0 e [ gl <! @2.13)
0
olsun.

Tamm 4.2.1. Eger sonlu bir 7™ zamani bulunabilinirse (4.2.1) in herhangi bir

(u,v) ¢oziimii patlama olarak adlandirilir 8yle ki

-1

lim < / rudr + / xugdx) =0 (4.2.14)
t—T*— 0 0

(G1) ve (G2) kosullar1 saglansin, (u, v) de (4.2.1) probleminin bir ¢dziimii olsun.

dir.

Bu varsayimlar altinda enerji fonksiyonelini bulalim. Bu amagla (4.2.1) probleminde ilk
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denklemi (p+ 1)zu, ile, ikinci denklemi (g + 1)z, ile carpalim ve (0, «) tizerinde integre

edip taraf tarafa toplayalim. Bu durumda

(p+ 1)/ ruguder — (p + 1)/ (xuy) updx
0 0
«a t «a
+(p+1) / / g1(t — s)(zuy(z, s))dsudz + (p+ 1) / ruldx
o Jo 0
+(¢+1) / zvgudr — (g + 1) / (2vy) v da
0 0

+(g+1) /Oa /Ot go(t — s)(xv,(z, 8))dsvpda + (g + 1) /Oa rvide

=(p+ 1)/ z|o| T HuP tuude + (g + 1)/ z|ulP | tuoda
0 0

(4.2.15)

olur. (4.2.15) ifadesinin her bir terimini ayr1 ayri diizenleyecek olursak

(p+ 1)/ Tugudr = (1%1) % {/ xutdx} (4.2.16)
0

olur. Kismi integrasyon yardimiyla

0

—(p+1) { /0 fﬂuxutxdﬂc]

$uxumdx}

d o
y { /O xuidx} (4.2.17)
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(4.2.18)

qg+1

er sekilde

olur. Benz

(4.2.19)

(¢q+1) /Oa zvgvdr = (
—(g+1) /Oa(xvm)xvtdx _ (

(4.2.20)

)% {/0 xvidx} ,

q+1
2
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veE

@+ ) [ [ tt = oo ))dsnda
L) o e [ woias [ wiar]
) |how - ) ["antar @221)

terimlerini diizenleyebiliriz.

Burada (4.2.18) ve (4.2.21) denklemlerinden

(g1.0) (1) = / ) / 2or(t — o, ) — gz, 1) Pdsda,

(92005) (8) = / ) / 2galt — e (. 5) — va(x, 1) Pdsda,

oldugunu ifade edebiliriz. Son olarak (4.2.15) denkleminin sag tarafindaki terimleri dii-

zenleyelim. Bu durumda
(p+ 1)/ z|v| T P uguda + (g + 1)/ zlulP o] tude

0 0
d «

:%0

olur. Simdi buldugumuz bu terimleri (4.2.15) denkleminde sirasiyla yerine yazalim. Bu

rulPT | da
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durumda
10+1d/°‘2 10—1—161/“2
( 5 dt{o ruydx| + 5 it | ), ruydr
1

4 {(gl o up)(t) — /Ot (= s)ds /Oa xugdx]

d
(Ghou) ()=o) [ wiie] 4 G4 1) [audan

o q+1 d o
El/@ xvfdx}—l—(—Q >E[/o xvzdx}

= — [ zuf|v|"d (4.2.22)
0

olur. Bu (4.2.22) denklemini yeniden diizenlersek

%[(1%1) /O P (%) /0 " svida
n <1%1) (1 _/Ot gl(s)ds) /Oa vuldz
n <%) (1 —/Otgg(s)ds> /Oamgdx
. (1%1) (010u) (0) + (%) (9200) (1)
—/Oaa:\u]p“]v]q“dx}
- ("57) @m0 - a0 [Cwiad] <@ [Caia

(1) o - ) [ ovdae] @) [t
(4.2.23)
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elde edilir. Buradan denklemin sol tarafinda bulunan parantez icindeki ifadeyi

() = (1%1) /0 " sudd + (%) /0 " wPda
+ (%) (1 - /Ot gl(s)ds> /Oa ruidy
+ (%) (1 —/Otgg(s)ds> /Oa rvidr

n (%) (g1 0u) () + (%) (92 0 va) (1)

— / xluP o] de (4.2.24)
0

olarak tamimlarsak, bu durumda

FE0] = (250 |6 o w) 0 - ) [ wae| - 41 [“ndas

+ (Zil) [(g; o v,) (1) = gs(0) /0 ’ xvidx} ~(g+1) /O el (4225)

|
Sy
—d
~—~
~

olur.

Lemma 4.2.3. (G1) ve (G2) kosullari saglansin, (u,v) de (4.2.1) probleminin bir

¢6ziimii olsun. Bu durumda E(t), [0, t) tizerinde artmayan bir fonksiyon ve

F1E01= () Grow) 0 - (55 ) ) [ e = o) [

+ (_q—;— 1) (g3 0v5) (t) — (_q ;— 1) ga(t) /a rvidr — (¢ +1) /axvfdx <0
0 0
(4.2.26)

dir.

Lemma 4.2.4. (G1) ve (G2) kosullar1 saglansin, (u,v) de (4.2.1) in bir ¢dziimii

olsun. Bu durumda
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«

H(t)=(p+1) /a zu®(z,t)dz + (¢ + 1)/ 2v*(x, t)dx
0 0
t « t «a
+(p+1) / / ruldrds + (g + 1) / / rvidrds (4.2.27)
0 Jo 0 Jo

olmak uizere

(0%
1"

H(t)—(p+q+4) [(p+1)/0aa:ufd:v+(q+1)/ xvfdaj}

0
>2(p+q+2) {—E(O) +(p+1) /t /amugdxds +(¢g+1) /t /aaﬂvfdmds}
o o (4.2.28)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. F(t) nin iki defa tiirevini alarak baglayalim. Bu durumda
H(t)=2(p+1) /a zuwde +2(q + 1) /Oa zovvde
0
+(p+1) /a ruldx + (¢ + 1) /a rv’dr (4.2.29)
0 0
ve
H'(t)=2(p+1) /a zuidr +2(p+ 1) /Oa ruuydr
0
+2(q+1) /04 zvpdz +2(q + 1) /Oa rvvgde
0
+2(p+1) /CY zuudr + 2(q + 1) /Oa zovdx (4.2.30)
0

olur. (4.2.1) probleminde bulunan wu; ve vy ifadelerini yalniz biraktiktan sonra (4.2.30)
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da yerlerine yazalim. Bu durumda

H"(t) =2(p+ 1)/0 ruldr

T

* 1 ! 1
+2(p+ 1)/ Tu {—(:pux)m - / g1(t — 8)—(zug(z, s))ds — u; + |U|Q+1|u|p_1u} dz
0 0 z
+2(g+1) / rvidz
0
: 1 : 1 +1, g1
+2(¢+1) | av E(xvx)x — | gt — s);(:r;’ux(x, $))zds — v + |[uPT u|T v | de
0 0

+2(p+1) / zuwde +2(q + 1) / zvvda (4.2.31)
0 0

olur. Burada

2(p+ 1)/ w(zug ) de = —2(p + 1)/ rulde,
0 0

2(q + 1)/ v(zv,)de = —2(q + 1)/ rvidr,
0 0

o(p+1) /O ) /0 1t — ) (@t (3, 5))udsuds
=2(p+1) /004 /Ot g (t — s)ug(z, t)u,(z, s)dsdz,

—2(¢g+1) /Oa /Ot go(t — s)(zv,(z, 5))dsvdx
=2(¢+1) /Oa /Ot zga(t — 8)v.(z, t)v.(z, s)dsdz,

ifadelerini gozoniinde bulundurarak (4.2.31) denklemini yeniden diizenlersek
H"(t)=2(p+ 1)/ zuidz + 2(q + 1)/ rvide
0 0

—2(p+ 1)/ ruidr — 2(q + 1)/ rvide

0 0
+2p+q+2) [ olul it da

0
« t

+2(p+1) / / xg1(t — $)ug(z, t)u,(x, s)dsde

o Jo

« t
+2(q+1) / / zga(t — $)v(z, t)v,(z, s)dsda (4.2.32)
0o Jo
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elde ederiz.

Diger yandan (4.2.26) y1 (0, t) tizerinde integre edersek

b -0+ (1) [ (g) 0 u2)(s)ds

2 0

(E) / o (s) / " o (2, 5)dads
(1) // . xsdxds—i—( )/(g;ovx)(s)ds
<q'2“)/092( )/0 202(z, s)dads — (g + 1) // w0%(z, 5)dads

(4.2.33)

olur. (4.2.33) denkleminde p + ¢ + 2 = 6 olmak {iizere her tarafi —26 ile ¢arpalim. Bu

durumda
_90E(t) = —20E(0) — O(p + 1) /0 (g 0 us)(5)ds
L O(p+1) /Ot () /Oa (3, s)dzds
—|—29(p—|—1)/0t/0axuz(x, s)dxds—Q(q+1)/0t(géovx)(s)ds

t « t «
+9(q—|—1)/ 92(8)/ mvi(m,s)dxds—i—?@(q—i—l)// rv?(x, s)drds
0 0 0 Jo
(4.2.34)

olur. (4.2.34) denkleminde E(t) yi agik sekilde yazmakla beraber sag tarafta acik olacak
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sekilde denklemin her iki tarafina H”(t) ekleyelim. Bu durumda
H"(t)—0(p +1)/ ruldr — (q+1)/ rvlde
0

O(p+1) (1— )/ muidx
0 0

O(qg+1) (1 ga(s )/ xvgda:
0 0

p+1 (glouz> t

0(g+1) (g2 00) t)+20/ ol o] da
0

- 205(0) =0+ 1) [ (6] 0ua)(5)ds

+0(p+1) /Ot g1(s) /Oa zul(z, s)drds

+20(p+1) /Ot /Oa zu?(z, s)dzds — 0(q + 1) /Ot(gé o v,)(s)ds
+6(g+1) /Ot g2(s) /Ooc zv(x, s)dads + 20(q + 1) /Ot /004 zv?(z, s)dads
+2(p+1) /Oa zuide +2(q + 1) /Oa wvidr —2(p + 1) /Oa rudx
—2(¢g+1) /Oa zv2dr +2(p + g + 2) /Oa zuP vl de

+2(p+1) /Oa /Ot gy (t — $)ug(z, t)uz(x, s)dsdz

« t
+2(q+1) / /0 zga(t — s)vg(z, t)v(z, s)dsda (4.2.35)
0
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elde edilir. (4.2.35) denklemini yeniden diizenlersek
H"(t) — (0 +2) {(p + 1)/ zuidz + (q + 1)/ xvfdx]
0 0

t a t a
= —20E(0) + 20 [(p +1) / / zuidrds + (g + 1) / / xv?dxds]
0 Jo 0 Jo

+2(p+q+2-10) / rulPT | da
0

F O+ 1) {(1—/;91(3)@13) - ;} /Oaxugdx
+0(q+1) [(1 - /Otgg(s)ds> — ;} /Oamgdx

+0(p + 1)(g1 0 wa) (1) + 0(q + 1)(g2 © va) (t)
+2(p+1) /0 /0 xg(t — s)ug(z, t)u,(z, s)dsdz

«a t
+2(g+1) / / xgo(t — $)v.(z, t)v,(z, s)dsdx
o Jo
t « t «@
+6(p+ 1)/ gl(s)/ vuldrds + 0(q + 1)/ g2(s)/ rvidrds
0 0 0 0

—0(p+1) /Ot(g'1 ouy)(s)ds — (g +1) /Ot(gé ov,)(s)ds (4.2.36)
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olur. (4.2.36) denklemindeki son dort terim i¢in (G1) ve (G2) yi gbzoniinde bulundurursak

[0}

H"(t) — (0 +2) [(p+1)/axutdx+(Q+1)/o

t « t «
> —20E(0) + 20 {(p + 1)/ / zuidads + (q + 1)/ / xv?dxds]
0 Jo 0 Jo
+2ptg+2-6) [ aluptifopids
: .
+60(p+1) {(1 —/ gl(s)ds> - —} / rulde
0 0] Jo
t 92 a
+6(g+1) {(1 —/ gg(s)ds) - —} / rvide
0 01 Jo

+0(p + 1)(g1 0 ua)(1) + 0(q + 1)(g2 © va) (t)
+2(p + 1)/0 /0 gy (t — s)ug(z, t)u,(z, s)dsdz

zv} dx}

o t
+2(g+1) / / gt — s)vg(z, t)v,(x, s)dsdx (4.2.37)
o Jo

esitsizligini elde ederiz. Elde ettigimiz (4.2.37) esitsizligindeki son iki terim i¢in bir kes-

tirimde bulunalim. Bunun i¢in Holder esitsizligini ve
€ 1
bl < =la]* + —1b)
jabl < SJal? + -
seklindeki Young esitsizligini kullanirsak

/Oa /Ot 291 (t = s)ug (2, t)u,(, s)dsdz

a t
—/ /xgl(t—s)ux(x,t)[uI(m,s) 2(2,1)] dsdx+/ /:Ugl (t — s)uZdsdx
o Jo

1

> — / /a:glt—s|um(xs)—u$(xtstdm——//xglt—sudsdx
2¢ Jo Jo

//xglt—sudsdx
= o —i (t — 2dsd
= 2 91 Uz 92 :Kgl su sdx

—6
=5 (91 0 ug)( < ) (s)dsl\uxllz. (4.2.38)
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Benzer sekilde
@ t
/ / xgo(t — s)ve(x, t)v(z, s)dsdx
o Jo
—& 1 K )
> —(geov)(t)+ |1 —— g2(s)ds||vs||5 (4.2.39)
2 2¢ ) Jo
olur. ¢ = 0, k = t, s, x olmak lizere foa zuidk = ||jugl %, foa zvidk = ||vg|% ifadelerini

de gozoniinde bulundurarak buldugumuz kestirimleri (4.2.37) esitsizliginde yerine yazip

diizenlersek
H"(t) = (0 +2) [(p+ Dl|wl 7 + (¢ + Dllvel7]
t t
> —20E(0) + 20 [(p + 1)/ |[ug|[3ds + (g + 1)/ Hvsylifds}
0 0

+2(p+q—|—2—0)/ r|ulPt | d
0

2 2 1 k )
+0(p+1) 1—§+ 5_@_1 i g1(s)ds ¢ [|ug||5
2 2 1 : )
+60(g+1)q1— i + i i 1 i go(s)ds ¢ ||va||5 (4.2.40)
elde ederiz. Son olarak (G1) ve (G2) varsayimlar1 dogrultusunda

2 2 1 ¢
1—5+<5—0—2—1)/Ogi(8)d8>0,

0 = p + q + 2 olmak iizere

°° p+qp+q+2)
/0 gi(s)ds < b+ qt 1) i=1,2

olarak alirsak

(0%
1"

H ) —(p+q+4) [(p+1)/0awufdx+(q+1)/

0
t a t a
>2(p+q+2) {—E(O) + (p+ 1)/ / zuldrds + (g + 1)/ / wvfdxds}
0 Jo 0 Jo
(4.2.41)

rv? daj}

elde ederiz. Boylece lemmanin ispati tamamlanir.
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Lemma 4.2.5. (G1), (G2) kosullar1 ve agagidaki kosullardan biri saglansin

@ B(0) <0,
(i) £(0) =0,

H'(0) > (p+ Djuol|3; + (g + 1)||voll% (4.2.42)

(iii) £(0) > 0

ko

H'(0) >ry |H(0) + —————
(0) > ra | H(O) + 0

+ (p+ Doz + (g + 1)flvoll3, (4.2.43)

burada

CpHq+ta—/lp+q+42—4Alp+q+4)
_ , ,

T

(4.2.44)

ve
ko= (p+q+4) {0+ DluollF + (¢ + Dllwollz } +2(p+q+2)E(0). (4245
Bu durumda ¢ > % icin
H'(t) > (p+ Dlluollzr + (g + Dlwoll,

ve

H'(0) — 1 2 - 1 2
¢ = ma {0, HO= 0 Dl —lo - Dl | 4246
2(p+q+2)E(0)
dir. Burada (i) durumunda ¢, = t*, (ii) ve (iii) durumunda ¢, = 0 dir.
Ispat. (i) Eger £(0) < 0 olursa bu durumda (4.2.41) den
H"(t) > =2(p+q+2)E(0)

oldugunu ifade edebiliriz. Her tarafi (0, ¢) izerinde integre edersek

H'(t) > H'(0) —2(p+ q +2)E(0)t (4.2.47)

olur. E£(0) < 0 varsayimu ile (4.2.47) den

H'(t) > H'(0)
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olur. (4.2.42) varsayimindan

H'(0) = (p+ Dlluollz + (g + 1)llvoll7

dir. Boylece
H'(t) > (p+ Dlluoll + (g + Dllvollz
sonucunu elde edebiliriz. Diger yandan (4.2.47) ifadesinde ¢ yi yalniz birakirsak

H'(0) — H'(t)
~ 2(p+q+2)E(0)

olur. Elde etti§imiz sonuclar dogrultusunda buradan

H'(0) — (p+ 1)[luollr — (¢ + D)lJwoll % }
2(p+q+2)E(0)

to =t* = max {0, (4.2.48)

oldugunu ifade edebiliriz.
(ii) Eger E(0) = 0 olursa bu durumda ¢ > 0 i¢in H”(t) > 0 olur. Her tarafi (0, ¢)
tizerinde integre edersek

H'(t) > H'(0)

olur. Burada (4.2.42) in sagladigin1 varsayarsak bu durumda

H'(t) = (p+ Dlluoll + (¢ + 1)llvoll7-

(iii) £(0) > 0 olsun. Oncelikle agagidaki ifadelerde bir diizenlemede bulunalim.

// xuutd$d3—// T— uzdxds

_/ ()dx—/ 2u2(0)dz = [[ull% — [luoll? (4.2.49)
0 0

Bu durumda

olur. Buradan

t [e%
lullz, = lluoll? +2 / / vudads (4.2.50)
0 0
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dir. (4.2.50) denklemine sirastyla Holder ve Young esitsizligi uygularasak

t «
ull3 = ||luoll? + 2/ / rru.zrudeds
o Jo
t « % t « %

/ (/ :Bugdx) ds [/ (/ xu?dx) ds]

o \Jo 0o \Jo

t « t o'
< ||uoll3 + {/ (/ qudx> ds} + {/ (/ xufdx) ds}
0o \Jo 0 \Jo

t t
ol + / us)| s + / ()] s 4.2.51)

< Jluoll7 +2

olur. Benzer sekilde

t t
ol < ||"UoH?{+/O I\U(S)I@Idﬁ/o [[vs(5)|[7ds (4.2.52)

yazabiliriz. Diger yandan

H(t) = 2(p + 1)/

0

+(p+ 1)/ ruldx + (¢ + 1)/ rvide
0 0

=2(p+ 1)/ ruudr + 2(q + 1)/ zvvde
0 0

+(p+ Dl + (g + il (4.2.53)

«

zuwdr +2(q + 1) / zvvde
0

oldugunu biliyoruz. Buldugumuz (4.2.51) ve (4.2.52) kestirimlerini (4.2.53) te yerine ya-

zarsak
H'(t) §2(p+1)/ xuutdx—l—Q(q—i-l)/ zvvda
0 0
t t
ot Dol + 0+ 1) / u(s)|Byds + (p + 1) / ()| Bydls

g+ Dllwol% + (g + 1) / o(s)]Zds + (g + 1) / 0a(s)] s

(4.2.54)

elde ederiz. Burada ilk iki terim i¢in sirastyla Holder ve Young esitsizligi kullanilirsa

2p+ 1) / ruwdz < (p+ 1) [|Jul + %]
0
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2q +1) / zovdz < (g + 1) [[lolf% + ol 3]
0

kestirimleri elde edilir. Bu kestirimleri yerine yazarsak

H'(t) < (p+1) [[lullfy + lluellz] + (g + 1) [lollF + [[oll7]

o+ Dol + 0+ 1) / us)|Byds + (p+ 1) / () 2

+(q+1)HvonH+(Q+1)/O ||v(8)||12qu+(q+1)/0 [[0s(s)][7ds

(4.2.55)

elde ederiz. H(t) nin tanimim goézoniinde bulundurup (4.2.55) esitsizligini yeniden dii-

zenlersek
t
H(0) < #0)+ 0+ 1) { o + [ ol + ol
t
a0 ol + [ ol + ol 4256
0
elde ederiz. (4.2.56) esitsizliginde her tarafi p + ¢ + 4 ile carpip diizenlersek
(p+q-+4) {LH'(t) - H()}

<(p+a+9{p+Dluli + @+ Dlvellz }

t t
+<p+q+4>{<p+1> [ s+ @+ | ||v5||%qu}
0 0
+p+a+0){(p+Dluoly + (¢ + w4} (4.2.57)

elde ederiz. (4.2.41) den

(p+q+4) [(p+1)/axu§da:+ (q+1)/axvfdx}
< H"(t) i ’

t a t a
+2(p+q+2) {E(O) —(p+ 1)/ / zuldrds + (g + 1)/ / xvfdxds}
0 Jo 0 Jo
(4.2.58)
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oldugunu sdyleyebiliriz. Bu ifadeyi (4.2.57) de yazalim. Bu durumda

(p+q+4){H'(t) - H(t)}
S H”(t)

t « t «
+2(p+q+2){E(0)—(p—|—1)// xuidxds+(q+1)// xvfdxds}
0o Jo
+(+q+4) {p+1 / Jus||Fds + (¢ + 1) / ||Us||Hd8}

+p+a+4){(p+Dluolly + (¢ + vk} (4.2.59)

olur. (4.2.59) ifadesini yeniden diizenlersek

p+q+4){H{t)—Ht)} < H'(t)+2(p+q+2)E(0)

e+ o+ [ lulas+ ) [ nlas)

+ 0+ g+ {(o+ Dlluol, + (a+ Dol } (42.60)

olur. Buradan

{4 [ fuliass @+ [ ulfash 20
oldugundan
H'(t)—(p+q+DH )+ (p+q+4)H(t) + ko >0
oldugunu soyleyebiliriz. Burada

ko=(@+aq+4) {0+ DluollZ + (g + DvollZi } +2(p + q + 2) E(0)

dir. Simdi
ko

ptq+4
alalm. Bu durumda B’ = H'(t), B” = H"(t) ve B(t)

B(t) = H(t) +

B'"t)—(p+q+4)B'(t)+ (p+q+4)B(t) >0 (4.2.61)
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esitsizligini saglar.
Lemma 4.2.1 i kullanalim. Bu amacla (4.2.61) esitsizligi ikinci mertebeden sabit katsayili
adi bir diferansiyel esitsizliktir.  bir tiirev operatorii olmak iizere diferansiyel esitsizligin

karekteristik denklemi
[P —(p+q+4r+(p+q+4)]B(t)=0

dir. Bu denklemin koklerini diskriminant kullanarak bulalim. Bu durumda

A = b — dac
=(p+q+4)°’—4lp+q+4). (4.2.62)
Buradan
—b+ VA
rn=——-
2a
4 4)2 — 4 4
:(p+q+)+wﬂp+2+) (p+q+4) o
Ve
—b—+VA
T2:—
2a
4) — 4)2 — 4 4
_(pta+d) %(p+c;+ )2 —4(p+q+4)) @260

Bu durumda (4.2.61) diferansiyel esitsizligi

(40 (%) o0 =

seklinde yazilabilir. Burada

B”(t) — B,<t>(’f’1 + 7”2) + B(t)?"lT‘Q Z O,
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B"(t) — B'(t)ry — B'(t)ry + B(t)ryry > 0,

B"(t) = B'(t)rs > m(B'(t) — B(t)ra),
B"(t) — B'(t)ry
(B'(t) — B(t)ra)
(B'(1) ~ Blo)) .
(B'(t) = B(t)ra) ~ "
(4.2.65) ifadesini (0, t) araliginda integre edersek

YBI() - Bl [
A<B@—mmw“24“®

=T

(4.2.65)

In|B'(t) — B(t)ry| — In|B'(0) — B(0)ry| > rit,
B'(t) — B(t)ry
B'(0) — B(0)ry
B'(t) = B(t)ra _ .
B'(0) — B(0O)ry =’
B'(t) — B(t)ry > (B'(0) — B(0)ry)e™,

In ’ > rit,

B'(t) = B(t)r + (B'(0) — B(0)ra)e™,
B,(O) 2 B(O)TQ + ko (k’o = B/(O) — B(O)Tz),

olur.

varsayimindan

ko

H'(0) >ry |HO0)+ ———— | +
(0) > ra | H(O) + 0

(P + Dlluollz + (a+ Dllvollz,
olur. Boylece ¢ > 0 i¢in
H'(t) > (p+ DluollF + (g + D)l[voll7

dir.

Teorem 4.2.2. Varsayalim ki (4.2.13) ve agagidaki kosullardan biri saglansin
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(i E(0) <0,
(i) £(0) = 0,
ve
H'(0) > (p+ 1)l|uollF + (g + 1)[voll,
saglar,
(iif)
0 < B(0) < U3~ D2 [H(to) — (0 + Dlluoll? — (¢ + Dllwoll3]” x J(to)>
(p+q)*—4) (% - ﬁ)

ve
ko
p+q+4

saglar. Bu durumda (u, v) ¢oziimii (4.2.14) tanim dogrultusunda sonlu bir 7* zamaninda

H'(0) > o | H(0) + ] T (p+ Dol + (g + 1ol

patlar.

(i) durumunda:

J(to)

T <ty — X 4.2.66
Dahast, eger J(to) < min {1, \ /%b} ise bu durumda
1 V3
T* < to+ —In— . (4.2.67)
YTV T — ()
(i1) durumunda:
J(to)
T <ty — 4.2.68
yada
J(to)
T <t . 4.2.69
< o+ T'(to) ( )
(iii) durumunda:
t
< 1) (4.2.70)
Vva
ya da
T <ty 435 1S {1 [+ cJ(to)]%} , 4.2.71)
a

50



Hasan KANDEMIR

on
o
=
o
o
o
o
I
~—~
Qo
SN—
[V}
+‘~z
2
2
I
S
u>|+
h
|
N | =

a:{(ﬁgﬁ—g)[Hﬁw—@memmrwq+wmmm2

(=) (5 - 2 ) BOI) ™ | x s > o
b=+ 0 =) (5 - ) B0

J(t) = {H(t) + (T = t)(p+ Dluollyy + (T = )(q + Dllwoll }

dir. (i) durumunda, ¢ty = t*, t* (4.2.46) ta veriliyor, (ii) ve (iii) durumunda ¢, = 0 dur.

ispat.
J(t) = {H{t) + (T = t)(p+ Dol + (T = t)(a+ Dllwollz}

olsun. Burada 7', 7™ 1n iist siniridir.

J(t) nin iki defa tiirevini alalim. Bu durumda
J(t) = =y {H () + (T = )(p + Dluollfy + (T = 1) (g + Dol } "
< [H'(t) = (p+ Dlluollzr — (g + Dllwoll7]

J'(t) = —y(=(y + D) {H®) + (T = )(p + Dol + (T = t)(q + Dlwol 3} 7
x [H'(t) — (0 + Dlluol} — (g + Dlwol%]?
—yH"(t) {H(t) + (T = t)(p + Dlluoll3 + (T = ) (g + Dlwoll3;} 7

(4.2.72)
elde ederiz. (4.2.72) ifadesini yeniden diizenlersek

J'() = =y {HE) + (T = )+ Dluollyy + (T = t)(a + Dljeollfy} 7
< {=(r+ D [H(®) = (0 + Dllwolf = (a+ Dluoll3)”
+ H"(8) {H () + (T = )0+ D)lluoly + (T = 0)(a + Dluoll }}

(4.2.73)
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olur.
H(t) + (T = )(p + Dluoll?y + (T = t)(q + Dlwoll = T (1)
ve
H"(t) [H(t) + (T = t)(p + 1) |[uol3 + (T = t)(g + D)lwolI %]

— (v 4+ V) {H' () = (p+ Dlluol% — (¢ + Dllwoll %} = Q)

(4.2.74)
ifadelerini gozoniinde bulundurursak (4.2.73) ifadesi
J'(t) = —7J(£)TQ(1), (4.2.75)
seklinde yazilabilir.
(4.2.41) den

H"(t) > —2(p + q + 2)E(0)
+(+q+4) [(p+DlluwlF + (¢ + D]

t t
+2p+q+2) [(p—i— 1)/ ||us||12qu+(q—|—1)/ ||Us||§,ds] 4.2.76)
0 0

olur. Buradan

p+qg+4>p+q+2,
2p0+q+2)>p+q+2
oldugundan
H"(t) > —2(p+ q+2)E(0)
w0+ 2 x (1) (lulfy + [ s
+(g+1) (H@tug + /Ot HvsH?,ds) } (4.2.77)

yazabiliriz. Diger yandan

H() + (T = ) (p + Dlluoll + (T = )(g + DJuoll}, = J(8) 7. (4.2.78)
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H(t) + (T = t)(p + Dluollfy + (T = )(g + Dol

o

>H({t)=(p+1) /Oa rvu?(z,t)dx + (¢ + 1)/ v (z, t)dz

0
t « t «
+(p+1)/ / qudxds+(q+1)/ / rvidads,
o Jo o Jo

t t
=(p+1)HUH?{+(Q+1)Hv\|%+(p+1)/0 HUH?{dSHqul)/O [v]7ds

(4.2.79)

ifadelerini yazabiliriz.

Son olarak (4.2.29) da bulunan

«

zuwde +2(q + 1) / zovde
0

H() = 2(p + 1)/

0
+(p+ 1)/ ruldr + (g + 1)/ rv’dz, (4.2.80)
0 0

seklindeki ifadeyi diizenleyelim. Bunun i¢in

t
JalFy ol =2 [ (o)
0

ve
t
HW%—MM%z?A@w&ﬂS

ifadelerini dikkate alarak (4.2.29) ifadesini yeniden diizenlersek

H'(t) = (p+ Dljuollz — (a+ Dllvoll%
=2(p+ 1)(u, ) + 2(q + (v, ve)m + (p + 1JullF
+ (g + Dllvllz = o+ Dllwollz — (@ + Dllvollz,
=2(p+ 1)(w,u)m +2(¢+1)(v,v)u
+ e+ Dllullzr = (0 + Dlluollz + (¢ + Dollz = (¢ + Dllwoll,
=2(p+ )(u,u)m +2(¢+ 1)(v,v)

t t
+2(p + 1)/ (u, us)gds + 2(q + 1)/ (v,vs)gds, (4.2.81)
0 0
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olur. Boylece buldugumuz (4.2.77) , (4.2.78),(4.2.79) ve (4.2.81) ifadelerini (4.2.74) da
yerine yazarsak

Qt) > —2(p+ g+ 2)E0)J(£) >

t t
+<p+q+2>{<p+1>||utu%{+<q+1>||vtr|3+<p+1> / luelZds + (g + 1) / ||vs||%1ds}

t t
x {(p+1)HUH?{+(Q+1)HUH?{+(p+1)/0 HUH?{dSHqul)/O HUH?{dS}

t t 2
Ay 1) {<p+ s + g+ Voo + o+ ) [ s+ o+ 1) [ <v(,4 2);{2;1}

elde ederiz. Hesaplamanin kolaylik saglamasi adina

t t
A=@p+Dulh+ @+ Dl + @+ 1)/0 ullds + (g + 1)/0 lvliZds,

B=((p+1)(u,u)g+ (g+1)(v,0)g + (p+ 1) /Ot(u,us)HdS +(¢g+1) /Ot(v,vs)Hds,

t t
€ = (-4 Dl + 0+ Dlfally + p+ 1) | s+ (a+1) [ oy
notasyonlarinmi kullanirsak bu durumda (4.2.82) ifadesi
Q(t) > —2(p+q+2)E0)J(t) 7 + (p+ g+ 2) {AC — B?} (4.2.83)

seklinde yazilabilir. Burada

_ptq—2

(p+q+2)=4(1+7) =~ 1

dir.
Q(t) hakkinda daha fazla kestirimde bulunmak i¢in {AAC — B?} ifadesi i¢in bir kestirimde
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bulunalim. Bunun i¢in ¢ > 0 ve V(p,n) € R? i¢in
Ap* + 2Bpn + Cn?

t
= @+ Do lullf + @+ De*[ollE + (0 + 1)/ p*llullzds
0

t
L+ 1) / PlolZds + 200 + 1pn(u, s + 2(g + Dpn(v, o)
0
t t
L 2(p+ Dy / (u,us)rds + 2(g + 1) / (0, 02)mrds + (p+ D) el
0 0

t t
g+ DnlulE + 0+ 1) / PPl s + (g + 1) / 2512 ds
0 0

olur. Bu denklemde diizenleme yaparsak

Ap* + 2Bpn + Cn?

=(p+1) /O“ z(p*u® + 2punu, + nuf)da
+(g+1) /Oa z(p*v® + 2ponuy + n’v})dz
+(p+1) t / a x(p*u® + 2punu, + n’u?)dads
0o Jo
+(g+1) /t /O‘ z(p*v? + 2pvnu, + n*v?)deds
0o Jo
olur. Bu denklemi de diizenlersek

Ap* + 2Bpn + Cn?
=(p+1) / x(pu + nug)?dr + (g + 1) / z(pv + nu,)*dx
0 0

t o
+(p+1) / / z(pu + nu,)*dzds
0 Jo

t «
+(¢+1) / / z(pv + nu,)*dads
0 Jo

elde ederiz. Bu durumda

Ap? +2Bpn + Cn* > 0,

oldugunu soyleyebiliz. Buradan
B?-AC<0
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olur. Son buldugumuz bu kestirimi kullanarak ¢ > ¢ i¢in

Qt) > —2(p+q + 2)E(0)J(t)"7, (4.2.84)
—Q(t) < 2(p+ g+ 2)E(0)J(1)77, (4.2.85)
kestirimini elde ederiz.
_ptqg—2
==

ve

J(t) = {H(t) + (T = t)(p + Dluollyy + (T = )(g+ Dlwollz}

olmak {iizere (4.2.85) ifadesinde her tarafi

ile carparsak
2 — 2 1 2
190000 < 20+ +2) (42 BO)0) (0
olur. Buradan da t > t icin
1" (p + Q)Q 1+1
JU(t) < — = 2| E0)J(t) ", (4.2.86)

elde edilir. Simdi de ¢ > ¢, i¢in J'(t) < 0 olmak iizere (4.2.86) ifadesinde her tarafi J'(t)

ile carpip (o, t) arahiginda integre edelim. Bu durumda

T ()J"(t) > (M - 2) E(0)J(1)J ()7,

/t: J'(t)J" (t)dt > (@ — 2) E(0) /t T J()*dr,

to

%/t%(f(t))? N (M_z) E(O)Qi%/t:% (J(t)2+%>,

to
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1

1

0P 2 () - (L5 - 2) Bo) )
N <(p_; 9 _ 2) B(0); Jlr %J(t)ﬂi_ (4.2.87)

Diger yandan J(¢) nin tanim1 geregi
T (to) = = J(to) "7 [H'(t) — (p+ Dlluollzy — (a + 1)l[vol%]
2 2
(J'(t0))* = 7 J (t0)*" [H'(to) — (p + 1)l|uollF — (¢ + 1)]lwoll%]
olur. Bu ifadeyi (4.2.87) da yerine yazarsak

(J'(1)? > 72T (t0)*7 [H (to) — (p + Dluoll — (g + Vlwoll%]
1

(p+q)? 241
- —2) B0)——J(te)*5
(% (0)5 (0
v
: 1
(2D o) g _J(t)* (4.2.88)
2 211
olur. Aynea 7 = BH= = (Hf —4), g = 2 (4~ 5%;) ifadelerini dikkate alarak

(4.2.88) ifadesini yeniden diizenleyelim. Bu durumda

(> {(7% - g) [H'(t0) = (0 + DlfuolFr — (g + Dlwoll3]”

—((p+a)* =49 (% - ﬁ) E(O)J(to)—i} x J(to)*+3
Hota -4 (% - ]%q) E(0)J(1)*" (4.2.89)

olur. Burada

a= { (252 3) [0 - o+ il a+ Dl

2
(0?0 (5 ) BO) ) x>
b=+ =0 (3 - 1) BO
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seklinde alirsak
J(t)? > a+bJ(t)*, (4.2.90)

diferansiyel esitsizligini elde ederiz. Boylece lemma 4.2.2 de de ifade edildigi gibi sonlu
bir 7" zaman vardir. F(0) 1n alacagi degerlere bagh olarak 7™ in st sinirlari kestirilebilir
oyle ki

lim J(t) =0

t—=T*—

dir.
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4.3. Lineer Olmayan Damping Terimli, Lokal olmayan, Tekil Viskoelastik

Denklem Sisteminin Coziimlerinin Patlamasi

Bu kisimda lineer olmayan tekil viskoelastik denklem sistemi icin

iy — 2(wu)e + fy 91(t = 8) 2 (wun(w, 8))ads + |u™ " uy = fi(u,0),Q

v = H(wvs)s + [ g2t — 8) L (@0, 8))ads + o™ Moy = fo(u,v), Q

u(x, O) = u0<x)7ut(x> 0) = Ul(ﬂf)7.ilﬁ S (07 a) (431)

v(x,0) = vo(x), v4(x,0) = v1(z), z € (0, )
)

=0
L u(a,t) =v(a,t) =0, [ zu(z, t)de = [ zv(z, t)dz =0

baglangic ve sinir deger problemi ele alinmistir.

Burada f(u,v), fo(u,v) : R* — R,
filu,v) = alu + v (u + v) + blu| ulv| 2,

fo(u,v) = alu + v|2(r+1)(u +v) + blv|"v|u| 3,

a,b € R,r > —1 ile veriliyor (Burada kolaylik olmas1 i¢cin @ = b = 1 alacagiz).
Q=1(0,a)x(0,T),a0 < 00, T < 00,9; : R = R", (i = 1,2) ¢ekirdek fonksiyonlardir.
g1 ve go ¢ekirdek fonksiyonlari i¢in varsayimlar asagidaki gibidir.

(G1): g; : R — R™, (i = 1,2) fonksiyonlar1

her ¢ > 0 icin

(G2): Hert > O icin

(G3):r > —1.
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Teorem 4.3.1. (G1), (G2) ve (G3) kosullar1 saglansin. Bu durumda yeterince kii-
¢iik 7" > 0 i¢in
u,v € C((0,7); Vo) NCH((0,T); H),

olmak iizere biitiin (ug,vo) € Vi ve (uy,v1) € H? igin (4.3.1) probleminin tek bir lokal

¢oziimii vardir. Burada Vo = W%, H = L? d.

(G1), (G2), (G3) kosullart saglansin, (u, v) de (4.3.1) probleminin bir ¢oziimii ol-
sun. Bu varsayimlar altinda enerji fonksiyonelini bulalim. Bu amagla (4.3.1) probleminde
ilk denklemi xu, ile, ikinci denklemi xv, ile carpalim ve (0, «) iizerinde integre edip taraf

tarafa toplayalim. Bu durumda

(07 o
/ TUgudr — / (rug ) upde
0 0

« t «
+/ / g1(t — s)(xux(x,s))zdsutdx—k/ z|u "t dw
o Jo 0

—i—/ xvttvtdx—/ (2v,)0pdx
0 0

@ t @
+ / / g2(t — s)(zvy(z, s))dsvdx + / x|vt|m+1dx
o Jo 0
:/ xutfl(u,v)dx—i—/ xvg fo(u, v)de, (4.3.2)
0 0

olur. (4.3.2) ifadesinin her bir terimini sirasiyla diizenlersek

/0 TUumudr = Sa [/0 xufdx} 4.3.3)
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olur. Kismi integrasyon yardimiyla

(0% o (0%
—/ (TUy)udr = — |Tupu, —/ TUL U
0 0 0
(03
= — [—/ a:uxumdx}
0
e
:/ TUL U T
0

0
i {/a xuidx] (4.3.4)
t 1Jo
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olur.
« t
/ / g1(t — s)(zuy(z, s))dsudx
o Jo
t

/0 (91“ = 5) /Oa u(,t) (f%(ﬂs,s))wdx) ds

dt
{(gi ou,) (t) — gi(t) / ’ xufcdx} 4.3.5)

/0 T dar = 7 [/0 xvfdx} , (4.3.6)

—/0 (xvg) v dx = ST {/0 xvidx] , 4.3.7)
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veE

/ / ot — 8) (20, (2, 8))adsvrde,
~ g |mov - [ o [“nia

_ 1 [(g; ov,) (t) — ga(t) / xvfcdx] (4.3.8)

2 0
terimlerini de diizenleyebiliriz.

(4.3.5) ve (4.3.8) denklemlerinden

g1 © Uy) / / 291 (t — 8)|ug(z, s) — up(z,t)|*dsda,

(920 v,) /'/xmt—ﬂ%xs> va(, )| dsde,

oldugunu ifade edebiliriz.

Son olarak (4.3.2) denkleminin sag tarafindaki terimi diizenleyelim. Bu durumda
/a xuy f1(u, v)dr + /a xvy fo(u,v)dz
0 0
= /Oax [ug f1(u, v) + vy fo(u, v)] de
= /a x [ug|u + V20D (4 + 0) + wg|u|"ufo 2
+ vf|u + oD (4 4 v) + v o[ vlu|?] da

:/ x [uglu + )2 (u + v) + vyfu 4+ 020 (u + v)
0

+ | ulv|t + Ut\v]’"v]u\’"”] dx

° T 1 d o) 1 d
— - T — (2 r+2 d
/0 x{2( Ty e ) gy g Bl ) de

1 d [ 2(r+2) 42

_ el r ) r

2(r+2)dt/0 z [Ju+ vl + 2|uv|*?] dz

d o
=2 rF(u,v)dz, 4.3.9)

olur. Burada
1
F(u,v) = 201 2) [|u+ o) 4 2|uw| 2] (4.3.10)
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dir.

Simdi buldugumuz bu terimleri (4.3.2) denkleminde sirasiyla yerine yazalim. Bu durumda

1d [ [ 1d | [~
ST [/0 xutdx]jtﬁ% [/0 xuxdx]

—
=
@)
<
I
=
|
)
=
—
=
o\
Q
8
I
SRS
o,
8
| S|
+
Q
8
S
3
=
o
S

+

d ¢ 1d ¢

i [/o xvfdx] o {/0 xvidx}

d t a

— [(gQ o v,)(t) —/ ga(t — s)ds/ xvgdxl

(6500 ()~ ult) [ de] + [ alurida

d o
= — xF(u)U)d;c 4.3.11)

+

olur. (4.3.11) denklemini yeniden diizenlersek

a1l [ 1 [
5{5/0 xufdx—i-é/o rvid

1 t o 1 t o
+ = <1 —/ gl(s)ds>/ ruidr + = (1 —/ 92(5)d5>/ rvide
2 0 0 2 0 0
1 1 @
+3 (g1oug) (t) + 5 (g2 0vy) (t) — / rF(u, v)dx]
0
1 / 1 “ 2 “ m+1
==(giouy) (t) —=g1(t) | zuide— | z|u|™  dz
2 2 0 0
1 1 « (0%
+3 (g5 0vy) (1) — §gg(t) / rvidr — / z|vg| " da (4.3.12)
0 0

elde ederiz. (4.3.12) denkleminde parantez i¢inde bulunan ifadeyi
L[ [+
E(t)=- [ zujde+ = [ axvidx
2 Jo 2 Jo

1 t « 1 t «@
+ = <1 - / gl(s)ds) / ruidr + = (1 - / gg(s)ds) / rv’dz
2 0 0 2 0 0

1

+ % (g1 0ug) (1) + 5 (g20v,) (t) — /Oa rF(u,v)dz (4.3.13)
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olarak tamimlarsak, bu durumda

d 1 1 ¢ ¢
SO = 5 (6l ow) 0 - 300) [ o= [ ol
0 0

1 1 a o
+§(géovm) (t)—592(t)/ xvidx—/ v )" da (4.3.14)
0 0

olur. Boylece asagidaki lemma ispatlanmisg olur:

Lemma 4.3.1. (G1), (G2), (G3) kosullar1 saglansin, (u, v) de (4.3.1) probleminin

bir ¢oziimii olsun. Bu durumda E(t), [0, t) tizerinde artmayan bir fonksiyon ve

d 1 1 “ “
GO = 5 6o w) (0= 50 0) [ o= [ ol o
1 1 « «
+ 3 (ghowvg) (t) — §g2(t)/ rvidr — / zlv|™dr <0 (4.3.15)
0 0
dir.
Lemma 4.3.2. ¢, ve ¢, pozitif sabitler olmak iizere
Co 2(r+2) 2(r+2)> <F G ( 2(r+2) 2(r+2)) 4316
3ty (P o0) < ) < 52 (Ju00 + o0 @3.16)
esitsizligi mevcuttur (Messaoudi ve Houari 2010).
Lemma 4.3.3. 2 < s < pise
lullzy < C (sl + [lul,) (43.17)
dir (Messaoudi 2001).
Ispat. Eger
lully <1
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ise
lullzy < lullzy
olur. Sobolev gdbmme teoreminden
lullzy < lullzy < Ollua|lk
olarak elde edilir. Eger
lullzp > 1

ise bu durumda

lullze < [lullfy
olur. Esitsizlikler birlikte ele alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. (G1), (G2), (G3) kosullar1 saglansin. F(0) < 0 ve

oo 1
/ gi(s)ds < % (i=1,2) (4.3.18)
0 r+ 1+ s

olsun. Bu durumda (4.3.1) probleminin ¢6ziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. E' (t) < 0 oldugundan her ¢ > 0 i¢in
E(t) < E(0) <0,

olmak iizere H (t) = —F\(t) olarak tamimlarsak H (t) = —E () > 0 olacagindan
her ¢t > 0 icin
0< H(0) < H(t) = —E(t), (4.3.19)

olur. (4.3.19) ifadesinde E/(t) ifadesini agik sekilde yerine yazarsak

1 [ 1 [
0<H)<H(t) = —5/ ruldr — 5/ rvidr
0 0

1 t « 1 t «
- = <1 - / gl(s)ds) / ruidr — = (1 — / gg(s)ds) / rvide
2 0 0 2 0 0

- % (g1 0ug) (1) — % (g20v,) (t) + /O ) e F(u,v)dx (4.3.20)
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elde edilir. (4.3.16) ve (4.3.20) ifadelerinden
0< H)<H() < / rF(u,v)dz
0

1 “ 2(r+2) /a 2(r+2) :|
< z|u dz + x|v dz
N 2(7” +2) {/ 4 0 !

(r+2) (r+2)
= 55 gy IS + el (4.321)

olur. Boylece

r+2) r+2)
H(t) < [l + 11202 (4322)

2(7“ —l— 2)
oldugunu gorebiliriz.

Simdi ¢ yeterince kiiciik bir sabit olmak iizere

Lt)=H""(t) +¢ (/ ruude +/ x’uvtdx) (4.3.23)
0 0
ve
2 pr — o Al 1
0<o<mind Mt —m=1 r+ (4.3.24)
2m(r + 2) 2(r+2)

olarak tanimlayalim. Buradaki amacimiz L(t) nin

L) > AL7(t), 7>1 (4.3.25)

diferansiyel esitsizligini sagladigin1 gostermektir. Eger boyle bir diferansiyel esitsizlige
ulagabilirsek ¢oziimiin sonlu bir zamanda patladigini soyleyebiliriz.

Bu amagla (4.3.23) ifadesinin tiirevini alarak adim adim L'(¢) yi insa edelim. Bu durumda

L(t) = (1 - o) H " (t)H'(1)

+€/ xutdx+€/ rvide
0 0

—l—&?/ xuuttdx—i—é/ Vv dx (4.3.26)
0 0

olur. (4.3.1) probleminde bulunan u; ve vy yi yalmz biraktiktan sonra (4.3.26) denkle-
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minde yerine yazalim. Bu durumda

= (1 =o)H () H'(t)

+€/ xutdx—l—e/ rvide
p ¢

+ 6/ xu [ (TUy) s — / g1(t — s)
0 x 0
a 1 t

+ 5/ v {—(mvx)x — / ga(t — s)
0 x 0

olur. (4.3.27) denkleminde son iki ifadede gerekli iglemleri yaparsak

é(xux(x,s))xds - |ut|m_1ut + fl(u,v)} dz
é(mvz(m, s))zds — |vt|m_lvt + fg(u,v)} dz
(4.3.27)

L(t) = (1 - o) H " (t)H'(t)

—i—s/ a:utdzv+€/ rvidr
0 0

o « t
+ {—5/ ruldr + 6/ / zg1(t — $)ug(z, t)uz(x, s)dsdx
0 o Jo
- 6/ xuut|ut|m_1dw—|—5/ mufl(u,v)da:]
0 0
«a «a t
£ {—5/ rvidr + 5/ / xgo(t — s)vg(z, t)v,(x, s)dsdx
0 o Jo

- 5/ oo™t + E/ xvfg(u,v)da:] (4.3.28)
0 0
elde edilir. (4.3.28) denklemini yeniden diizenlersek

L'(t) = (1 —o)H ™7 (t)H'(t)

« o « «
+ 5/ ruidr + 5/ zvidr — 8/ ruidr — 8/ rvide
0 0 0 0

« t
+ s/ / xg1(t — s)ug(z, t)u,(z, s)dsdz
o Jo
a t
+ 5/ / zga(t — $)v(z, t)v,(z, s)dsdx
o Jo
- 6/ wunug ™ e — 5/ v |v ™ N
0 0

+e€ /a zufi(u,v)de + € /a 20 fo(u, v)de (4.3.29)
0 0
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olur. Simdi (4.3.29) denkleminde sirastyla baz1 diizenlemeler yapalim. Ilk olarak H’(t)

icin bakalim.
E'(t) < — /ax|ut]m+1dx — /ax|vt|m+1dx
0 0
= — [l + el
oldugunu biliyoruz. Bu durumda H (t) = —E(t) ve H'(t) = —FE’(t) den
H'(t) > [Jue| [T+ (o |70 (4.3.30)

L;VH*l L;ﬂ+1
yazilabilir. Ikinci olarak
« t
/ / xg1(t — 8)ug(z, t)u(z, s)dsdz
o Jo
a t
:/ /a:gl(t—s)ux(x,t) [uz(x,8) — uy(z,t)] dsda
o Jo
t a
+ / g1(s)ds / ruidz, (4.3.31)
0 0
ve
« t
/ / zgo(t — s)vg(z, t)v,(x, s)dsdx
o Jo
a t
:/ /ng(t—s)vx(x,t) [V (x, ) — v, (x,t)] dsdx
o Jo

t «
+ / ga(s)ds / rvide, (4.3.32)
0 0
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diizenlemesini yapabiliriz. Ugiincii olarak da
/ zufi(u,v)dr + / xv fo(u, v)dx
0 0
= / x lufi(u,v) +vfo(u,v)]de
0
= / z [ulu + v (u + v) 4 ufuluv[ T2
0
+ vlu 4+ o2 (u + v) + o[ v]ul"T?] de
= / z [ulu + v (u + v) 4+ olu + 2D (u + )
0
+ ulul"u|v] T 4 vfo|["v|u[T?] dz
= / T [|u + 22 4 2|uv]T+2] dx
0
= 2(r + 2)/ rF(u,v)dz (4.3.33)
0
diizenlemesini yapabiliriz. (4.3.30)-(4.3.33) ifadelerini (4.3.29) de yazarsak

L) 2 (1= ) H=(0) | w5t + el

—l—&?/ xutdx—l—a/ rvide
; e t «
5( /91 )/ xuidw—e(l—/ gQ(s)ds)/ rv’da
0 0 0 0

+€/ / g1 (t — s)ug(z,t) [uy(z, s) — uy(x,t)] dsde

0

—_

[e=]

+s/ / ot — 8)ua(w, ) [V (2, ) — va(, £)] dsda

0

/ wuaug ™ e — 5/ v |v ™ N
0
+e2(r +2) / xF(u,v)dz, (4.3.34)
0
elde edilir. Simdi de (4.3.34) de bulunan

/0CY /Ot zg1(t — 8)ug(z,t) [ug(z, s) — ug(x, t)] dsda

O

\&

/oa /Ut 2ga(t — $)vs(2, 1) [02(2, 5) — va(, 1) dsd
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ifadeleri i¢in kestirimde bulunalim. Bununi¢in 6 >0, a,b€ R, p,q > 1, %+é =

1 olmak iizere

lab|] < Oa? +

~—
hSHTS]

(6p)7q

seklindeki Young esitsizligini kullanirsak
« t
/ / xg1(t — s)ug(z,t) [uz(z,s) — ux(x,t)] dsdx
o Jo
a t
< 9/ / 291 (t — 8)|ug(z, ) — uy(, t)[*dsda

//g1 s)zudsdx
— (g o)1) + 3 / (s [

olur. Buradan
« t
/ / gy (t — s)ug(z,t) [ug(x,s) — uz(x,t)] dsdx
o Jo
1
> —0(g1 0 ug)(t) — —0/ g1(s / ruidz (4.3.35)
0
olur. Benzer sekilde
/ / gt — s)vg(z,t) [va(z, s) — v (x, t)] dsda

1
> —0(gy 0 v,)(t) — 4—/ go(s / rvide (4.3.36)

yazilabilir.

Ayrica

oldugundan E(t) yi agik sekilde yerine yazip

/ zF(u,v)dx
0
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ifadesini yalniz birakirsak

/ o F(u,v)dr = H(t) + —/ ruldr + —/ zvidz
0 2 Jo 2 Jo
1 t «
+ = (1 - / gl(s)ds) / ruidz
2 0 0
1 t «
+ = (1 - / gg(s)ds) / rv’dz
2 0 0
1

+5 (gl o ur) (t) + (92 o Um) (t) (4.3.37)

2

ifadesine de ulagsmis oluruz. Bulmus oldugumuz (4.3.35)-(4.3.37) ifadelerini (4.3.34) denk-

leminde yerine yazip diizenlersek

L(8) 2 (1= o) H(2) |l s + el 7

+e(r+3) / zuidr +e(r + 3) / rvidr
0 0

—l—e{(r—i—l)— ((r+1>+£) /Otgl(s)ds] /Oaxugdx
+8[(r—|—1)— ((r+1>+£) /0t92<s)ds] /Oaxvgdx

+e(r—04+2)(groug)(t)+e(r—0+2)(g2 0v,)(t)
+e2(r+2)H(t)

—5/ xuut|ut|m_1dx—e/ zvvy|vy| " da, (4.3.38)
0 0
elde ederiz. Burada

az=r—04+2>0=r+2>60>0,

ay=r—042>0=r+2>60>0,

o = [(r+1) - ((r+ 1)+%) /Otgl(s)ds] S0,

oy — {(r—l— ) — ((r+ 1)+ %) /Otgz(s)ds] -0,
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dir.

Bu ifadeleri gdozoniinde bulundurarak (4.3.38) esitsizligini diizenlersek

L(0) = (L= o) (8) [l + ol

+e(r + 3) / zujdx + e(r + 3) / rvidr
0 0

+ ea; / zuidr + ey / rvide
0 0
+eas(g1 0 ug)(t) + au(gz 0 v2)(t)

+e2r +2)H (D)

— 5/ wungug ™ da — 5/ Tvv|v ™,
0 0
elde edilir. Simdi sirasiyla (4.3.39) de bulunan
e2(r+2)H(t)
ifadesi icin bir diizenlemede ve
—5/ wunug " o — 5/ zvvg| vy da
0 0

ifadesi icin de bir kestirimde bulunalim. Bu durumda

1 [ 1 [
H(t)=—-E(t) = ——/ ruldr — —/ rvide
2/, 2 J,

1 t «

b (1 —/ gl(s)ds> / xuidx

0 0
1 t o

— - (1 —/ gg(s)ds> / xvgdx
2 0 0

— 5 (ou) () — 5 (2 ow) (1) + /Oa 2P (u,v)de

—_

2
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ve as < min{ay, as, as, aq, 2(r + 2)} olmak tizere

22(r + 2)H(t) = €(a5 (20 +2) — a5))H(t)

= casH(t) + 5(2(7" +2) - a5>H(t)

= —%ag)/o ruidr — ga5/0 rvide
€ t «

— —as (1 —/ gl(s)ds) / ruldz
2 0 0
€ t «

— —as (1 —/ gg(s)ds) / rvide
2 0 0

9 €

_ 5% (g1 0uy) (t) — 505 (92 0v2) (t)

= €a5/ xF(u,v)dz
0
+ 5((2(7" +2)— a5))H(t), (4.3.41)
olur. Kestirim i¢in de

a,b > 0, % + % =1,V > 0igin ab < ‘%ar + 5—% sekindeki Young esitsizligini

kullanalim. Bunun i¢in

m+1
r=m-+1 ve ¢g=——
m
alip uygulayalim. Bu durumda
@ m—+1
m _(m+1
5/0 zuugu ™ e < 5m1+ . Hu||%ﬁ1 e n 161 o )Hut||’;§il (4.3.42)
olur. Buradan
« m+1
_ m _(m+1l
—5/ wuu|uy| " dr > _6m1+ : ||l Zﬂl e 161( B )||ut| ’L";ﬂl (4.3.43)
0
olur. Benzer sekilde
a m—+1
— m m —(mtt m
—5/ rov o] > —e ][k —emHaQ( il @3.44)
0
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elde edilir. Elde ettigimiz (4.3.41), (4.3.43), (4.3.44) ifadelerini (4.3.39) esitsizliginde ya-

z1p yeniden diizenlersek

’

o m — (e m
L(t)> [(1—0)1{ (t) — es; ! )} el

m+1

e m —(mtl) m
+a oo - e g

+6<(r+3)—%)/0 zufde +e((r +3) ——) /Oaxvtdx
+€(a1—a5 (1—/Otgl(s)ds>)/0 rulde
( )

6m+1 5m+1

—— el — eIl (4.3.45)

elde edilir. (4.3.45) kestirimindeki integrasyon = degiskenine gore oldugundan 9, ve d5 yi

birer zaman fonksiyonu olarak alabiliriz. Bu durumda

_(m+1

5T Z (1) = 67 = kT (1), (4.3.46)
_(mt) - Mg

57 = ke H o (1) = 67 = k™ HO™ (1), (4.3.47)

olarak segebiliriz. Burada belirtmek gerekir ki £; > 0, k; > 0 yeterince biiyiik sabitlerdir.
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Bu ifadeleri gozoniinde bulundurarak (4.3.45) esitsizligini yeniden diizenlersek

' m — m
L0z (-0 = ek ) H Ol

cha) H-o @)l

m
1
a / 2dx+5<(r+3)—%)/ rvide
2 27 J,
as
+5(a1—§<1 / /Oxu dz
as
+€(a2—3<1 /

—|—€<043 5) (grou)(t)+e¢ 4—_> (92 0 vz)(1)

)
) ) [ o

[e% <a
+ cas /O e F(u,v)dz + 5((2(7" +2) - a5))H(t)

ekr™ o e eky™
— ;H (t)||'LL| L’;jl - #_H

o o ()] o] |7 (4.3.48)

Lt

olur. (4.3.48) de bulunan son iki terim i¢in kestirimde bulunalim. Bunun i¢in ilk olarak

teoremin ispatinin hemen basinda elde ettigimiz (4.3.22) iizerinden hareket edelim. Bu

durumda
C1 —
2r+2)
olmak iizere
2(r+2) 2(r+2
HO) < 5oy (IRt + i3 (4.3.49)
om €1 - (r+2) 2(r+2) 17™
(H(®)™ < (m) [l522), + 11252 (43.50)
W ) gt < ST P ] el @3
m+1 Ly™ — m+1 2(r+2) 2(r+2) L7

2(r

olur. Diger yandan 2(r 4 2) > m + 1 oldugundan L2 < L™+ gsmiilmesinden

75 <l

m+1
=C [HUHL%@ + ][]l 202 (4.3.52)
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olur. Bu fadeyi (4.3.51) te yazarsak
eky™
m+ 1

ekiy™cg™mC 2(r42 2(r+2) 1™
< S 22 + 1125 )™ [l e + ol zeso)

(H (@)™ ||ul 7

Lmtl

m—+1

(4.3.53)
olur. Burada a,b0>0 ve 1<p< oo olmakiizere
a’ + b < (a+0b)?

sekindeki esitsizligi kullanirsak

(r+2) (r+2)

2 2
e 252, + 11252 ] < [l sy + 1ol o2

2(r+2)
] (4.3.54)

olur. Bu ifadeyi de (4.3.53) da yazip ve diizenlersek

eki™
m—+1

(H ()™ ||l

L+l
ki "egmC

e 2(r+2)om+m+1
< ]
- m+1

[l + 1ol e

(4.3.55)

olur. Benzer sekilde

eky ™
H@)™ [|o]|™H
—2 (H(®)™ |l

Lyt
eky e C

m—+1

<

2(r+2)om+m+1
] (4.3.56)

[l e + [0l e
elde edilir. (4.3.55) ve (4.3.56)da  a,0>0 ve 1<p<oo olmakizere
(a+b)P <c(a? +b°), (c=2""1)

sekindeki esitsizligi kullanirsak ¢ - C' = C" olmak iizere
eki™
m+ 1

€]€fmcgm0' 2(r+2)om+m+1 2(r+2)om+m+1
S m + 1 [' |U| |Li(r+2) + | |U| |Li(r+2) ] (4357)

(H ()7 a7

Lt
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ve
eky ™ om _—
o HO P
_ek;mco 2(r+2)om+m+1 (r+2)om+m+1
S m+1 |:|| H 2(r+2) + || || 2('r+2) (4358)

olur. (4.3.24) den

2r+2)—m-—1 B
(5 2) )m+m+1 =2(r+2), (4.3.59)

2(r+2)om+m+1<2(r+2) <
r>—1
2(r+2)>2

2(r+2)om+m+12>2 (4.3.60)

olur. Buradan

2<2(r+2)om+m+1<2(r+2)

- N—_——
S V4
olur. Boylece (4.3.17) yi kullanarak
(r+2)om+m+1 (r+2
[l [F5eray™ ™ <l [+ [l P50y
ve
2 +2 +m+1 2 +2
ol PG < ol + ol oy

ifadelerine ulasabiliriz. Bu ifadeleri (4.3.57) ve (4.3.58) de yerine yazalim. Bu durumda

eky™ om _—
ehy g C” (r+2 2(r+2)
< T (el + G2+ esll +1II3C2] . @360

eky™ om _—
m+ 1 <H(t)) ||U| L7177«+1
Ek_mcgmc/ (r+2 2(r+2)
< = |l + [l 2+ vl + 1ol (Q(M)] (4.3.62)
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olur. (4.3.61) ve (4.3.62) ifadelerini —1 ile carpip taraf tarafa toplarsak ve diizenlersek

€k;m om m+1 5k;m om 1
_m+1H (t)||u| L;n+1_m+1H (t)||U|Lm+1
eky mcng' eky "cgmC (r+2) (r42)
= {_ m+ 1 - m+1 (H || 2(r+2)+|| || 2(r+2)>
ekymegmC" ekyMegmC! ) )
a - @ v 4.3.63
[ g L (a1l ) (43.63)

kestirimine ulagmis oluruz. Son olarak

(67 (0%
WM%=/%@M,HM@=/1%M,
0 0

(0% (0%
a5 = [ ol s, ol = [ alopeas

d - (/o x|u]2(’"+2)da:+/0 x|v\2(’”+2)dx) §/0 2 F(u,v)dz, (ﬁ —c’)

ifadelerini ve (4.3.63) ifadesini gbzoniinde bulundurup (4.3.48) ifadesini yeniden diizen-

lersek

/ m —c m
02 ((1=0) - eb ) B Ollul

m —0 m
+(u—@—m+f%)ﬂ<mmu;1
as o as
+€<(T’+3)—E>/ $Utd$+5<<7a+3)_5>/ xvtdx
0 0
- t —-m / —-m / @
as (. T A P 9

+e _(al 5 (1 /0 gl(s)ds>) o] o i ruyde

[ a ! kimegmC o kymegmC) [
+e _(ag—g(l—/o gQ(s)ds>) - lmj—l - ij—l 1/0 rv2dr

+e C, . — kl mcgmc _ k2 mcgmc /a $|U|2(T+2)dx
i m+ 1 m+ 1 0
r k—mcomc’ k.—mcomc’ «a
roo M 2 2 2 2(r+2)d
+5_ca5 1 1 }/0 x|v| x

+efas — 2] (g1 0 ue) (1) + 2 [as — 2] (92 0w 1)

+e[2(r+2) —as) H(D), (4.3.64)
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olur. Simdi burada

Qs

vy=¢- min{(r+3)—?,

r t —-m / —-m !
a5 (. T
_(041 2 (1 /0 gl(S)d8>) m+1 m+1 |’

r t —-m / —m /
as Ey™esmC kyMes™mC
B ) _ _
_<a2 2 < /0 ga(s)ds ) m+1 m+1 |’

krmegmC ky e as as
- 9 [ 3 ] ) |:Oé4 - ] )
m+1 m+1 2

das —

2
2(r + 2) — a3] } (4.3.65)

olmak iizere pozitif vy sabiti i¢in k£; > 0 ve k2 > 0’ 1 yeterince biiyiik alalim. Bu durumu

daha basit olarak ifade edersek

L) > ((1 o) -

ek ) H Ol

m —0 m
i ((1 o) 151@) H (1)o7,

/ xufdx+/ xvfdx—k/ xuidx+/ rv’dz
0 0 0 0

—|—/ x|u|2(r+2)dx—|—/ 2| w2 dx + (g1 0 ug)(t)
0 0

+ ey

+ (g2 0v,)(t) + H(t)

(4.3.66)

olur. Daha 6nce belirlemis oldugumuz k; > 0, ky > 0 ve v > 0 sabitleri icin, £ > 0 yeteri

<(1 — o) — m”l 15k:1) >0

<(1 — o) — m"l 15k2) >0

esitsizlikleri saglar. Ayrica baglangic verilerinin

L(0) = Hl—a(o) + e (/ Tugu de —|—/ xvovldx) >0
0 0

kadar kiiciik segeriz ki
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kestirimini kargiladigini varsayiyoruz. Bu durumda (4.3.66) dan
L'(t) > ey / ruide +/ rvidr —I—/ ruidy +/ rv’dx
0 0 0 0
+/ z|u2 D dz +/ z|v?" 2 dz + (g1 0 ug)(t)
0 0

+ (g2 00:)(1) + H(t) (4.3.67)

esitsizligini elde ederiz.

Ote yandan (4.3.23) denkleminde her tarafin ﬁ - kuvvetini alirsak

_1
[L(t)}ﬁ = {Hl_"(t) 4 (/ zuude +/ xvvtdx)} (4.3.68)
0 0
olur. Bu denklemin sag tarafii¢in a,b > 0, 1 < p < oo olmak {izere

(a+b)P < 2P (aP + bP) (4.3.69)

1
)

H(t) + e 215 < / rovde
0
1-0o
(4.3.70)

(0% o 11—
/ zuudx / zvvde
0 0

olur. Burada C' > 0 dir. Simdi de (4.3.70) de bulunan | I xuutdx‘ ™ ve | Jy wovdz ‘ =

esitsizligi iki defa uygulayalim. Bu durumda

(6% (6%
/xuutdx+/ zvvde

0 0

o o
/ ruuydr

0

1—0o

+
1—0o

+

H(t) + e

<C|H@®)+

ifadeleri icin kestirimde bulunalim. Bunun i¢in sirasiyla Holder esitsizligi, Gomiilme te-

oremi ve Young esitsizligi uygulayalim. Bu durumda

[ 1—0o _1 _1
/ ruude <[l el °
0
1 1

e[ o P

_0 B
<0 (oo + Nl @37
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olur. Benzer sekilde

1

«a 1
/ rvvdx
0

elde edilir. Burada % + ,% = 1 dir. Elde ettigimiz bu ifadeleri taraf rarafa toplarsak

(0% (0%
/ zuude / zovvdx
0 0

2 B _0 B
sc(mwmm+wmw°+wmgm+ww;ﬁ (4373)

0 B
sc(mwwm+wwgﬁ 4372)

1—0o

_|_

1—-0o

olur. Burada

p=2(1-o0),
g — 2(1 - 0’)’
1—-20
secilirse
il Fo
o 1—0o (e 1—0
/ zuudz + / zvvde
0 0
2
< 0 (Il Z + lhlly + I +ldly) @374
2
1—20

olur. (4.3.74) de bulunan ||u|| 12(7 2y Ve ||V] L2042 ifadedesi igin kestirimde bulunalim. Bu

durumda (4.3.17) esitsizligini kullanirsak

: 2)
lall 570y < € (lnsal I+l 2572 )
veE
2 (r42)
ol 5 < C (Iloalil + 11012502

elde ederiz. Bu ifadeleri (4.3.74) de yerine yazip diizenlersek

(0% (0%
/ zuudx / zovde
0 0
(r+2)

2)
< © (1l By + el + lall + el By + 12552 + lol252)

(4.3.75)

1—0o

+

1—0o
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olur. Boylece

o «
lully = [ e oy = [ ovta
0 0
« «
mm@z/x@m,um@:/a@m,
0 0

(0% [e%
0 0

2(r+2) 2(”2)
(g ou)® 20, (gou)(0)20,

ifadeleri ve (4.3.75) gdozoniinde bulundurularak (4.3.70) de yazilirsa
[L(t)]ﬁ <C {H(t)+/ xutda:+/ xvtdx—l—/ ruidx
0 0 0

+/ :widas+/ x|u|2(r+2)dx+/ |22 dz
0 0 0

+ (g1 0 ug)(t) + (g2 0 Ux)(t):| (4.3.76)

elde edilir. Son olarak (4.3.67) ve (4.3.76) ifadelerinin birlesiminden
Vvt > 0 i¢in

/7

L'(t) > AL™= (),

adi diferansiyel esitsizligini elde ederiz. Ag¢iktir ki burada A > 0 sabiti yalnizca C, € ve vy
ya bagl olabilir.

Bu diferansiyel esitsizligi (0, t) iizerinde integre edip gerekli diizenlemeleri yaparsak

t / t
/ %w&E/A&
o L1 (t) 0

- > At
1-o
—o —o O‘)\t
LE5(t) > LT5(0) —
=) > 175 (0) - 2L
(e 1
L% (1) > —
L7 (0) ~ A%t

83



4. ARASTIRMA BULGULARI

kestirimine ulasiriz. Burada
l—0o

p< = —_9
Ao L1 (0)

secilirse

lim L(t) — oo
t—=T*—

olur. Bu da ¢6ziimiin sonlu bir zamanda patladigin1 gostermektedir. Boylece teoremimizin

ispat1 tamamlanmig olur.

84



Hasan KANDEMIR

5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada (4.3.1) probleminin negatif baglangi¢ enerjisi i¢in ¢dziimlerin patla-
mas1 Georgiev-Todorova metodu kullanilarak elde edilmigtir. (4.3.1) probleminin negatif
ve pozitif baglangi¢ enerjisi icin ¢oziimlerin patlamasi farkli metotlar kullanilarak da ca-
lisilabilir. Ayrica enerji azalmasi, tistel biiylimesi gibi matematiksel davraniglar arastiri-

labilir.
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