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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, yeni uygulama alanlariyla siirekli gelisen matematigin en onemli
alanlarindan birisidir. Bu teori, bos olmayan bir X kiimesi lizerinde tanimli bir T
dontisimii i¢in x = Tx operatdr denkleminin bir ¢éziimii olan x € X noktalarinin
varhigin1 garanti eden sartlar iizerine kuruludur. Varyasyonel esitsizlik problemleri,
optimizasyon problemleri, denge problemleri, integral ve diferansiyel denklemlerin
cozlimlerinin varliginin ispat1 ile ilgili teoremler, bir sabit nokta problemi ¢oziimii
igerisinde yer alir. Dolayisiyla bu teorinin elementer hesaplardan cebire, topolojiden
analize kadar matematigin ¢esitli alanlarinda birgok uygulamasi vardir ve bu alanlardaki

ortaya ¢ikan problemleri ¢cozmek i¢in gerekli bir materyaldir.

1912 yilinda L. E. J. Brouwer, x = Tx seklindeki denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir sabit
nokta teoremi ispatlamistir. Daha sonra bu teoremin bir kare, kiire ve bunlarin n-
boyutlu benzer pargalart icin genellestirmesini vermistir. 1922 yilinda S. Banach
tarafindan fonksiyonel analizdeki en Onemli teoremlerden biri olan ve sabit nokta
teorisinin temelini olusturan “Daraltan (Biiziilme) Doniisiim Prensibi” veya “Banach
Sabit Nokta Teoremi” verilmistir. Bu teorem, “(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X

dontisimii Vx,y € X, k € (0,1) igin

d(Tx, Ty) < kd(x,y)

sartin1 sagliyorsa, T bir sabit noktaya sahiptir” seklinde ifade edilir. Bu teoremde
kullanilan ~ doniisiimiin  daraltan olmast sarti, teoremin uygulama alanlarmi
kisitlamaktadir. Dolayisiyla birgok arastirmaci, ele alinan uzayin yapisini degistirerek
veya farkli doniistim siniflarint kullanarak bu teoremin ¢ok sayida genellestirmesini elde

etmislerdir.

Sabit nokta problemlerinin ¢oziimiine yaklagmakta farkli iterasyon metotlari
kullanilmaktadir. Literatiirde en yaygin olarak kullanilan iterasyon metotlar1 Picard,

Mann, Ishikawa, Noor, Multi-step ve Kirk iterasyonlaridir. Sabit nokta teorisi i¢inde ele



alman problemlerden birisi, bir doniisiimiin sabit noktasina yakinsayan ve diger
iterasyonlardan daha iyi yakinsama oranina sahip olan bir iterasyonun olup olmadiginin
arastirilmasidir. Bu probleme bir¢ok arastirmaci degisik iterasyon metotlar1 olusturarak
cevap aramaya calismistir. Kullanilan metotlardan bazilar1 S-iterasyonu, normal S-
iterasyonu, SP-iterasyonu (Phuengrattana and Suantai 2011) ve CR-iterasyonudur
(Chugh et al. 2012).

Sabit nokta iterasyon metotlari, lineer veya lineer olmayan denklem sistemlerinin
coziimlerinde de yaygin olarak kullanilir. Dolayisiyla lineer olmayan operator
denklemlerin ¢éziimiinii bulma problemi ile sabit nokta teorisi arasinda bir baglanti
vardir. Bir¢ok durumda, operatér denkleminin ¢6zliimii, uygun bir operatdriin sabit
noktast olmaktadir. p(x) = 0 polinom denklemi, T(x) —x = p(x) olmak {izere
T(x) — x = 0 seklinde yazilabilir. Ornegin, x> — 5x + 6 = 0 denklemi verilsin. Yani
p(x) =x2—-5x+6 ve T(x) —x = p(x) = x> — 5x + 6 yazilabilir. Burada T(x) =

x%+6

= x olur. Boylece p(x) = 0 denkleminin ¢6ziimii, T operatoriiniin sabit noktasini

bulma problemine doniismiis olur.

Lineer olmayan operatér denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan en 6nemli
iterasyon metotlarindan birisi de Newton metodudur. 1669 yilinda, Newton x3 — 2x —
5 = 0 polinom denklemi i¢in yeni bir algoritma olusturmustur. Fakat, bu algoritmanin
uygulanmasindaki en biiylik zorluk baslangi¢ degerinin se¢imi oldugundan, daha farkh
metotlar arayisina girilmistir. 1690 da Raphson, Newton’un metodunu gelistirerek daha
genel olan x3 —bx —c = 0 denklemine uygulamistir. Daha sonra, Fourier (1818)
Newton metodunun kuadratik yakinsamasii R de ispatlamistir. 1966 yilinda Ostrowski
ve 1987 yilinda Demidovich ve Maron, Newton metodu ile ilgili yaptiklari ¢alismalarda
[a, b] araligindan R ye tanimli fonksiyonlar igin yakinsama teoremlerini vermislerdir.
Kantorovich (1948) ise Newton metodunun kuadratik yakinsamasini Banach uzaylar
icin vermistir. Newton-Raphson metodu olarak da bilinen bu metodun bazi
genellestirmeleri sabit noktalarin bulunmasinda da kullanilmistir (W. Werner 1984). Bu
metod, lineer olmayan denklemler, lineer olmayan denklem sistemleri, diferansiyel

denklemler gibi ¢esitli denklemlerde uygulanabilir oldugu i¢in I. K. Argyros (2003), L.



Kohaupt (2012), H. Ren ve I. K. Argyros (2010), V. A. Vijesh ve P. V. Subrahmanyam

(2008) gibi aragtirmacilar tarafindan ¢aligilmistir.

Berinde (1995), Sen, Mukherjee ve Patra (2006), Berinde ve Pacurar (2006)
calismalarinda f donilisiimii lizerinde daha zayif sartlar ve genellestirilmis Newton
metotlarini kullanarak bazi yakinsama teoremleri elde etmislerdir. Bu sonuglar Sen ve
arkadaglar1 tarafindan benzer metotlar kullanilarak n-boyutlu uzaylara ve 2012 yilinda
Sahu et al. tarafindan ise Newton tipi S-iterasyon metodu kullanilarak Banach

uzaylarina genigletilmistir.

Yukaridaki calismalar 1s18inda, asagidaki temel sorular bizi bu tez calismasina

yonlendirmistir:

e Sabit nokta iterasyon metotlar1 ile denklem c¢oziimlerinde kullanilan metotlar
arasinda nasil bir baglant1 vardir?

e Bazi uygun sartlar altinda Newton metodu, Picard iterasyonundan daha iyi bir
yakinsama oranina sahipse diger iterasyon metotlar1 Newton formunda yazilip bunlar
icin R de veya sonsuz boyutlu Banach uzaylarinda yakinsama teoremleri
olusturulabilir mi? Veya bu teoremlerin sabit nokta teoremleri yardimiyla ispatlar
yapilabilir mi?

e Newton-tipi sabit nokta iterasyon metotlar1 ile literatiirde kullanilmis olan diger
genellestirilmis Newton metotlar1 arasindaki farkliliklar nelerdir? Bu metotlar ne tiir

uygulamalar igerir?

Bu tez genel olarak bes ana baglik altinda toplanmastir.

Bu tezin giris kisminda, ge¢gmisten giiniimiize kadar yapilmis olan ¢alismalar tarihi bir

seyir halinde sunulmustur.

Ikinci boliimde tezde kullandigimiz temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.



Uciincii boliimde oncelikle cesitli sabit nokta iterasyonlar1 tamtilarak bu iterasyonlarin
sabit noktaya yakinsamalari karsilastirilmistir. Daha sonra farkli uzaylarda tanimlanmis
olan Newton iterasyon metodu ile ¢esitli Newton-tipi iterasyon metotlarinin

yakinsamalari ile ilgili teoremlere yer verilmistir.

Bu tezin orijinal kismini olusturan dordiincii boliimde ilk olarak yeni bir iterasyon
metodu tanitilarak normlu uzaylarda daraltanlik sartini saglayan doniisiimler igin
literatiirdeki diger iterasyonlarla karsilastirilmasi yapilmistir. Daha sonra olusturulan bu
yeni iterasyon ve ikinci bolimde bahsedilen normal S-iterasyonu Newton metodu
formunda yeniden yazilarak farkli uzaylardaki yakinsama teoremleri Sabit nokta
teoremleri yardimiyla ispatlanmis ve bu metotlarin daha 6nceden yapilan ¢alismalarda

kullanilan ¢esitli Newton-tipi iterasyon metotlariyla karsilastirmalart yapilmistir.

Ayrica matematik ve sanat arasindaki koOprii olarak tanimlanan ve iterasyonlar
tarafindan olusturulan polinomgrafiler i¢in, bu calismadaki iterasyonlar kullanilarak

farkli kompleks polinom denklemleri i¢in ¢esitli polinomgrafiler elde edilmistir.

Son olarak, R de kapali bir aralikta tanimli siirekli doniisiimler i¢in bazi yakinsama

teoremleri verilmistir

Son boliimde ise Arastirma Bulgularinda yapilan ¢aligmalarla ilgili bazi onerilere yer

verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Normlu Uzay ve Operatorler

Bu boliimde, bu tez kapsaminda bilinmesi gereken bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

Tamim 2.1.1: X, bir K cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun. ||-||: X = R doniisiimii her

x,y € X ve her ¢ € K i¢in

) lixll=0ex=6;
(i) llax|l = lalllx]l;

(i) lx + yll < llxll + iyl

ozelliklerini sagliyorsa X {lizerinde norm adini alir ve (X, ||-]|) ikilisine de (veya kisaca

X’e) normlu uzay adi verilir (Bayraktar 2006).

Tamim 2.1.2: X bir normlu uzay, x € X ve r € R* pozitif bir reel say1 olmak iizere,

B.(x) = {y € X:||x — y|| < r}kiimesi, x merkezli ve r yarigaph agik yuvar,

B.[x] = {y € X:||x — y|| < r} kiimesi, x merkezli ve r yarigaph kapali yuvar

olarak tanimlanir. A € X olmak tiizere her x € A i¢in B,.(x) € A olacak sekilde bir

r > 0 sayis1 varsa A’ya agik kiime denir (Sahu 2012).

Tamim 2.1.3: X bir lineer uzay ve A € X olsun. Her x,y € A igin

B={zeXiz=ax+(1—-a)y,0<a<1}cA

ise, A kiimesine konvekstir denir (Bayraktar 2006).



Tamm 2.1.4: {x,,}, X normlu uzayinda bir dizi olmak {izere
lim |[x, — x| =0
n—->oo

olacak sekilde bir x € X varsa {x,,} dizisine yakinsak dizi denir ve bu x, = x seklinde

gosterilir (Kreyszig 1989).

Tanmm 2.1.5: X bir normlu uzay ve {x,} de bu uzayda bir dizi olsun. Her £ > 0 igin
n,m > N oldugunda ||x,, — x,,|| < € olacak sekilde bir N pozitif tamsayisi varsa, yani
n,m — o iken |[|x, — x,,|| = 0 oluyorsa, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir (Kreyszig
1989).

Tanim 2.1.6: X bir normlu uzay olsun. Eger X, d(x,y) = [|x — y|| norm metrigine gore
tam ise X e Banach uzayi denir. Diger bir deyisle, X normlu uzayindaki her Cauchy

dizisi X in bir elemanina yakinsiyorsa, X ¢ Banach uzay1 denir (Bayraktar 2006).

Tammm 2.1.7: X ve Y iki normlu uzay ve D c X olsun. D nin her elemanina Y nin bir
elemanin1 karsilik getiren bir kurala D den Y ye bir operatér denir ve T:D c X - Y,
T(x) = y ile gosterilir. Operatoriin tanim kiimesi i¢in D(T) ve goriintii kiimesi i¢in de

R(T) sembolleri kullanilir (Siddigi 2004).

Operatorlerle islem yaparken notasyonlari basitlestirmek i¢in T'(x) yerine bazen Tx

ifadesi de kullanilir.

Tamim 2.1.8: X ve Y iki normlu uzay ve T: X — Y bir operator olsun. x, € X ve € > 0
verildiginde |[x — xyllx < & igin [|[Tx — Txy|ly < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi

varsa T operatdrii x, noktasinda siireklidir denir (Siddiqi 2004).

Burada [|x||x ile X uzayinda tanimlanan norm ve ||T'(x)||y ile Y uzayinda tanimlanan

norm kastedilmektedir.



Tamm 2.1.9: X ve Y iki normlu uzay ve T: X — Y bir lineer operator olsun. Her x € X

icin
ITCOlly < Kllxllx (2.1)

olacak sekilde bir K > 0 reel sayis1 varsa, T ye sinirh lineer operatdr denir (Siddiqi
2004). Diger bir deyisle, operatdriin tanim kiimesindeki siirli her kiimenin goriintiisii
sinirlt bir kiimeye karsilik geliyorsa bu operatore sinirli operatér denir. Ayrica (2.1)

esitsizligini saglayan K larmn infimumuna T operatoriiniin normu denir ve bu norm

ITEOlly

lxllx

||T||=sup{ xEX,x;tH}

seklinde tanimlanir. O halde T sinirli lineer operator ise ||T|| < K dur.

X ve Y iki normlu uzay olmak tizere T: X — Y bir lineer operatdrii i¢in siireklilik ve
siirlilik kavramlart denktir. Ayrica, T lineer operatorii ya X in her noktasinda siirekli
veya X in her noktasinda siireksizdir. Diger bir deyisle, T lineer operatoriiniin bir

noktada siirekli olmas1 her noktada siirekli olmasin1 gerektirir.

Ornek 2.1.10: [a, b] araliginda tammli reel degerli siirekli fonksiyonlarn uzay: C[a, b]
ve bunun iizerinde supremum normu |||, verilmis olsun. Boylece T:C[a, b] = R

olmak tlizere

b
Hn=fﬂ@m

seklinde tanimlanan T lineer doniisimi smirli ve dolayisiyla Cla, b] de siireklidir

(Bayraktar 2006).

X ve 'Y iki normlu uzay olmak {izere X den Y ye tanimli biitiin sinirli lineer operatdrlerin

kiimesi B(X,Y) ile gosterilsin. Operatorlerin toplami ve skalerle ¢arpma islemlerine



gore B(X,Y) bir lineer uzaydir. B(X,Y), |IT|| = sup{lIT()ly: llx|]lx < 1} normuna
gore bir normlu uzaydir. Eger Y bir Banach uzayi ise B(X,Y) aym norma gore bir

Banach uzayi olur.

Teorem 2.1.11: T, T, € B(X,X) olmak iizere (T3T,)(x) =T;(To(x)) olarak

tanimlanirsa

(i) T,T, € B(X,X) dir.
(it) 1Ty TR0l < T TNl ve [T || < |IT|I™ dir (Bayraktar 2006).

Tanmm 2.1.12: X ve Y ayn1 bir K cismi lizerinde birer vektdr uzay: olsun. T: X - Y
birebir ve iizerine bir operatér ise T 1:Y » X, T(x) =y & x =T 1(y) olarak
tanimlanan T~! operatoriine, T nin ters operatdrii denir. T operatorii ve tersi icin

TT~! = T71T = I kosulu saglanir. Burada I birim operatdrdiir.

Ornek 2.1.13: Her f € C[0,1] ve x € [0,1] i¢in T: C[0,1] = C[0,1] operatdrii

T(F)(&) = f F(s)ds + F(x)
0

seklinde tanimlansin. Bu operatériin tersi vardir ve

X
T =@ - [ e y)ds
0
seklindedir (Mustafa 2006).

Teorem 2.1.14: X ve Y normlu uzaylar ve T:D(T) = Y bir lineer operatér olsun.
T~1:R(T) - D(T) ters operatdriin var ve sinirli olmasi igin gerek ve yeter sart her

x € D(T) i¢in

ITly = Klixllx



olacak sekilde bir K > 0 sayisinin bulunmasidir (Kreyszig 1989).

Teorem 2.1.15 (Ters Operator Teoremi): X ve Y Banach uzaylar1 olmak iizere
T:X — Y operatorii lineer, birebir, orten ve sinirli bir operatdr olsun. Bu durumda

T~1:Y - X operatérii var ve sinirhi bir operatordiir (Siddigi 2004).

Teorem 2.1.16: X bir Banach uzayi, T € B(X) ve ||T|| < 1 ise I — T operatoriiniin tersi

var ve sinirli olup

I =17 <
1Tl

esitsizligi saglanir (Kreyszig 1989).
Lemma 2.1.17: T, X Banach uzaymnda smirli lineer bir operatér olsun. O halde

asagidakiler denktir:

1
eIl

a) X de bir Q sinirh lineer operatorii varsa Q1 ters doniisiimii var ve ||Q — T|| <
dir.
b) T~ vardir ve

el - el
I-l1=Q~ T~ 1=1llQ~*lllle =TIl

1T~ <

dir (Argyros 2007).

2.2. Sabit Nokta Kavrami

Tanmim 2.2.1: X bos olmayan bir kiime ve f: X — X bir doniisiim olsun. Eger f(x) = x
olacak sekilde bir x € X noktasi varsa bu x noktasina f nin sabit noktasi denir. f nin

biitlin sabit noktalarinin kiimesi F (f) veya Fix(f) ile gosterilir (Agarwal et al. 2007).
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Ornek 2.2.2: (1) f: R - R, f(x) = x? + 3x — 3 déniisiimii icin F(f) = {—3,1} dir.

(2) f:[0,1] = [0,1], f(x) = x* + 2x doniisiimii igin F(f) = {0} dir. Burada x = —1
sabit nokta olabilirdi ancak —1 & X dir.

(3) f:R - R, f(x) = x — 4 donlisiimiiniin sabit noktas1 yoktur.

Tammm 2.2.3: Bir f fonksiyonunun orbiti f™(x) ile gosterilir ve bir x noktasindan

baslayip fonksiyonun tekrarlanmasiyla elde edilen say1 dizisidir.

x, f(0), f(f(x), f(f(f(x))),... veya daha kisa olarak x, f(x), f2(x), f3(x), ...
dizisindeki noktalarmn kiimesine x in orbiti denir ve n € N i¢in f™(x) ile gosterilir
(Miller 2006).

Tammm 2.2.4: n tamsayr olmak iizere, f™(x) = x oluyorsa x noktasina f nin bir
periyodik noktasi (veya f" dontsiimiiniin sabit noktasi) denir. f™(x) = x olacak
sekildeki en kiiglik pozitif n sayisina x in baslangi¢ periyodu denir. n periyodunun

periyodik noktalarinin kiimesi Per, (f) ile gosterilir (Miller 2006).

f:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler yazilabilir:

(i) Keyfibirn € N icin F(f) < F(f™) dir.
(i) Keyfi bir n € N icin F(f™) = {x} ise F(f) = {x} dir.

Tamm 2.2.5: x*, tiirevenebilir bir f fonksiyonunun sabit noktas1 olsun. Bu fonksiyonun

sabit noktalar1, f'(x*) in durumuna gore asagidaki gibi siniflandirilabilir:

a) f'(x*) = 0ise x* bir siiper ¢eken (superattracting) sabit noktadir,

b) |f'(x*)] < 1ise x* bir ¢eken (attracting) sabit noktadir,

c) If'(x*)| > 1ise x™ bir iten (repelling) sabit noktadir,

d) |f'(x*)| =1 ve n tam sayis1 i¢in [f'(x*)]™ = 1 ise x* bir rasyonel nétr (rationally

neutral) sabit noktadir,
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e) If'(x*)] =1 ve fakat [f'(x*)]™ # 1 ise x* bir irrasyonel nétr (irrationally neutral)
sabit noktadir (Miller 2006).

Ornek 2.2.6: f(x) = x? olsun. f in sabit noktalar1 0 ve 1 dir. x* = 0 sabit noktas1 i¢in
|f'(0)] = 0 < 1 oldugundan 0 noktas1 f(x) = x? icin bir ¢eken sabit noktadir. x* = 1
sabit noktasi i¢in |f'(1)| = 2 > 1 oldugundan 1 noktas1 f(x) = x? icin bir iten sabit

noktadir.

Ornek 2.2.7: f(x) =x+x3 olsun. x* =0 tek sabit noktadir ve |f'(0)] =1

oldugundan bu nokta fonksiyonun nétr sabit noktasidir.

Bir f fonksiyonunun ¢eken ve iten sabit noktasiyla ilgili asagidaki ifadeler verilebilir:

(1) E c R olmak iizere f: E = R bir fonksiyon ve x* i bu fonksiyonunun bir ¢eken
sabit noktasi olmast durumunda, x € (x* —¢&,x*+¢) ve n>0 i¢in f™(x) €
(x* —&,x™ + €) olacak sekilde € > 0 sayis1 vardir. Ayrica n = oo igin f™(x) = x*
dir.

(i) E c R olmak iizere f:E — R bir fonksiyon ve x* m bu fonksiyonunun bir iten
sabit noktast olmasi durumunda, x € (x* —&,x*+¢€), x #x* ve n>0 igin

f(x) € (x* — &,x" + ¢€) olacak sekilde € > 0 sayisi vardir.

2.3. Picard iterasyonu ve Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Iterasyon metotlar1 Materyal ve Yontem kisminda daha detayli olarak verilecektir. Fakat
bu kisimda sabit nokta ile ilgili temel teoremlerde Picard iterasyonu kavrami gectigi igin

bunun tanimi verilerek bu boliime bagslanilacaktir.



12

Picard Iterasyon Metodu:

E bir normlu uzay, D, E nin bos olmayan konveks bir alt kiimesi olmak tizere T: D — D

bir doniisiim olsun. x, € D olmak iizere
Xp=Txp_q1 =T"xy, n=12,... (2.2)

seklinde tanimlanan diziye Picard iterasyonu denir. Bu metot, sabit nokta iterasyon
metodu veya ardigik yaklasimlar dizisi olarak da bilinir (Picard 1890).

Literatiirde Picard iterasyonunun Liouville (1837) tarafindan ifade edildigi ve Cauchy
tarafindan kullanildigr goriliir. Fakat ilk kez Picard tarafindan adi diferansiyel
denklemler icin baslangic deger problemlerinin ¢oziimiiniin varhigini ve tekligini

gostermek icin sistematik bir sekilde gelistirilmistir (Picard 1890).

Eger {x,} dizisi x, € X baslangi¢ degeri i¢in x* € X noktasina yakinsarsa ve T

dontisiimii X Banach uzay1 iizerinde siirekli bir operator ise
x* = Jim Xppq = lim T(x,) =T (lim x,) = T(x")
n—oo n—-oo n—oo

dir. Yani x*, T operatdriiniin bir sabit noktasidir. Bununla ilgili asagidaki temel teorem

verilebilir.

Teorem 2.3.1: X bir Banach uzayi, T:X — X siirekli bir operatér ve x, € X olmak
tizere (2.2) de ki gibi olusturulmus {x,,} dizisi x* € X noktasina yakinsasin. Boylece x*,

T operatdriiniin bir sabit noktasidir (Argyros 2008).

Burada x* noktasiin tekligini bilmemize ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla asagidaki tanimi

verebiliriz.

Tamm 2.3.2: (X, ||*]|) bir normlu uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Vx,y € X igin
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ITx) =TIl < cllx =yl (2.3)

olacak sekilde bir 0 < ¢ < 1 reel sayis1 varsa T ye daraltan veya daraltan doniisiim

denir (Argyros 2008).

(2.3) Sartin1 saglayan her T daraltan doniistim ayni1 zamanda diizgiin stireklidir. Clinkii
ayni zamanda (2.3) bir Lipschitz kosulu olup T doniistimii ¢ Lipschitz sabiti ile ayni
zamanda Lipschitz siireklidir. Burada ¢, ayni zamanda T doniisiimiiniin daraltanlik

sabiti olarak da bilinir.

Tammm 2.3.3: (X, ||]|) bir normlu uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger x* €
F(T) #+ @ ve Vx € X igin

IT(x) = x*|| < cllx — x|

olacak sekilde bir 0 < ¢ <1 reel sayist varsa T ye quasi-daraltan doniisim denir
(Agarwal et al. 2009).

F(T) # @ olmasi durumunda daraltan bir doniisiim ayni zamanda quasi-daraltan

dontigiimdiir. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 2.3.4: X=¢c, ve C = {x € co: llxll¢, < 1/2} kiimeleri verilsin. Her x =

(x1,%5,%5,0,0,...) € Cigin T: C » C doniistimii

1 3
T(x) = <2x§, 0,§x1,§x3, 0,0, ... )

seklinde tanimlansin. Bu doniistimiin sabit noktas1 x* = 0 dir. Her x € C i¢in

, 13
IT(x) = Oll, = ||(2x2, O,§x1,§x3,0,0, )

Co
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oldugundan T bir quasi-daraltan doniisiim olur. Ancak x = G,%,g,0,0, ) ve y =

(l, l, l, 0,0, ) olarak segilirse, bu durumda
4" 4" 4

7 11
176 = TGl = | (55,0.55-5.0.0, )

Co

ve

e ~yle, = || (55157500, )
Ve = \12 1212 ), T 12
elde edilir. Buradan ||T(x) — T(y)ll¢, = llx — yll¢, oldugu agiktir. O halde T doniisiimii

daraltan degildir.

Teorem 2.3.5 (Bolzano Teoremi): f:[a, b] = R fonksiyonu siirekli olsun. Eger f(a)
degeri ile f(b) degeri zit isaretli ise f(c) = 0 olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) vardir
(Kadioglu ve Kamali 2013).

R de bilinen en basit sabit nokta teoremi asagida verilmistir.

Teorem 2.3.6: [a,b] € R olmak iizere f:[a, b] — [a, b] siirekli fonksiyonu en az bir
sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001)

Ispat: f siirekli oldugundan g(x) = f(x) — x seklinde tanimlanan g fonksiyonu da
stireklidir. Ayrica, a < f(a) < b ve a < f(b) < b oldugundan g(a) = f(a) —a =0
ve gb)=f(Mb)—b<0 olur. g:lab]—-[ab] sirekli oldugundan (Bolzano
Teoreminden) g(c) = 0 olacak sekilde en az bir ¢ € [a,b] elemam vardir. Bu da

f(c) = c olacak sekilde en az bir ¢ € [a, b] elemaninin var oldugunu gosterir.

Picard iterasyonu ile ilgili ilk teorik sonucglar Polonyali matematik¢i Stefan Banach
tarafindan elde edilmis olup bu teorem “Banach Sabit Nokta Teoremi” veya “Banach

Daralma ilkesi” olarak bilinir.
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Teorem 2.3.7: X bir Banach uzayr ve T:X — X daraltan bir doniisim olsun. Bu

durumda

(i) T tek bir sabit noktaya sahiptir, yani F(T) = {x*} dir;
(ii) x, € X i¢in T nin x, noktasinda {x,} orbiti (ardisik yaklasimlar dizisi) vardir dyle

Ki T nin x* sabit noktasina yakinsar ve asagidaki esitsizlikler ¢ < 1 igin gegerlidir
(Banach 1922).

n

2y — x*|l <

—x0l,n=0,12, ...
= 1—c”x1 Xoll,

x, — x| <
e = 'l < 7—

”xn r xn—l”:n = 0,1,2, s

Ispat: (i) x* ve y*, T nin iki sabit noktas1 olsun. T daraltan bir doniisiim oldugundan
Ix* = y*ll = IT(x™) =TI < cllx™ =yl < llx* =yl

esitsizligi dogru degildir. Bu da T nin tek bir sabit noktas: oldugunu gosterir.

(i) (2.2) dizisi kullanilirsa

Iz = x4l < cllxg = xol

ll2xs — 2211 < clloxy — x4l < 2llxg — x|

Ixn+1 — 2xnll < ™21 — X0l
elde edilir. Boyle devam edilirse

”xn+m - xn” < ”xn+m - xn+m—1” + ot “xn+1 - xn”

< (™4 o+ De™x, — x|
n

c
< X1 — X
— I~ xoll
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olur. Boylece {x,} dizisi X Banach uzayinda bir Cauchy dizisidir ve bir x* € X
noktasina yakinsar. Teorem 2.3.1 den {x,} dizisi T nin x* sabit noktasina yakinsar.

Yukaridaki esitsizlikte m — oo i¢in limit alinirsa

n

1—-c¢c

lx™ = xpll = [l — 27|l = Lm [l — x5l < llx1 = Xoll
m—oo

olur. Ayrica

”xn+m - xn” < (C + Cz + ot Cm)”xn - xn—l” <

< Tl = o

dir. Burada m — oo igin limit alinirsa, teoremin ikinci kismindaki son esitsizlik elde

edilir.

Cogu zaman Teorem 2.3.7 de ki daraltanlik sartt X uzayinin tamaminda saglanmaz. Bu

tiir durumlarda Banach daralma ilkesinin lokal versiyonu verilir.

Sonu¢ 2.3.8: X Banach uzayinin B,[a] kapali yuvarinda tanimli T:B,[a] — X
dontistimii verilmis olsun. T doniisiimii B, [a] lizerinde daralma katsayist « < 1 olan bir

daraltan doniisiim ve
|ITa —all < (1—a)r (2.4)

ise T operatdriiniin tek bir x* € B,.[a] sabit noktas1 vardir. Her bir baslangi¢c x, € B, [a]

elemant i¢in (2.2) ile tanimlanan {x,,} dizisi x* sabit noktasina yakinsar (Berinde 2007).

Bu sonug, Teorem 2.3.7 nin 6zel bir halidir. Sonug 2.3.8 i ispat etmek i¢in T(B,[a])
B,[a] oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten x € B,[a], yani ||x —al| <r ise T

doniistimii daraltan doniisiim oldugundan (2.4) esitsizligine gore

|Tx —al| < ||Tx —Tal|| + ||Ta — a|

<a|lx—all+(1-a)r
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<ar+r—ar

=T

olur. Buradan T(B,[a]) € B,[a] oldugu ag¢iktir. O halde Teorem 2.3.7 nin biitiin

kosullar1 saglanir.

Sonug¢ 2.3.9: Picard iterasyonu, daraltanlik sart1 ve x* = T (x*) denkleminden

= %l < ITGeny) = TEON < clixp_y = X'l < o < c™llxg — %"l (25)

elde edilir. (2.5) esitsizligi yakinsama oranini tanimlar. Burada ||x, — x*|| tahmini,

llxo = %71l < llxo = TCxo)ll + IT(x0) = Tl < llxo — T (o)l + cllxo — x7||

esitsizliginden

o = x°Il < Il = TGxo)l 26)
dir. (2.5) ve (2.6) esitsizlikleri kullanilirsa
n

e = 27l < 7= llxo = T(xo)l 2.7)

olur. (2.5) ve (2.7) tahminleri x = T(x) denklemini ¢6zmek i¢in gerekli olan adim
sayisin1 kararlastirmakta kullanilir. Ornegin € > 0 igin ||x,, — x*|| < € kullanilirsa, bu
esitsizlik

1 e(1-o0)

n>—In—————
Inc ||x0 - T(x0)||

igin saglanir (Argyros 2008).
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Picard iterasyon metodu yaygin olarak daraltan doniisim siniflarinin sabit noktasina
yaklagmak i¢in kullanilmaktadir. Eger doniisiimiin daraltanlik sarti zayiflatilirsa bu

iterasyonun doniisiimiin sabit noktasina yakinsamasi gerekmez. Ornegin, [0,1] aralig
tizerinde tanimli olan T(x) =1 —x genislemeyen doniisiimiin % sabit noktasina,

baslangic degeri sabit nokta alinmadan olusturulacak olan higbir Picard iterasyonu
yakinsamaz. Bu durumda diger iterasyon metotlarina ihtiya¢ duyulur. Dolayisiyla son
elli yildaki pek c¢ok c¢alisma, doniisiimlerin farkli simiflarinin  sabit noktalarina
yaklagmak {izerine gelistirilen iterasyon metotlar1 {izerinedir. Diger iterasyon metotlari

Materyal ve Yontem kisminda daha detayli olarak ele alinmistir.

Teorem 2.3.10 (Ortalama Deger Teoremi): f:[a,b] » R fonksiyonu [a, b] kapali

araliginda siirekli ve (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir ise

fb) - f(@)

f1(0) = =——

olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) vardir (Kadioglu ve Kamali 2013).

Ornek 2.3.11: f:[a, b] = [a, b] fonksiyonu her x € (a, b) noktasinda tiirevlenebilir ve

|f'(x)] < c <1 olsun. Ortalama deger teoreminden, x, y € [a, b] i¢in

If () = fFODI = If' @llx =yl

olacak sekilde x ve y arasinda bir z noktasi vardir. Dolayisiyla f fonksiyonu c sabiti ile

daraltan olup bir sabit noktaya sahiptir.
2.4. Fréchet Tiirevi ve Bazt Onemli Tanimlar

Bu boliimde Fréchet Tirevi tanimi ile birlikte bazi integral denklemlerinin tanimlari

verilecektir.
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Tanmim 2.4.1 (Fréchet Tiirevi): X ve Y Banach uzaylar1 ve F: X — Y bir fonksiyon

olmak lizere

IIF (x + h) — F(x) — Lhlly
im =0
IRllx—0 Il x

olacak sekilde bir L smirli lineer operatorii varsa F ye x € X noktasinda Fréchet
diferansiyellenebilirdir denir. Bu durumda L operatoriine F fonksiyonunun x € X
noktasindaki Fréchet tiirevi denir ve F'(x) = L seklinde gosterilir. Eger bu durum her
x € X i¢in dogruysa F fonksiyonu Fréchet diferansiyellenebilirdir denir (Musayev ve
Alp 2000 ).

Bununla birlikte, F(x) = (f;(x), fo(x), ..., fn(x)) olmak {izere F:R™ — R" seklinde

tanimlanan F fonksiyonunun x, noktasindaki Fréchet tiirevi

(0fi00)  fiC)]
| 0x, 0x, |
F'(xo) = [Jr(xo)] =| P
lafn(xo) afn(xo)|
dxq dx,

seklindeki Jacobian matrisi olarak gosterilir.

Ornek 2.4.2: (i) F: C[0,7] = C[0, 7] operatorii
F(u)(x) = sinu(x)

olarak verilmis olsun. F operatorii uy(x) = cos x noktasinda Fréchet tiirevlenebilirdir

ve bu tiirev
F’(uo (x)) = —sinx cos uy(x)

dir.
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(i) F: R3 > R? operatdrii
F(x) = (fi(x), fo(x)) = (221 + % + x3, %% + x5%3), X = (%1, %3, X3)

seklinde verilmis olsun. F: R3 — R? operatérii R3 iizerinde Fréchet tiirevlenebilirdir ve

onun Jacobian matrisi

2 2x, 1

F'(x) = 2x1 X3 Xg

olur.

Teorem 2.4.3: X ve Y Banach uzaylar1 ve F: X — Y bir fonksiyon olmak iizere eger F
fonksiyonu x € X noktasinda Fréchet diferansiyellenebilirse, F fonksiyonu x € X
noktasinda siireklidir (Siddigi 2004).

Lemma 2.4.4: F, X Banach uzaymin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach
uzayia Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. Bu durumda, her x,y € Dve 0 <t <
1 icin

1

Fx) - F(y) = f F'(y + t(x — ) (x — y)d
0

dir (Suhubi 2001).

Tamim 2.4.5 (integral Denklemler): A sayisal bir parametre, f(t) ve k(t,s) bilinen

fonksiyonlar, x(t) ise bilinmeyen fonksiyon olmak {izere

b

x(t) — A f k(t,s)x(s)ds = f(t) (2.8)

a

seklindeki denkleme ikinci ¢esit Fredholm lineer integral denklemi ad1 verilir. k(t,s)

fonksiyonuna (2.8) denkleminin ¢ekirdegi denir (Musayev ve Alp 2000).
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Tanim 2.4.6: f(t) = 0 ise (2.8) denklemi
b
x(t) — A f k(t,s)x(s)ds =0 (2.9)

seklinde olacaktir. Bu denkleme, (2.8) denklemine karsilik gelen homojen lineer
integral denklem denir. Aksi takdirde (2.8) denklemine homojen olmayan lineer integral

denklem adi verilir. x(t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak {izere

b
fk(t, s)x(s)ds = f(t)

seklindeki denkleme birinci ¢esit Fredholm lineer integral denklemi adi verilir.
b
A:L,[a,b] = L,[a, b],Ax(t) = f k(t,s)x(s)ds (2.10)
a
operatorii yardimiyla (2.8) ve (2.9) denklemleri sirasiyla T(x) = x — AA(x) = f veya
T(x) = x — AA(x) = 0 bi¢iminde yazilabilir, burada I birim operatér olmak iizere

T =1-— A4 d.

(2.8) ve (2.9) denklemlerinin arastirilmasi (2.10) operatoriiniin  6zelliklerinin

incelenmesine doniisiir (Musayev ve Alp 2000).

Tamm 2.4.7: A sayisal bir parametre, g(t) ve m(t,s) bilinen fonksiyonlar, y(t) ise

bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere

y(©) = A f m(t,$)y(s)ds = g(t) (2.11)

seklindeki denkleme ikinci gesit Volterra lineer integral denklemi adi verilir. g(t) = 0

ise (2.11) denklemine, yani
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y(t) — Afm(t, s)y(s)ds =0

denklemine ikinci ¢esit homojen Volterra lineer integral denklemi,

fmm9ﬂ9m=ga>

denklemine ise birinci gesit Volterra lineer integral denklemi adi verilir (Musayev ve
Alp 2000).

Tammm 2.4.8: A sayisal bir parametre, f(t), g(t), k(t,s) ve m(t,s) bilinen

fonksiyonlar, x(t) ve y(t) ise bilinmeyen fonksiyonlar olmak tizere

b
x(t) — /1[ k(t,s)x™(s)ds = f(t)

t
ﬂo—zfmasnﬂ@ws=ga>

seklindeki denklemlere, sirasiyla Fredholm lineer olmayan integral denklemi ve

Volterra lineer olmayan integral denklemi ad1 verilir.

Daha genel olarak, lineer olmayan integral denklemler

b
Aﬂ—lf¢@&ﬂﬂws=ﬂﬂ

t

ﬂw—ﬂfwﬁ&ﬂﬂws=ﬂﬂ

a

seklinde de yazilabilir.
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Teorem 2.4.9: D = [a,b]? X R olmak iizere f(x,s,u):D — R fonksiyonu ve onun

fu(x,s,u) kismi tiirevi D tizerinde stirekli olsun. Bu durumda

b
F(u)(x) = u(x) — ff(x, s,u(s))ds

seklinde tanimlanan F:Cla,b] —» Cla,b] operatorii, Vuy(x) € Cla,b] noktasinda

Fréchet turevlenebilirdir ve

b
F'(ug)h = h(x) — ffu(x, s, uo(s))h(s)ds

dir (Musayev ve Alp 2000).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Newton Metodu ve Bu Metotla flgili Yakinsama Teoremleri

Iterasyon metotlari,
fx)=0 (3.1)

seklindeki denklemlerin ¢oziimlerine yaklasmak veya bu ¢oziimleri bulmak i¢in ¢ok
kullanigli yontemler sunmaktadir. (3.1) seklindeki denklemlerin koklerini bulma

problemi, sabit nokta teorisiyle ¢ok giiglii bir bagintiya sahiptir. Gergekten de,

x=g(x) (3.2)

sabit nokta denklemi

f) =g(x) —x (3.3)

olarak almirsa f(x) =0 denkleminin ¢6ziimii, g fonksiyonunun sabit noktasi olur

(Sekil 3.1, Sekil 3.2).

L y=g()

— oy

v

a b

Sekil 3.1. g fonksiyonunun ii¢ sabit noktasi
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f@) = g@) —x

- \/A‘\b

Sekil 3.2. f(x) = 0 denkleminin ¢6ziimii g fonksiyonunun sabit noktasidir.

Yani (3.2) denklemindeki g fonksiyonunun bir sabit noktasmin varligi ayni zamanda

(3.1) denkleminin ¢6ziimiiniin varligi demektir.

(3.1) seklindeki denklemlerin ¢oziimiinii bulmak veya (3.2) seklindeki doniistimlerin
sabit noktalarma yaklagsmak i¢in kullanilan g¢esitli iterasyon metotlar1 asagida

verilmistir.

Newton Metodu:

Bu metot ilk kez reel degiskenli ve reel degerli f:R — R fonksiyonlarinin koklerini
bulmak i¢in Newton tarafindan ileri siiriilmiis ve Banach uzaylarinda verilen operator

denklemler i¢in L.V. Kantorovich ve G. P. Akilov (1982) tarafindan genellestirilmistir.

Genellikle f(x) = 0 seklindeki skaler denklemler i¢in kullanilan Newton metodu veya
Newton-Raphson metodu, lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde en fazla kullanilan
iterasyon yontemlerinden biridir. f ve f nin birinci tiirevleri ilizerine koyulan uygun

sartlar altinda iterasyon dizisi

)
Xn+1 = Xn f,(xn),n =0,12,.. (3.4)

seklinde tanimlanir.
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Newton iterasyon metodu ile sabit nokta teorisi arasinda yakin bir baglant1 vardir. (3.4)
ile verilen iterasyon dizisi,

G(x)=x—M

f'(0)
seklindeki Newton iterasyon fonksiyonunun ardisik yaklasimlar dizisi olarak
gortilebilir. Yani burada x,,,; = G(x,) dir. Ayrica, uygun sartlar altinda x* in f(x) =0
denkleminin bir ¢dziimii olmasi igin gerek ve yeter sart x* 1 G iterasyon fonksiyonunun

sabit noktasi olmasidir.

Ornek 3.1.1: x>—x—1=0 (3.5)

polinom denklemini g6z Oniine alalim. Bu denklemi ¢ok farkli yollarla (3.2) seklinde

yazabiliriz. Bunlardan tigii

_ 4x®+1
T sx4-1

MHx=x5-1 (i)x=Vx+1 (iii) x

seklindedir. (3.5) denkleminin [1, o) araliginda bir ¢éziime sahip oldugunu biliyoruz. O

halde x € [1, o) i¢in,

4x5+1
5x%-1

g1(x)=x"-1, g =Vx+1, g3(x)=

olarak ifade edelim. Burada g5 iterasyon fonksiyonu Newton metodu ile (ya da

_ f(xn)
f'(xn)

Newton-Raphson metodu olarak da bilinen x,,; = x, seklinde tanimlanmasi

ile) elde edilmis olur. Herhangi bir x, € [1,00) baslangi¢c degeri i¢in g; doniisimii
yardimiyla olusturulan x,,; = g;(x,) = x,,°> — 1 Picard iterasyonu, yakinsak olmadig

halde g, ve g; doniigiimleri icin olusturulan iterasyonlar yakinsaktir. Burada, g, bir
daraltan (ya da % daraltan) doniistimdiir. Asagidaki tabloda g;, g, ve g5 iterasyon

fonksiyonlar1 ile tanimlanan bu {i¢ dizinin belli bir x, € [1,00) baslangi¢c degeri igin



(3.5) denkleminin [1, c0) araligindaki ¢oziimiine yakinsamalar1 gosterilmistir (Berinde

2007).
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Cizelge 3.1. x, = 1 i¢in g, (xy,), g2 (x,) Ve gs(x,) dizilerinin yakinsamasi

Xn+1 = G1(Xn) Xn+1 = G2(%n) Xn+1 = g3(Xn)
xXo=1 xXo=1 xXo=1
x, =0 x, = 1.149 x, = 1.25
x, =—1 x, = 1.165 x, = 1.178
X3 = —2 x3 = 1.167 x3 = 1.168
x4 = —33 x4 = 1.167 x4 = 1.167
x5 = —39135394 x5 = 1.167 xs = 1.167

Cizelge 3.2. x, = 1.167 icin g,(x,), xo = 10 i¢in g,(x,) ve gz(x,) dizilerinin

yakinsamast
Xn+1 = G1(Xn) Xn+1 = G2(%n) Xn+1 = g3(Xn)
X9 = 1.167 X9 =10 X9 =10
x; = 1.164 x; = 1.615 x; =8
x, = 1.141 x, = 1.212 X, = 6.401
x3 = 0.936 x3 =1.172 x3 = 5.121
x4 = —0.282 x4y = 1.168 x4 = 4.098
x5 = —1.002 x5 = 1.167 x5 = 3.282
X1, = 1.168
x13 = 1.167

Yukaridaki Ornekte de goriilecegi gibi pek c¢ok kok bulma metodu sabit nokta
iterasyonlaridir. Arastirilan x* kokii g(x) fonksiyonunun bir sabit noktasi oldugundan

bu iterasyonlar bu sekilde isimlendirilir.
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Sonug 3.1.2:

(i) Iterasyonu durdurmak igin su kosullar kullamilabilir: i adimda |f(x;)| < & veya
|x; — x;_1| < € olunca iterasyon durdurulur. Burada ¢ yeterince kii¢iik pozitif bir
sayidir. Bu deger sonucun hassasiyetini ve iterasyon sayisini etkiler. Mesela
€ =0,00001 segilebilir. |f(x;)| < 0,00001 oldugunda, f(x;) =0 dir ve son
hesaplanan x; koktiir anlamindadir. € ne kadar kiiglik segilirse sonu¢ o kadar
gercege yakin olur, fakat bu durumda iterasyon sayisi artar.

(if) Herhangi bir iterasyonun yakinsamasi verilen fonksiyonun ne kadar karmasik
olduguna ve x, baslangi¢c degerinin aranan koke ne kadar yakin olduguna baglidir.

Bu parametrelere bagli olarak iterasyon yakinsamayabilir.

Newton metodu igin literatiirde bircok yakinsama teoremi vardir. 1987 yilinda
Demidovich ve Maron ve 1966 yilinda Ostrowski, yaptiklart ¢alismalarda [a,b]

araligindan R ye taniml1 fonksiyonlar i¢in yakinsama teoremlerini vermislerdir.

Teorem 3.1.3: f:[a, b] — R fonksiyonu, her x € [a, b] i¢gin

(i) f(a).f(b) <O;
(i) f € C?[a,b] ve f'G)f" (x) % 0;

sartlarini saglasi. O zaman x, € [a, b] ve (3.4) ile tamiml1 {x,,} dizisi, [a, b] araliginda

f(x) = 0 n tek ¢oziimii olan x* a yaklasir ve

M
Ixn - X*I < _len — Xn-1
my

esitsizligi elde edilir. Burada

_ . ’ — 144
= iyl 1 Me = g G0l

dir (Demidovich and Maron 1987).



29

Somut uygulamalar i¢in Teorem 3.1.3 ¢ok sik kullanilir. Fakat daha zayif sartlara dayali
daha genel sonuglar da mevcuttur. 1995 yilinda Berinde, ¢alismalarinda f doniistimii

tizerinde daha zayif sartlar kullanarak benzer bir sonucu ifade etmistir.

Teorem 3.1.4: f:[a, b] = R fonksiyonu, her x € [a, b] igin
(i) f(a).f(b) <O;

(ii) f € C'a,b]ve f'(x) #0;

(i) 2m > M,

sartlarini saglasin. Burada

m = mingeqnlf' (D, M = maxeegqplf' ()] (3.6)

dir. O zaman x, € [a, b] ve (3.4) ile tanimli {x,} dizisi, [a, b] araliginda f(x) = 0 m

tek ¢Oziimii olan x* a yaklasir ve
M
x, —x*| < — %, — Xp41 (3.7)
esitsizligi elde edilir (Berinde 1995).

2006’da, Sen, Mukherjee ve Patra

. 2 ()
T = Ty My o) (38)

formundaki genellestirilmis Newton metodunu kullanarak, Teorem 3.1.4’¢ benzer
yakinsama teoremleri elde etmislerdir. Burada (3.6) ile tanimli M ile M;f(x) =

sgnf'(x)M esitligi vardir.

Bu sonug¢ Sen ve arkadaslari tarafindan n-boyutlu uzaylara genisletildi. Her iki durumda

da genisletilmis Newton metodu kullanildi.
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Son yillarda Berinde ve Pacurar (2006) bir calismalarinda, sabit nokta konusu
araciligryla Teorem 3.1.4 deki gibi ayn1 genel sartlar altinda, (3.8) iterasyon metodu i¢in
bir yakinsama teoremi elde ettiler. Bu teorem yalnizca f ve f' tirevini ihtiva

etmektedir.
Oncelikle, teoremin ispatinda kullanilmak iizere, asagidaki lemmay1 vermislerdir.

Lemma 3.1.5: (X, d) bir tam metrik uzay ve x*, f nin bir sabit noktasi olsun. f: X — X
dontligiimii quasi daraltan olsun. O halde x*, f nin tek sabit noktasidir ve her x, € X i¢in

{f™(x,)} sabit nokta iterasyonu x* a yakinsar (Berinde and Pacurar 2006).

Teorem 3.1.6: f:[a, b] = R fonksiyonu, her x € [a, b] igin

() fla)f(b) <0;
(i) f € C'a,b]ve f'(x) # 0;
(i) 2m > M;

sartlarini saglasin. Burada

= i ! M = !
m xrer%g}j]lf )|, xrer%gflg]lf €3]

dir. O zaman x, € [a, b] ve (3.8) ile tanimli {x,,} dizisi, [a, b] araliginda f(x) = 0 m

tek ¢6zlimii olan x* a yaklasir ve

Xn — x*l = |xn — Xn+1 (3.9)

m+M

esitsizligi elde edilir (Berinde and Pacurar 2006).

Ayrica, (3.9) hata tahmininin (3.7) hata tahmininden daha iyi oldugunu gdstermislerdir.
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Diger sabit nokta iterasyonlar1 asagidaki gibi verilmistir.

3.2. Diger iterasyon Metotlar

Mann iterasyon Metodu:

E bir normlu uzay, D € E bos olmayan konveks bir alt kiime, T: D — D bir doniisiim ve

Xo € D keyfi bir nokta olmak {izere Mann iterasyonu

Xne1 = (1 —ap)x, + a,Tx,, n=0,12,.. (3.10)

seklinde tamimlanir. Burada {a,}, (0,1) araliginda lim, ., a, =0, Ypo—ia, = ©

sartlarini saglayan bir dizidir (Mann 1953).

(3.10) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda 6zel olarak a, = 1 segilirse bu iterasyon

Picard iterasyonuna indirgenir.

Mann iterasyonu, Banach daralma ilkesini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarini
elde etmek icin kullanilmistir. 1974 yilinda B. E. Rhoades, Mann iterasyonunun
herhangi kapali ve sinirli araliktan yine bu aralifa tanimli bir doniisiimiin sabit

noktasina yakinsadigini gostermistir.

Ishikawa Iterasyon Metodu:

Bu iterasyon S. Ishikawa (1974) tarafindan kurulmus ve ilk olarak bir Hilbert uzayinin
konveks ve kompakt alt kiimesi lizerinde tanimli Lipschitzian ve pseudocontractive bir

doniisiimiin sabit noktaya yakinsadigini gostermek amaciyla kullanilmigtir.

E bir normlu uzay, D € E bos olmayan konveks bir alt kiime, T: D — D bir doniisiim ve

Xo € D keyfi bir nokta olmak tizere Ishikawa iterasyonu,
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[ = (1= a)xn + @l 0 (3.11)

Yn = (1 - Bn)xn + .BnTxn '
seklinde tanimlanir. Burada {a,,} ve {8,}, (0,1) araliginda
lim, e @, = 0,lim, o, B, =0, Yy, = 00

sartin1 saglayan dizilerdir (Ishikawa 1974).

(3.11) esitligi ile verilen iterasyonda f3,, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna

indirgenir.
S-iterasyon Metodu:

E bir normlu uzay, D € E bos olmayan konveks bir alt kiime, T: D — D bir doniisiim ve

Xo € D keyfi bir nokta olmak tizere S-iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)Txn + a,Ty,

, n=20,1,2,.. 3.12
Yn = (1 - ﬁn)xn + BnTxy ( )

seklinde tanimlanir. Burada {a,} ve {£,}, (0,1) araligindaki diziler ve Y;p—; @B (1 —
Br) = oo dur (Agarwal et al. 2007).

Multistep Mann Iterasyon Metodu:

Yildirrm ve Ozdemir (2009, 2011) tarafindan genislemeyen ve quasi genislemeyen

dontisiimlerin sonlu bir ailesinin sabit noktalarina yakinsamak icin olusturulmustur.

E bir normlu uzay, D € E bos olmayan konveks bir alt kiime, Ty,T,, ..., T,: D = D

dontisiimleri, x, € D keyfi bir nokta ve r > 2 olmak iizere multistep Mann iterasyonu,
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((Xn+1 = (1- aln)yn+r—2 + anT1Ynir—2
Yn4r—2 = (1 - aZn)yn+r—3 + aonToYnsr—3
: n=20,12,.. (3.13)
l Yn41 = (1 - a(r—l)n)yn + a(r—l)nTr—lynr
Yo = (1 — amp)xy + apy Trxp

seklinde veya kisaca
Xn41 = (1 = @1n)Vnsr—2 + @1nT1Ynir—2,

Ynr—i = (1 — ain)yn+r—(i+1) + ainTiyn+r—(i+1)r n=20,12,..
Yn = (1- arn)xn + ar T xy

olarak tanimlanir. Burada i = 2,3, ..., i¢in {a;,} Ve {a;,}, [0,1) araligindaki dizilerdir

(Yildirim and Ozdemir 2009, 2011).

(3.13) ile verilen iterasyonda i = 2,3,...,r i¢in a;, =0 ve T, =T, =+ =T, =T

olarak alinirsa bu iterasyon Mann iterasyonuna indirgenir.
Normal S-iterasyon Metodu:

Sahu, 2011 yilinda S-iterasyon metodundan hareketle normal S-iterasyon metodunu; E
bir normlu uzay, D € E bos olmayan konveks bir alt kiime, T: D = D bir doniisiim ve

Xo € D keyfi bir nokta olmak tizere
Xne1 =T((1 —ap)x, + @, Tx,), n=0,1,2, ... (3.14)

seklinde tanimlamustir. Burada {a,}, (0,1) araliginda bir dizidir.
3.3. Yakinsama Oram ve Teoremler

Sabit nokta iterasyon metotlarinin yakinsama c¢alisilmasi ¢ok 6nemli oldugundan son
yillarda farkli operator siniflart igin yukarida verilen iterasyon metotlart disinda ¢esitli

iterasyon metotlarinin yakinsamasi ¢alisilmistir (Rhoades and Soltuz 2004; Chugh et al.
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2012; Akbulut and Ozdemir 2012; Khan 2013; Abbas and Nazir 2013; Kadioglu and
Yildirim 2013; Karakaya et al. 2013; Yildirim et al. 2016). Bazen bir doniisiimiin sabit
noktalarina yaklagsmak i¢in verilen iterasyon metotlari arasindan bir se¢im yapmak
gerekir. Ornegin, bir iterasyon metodunu digerlerinden daha etkili yapan, yakinsama
hiz1 ve basitlik gibi iki temel kriter vardir. Boyle durumlarda, bu iterasyon metotlarinin

sabit noktaya yakinsama hizlariin nasil karsilastirilacagi sorusu ortaya ¢ikar.

Uygulamali matematikte ve piir matematikte kullanilan yakinsama hizi ve orani iizerine

birkag farkli kavram vardir. Asagida bunlarin bazi tanimlar1 verilecektir.

(X,d) bir metrik uzay ve {x,} c X dizisi x* limitine sahip yakinsak bir dizi olsun.
Analizde ve uygulamali matematikte en ¢ok kullanilan yakinsama orani kavramlarindan

birisi
d(x,,x*) < Cay, n=0,1,2,.. (3.15)

formuna baglidir. Burada C > 0 ve {a,}, sifira yakinsak pozitif reel sayilarin bir
dizisidir. Bu durumda (3.15) ifadesi {x,} dizisinin x* a yakinsamasmin en az {a,}

dizisinin sifira yakinsamasi kadar hizli oldugunu gosterir. Bunun i¢in de

d(xp,x*) =o0(ay), n=0,12,..

notasyonu kullanilir (Pringsheim 1889; Hadamard 1894).

Niimerik metotlarin yakinsamasinin ¢alisilmasinda 6zellikle Newton tipi metotlarda ¢ok

kullanish olan yakinsama oraninin diger kavrami asagida verilmistir.

Tanmm 3.3.1: (X,d) bir metrik uzay ve {x,,} c X dizisi x* limitine sahip yakinsak bir
dizi olsun. Eger
d(Xp41,X")

lim ————=1<+ 3.16
n-oo [d(x,, x*)]" ( )
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ise r ye {x,} dizisinin yakinsama orani denir. A ise bu {x,} dizisinin asimtotik hatasi

olarak adlandirilir. Burada

(i) Egerr = 1 ise {x,} dizisinin yakinsamasi lineer;
(ii) Eger r = 2 ise {x,} dizisinin yakinsamasi kuadratik (2. dereceden);

(iii) Eger 0 < r < 1 ise {x,} dizisinin yakinsamasi siiper lineerdir (Ortega et al. 1970).

(3.16) da tanimlanan yakinsama orani sadece {x,} dizisini igerdigi i¢in mutlakken,
(3.15) de verilen yakinsama hizi kavrami iki diziyi icerdigi i¢in gorecelidir. Berinde
bununla ilgili detaylar1 ve ornekleri 1998 yilindaki calismasinda vermistir (Berinde

1998).

Lineer yakinsama ve kuadratik yakinsama ile ilgili asagidaki 6zellikler yazilabilir.

(i) x*, T dontisimiiniin sabit noktas1 olmak tizere x,,; = T(x,) iterasyonu verilsin.
Eger T'(x*) # 0 ise bu iterasyon bir lineer yakinsama oranina sahip olur ((3.16)
denkleminde » = 1 olur).

(i) x*, T donlisimiiniin sabit noktasi olmak {izere x,,, = T(x,) iterasyonu verilsin.
Eger T'(x*) =0 ve T"(x*) # 0 ise verilen iterasyon bir kuadratik yakinsama

oranina sahip olacaktir ((3.16) denkleminde r = 2 olur).

Stiper lineer yakinsama lineer yakinsamadan daha hizlidir. Kuadratik yakinsama ise

stiper lineer yakinsamadan ¢ok daha hizlidir.

Sonug¢ 3.3.2: Newton metodu, sabit noktaya kuadratik olarak, sabit nokta iterasyonu ise

lineer olarak yakinsar.

Yakinsama orani ile ilgili diger bir kavramda iki karsilastirilabilir diziyi iceren

asagidaki tanimdir.
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Tanmm 3.3.3: (X, d) bir metrik uzay ve {x,,},{y,} c X dizileri sirasiyla x* a ve y* a

yakinsayan pozitif sayilarmn iki dizisi ve

i d(xp, x™) 8
m---—-——-=
- d (Yn, y*) (3.17)

olsun.

a) Eger B =0 ise, bu durumda {x,} nin x* a yakinsamasi {y,} nin y* a
yakinsamasindan daha hizlidir.

b) Eger 0 < B < oo ise, bu durumda {x,} ve {y,} aymi yakinsama oranima sahiptir
denir.

c) Eger B =0 ise, bu durumda {y,} nin y* a yakinsamasi {x,} nin x* a
yakinsamasindan daha hizlidir (Berinde 1998).

(3.17) limitinde eger = 0 olarak alinirsa eski bir notasyon olan “kii¢iik 0 kullanilarak

bu ifade
d(xp, x*) = 0(d(Yn,¥"))

seklinde gosterilir (Hardy 1949; Knopp 1956).

Yukaridaki son iki yakinsama oranlari tizerine verilen tanimlar arasindaki fark asagidaki

ornekle gosterilebilir.

Ornek 3.3.4: R de {x,,}, {y,,} ve {z,} dizileri

_ 1 _1
=3 T

_on
Z, = 272

olarak verilsin. Burada n = oo igin x,, = 0, y,, = 0 ve z,, — 0 dir. Ayrica
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oldugundan {x,} ve {y,} dizilerinin yakinsama (lineer) oran1 aynidir. Fakat {y,,} dizisi

0’ a {x,,} dizisinden daha hizl1 yakinsar. Bununla birlikte

z
lim n+12 =1
n—o (Zn)

oldugundan {z,} dizisinin yakinsamasi kuadratiktir. Boylece bu dizi, {x,} ve {y,}

dizilerinin her ikisinden de daha hizlidir.

Genis bir literatiir ¢alismasi yapilirsa yukarida verilen Tanim 3.3.3 {in ¢ok sayida
makalede ve kitaplarda kullanildig: goriilecektir. Fakat bu tanim ilk olarak 1922 yilinda
Knopp, iki serinin hizlarmin karsilastirilmasini Theorie und Anwendung der
unendlichen Reihen (Sonsuz Serilerin Teorisi ve Uygulamalari) isimli kitabinda
vermistir (Knopp 1922). Daha sonra Dawson, bu kitabm Ingilizce baskisin1 (Knopp
1956) kullanarak 1964 yilinda yaymladig:r bir makalede yakinsama oraninin tanimin

asagidaki gibi vermistir:

“fx,,} dizisi X’ e, {y,,} dizisi de Y’ ye yakinsasin ve

. Xn — X
lim =
n-ooy, —Y

0

olsun. Bu durumda {x,,} dizisi {y, } dizisinden daha hizlidir.”

Yakinsama orani veya hizlariyla ilgili verilen bu tanimlar temel alinarak, yukarida da
goriilecegi gibi mevcut iterasyon metotlarindan daha hizli bir yakinsama oranina sahip
olan iterasyon metotlar1 olusturulmaya calisilmistir. 2011 yilinda, Sahu, daraltan
donilisim sinifi i¢in S-iterasyon metodunun Picard ve Mann iterasyon metotlarindan

daha hizli oldugunu gostermistir.
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Teorem 3.3.5: X bir Banach uzay1 ve C de X in bos olmayan kapali konveks alt kiimesi
olsun. T: C — C doniisiimii k € [0,1) sabiti ile daraltan doniisim ve x* bu donilisiimiin
tek sabit noktasi olmak tizere, uy, = vy = wy € C baslangi¢ degerleri i¢in C de {u,},

{v,} ve {w,} dizileri asagidaki gibi tanimlansin:

Un+1 = (1 - an)Tun + a,Ty,

,n=20,12,..
Yn = (1 - ,Bn)un + BnTuy,

S-iterasyonu: {

Picard Iterasyonu: v,,; = Tv,,n =0,1,2, ...

Mann Iterasyonu: wy,,; = (1 — a,)w + a,,Tv,,n = 0,1,2, ...
Burada {a,} ve {B,}, [0,1] araligindaki reel dizilerdir. Bu durumda n > 0 i¢in

a) lunsa —x7ll < k"1 = (1 = K)ap]"[lug — x7||,
b) Mlvpsr —x7Il < k™lve — x7|,

) lwnss —x*ll < [1 -1 =K)a]™llw — x7l,

dir. Ayrica S-iterasyonu Picard ve Mann iterasyonlarindan daha hizli yakinsar (Sahu
2011).

Daha sonra, 2013’te, Khan daraltan doniistimler i¢in normal S-iterasyonu ile ilgili

asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 3.3.6: X bir normlu uzay, C c X bos olmayan kapali konveks bir alt kiime ve
T:C - C daraltan bir doniisiim olsun. Picard, Mann, Ishakawa ve normal S-
iterasyonlarinin her biri T nin bir x* sabit noktasina yakinsasin. Burada {a,} ve {8,}
dizileri,n = 0 ve 1 i¢in 0 < A < ay,, B, < 1 olarak tanimlanmistir. Bu durumda normal

S-iterasyonu T doniisiimiiniin sabit noktasina diger ii¢ iterasyondan daha hizli yakinsar.
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3.4. Banach Uzaylarinda Lineer Olmayan Operatér Denklemler icin Newton

Metodu

X bir Banach uzay, D c X bos olmayan acik konveks bir alt kiime ve F, D nin her
noktasinda Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. Burada x € X ve r > 0 i¢in, B, [x]
yuvarl {y € X:|ly — x|| < r} kiimesi ile, B,(x) ise {y € X: ||y — x|| < r} kiimesi ile

belirtilecektir.

Yukarida da bahsedildigi gibi sabit nokta problemleri, diferansiyel ve integral
denklemleri, optimizasyon problemleri, varyasyonel problemler ve daha pek c¢ok
problem

F(x)=0 (3.18)

seklindeki lineer olmayan operator denklemlerin ¢ozlimii ile 6zdeslestirilebilir (Dennis
and Schnabel 1983; Ezquerro and Hernandez 2002; Deuflhard 2004; Argyros 2007;
Kohaupt 2012). Kuskusuz ki, Newton metodu boyle problemlerin ¢oziimii i¢in en

popliler metotdur. x, € X baslangi¢ noktasi olmak iizere bu metot

Xns1 = Xn — [F'(x)] " 1F(x,),n =0,1,2, ... (3.19)

olarak tanimlanir. Burada F'(x), x € D noktasinda F nin Fréchet tiirevini gosterir.

Sonsuz boyutlu uzaylarda ¢alisilirken [F'(x,)]™! ters operatdrlerin bulunmasi, yeteri

kadar karmasik bir problem oldugundan (3.19) da verilen {x,,} dizisi yerine terimleri

Xpi1 = Xy — [F'(x0)]"1F (x,),n = 0,1,2, ... (3.20)

bigiminde tanimlanan {x,,} dizisinin gbz 6niine alinmasi1 daha uygundur. (3.20) dizisini
olusturmak igin [F'(x,)]~?! ters operatérii her adimda degil, sadece x elemaninin tek bir
x = x, noktasindaki degerinde bulunur. (3.20) dizisi (3.19) dizisiyle mukayesede daha

yavag hizla yaklasmasina ragmen hesaplama agisina gore (3.20) iterasyonunun
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kullanilmas: daha faydali olur. Literatiirde (3.19) yontemine esas Newton metodu,
(3.20) yontemine ise basitlestirilmis Newton metodu (Newton ardisik yaklasimlar

islemi) ad1 verilir.

Banach uzaylarinda tanimli Fréchet tiirevlenebilir operatorler igin bilinen en basit

yakinsama teoremi asagida verilmistir.

Teorem 3.4.1: X ve Y Banach uzaylar olmak iizere F:X — Y operatorii asagidaki

kosullar1 saglasin:

(i) >0 ve xy €X olmak {iizere F operatorii B,.(xy) € X yuvarinda Fréchet
tirevlenebilirdir;

(i) F'(x) tiirevi B,-(x,) yuvarinda [ > 0 katsayisi ile Lipschitz kosulunu saglar;

(iif) F'(x): B.(xg) = B(X,Y) operatoriinin siirekli tersi var ve Vx € B.(x,) i¢in
|IF'7]| < m olacak sekilde bir m > 0 sayis1 vardir;

(iv) IIF (xo)ll < 7 dir,

Bu durumda eger, q = %mzln <1lve

ise F(x) =0 denkleminin, (3.19) Newton iterasyonunun yaklastigi bir x* € B,[x,]
¢oziimii vardir ve terimleri (3.19) bigiminde tamimlanan {x,} dizisinin x* a yaklagsma
hiz1

2n—1

o, — x|l < m T

esitsizligi yardimiyla verilir (Musayev ve Alp 2000).
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Simdi, Newton iterasyon metodu ve ¢esitli Newton-tipi iterasyon metotlari i¢in yapilmig
olan yari-lokal ve lokal yakinsama teoremlerini verecegiz. Burada yari-lokal yakinsama
ile x, baslangic noktasi etrafindaki yakinsama, lokal yakinsama ile de F(x) =0

denkleminin ¢6ziimii olan x* noktasi1 etrafindaki yakinsama kastedilmektedir.

Argyros (2008), F(x) = 0 operatér denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in asagidaki yari-

lokal yakinsama teoremini ispatlamistir.

Teorem 3.4.2: F, bir X Banach uzaymin agik konveks D alt kiimesinden Y Banach

uzayina tanimli Fréchet tiirevlenebilir bir operatdr ve x, € D i¢in F ’;01 € B(Y, X) olsun.

Ayrica F ’;01 ve F operatorleri asagidaki sartlar1 saglasin:

@ [Fzll < w
(ii) ||F'2aF(xo)|| < m;

(iii) ||F'x = F'y || < Kollx — ylI.

_ 1-Vi-2h

Burada u,n,Ky >0, r olmak tizere h = nukK, <% ve B.[x,] €D

oldugunu varsayalim. O halde

a) F(x) = 0 denklemi, tek bir x* € B,.[x,] ¢ozlimiine sahiptir.
b) (3.20) ile olusturulan {x,} dizisi B,[x,] dadir ve x* a yakinsar.

€) ¥ = urK, olmak iizere, hata tahmini

lxnes — 2"l < ¥™ Hlxo — 7|l (3.21)

dir (Argyros 2008).

F, X Banach uzaymin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach uzayma taniml

Fréchet tiirevlenebilir bir operatdr olsun. x* € D, F(x) = 0 m bir ¢dziimii ve F';! €
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B(Y,X) olsun. x, € D igin F’;*l ve F asagidaki sartlar1 saglasm: Vx € D ve

Ky, K1, K; > 0 olmak iizere

IF"x = F'e || < Kollx — %o, (3.22)
|F2(F = Fe))|l < Kallx — xoll, (3.23)

|F'Z (F' — F'i)

| < Kallx — x°|l, (3.24)

dir.

Lemma 3.4.3: F, X Banach uzaymin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach
uzayma Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. F';* € B(Y,X) olmak iizere x* € D,

F(x) = 0 denkleminin bir ¢6ziimii olsun ve F operatorii (3.24) sartin1 saglasin. Ayrica
r= Ki icin B.(x*) € D oldugunu varsayalim. O halde x € B,.(x*) i¢in, F', in tersi
2

vardir ve hata tahmini

1
llx — x|

[GEON Etwrs
dir (Ren and Argyros 2009).

2009 yilinda, Ren ve Argyros, F(x) = 0 denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in asagidaki

lokal yakinsama teoremini vermislerdir.

Teorem 3.4.4: F, X Banach uzaymin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach
uzayma tanimli Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. x* € D, F(x) =0 m bir

¢oziimii ve F';* € B(Y,X) olsun. Ayrica xo € D igin F';;! ve F operatdrleri (3.23) ve

2
2K,+3Kq

(3.24) sartlarii saglasin ve r; = Kiz i¢in B, (x*) € D olsun. Bu durumda r =

olmak {izere herhangi x, € B, (x™) baslangi¢ noktasi i¢in
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a) (3.20) ile olusturulan {x,} dizisi B.(x,) dadir ve B, (x*) da x* tek ¢dziimiine
yakinsar.

b) 8, = M olmak {izere, tahmini hata

llxn41 — 2711 < (80)™ g — x|l (3.25)

dir (Ren and Argyros 2009).

Yakin zamanda, Sahu et al. (2012) normal S-iterasyon metodundan hareketle, F(x) = 0
operatdr denkleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in Newton-tipi S-iterasyon metodunu
tanimlamigtir. Ayrica bu iterasyon metodunun yakinsama oranmin (3.20) Newton

iterasyonunun yakinsama oranindan hizli oldugunu gostermistir.

F, bir X Banach uzaymin agik konveks D alt kiimesinden Y Banach uzayina taniml
Fréchet tiirevlenebilir bir operatdr ve a € (0,1) olsun. x, € D baslangi¢ noktasi igin

Newton-tipi S-iterasyon metodu;

Xn+1 = Zn — FI;OlF(Zn)
z, = (1 —a)x, +ay, (3.26)
Yn = Xp — F,;OIF(xn)

seklinde tanimlidir.

Sahu, (3.26) iterasyonu igin yari-lokal yakinsama teoremini vermeden once F(x) = 0

denkleminin ¢6zlimiiniin tekligini asagidaki teoremle gostermistir.

Teorem 3.4.5: : F, bir X Banach uzaymin agik konveks D alt kiimesinden Y Banach
uzayma tanimli Fréchet tlirevlenebilir bir operator ve x, € D i¢in F ’;01 € B(Y,X) olsun.

F operatorii (3.22) sartin1 ve asagidaki sartlari saglasin:

@) [Fll = w
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(i) ||F'ziF(xo)|| <.

1-V1-2h
h

Burada u,n >0, r = n olmak iizere h = nuk, <% ve B,.[xy] € D oldugunu

kabul edelim. Bu durumda a € (0,1) sabiti igin,

a) Ax=x—F ’;01 F(x) ile tammli A:B,[x,] = X operatorii B, [x,] lizerinde urK,-
Lipschitz sabiti ile daraltan doniisiimdiir ve F(x) = 0 denklemi B,[x,] da tek bir
¢Ozlime sahiptir.

b) a sabiti ve A operatorii ile olusturulan A,: B.[xo] = X, Agx = A[(1 — a)x + aAx]
operatorii B,[x,] tlizerinde urK,(1 — a + aurKy)-Lipschitz sabiti ile daraltan
dontisimdiir (Sahu et al. 2012).

Teorem 3.4.6: F, bir X Banach uzaymnin agik konveks D alt kiimesinden Y Banach

uzayma tanimli Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun ve x5 € D i¢in F ';01 € B(Y,X)

olsun. F ';01 ve F operatorleri (3.22) sart1 ile birlikte asagidaki sartlar1 saglasin:
M [Fl <

.. =1

(i) ||F'% FCeo)|l <.

1-v1-2h
h

Burada u,n >0, r = n olmak tizere a € (0,1), h = nukK, <% ve B.[x,] € D

oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

a) F(x) = 0 denklemi tek bir x* € B,[x,] ¢0ziimiine sahiptir.
b) (3.26) ile olusturulan {x,} dizisi B,[x,] dadir ve x* a yakinsar.

c) p=y(1—a+ ay) vey = urK, olmak tizere, hata tahmini

41 — 2711 < p™ g — x|l (3.27)

dir (Sahu et al. 2012).

Sonug¢ 3.4.7: (3.21) ve (3.27) esitsizliklerinden



45

p=y(l—-—a+ay) <y

oldugu goriiliir. O halde, (3.27) hata tahmini (3.17) hata tahmininden daha iyidir (Sahu
et al. 2012).

Simdi (3.26) iterasyonu i¢in lokal yakinsama teoremini verelim.

Teorem 3.4.8: F, bir X Banach uzaymin agik konveks D alt kiimesinden Y Banach
uzayma tanimli Fréchet tiirevlenebilir bir operatdr olsun. a € (0,1) ve F';! € B(Y, X)
olacak sekilde x* € D, F(x) =0 1 bir ¢oziimii olsun. x, € D igin F';} ve F

operatorleri (3.23) ve (3.24) sartlarini saglasin. Ayrica r; = Ki i¢in B, (x*) € D olsun.
2

Bu durumda,
a)r= e i31( olmak tizere x, € B,(x*) baslangi¢c noktasi i¢in (3.26) ile olusturulan
2 1

{xn} dizisi B,.(x") dadir ve B,. (x*) da x* tek ¢dziimiine yakinsar.

_ llxo—x7ll

b) p' =68,(1 — a+ ad,) ve §, = ——— olmak iizere, tahmini hata

lxne1 — %71l < (P)" Hlxg — x|l (3.28)
dir (Sahu et al. 2012).
Sonuc 3.4.9: (3.25) ve (3.28) esitsizliklerinden

pl = 60(1 —a+ a60) < 60

oldugu goriiliir. O halde, (3.28) hata tahmini (3.25) hata tahmininden daha iyidir (Sahu
et al. 2012).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, ¢aligmalarimizda elde ettigimiz bazi sonuglara yer verilecektir.

Oncelikle, normlu uzaylarda daraltan déniisiimlerin sinifi i¢in yeni bir iterasyon metodu
teskil edilerek, bu iterasyonun sabit noktaya yaklagsma hiz1 diger iterasyonlarla

karsilastirilmistir.

Daha sonra normal S-iterasyonu ve daraltan dontisimler igin olusturulan (4.1)
iterasyonu, [a, b] araligindan R ye tanimli dontisiimler i¢in, Newton metodu formunda

yeniden yazilarak, bu iterasyon metotlarinin yakinsamasi gosterilmistir.

Son olarak, Banach uzayinda tanimli operatérler igin Newton metodu formunda yazilan

(4.1) iterasyonunun, yari-lokal ve lokal yakinsama teoremleri verilmistir.

D, E normlu uzaymin bos olmayan konveks bir alt kiimesi T:D — D bir doniigim

olsun. x, € D igin

Xn+1 = Tyn
Vo=0A—-ay)z, +a,Tz,, n=0,1,2, ... 4.2
Zn = (1 - ﬁn)xn + BnTxy

seklinde {x,} iterasyon dizisini tammlayalim. Burada {a,} ve {B,}, (0,1) araligindaki
dizilerdir (Karaca and Yildirim 2015). Bu iterasyonu, caligmalarinda Imdad ve
Dashputre (2016) Picard normal S-iterasyonu ve Celiker (2014) modifiye edilmis SP
iterasyon metodu olarak adlandirmislardir. Bu iterasyon semasi SP iterasyonunun
(Phuengrattana and Suantai 2011) 6zel bir durumu olarak goriilebilecegi icin, ihtiyag

duyuldugu taktirde modifiye edilmis SP iterasyonu olarak adlandirilacaktir.
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Sonu¢ 4.1: Eger (4.1) iterasyonunda f, = 0 alinirsa bu iterasyon, (3.14) normal S-

iterasyonuna, a,, = 3, = 0 alinirsa (2.2) Picard iterasyonuna indirgenir.
4.1. Yakinsama Orani

Bu kisimda (4.1) iterasyon metodunun (3.12) S-iterasyonu ve (3.14) normal S-

iterasyonundan hizli oldugunu gosterecegiz.

Teorem 4.1.1: D, E normlu uzaymnin kapali konveks bir alt kiimesi ve T:D — D,
L sabiti ile daraltan bir doniisiim olsun. (3.12), (3.14) ve (4.1) iterasyonlarinin herbiri T
nin bir x* sabit noktasina yakinsasin. Burada {a,} ve {B,} dizileri, n = 0 ve A igin
0 <A< a,pB, <1 olarak tanimlanmistir. Bu durumda (4.1) ile verilen iterasyon

metodu, S-iterasyonu ve normal S-iterasyonundan daha hizli yakinsar.

Ispat: x, = uy = wy € D igin {x,,}, {u,} ve {w,,} dizileri asagidaki gibi tanimlansin:

Upt1 = (1 — @) Tup + a,Toy

, n=20,12,..
Un = (1 - ﬁn)un + BnTuy,

S-iterasyonu: {

Normal S-iterasyonu: wy,.1 = T((1 — ap)w, + a,Twy,), n=0,1,2,...

Xn+1 = Tyn
(4.1) iterasyonu: s v, = (1 — )z, + Tz, n=0,1,2, ...
Zn = (1 - ﬁn)xn + ﬁnTxn

Bu durumda, S-iterasyonundan,

lunss — 2" = 11 = @) Tup + anTv, — x7|
= (1 = ) (Tuy — x7) + an (T, — x7)|
< (1 = a)llTuy — x*[[ + @ |ITv, — x7||
< LA = ap)llun = x7| + anllvy — x7|[]
= L[(A — ap)llun, = 2" + anll(1 = Br)un + BaTup — x7|1]
= L[(A — ap)llun = 2" + anll(1 = Br) (uy — x7) + Bn(Tun — x)I]
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IA

LI = ap)llun — x*[| + an (1 = B llun — x| + anBnllTu, — x7|]
LI(1 = an) + an(1 = Bn) + LanBplllu, — x7||
= L[
< L[

IA

1- (1 L)anﬁn]”un - X ”
1- (1 =DA%, —x”ll

< [L(1— (1= DA llup — x|l

elde edilir. [L(1 — (1 — L)A®)]™||lug — x*|| = k,, olarak alinsin.

Simdi, normal S-iterasyonundan

ltnsa =21l = [|T(@A — ap)wn + anTwy) — x
< LI = an)(wy, = x7) + a (Twy, — x7)|
< L[A = ap)llwn — x*|| + anLliw, — x7|l]
= L[1 - (1 = Lan]llw, — x|
< L[1=(1 = L)Allwyp — x|l

<[L(A - =DD]Mwe — x|

dir. [L(1 — (1 — L)D)]™|lwy — x*|| = L,, olsun. Son olarak (4.1) iterasyonundan

%41 = 271l = 1Ty — x|
< Lllyn — x|
= LII(1 = ap)zy + anTz, — X7
= LI = an)(zn —x7) + a(Tz, — x7)|
< L[A = ap)llzn = 7|l + anllITz, — x7(]
(1 —allzy — x|l + anLllzy, — x|[]

L[
=L[1 -1 - Dag]llz, — x|l
= L[l - (1 - L)an]”(l - .Bn)xn + .BnTxn - X*”
= L[1 -(1- L)an]”(l - ﬁn)(xn —-x")+ ﬁn(Txn — x|
|

L[1 - (1 - L)an [(1 - ﬁn)”xn - x*” + :Bn”Txn - x*”]
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L1 = (1 = LDay][1 = (1 = L)Bulllxn — x|l
<L[1-Q-LDAPlx, — x7|

< L1 = (1 = LDap]l(1 = B)llxn — x*|| + BaLllxn — x7(l]
L

< [L( = (1= DA*]MIx — x|l

bulunur. [L(1 — (1 — L)A)?]™||xq — x*|| = m,, denilirse, bu durumda n - o i¢in

-0

Ma _ [LA = A =D "lxo — x°Il _ lL(l — (1= L)A)?]" llxo — x|
kp  [LAA=@=DA)Mlug —x*Il LA =@ =L)A2)] lug —x*Il

dir. Béylece {x,}, x* a {u,} den daha hizl1 yakinsar. Benzer sekilde n — oo i¢in

My _ [LQA = =D lxo —x"ll _ IL(l — (1 =L)D" llxo = x"|l S0
Ly [LA-QA=-DDOMwo—x*ll  [LA-=A=D)A) | llwo—x"|l

dir. Dolayisiyla {x,}, x* a {w, } den daha hizl1 yakinsar.

Asagidaki ornek, (4.1) iterasyonu ile diger iterasyonlarin sabit noktaya yakinsamalarinin

karsilastirmasini gostermektedir.

x3+18

Ornek 4.1.2: E=R ve D = [0,2] olsun. Her x € D i¢in T(x) = ile verilen

T:D — D daraltan doniisiimiinii g6z oniine alalim. Baslangi¢ noktasini x, = 0 ve {a,},

{B,,} dizilerini a, = —— ve {8,} =

n0-5+1

1
n2+1

olarak secelim. Asagidaki cizelgede, (4.1)

iterasyonu ile  S-iterasyonlarinin x* =2 sabit noktasina yakinsamalarinin
karsilastirilmas1 verilmistir. Bu cizelgeye gore (4.1) iterasyonunun sabit noktaya diger

iki iterasyondan daha hizli yakinsadig: goriilmektedir.
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Cizelge 4.1. Farkli iterasyonlarin sabit noktaya yakinsamasinin karsilagtirilmasi

n | (3.12) iterasyonu | (3.14) iterasyonu | (4.1) iterasyonu
1 1.3974 1.4101 1.4740
5 1.8082 1.8432 1.8577
10 1.9105 1.9327 1.9377
15 1.9499 1.9645 1.9669
20 1.9697 1.9797 1.9810
25 1.9810 1.9879 1.9886
30 1.9877 1.9926 1.9930
35 1.9920 1.9954 1.9957
40 1.9947 1.9971 1.9973
45 1.9965 1.9982 1.9983
50 1.9977 1.9988 1.9989
75 1.9997 1.9999 1.9999
85 1.9999 1.9999 2.0000

4.2. Newton-Tipi S-Iterasyonu

Sabit noktalar1 bulmak i¢in yukarida kullanilan iterasyon metotlar1, acaba f(x) = 0
seklindeki denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in de kullanilabilir mi? Bu sorunun
¢Ozlimii i¢in Oncelikle denklemlerin ¢ozlimlerinde en ¢ok kullanilan Newton metodunu
kullanarak verilen iterasyonlar bu metot yardimiyla asagidaki gibi ifade edilip daha
sonra yakinsama teoremleri verilecektir. Bu boliimde 6ncelikle normal S-iterasyonu ve
modifiye edilmis SP iterasyon metodu, Newton metodu yardimiyla tekrar yazilarak

yakinsama teoremi verilecektir.

f:la,b] » R doniisimii ve x, € [a, b] baslangi¢ noktasi i¢in Newton-tipi S-iterasyon

metodu:
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Xn+1 = N(yn)
, n=20,12,.. 4.2
b = (1 a3 2 G (4.2)
seklinde tanimlanir. Burada a € (0,1) ve

f()

N(X) :x—m

dir. Benzer sekilde, a, § € (0,1) i¢in modifiye edilmis Newton-tipi SP iterasyon metodu

yukarida verilen ayni sartlar altinda

Xn+1 = N(n)
Yon=0—-a)z, +aN(z,), n=0,1,2, ... (4.3)

zp =1 —Bx, + BN (x)

seklinde tanimlanir.
Teorem 4.2.1: f fonksiyonu x* merkezli r yarigaph B,.[x*] kiimesinden R ye tanimli

stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ve x* € B,.[x*] i¢in f(x*) = 0 ve f'(x*) # 0 olsun.

Ayricam € (0,1) sabiti ve M > 0 sayisi i¢in asagidaki sartlar saglansin:

1 m
- "(v) — f' = 4.4
|f'(X)|SM' F'O =l < (4.4)

Bu durumda herhangi bir x, € B,[x*] igin (4.2) ile tamimli Newton-tipi S-iterasyonu

B,[x*] da f(x) = 0 in tek ¢6ziimii olan x* a yakinsar.

Ispat: V,U,: B.[x*] - R olmak iizere

L f®
V@ =x =m0
Ug(x) = x — @

“F@
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ile tanimli V ve U, doniisiimleri verilsin. x*, f(x) = 0 n bir ¢6ziimii oldugundan V ve
U, nin da bir sabit noktasidir. Yani, V(x*) = U,(x*) = x* dir. Béylece Lemma 2.4.4
ve (4.4) ten

. fx)

[V(x) —x*| = ‘x—f,(x)—x
I @E-x) = f@)

f'(x)

< M|f' () —x7) — (f(x) — fF(xD))|
=M ‘f’(x)(x —x%) —j Fx" 4+t —x)(x — x*)dt
0

=M f [F/(x) = f'(x" + t(x — x)](x — x*)dt
0

= Mf1|f'(x) — (" + t(x — x)|lx — x*|dt
01m
SMfO Mlx—x*ldt
=ml|x — x*| (4.5)

elde edilir. m < 1 oldugundan V operatorii m-sabiti ile quasi-daraltandir. Ayrica (4.5)

ten

V(x) —x*| < m|x —x*|
< |x —x*|

<r

bulunur. O halde V: B,.[x*] = B,[x*] olur.

Benzer sekilde
. f)
|Uy(x) —x*| = |x — af’(x) -
= |a(x —x*) — a]]:,(g;)) +(1—-a)(x—x")
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a(x = x)f'(x) — a(f(x) - fF(x")

+(1-a)(x—x%)

f'(x)
1
< Ma|(x—x")f"(x) — f f’(x* +t(x — x*))dt +(1—a)|lx—x*|
= Ma f [f’(x) - f’(x* +t(x — x*))](x —x")dt|+ (1 —a)|x — x*|
0

< Maf IF'Go) = F(x" + t(x — x7)|Ix — x*|dt + (1 — @) |x — x7]
0

m
< Maﬁlx—x*l +(1—-a)|x—x7|

=(am+1—a)lx—x7| (4.6)

olur. m <1 oldugundan am + 1 — @ < 1 bulunur. Dolayisiyla U, operatorii (am +

1 — a)- sabiti ile quasi-daraltandir. Ayrica (4.6) dan

|Uy(x) —x*| < (am+1—a)|x —x*
< |x—x*|

<r

bulunur. O halde U,: B, [x*] = B,[x*] elde edilir.

Bu durumda T: B, [x*] = B,[x"], T(x) = VU, (x) operatori m(am + 1 — a) ile quasi-
daraltandir. Gergekten

IT(x) —x*| = VU, (x) — x7|

<m(am+1—a)|lx —x*|
dir. Boylece Lemma 3.1.5 ten x,,,; = T(x,,) dizisi x* tek ¢oziimiine yakinsar.

Teorem 4.2.2: f:[a, b] — R fonksiyonu her x € [a, b] i¢in

(i) fla)f()<0;

(i) f € Ca,b]ve f'(x) #0;
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(iii) V2m < M < 2m;
sartlarin1 saglasin. Burada

m = xrer%ég]lf ), M = xren[ggllf €3]
dir. Bu durumda

a) x, € [a, b] igin (4.2) ile tanimli Newton-tipi S-iterasyonu, [a, b] araliginda f(x) = 0
n tek ¢oziimii olan x* a yakinsar.

b) n > 0 igin hata tahmini

mM

(MZ i amZ) |xn - xn+1 (47)

lx, —x*| <

esitsizligi ile verilir.

Ispat: a) (i) ve (ii) sartlarindan f(x) =0 denklemi (a,b) arahiginda tek bir x*

¢ozlimiine sahiptir.

V,U,:a,b] = R olmak iizere

A C))

V(X) =X — m
_ f(x)
Ug(x) =x— af’(x)

ile taniml1 V ve U, doniisiimlerinin, sirastyla
_ f ()
V(xn) = xn — TS
f(xn)

Ug(xn) =2 —

f'(xn)
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seklinde tanimli dizilerin iterasyon fonksiyonlar1 oldugunu kabul edelim. x* in f(x) =
0 1n bir ¢oziimii olmasi igin gerek ve yeter sart x* in V ve U, nin bir sabit noktasi

olmasidir. Yani, V(x*) = U,(x*) = x* dir. Boylece

f@ . f@

V(x)—x*zx—f,(x) x*=x—x 20)

olur. Ayrica f(x) = f(x) — 0 = f(x) — f(x*) oldugu agiktir. Dolayisiyla (ii) den ve

ortalama deger teoreminden

f) = —x7)

olur. Burada, 0 < A < 1vey = x* + A(x — x*) dir. Buradan, her x € [a, b] igin

V(ix) —x"=(x—x )<1 f’(x)) (4.8)
elde edilir. (ii) sartindan f’, [a, b] aralig1 tizerinde isareti korur. Boylece f'(3)/f'(x) >

0 olur. Buradan herhangi x € [a, b] ve x* ile x arasindaki ¥ i¢in,

<1 4.9

olur. Ayrica (iii) den

'@ _ |G

_f®|_IFol _m
Fe [

Sl Sm 2

dir ve buradan her x € [a, b] ve x* ile x arasindaki ¥ igin,

> -1 (4.10)

elde edilir. (4.9), (4.10) ve f’ nin siirekliliginden
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')

ey

k = max
x,y€la,b]

<1

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikten ve (4.8) den

[V(x) —x*| < k|lx —x*

elde edilir.

Benzer sekilde her x € [a, b] i¢in

|Uy(x) — x*| < l|x — x*
oldugu goriiliir. Burada

JC2)
f(x)

‘ <1
x,y€la,b]

dir.

Burada Lemma 3.1.5 i uygulayabilmek i¢in oncelikle bu dizilerin [a, b] araliginda iyi
taniml1 oldugu gdsterilmelidir. Ornegin p. adimda, x,, = VP (x,) € [a, b] olabilir. {x,}
dizisini tekrar [a, b] igine gotiirmek icin, tiim reel eksen iizerinde genisletilmis bir f

fonksiyonunu tanimlayalim:

f'la)(x—a)+ f(a),x < aise
f(x) = f(x),x € [a,b] ise
f'(b)(x —b) + f(b),x > b ise

Eger x,, [a,b] araligmmn i¢inde kalmryorsa, bu durumda ya x, < a dir ya da x, > b
dir. Her iki durumda da, [a, b] nin disinda kalan {x,} iterasyonu bir sonraki adimda
[a, b] araliginin i¢ine diisecektir. a < x* < b i¢in {x,,}, x* a yakinsadigindan, belli bir

N > 0 dan itibaren mutlaka
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Xns1 = V(xp) € [a, b]

olur. Buise V:[a, b] — [a, b] olmas1 demektir.

Benzer sekilde U,:[a, b] — [a, b] oldugu gorilir. O halde T:[a,b] — [a,b], T(x) =
VU, (x) doniisiimii (4.2) iterasyonunun Newton-tipi iterasyon fonksiyonu olarak yazilir.

T(x*) =VU,(x*) =V(x*) = x* oldugu gbz 6niine alinirsa

IT(x) — x| = [VUqa(x) — x7|
< klUg(x) — x7|
< (kD)|x — x*|

elde edilir. Bu esitsizlik kullanilarak

IT™(x) —x*| = [(VU)™ (%) — x|
< (kDIVUH™ (%) — x|

< (kD™ |x — x|

bulunur. 0 < kl < 1 oldugundan, esitsizligin her iki tarafinda n — oo i¢in limit alinirsa,

her x, € [a, b] i¢in T™(x,) — x* olur.

Boylece Lemma 3.1.5 in biitiin sartlar1 saglanmis olur. Buradan, x* i T nin tek sabit

noktasi oldugu sonucunu elde ederiz.

b) (4.2) den

fGn) | fOm)

e = Gy o @1

dir. (4.11) de ortalama deger teoremi kullanilirsa, 0 < u < 1 igin ¢, = x* + u(x, — x*)

vec, = x* + u(y, —x*) olmak tizere
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I L CO PN A o DN SR 4
T~ X = W 30 =X gy G “(1 “f'(xn)>
[ f@) F@ (e, .
- “f’(xn)+f'<yn><1 “f’(x@)l“‘" ) (412
dir. (4.12) den
Xp — X" _ 1
Xn — Xn+ B f,(cn) f’(Q) _ f,(cn)
1 “f'(xn>+f'(yn>(1 af’(xn))]
1
3 M
(37~ m)
elde edilir. Buradan
Xp —X* mM
<
Xp = Xpp1l ~ (M? — am?)

olur. Sonug olarak, n > 0 i¢in hata tahmini

mM

Xn — X7 Smlxn — Xn+1

olarak elde edilir.

Sonug¢ 4.2.3: Berinde ve Pacurar’in 2006 yilinda yaptiklar1 ¢alismada elde ettikleri hata
tahmini Materyal ve Yontem kisminda (3.9) esitsizligi ile verilmisti. Ancak teoremin

ispatindaki

v — s =3 f'(cn)
noom f'(xn) + My f (x)

adimindan sonra hesaplamalar yeniden yapilirsa hata teriminin
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Xn — X*l = alxn — Xn+1

oldugu goriiliir. Dolayistyla (4.7) hata tahmini (3.7) hata tahmininden ve (3.9) hata

tahmininden daha iyidir.

Newton-tipi S-iterasyonunun daha iyi oldugunu gostermek igin asagidaki Ornekleri
verdik. Newton-tipi S-iterasyonu ile (3.4) Newton iterasyon metodunu ve (3.8) Newton-

tipi iterasyon metodunu karsilastirdik.

Ornek 4.2.4: (3.4), (3.8) ve (4.2) iterasyonlarim Kkarsilastirmak icin asagidaki

fonksiyonlar1 diistinelim.

9 6

M) fi| g >R A@ =% -1

(i) f:[-1,1] » R, fo(x) = arctanx

Verilen fonksiyonlar yardimiyla f;(x) =0 ve f,(x) = 0 seklindeki lineer olmayan
denklemlerin ¢6ziimleri i¢in yukarida bahsettigimiz ii¢ iterasyonun karsilagtirmasi farkl

baglangi¢ degerleri ve a parametrelerine gore asagidaki ¢izelgelerden goriilmektedir.

Cizelge 4.2. f;,xo =1.2,a = 0.5

(3.4) iterasyonu

(3.8) iterasyonu

(4.2) iterasyonu

1.031481481481481

1.031481481481481

1.025703603467683

1.000951060058530

1.005536144775204

1.000486236297209

1.000000903369599

1.000993822096082

1.000000177257022

1.000000000000816

1.000179068011932

1.000000000000024

gl & w| N P =

1.000000000000000

1.000032286214456

1.000000000000000




Cizelge 4.3. f1,x0 =1.2,a = 1.0
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(3.4) iterasyonu

(3.8) iterasyonu

(4.2) iterasyonu

1.031481481481481

1.031481481481481

1.008923866607488

1.000951060058530

1.005536144775204

1.000001379921697

1.000000903369599

1.000993822096082

1.000000000000000

1.000000000000816

1.000179068011932

1.000000000000000

o B w| N k| oS

1.000000000000000

1.000032286214456

1.000000000000000

Cizelge 4.4. f,,xo =1, a = 0.5

(3.4) iterasyonu

(3.8) iterasyonu

(4.2) iterasyonu

0.738200612200851

0.607300918301276

0.607805063038586

0.481414019366476

0.267743757940761

0.255409851684756

0.252831297040562

0.061386831843207

0.045568155214680

0.088357772945637

0.003622880946457

0.001167667461501

0.013463797786353

0.000013093679810

0.000000684170713

0.000353833278588

0.000000000171443

0.000000000000234

~N| o gl & w| N RS

0.000000250233662

0.000000000000000

0.000000000000000

Cizelge 4.5. f,,xo =1, a = 1.0

(3.4) iterasyonu

(3.8) iterasyonu

(4.2) iterasyonu

0.738200612200851

0.607300918301276

0.481414019366476

0.481414019366476

0.267743757940761

0.088357772945637

0.252831297040562

0.061386831843207

0.000353833278588

0.088357772945637

0.003622880946457

0.000000000000125

0.013463797786353

0.000013093679810

0.000000000000000

0.000353833278588

0.000000000171443

0.000000000000000

~N| o g B w| N ko=

0.000000250233662

0.000000000000000

0.000000000000000
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Teorem 4.2.5: Teorem 4.2.2 de verilen sartlarin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

a) x, € [a, b] igin (4.3) ile tanimli modifiye edilmis Newton-tipi SP iterasyonu, [a, b]
araliginda f(x) = 0 1n tek ¢6ziimii olan x* a yakinsar.

b) n > 0 i¢in hata tahmini

i mM
le_x | S (1+a)M2 _ﬁmz |xn_xn+1

| (4.13)

esitsizligi ile verilir.

Ispat: a) (4.3) iterasyon metodunun x* tek ¢dziimiine yakinsamasmin gosterilmesi,

V,Uq, Kp: [a, b] = R olmak iizere

B f(x)
N ®))
y f(x)
Val) =x—a'gey
_ f(x)

ile tanimhi V, U, ve Kp doniisiimleri kullanilarak Teorem 4.2.2 dekine benzer sekilde

yapilir.

b) (4.3) den

. —x :af(xn) fm)
TN () Om)

dir. Ortalama deger teoremi kullanilirsa, 0 <u <1 igin ¢, = x* + u(x, —x*),

¢, =x"+uly, —x*)vec, = x* + u(y, — x*) olmak tizere

Xn—Xpt1 =P f(xn) + f(yn) + f(Zn)

Fo) FOom fzn)
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_ f,(cn)(xn - x*) f,(q)(yn - x*) f (Cn)(Zn )
BRI ZTe B O B LTeW
_ | oS (cn)
= =) [ﬁ Fen)
@\ @(, f'(cn) @
¥ (1 g f’(xn)> FGw <1 “f'(zn> “F (zn)“
dir. Bu son esitlikten
Xop =X 1
Xn ~ Xn+1 Filen) | (12 g L) \[£ () ACY) f'(n)
5 Fey*+ (1= p ) o (1 - e ) + “f'(zn)”
1
<
T M M
57 - G+ @)
elde edilir. Buradan
Xp — X" < mM
Xp = Xnt1l (1 + a)MZ - ﬁmz
olur. Sonug olarak n > 0 i¢in hata tahmini
| < mM
Xy — x| < A+ M2 — pm? |2t — Xn41
olarak bulunur.
Sonuc 4.2.6: B < «a olarak segilirse
p<a=-a<-f
= —am? < —fm?
= M? — am? < M? — fm?
> M? —am? < (1 + a)M? — fm?
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olur. Buradan

mM < mM
1+ a)M? —pm?  M? — am?

elde edilir. Dolayisiyla f < a i¢in (4.13) hata tahmini (4.7) hata tahmininden daha

iyidir.

4.3. Banach Uzayinda Modifiye Edilmis Newton-Tipi SP iterasyon Metodu

F, X Banach uzayinin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach uzayina Fréchet

tiirevlenebilir bir operator olsun. x, € X baslangi¢c noktasi ve a, f € (0,1) olmak iizere

(4.1) ile verilen iterasyonunun Newton metodu formu,

Xn+1 = N(yn)

Yon=0—-a)z, +aN(z,), n=0,1,2, ...

zp = (1= B)x, + BN (xy)
seklinde tanimlanir. Burada

N(x) =x—F'; F(x)
dir. (4.14) iterasyon metodu agik olarak

Xn+1 = Yn — FI;OlF(yn)
Vn = Zp — aF’;OlF(Zn) , n=01.2,..
Zn = Xp — ﬁF,;olF(xn)

seklinde de yazilabilir.

(4.14)

Ayrica, teoremlerin ispatinda kullanilmak iizere V,Uq, Ug: B,[xo] = X operatdrlerini,

her x € B,[x,] igin
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V(x) =x —F'5 F(x)
Uy (x) = x — aF'5 F(x) (4.15)
Up(x) = x = BF' 3 F(x)

seklinde tanimlayalim.

(4.14) iterasyonu igin yari-lokal yakinsama teoremini vermeden o6nce F(x) =0

denkleminin ¢6ziimiiniin tekligini gdsteren teoremi verelim.

Teorem 4.3.1: F, X Banach uzaymin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach
uzayma Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. x, € D i¢in F ';01 € B(Y,X) olsun. F

operatorii (3.22) sartin1 ve asagidaki sartlart saglasin:
W Fl < m
(i) |F Feeo)l < m;

1-v1-2h
h

Burada u,n, K, >0 dir. r = n olmak tizere a,f € (0,1), h = nuk, <% ve

B,[x] € D oldugunu varsayalim. O halde

a) (4.15) ile tamml1 V, U, ve Ug operatdrleri, urKy-Lipschitz sabiti ile B,.[x,] iizerinde
daraltan dontisiimlerdir ve F(x) = 0 operatoér denklemi B,[x,] da tek bir ¢6ziime
sahiptir.

b) (4.15) ile olusturulan T:B,[xo] = X, T(x) = VU,Us(x) operatori (urko)>-

Lipschitz sabiti ile B,.[x,] tizerinde bir daraltan doniigimdiir.

Ispat: a) y = urK, dersek y = 1 — 1 — 2h < 1 olur. x, y € B, [x,] i¢in

s () = Us )| = llx =y = BF', (FG) = F))|
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1
= x_y_BF’;OlfF,y+t(x—y)(x_y)dt
0

1
1

=|[F'%, |8 f F' sty — y)dt — f F'y, (x = y)dt
0
0

1

1

= I [E | Fyoiemns =2t = [ oy =
0 0

1

< 1P Iy G = ) = Pl e = )t
0

1
su ] 1F"y ey = Fl [l = it
0

1

< quony T t(x =) — xollllx — yllde
0

< urKollx =yl
<yllx =yl

dir. Bu durumda, Uz operatdrii y sabiti ile daraltan doniisiimdiir.

Simdi Ug(B;[xo]) € Br[x,] oldugunu gosterelim. x € B,.[x,] i¢in

[Ug () = 2o || < [|Up () = U Ceod || + (| U (o) — xo|
= ||x —Xo — ﬁF’;Ol(F(x) - F(xo))” + ”xo — ﬁF';OlF(xo) - xo”

1
< 1722 1 sy vemi — Pl = ol
0

1

< uj Kolle Cx — xo)lllx — xolldt + 7
0
1

< kollx = x| [ ede +7
0
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r2K,
S” 5 0+77
BK,[1—VI—2h
-2 A
=r

olur. Béylece Ug: B, [xo] = B:-[x,] elde edilir. Banach daralma ilkesinden Ug, B.-[x,] da

tek bir sabit noktaya sahiptir.

Benzer sekilde
U () — Ul < vllx =yl ve IV(x) = V)l < vllx —
oldugu gosterilebilir. Ayrica x € B,[x,] igin
U (x) = xoll 7 ve [[V(x) = xoll <7

oldugundan U, (B,[x]) € B,[xo] ve V(B,[x,]) € B,[x,] olur.

b) x,y € B[x,] i¢in

ITx) =TI = ||[VUUg(x) = VU Us )|
< y|UaUp () = U Us 3|
<y?||Up(0) = Us |
< y3llx -yl

dir. O halde T operatérii B, [x,] iizerinde y3 = (urK,)? ile bir daraltan déniisiimdiir.

Teorem 4.3.2: F, X Banach uzaymin agik konveks bir D alt kiimesinden Y Banach
uzayma tanimli Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. xy € D icin F ’;01 € B(Y,X)

olsun. F operatorii (3.22) sartini ve asagidaki sartlar1 saglasin:
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M [Fl < w
(i) [|F' F o)l < m;

Burada u,n,K, >0 dir. a,p € (0,1), h = nuk, <% ver = ;_Zh

n olmak iizere

B,[x] € D oldugunu varsayalim. O halde

a) F(x) = 0 denklemi tek bir x* € B,[x,] ¢0ziimiine sahiptir.
b) (4.14) ile olusturulan {x,} dizisi B.[x,] dadir ve x* a yakinsar.

¢) A =y3vey = urk, olmak iizere, hata tahmini

lxne1 — 27l < A" Hlx — %7l (4.16)

dir.
Ispat: a) Teorem 4.3.1 den agiktir.

b) (4.14) ten
41 = 271l = IT Cxn) = T
= |[VULUp(xn) — VU, Ug(x")
= y”UaUﬁ(xn) - UaUB(x*)
< || Ug () = Up (x")

<y, — x|l

< )™ Hlxe — %7l (4.17)

elde edilir. Béylece n — oo igin x,, = x* olur.

C) (4.17) den agiktir.
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Sonug 4.3.3: (3.27) ve (4.16) dan

A=y3<y(l—a+ay)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.16) hata tahmini (3.27) hata tahmininden daha iyidir.

Gergekten,

y<losy—a<l-a
>yy-—-a)<l—-a
sy2<l—a+ay

ve buradan y3 < y(1 — a + ay) elde edilir.

(4.14) iterasyonu i¢in lokal yakinsama teoremini vermeden Once asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 4.3.4: X Banach uzayi olmak iizere, F, X in acgik konveks bir D alt kiimesinden
Y Banach uzayma tanimh Fréchet tiirevlenebilir bir operatér olsun. F';! € B(Y,X)

olmak tizere x* € D, F(x) = 0 denkleminin bir ¢6ziimii olsun. x, € D ve a, 8 € (0,1)

icin F ';*1 ve F operatorleri (3.23) ve (3.24) sartlarin1 saglasin. Ayrica r; = KL icin
2

B, (x*)SDver = olmak lizere x, € B.(x") olsun. V, U, ve Ug operatorleri

2K,+3K,

(4.15) ile tanimlansin. Bu durumda

a) x € B,.(x") igin

IV (x) = x*[| < 8xllx — x7l,
|Ue(x) —x*|| < (@b + 1 —a)llx —x7l,

(4.18)
[Up(x) = x*|| < (B8, + 1 = B)llx — x|

Ky
2(1—TK2)

dir. Burada 6, = (llx — x*|| + 2]|xg — x*|]) dur.
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b) V, U, ve Ug operatorleri B,.(x*) iizerinde sirastyla §, 1 — (1 —8)ave 1 — (1 - 6)B

sabitleri ile quasi-daraltandir. Burada § = supyep, (x+){8x} dir.

Ispat: a) x # x, olmak iizere x € B,.(x*) igin

VG —xll = [lx = FetF (o) —x°

S

1
r— ’ -1 r— ’ * ! *
() [ (Frersamowe G = 2 = Fray G = x)) e
0
dir. (3.23) ve Lemma 2.4.4 ten

IV (x) (llx = x7I1 + 2llxo — 2" [Dlx — x7l

1
—_ < —
A T

= &y llx — x7||
elde ederiz. U, operatorii i¢in

U (x) = x*|| = ||x — aF "5 F(x) — x*

= |Ja(x —x*) — aF'; (F(x) — F(x*)) + (1 — &) (x — x¥)

< a||F'5y (F(x) — F(x*)) — (x — x¥)

+ (1= a)llx — x|
1
=1 1 -1 —1 I} % ’ "
=a (F x*Fxo) fo* (F tx+(1—t)x*(x_x )—F xo(x_x )) dt
0
+ (1 —a)llx — x|
1
_ -1 _
sa ||(FIX*1F,xo) ” f”F’x*l(F,tx+(1—t)x* - F’xo)””x —x*||dt
0
+ A =a)llx—x"|l

dir. (3.23) ve Lemma 3.4.3 ten
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U, () — = f 16Ge = x7) + (e = xo)llx — x°[lde

x| <
1- &Ho

+ (1 = a)llx —x7|

< (tllx = x7I + llxo — x*DIlx — x*|ldt
=1- Kﬁ% Hf °

+ (1= a)llx —x*|
akK;

_2(1 K;)

=(abd,+1—a)llx —x7||

(llx = x7I + 2llxo = 2" [Dllx = x*|1 (1 = ) [lx — x7|

elde edilir. Benzer sekilde, a yerine f alinirsa

[Ug ()

oldugu goriiliir.

b) V, U, ve Ug operatorleri, sirasiyla §, 1 — (1 —8)a ve 1 — (1 —§)p sabitleri ile

quasi-daraltandir. Gergekten,

K,
e — * 2 — *
sup (8} = 57 _rK2)< sup [l — 2| + 2llxo — x ||>

XEB,(x*) XEBy(x*

K,
2(1_—](2)(T + 2[lxo — x7ID

rK;
< _—
2(1 —rK;)
=1

dir. 6 <1 oldugundan 1—(1—-8)a <1 ve 1—(1—-68)B <1 olur. O halde ispat

tamamlanmis olur.

Simdi lokal yakinsama teoremini verebiliriz.
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Teorem 4.3.5: X bir Banach uzay1 olmak iizere, F, X in a¢ik konveks bir D alt
kiimesinden Y Banach uzayma tanimli Fréchet tiirevlenebilir bir operatdr olsun.

F';! € B(Y, X) olmak iizere x* € D, F(x) = 0 denkleminin bir ¢6ziimii ve a, 8 € (0,1)

1 .. . - .
olsun. ny = i¢in B, (x*) €D oldugunu varsayalim. r = olmak iizere,
2

2K, +3K,

Xo € B,(x*) igin F';+ ve F operatorleri (3.23) ve (3.24) sartlarmi saglasin. Bu durumda

a) (4.14) ile olusturulan {x,,} dizisi B,.(x*) dadir ve x* € B, (x*) tek ¢oziimiine

yakinsar.
b) A’ = (aby + 1 — a) (B8, + 1 — B)8y Ve 8y = ———||x, — x*|| olmak iizere,
2(1-1K3)
tahmini hata
l%ns1 — 7|1 < ()™ lxp — x7]| (4.19)
dir.

Ispat: a) Oncelikle, x* m F(x) = 0 1 tek ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bunun igin y*

in B, (x*) da F(x) = 0 1n baska bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. O halde

1

0=F(x") - F(y*) = f F' sy (67 — y*)dt
0

dir. Her h € X igin

1

L(h) = fF,y*+t(x*—y*)hdt
0

olacak sekilde bir L operatorii tanimlayalim. Buradan

1

=Pl = || [ R = Byt
0

2
<_ >)<_ *
<Slx =yl
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11K

2
<1

elde edilir. Lemma 2.1.17 den, L tersinirdir ve x* = y* dir. Bu bir ¢eliskidir, dolayisiyla
x*, F(x) = 0 denkleminin tek ¢oziimiidiir. (4.15) ile tamml U, ve Up operatdrleri

B,[x*] tizerinde oldugundan ve (4.14) ten
zo = Up(x0),¥o = UgUp(xo) € B, (x")
dir. Teorem 4.3.4 ten V: B,.[x*] = B,[x*] olur. Boylece (4.14) iterasyonu,
Xns1 = VUaUp ()
seklinde yazilabilir.

”xn+1 - x*” = ”VUaUB(xn)

<6, ||UgUp(xn)
< Syn(cwzn +1- a)”Uﬁ(xn)

<§, (ab,, +1—a)(Bby,, +1—B)llx, — x|l

oldugundan ve §, in tanimindan

8y, = 2(1_—;,(2)”0“0;;@ —x*||
< ﬁ[(aﬁ £1-a)|[UpCr) — x| + 2llxo — x°1]
< s e - » ]
< e (B8, + 1= )l = x°ll+ 2l =]
K,

<— — * 2 — *
< 5=y 1o = x'll + 2l = 21
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3K,
S e

=4y

llxo — 7l

olur. Boylece

lxner = %"l < [(@8p + 1= a)(BSp + 1 = B)&o]" HlIxo — x|l (4.20)

elde edilir. Bu durumda n — oo igin x,, = x* olur.

b) (4.20) den hata tahmini elde edilir.

Sonug 4.3.6: (3.28) ve (4.19) dan

AM=(@dy+1—a)(Bd,+1— )b,
< y(ady+1—a)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (4.19) hata tahmini (3.28) hata tahmininden daha iyidir.

4.3.1. Uygulamalar

Bu baglik altinda (4.14) metodunun integral denklemlerine uygulanmasi ¢aligilmistir.

Baslangi¢c Deger Problemi

Bir baslangi¢ deger problemi

dx(s)
ds

= f(5,x(s)),x(0) =0,0<s < 1 (4.21)
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olarak verilsin. f,'(s, x(s)) =:—x f(s,x(s), f nin ikinci bilesene gore kismi tlirevi

olsun. V(s,x(s)) € D < [0,1] X R igin fz’(s,x(s)) tiirevinin var ve her x € C[0,1] ve

Ky > 0 i¢in

|f2’(5,x(5)) - le(s' xo(S))l < Kolx — x| (4.22)

oldugunu varsayalim. Burada C'[0,1], [0,1] aralifinda tanimli reel degerli siirekli

tiirevlenebilir fonksiyonlarm uzay1 ve x, € C1[0,1] dir.

F(x)(s) = % — f(s,x(s)) (4.23)

seklinde tamimli F:C[0,1] - C[0,1] operatériinii diisiinelim. O halde, (4.21)
problemini ¢6zmek F(x) =0 problemini ¢ozmeye denktir. (4.23) ile tanimli F

operatorii Fréchet tiirevlenebilirdir ve bu tiirev

dh(s)

F' h(s) = 15

f2'(s,x(s))h(s)
ile verilir. Burada Vh € €*[0,1] dir (Sahu et al. 2012).

Teorem 4.3.7: F: C[0,1] - €[0,1], (4.23) ile tamiml1 bir operator olsun. x, € C1[0,1]
icin f,'(s, x(s)), (4.22) kosulunu saglasm. 6; = supse[0,1]| f2'(5,%0(s))| olmak iizere

h — KOlIF(xO)”

1
o2 <3 olsun. O halde,

1-vV1-2h
h

a) r= n i¢in (4.21) baslangi¢ deger problemi B,[x,] da bir tek x* ¢dziimiine
sahiptir.

b) (4.14) ile olusturulan {x,} dizisi B,[x,] dadir ve x* a yakinsar.
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Ispat: Teoremi ispatlamak igin F ';01 1n bir {ist sinirin1 bulmak yeterlidir.

dh(s)
ds

F'aoh(s) = =22 = £5/(s,20(5))h(s) = u(s)

olsun. F'y}! in varhigindan, h(s) = F';lu(s) yazabiliriz ve birinci mertebeden lineer

baslangi¢ deger problemi

dh(s) ,
~ =2 = u(s) + £5'(5,%0())(s) (4.24)
h(0) =0

seklinde olur. (4.24) problemi,

h(s) = f [ + £, (r, o) h(D)|d
0

olarak verilen ikinci ¢esit Volterra integral denklemine denktir.

Lh(s) = fle(‘[,xo(‘[))h(‘[)d‘[
0

ile tanimlanan bir L operatoriinii diistinelim. L operatdriiniin lineer oldugu agiktir.

N

(1 - L)(R)(s) = f u(de

0

esitligini yazabiliriz. C[0,1] deki maksimum normu kullanilirsa, L operatorii sinirli olur

ve 6, = supse[o,1]| fo'(s,%0(s))| olmak iizere ||L|| < 6, esitsizligi saglanir. Sonug

olarak, 6; <1 ise o halde (I —L)"! tersi vardir ve ||(I—L)7} Sﬁ olur.
—V1

Dolayistyla, ||F ';01 || < ﬁ elde edilir. Gergekten,
—U1
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N

(I - L)‘lju(r)dr

0

<

Ll

IF5ull = max [Fru(s)] = max 1

s€[0,1

dir. Simdi, (4.22) den, her x € C[0,1] i¢in

|F'x = F'y, || < Kollx — xoll

bulunur. Buradan, n = WPl = L veh = nuk, < % elde edilir. Boylece, Teorem
1

1-6, ' 1-6

4.3.2 nin tiim sartlar1 saglanir. O halde, Teorem 4.3.7 ispatlanmis olur.
Sinir Deger Problemi

Ikinci dereceden simir deger problemi

d?x(s)

“dsz 9(s,x(s)),x(0) =0,x(1) =0 (4.25)

seklinde verilsin. V(s,x(s)) € D € [0,1] X R igin gz'(s,x(s)) tirevinin var ve her

x € C?[0,1] ve K, > 0 igin

|92’(5:X(S)) - 92’(5: XO(S))l < Kolx — xo] (4.26)

oldugunu varsayalim. Burada C?[0,1], [0,1] aralifinda tanimli reel degerli ikinci

dereceden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzay1 ve x, € C2[0,1] dir.

d2
F(x)(s) = dz(zs) —g(s,x(s)) (4.27)

seklinde tamimli F:C?[0,1] - C[0,1] operatdriinii diisiinelim. O halde, (4.25)
problemini ¢6zmek F(x) =0 problemini ¢ézmeye denktir. (4.27) ile tamimli F

operatorii Fréchet tiirevlenebilirdir ve bu tiirev
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d*h
Pa(s) = s — g (5, x(9)h(s)

ile verilir. Burada Vh € C2[0,1] dir (Sahu et al. 2012).

Teorem 4.3.8: F: C%[0,1] - C[0,1], (4.27) ile taniml1 bir operatdr olsun. x, € C2[0,1]
icin g,'(s,x(s)), (4.26) kosulunu saglasmn. 8, = supse[0,1]| 92" (s, %0(s))| olmak iizere

h — KOlIF(xO)”

1
62 <3 olsun. O halde,

1-V1-2h
h

a) r = n i¢in (4.25) smur deger problemi B,[x,] da bir tek x* ¢dziimiine
sahiptir.

b) (4.14) ile olusturulan {x,} dizisi B,[x,] dadir ve x* a yakinsar.

Ispat: Oncelikle F'; icin bir iist sir bulalim.

d*h
Flaph() = o2 = g5/ (5,xa(5))h(s) = u(s)

olsun. F ';01 in varligindan, h(s) = F ';Olu(s) yazabiliriz ve lineer sinir deger problemi

d?h(s)
ds?

= u(s) + g,'(5,%(s))h(s)
u(0) =u(1) =0

(4.28)

seklinde olur. (4.28) problemi,

t(1-=35),s=>1
s1-1),s<1t

G(s,T) ={

olmak tlizere
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1

h(s) = — f 6(s, D@ + g, (1, %0 (D) h(D]dr

0
olarak verilen ikinci ¢esit Fredholm integral denklemine denktir.

1

Lh(s) = —fG(s, r)gz’(r, xo(r))h(r)dr

0

ile tanimlanan L operatdriinii diisiinelim. Sonug olarak,

1

(I-L)(h)(s) =— f G(s,nu(r)dr

0

esitligini yazabiliriz. C[0,1] deki maksimum normu kullanilirsa, L operatorii sinirlt olur
ve 6, = supse[0,1]|g2’(s, Xo (s))| olmak tizere ||L|| < %2 esitsizligi saglanir. 6, < 1 ise 0

halde (I — L)~ tersi vardir ve ||(I — L) 7Y < 2 olur. Dolayisiyla, ||F';1|| < ve
8-0, 0 8-0,

IIF

|F' 2 F (xo)|| < 8(x;)||elde edilir. Son olarak (4.26) dan, her x € €*[0,1] igin
—U2

IF'x = F'y || < Kollx — x,l

[IF(xo)l _

bulunur. Buradan, n = s-0. ' H =520
o, 6,

ve h = nukK, < % elde edilir. Boylece, Teorem

4.3.2 nin tiim sartlar1 saglanir. O halde, Teorem 4.3.8 ispatlanmis olur.
4.3.2. Niimerik Ornekler

Niimerik orneklere ge¢meden Once, yukarida Banach uzayinda ispatlanan teoremler

dogrultusunda sonlu boyutlu uzaylardaki asagidaki sonucu verebiliriz.
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Sonu¢ 4.3.9: N >0 icin, f;:RYN > R,i =1,2,..,N ve her x = (x,%,,...,xy) €D

olmak iizere
F(x) = (f1(x), f2(x), ..., fu ()

seklinde taniml1 F: R¥ — R" doéniisiimii RN nin acik konveks bir D alt kiimesinin her

noktasinda Fréchet tiirevlenebilir bir operator olsun. x, € D igin, F nin x, noktasinda

[af1(x0) af1(xo)]
| ox; dxy |
Ur(x)] =] P
[afN(xo) afN<x0)J

dxq

ile taniml [Jz(x,)] Jakobien matrisinin tersinin oldugunu varsayalim. [Jz(x)]~! ters

matrisi ve F operatorii asagidaki sartlar1 saglasin:

@) NI < p;
(il) 1Ur(xo)I'F(x)ll < m;
(iii) [IJr ()] = Ur(xo)]ll < Kollx — xo]l.

Burada u,n,K, >0 dir. a,p € (0,1), h =nuk, <% ver == ;_Zh

1 olmak iizere

B, [xy] € D oldugunu varsayalim. Bu durumda

a) F(x) = 0 denkleminin bir tek x* € B,.[x,] ¢Oziimii vardr.

b) Her n > 0 i¢in
Xn+1 = Yn — UF(xO)]_lF(yn)
Yn =2n— a[]F(xo)]_lF(Zn) (4.29)
Zp = Xpn — ﬁUF(xO)]_lF(xn)

ile tamimh {x,, } dizisi B, [x,] dadir ve x* a yakinsar.
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Asagidaki 6rnek, (4.29) iterasyonunun (3.20) Newton metodundan ve (3.26) Newton-

tipi S-iterasyon metodundan daha hizli oldugunu gostermektedir.

Ornek 4.3.10: X = Rve D = (1,4) olmak iizere, her x € D igin
F(x) =x%>-4

ile tamimlhi F:D — R operatorii verilsin. F, Fréchet tiirevlenebilirdir ve x € D
noktasindaki Fréchet tirevi, F', = 2x ile verilir. x, =3 igin F'y} =% olur. u=

0.16666666667, 11 = 0.83333333333 ve K, = 2 alimirsa, h = nuK, < 5 ve

|F'zall < w
IF' 2 Fxo)|| <
|F"x = F'y || < Kollx = x|

elde edilir.

Sonug 4.3.9 un sartlar1 saglandigindan (4.29) ile tanimlanan {x,,} dizisi B, [x,] dadir ve

x* tek ¢ozlimiine yakinsar.

Yukaridaki 6rnek i¢in, (3.20), (3.26) ve (4.29) iterasyonlarinin karsilastirmasi asagidaki

tabloda verilmistir.
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n (3.20) Iterasyonu (3.26) Iterasyonu (4.29) iterasyonu

1 3.000000000000000 3.000000000000000 3.000000000000000
2 2.166666666666667 2.137731481481481 2.098513533003972
3 2.050925925925926 2.028722838184148 2.013991346662300
4 2.016543066986740 2.006299263040182 2.002060351400436
5 2.005468743484692 2.001395799303914 2.000304966616767
6 2.001817929969014 2.000309979239996 2.000045174307603
7 2.000605425844776 2.000068874489454 2.000006692359848
8 2.000201747524850 2.000015304958953 2.000000991457861
9 2.000067242391272 2.000003401078132 2.000000146882583
10 2.000022413376834 2.000000755793962 2.000000021760382
11 2.000007471041885 2.000000167954156 2.000000003223760
12 2.000002490337992 2.000000037323143 2.000000000477594
13 2.000000830111631 2.000000008294032 2.000000000070755
14 2.000000276703762 2.000000001843118 2.000000000010482
15 2.000000092234575 2.000000000409582 2.000000000001553
16 2.000000030744857 2.000000000091018 2.000000000000230
17 2.000000010248285 2.000000000020226 2.000000000000034
18 2.000000003416095 2.000000000004495 2.000000000000005
19 2.000000001138699 2.000000000000999 2.000000000000001
20 2.000000000379566 2.000000000000222 2.000000000000000

Ornek 4.3.11: X =Y =R? ve D = {x = (x,y) € R%:x > 0.9,y > 0.9} olmak iizere,
her x = (x,y) € D i¢in F(x) = (Inx,Iny) ile tamml F: D - R? operatérii verilsin. F,
D nin her noktasinda Fréchet tlirevlenebilirdir ve herhangi x = (x,y) € D noktasindaki

[Jr(x)] Jakobien matrisi,
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Ur()] =

S Rk
L= O

dir. Herhangi x, x, € D igin,
|F'x = F'y, || < 1.23457|1x — x|

olur. x, = (0.99,0.99) olarak alinirsa, bu durumda

UrGl ™ = 75700

bulunur. Boylece u = 1.40007, n = 0.01407 ve K, = 1.23457 i¢in h = nukK, =
0.02432 < 7 Ve

W)™ HI < 1
N (x) ] F(x)ll <1

elde edilir. Burada r =

= ;_Zhn = 0.01425 i¢in B,[xo], D nin igerisine digser. O

halde, Sonug 4.3.9 un sartlar1 saglandigindan, (4.29) ile tanimlanan {x,} dizisi B,[x,]

dadir ve x™ tek ¢ozlimiine yakinsar.

Ornek 4.3.12: X=D=C [0, ﬂ, [O, ﬂ araliginda tanimhi reel degerli siirekli
) 1 17 . .
fonksiyonlarin uzayi olsun. s € [0, Z] vex €C [O, Z] icin

1/4

F(x)(s) = cos 2ms — gJ s sin 2mtx?(t) dt
0

olacak sekilde F(x) = 0 Fredholm integral denklemini diisiinelim. Her h € X igin, F

nin Fréchet tiirevi
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1/4

F' h(s) = h(s) + T[f ssin 2mtx(t)h(t) dt
0

olarak bulunur. Simdi sartlarin saglandigini1 gosterelim.

1/4
is
I|F (x) || = ||cos 2ms _Ef s sin 2mtxy?(t) dt
0
1/4
s
<1+ |—| max f s sin 2mt dt| ||x]|?
2 1
SE[O'Z] 0
10112
<1+
&
ve
1/4
|1 —F'y |l = nf s sin 2mtx, (t) dt
0
1/4
< |m| max f s sin 27t dt| || x|l
S€E 0% 0
< llco I
4
elde edilir. Ayrica
1/4 1/4
||F’x — F’x0|| = nf ssin2mtx(t) dt — T[f s sin 2mtx,(t) dt
0 0
1/4
< |m| f s sin 2nt(x(t) — xo(t)) dt
0
1/4
< m max f ssin 2wt dt| ||x — x|
SE[O'Z] 0
=l

- 4
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bulunur. ”’;“” < 1 ise bu durumda
4
FH € ——
1750 < 7=
dir. Buradan
_ 8 + [IxolI2
—1 0
150 Pl < 52

oldugu goriiliir.

Xo(s) = %baslanglg noktast i¢in

|F'z| < u=1.142857
|F' 2 F(x0)|| < n = 1.178571
Ko = 0.25

olur. Buradan, h = nuK, = 0.336734 < % dir. Boylece, Teorem 4.3.2 nin tiim sartlar

saglanmig olur. O halde, (4.14) ile olusturulan {x,} dizisi B,[x,] dadir ve integral

denklemin bir tek x* € B,[x,] ¢6ziimiine yakinsar.
4.4. Polinomgrafiler

Polinomlar, matematigin pek c¢ok alanindaki en O&nemli objelerden birisidir.
Polinomlarin koklerinin bulunmasi problemi uzun bir tarthe sahiptir. Yiizyillardir,
matematikc¢iler denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasinda ¢esitli metotlar gelistirdiler.
1699 yilinda Newton, polinomlarin yaklasik koklerini hesaplamak igin yeni bir metod
tanimladi. Yaklagik yetmis yil sonra Lagrange, bes veya daha yiliksek dereceli
polinomlarin ikinci, iiglincii veya dordiincii dereceden polinomlar ic¢in kullanilan
metotlar tarafindan c¢oziilemeyecegini gosterdi. 1799 yilinda Gauss, Cebirin Temel

Teoremini ispatladi. Bu teoreme gore, n. dereceden kompleks katsayili
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p(z) = apz" +an_1z" t+ -+ a2zt + a

kompleks polinomu n tane koke sahiptir.

Tamim 4.4.1 (Cekim Bolgesi): 7, f(x) in bir kokii olsun. r ye yakinsayan Newton

metodunun biitiin baglangi¢ noktalarinin kiimesine, r nin ¢ekim bolgesi denir ve

B(r) = {xy: x,41 = N™(x,) dizisi r ye yakinsak}

seklinde gosterilir (Straffin 1991).

Ornek 4.4.2: f(x) = x3 — x fonksiyonu icin ¢ekim bélgelerini bulmaya calisalim.

f(x) in kokleri —1, 0 ve 1 dir. f(x) in Newton iterasyon fonksiyonu

x3—x

N(x)zx—gxz_1

olur. Ustteki ifade de x yerine —1, 0 ve 1 kokleri yazilirsa bunlarin N(x) in ¢eken sabit
noktalar1 oldugu goriiliir. Eger x, baslangic noktas: x, > 1/+/3 olarak almirsa (x,,)
dizisi 1 e yakinsar. Dolayisiyla 1 in ¢ekim bolgesi (1/\/§ , +OO) olup (1/\/§ , +00) c
B(1) dir. Fonksiyonun simetrikliginden dolay1 (—Oo ,—1/4/3 ) c B(—1) dir. 0 m
cekim bolgesi ise (— 1/4/5, 1/\/3) dir.

Arthur Cayley tarafindan ilk defa kompleks Newton metodu igin ¢ekim bdlgesi
tanimland1 ve 1879 yilinda Cayley asagidaki teoremi yayinladi.

Teorem 4.4.3: Kompleks kuadratik polinom f(z) = az? + bz + ¢ nin kokleri a ve
olsun. a ve B noktalarini birlestiren dogru pargasinin dik agiortay1 L olsun. Bu durumda
f(2) ye Newton metodu uygulandigi zaman L, kompleks diizlemi B(a) ve B(B) olmak
tizere ikiye boler (Cayley 1879).
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Cayley daha sonra Newton metodunu z3 —1 =0 seklindeki iigiincii dereceden
kompleks polinomlara uygulamis fakat bunlarin c¢ekim bdlgesi icin bir bdliinme
bulamamistir. 1919 yilinda Julia, Cayley’in bu probleminin ¢dziimiinii bulmustur.
Polinomun derecesi olan n sayisi, kompleks diizlemdeki ¢ekim bolgelerinin sayisini
gosterir. Kompleks diizlemdeki koklerin yerleri manuel olarak degistirilerek, ¢ekim

bolgelerinin yeri kontrol edilebilir.

Yakin zamanda ise Kalantari (2005) polinomgrafi olarak adlandirilan, kompleks
polinomlarin koklerini bulmak i¢in yeni bir metod kesfetmis ve giizel gbriintimlii
grafiklerin iiretiminde polinomgrafinin kullanilmasi {izerine 2005 te ABD de bir patent
elde etmistir. Polinomgrafi, iterasyon fonksiyonlarmin yakinsama ozellikleri
kullanilarak olusturulan goriintiiler ile kompleks polinomlarin koklerine yaklagmadaki
gorsellestirme bilimi ve sanati olarak adlandirilir. Polinomgrafiler, iterasyonlar
tarafindan tretilir ve matematigin resmi olarak adlandirilir. Sonsuz ¢oklukta kompleks
polinom kullanilarak sonsuz ¢esitlilikte gorseller olusturulabilir. Ayni1 zamanda

polinomgrafiler, matematik ve sanat arasindaki yeni bir arakesit olarak ta goriilebilir.

Polinomgrafinin tanimlanmasi, teorik altyapist ve sanatsal uygulamalar1 Kalantari

tarafindan verilmistir (Kalantari 2005, 2009).

Kotarski et al. (2012) Kalantari’nin polinomgrafisinin genellestirmesini elde etmek i¢in
Picard iterasyonu yerine Mann ve Ishikawa iterasyonlarmi kullanmislar ve z3 — 1 =0
kiibik denklemi i¢in bazi polinomgrafiler olusturmuslardir. Kang et al. (2015) ise farkli
polinomgrafiler olusturmak igin S-iterasyonunu kullanmistir. Asagidaki polinomgrafi
ornekleri, S- iterasyonunun Newton formu kullanilarak sirasiyla z3 —1 =0, z* — 1 =

0,z°+z%+ 1 =0ve z® — 1 = 0 kompleks polinom denklemleri i¢in verilmistir.
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12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
1.5 e 12 45
09% 10 10
0.3 5 !
03 P s ¢ s
-0.9'. 4 "
2 2

135 09 03 03 0.9 15

Sekil 4.1. S-iterasyonu, z3—1=0, z*—-1=0, z°+2z2+1=0 ve z8—-1=0
denklemleri i¢in polinomgrafi 6rnekleri

(3.13) ile verilen multistep Mann iterasyonunun r = 3 i¢in Newton metodu formu

Zny1 = (1 — vy, + aN(v,)
v,=0-B)w,+BNw,),n=0,1,.2,.. (4.30)
wp = (1 =y)z, +YN(zy,)

olarak verilir.

Asagidaki ornekte, (4.3) ve (4.30) iterasyonlar1 kullanilarak farkli polinom denklemleri

i¢cin polinomgrafiler olusturulacaktir.
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Ornek 4.4.4: z2—1=0, z*—1=0, z5+2z2+1=0 ve z8—1=0 kompleks
polinomlar1 verilsin. Asagidaki sekiller (4.3) ve (4.30) iterasyonlar1 kullanilarak, verilen

polinomlar i¢in elde edilen polinomgrafileri géstermektedir.

12 15 12
10 09 10
8 03 s
6 -03 6
4 09 4
2

_1i?5 -0.9 -0.3 0.3 0.9 1.5 2 _1iq.5 -0.9 -0.3 0.3 09 15

Sekil 4.3. z* — 1 = 0 denklemi, (4.3) ve (4.30) iterasyonlari i¢in polinomgrafi 6rnegi
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Sekil 4.4. z° + z2 + 1 = 0 denklemi, (4.3) ve (4.30) iterasyonlar1 icin polinomgrafi
ornegi

12

Sekil 4.5. z8 — 1 = 0 denklemi, (4.3) ve (4.30) iterasyonlar1 i¢in polinomgrafi drnegi

z3 —1 =0 polinomunun ii¢ kokii oldugundan dolayr Sekil 4.2°de ii¢ tane cekim
bolgesi, z* — 1 = 0 polinomunun dért kokii oldugundan dolayr Sekil 4.3’ de dort tane
cekim bolgesi, z°> + z? + 1 = 0 polinomunun bes kdkii oldugundan dolay1 Sekil 4.4°de
bes tane ¢ekim bolgesi ve z8 — 1 = 0 polinomunun sekiz kokii oldugundan dolayr Sekil
4.5’de sekiz tane c¢ekim bolgesi goriilmektedir. Bu denklemler, iki farkli iterasyon
metodu kullanilarak [—1.5,1.5] X [—1.5,1.5] karesinde ¢0ziildii. Gorsellerin farkli
renkte olmasi, keyfi bir € = 0.001 sayist i¢in bir koke yaklasmada ihtiya¢ duyulan
iterasyonlarin sayisina baglidir. Bu Ornekte iterasyonlarmm sayisi k=12 ile

sinirlandirild. iterasyonlarda kullanilan parametreler ise @ = 0.8, f = 0.6 ve y = 0.5
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olarak alindi. a, 3, y, € ve k parametreleri degistirilerek sonsuz ¢oklukta polinomgrafi

elde edilebilir.

4.5. Siirekli Doniisiimlerin Sabit Noktalar: I¢in Yakinsama Teoremleri

Bu kisimda 2006 yilinda, Thianwan ve Suantai tarafindan olusturulan (4.31) iterasyonu
ele alinarak, R de kapali bir aralikta tanimli siirekli doniisiimler i¢in bazi yakinsama

teoremleri verilmistir.

Teorem 4.5.1: E kapali bir aralik ve f: E = E siirekli bir doniisiim olsun. x, € E keyfi

bir nokta olmak tizere, {x,} dizisi

Xne1 = (1 — &y — Bp)Xn + 0 f () + Bnf (20)
Yo =0 =b, —cp)x, + b, f(z,) +cnf(x,) ,m=012.. (431
zp = (1 —ay)x, + anf (xn)

seklinde tanimlansin. Burada {a,,}, {b,,}, {c,}, {a,} ve {B,.}, asagidaki sartlar1 saglayan
[0,1] araligindaki dizilerdir.

() lim,a, =0, lim,_,b, =0, lim,_,c, = 0Vve Y0, B, < o,

(i) lim,, 0, = 0 Ve Yo o, < 00,

Bu durumda, {x,} dizisinin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,,} dizisinin f nin bir

sabit noktasina yakinsamasidir.

Ispat: {x,} dizisinin f nin bir sabit noktasia yakmsadig1 aciktir. Simdi, {x,} dizisi
smirh olsun. {x,} in yakinsak oldugunu gosterecegiz. Tersine {x,} dizisinin iraksak
oldugunu kabul edelim. a = liminf,_ X, ve b = limsup,_»X, Ve a <b olacak
sekilde a,b € R vardir. Oncelikle a <m < b ise f(m)=m oldugunu gosterelim.
f(m) #= m oldugunu kabul edelim. f(m) —m > 0 olsun. f(x) siirekli bir doniisiim

oldugundan
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|x —m| < 8igin f(x) —x >0 (4.32)

olacak sekilde 8§ € (0, b — a) vardir. Hipotezden {x,,} dizisi sinirli oldugundan kapali ve
sinirli bir aralikta bulunur. f nin stirekliliginden, {f (x,,)} dizisi de kapali ve simirl bir
aralikta olur. Boylece {f(x,)} dizisi simrhdir. z, = (1 — a,)x, + a,f(x,) oldugu

g6zonine alnirsa {z,} ve dolayisiyla {f(z,)} dizisi sinirli olur. Benzer sekilde,

Yo =1 =b, —cp)xn + byf(z,) + cnf (x,) oldugundan {y,} ve {f(y,)} smirh olur.
(4.31) den

Xns1 — Xn = 0 (f ) — x5) + Br(f(2n) — x5)
Yn —Xn = bn(f(zn) —xn) + Cn(f(xn) — Xp)

Zn —Xpn = an(f(xn) — Xp)

elde edilir. (i) ve (ii) sartlarindan |x,,.; —x,| = 0, |y, —x,| = 0 Ve |z, —x,| = 0

olur. Boylece her n > N i¢in
8 8 8
|xn+1_xn| <§’|yn_xn| <§'|Zn_xn| <§ (4-33)

olacak sekilde N sayist vardir. b = limsup,,_.X, > m oldugundan Xn,, > M olacak

sekilde k; > N vardir. k = ny, dersek x; > m olur. x; igin iki durum vardur.

1. Durum: x, = m +§ olmasi durumunda (4.33) ten, xp4q — X > —g dir. Buradan,

8 -
X4t > X =52 M dolayisiyla x;,, > m elde edilir.

8 8 28
2. Durum: m < x, <m+ 3 olmast durumunda (4.33) ten, m —; <Yk <m+t+—ve
8 25 . 8 26
m—-<zg<m+-— dir. Boylece, |x; —m]| <§<8, |y —m]| <?<8 ve |z, —

m| < 23—8 < & olur. (4.32) den,

fC) =2 >0,f(i) =¥ >0,f(2) =2, >0
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elde edilir. (4.31) iterasyonunun tanimi1 kullanilirsa,

X1 = (1 — o — Bidxx + o f (i) + Bif (21)
= xx + o (f i) — i) + Bie(f (z1) — x3)
= xx + e (f i) — vie) + o e — xi) + Bre(f (21) — ) + Bre(zxe — xi)
= X + 0 [b (f (zi) — xp) + e (f (i) — x3)] + Breaw (f (i) — xi)
+oue (f (Vi) = vi) + B (f (z1) — zx)
= xp + aihy (f () — x1) + ahy (f (i) — 2;) + ey (f (i) — %)
+Brar(f (x) — xi) + e (f Vi) — yi) + B (f (21) — 21)

bulunur. Dolayisiyla her iki durum i¢in de x,,; > m olur. Benzer sekilde devam
edilirse, x4, > M, Xp43 > M, Xi44 > m, - olacagindan her n > k = ny_ igin x,, > m
bulunur. Buradan, a = liminf,,_,,x,, = m olur. Bu ise a < m olmasi ile ¢elisir. O halde
f(m) = mdir.

{x,} dizisi i¢in iki durum s6z konusudur.

I. Durum: a < x,,, < b olacak sekilde x,,, vardir. Bu durumda f(x,,) = x,, dir ve

Zm = (1 — ap)xm + amf (X)) = X
Ym = (1 = by — )X + b f (Zim) + Cnf (Xm)
=1 —=by— )X + b f (X)) + cnf () = X
Xme1 = (1 = @ = B Xm + & f (Vi) + Bmf (Zm)
= (1 = am = B xm + & f (X)) + B f (Xm) = Xm

olur. Timevarimla Xx,,, = X;p41 = X422 = Xme3 = elde edilir ve dolayisiyla x,, = x,,,

dir. Bu ise x,,, = a ve x,, = a oldugu anlamina gelir ki bu bir ¢eliskidir.

Il. Durum: Her n i¢in x, <a veya x,=b dir. b—a>0 Ve |x,41 —X,| >0
- .. b— . .
oldugundan her n > N igin |x,41 — x| < Ta olacak sekilde N, sayis1 vardir. Bu ise

her n > N, i¢in x,, < a veya x, = b olmasi demektir. n > N, igin x,, < a ise b =
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limsup,, X, < a Ve n> N, i¢in x,, = b ise a = liminf,_,x, = b olur ki her iki

durum a < b olmasi ile gelisir.

O halde, kabuliimiiz yanlis olup {x,,} dizisi yakinsaktir.

Son olarak {x,} dizisinin f nin bir sabit noktasina yakinsadigimi gosterelim. x, = p
olsun ve f(p) # p oldugunu kabul edelim. f nin siirekliliginden {f(x,)} smirhdir.
zp =1 —ay)x, +a,f(x,) ve a, » 0 oldugundan z, — p dir. Benzer sekilde,
Yo = (A — b, —cp)x, + b, f(z,) + cnf (x,) Ve b, = 0, ¢, » 0 oldugundan y, - p
dir. o = f(yr) — xx Ve s = f(z,) — x; olsun. f siirekli oldugundan limy_, .1 =
limy oo (f (i) = %) = f(p) —p # 0 Ve limy,eo5, = limyo0 (f (2) — %) = f(p) —
p#0 dir. w=f(p)—p olarak alinirsa w # 0 olur. (4.31) den, x,,; = x, +
o, (fOm) — x) + Bn(f(2,) — x,,) elde edilir ve buradan

Xn = Xo + Xpo1 (0T + BrsSk) (4.34)

bulunur. 1, > w # 0 ve Yo, a,, = © igin ),;7_; a1y 1raksak, Y;7-; BrSk ise yakinsak
oldugundan {x,} dizisi raksak olur. Ancak, bu x, — p kabulimiizle gelisir. O halde,

f(p) = p dir, yani {x,,} dizisi f nin bir sabit noktasina yakinsar.

Asagidaki sonuglar Teorem 4.5.1 den elde edilmistir.

Sonug¢ 4.5.2: E kapal1 bir aralik ve f: E — E siirekli bir doniisiim olsun. x, € E igin
Noor iterasyonu (Noor 2000).

Xpe1 = (1 —o)xp + o f (Vn)
Yo =0 =B xn + Bnf(z) ,n=01.2,.. (4.35)
zp = (1 —y)x, + Yuf ()

seklinde tanimlansin. Burada {a,}, {8,} ve {y.} asagidaki sartlar1 saglayan [0,1]

araligindaki dizilerdir.
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(i) YXp—q @, = 00 Ve lim, 0, =0,
(i) limy, 0o B, = 0 Ve lim, Y, = O.

Bu durumda, {x,,} dizisinin smirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,,} dizisinin f nin bir

sabit noktasina yakinsamasidir.

Ispat: Teorem 4.5.1 de n > 0 i¢in ¢, = B, = 0 alinirsa, istenilen sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.5.3: E kapal1 bir aralik ve f: E — E siirekli bir doniisiim olsun. xy € E i¢in
{x,} Ishikawa iterasyonu (3.11) ile tamimlansin. Burada {a,} ve {8, } asagidaki sartlari

saglayan [0,1] araligindaki dizilerdir.

(i) YXpoq @, = 00 Ve lim, 0, =0,
(i) lim,, B = O.

Bu durumda, {x,} dizisinin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart {x,,} dizisinin f nin bir

sabit noktasina yakinsamasidir.

Ispat: Teorem 4.5.1 de n >0 icin a,, = c,, = B,, = 0 alirsa, istenilen sonug elde

edilir.

Sonu¢ 4.5.4: E kapali bir aralik ve f:E — E stirekli bir doniisiim olsun. x, € E i¢in
{x,} Mann iterasyonu (3.10) ile tanimlansin. Burada {a,} asagidaki sartlar1 saglayan

[0,1] araligindaki bir dizidir.

(i) Tyooq &y = 00 Ve limy o0, = 0,

(ii) lim,,_,00 B, = 0.

Bu durumda, {x,,} dizisinin siirli olmasi igin gerek ve yeter sart {x,,} dizisinin £ nin bir

sabit noktasina yakinsamasidir.
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Ispat: Teorem 4.5.1 de n >0 icin a, = b, = ¢, = B, = 0 alinirsa, istenilen sonug

elde edilir.

Suantai, 2005 yilinda asagidaki modifiye edilmis iterasyon metodunu tanimlamistir.

Zn = 1- an)xn + anfn(xn)
Yn = (1 - bn - Cn)xn + bnfn(zn) + Cnfn(xn) (436)
Xn+1 = (1- Up — Bn)xn + O(nfn(yn) + ann(zn)

Burada {a,}, {B.}, {a.}, {bn} ve {c,}, [0,1] araligindaki diziler ve f™ = f o fo...0 f

olarak tanimlidir.

Simdi kapali bir aralikta tanimli siirekli doniisiimler i¢in (4.36) iterasyonunun

yakinsama teoremini verelim.

Teorem 4.5.5: E kapali bir aralik ve f: E — E birebir ve stirekli bir doniisiim olsun.
Eger Teorem 4.5.1 in sartlarin1 saglayan {x,} dizisi sinirli ise bu durumda {x,}, f nin

bir sabit noktasina yakinsar.

Ispat: Tersine {x,} in yakinsak olmadigimm kabul edelim. a = liminf,_x, Ve b =
limsup,,_, X, Olsun. Bu durumda a < b dir. Simdi m € (a, b) ise f(m) = m oldugunu

gosterelim.

Herhangi bir m € (a,b) i¢in f(m) # m diyelim. f birebir donisim oldugundan
f(m) #m i¢in f*(m) #= m olur. f*(m) —m > 0 oldugunu kabul edelim. f siirekli
oldugundan f" de siireklidir. Boylece [x —m| < 6 i¢in f™(x) —x > 0 olacak sekilde
6 € (0,b — a) sayis1 vardir.

Teorem 4.5.1 in ispatindakine benzer sekilde, {x,} dizisinin f nin bir sabit noktasina

yakinsadig1 gosterilebilir.
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Bu tezde, niimerik 6rneklerdeki iterasyonlarin karsilastirilmast i¢in bulunan degerler ve

olusturulan polinomgrafiler MATLAB programi kullanilarak elde edilmistir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu c¢aligmadaki aragtirma bulgularinin birinci boliimiinde, yeni bir iterasyon semasi
tanitilarak, bu iterasyon metodunun normlu uzayda daraltanlik sartin1 saglayan doniisiim
siniflar1 igin literatiirde daha hizli yakinsama oranina sahip olan iterasyonlarla
kargilastirilmast  yapildi. Elde edilen sonuglar kullanilan iterasyon metodunun

literatlirdeki metotlardan daha hizli oldugunu gosterir.

Ikinci boliimde, bu iterasyon metotlarmin Newton formlar1 olusturuldu ve bunlarin
lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiine yakinsamasina dair Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2
ve Teorem 4.2.5 verilerek ispatlar1 yapildi. Bu teoremler Berinde ve Pacurar’in (2006)
calismalarinda elde ettikleri bulgularin genellestirmesidir. Daha Onceden yapilan
calismalarda kullanilan farkli metotlar ile bu yeni metot arasindaki karsilagtirmalar

teorik olarak verildi ve ayrica elde edilen sonuglar farkli 6rnekler iizerinde de gosterildi.

Uciincii  boliimde, ikinci boliimde kullamilan iterasyonun Banach uzaylarindaki
versiyonu goz Oniline alinarak lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢dziimlerine
yakisamasi ile ilgili baz1 teoremler verildi. Teorem 4.3.2 ve Teorem 4.3.5 ile verilen
bulgular Sahu et al. (2012) deki ¢alismalarin genellestirmesidir. Bununla birlikte bu

metotlarin baglangi¢ ve siir deger problemlerinin ¢6ziimii i¢in uygulamalari verildi.

Dérdiincii boliimde, bu calismadaki iterasyonlar kullanilarak farkli kompleks polinom

denklemleri i¢in farkli polinomgrafiler elde edildi.

Besinci boliimde ise literatiirdeki gesitli iterasyonlar kullanilarak R de kapali bir aralikta

tanimli siirekli doniisiimler i¢in yakinsama teoremleri verildi.

Bu calismalarimizdan ilham alinarak normlu uzaylarda iterasyonlarla ilgili yapilan
karsilastirmalar, normlu uzaylarda veya konveks metrik uzaylarda genellestirilmis

daraltan déniisiim siniflarma tasmnabilir. Ikinci ve iiglincii boliimde olusturulmus olan
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Newton tipi iterasyon metotlarinin yerine daha iyi yakinsama oranina sahip olan farkli
metotlar olusturulabilir. Veya mevcut iterasyonlarin farkli tipleriyle Newton tipleri
arasinda karsilastirmalar incelenebilir. Ayrica Newton tipi iterasyon metotlarinin, f ve

g, C? siifindan olmak iizere,

fl,y)=0
glx,y) =0

seklindeki iki veya daha fazla lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢dziimlerinde
kullanilmas: calisilabilir. Son olarak, kompleks polinom denklemleri i¢in kompleks
parametreler kullanilarak ayn1 veya olusturulabilecek farkli iterasyonlar tarafindan

tiretilen polinomgrafiler olusturulabilir.
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