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OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci béliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymndaki temel kavramlar verilmistir. Ayrica 3-
boyutlu Oklid uzayinda egriler ile ilgili temel kavramlardan bahsedilmistir. Dahas1 6zel
egrilerden genel helis ve slant helis egrilerinin tanimlart ve bu egrilere ait onemli
karakterizasyonlar verilmistir. Son olarak Lie gruplar ve Lie cebirleri ile ilgili tanimlar
ve temel kavramlardan bahsedilmistir. Uciincii boliimde, bi-invaryant metrik ile 3-
boyutlu Lie gruplarinda genel helisler ve slant helisler tanitilmistir. Dérdiincii béliimde,
konum vektorii bir diger egrinin Frenet vektor alanlari ile olusturulan Smarandache
egrilerinin Frenet invaryantlar1 3-boyutlu Lie gruplarinda elde edilmistir. Besinci
boliimde, 3-boyutlu Lie grubunda verilen bir birim hizli egri i¢in {N, C, W} hareketli
alternatif catis1 verilmis ve bu c¢atiya gore C-slant helisler tanimlanmistir. Ayrica bu

egrilere ait baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler

Genel helisler; Slant helisler; Smarandache egrileri; Lie grubu; Lie cebiri.



ABSTRACT

This thesis consist of five sections. The first section is devoted to the
introduction. In the second section, basic concepts in 3-dimensional Euclidean space are
given. In addition, basic concepts about curves in 3-dimensional Euclidean space are
mentioned. Moreover, definitions of general helix and slant helix curves from special
curves and important characterizations of these curves are given. Finally, definitions
and basic concepts related to Lie groups and Lie algebras are mentioned. In the third
section, general helices and slant helices are introduces in 3-dimensional Lie groups wit
a bi-invariant metric. In the next section, the Frenet invariants of Smarandache curves,
for which position vector is composed by Frenet vector fields on a given curve, are
obtained in the 3-dimensional Lie groups. In the final section, the moving alternative
frame {N, C, W} is given for a unit speed curve given in the 3-dimensional Lie group
and C-slant helices are defined according to this frame. In addition, some

characterizations of these curves are obtained.

Key Words
General helices; Slant helices; Smarandache curves; Lie group; Lie algebra.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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: Norm operatorii

. I¢ carpim operatorii

. E® Oklid uzayinda vektorel ¢arpim operatorii

: Egrinin birinci egriligi

: Egrinin ikinci egriligi, burulmasi veya torsiyonu
: Hareketli Frenet ¢atis1

: Darboux vektorii

: Birim Darboux vektoru

Hareketli alternatif cati

: 3-boyutlu Lie grubu

: Harmonik egrilik



1. GIRIS

Diferensiyel geometri ¢alismalarinda egriler teorisi onemli bir yere sahiptir.
Egriler teorisi ile ilgilenen arastirmacilarin ilgilerini en ¢ok ¢eken sey ise 6zel egriler ve
bu egrilerin karakterizasyonlaridir. Bu 6zel egrilerden bazilar1 genel helisler, slant
helisler, Bertrant egrileri, Mannheim egrileri, Smarandache egrileri v.b. dir. Bu tip
egrilerin karakterizasyonlar1 Oklid uzaylarinda ve Oklid olmayan Minkowski, Galileo
gibi uzaylarda uzun yillardan beri ¢alismaktadir ve galisilmaya devam edilmektedir. Bu
egrilerden genel helisler; 3-boyutlu Oklid uzayimnda verilen bir egrinin her noktasinda
sabit dogrultulu bir dogruyla sabit a¢1 yapmasi durumundaki egrilere verilen isimdir.
Genel helislerle ilgili ilk olarak 1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan ortaya konan ve
B. de Saint Venant tarafindan 1845 yilinda ispatlanan en 6nemli kosul; egrinin genel
helis olabilmesi i¢in egrilikleri oraninin sabit olmasi gerektigidir. Bu 6zel egrilerden bir
digeri olan slant helisler ilk kez 2004 yilinda Izumiya tarafindan tanimlanmis ve bu
egrilere ait karakterizasyonlar elde edilmistir. Sonrasinda bu tip egriler bir¢ok

arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve ¢alismistir.

Uzunoglu ve arkadaslar1 (2016) 3-boyutlu Oklid uzayinda, egri iizerinde yeni bir

alternatif cat1 tanimlamiglardir ve bu catiya gore egrileri karakterize etmislerdir.

Ciftgi (2009) bir ¢alismasinda 3-boyutlu Lie gruplarinda genel helis tanimini
vermis ve genel helisler ile kiiresel resimleri arasindaki iligkileri incelemistir. Daha
sonrasinda Okuyucu (2013) yilinda doktora tezinde 3- boyutlu Lie gruplarinda Slant

helisleri, Bertrand ve Mannheim egrilerini ¢aligmustir.

Bu tezde 3-boyutlu Lie gruplarindan Frenet catisina gore Smarandache
egrilerinin tanimlar1 verilmis ve bu egrilerinin Frenet invaryantlar elde edilmistir. Son
olarak 3-boyutlu Lie gruplarinda bir egrinin alternatif catisi verilmis ve C-slant helisler

tanimlanmistir. Ayrica bu egriler ile ilgili baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. E3, Oklid Uzayinda Egriler Teorisi
Bu béliimde E3, 3-boyutlu Oklid uzaymda temel kavramlar ile bazi teoremler

verilecektir.

Tamm 2.1.1. R, reel sayilar cismi verilmis olsun.
R3 = {(x1,%,%3) | x; ER,i =1, ...,3}
ciimlesi lizerinde tanimli, VX, y € R3, 1 € R igin,

+ ' RPx R* >R (X)) —=x+y=0+y,%+y,x3+Y3)
- R x RE—> R ((A4,X) > 1% = (Axg,Ax,, Ax3)

islemleri ile R3 ciimlesi R cismi iizerinde bir vektor uzay1 denir (Gray, 2006).

Tamm 2.1.2. R3 vektdr uzaymdaki V¥, y € R3 olmak iizere,

3
<,>: R¥x R — R, (92’,37)—><92’,37>=in311-
i=1

esitligi ile tanimli fonksiyona standart Oklid i¢ carpimi denir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.1.3. VX € R3 i¢in,
I1X]| = V< X%,% >
esitligi ile tanimli fonksiyona X vektoriiniin normu denir (Gray, 2006).
R3 vektér uzayr normlu bir vektoér uzayr olup bu norm yardimiyla tanimlanan

d:R3xR3 —> R,d(¥,y) =11 x—7 Il fonksiyonu R3® uzayinda bir metriktir. Bu
metrikle beraber R3 uzayina Oklid uzay1 denir (Sabuncuoglu, 2010).



Tanmim 2.1.4. 3-boyutlu Oklid uzay1 E3 de VX = (x1, x5, %x3), ¥ = (V1,2 ¥3) icin,

XNy = (X2Y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3, X1Y2 — X2)1)

esitligi ile tanimli isleme Oklidiyen anlamda vektdrel carpim denir (Hacisalihoglu,

1998).

Tamm 2.1.5. I c R agik aralif1 igin, a : I — [E3 fonksiyonu diferensiyellenebilir bir
fonksiyon ise a ya bir egri denir. Burada I c R agik araligina egrinin parametre araligi
denir. a fonksiyonu Vt € I degerine E3 iin bir a(t) = (a,(t), a,(t),as(t)) € E3
noktasint karsilik getirir. Burada t degiskenine egrinin parametresi denir (O’Neill,

1966).

Tamm 2.1.6. « : I € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olmak iizere Vt € I
icin a'(t) = (a,'(t), a;'(t), a3'(t)) vektorine a egrisinin a(t) noktasindaki hiz

vektorii denir (O’Neill, 1966).

Tanm 2.1.7. «a:1 SR — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olmak iizere «
egrisinin bir t € a noktasinda hiz vektorlerinin ciimlesi @ egrisinin a(t) noktasindaki

tanjant uzay1 olarak adlandirilir ve Tgs (a(t)) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.8. a:1 S R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda diferensiyellenebilir bir egri

olmak iizere Vt € I igin ||a’(t)|| # 0 ise a egrisine regiilerdir denir (Korkmaz, 2012).

Teorem 2.1.1. 3-boyutlu Oklid uzayr E* de regiiler her egrinin birim hizli olacak
sekilde bir koordinat komsulugu vardir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.9. a:1 S R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olmak

lizere,

a'(s) = T(s)
(I”(S) B
EAOT IS

T(s) AN(s) = B(s)



dir. Burada T(s) egrinin birim teget vektor alani, N(s) egrinin asli normal vektor alani
ve B(s) egrinin binormal vektor alanidir. Buradan T(s), N(s), B(s) vektor alanlarina
Frenet vektor alanlar1 denir (O’Neill, 1966).

Tamm 2.1.10. «a:] € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda yay parametreli bir egri
olmak iizere, ||T'(s)|| = x(s) sayisina a egrisinin s noktasindaki birinci egriligi denir.
a’(s) # 0 i¢in B'(s) = 7(s)N(s) esitligi ile tamimli 7(s) sayisina a egrisinin ikinci

egriligi veya burulmasi denir (Korkmaz, 2012).

Teorem 2.1.2. a:1 S R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri ve T, N, B

Frenet vektor alanlar1 olmak {izere, k egrinin egriligi ve T egrinin torsiyonu olmak iizere

la" Aa”l
R P

<a Ao a >
K la Aa’l?

dir (O’Neill, 1966).

Tamm 2.1.11. a : I € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri, T, N, B
Frenet vektor alanlar1 ve k > 0 egrinin egriligi ve T egrinin torsiyonu olmak {iizere,

Frenet formulleri

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + ©(s)B(s)
B'(s) = — t(s)N(s)

dir (O’Neill, 1966).

Tamm 2.1.12. «, E3 de birim hizl bir egri ve a egrisinin Frenet vektor alam T, N, B
olmak iizere, a egrisi boyunca birim teget vektor alanlar1 birim kiire {izerinde bir egri
cizeler. Bu egriye a egrisinin tegetler gostergesi denir. Benzer sekilde a egrisinin asli
normaller gostergesinin ve binormaller gdstergesinin birim kiire iizerinde ¢izdigi
egrilere sirasiyla, a egrisinin asli normaller gostergesi ve binormaller gostergesi denir

(Struik, 1988).



Teorem 2.1.3. a:I SR — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri ve
Kk > 0 olmak iizere, a, egrisi diizlemsel bir egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7 = 0

olmasidir (O’Neill, 1966).

Teorem 2.14. a:1 SR — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri ve
Kk =0 ise a egrisi bir dogrudur. Tersine «a egrisi bir dogru ise k = 0 dir (O’Neill,
1966).

Tamm 2.1.13. a:1 € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olsun.
a egrisinin T, N, B Frenet 3-ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda, bir ani helis
hareket yaptigi kabul edilir. Bu eksene egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani donme)

ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,
D(s) = ©(s)T(s) + x(s)B(s) = N(s) AN'(s)

olup egrinin a(s) noktasindaki Darboux vektorii olarak isimlendirilir.

D Darboux vektorii yardimiyla Frenet ¢ati elemanlarinin degisimini veren

T'(s) = D(s) AT(s)
N'(s) = D(s) AN(s)
B'(s) = D(s) AB(s)

Darboux vektorleri elde edilir. W vektorii, D Darboux vektorii yoniindeki birim vektor

ise

ID(s)I| =vVK?2+712>0

olmak tzere

T K
W(s) = —=T(s) + ——=DB(s
() K? + 12 () K? + 12 ()

seklinde elde edilir (Hacisalihoglu, 1998).



Tanmm 2.1.14. a: 1 € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda yay parametreli bir egri ve

bu egrinin her a(s) noktasindaki egriligi k(s) ve torsiyonu t(s) olmak iizere,

(s
H:ICR — R, s—>H(s)=£

K(S)

ile tanimli H fonksiyonuna, «a egrisinin a(s) noktasindaki harmonik egriligi denir
(Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.15. « : I € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizl1 bir egri ve N(s)

vektor alan1 a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektor alani olmak {izere

_ N'(s) _
C(s) = e Ve W(s) =

(S)T(s) + k(S)B(s) . . . e e ..
26) 1 2) o {N,C,N A C = W} tgliisii a egrisi i¢in

bir hareketli ¢at1 olur. Bu ¢atiya {N,C, W} — ¢atis1 denir. Buradan f = kV1 + H?,

!

H = % ve g =of,0 = olmak iizere

K(1+H2) /2

N'(s) 0 f(s) 0 |IN(s)
CE [=]=f 0 g®||C)
W' (s) 0 —g@s) 0 ||W(s)

tiirevleri elde edilir (Uzunoglu, 2015).

2.2. E3, Oklid Uzayinda Baz1 Ozel Egriler ve Karakterizasyonlari

Bu béliimde [E3, Oklid uzayinda galisilan bazi 6zel egrilerin tanimlar1 ve bu

egriler i¢in ifade edilen 6nemli karakterizasyonlar verilecektir.

Tamim 2.2.1. E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir a egrisinin birim teget vektorii
T, sabit bir u vektori ile sabit bir ¢ acis1 yapiyorsa, yani < T,u > = cosg ise, a

egrisine genel helis denir (Lancret, 1802).

Teorem 2.2.1. a:1 SR — E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda regiiler bir egri ve k > 0
olsun. «a egrisinin bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter kosul % = c € R olmasidir

(Lancret, 1802).



Tamm 2.2.2. a: I € R — E3, 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizl1 bir egri ve k # 0
olsun. Egrinin asli normal vektorii N, egrinin her noktasindaki sabit bir dogrultu ile
sabit bir ag1 yapiyorsa, yani < N,u > = cos¢ ise, a egrisine slant helis denir (Izimuya

ve Takeuchi, 2004).

Teorem 2.2.2. a egrisi E3 de birim hizli bir egri ve bu egrinin egriligi k # 0 olmak
lizere, a egrisinin slant helis olmasi igin gerek yeter kosul a egrisinin asli normaller

gostergesinin kiiresel resminin geodezik egriligi olan

K2 TN/
a(s) = (—3 () ) (s)
(k2 + 72) /2 \K
fonksiyonun sabit olmasidir (Izimuya ve Takeuchi, 2004).

Tamm 2.2.3. « egrisi E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda s yay parametreli bir egri ve a

egrisinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} olmak {izere TN-Smarandache egrisi

1
P(sy) = N (T(s) + N(s))

olarak tanimlanir (Ahmad, 2010).

Tamim 2.2.4. « egrisi E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda s yay parametreli bir egri ve a

egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} olmak iizere TB-Smarandache egrisi

(s.) = % (T(s) + B(s))

olarak tanimlanir (Ahmad, 2010).

Tamm 2.2.5. a egrisi E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda s yay parametreli bir egri ve a

egrisinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} olmak iizere NB-Smarandache egrisi

1
P(sg) = 5 (N(s) + B(s))



olarak tanimlanir (Ahmad, 2010).

Tamm 2.2.6. « egrisi E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda s yay parametreli bir egri ve a

egrisinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} olmak tizere TNB-Smarandache egrisi

1
¢(sc) = NG (T(s) + N(s) + B(s))

olarak tanimlanir (Ahmad, 2010).

Tanmm 2.2.7. a:1 SR — E3, 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir egri ve
alternatif hareketli gatis1 {N, C, W} olsun. a egrisinin C vektor alani, @ egrisinin her

noktasindaki sabit u dogrultusu ile sabit bir ac1 yapiyorsa, yani < C,u > = cos@; ¢ +

%, ise a egrisine C-slant helis denir (Uzunoglu, vd., 2016).

2.3. Lie Gruplan ve Lie Cebiri

Tamim 2.3.1. G bir grup ve M bir diferensiyellenebilir bir manifold olmak {izere

L, : G nin her eleman1 M nin noktalari ile ¢akisir,

L,: MxM— M, (a,b) — ab~?! islemi her yerde diferensiyellenebilirdir,

aksiyomlar: saglanirsa M ye Lie grubunun temel manifoldu, G ye Lie grubunun temel
grubu ve (M, G) ikilisine de Lie Grubu denir (Hacisalihoglu, 2006).

Tamm 2.3.2. K cismi iizerinde bir vektor uzay1 VV olsun.

[ 1:VxV — ¥V
X,Y) — [X,Y]

doniisiimii,
i. Bilineer,

ii.  Antisimetrik,

i, [[(X,Y],z]+ [[v,z]X] + [[z,x]Y] =0



Ozelliklerini sagliyor ise K lizerinde bir Lie operatdrii veya parantez operatdrii adini alir.

(v, [, D ikilisine de bir Lie Cebiri denir (Hacisalihoglu, 2006).

Tamim 2.3.3. G bir Lie grubu olmak {izere bir g, € G noktasinda Vg € G igin

lgo G — G, lgo(g) = Jo9

seklinde tanimlanan doniisiime G tizerinde sol paralelizm (6teleme) denir.

Benzer sekilde bir g, € G noktasinda Vg € G igin

Tgo G — G' rgo(g) = 990

seklinde tanimlanan donilisime de G tiizerindeki sag paralelizm (Gteleme) denir

(Hacisalihoglu, 2006).

Tanmm 2.3.4. Matrislerde bilinen carpma islemine gore {[ai j]nxn | a;j € R} matris

uzaymin bir altmanifoldu grup ise bu gruba matris Lie grubu denir (Hacisalihoglu,
2006).

Tamim 2.3.5. G matris Lie grubu tizerinde bir vektor alant X olmak tizere Vg,, g, € G

i¢in,
Lige). X (g1) = X(g091)
yani Vg € G
lgy.o X=X ol
ise X vektor alanina sol invaryant vektor alani denir.

n=1{Xl Xxey, ligy, o X=X o Ly}
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X vektor alanlar1 uzaymnin bir alt uzayi olan bu uzaya sol invaryant vektér alanlarinin

uzayi denir.

Benzer sekilde, G matris Lie grubu iizerinde bir vektdr alan1 X olmak {izere

Ygo,91 € G igin,
T(g0).X(g1) = X(g190)
yani Vg € G
.o X =1g ° X
ise X vektor alanina sag invaryant vektor alani denir.
X=1{Xl Xex, rg.°X=ry °X}

X vektor alanlar1 uzaymin bir alt uzayr olan bu uzaya sag invaryant vektor alanlarinin

uzay1 denir (Hacisalihoglu, 2006).

Tamm 2.3.6. G iizerindeki sol invaryant vektdr alanlarinin uzaymnin olusturdugu Lie
cebiri, G Lie grubunun Lie cebiri olarak tanimlanabilir. Ayrica G nin e birim
noktasindaki T; (e) tanjant uzay1 Lie cebir yapisi ile birlikte, G Lie grubunun Lie cebiri
olarak alinabilir (Hacisalihoglu, 2006).

Tammm 2.3.7. d:GxG — R, G Lie grubu lizerinde bir metrik olsun. Va € G ve

Vx,y € G igin,

i. d(ax,ay)=d(x,y) ise d metrigine sol invaryant metrik,

ii. d(xa,ya) =d(x,y) ise d metrigine sag invaryant metrik
denir (Hacisalihoglu, 2006).

Tanmmm 2.3.8. G Lie grubu iizerindeki bir d metrigi, hem sag invaryant hem sol

invaryant ise d metrigine bi-invaryant metrik denir (Hacisalihoglu, 2006).
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3. 3-BOYUTLU LIE GRUPLARINDA GENEL VE SLANT HELIiSLER

Bu boliimde Ciftci (2009) ve Okuyucu (2013) nun ¢aligmalarinda ele alinan 3-
boyutlu Lie gruplarinda genel helisler ve slant helisler tanitilacak, bu egriler ile ilgili

bazi teoremler ispatsiz verilecektir.

Bi-invaryant metrik ile 3-boyutlu bir Lie grubu G olsun. G Lie grubunun Lie
cebiri g olmak iizere, G Lie grubunun e birim elemant igin g Lie cebiri ile T;(e) tanjant
uzayinin Lie cebir yapisi izomorftur. G Lie grubunun Levi-Civita konneksiyonu V ve

<, > bi-invaryant metrik olmak {izere VX,Y,Z € g i¢in

(X, [v,z]) = ([X,Y],Z)

ve

1
V¥ = S [X.Y]

dir.

3-boyutlu Lie grubu G de birim hizli biregri « : I € R — G ve g nin ortonormal
bir baz1 {V;,V,,V5} olmak iizere, egri boyunca alinan iki vektor alam & ve { igin,
E= Y32 &V, ve { = Y3, ¢V seklinde ifade edilebilir. Burada &; ve {; reel degerli

diizgiin fonksiyonlardir. Burada ¢ ve { vektor alanlari igin Lie ¢arpimi
£.31= ) &gy

esitligi ile tanmhdir. T=a’' ve { = Y3, &V, = Z?zl%Vi olmak tizere, a egrisi

boyunca herhangi bir ¢ vektor alanin kovaryant tiirevi V /€,

Vo= €+ 5[T.6) @

seklindedir. Burada &, bir sol invaryant vektor alanin a egrisine kisitlanmist ise & = 0

dir (Crouch ve Silva, 1995).
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Tamm 3.1. 3-boyutlu Lie grubunda yay parametreli biregria: I SR - Gve X €g
bir birim sol invaryant vektor alani olsun. a egrisi ile X, a egrisinin her noktasinda

sabit bir ag1 yapiyorsa, yani a egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektor alant T, bir

sol invaryant vektor alant X ve ¢ # g sabit bir ac1 olmak iizere

(T(s),X) = cose

ise a egrisine G de genel helis denir (Cift¢i, 2009).

Tammm 3.2. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egria: ISR - G ve a

egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, t} olsun.

1
Tc = §<[Tr N]r IB)

veya

1 1

([T, 7], T + == II[T, T]II?

T:
67 227

dir (Ciftgi, 2009).
Tamm 3.3. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egri a : [ S R - G ve «

egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, T} olmak tizere

T— Tg
h =

K

esitligi ile verilen h fonksiyonuna a egrisinin harmonik egriligi denir (Okuyucu, 2013).

Teorem 3.1. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egria: I S R - G ve a
egrinin Frenet elemanlar1 {T,N, B, k,7} olsun. ¢ € R sabit bir say1 olmak iizere, «

egrisinin genel helis olmasi i¢in gerek yeter sart

T=CK+ Tg

olmasidir (Ciftgi, 2009).
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Tanim 3.3. ve Teorem 3.1. bir arada diisliniiliirse, G de birim hizl1 bir @ egrisinin
genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T—Tg

h = = ¢ = sabit

K

olmasidir.

Tamm 3.4. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egri a : [ S R — G Ve «
egrinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun. a egrisinin asli normal vektor alan1 N ile

X € g birim sol invaryant vektor alani sabit a¢1 yapiyorsa, yani ¢ ¢% sabit bir ag1

olmak tzere
(N(s),X) = cosgp

Ise a egrisi G de slant helistir (Okuyucu, 2013).

Tammm 3.5. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egria: I SR — G ve «
egrinin Frenet elemanlar1 {T,N, B, k, 7} olsun. a egrisinin asli normaller gdstergesinin

kiiresel resminin geodezik egriligi,

k@ + D)2

oN n

esitligi ile tanimlidir (Okuyucu, 2013).

Lemma 3.1. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli biregria: I € R - G ve a

egrinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun.

[T,N], B)B = 27,B (3.2)
[T, B], N)N = —27,N (3.3)

=
=
I

dir (Okuyucu, 2013).
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Teorem 3.2. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli biregria: I S R - G ve a

T—Tg

egrisinin Frenet elemanlar1 {T,N, B, k,t} olsun. h = fonksiyonu « egrisinin

K

harmonik egriligi ve ¢ ig sabit bir a¢1 olmak tizere, a egrisi bir slant helis ise a

egrisinin ekseni

kh(1 + h?) k(1+ h?)
X={—F—T+ N+ ———Bjcosg

dir (Okuyucu, 2013).

Teorem 3.3. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli biregria: I S R - G ve a

egrisinin Frenet elemanlar1 {T,N, B, x,t} olsun. h = % fonksiyonu a egrisinin
harmonik egriligi ve ¢ # g sabit bir a¢1 olmak iizere, a egrisinin slant helis olmasi igin

gerek yeter sart

k@ + )Y

oy X = tang = sabit

olmasidir (Okuyucu, 2013).

Tamim 3.6. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egria : I € R — G ve g Lie
cebirinin ortonormal bir baz1 {V;,V,,V5} olsun. a egrisinin tegetler gostergesi

f:1S R - 5% c golmak iizere,

3

B(sg) = T(s) = Z tiV;

i=1

dir. Burada sz, 8 egrisinin yay parametresi ve s, a egrisinin yay parametresidir.

Ayrica a egrinin Frenet elemanlart {T,N, B, k,t}, B egrisinin Frenet elemanlart

T—T¢g

{']I‘B,Nﬁ, Bg, Kﬂ,’l’ﬁ} ve h = olmak tizere a ve [ egrisinin Frenet vektor alanlari

arasindaki iliskiler:
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Tﬁ(sﬁ) = N(S),

1 h
No(s) = ~ e T+ e o)

h 1
%) = O

seklindedir (Okuyucu, 2013).

Teorem 3.4. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egri a: I € R — G olsun.
a egrisinin slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart a egrisinin tegetler gostergesi olan

P egrisinin genel helis olmasidir (Okuyucu, 2013).

Tamim 3.7. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli biregri@ : I € R — G ve g Lie
cebirinin ortonormal bir bazi {V;,V,,V;} olsun. a egrisinin normaller gostergesi

y:I € R - 5% c g olmak iizere,

3

¥(sy) =N(s) = zniVi

i=1

dir. Burada s,, y egrisinin yay parametresi ve s, @ egrisinin yay parametresidir.

Ayrica a egrinin Frenet elemanlart {T,N,B,«,t}, y egrisinin Frenet elemanlari

T—T¢g

{T,,N,,B,,x,,T,} ve h =

olmak iizere y egrisinin birim teget vektor alan1 T,, min

a egrisinin Frenet vektor alanlari cinsinden ifadesi agagidaki gibidir:

1 h
) =~ YO e

(Okuyucu, 2013).

Teorem 3.5. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egri « : I € R — G olsun.
a egrisinin slant helis ise @ egrisinin normaller gostergesi olan y egrisi diizlemsel bir

egridir (Okuyucu, 2013).
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Tamm 3.8. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli biregria : I SR — G ve g Lie
cebirinin ortonormal bir bazi {V;,V,, V5 } olsun. a egrisinin binormaller gostergesi

§:1 € R - 5% c g olmak iizere,

3
5(ss) = B(s) = Z b;V;
i-1

dir. Burada sg, 6 egrisinin yay parametresi ve s, @ egrisinin yay parametresidir.

Ayrica a egrinin Frenet elemanlar1 {T,N, B, k,t}, § egrisinin Frenet elemanlart

1 , kh>0
1 , kh<0

T—

{Ts,Ngs, Bs, ks, 75}, h = % ve € = {_ olmak iizere a ve § egrisinin

Frenet vektor alanlar arasindaki iligkiler:

Ts(ss) = —eN(s),

h
N0 = e T
h 1
Bs(se) =~ e L Ot e o)

seklindedir. (Okuyucu, 2013).

Teorem 3.6. 3-boyutlu G Lie grubunda yay parametreli bir egri @ : I € R — G olsun.
a egrisinin slant helis olmasi igin gerek ve yeter kosul a egrisinin binormaller

gostergesi olan § egrisinin genel helis olmasidir (Okuyucu, 2013).
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4. 3-BOYUTLU LIE GRUPLARINDA FRENET CATISINA GORE
SMARANDACHE EGRILERIi

Bu béliimde 3-boyutlu G Lie gruplarindan bir birim hizli egrinin Frenet vektor
alanlar1 {T,N, B} ticliisii yardimiyla Smarandache egrilerinin tanimlar1 verilecek ve bu

egriler i¢in Frenet elemanlar1 elde edilecektir.

3-boyutlu Lie grubu G de birim hizli bir egri ¢ : I € R — G ve a egrisinin
Frenet elemanlar1 {T,N, B, x, t} olsun. G Lie grubunun Levi-Civita konneksiyonu V

olmak iizere, a egrisinin Frenet elemanlari i¢in

VeT] [0 x O[T
VeN[=|-k 0 [N (4.1)
v.Bl Lo -t ollB

dir. Buradan (3.1), (3.2), (3.3) ve (4.1) esitlikleri yardimiyla,

i) a egrisinin teget vektor alan1 T igin,

1
VT =T+ [T,T]

T = kN
dir.
i) a egrisinin asli normal vektdr alan1 N igin,
.1
ViN = N+ [T N]
N= —xT+ (- 15)B
dir.

i) a egrisinin binormal vektor alant B i¢in,
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.1
VeB = B+ [T, B]
B= —(tr— 1,)N

dir.

(1), (ii) ve (iii) esitliklerinden a egrisinin Frenet vektor alanlari {T, N, B} icin

T(s) 0 K 0 T(s)
N@)|[=|—x 0 (T — 7¢) | [N(s) (4.2)
B(s) 0 —(t— 1¢) 0 B(s)

turev formulleri elde edilir.

Tanim 4.1. G, 3-boyutlu Lie grubunda birim hizli biregria : I € R — G ve bu egrinin

Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun. Bu durumda G de TN-Smarandache egrisi

1
Y(sy) = N (T(s) + N(s)) (4.3)

dir.

Simdi TN-Smarandache egrisi nin Frenet elemanlari {']I‘lp,Nlp, IBBII,,K#,,TI,,} yi

hesaplayalim. (4.3) denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa

sy 1o
il TUORLIO)

elde edilir. Bu esitlikte (4.2) tiirev formiilleri kullanilir ve h = % oldugu diisiiniiliirse

dSw

T, —~ = % (=T(s) + N(s) + hB(s)) (4.4)
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denklemi elde edilir. (4.4) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

dsw K
v & 2
& 2+ h (4.5)

dir. (4.5) den CZS—Z’ degeri (4.4) denkleminde yazilirsa TN-Smarandache egrisinin teget

vektor alani Ty,

—T(s) + N(s) + hB(s)
T¢(s¢) = m

(4.6)

olarak bulunur.

(4.6) denkleminde her iki tarafin tiirevini alir ve (4.2) tirev formiillerini

kullanirsak
N (s )d5¢, i (—x(2 + h?) + hh)T(s) + (—k(1 + h?)(2 + h?) — hh')N(s)
pNylSy) 7= = 211y
((Kh +h')(2 + h?) — hzh’)IBB(s)
+ 3
(2+h2)72
veya

Ay = —k(2+ h*) + hl',
By = —k(1+ h*)(2 + h*) — hh',
Cy = (kh + R')(2 + h?) — k2R

olmak lizere

ds Ay T(s) + ByN(s) + CyB(s)
Ny (sy) d:)= . (thz)s/z . (4.7)
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d
denklemi elde edilir. (4.5) den — esitligi (4.7) denkleminde yerine yazlir ve her iki tarafin

normu alinirsa TN-Smarandache egrisinin egriligi ky;

. V2
— — 2 2 2
ey = [Ty || = m\/ﬂw +By+Cy (48)
olarak elde edilir.

(4.5), (4.7) ve (4.8) denklemlerinden TN-Smarandache egrisinin asli normal vektor

alani Nw;

Ny(sy) =

\/qu,, + B2+C2 |

olarak bulunur.

TN-Smarandache egrisinin binormal vektor alant By

1 -1 1 h
x/2+h2\/c43;)+73;j

By (sy) = Ty(sy) ANy (sy) =

)

+C2

danp =V2+h?veg = \/c/llzp + Bj,+Cy; olmak iizere

By (s,) = pi%{(cg,, CRBY)T(s) + (Cp + Ay )N(s) — (By + Ay)B(s))

olarak bulunur.

TN-Smarandache egrisinin ikinci egriligi 7y, degerini hesaplamak i¢in

Y' = % (—’]I‘(s) + N(s) + h]B(s))
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denkleminden iki kez tiirev alir ve (4.2) tiirev formiillerini kullanirsak

Y = %{(—KZ —kDT(s) + (k' — k2(1 + h?))N(s) + (k2h + k'h + kh)B(s)}

ve
P = i{(—SKK’ — k" +Kk3(1 + hD))T(s)
V2
+(—(x3 + 3kx’)(1 + h?) + k" — 3k2hh")N(s)
+(—k3h(1 + h?) + 3kx’h + (k2 + 2R’ + k""h + kh")B(s)}
veya

£ =—-3kx’' — k" + k3(1 + h?),
m = —(x3 + 3xx’)(1 + h?) + k" — 3x2hh/,
n=xk’*h+x'h+xh'

olmak tzere

£T(s) + mN(s) + nB(s)
V2

lp”l _

olarak elde edilir. Boylece

T _ det(lp’,lp”,lp”,)
v ' Ay

den

_ V2{(khp® + W)L+ K'm + kp*n}
= (k2hp? + kh')? + (kh')? + k*p*
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olarak elde edilir.

Tamim 4.2. G, 3-boyutlu Lie grubunda birim hizli biregri « : I € R — G ve bu egrinin

Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun. Bu durumda G de TB-Smarandache egrisi

1

w(s,) = ﬁ(T(s) + B(s)) (4.10)

dir.

Simdi TB-Smarandache egrisi nin Frenet elemanlar1 {T,, N, B, K, To} ¥

hesaplayalim. (4.10) denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa

_ dw ds,

. .
w' = EE = E(T(S) + IB(S))

T—T¢g

elde edilir. Bu esitlikte (4.2) tiirev formiilleri kullanilir ve h = oldugu diistintiliirse

dsy _ K

To e = 75 (1= NG (4.11)

denklemi elde edilir. (4.11) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

Ao _ * 4 _p 412
- - (412

dir. (4.12) den ‘%‘) degeri (4.11) denkleminde yazilirsa TB-Smarandache egrisinin teget

vektor alan1 T, ;

Tw(sw) = N(s) (4.13)
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olarak bulunur.

(4.13) denkleminde her iki tarafin tiirevini alir ve (4.2) tiirev formiillerini

kullanirsak
ds,
KNy (Se) s = —kT(s) + khB(s) (4.14)

denklemi elde edilir. (4.12) den ddi;" esitligi (4.14) denkleminde yerine yazilir ve her iki tarafin

normu alinirsa TB-Smarandache egrisinin egriligi k ;

! 2
ko = [ | = =2 JTH T2 (4.15)

(1-h)

olarak elde edilir.

(4.12), (4.14) ve (4.15) denklemlerinden TB-Smarandache egrisinin asli normal

vektor alan1 N ,;

1 h
N = — T B .
w(50) = = == T(S) + ==s B(S) (416)

olarak bulunur.

TB-Smarandache egrisinin binormal vektor alant B,;

[B(S):']I‘(s)/\N (S): 1 0 1 0‘

w\Pw w\Pw w\Pw ,—1+h2 1 0 h,
h 1

Bolo) = i O )

olarak bulunur.

TB-Smarandache egrisinin ikinci egriligi 7, degerini hesaplamak icin
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K

V2

w' =—(1—h)N(s)

denkleminden iki kez tiirev alir ve (4.2) tiirev formiillerini kullanirsa

w'" = %{—K’Z(l —h)T(s) + (k'(1 — h) — kh")N(s) + k2h(1 — h)B(s)}
ve
1 oy
w'" = ﬁ{(—&m (1 —h) + 2k*h")T(s)
+(—=k3(1-h)(1+h*>) +k"(1—h) —2K'hR — kh")N(s)
+(3kK’h(1 — h) + k2R'(1 — 3h))B(s)}
veya

£ = —3kx'(1—h) + 2K2R/,
m=—-k3(1-h)(1+h*>)+k"(1—h) -2k’ —Kh",
n = 3kxk’h(1 —h) + k?h'(1 — 3h)

olmak tzere

_ tT(s) + mN(s) + nB(s)
- V2

nr

olarak elde edilir. Boylece

det(w', (A)”, wlll)
T, =
@ lw" A w”||

den
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_ V2(n+ho)
T K31 - h)2(1+h?)

Tw

olarak elde edilir.

Tamm 4.3. G, 3-boyutlu Lie grubunda birim hizli biregria : | £ R — G ve bu egrinin

Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun. Bu durumda G de NB-Smarandache egrisi

#(s4) = 5 (NGs) + BE) (@17)

dir.

Simdi NB-Smarandache egrisi nin Frenet elemanlari {T¢,N¢,B¢,K¢,T¢} yi

hesaplayalim. (4.17) denkleminde her iki tarafin tiirevi alinirsa

: L (N(s) + B
¢ —Eg—ﬁ( (s) + B(s))

elde edilir. Bu esitlikte (4.2) tiirev formiilleri kullanilir ve h = % oldugu diisiiniiliirse

T, B _ < (=T(s) — AN(s) + hB(s)) (4.18)
s W2

denklemi elde edilir. (4.18) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

o _ K M ron (4.19)
ds 2 '

dir. (4.19) dan (%b degeri (4.18) denkleminde yazilirsa NB-Smarandache egrisinin teget

vektor alani Ty,
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—T(s) — hN(s) + hB(s)
Tolso) =—om

(4.20)

olarak bulunur.

(4.20) denkleminde her iki tarafin tiirevini alir ve (4.2) tirev formiillerini

kullanirsak
N dsg B (kh(1 + 2h?) + 2hh)T(s) + (—x(1 + h?)(1 + 2h?) — K))N(s)
kpNg(sg) ds 1+ 2h) 2
N (=xh?(1 + 2h?) + h")B(s)
(1 + 2h2)*2
veya

Ay = kh(1 + 2h?) + 2hH,
By = —k(1+ h*)(1 4 2h*) = 1,
Cp = —kh*(1 4+ 2h*) + 1’

olmak tlizere

K¢N¢(5¢) ds 1+ 2h2)3/2 (4.21)

. . d
denklemi elde edilir. (4.19) den % esitligi (4.21) denkleminde yerine yazilir ve her iki tarafin

normu alinirsa NB-Smarandache egrisinin egriligi kg,

. V2
K¢ - ”T¢” == m\/cﬂé +B§)+C§) (422)

olarak elde edilir.
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(4.19), (4.21) ve (4.22) denklemlerinden NB-Smarandache egrisinin asli normal

vektor alam N¢;

1

Ng(sy) = (ApT(s) +BeN(s) + CyB(s) ) w23
2 2 2 )
c/1¢ + B¢+C’¢
olarak bulunur.
NB-Smarandache egrisinin binormal vektor alan1 B é

1 -1 —h h

By (sp) = Te(5¢) ANg(54) = > 2 ,
2
Vv1+ 2h \/ﬂ¢+B¢+C’¢ "q¢ Bd) €¢

dan p =V1+ 2h?veqg = \/cﬂé + Bé+€£ olmak tizere

1
By(sg) = gg—%{—h(% + By )T(s) + (Cp + hAy )N(s) + (—=By + hA ) B(s)}

olarak bulunur.

NB-Smarandache egrisinin ikinci egriligi 74 degerini hesaplamak igin
¢ =—=(=T(s) ~ IN(s) + hB(5))
=—(-T(s) — s S
V2

denkleminden iki kez tiirev alir ve (4.2) tiirev formiillerini kullanirsak

1

\/E{(—K' + k?h)T(s) + (=x?(1 + h?) — k'h — kh")N(s)

¢Il —

+(—k?h? + k'h + kh")B(s)}

ve
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1

\/i{(—K” + 3kk'h + 2k2h" + K3(1 + h?))T(s)

¢III _

+(k3h(1 + h?) — 3k’ — k"h — 2k'h’ — kh" — 3kh(xh)")N(s)
+(—k3h(1 + h?) — 3kh(kh)' + k" h + 2Kk'h’ + kh")B(s)}

veya
£ =—xk" +3kK'h + 2k%h’ + K3(1 + h?),
m = k3h(1 + h?) —3kk’ — k"h — 2k'h’ — kh"" — 3kh(xh)’,
n = —k3h(1 + h?) — 3kh(kh)’ + k"h + 2K'h’ + kh"

olmak tzere

B £T(s) + mN(s) + nB(s)
N V2

¢III

olarak elde edilir. Boylece

T _ det(¢,,¢”,¢,”)
¢ g’ A"l

den

_ 2{khp*t + K'm + (kp* + h')n}
to = 2k2h' (W' + kp?) + k*p*(1 + h?)

olarak elde edilir.

Tamim 4.4. G, 3-boyutlu Lie grubunda birim hizli biregri ¢ : I € R — G ve bu egrinin

Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, } olsun. Bu durumda G de TNB-Smarandache egrisi

g(sg) = \/—1§ (T(s) + N(s) + B(s)) (4.24)
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dir.

Simdi TNB-Smarandache egrisi nin Frenet elemanlar {Tc' N, B¢, k¢, TC} yi

hesaplayalim. (4.24) denkleminde her iki tarafin tlirevi alinirsa

B dg ds B

1 ,. . .
C’ = E% = E(T(S) + N(S) + B(S))
¢

T—T¢g

elde edilir. Bu esitlikte (4.2) tiirev formiilleri kullanilir ve h = oldugu diistintiliirse

Tcﬂ L (=T(s) + (1 — R)N(s) + hB(s)) (4.25)
ds /3

denklemi elde edilir. (4.25) denkleminde her iki tarafin normu alinirsa

dsg _ V2K p———s (4.26)
ds /3

dir. (4.26) den % degeri (4.25) denkleminde yazilirsa TNB-Smarandache egrisinin

teget vektor alant T,

T (s ) _ —T(s) + (1 — h)N(s) + hB(s)
156) = VIR R

(4.27)

olarak bulunur.

(4.27) denkleminde her iki tarafin tiirevini alir ve (4.2) tirev formiillerini

kullanirsak
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ds; (2(1 h+h?)(1—h) - h(1—2h)) )

sNe(s C) 2VZ(1—h + h2)*2
(2(1—h+h2)( k—h' — Kh2)+h(1—2h)(1—h)) )
2v2(1 — h + h2)*/2

,a-h+ h2)(kh(1 — h) + h') + hi'(1 — 2h)) BGs)
2v2(1 — h + h?2)*/2

veya

A, = —2(1—h+h2)(1—h) — h'(1 - 2h),
B, = 2(1 — h + h?)(—k—h' — kh?) + k'(1 — 2h) (1 — h),
Ce = 2(1 — h + h?)(kh(1 — k) + k') + kR’ (1 — 2h)

olmak lizere

dsg Jlg']I‘(s) + B.N(s) + C.B(s)
“No(So) s = 53— h e e (4.28)

. . d
denklemi elde edilir. (4.26) den f esitligi (4.28) denkleminde yerine yazilir ve her iki tarafin

normu alinirsa TNB-Smarandache egrisinin egriligi x;

: V3
K, = || T = AR /cﬂg + BZ+C? (4.29)

olarak elde edilir.

(4.26), (4.28) ve (4.29) denklemlerinden TNB-Smarandache egrisinin asli normal

vektor alam Ng;

1
N (s.) = (AT(s) + BN(s) + CB(s)) @.30)

Az + B2+c2

olarak bulunur.
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TNB-Smarandache egrisinin binormal vektor alani B;

1 -1 1-h h
V2vV1 = h + h? [A2 + B2+C2
¢ ¢cT¢ A
¢

Bc(s¢) = T(sc) AN(sc) =

B, G
danp =v1—h+h?veg = /a‘l% + BZ+C¢ olmak iizere
1
S.) =—1((1 = h)C. — hB.)T(s) + (C. + hA.)N(s
(5 = o (= e = BB)TE) + (€ + RAINE
— (By + (1 — h)Ay)B(s)}
olarak bulunur.
TNB-Smarandache egrisinin ikinci egriligi 7. degerini hesaplamak i¢in
K
¢ = ﬁ (—']I‘(s) + (1 - h)N(s) + hIB(s))
denkleminden iki kez tiirev alir ve (4.2) tiirev formiillerini kullanirsak
1
¢" = ﬁ{(—xz(l —h) —k)T(s) + (—k?(1 + h®) + k'(1 — h) — kh")N(s)

+(k2h(1 — h) + k'h + kh') B(s)}

ve

1
g,r/r — ﬁ{(_’c” _ 3K'K,(1 _ h) + 2K2h + K3(1 + hZ))T(s)

+(—xk3(1 = h)(1 + h?) — 3k’ + k" (1 — h) — 2k'h’ — kh"" — 3kh(xh)")N(s)
+(—x3h(1 + h?) — 2k%hh’ + kh(1 — h) Bk’ + k) + k" h + 2k'h’ + kh')B(s)}



veya
£ =—k"—3kx'(1 —h) + 2K*h’ + k3(1 + h?),
m=—k3(1—-h)(1+h?) —3kx’ +k"(1 —h) — 2k'h’ — kh" — 3kh(xh)’,
n = —k3h(1+ h?) — 2k?hh’ + kh(1 — h) Bk’ + k) + k""h + 2Kk'h’ + Kh"

olmak lizere

_ T(s) + mN(s) + nB(s)
- V3

nr

olarak elde edilir. Boylece

y_ det(cl,cn’cul)
¢ " Ag”l

den

_ V3{(2k?hp?® + kh')L + kh'm + (2K p* + kh')n}
T T 4kShipt + 3k3(W)2 + 4Kt p2(1 + h)

olarak elde edilir.

32
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5. 3-BOYUTLU LIE GRUPLARINDA ALTERNATIF {N, C, W} CATISI ve BU
CATIYA GORE C-SLANT HELISLER

Bu boliimde G, 3-boyutlu Lie grubunda alinan birim hizli bir egrinin {izerinde
hareketli alternatif {N, C, W} ¢atis1 olusturulacak ve C-slant helis egrisinin tanimu ile bu
tip egrilere ait bazi karakterizasyonlar verilecektir. Ayrica bir egrinin C-slant helis
olmasi durumunda bu egri ile kiiresel gosterge egrileri arasindaki iliskiler

incelenecektir.

Tamim 5.1. 3-boyutlu Lie grubu G de birim hizli biregri @ : [ € R — G ve a egrisinin
Frenet elemanlar1 {T,N,B,k,7} olsuinn. DAT=TDAN=NDAB=B
kosullarim1 saglayan D = (t — ;)T + kB = NA N vektoriine 3-boyutlu G Lie
grubunda a egrisinin s parametresine karsilik gelen a(s) noktasindaki Darboux vektor

alanm denir.

D Darboux vektorii yoniindeki birim vektor W olsun. ||D|| = \/ K? + (T — 14)?

olmak tlzere

we D
DI’

_ (T — 7¢) K B
- JEZ+ (T — 14)2 Vi + (T — 15)2

T—Tg

dir. Son esitlikte h =

oldugu disiiniliir ise W birim Darboux vektorii

h 1
W(S) = ﬁT(S) + WB(S) (51)

olarak elde edilir.
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Tamm 5.2. 3-boyutlu Lie grubu G de birim hizlibiregria : I € R — G ve a egrisinin

Frenet elemanlan {T, N, B, x, 7} olsun. C(s) = ”28” alinirsa, {N, C, W} t¢liisii a egrisi
i¢in bir ortonormal hareketli ¢ati olur.
N(s) T— 16 .. ST
Gergekten; C(s) = T ve h = — olmak {iizere, (4.2) esitligi yardimiyla

C(s) =———=T(s) +

h
RN e 2

elde edilir. Buradan 3-boyutlu G Lie grubunda bir birim hizli a egrisinin a(s)
noktasindaki {N, C, W} ii¢liisii igin (5.1) ve (5.2) esitlikleri yardimiyla

(NG)LN(@s) =1, (C(s),Cls) =1, (W(s),W(s) =1
ve
(N(s),€(s)) =0, (N(s),W(s))=0, (C(s),W(s))=0

sartlarmin saglandig1 kolayca goriilebilir. Dolayisiyla {N, C, W} tcliisti @ egrisi i¢in bir

ortonormal ¢ati olur.

Teorem 5.1. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir ¢ : I € R — G egrisinin a(s)

noktasindaki {N, C, W} ¢atis1 i¢in tiirev formiilleri asagidaki gibidir:

N(s) 0 n(s) 0 ][N

CE (=16 0  wuE||C6) |

W(s) 0 —u(s) 0 J|W(s)
Buradan(s) = kV1 + hZ, u(s) = n(s)i - 1)’:;12 ve oy (s) = K(1+:’2)3/2 dir

Ispat: 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizl bir egri a olsun. a egrisinin N vektor alan1

icin (4.2) esitliginden

N(s) = —kT(s) + (r — 75)B(s)
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dir. h = =< oldugundan

N(s) = —«T(s) + kh B(s)

olarak yazilabilir. Bu esitlik (5.2) esitligi ile birlikte diigtiniildiigiinde

N(s) = k1 + h2C(s) (5.3)

elde edilir.

C(s) vektor alani igin (5.2) esitliginin her iki yaninin tiirevi alinirsa

! !

. : h h .
C(s =(—)']I‘s +———T(s +(—>IBS + ——=B(s
=) " R O R PO Rt
dir. (4.2) tiirev formiilleri yardimiyla bu esitlik diizenlenirse,
C(s) = ']I‘(s) — Ky 14+ h?N(s) + ]B(s),
(1+ h?)’2 + h2)’/2

C(s) = =k 1+ h2N(s) + 1T <\/7 \/7 )

Bu esitlikle beraber (5.1) esitligi bir arada diisiiniiliirse

C(s) = =k 1+ h2N(s) + 1

W) (5.4)

olarak elde edilir.

W(s) Darboux vektor alani igin (5.1) esitliginin her iki yaninin tiirevi alinirsa

! !

W(s) = (ﬁ) T(s) +\/%’]T(s) + (ﬁ> B(s),

1
B e
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W(s) = h—"]I‘(s) — h—h,IB(s)
1+ w2 (1+ h2)*2

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi 1:1;12 parantezine alinir ve (5.2) esitligi ile birlikte
diisiiniiliirse
W(s) = — 5.5
() = 7252 C(s) (5.5)

olarak elde edilir.

Sonug olarak 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir @ : I € R — G egrisinin
a(s) noktasindaki {N, C, W} catis1 (5.3), (5.4) ve (5.5) i¢in tlirev formiilleri

", I[ 0 kW14 hz 0 1|
S — —h' 1| N(s)
Cs) | = I_K 1+ h* 0 1+ hzl C(s)
W(s) —h' W(s)
[ 0 T J
veyan(s) = kV1+ h? ve u(s) = 14}:;12 denilirse
N(s) 0 n@s) 0 ][N(s)
C) [=]-ns) 0 ws)||cls) (5.6)
W(s) 0 —u(s) 0 ||W(s)

olarak elde edilir.

Tamm 5.3. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir egri a : | € R — G olmak {izere
bu egrinin tizerindeki alternatif hareketli ¢at1 { N,C,W} ve X € g bir birim sol

invaryant vektor alani olsun. a egrisinin C vektor alani ile X birim sol invaryant vektor

alani sabit bir ag1 yapiyorsa, yani 6 # g sabit bir a¢1 olmak tizere,

(C(s),X) = cosO
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ise a egrisine G de C-slant helis denir.

Teorem 5.2. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir egri a : I SR — G ve bu
egrinin lizerindeki alternatif hareketli ¢atis1 { N, C, W} olmak tizere, a egrisi G de bir C-

slant ise ekseni

¥ = i MN(S) +C(s) — UQIUHORIEO) W(s) } cos6  (5.7)

o (it) col) )

dir.

Ispat: a egrisi G de bir C-slant helis olsun. O halde 1; = (N(s),X), 1, = (C(s),X) ve

Az = (W(s), X) olmak iizere, a C-slant helis egrisinin ekseni X,

X = 1N(s) + 1,C(s) + A3 W(s)

seklinde yazilabilir.

G Lie grubunda C-slant helis tanimindan,

(C(s),X) = cosO = sabit (5.8)

dir. Bu esitlikte her iki tarafin tiirevi alinirsa;

(C(s), X) +(C(s),X) = 0

olmak tizere (5.6) tlirev formiillerinden

—1(s)(N(s), X) + u(s)(W(s),X) = 0,

w(s),x) = 1 (s, x) (5.9)

u(s)
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elde edilir. (5.9) dan tekrar tiirev alirsak,

n(s)\ n(s)
) ML+ ), X)

(W(s), %) = (T e

olmak tizere, (5.6) tiirev formiilleri bu esitlikte kullanilirsa

2
—~u(s)C(s), X) = (’7( )) N X + T (e (s), 0,
(s) u(s)
n?(s) + u*(s)
(NE).X) = =€), X) 510
H(s) (u(S))
elde edilir.
(5.10) esitligi (5.9) de yazilirsa,
2
(W(s),X) = _77(5)(277 (s) -l(-l)l 2(s)) (C(), X) 61D
©(33)
dir.
Boylece (5.9), (5.10) ve (5.11) esitliklerinden;
A= % coso, A, = cosé, A = 77(5)(77 () -l(-l; (S)) cos6
n\s n(s
u(s )<#(S)) uis )<.U(S)>

olmak iizere, @ C-slant helis egrisinin ekseni X;
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P I HORY SO (S)+(C(S)_n(S)(n2(5)+u2(S))

[ (i) o (i)

W(s)l cos6
)

olarak bulunur.

Teorem 5.3. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir egri a : I SR — G ve bu
egrinin lizerindeki alternatif hareketli ¢atis1 { N, C, W} olmak {izere, a egrisinin G de bir

C-slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart

(72(s) + u2(s)) 72

(s) = ,
~ k2(s) (1)

T
= tand,0 # P sabit,

olmasidir.

Ispat: a egrisi G de bir C-slant helis olsun. Teorem 5.2. den bu egrinin ekseni,

P I HORY SO (s)+«:(s)—"(S)("2(5)+”2(S))

L K )<ugsg) Hi(s )(MES%)

W(s)l cos6

ve X bir birim vektor alan1 oldugundan || X|| = 1 sart1 kullanilirsa

(72(s) + u2(s)) 72
NN
K (S)(.U(S))

I'(s) = = tan6

sabit oldugu kolayca goriilebilir.

Tersine I'(s) sabit oldugunda, a egrisinin G de bir C-slant helis olmas1 gerektigi

aciktir.
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Teorem 5.4. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir egri a : I SR — G ve bu
egrinin lzerindeki alternatif hareketli catis1 { N, C, W} olmak iizere, a egrisi C-slant

helis ise

_ Jtan26 — (f f(s)ds)?
MW= T T s

dir.

Ispat: « egrisi C-slant helis olsun. O halde Teorem 5.3. den

3/
2(5) + 12(s)) /2
I(s) = (n*() .U(())), L ol
2 M)
) (i
dir. oy = % oldugundan bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilarak

_ ) A + ah(s)-

tanf -
oy (s)

)

aw(s)
(1+a2(s)72

u(s)cotf =

1 !
6 = —————],
#(sIaoncot < 1+ a,f,(s))

1 !
0= ———
() cot ( 1+ a,%,(s))

elde edilir. Burada her iki tarafin integrali alinirsa,
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cotd f n(s)ds = —

1
J1+05(s)

veya

9
—f;‘(l:) —=- 11+ 02(s)

dir. Son esitlikten oy ¢ekilirse

Jtan2 8 — ([ n(s) ds)?
I n(s) ds

on(s) =

olarak bulunur.

Teorem 5.5. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir egri @ : I € R — G ve bu egri
tizerindeki alternatif hareketli ¢atist {N,C, W} olsun. G de a egrisinin tegetler
gostergesi olan egri f olmak tizere, a egrisinin C-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter

sart [ egrisinin slant helis olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki « egrisi G Lie grubunda C-slant helis olsun. Tanim 5.3. den 6 #

s . . o
2 sabit bir a¢1 olmak lizere,

(C(s),X) = cosO

dir. G Lie grubunda, a egrisinin C vektor alani

0O =

T(s) + B(s)

h
V1+ h?
ve Tanim 3.6. dan f egrisinin asli normal vektor alan1 Ng;

1 h
No(os) = ~ 5 T+ e B
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olup bu esitlikler yardimiyla kolayca goriilebilir ki (C(s), X) = cos6 olmasi
(Ng(sp), X) = cos6

olmasin gerektirir. Bu da  egrisinin G de bir slant helis oldugunu soyler.

Benzer sekilde S egrisinin G Lie grubunda bir slant helis olmasi durumunda «

egrisinin C-slant helis olacagi gosterilebilir.

Teorem 5.6. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizli bir egri @ : I € R — G ve bu egri
tizerindeki alternatif hareketli ¢atis1 { N, C, W} olsun. G de a egrisinin asli normaller
gostergesi olan egri y olmak iizere, @ egrisinin C-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter

sart y egrisinin genel helis olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki « egrisi G Lie grubunda C-slant helis olsun. Tanim 5.3. den 6 #

s . . o
> sabit bir a¢1 olmak iizere,

(C(s),X) = cosO

dir. G Lie grubunda, « egrisinin C vektor alani

C(s) = — T(s) + B(s)

1 h
it ViR

ve Tamim 3.7. dan y egrisinin teget vektor alant T, ;
olup bu esitlikler yardimiyla kolayca goriilebilir ki (C(s), X) = cos6 olmasi
(']I‘y(sy),X) = cosb

olmasini gerektirir. Bu da y egrisinin G de bir genel helis oldugunu sdyler.
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Benzer sekilde y egrisinin G Lie grubunda bir genel helis olmasi durumunda «

egrisinin C-slant helis olacag1 gosterilebilir.

Teorem 5.7. 3-boyutlu G Lie grubunda birim hizhi bir egri @ : I € R — G ve bu egri
lizerindeki alternatif hareketli catis1 { N, C,W} olsun. G de a egrisinin binormaller
gostergesi olan egri § olmak {izere, a egrisinin C-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter

sart § egrisinin slant helis olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki « egrisi G Lie grubunda C-slant helis olsun. Tamim 5.3. den 8 #

s . . o
> sabit bir a¢1 olmak lizere,

(C(s),X) = cosO

dir. G Lie grubunda, a egrisinin C vektor alani

1 h
C(s) = ———=T(s) + ——=DB(s)
1+ h? 1+ h?
ve Tanim 3.8. den ¢ = { L, kh>0 olmak iizere § egrisinin asli normal vektor
-1 , kh<0
alan1 Ng;
€ eh
Ns(ss) = —==T(s) - ——==B(s),
T Vit 2 V1+ h?

olup bu esitlikler yardimiyla kolayca goriilebilir ki (C(s), X) = cos6 olmasi

(Ns(ss),X) = —ecosO

olmasim gerektirir. Bu da § egrisinin G de bir slant helis oldugunu soyler.

Benzer sekilde § egrisinin G Lie grubunda bir slant helis olmast durumunda «

egrisinin C-slant helis olacagi gosterilebilir.
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