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OZET

SIMITLI BiR CESITLEMIN GENISLEMELERI UZERINDE
HESAPLAMA KODLARI
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Yiiksek Lisans, Matematik Bolimii
Tez Damismani: Dog. Dr. Mesut SAHIN
Eyliil 2017

Bu tezde projektif simitli gegitlemlerin 6zel altkiimeleri {izerinde tanimlanan hesaplama
kodlar1 galigilmigtir. Bu kodlarin parametrelerini hesaplamak igin kullanilan sifirlayan
ideallerin iireteclerini bulmaya yarayan iki yontem detaylica anlatilmigtir. Tezde, bir
projektif simit ile onun bir geniglemesinin sifirlayan idealleri arasinda giizel bir iligkinin

varligini sorgulayan bir agik problem de ¢aligilmigtir.

Anahtar Kelimeler: simitli gegitlem, tek terimli egri, genigleme, hesaplama kodu



ABSTRACT

EVALUATION CODES ON EXTENSIONS OF A TORIC
VARIETY

Yeliz YAKUT
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mesut SAHIN
September 2017

In this thesis, evaluation codes defined on special subsets of projective toric varieties are
studied. Two methods are presented in detail for finding generators of vanishing ideals
which are used to compute parameters of these codes. An open question investigating a
nice relationship between the vanishing ideals of a projective torus set and its extension

is also studied.
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1 GIRIS
Hata diizeltme kodlar: giiriiltiilii kanallar araciligiyla bilgi tagirken giivenilirligi temin
etmek i¢in kullanilir. Uygulamalardaki ¢nemleri nedeniyle bu kodlar; matematik, bil-
gisayar ve miihendislik bilimleri arasinda bir bulusma noktasi olagelmistir. Tiim hata
diizeltme kodlar1 matematiksel araglar kullamlarak elde edilse de, matematik ve kod-
lama teorisi arasindaki en derin ve biiyiileyici baglantilar Cebirsel Geometri Kodlariyla
ortaya ¢ikmaktadir denilebilir. Cebirsel Geometri Kodlari, yaklagik kirk yil énce V.D.
Goppa’nin ¢aligmalariyla baglayan ve giiniimiizde hem olgun hem de hala heyecan verici
bir arastirma konusu olma 6zelligini koruyan bir alandir. Ustelik farkli matematiksel
alanlarda degisik teorilerin gelisimini de tetikleyerek... Bu duruma belki de en iyi érnek
sonlu cisimler iizerindeki egriler hakkinda yapilan aragtirmalardir. Son zamanlarda ise
yiiksek boyutlu gesitlemler (yiizeyler vb.) kullanilarak elde edilen kodlar incelenmeye
baglanmug, fakat onlar hakkinda bilgi edinmenin getin bir hedef oldugu anlagilmigtir.
Simitli gesitlemler kullanilarak elde edilen kodlar, tam da bu noktada, simitli ge-
sitlemlerin 6zel kombinatorik yapilari sayesinde {imit verici olmustur. Ciinkii; hem bu
kodlar hakkinda bilgi edinme ve hesaplama yapma problemi basite indirgenebilmekte
hem de bu gekilde ¢ok iyi parametrelere sahip kodlar elde edilebilmektedir. Fakat heniiz
bu iyi parametreli kodlar {ireten matematiksel altyapi tam olarak aydinlatilamamigtir.
Bir simitli gesitlemin bir A matrisi tarafindan parametrize edilen X altkiimesinin
tanimladigi hesaplama kodlar1 olan parametrik kodlar literatiirde ilk kez Marquez, Si-
mis ve Villarreal tarafindan 2011’de yayimlanan [1] makalesinde ele alinmigtir. Ayni yil
Sarmiento, Pinto ve Villarreal [2] makalesinde A = I birim matrisine kargilik gelen pa-
rametrik kodun {i¢ temel parametresini hesaplamiglardir. Bir y1l sonra yine Sarmiento,
Pinto ve Villarreal tarafindan yiiriitiilen [3] galismasinda 6zel hipergizgelerin kenar-
lariin karakteristik vektorlerinin parametrize ettigi simitlerin sifirlayan ideallerini ve
kargilik gelen parametrik kodlarin parametrelerini incelemiglerdir. Ayni yil, [4] makale-
sinde, afin simitin ve projektif kapaniginin simitli ideallerini bulan bir metot verilmigtir.
Bu iki kiime iizerinde tanimlanan parametrik kodlarin denk olduklar1 gosterilmis ve
parametreleri galigilmigtir. 2013 yihinda yayimlanan [5] makalesinde; eq,...,e, € R"
standart birim vektorleri olmak {izere A = [e; +e3 -+ e,_1 +e, e,+ej] mat-
risine kargilik gelen parametrik kodlar ¢aligilmigtir. Aymi yil yiiriitiilen [6] makalesinde

kogegen matrislere kargilik gelen parametrik kodlar ele alinmigtir. Yine ayni yil yapi-



lan [7] ¢calismasinda A ve [0 A] matrislerine kargilik gelen projektif simitlerin sifirlayan
idealleri arasindaki iligki ve kargilik gelen kodlar incelenmistir. 2014 yilinda yayimla-
nan [8] makalesinde 6zel bir hesaplama kodu olan afin kartezyen kod tanitilmig ve temel
parametreleri hesaplanmigtir. Ayni yil yiiriitiilen [9] galigmasinda ise parametrik bir ko-
dun uzunlugunu sadece Lineer Cebir kullanarak hesaplayan bir yontem geligtirilmigtir.
2015 yilinda yayimlanan [10] makalesinde herhangi bir parametrik kodun parametrele-
riyle projektif simite kargilik gelen kodun parametreleri arasindaki iligki incelenmigtir.
Ayni y1l yiirtitiilen [11] ve [12] makalelerinde ise sirasiyla basit ¢izgeler ve ¢izgelerle
gift-devirler tarafindan tanimlanan parametrik kodlar ele alinmigtir. Son olarak bu yil
yapilan [13] aragtirmasinda parametrik kodlarim minimum uzakhgim Degigmeli Cebir
yontemleriyle hesaplamak amaciyla homojen idealler i¢in minimum uzakhk foksiyonu
teorisi geligtirilmigtir.

X altkiimesinin tanimladigi parametrik kodun iki temel parametresi [1] makalesinde
agiklandigy gekilde S/I(X) béliim halkasinin Hilbert fonksiyonu yardimiyla hesaplana-
bilir. Hilbert fonksiyonunun hesaplanmasi i¢in ilk adimda (X)) sifirlayan idalinin tire-
teglerinin bulunmas: gerekir ki [1] makalesindeki Teorem 2.1 bu hedefe ulagmak igin bir
yontem verir. Ayrica, makalenin bir bagka ana sonucu olan Teorem 2.5 de bazi sartlar
altinda 7(X)’i A’nin simitli idealinden elde etmek igin kullamlabilecek bir yontem verir.
Bu iki yontem tezin 3. Boliim’{inde ele alinmigtir. Tezin 2. Boliim’iinde daha sonraki
boliimlerde karsilagilacak simitli ideal, afin ve projektif simit, simitli kiime ve simitli
gesitlem gibi temel terimler 6rneklerle agiklanarak verilmigtir. 4. Boliimde ise tezin ana
problemini motive eden ve literatiirde bir ¢ok 6nemli 6zellige sahip yeni 6rnekler iiret-
mek igin kullanilan genigleme kavrami ele alinmigtir, [14-16]. Bu makaleler; temelde, bir
matrisin geniglemesinin simitli idealinin, o matrisin simitli idealine bir binom eklenerek
elde edildigi gercegine dayanmaktadir. Buradan yola ¢ikarak tezin amaci; benzer ilig-
kinin, projektif simitin sifirlayan ideali ile geniglemelerinin sifirlayan idealleri arasinda
olup olmadigr agik probleminin aragtirilmas: i¢in gereken teorik altyapinin ve 6rnek
hesaplamalar yapmak icin gereken Macaulay 2 bilgisayar programi komutlarimin ve-
rilmesidir. Bu problemle ilgili olumlu bir sonug ¢ikmasi halinde, bir parametrik kodun
parametrelerinden onun her bir geniglemesinin parametreleri bu tip bir iligki vasitasiyla
tek tek ugragmadan hesaplanabilecektir. Tezin son béliimiinde bdyle bir iligki bulmak

i¢in yapilan 6rnekler sergilenmigtir.



2 SIMITLI CESITLEMLER

Bu tezde sadece afin ve projektif simitli gegitlemler ele alinacaktir.

2.1 Afin Simitli Cegitlemler

Tanim 2.1.1. K bir cisim olmak iizere K* kiimesine (s- boyutlu) afin uzay denir ve

A*(K) ile veya sadece A® ile gosterilir. Afin uzayin elemanlarina nokta denir.

Bir afin uzay tizerinde standart toplama ve skalerle (K'nin bir elemaniyla) garpma
islemleri tanimlanarak vektor uzay: yapisi kurulabilir ve bu durumda (K*, +, ) cebirsel

yapisi elde edilir.

Ornek 2.1.2. R? kiimesi 3-boyutlu bir A3(R) afin uzay1 verirken C? karmagik diizlemi
2-boyutlu bir A?(C) afin uzay1 tamumlar. Benzer sekilde K = F, sonlu cismi iizerinde

A*(F,), 4-boyutlu bir afin uzaydur.

Tanim 2.1.3. K bir cisim olsun ve fi,..., fx € K[t1,...,ts] polinomlar olsunlar. Bu
durumda fi, ..., fr polinomlarimin ortak ¢ozlimii olan noktalar kiimesine fi, ..., fi tara-

findan tanimlanan afin gesitlem denir ve V'(fi, ..., fi) ile gosterilir. Dolayisiyla,
V(fi, - fx) ={(a1,...,as) € K°: fi(ay,...,as) = 0,V1 <i <k}, olur.

Ornek 2.1.4. Lineer Cebir derslerinde sistemli bir sekilde ¢aligilan lineer denklem sis-
temleri afin cesitlem 6rnekleri verir; ¢iinki sistemdeki her bir denklem birinci dereceden
bir polinom oldugu i¢in her lineer denklem sisteminin (ortak) ¢oziim kiimesi bir afin

¢egitlem Ornegidir.

Ornek 2.1.5. A?(R)’deki C' = {(v?,v) : v € R} parabolii bir afin ¢esitlemdir, ¢iinkii
C =V (t; — 13) oldugu agiktir.

Ornek 2.1.6. A3(R)'teki C' = {(v,0v?,v%) : v € R} altkiimesi de bir afin gesitlemdir,
¢linkii C' = V(o — 3, t3 — t3) oldugu kolayca goriiliir. Soyle ki to —t3, t3 — ¢} polinomlar
C’nin herhangi bir (v,v?,v*) noktasinda sifirlanir. Yani C' C V(ty — t3,t3 — £3) olur.
Tersine P € V (to—t%,t3—13) noktasi i¢in ty = t3 ve t3 = ¢3 oldugundan P = (¢1,t3,83) €

C elde edilir. Bu ise V (ty — t3,t3 — t3) C C olmasi demektir.



Ornek 2.1.7. A! bir boyutlu afin uzaymdaki afin cesitlemler sonlu nokta kiimeleridir,

¢linkii tek degiskenli bir polinomun en fazla derecesi kadar kokii olur.

Ornek 2.1.8. Reel afin diizlemde ¢, = sin t; fonksiyonunun grafigi ise bir afin ¢esitlem

degildir. Olsaydi, iki degigkenli fi,..., fi polinomlar: igin

sisteminin ortak ¢oztimii olurdu. f iki degigkenli polinomu i¢in f(¢1,0) tek degiskenli
polinomunun en fazla derecesi kadar koki oldugu icin V' (f) NV (t2) 'nin sonlu eleman:
vardir. Dolayisiyla, grafik C' = V(f1,..., fr) seklinde olsaydi, C' N V(ty) = V(f1) N
-+ NV (fr) NV (ty) kitmesinin de sonlu elemani olurdu. Diger yandan, her m € Z i¢in
(t1,t2) = (2mm,0) € C’dir, ¢iinkil (¢1,t2) = (2mm, 0) noktalar1 t, = sint; denklemini
saglar. Yani, her m € Z igin (2mm,0) € C' N V(ty)’dir. Bu ise C'N V (¢2)'nin sonlu

olmasiyla geligir.

Tanim 2.1.9. X C A? altkiimesi iizerinde sifir degeri alan biitiin polinomlar kiimesi

bir ideal olugturur ki bu ideale X’in sifirlayan ideali denir ve I(X) ile gosterilir. Yani,
I(X)={f€Kl[t1,...,ts] ther P € X i¢in f(P) = 0}.

Ornek 2.1.10. A%(R)’deki C' = {(v?,v) : v € R} paraboliiniin sifirlayan ideali I(C) =
(t; — t2) seklinde tek iiretecli bir idealdir, ¢iinkii herhangi bir f € K[t;, ;] polinomuna

boélme algoritmasi uygularsak

f(t1,ta) = q(ty, ta)(t — 12) 4+ r(ta)

oldugu goriiliir. Eger f € I(C) ise her v € R igin f(v?,v) = 0 olacagindan yukaridaki
denklemden her v € R i¢in r(v) = 0 elde edilir. Tek degiskenli sifirdan farkli bir
polinomun en fazla derecesi kadar koki olabileceginden sonsuz koklii r polinomu sifir
olmak durumundadir. Yani, f € (t; —t3) ve dolaysiyla I(C) C (t; —3) olur. Tersi agik
oldugu igin, I(C) = (t; — t3) elde edilir.

Tanim 2.1.11. A = (v;;) girdileri tamsay1 olan bir n x s matris olsun. Bu matrisin



i-yinci siitiinunu v; = (v, . . ., Uy;) ile gosterelim.

U1 -0 Uis
Yani, A=|: .. olsun. Bu durumda, her i =1, ..., s i¢in,
Un1 *** Uns
. —1 -1 e Vi V10 Uni
¢ Klty,... ts] = Klz1, ...,z 27, .oz, |, o(t) =xV =t - an,

seklinde tanimlanan halka homomorfizminin g¢ekirdegi olan 74 asal idealine A’ya iligti-
rilen simitli ideal denir.

Bir a = (a;) € N*® vektori igin ¢* kisaltmasi tez boyunca t{*---t% monomunu
gosterecektir. Simitli idealler i¢in bir iirete¢ kiimesi Sturmfels tarafindan yazilan [17]

kitabindaki Lemma 4.1’de asagidaki gibi verilmektedir:

Lemma 2.1.12. I, = (t* —t* | Aa = Ab).

Uyarilar: Burada dikkat ¢eken bir konu yukaridaki iirete¢ kiimesinin K cisminden
bagimsiz olmasidir. Ikincisi ise bu kiimenin A matrisinin Sifir Uzay1 tarafindan tek
tiirlit belirlenmesidir. Aslinda Aa = Ab <= A(a — b) = 0 oldugu i¢in A'nin tanim-
ladigr homojen lineer denklem sisteminin ¢6ziim uzayindaki tamsay1 koordinath her
vektor pozitif bilegenleri a ile negatif bilesenleri b'nin farki olarak yazlabilir. Ornegin,
(1,-2,1) = (1,0,1)—(0,2,0). Bu yiizden, Sifir Uzaylar1 ayni olan matrisler ayni simitli
ideali ve dolayisiyla ayni afin simitli gegitlemi tanimlar. Simitli idealler ve uygulamalari

hakkinda daha detayh bilgi [17] kitabinda bulunabilir.

Tanim 2.1.13. Simitli bir /4 idealinin tanimladig1 afin gesitleme ise A’ya iligtirilen

afin simitli gesitlem denir ve V} ile gosterilir. Yani,

Va={P € A’: her f € 1,i¢in f(P)=0}.

Yine ayn1 matris tarafindan parametrize edilen iki ilging kiime bulunmaktadir. Bun-

lardan ilkine A’ya ilistirilen simitli kiime denir ve P, ile gosterilir:

Py={(z-xpmt ooyl -aprs) s heri=1,...,niging; € K}.



Ikincisine ise A’ya ilistirilen simit denir ve T4 ile gosterilir:

Ta={(z{capt, o arm) s heri=1,...,niginx; € K*= K\ {0}}.

n

iddia 2.1.14. A’ya ilistirilen bu ti¢ kiime arasinda Ty C Py C V4 seklinde bir iliski

vardar.

Kanit. Ty C P4 oldugu agiktir. P4 C V4 oldugunu gérmek i¢in ¢* monomunu

P=(z{ - atm oo a2l noktasinda hesaplayalim:

t*(P)

Bt (P) = (0 ) )

x11111a1+~--+v1sas F _xzn1a1+‘-~+vnsas = xAa

Goriildigu tzere z;'nin kuvveti Aa matrisinin i-yinci satirnidir. Dolayisiyla, Aa = Ab
iken t*(P) = t*(P) olacagindan, her P € P4 noktasi [,'nn iiretecleri olan t* — ¢
binomlarinin bir ortak ¢ézlimiidiir. O

Yukaridaki Iddia 2.1.14 bizi su soruya gétiiriir: Hangi sartlar altinda son iki kiime
Py = V4 olur? Bu soru Katsabekis ve Thoma tarafindan [18] ve [19] makalelerinde
cevaplanmigtir. Bu esitligin saglandigr 6zel bir durum [19, Teorem 4.6/'nin bir sonucu

olarak su sekilde elde edilmigtir:

Sonug 2.1.15. [19, Sonug 4.7 A matrisinin son satiri sadece 1 saylarindan ibaretse

ve her bir sitinundaki girdilerin toplama aym ise Py = V4 olur.

Ornek 2.1.16.
2 10

A=10 1 2
1 11
matrisinin tanimladigi doniisiim ¢ : K[ty to, t3] — K[z, 27" 29, 25", 13, 23],
O(ty) = a2adxl,  P(ta) = xizdxl, o(t3) = 2¥23z) olacagindan simitli idealin

Iy = {t1t3 — t3) oldugu Macaulay 2 programinda su gekilde bulunabilir:

il : K=ZZ/11; R = K[t_1,t_2,t_3]; U = K[x_1,x_2,x_3];

i2 : M=matrix{{x_1"2%x_2"0%x_3"1,x_1"1*xx_2"1%x_3"1,x_1"0%x_2"2*x_3"1}};



i3 : H = map(U,R,M);

i4 : I_A=ker H

2
04 = ideal(t -t t )

2 13

Dolayisiyla, V4 = V(13 — t1t3) simitli gesitlemiyle
Py = {(z3253, wiadad, ala3al) vy, w9, 25 € K}

simitli kiimesi egit olur.

Tamim 2.1.17. my,...,ms € N ve A = [my---my] seklinde bir satir matrisi olmak
tizere obeb(my,...,ms) = 1 ise Vy afin simitli ¢esitlemine tek terimli egri denir ve

C(myq, ..., ms) seklinde gosterilir.

Onerme 2.1.18. /20, Onerme 2.9] A = [my ---my) tek terimli bir egrinin matrisi ise

Py =V, olur.

Ornek 2.1.19. A =[2 1] matrisi i¢in ¢ : K[ty, 5] = K[zy, 27",
(ty) == 23,  ¢(ta) := x1, olacagindan I4 = (t; — t3) oldugu asagidaki gibi Macaulay 2
programi kullanilarak goriilebilir. Kargilik gelen afin simitli gesitlem (tek terimli egri)

Ornek 2.1.5’deki paraboldiir.

K=ZZ/11 veya K= QQ alinip asagidaki komutlar uygulanir:

il : K=ZZ/11; R = K[t_1,t_2]; U = K[x_1];

i2 : H = map(U,R,matrix{{x_1"2,x_1}}); I_A=ker H
2

03 = ideal(t - t )

2 1



B = [4 2] matrisi ile A'min Sifir Uzaylar1 aym oldugu i¢in I, = Ip’dir. Ancak,
ornegin K = F cismi i¢in P = {(0,0),(1,1)} = V(t1 —ta, 3 —t2) ile Vg = Vs = Py =
{(0,0),(1,1),(1,2)} farkhdir, [20, Ornek 2.12].

2.2  Projektif Simitli Cesitlemler

Herhangi bir K cismi tizerinde (s — 1)-boyutlu projektif uzay: tanimlayacagiz.

Tamim 2.2.1. K* afin uzaymm sifirdan farkh (aq,...,a1) ve (by, ..., bs) noktalar: i¢in
(ay,...,a5) = a(by,...,bs) olacak gekilde sifirdan farkli bir o € K varsa bu iki nokta
denktir denir ve (ay, ..., as) ~ (b1, ..., bs) ile gosterilir. Bu bagintinin bir denklik bagin-
tis1 oldugu kolayca gosterilebilir. Bir (ay, ..., as) noktasmm denklik simfi [ay, ..., a,] ile

gosterilir.

Dikkat edilirse (ay,...,as) ve (by,...,bs) noktalarmin denk olmalar1 geometrik ola-
rak koordinatlari (ay,...,as) ve (by,...,bs) olan vektorlerin ayni lineer uzayi germeleri
anlamina gelir. Diger bir ifadeyle bu iki noktanin orijinden gegen bir dogru iizerinde

yattiklart anlamina gelmektedir.

Tamim 2.2.2. P71(K) = (K*\ {0})/ ~ denklik smflar1 kiimesine K cismi iizerinde

(s — 1)-boyutlu projektif uzay denir. Yani, projektif uzay
PYHK) = {[a1,...,a4] : (ay,...,as) € K*\ {0}}

seklinde denklik siniflarimin bir kiimesi bigimindedir.

Tanim 2.2.3. a = (a4, ...,a,) € N°, ¢, € K vet® :=1]"---t% olmak {izere f = ) _c,t*
polinomunun sifirdan farkli sonlu ¢, katsayisina karsilik gelen a’lar igin " a; =d € N

ise f’ye derecesi d olan bir homojen polinom denir.

Ornek 2.2.4. t* —t* = ... 1% — b ... ¢% binomunu ele alalm.

e —¢° homojendir <= iai = ily
i=1

i=1

Ornek 2.2.5. f(ti,ta,t3) = t3 — 313 + 5tylaty — t3t3 derecesi 3 olan homojen bir

polinomdur.



Projektif uzayin noktalari denklik sinifi oldugu i¢in bir polinomun bir noktadaki
degeri tek tiirlii belirli degildir. Ornegin, f(ti,t2) = t2 — t binomunun [ay,as] =
{a(ay, az) : o € K*} € PY(K) noktasindaki degeri iyi tamimli degildir, ¢iinkii f(aay, aas) =
a?a? — aay oldugundan her « sayisi igin farkl bir deger almaktadir. Homojen, yani
biitiin monomlarmin derecesi ayni olan, polinomlarla galgirsak, drnegin f(¢1,t2) =
t2 — t1ty, bu durumda f(aai, aas) = o?(a? — ajas) elde edilir. Bu noktada, f homojen
binomu hala iyi tamimh degildir ancak « # 0 oldugundan f(ay,as) =0 <= her «
icin f(aay,@az) = 0 olur. Yani, homojen bir polinom, denklik simifindaki bir noktada

sifir degeri aliyorsa ayni sinifdaki biitiin noktalarda sifir degeri alir. Boylece agagidaki

tanim yapilabilir:

Tamim 2.2.6. K bir cisim ve fi,..., fx € K[t ..., ts] homojen polinomlar ise
V(f1, o &) = {la1, .y as] € PTHEK) : filay,...,as) = 0,V1 < i < s}

altkiimesine fi, ..., fr homojen polinomlar: tarafindan belirlenen projektif ¢esitlem de-

nir.

Ornek 2.2.7. A® afin uzaymnda orijinden gecen her hiperdiizlem P*~' projektif uza-
yinda bir projektif gesitlem tanmimlar, ¢iink{i hiperdiizlemin orijinden geg¢mesi sabit
teriminin sifir olmasina denktir ve boylece sézkonusu lineer denklem homojen olur:

C1,...,cs € K olmak tizere
V(erty + -+ 4 csts) = {[ar, ..., a5] € Pt ciag + -+ csas = 0}.

Tanim 2.2.8. I C K|ty, ..., ts] ideali homojen polinomlar tarafindan iiretiliyorsa I'ya

homojen ideal denir.

Ornek 2.2.9. T = (tit3 — 13, t1ty — tots, t3 — 3ty + 5t3) C K[ty ..., ts] homojen bir
idealdir.

Tamim 2.2.10. I C K[ty, ..., ts] homojen idealinin tanimladigr projektif gesitlem

V(I)={P &P ': her f €I icin f(P) =0}

seklinde tanimlanir.



Iddia 2.2.11. I = (f1, ..., i) C K[t1, ..., t5] ise V(I) = V(f1, ..., f) dur.

Kanit. P € V(I) ise P, I idealindeki her polinomun kokiidiir. Bu yiizden fi, ..., fi €
I oldugundan P € V(fy,..., fx) olur. Tersine, P € V(fi,..., fx) ise fi(P) = -+ =
fe(P) = 0'dir. Her f € I polinomu igin f = g1f1 + - + grfr olacak gi, ..., gr poli-

nomlari bulundugundan

f(P) = gi(P)fi(P) + -+ gi(P) fi(P) = 0
esitligi elde edilir. Bu ise P € V(I) olmasi1 anlamina gelir ki ispat biter. O

Polinom halkalarindaki her ideal sonlu tiretegli oldugu i¢in biitiin projektif gesitlem-

ler, sonlu sayida homojen polinomun ortak ¢oziimlerinin kiimesi seklinde olacaktir.

Tamim 2.2.12. X C P! olmak iizere, X iizerinde sifir degeri alan biitiin homojen

polinomlarm {irettigi ideale X’in sifirlayan ideali denir ve I(X) ile gosterilir. Yani,
I(X)=(f € K[t1,...,ts] : f homojen ve her P € X i¢in f(P) = 0).

Simdi projektif simitli gegitlemleri ele alalim.

Tanim 2.2.13. A = (v;;) girdileri tamsay1 olan bir n X s matris olsun. Eger (1,...,1)

vektorii A'min satir uzayimin bir elemani ise A’ya homojen bir matris denir.

Ornek 2.2.14.
2 10

01 2

matrisi homojendir, ¢iinkii (1,1,1) = 3(2,1,0) 4 3(0, 1,2) dir.

iddia 2.2.15. A homojen ise 14 simitli ideali de homojendir.

Kanit. 7, simitli idealinin homojen oldugunu géstermek icin iiretecleri olan t* — ¢
binomlarmim homojen oldugunu géstermeliyiz. t* — t* € I4 oldugundan Aa = Ab veya
A(a — b) = 0 oldugunu biliyoruz. Bu ise A matrisinin satirlarini olugturan vektorlerle
a — b vektoriiniin i¢ ¢arpimlariin 0 olmasi demektir. A homojen iken (1,...,1) vek-

torii A'nin satirlarinin bir lineer kombinasyonu oldugundan (1, ..., 1) vektoriiyle a — b
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vektoriiniin i¢ carpimi da 0 olur. Dolayisiyla,

i(ai —b;)=0 yani zs:ai = zs:bi
=1 i=1

i=1

esitligi elde edilir ki t* — #* binomunun homojen olmasi demektir. O
A homojen iken I, simitli idealinin de homojen olmasi projektif uzayda bir ¢esitlem

tanimlamasi anlamina gelir.

Tanim 2.2.16. A homojen iken V(I4) C P*~! projektif cesitlemine A’ya ilistirilen

projektif simitli gegitlem denir ve V4 ile gosterilir.

Ornek 2.2.17.
2 1 0

01 2

matrisi homojen oldugu igin hem V4 C A3 afin hem de V4 C P? projektif simitli

gesitlemini tammlar. Macaulay 2 ile T4 = (¢;t3 —t2) simitli ideali gu sekilde bulunabilir:

i1 : K=ZzZ/11; R = K[t_1,t_2,t_3]; U = K[x_1,x_2];

i2 ¢ M=matrix{{x_1"2%x_270,x_1"1*x_2"1,x_1"0%x_2"2}};
i3 : H = map(U,R,M);

i4 : I_A=ker H

04 = ideal(t -t t )

2 13

Dolayisiyla bu iki ¢esitlem asagidaki gibidir:

Vi ={(ay,as,a3) € A : ajas — a3 = 0}, V4= {[a1,as,a3] € P*: aja3 — a3 = 0}.
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A matrisi tipki afin uzayda oldugu gibi projektif uzayda da simit ile simitli kiime

tamimlar:

Tanim 2.2.18.

Un1 -+ Unps

olmak tizere A’ya iligtirilen projektif simit agagidaki gibi tanimlanir:

Ta:={a -ayt, . acxpm]heri=1,...,ni¢iny; € K* = K\ {0}}.

Benzer gekilde A’ya iligtirilen projektif simitli kiime de agagidaki gibi tanimlanir:

Pyi={[zi -yt oo i) s heri=1,...,n iginz; € K}.

A matrisi homojen degilse A’ya [1---1] satir1 eklenerek homojen bir A’ matrisi elde

edilebilir.

iddia 2.2.19.

Vi1 =+ Uis

A= A =
1 Ul *  Uns
|

homogjen matrisi A’ya [1--- 1] saturs eklenerek elde edilmis olsun. Bu durumda asagidaki

egitlikler gecerlidir:

1. TA/ = TA ve PA/ = ]P)A,

2. Eger A homojense Iy =I5 ve Vo =V 4.

Kanit. Projektif uzayda sifir noktasi olmadigindan z := x,, .1 € K* dersek

11 Unl v1 Uns —_ V11 Unl v1 Un:
[ gtz ] = et et

n
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noktalar1 aymdir. Boylece ilk siktaki T4 = Ty ve Par = P4 esitlikleri kolayca elde
edilir.
Son gik igin, A homojense [1 - - - 1] vektorii satir uzayinin bir elemani olacagindan A’

A

ile matrisi satir denk olur. Bu yiizden A’ ile A'min Sifir Uzaylar1 aym olur ki bu
0

kargilik gelen simitli ideallerin ve dolayisiyla projektif simitli gesitlemlerin egit olmasi

anlamina gelir. O

Sonug 2.2.20. A matrisinin her bir stutinundaki girdilerin toplams ayni ise Py = V4

olur.

Kanit. A matrisinin her bir siitiinundaki girdilerin toplami ayni ise homojendir.
Bu yiizden bir énceki Iddia’dan dolay1 P4 = P4 ve V4 = V4 olur. Sonug 2.1.15’dan
dolay1 Py =V C A® oldugundan P, = V4 C P*~! olur ki ispat biter. O

Uyari: A homojen degilse simitli idealler aynm1 olmayabilir. Asagidaki 6rnek bunu

yansitmaktadir.

Ornek 2.2.21.

oAl ot 2s
1 1111

ise Macaulay 2 kullanarak karsilik gelen 14 = (t; — 1,taty — 13,4 — totz, t3 — t3) ve

Ty = (toty — t2,t1ty — totz, t1t3 — t3) simitli idealleri su sekilde bulunur:

il : K=ZZ/13; R = K[t_1,t_2,t_3,t_4]; U = K[x_1];
i2 : M=matrix{{x_1"0,x_1"1,x_1"2,x_1"33}};
i3 : H = map(U,R,M); IA=ker H
2 2
04 =ideal (¢t -1,t -tt,tt -t ,t -t)

1 3 24 23 4 2 3

il : U = K[x_1,x_2];
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i2 : M=matrix{{x_1"0*x_2"1,x_1"1*x_2"1,x_1"2*x_2"1,x_1"3%x_2"1}};

i3 : H = map(U,R,M); IA’=ker H

2 2

04 =ideal (t -tt,tt -tt,t -tt)

3 24 23 14 2 13

Tanim 2.2.22. my,...,ms € N ve obeb(my, ..., mg) = 1 olmak iizere
0 m Mg My
A 1 1
Mms Mg—mMq -+ Mg—Me_q 0

matrisinin tammmladig1 V4 projektif simitli gesitlemine literatiirde projektif tek te-
rimli egri denmekte ve C'(my, ..., m,) seklinde gosterilmektedir. Benzer sekilde T4

projektif simiti C*(my, ..., m;) seklinde gosterilmektedir.

Iddia 2.2.23. A matrisi, Tanm 2.2.22 deki gibi olsun.

B 0 mi -+ me_1 my

o1 o 1
1se, asaqidakiler gegerlidir:

(1) Iy =Ip # Ip

(2) Vi=Vg #Vg

(3) TA=Ty =Ts

(4) Pa#Pp =Pp
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Kamt: B’ ile Tamim 2.2.22’deki A matrisi satir denk oldugu i¢in aym Sifir Uzayina
ve dolayisiyla da ayn simitli ideale sahiptirler. Yani I4 = I ve dolayisiyla V4 = Vg
olur. Ancak, Ornek 2.2.21°de gordiigiimiiz iizere I simitli ideali diger simitli ideallerden
ve dolaysiyla Vg diger simitli cesitlemlerden farklidir. Bu ilk iki sikki kanitlar. Ugiincii
sikkin ikinci esitligi olan Tp = Tp, Iddia 2.2.19’den goriiliir. Ilk esitlige denk olan

T4 = Ty oldugunu gérmek igin P € T4 alirsak

_ 0,,.m. mi1 . Ms—mi Ms—1 _Ms—Ms_1 ms .0
P o= [afaye, afayem™ L a )
_ ms(,.0,.0 ,.mi1, ,—mi Ms—1 —Mg_1 Ms . —Ms
= i aley, My ™ T sy ™
_ 0,0 ,m1,.,—mi Ms—1, —Ms—1 ms . —m
= (2123, 238", . . MW ‘1., sy ™
esitligi elde edilir. Buradan, u = xy2," dersek P = [u®,u™,... , u™] € Tp olur.
Tersine, P = [u®,u™,...,u™] € Ty iken herhangi bir 75 € K*\ {1} elemanim alip

1 = uxy dersek, yukaridaki esitliklerden dolay1 P € T4 olur. Son siktaki Pg = Py,
Iddia 2.2.19’den goriiliir. P4 # Pp olmasinim sebebi 23 = 0 icin [0,...,0,1] € P4 \ Pp

olmasidir. O

3 HESAPLAMA KODLARI

Bu béliimde, [1] makalesinde geligtirilen iki énemli yontemi ele alacagiz. Detaylar1 ver-
meden once lineer kodlar hakkindaki bazi temel bilgileri gézden gegirelim. Her C C Fy
altuzayina bir lineer kod denmektedir. Bir lineer kodun uzunluk, boyut ve minimum
uzaklik isimli ti¢ temel parametresi vardir. Kodun elemanlar: olan ¢ = (cq,...,¢p)
vektorlerine kod kelimeleri, m sayisina kodun uzunlugu denir. C’'nin altuzay olarak
boyutuna kodun boyutu denir ve b(C) = dimg, (C) ile gosterilir. Bir ¢ kelimesinin agur-
lig1, sifirdan farkli bilesen saysidir. ki ¢ ve ¢ kelimesi arasindaki uzaklik c—¢ € C’nin
agirligr olarak tanimlanir. C’nin farkli elemanlar1 arasindaki uzakliklarin en kii¢iigiine

C’nin minimum uzaklig: denir ve §(C) ile gosterilir. Bu parametreler arasinda

b(C)+0(C) <m+1

seklinde Singleton Bound denilen bir iligki vardir. Kodlama Teorisinin temel amaci

bu {i¢ parametreyi hesaplayan yontemler geligtirmek, miimkiin oldugunca biiyiik para-
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metrelere sahip kodlar iiretebilmektir.

3.1 Parametrik Kodlar

S = Klty,...,ts] olmak tizere Sy ile derecesi d olan homojen polinomlar altuzayini
gosterelim. S halkasi standart derecelendirmeye gore yani her i = 1..., s i¢in der(t;) =

1 olmak tizere homojen bir halkadir:

S = é Sq.
d=0

I(X) C S homojen ideali, X C P* Vin sifirlayan ideali, yani X in biitiin noktala-
rinda sifirlanan homojen polinomlar tarafindan iiretilen ideal olsun.
X ={P,...,P,} ve fo(ty, ..., ts) = t{ olmak {izere agagida tanimlanan hesaplama

doniisiimii

evg : Sq — KIXI, f»—><f(P1) f(Pm))

fo(PD)" 7 fo(Pr)
bir K-lineer déniigiim tanimlar. Bu déniisiimiin goriintiisit KX vektor uzaymm bir

lineer alt uzay1 oldugu i¢in bir lineer kod verir.

Tanim 3.1.1. Yukaridaki evy doniigiimiiniin goriintiisii Cx (d) ile gosterilir ve X pro-
jektif cesitlemi lizerinde bir hesaplama kodu adin alir.
Cx(d) kodunun iki temel parametresi agagida acgiklandigy sekilde S/I(X) bolim

halkasimin Hilbert fonksiyonu yardimiyla hesaplanabilir. X’in Hilbert fonksiyonu
Hx(d) = bOqu(S/I(X))d = bOy]Fqu/I(X)d = bOy]Fqu - boquI(X)d,

seklinde tanimlanir. Cx(d) kodu evg'min goruntisii ve I(X)g := Sq N I(X) bu do-
niiglimiin  ¢ekirdegi oldugundan Cx(d) = Sy3/I(X)dir. Bu yiizden, kodun boyutu
b(Cx(d)) = boyr,Cx(d) = Hx(d) olur.

Ote yandan, Hilbert fonksiyonu Hx(0) = 1 degerinden baslayip her d > |X| — 1
i¢in alacagl en biiyiik deger olan Hy(d) = |X|ye kadar artacagimdan kodun uzunlugu
olan |X| sayist da Hilbert fonksiyon yardimiyla bulunabilir.

K cismi ¢ elemanh F, sonlu cismi ve A matrisi, siitiinlar v; = (vy,, ..., v5) € N”

vektorleri olan n x s bir matris olsun. Bu boliim boyunca X = T 4 projektif simitinin
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tanimladigi hesaplama kodlarinin iki parametresini bulan metotlar1 ele alacagiz. Bu

6zel durumda elde edilen kodlara d dereceli parametrik kod denmektedir.

3.2 Simitin Sifirlayan Ideali

Parametrik kodlarn parametrelerini bulmak igin éncelikle 7(X) simitli idealinin he-
saplanmasi gerekmektedir ki verecegimiz ilk sonu¢ bununla ilgilidir. Sonucu vermeden

once kafes ideal tanimim hatirlatalim:

Tamim 3.2.1. Verilen a € R*® vektortiniin dayanagy supp(a) = {i | a; # 0} olarak
tammlanabilir. Boylece her a vektérii, a = a* — a™ seklinde, dayanag: ayrik, bilesenleri

negatif olmayan iki vektoriin farki seklinde yazlabilir.

Tanim 3.2.2. £ C Z° kafesinden kasit bir n € N i¢in Z"’ye izomorf bir grup olmak

uzere,

Ip:= (" —tv cacL)CS
seklinde tanimlanan ideale bir kafes ideal denir.

Teorem 3.2.3. [1, Teorem 2.1] S = Klti,...,ts] ve R = K[t1, ..., ts, Y1, o0y Yn, 2|, K =
F, sonlu cismi izerinde polinom halkalar olsun. Eger hert i¢in v; € N" ise asagidakiler

saglanar.

(a) I(X)=({t; —y¥iz}o, Uy = 13 ) NS ve I(X) bir binom idealdir.

(b) Her iigin t; degiskeni S/I(X) halkasinan sifir-béleni degildir ve I(X) bir radikal
kafes idealdir.

(c) S/I(X) bir boyutlu Cohen-Macaulay halkasidur.

Agagida 6rnek, bir matrise karsilik gelen projektif simitin sifirlayan idealinin ve ilgili

parametrik kodun uzunluguyla boyutunun nasil bulunacagim goéstermektedir.

Ornek 3.2.4.
A 0123

1 1111
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ise X = Ty = Ta'nin sifirlayan ideali ve 0 < d < |X| — 1 arasindaki her d’ye kargilik
gelen C'x(d) kodunun uzunlugu m = | X| ile boyutu Macaulay 2 kullanarak su sekilde

bulunabilir:

i1 : A={0,1,2,3};9=13;K=ZZ/q;

i4 : R

Kly_1,t_1..t_(#A),z];

i5 : I = ideal(apply(#A, i -> R_(i+1) - y_1~(A_i)*z))+
ideal (apply (#{A_0}, i -> y_(i+1)"(g-1)-1))

2 3 12
o5 =1ideal (t -2z, -yz+t,-yz+t,-yz+t,y -1
1 1 2 1 3 1 4 1
i6 : IX = eliminate(I,{y_1,z})
2 2 4 4

06 =ideal (t -tt,tt -tt,t -tt,t -t)
3 24 23 14 2 13 1 4

i7 @ S=K[t_1..t_(#A)]; IX=substitute(IX,S);

i9 : m=degree IX

i10 : apply (m,d->hilbertFunction(d,IX))

ol0 = {1, 4, 7, 10, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12}

Buradan agikar olmayan sadece 3 kod oldugunu ve bunlarin d = 1,2, 3 dereceli ol-
dugu anlagilir. Soyle ki, d = 0 ise Sy = K’nin hesaplama doniigiimii altindaki goriintiisii

(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) vektoriiniin tirettigi 1 boyutlu altuzay olacagindan kodun
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boyutu 1, minimum uzakligi 12 olur. Ote yandan d > 3 dereceli kodlarin boyutlar: 12

oldugundan, minimum uzakligi;
124+ 6(Cx(d)) =b(Cx(d)) + 0(Cx(d)) <m+1=13

Singleton Bound esitsizligi kullamlarak 6(Cx(d)) = 1 seklinde bulunur.

3.3 Simitin Sifirlayan Ideali ve Simitli Ideal

Bu kisimda, X = T4 projektif simitinin tanimladigi parametrik kodun sifirlayan ide-
alini, I simitli idealinden elde eden bir yoéntemi ele alacagiz. Ispatlar: biraz sadelestir-

sek bile temelde [1] makalesini takip edecegiz.

Tamim 3.3.1. Bir ) C S ideali ve bir h € S polinomu i¢in Q'nun h’ye gore doygun
ideali (Q : h*°) :={f € S| fh™ € @, olacak m > 1 vardir} seklinde tammlamr. Biz
agagida sadece h = t; - - - t, monomuna goére doygun ideal ile ilgilenecegiz.

Her i igin t7" — "' binomu (K*)* iizerinde sifirlanir. Ciinkii (K*,.), mertebesi
¢ — 1 olan bir gruptur. Bu yiizden, her 7 igin t7"' — /™", I(X)’e ait olur. A homojense
I4 homojen idealinin iiretegi olan #* — t* binomlar1 X iizerinde sifirlandigindan (X)),
Q = Iy + ({t7' — 7 '}:_,) binom idealini icerir. Asagida hangi durumda I(X)’n,
@Q'nun h =ty ---t, monomuna goére doygun ideali oldugunu ifade eden bir sonug vere-

cegiz.
Verilen bir A C Z™ altkiimesi i¢in Z"'nin A tarafindan tiretilen alt grubu Z\ seklinde
gosterilir.

Lemma 3.3.2. [1, Lemma 2.53] Eger ¢ = (¢;) € Z° i¢in X;c; = 0 ve e; ler Z* in i. birim

vektorleri ise ¢ € Z{es — €1, ..., es — ey} dir.

Kamt. Z{es —e1,...,e5 — €1} + Zey = Z°'tir. Oyleyse baz1 \; € Z icin ¢ = Ajeq +
Y2 Ai(e; —ep)’dir. Eie; = 0 ise Ay = 3;¢; = 0 elde ederiz. O

Teorem 3.3.3. [1, Teorem 2.5] Eger A homojense,

(La+ (15 =1t =) (- 1)) C I(X) (3.1)

S
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icermesi saglanvr. Yukardaki (3.1) kapsamasinda esitlik ancak ve ancak
L=7{vi—vi}, i¢in ¢:Z"/L—7Z"/L; $(b) = (q—1)b

seklinde tansmlanan dondsim bire-bir oldugu zaman saglanar.

Kamit. Q = [, 4 (t7 " =7, .., ¢4 —¢7 ") alahm. Q C I(X) oldugunu yukaridan
biliyoruz. Teorem 3.2.3’den her bir ¢; degiskeninin S/I(X)’in bir sifir bleni olmadigim
biliyoruz. Yani (Q : (t1 ---t5)>°) C I(X)’tir.

Teoremin ikinci kismindaki esitlikle ilgili iddiay1 ispatlamak i¢in (3.1)’in sol tara-
finin bir kafes ideal oldugunu kullanacagiz. A'nin Sifir Uzayi'nin Z° kafesiyle kesigimi

kerz(A) = {x € Z* | Ax = 0} olmak iizere
L =rkerz(A)+Z{(q—1)(e; —e1)};_o CZ°

kafesinin tanimladigy ideal i¢in [21, Sonug 2.5] veya [22, Lemma 7.6|'den dolay1 I, =
(Q : (ty...t5)*)) dir.

Bu durumda ispatlamamiz gereken I(X) = I, < ¢, 1— 1'dir, olur.

= Farzedelim ki (3.1)’deki esitlik saglansm yani I(X) = I olsun. Simdi, b = (b;) €
Z"/L, i¢in ¢(b) = 0 ise (¢ — 1)b € L’dir. L’nin tammindan,

S S

(g—1)b= Zain‘ = Aa ve Zai =0 (3.2)

i=1 i=1

olacak a = (ay, ..., a,) € Z* vardir. Bu vektorii, a = at —a~ seklinde yazip f = t*" —t*
homojen binomunu diigiinelim. Herhangi bir P = (2¥',...,2¥*) € X alalim. Her
z; € K* igin 277" = 1 mod ¢ oldugundan (3.2)’den dolay1 t*(P) = 2% = 1 olur.
Yani f, X iizerinde sifirlanir ve f € I(X) = I; olur. Dolayisiyla, a € L olur.
Oyleyse k € ker(A) ve ¢ € Z{(q — 1)(e; — e1)}3 olmak iizere a = k + ¢ yaza-
biliriz. Su halde ¢ = (¢ — 1)¢, olacak ¢ € Z{(e; — e1)}5 vardir. Yine (3.2)’den,
(g —1)b = Aa = Ak + Ac = Ac = (¢ — 1)Ac elde edilir. Demek ki b = A olur.
>, ¢ =0 oldugundan b € L’dir. Boylece b =0 ve ¢'nin bire-bir oldugu elde edilir.

< Farzedelim ki ¢ bire-bir olsun. I(X) = I, oldugunu goérmek igin I, D I(X)
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oldugunu ispatlayacagiz. Teorem 3.2.3 (a)’dan I(X)’in binomlar tarafindan tretilen
bir ideal oldugunu biliyoruz. Bu yiizden, f = t* — t* € I(X), binomlar igin f €
I, oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bunun i¢in ise sadece ¢ := a — b € L oldugunu
gostermek yeterlidir.

Simdi, f = t* —t* € I(X) oldugundan her P = (z¥',...,2"*) € X noktasinda
sifirlanir, yani t%(P) = t*(P) veya x4 = t*%(P) = 1 olur. § := Ac dersek
gt atn = g9 = 24° = 1 olur. f elemani (K*,.) devirli gurubunun bir iireteci iken her
seferinde bir j = 1,...,ni¢in z; = B alip digerlerini 1 alirsak B% = :cj»j = 1 elde ederiz.
f'min mertebesi ¢ — 1 oldugu icin her bir j = 1,...,n i¢in d;, ¢ — 1'in bir katidir. Sonug
olarak § = (g — 1)7 olacak v € Z" bulabiliriz. Ote yandan § = Ac € L’dir, ¢iinkii t* — ¢
homojen oldugundan )"}, ¢; = 0’dir. (¢ — 1)y =0 € L ve ¢ bire-bir oldugu i¢in v € L
elde ederiz. Boylece v = dyvi + -+ +dsvs ve dy + - - - + ds = 0 olacak d; € Z vardir. Su
halde k := ¢ — (¢ — 1)d € kerzA olur, ¢inkti Ak = Ac— (¢ —1)Ad =9 — (¢ — 1)y =
0'dir. Ayrica, Y 0 ki = Yo ¢ — (¢ —1)>.;_,d; = 0’dir. Lemma 3.3.2’den c ile k;
(¢—1)d = ¢—k oldugundan (q — 1)d elemani Z{e; — e; }$_, grubuna aittir. Dolayisiyla,
(¢ —1)d = (=757, 2,...,%) olacak zy,...,2, € Z vardir. Bu esitlikten, ¢ — 1’in

29, ..., 2s elemanlarim boldigini goriiriiz. Dolayisiyla, d € Z{e; — e;};_, olur. Sonug

olarak, istenildigi gibi ¢ =k + (¢ — 1)d € L elde edilir. O
0 my -+ myq my T

Sonug 3.3.4. A = matrisinin tanemladige projektif simitin
1 1 - 1 1

sifirlayan idealt

I(Ta) = (g + (87—t 0 =Y (- 1,)™)

S

seklinde 1, simitli idealinden elde edilir.

Kanit: Bu durumda v; — vi = (m;,0) olur ki obeb(my,...,ms) = 1 oldugundan
L=7Z{vi—vi},_o,=7Z&0 elde edilir. Bu ise ¢ doniigiimiiniin 1 — 1 olmas1 demektir,
¢iinkii (¢ — 1) kat1 L grubunda bulunan bir elemanin kendisi de L’de bulunacagindan

ker(¢) = {0} olur. O

Ornek 3.3.5.

oA o123
1 1111
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ise X = Ty = Ty'nm I(X) sifirlayan ideali bu yontemle agagidaki komutlarla I,

simitli idealinden bulunabilir:

i1 : A={0,1,2,3};q=13;K=ZZ/q; S = K[t_1..t_(#AM)]; U = K[x_1,x_2];
i6 : M=matrix{{x_1"(A_0)*x_2,x_1~"(A_1)*x_2,x_1"(A_2)*x_2,x_1~(A_3)*x_23}};
i7 : H = map(U,S,M);
i8 : IA’=ker H
2 2
08 =ideal (t -tt,tt -tt,t -tt)
& 2 4 23 14 2 13
i9 : IT=ideal(apply(#A-1, i -> S_(i+1)~(g-1)-S_(0)"(g-1)))
12 12 12 12 12 12
09 =ideal (-t +t , -t +t , -t +t )
1 2 1 3 1 4
110 : IX=saturate(IA’+IT,t_1xt_(2)*t_3*t_4)
2 2 4 4

0l0 =dideal (+ -tt,tt -tt,t -tt,t -t)

3 24 23 14 2 13 1 4

Bu idealin Ornek 3.2.4’de bulunan ideale esit ¢ikmas: siirpriz degildir.
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4 SIMITLI CESITLEMLERIN GENISLEMELERI

Geniglemeler, afin tek terimli egriler igin ilk kez [14] makalesinde tanimlanmigtir. Pro-
jektif tek terimli egriler igin bir tamm ilk kez [15] ¢aligmasinda verilmistir. Son olarak
bu tamm [16] makalesinde biitiin simitli ¢esitlemlere genellenmigtir. A = [vy -+ v,)]
matrisi, stitiinlart v; = (vy;,...,v4) € N7 vektorleri olan r x n bir matris olsun. Bu
durumda V4 afin simitli ¢esitlemi A" afin uzayinda yatar.

Negatif olmayan s1, ..., s, tam sayilar i¢in v = s;vy + - - - + s, v,, vektoriinii ve bu
vektoriin en az bir bilegeniyle arasinda asal bir pozitif [ sayisini diigiinelim. Bu sartlar

altinda elde edilen F = [lvy --- lv, v]| matrisine A'nmin bir geniglemesi denir.

4.1 Afin Geniglemeler

Bu kisimda E, A'min bir geniglemesiyken karsilik gelen simitli ideallerin iligkisi incele-

necektir.

Tanim 4.1.1. E, A'nin bir geniglemesiyken karsilik gelen Vi C A" afin simitli ce-
sitlemine de V4'nin bir genislemesi denir. Benzer sekilde Pr ve Tg de Py ve Ty
kiimelerinin geniglemeleri olarak adlandirilirlar.

Bir matrisin simitli idealiyle geniglemelerinin simitli ideallerinin iligkisi su gekildedir:

Onerme 4.1.2. [16, Onerme 2.4] Ip = Ia + (th .y — 5" - - t50) “dir.

Not: Her ne kadar [15] ve [16] makalelerinde geometrik sebeplerle K cismi cebirsel
kapali kabul edilse bile simitli idealler cisimden bagimsiz oldugu igin onlar hakkindaki

hiikiimler genel olacaktir.

Ornek 4.1.3. A=1[03 4 5/ ve E=[0 6 8 10 31] olsun.

il : K=ZZ/101; A={3,4,5}; S = K[t_1..t_(#A)]; U = K[x_11;
i5 : M=matrix{{x_1"(A_0),x_1~(A_1),x_1"(A_2)}};

i6 : H = map(U,S,M); IA=ker H
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2 2 2 3
o7 =ideal (¢t -t t,tt -t ,t -tt)

2 13 12 3 1 23

i8 : E={6,8,10,31}; S = K[t_1..t_(#E)]; U = K[x_1];

i1l : M=matrix{{x_1"(E_0),x_1~(E_1),x_1"(E_2),x_1~(E_3)}};

i12 : H = map(U,S,M); IE=ker H

2 2 2 3 7 2 6 2 25 2
013 =ideal (¢t -ttt ,tt -t ,t-tt ,t-tt,tt-tt,tt-t)

2 13 12 31 23 3 24 23 14 13 4

Ig’nin elde edilen bu 6 iiretecinin ikisi diger 4 binom tarafindan iiretilecegi igin

Ip = 14+ (35 — t3) oldugu goriiliir.

4.2 Projektif Geniglemeler

Projektif bir simitli gesitlemin tanim ilk kez tek terimli egriler i¢in [15] makalesinde

yapildiktan sonra [16] makalesinde yiiksek boyutlara genellenmigtir.

Tanim 4.2.1. E, A'nin bir geniglemesi ve E’ ile A" bu matrislere 1’lerden olugan bir

satir eklenerek elde edilen matrisler olsun. Karsilik gelen Vi C P**! projektif simitli

gesitlemine de V, C P"niin bir geniglemesi denir. Benzer gekilde Pp = Pg ve

Tg =Tg de Py =Py ve Ty = T4 kiimelerinin geniglemeleri olarak adlandirilirlar.

v =5Vi+--+8,V, ifadesine v’'nin ¢arpanlara ayrilisi da denmektedir ve tek tiirlii

degildir. Bu yiizden 6(v), v'nin farkli ¢arpanlara ayriliginda ortaya ¢ikan s; + -+ + s,

toplamlarinin en kiigiigii olarak tanimlanir.

Onerme 4.2.2. [16, Onerme 2.7] Eger 1 > §(v) ise

1—6(v),s Sn
IE’ = IA’ =+ <til+2 — tl ( )t21 N 'tn+1> olur.
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Ornek 4.2.3. A=[0 3 4 5] iken m = 31'in farkl carpanlara ayrilglar:
1-347-440-5=2-340-445-5=1-34+2-444-5=0-34+4-44+3-5

seklindedir ve §(31) = 7 olur. Homojen simitli /4. idealinin tiretegleri su sekilde bulunur:

i1 : K=ZzZ/101; A={0,3,4,5}; S = K[t_1..t_(#A)]; U = K[x_1,x_2];

i5 : M=matrix{{x_1"(A_0)*x_2,x_1~(A_1)*x_2,x_1"(A_2)*x_2,x_1~(A_3)*x_23}};

i6 : H = map(U,S,M); IA=ker H
2 2 2 3
o7 =ideal (¢t -t t,tt -tt,t -ttt)

3 24 23 14 2 134

Simdi I =2 < 7 = §(31)’ye karsilik gelen £ = [0 6 8 10 31] genigleme matrisini

diigiinelim. Bu geniglemenin homojen simitli g/ ideali

7 4 2 6 4 2 25 5 2
J=1ideal (t -ttt ,tt -ttt,tt -tt )

4 135 34 125 24 15

olmak tizere Iy = I + J seklinde elde edilir.
Ote yandan [ = 8 > 7 = §(31)"ye karsilik gelen E = [0 24 32 40 31] matrisinin

homojen simitli Iz ideali

25 8 27 8 2 6 8
J=1ideal (ttt -t ,tt -tt,ttt -ttt )

124 5 14 35 134 25

olmak tizere Iy = Iy + J = Ly + (145t — t3) seklinde elde edilir.
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5 ORNEKLER

Bu son bolimde A = [0my - - -m,,] matrisi ve E' = [0lm; - - - lm,, m| matrisine kargilik
gelen T4 = C*(my,...,m,) C P*" ve Tgp = C*(Imy,...,Im,,m) C P projektif
simitlerinin sifirlayan idealleri arasindaki iligkiyi bulmak igin galigtigimiz bazi 6rnekleri
sergileyecegiz. Burada E matrisinde gegen [ ve m {izerindeki gartlar sunlar olacaktir:
S1, ..., 8, ler negatif olmayan tam sayilar ve m = symqy + - -+ + s,m,, > 0’dir. [ ise m

ile arasinda asal herhangi bir pozitif tamsayidir.

5.1 Sam

Macaulay 2 programinda yapilan bir ¢ok érnekten sifirlayan idealler arasindaki farkin
2 binom oldugu durumlarda im,, | ¢ — 1 oldugunu goriiriiz. Bu bizi agagidaki tahmine
gotiirir:

g—1 g—1

fddia 5.1.1. By = ¢\, — t\7" 7772 90 we By = i — tI™ iki binom olmak

tzere, Imy | g — 1 ve l > 6(m) ise;

I(C*(Imy, ..., lmy, m)) = I[(C*(my, ...,my,)) + (B1, Ba)

seklindedir.

Bu Iddiamin dogrulugunu arastirmak icin bir cok 6rnek yapmamiza ragmen hep-
sini sergilemek miimkiin olmadig1 i¢in sadece 6rnekleri hesaplamak i¢in kullandigimiz
Macaulay 2 komutlarini ve onlari kullanarak yaptigimiz birer 6érnek hesaplamay: pay-

lagacagiz.

Ornek 5.1.2. ilk olarak C*(5,7) simitinin geniglemelerinin Iddia 5.1.1'i sagladigin
gorelim. Bunu kontrol etmek i¢in Macaulay 2 programinda kullanacagimiz bir dongi
vazariz. Asagida verecegimiz komutlar1 kopyalayip Macaulay 2 programinda yapistira-

rak kullanabiliriz:
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time for q in {101,103,107,109,113,233,241,251,337,911}
do (
K=ZZ/q; a=3; b=5;
A={0,a,b};
S

Kly_1,t_1..t_(#A),z];
I

ideal (apply(#A, i -> S_(i+1) - y_1"(A_i)*z))
+ideal (apply (#{A_0}, i -> y_(i+1)~(g-1)-1));
ITA=eliminate(I,{y_1,z});
for u from 0 to 10
do (
for v from 0 to 10
do (
m=a*u+b*v;
for 1 from 1 to 10
do (
if (9-1)%(b*1)==0 and gcd(l,m)==1 and 1>(u+v) and (u+v)>0 then
for i from 1 to 1
do (
AExt={0,ax*x1,b*1,m};
R

Kly_1,t_1..t_(#AExt),z];
J

ideal (apply (#AExt, i -> R_(i+1) - y_1"(AExt_i)*z))
+ideal (apply (#{AExt_0}, i -> y_(i+1)~(g-1)-1));
IAExt=eliminate (J,{y_1,z});
B1=(R_1)"((q-1)//(1%*b))-(R_3)~((g-1)//(1*b));
B2=(R_1)~(1-u-v)*(R_2)~ux(R_3)~v-(R_4)"1;
IAExtconj=substitute(ITA,R)+ideal (B1,substitute (B2,R));
print (q, [a*1l,b*1,m],(1,u,v),IAExtconj==IAExt)
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Bu dongii sonucunda ¢ikt1 olarak
(q,[axl,bx1l,m],(I,u,v), [AExtconj == I AExt)
bilgilerinin bulundugu satirlar elde edilir. Ornegin;
(113, 20,28, 7], (4,0,1), true)

satir1, en sonda true cktig icin Iddiamin ¢ = 113 ve C*(20,28,7) geniglemesi igin

saglandigl anlamina gelir.

(113, [20, 28, 7], (4, 0, 1), true)
(113, [40, 56, 7], (8, 0, 1), true)
(113, [20, 28, 211, (4, 0, 3), true)
(113, [40, 56, 21], (8, 0, 3), true)
(113, [40, 56, 35], (8, 0, 5), true)
(113, [40, 56, 49], (8, 0, 7), true)
(113, [10, 14, 5], (2, 1, 0), true)
(113, [20, 28, 5], (4, 1, 0), true)
(113, [40, 56, 5], (8, 1, 0), true)
(113, [20, 28, 19], (4, 1, 2), true)
(113, [40, 56, 19], (8, 1, 2), true)
(113, [40, 56, 33], (8, 1, 4), true)
(113, [40, 56, 47], (8, 1, 6), true)
(113, [20, 28, 171, (4,
(113, [40, 56, 171, (8,
(113, [40, 56, 311, (8,

, 1), true)
, 1), true)
, 3), true)
(113, [40, 56, 45], (8, 2, 5), true)
(113, [20, 28, 15], (4, 3, 0), true)
(113, [40, 56, 29], (8,
(113, [40, 56, 43], (8,

(113, T[40, 56, 271, (8,

2
2
2
2
3

(113, [40, 56, 15], (8, 3, 0), true)
3, 2), true)
3, 4), true)
4, 1), true)
4

(113, [40, 56, 411, (8, 4, 3), true)
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(113,
(113,
(113,
(113,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,

(40,
(40,
(40,
(40,
(10,
(15,
[20,
(30,
(40,
(15,
(20,
(40,
(30,
(40,
(4o,
(10,
[15,
(20,
(30,
(4o,
(20,
(30,
(40,
(4o,
(4o,
(15,
[20,
(30,
(40,
(30,
(4o,
(40,

56,
56,
56,
56,
14,
21,
28,
42,
56,
21,
28,
56,
42,
56,
56,
14,
21,
28,
42,
56,
28,
42,
56,
56,
56,
21,
28,
42,
56,
42,
56,
56,

25], (8,
391, (8,
371, (8,
35], (8,

0), true)
2), true)
1), true)

0), true)

71, (2, 0, 1), true)

71, (3, 0, 1), true)

71, (4, 0, 1), true)

71, (6, 0, 1), true)

71, (8, 0, 1), true)

14], (8,
21], (4,
211, (8,
351, (6,
351, (8,
491, (8,

2), true)
3), true)
3), true)
5), true)
5), true)

7), true)

5], (2, 1, 0), true)

5], (3, 1, 0), true)

5], (4, 1, 0), true)

5], (6, 1, 0), true)

5], (8, 1, 0), true)

191, (4,
191, (6,
191, (8,
331, (8,
471, (8,
101, (3,
171, (4,
171, (e,
171, (8,
311, (6,
311, (8,
45], (8,

2), true)
2), true)
2), true)
4), true)
6), true)
0), true)
1), true)
1), true)
1), true)
3), true)
3), true)

5), true)
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(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(337,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,
(911,

(20,
(4o,
(30,
(40,
(4o,
(40,
(4o,
(30,
(40,
(40,
(40,
(40,
(10,
(25,
(50,
(25,
(25,
(50,
(25,
(50,
(50,
(10,
(25,
(25,
(50,
(25,
(50,
(50,
(50,
(25,
(50,
(25,

28,
56,
42,
56,
56,
56,
56,
42,
56,
56,
56,
56,
14,
35,
70,
35,
35,
70,
35,
70,
70,
14,
35,
35,
70,
35,
70,
70,
70,
35,
70,
35,

151,
15],
291,
291,
43],
271,
41],
25],
251,
39],
371,
35],
71,

7],

71,

147,
21],
21],
281,
49],
63],
51,

12],
19],
19],
261,
33],
47],
611,
171,
171,
247,

(4, 3, 0), true)
(8, 3, 0), true)
(6, 3, 2), true)
(8, 3, 2), true)
(8, 3, 4), true)

3
3
3
3
3
(8, 4, 1), true)
4
5
5
5
6
7

(8, 4, 3), true)
(6, 5, 0), true)
(8, 5, 0), true)
(8, 5, 2), true)
(8, 6, 1), true)
(8, 7, 0), true)

(2, 0, 1), true)
(5, 0, 1), true)
(10, 0, 1), true)

(5, 0, 2), true)
(5, 0, 3), true)
(10, 0, 3), true)
(5, 0, 4), true)
(10, 0, 7), true)
(10, 0, 9), true)

(2, 1, 0), true)

(5, 1, 1), true)
(5, 1, 2), true)
(10, 1, 2), true)
(5, 1, 3), true)
(10, 1, 4), true)
(10, 1, 6), true)
(10, 1, 8), true)
(5, 2, 1), true)
(10, 2, 1), true)
(5, 2, 2), true)

30



(911, [50,
(911, [50,
(911, [25,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,
(911, [50,

70,
70,
35,
70,
70,
70,
70,
70,
70,
70,
70,
70,
70,
70,

311,
591,
22],
291,
43],
571,
271,
41],
391,
53],
371,
51],
49],
471,

(10, 2, 3), true)

(10, 2, 7), true)

(5, 3, 1), true)

(10, 3,
(10, 3,
(10, 3,
(10, 4
(10, 4
(10, 5
(10, 5,
(10, 6
(10, 6
(10, 7
(10, 8

-- used 0.831359 seconds

2),
4),
6),
1),
3,
2),
4),
1),
3),
2),
1),

true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)

true)
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Ornek 5.1.3. i1 : for q in {101,103,107,109,113,233,241,251,337,911}
do (
K=ZZ/q; a=3; b=4; c=5; A={0,a,b,c}; S = K[y_1,t_1..t_(#A),z];
I = ideal(apply(#A, i -> S_(i+1) - y_1"(A_i)*z))
+ideal (apply (#{A_0}, i -> y_(i+1)~(g-1)-1));
ITA=eliminate(I,{y_1,z});
for u from 0 to 10
do (
for v from 0 to 10
do
(
for w from 0 to 10
do (
m=a*u+b*v+c*w;
for 1 from 1 to 10
do (
if (9-1)%(c*1)==0 and gcd(l,m)==1 and 1>(ut+v+w) and (utv+w)>0 then
for i from 1 to 1 do (
AExt={0,a*l,bx1l,c*1,m}; R = K[y_1,t_1..t_(#AExt),z];
J = ideal(apply (#AExt, i -> R_(i+1) - y_1"(AExt_i)*z))
+ideal (apply (#{AExt_0}, i -> y_(i+1)~(g-1)-1));
IAExt=eliminate(J,{y_1,z});
B1=(R_1)~((q-1)//(1*c))-(R_4)~((q-1)//(1*c));
B2=(R_1)~(1-u-v-w)*(R_2) ~ux(R_3) “v*(R_4) “w-(R_5)"1;
IAExtconj=substitute(ITA,R)+ideal (B1,substitute (B2,R));

print (q,[a*1l,b*l,c*1l,m],(1,u,v,w),IAExtconj==IAExt)
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dongiisiinii caligtirinca C*(3,4, 5) egrisinin agagidaki geniglemeler i¢in Iddia 5.1.1’in

saglandigini goriiriiz.

(101, [12, 16, 20, 5], (4, 0, 0, 1), true)
(101, [12, 16, 20, 15], (4, 0, 0, 3), true)
(101, [15, 20, 25, 4], (5, 0, 1, 0), true)
(101, [12, 16, 20, 9], (4, 0, 1, 1), true)
(101, [15, 20, 25, 9], (5, O, 1, 1), true)
(101, [30, 40, 50, 9], (10, 0, 1, 1), true)
(101, [i5, 20, 25, 14], (5, 0, 1, 2), true)
(101, [15, 20, 25, 19], (5, 0, 1, 3), true)
(101, (30, 40, 50, 191, (10, O, 1, 3), true)
(101, [30, 40, 50, 291, (10, O, 1, B), true)
(101, [30, 40, 50, 391, (10, 0, 1, 7), true)
(101, [15, 20, 25, 8], (5, 0, 2, 0), true)
(101, [12, 16, 20, 13], (4, 0, 2, 1), true)
(101, [i5, 20, 25, 131, (5, 0, 2, 1), true)
(101, [30, 40, 50, 131, (10, 0, 2, 1), true)
(101, [15, 20, 25, 18], (5, 0, 2, 2), true)
(101, [30, 40, 50, 23], (10, 0, 2, 3), true)
(101, [30, 40, 50, 33], (10, 0, 2, 5), true)
(101, [30, 40, 50, 43], (10, 0, 2, 7), true)
(101, [15, 20, 25, 12], (5, 0, 3, 0), true)
(101, [15, 20, 25, 171, (5, 0, 3, 1), true)
(101, [30, 40, 50, 171, (10, 0, 3, 1), true)
(101, [30, 40, 50, 27], (10, O, 3, 3), true)
(101, [30, 40, 50, 371, (10, 0, 3, 5), true)
(101, [15, 20, 25, 161, (5, 0, 4, 0), true)
(101, [30, 40, 50, 211, (10, 0, 4, 1), true)
(101, [30, 40, 50, 311, (10, O, 4, 3), true)
(101, (30, 40, 50, 411, (10, 0, 4, 5), true)
0

(101, [30, 40, 50, 291, (10, O, 6, 1), true)
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(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,

[30, 40, 50, 39],

[30, 40, 50, 33],
[30, 40, 50, 371,

[6, 8’ 10, 3]’

(12,
(15,
[30,
(15,
(12,
(15,
(30,
[15,
(30,
(30,
(30,
(12,
[15,
(30,
(15,
(15,
(30,
(30,
(30,
(12,
(15,
(30,
[15,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,

16,
20,
40,
20,
16,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
16,
20,
40,
20,
20,
40,
40,
40,
16,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
40,
40,

20,
25,
50,
25,
20,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
20,
25,
50,
25,
25,
50,
50,
50,
20,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
50,
50,

31,
3],

(10, 0, 6, 3), true)
(10, 0, 7, 1), true)
(10, 0, 8, 1), true)

(2, 1, 0, 0), true)
(4, 1, 0, 0), true)
(5, 1, 0, 0), true)

3], (10, 1, 0, 0), true)

8], (5, 1, 0, 1), true)

131,
131,
131,
18],
23],
33],
43],
7],

(4, 1, 0, 2), true)
(5, 1, 0, 2), true)
(10, 1, 0, 2), true)
(6, 1, 0, 3), true)
(10, 1, 0, 4), true)
(10, 1, 0, 6), true)
(10, 1, 0, 8), true)

(4, 1, 1, 0), true)

7], (5, 1, 1, 0), true)

71, (10, 1, 1, 0), true)

121,
171,
171,
271,
371,
117,
117,
117,
16],
21],
311,
41],
191,
29],

(6, 1, 1, 1), true)
(5, 1, 1, 2), true)
(10, 1, 1, 2), true)
(10, 1, 1, 4), true)
(10, 1, 1, 6), true)
(4, 1, 2, 0), true)
(5, 1, 2, 0), true)
(10, 1, 2, 0), true)
(5, 1, 2, 1), true)
(10, 1, 2, 2), true)
(10, 1, 2, 4), true)
(10, 1, 2, 6), true)
(10, 1, 4, 0), true)
(10, 1, 4, 2), true)
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(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,

(30,
[30,
(30,
(30,
(30,
(30,
[15,
(12,
(15,
(30,
(15,
(30,
(30,
(30,
(15,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(12,
(15,
(30,
[15,
(30,
(30,
(30,
(15,
(30,

40,
40,
40,
40,
40,
40,
20,
16,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
20,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
16,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
20,
40,

50,
50,
50,
50,
50,
50,
25,
20,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
25,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
20,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
25,
50,

39],
23],
33],
271,
371,
311,
61,

117,
117,
117,
161,
21],
31],
41],
14],
191,
29],
391,
231,
33],
271,
371,
31],
9],

al,

a1,

147,
191,
291,
391,
131,
13],

(10, 1, 4, 4), true)

(10, 1, 5, 0), true)
(10, 1, 6, 0), true)

(10, 1,

4
5

(10, 1, 5, 2), true)
6
6, 2), true)
7

(10, 1, 7, 0), true)

(5, 2, 0, 0), true)
(4, 2, 0, 1), true)
(5, 2, 0, 1), true)
(10, 2, 0, 1), true)
(5, 2, 0, 2), true)
(10, 2, 0, 3), true)
(10, 2, 0, 5), true)
(10, 2, 0, 7), true)
(5, 2, 2, 0), true)
(10, 2, 2, 1), true)
(10,
(10,
(10,

2, 3), true)
2,
2,
(10, 2,
2,
2,
2,

5), true)

1), true)

(10,
(10,

2,
2,
3,
3, 3), true)
4, 1), true)
4, 3), true)
(10, 5, 1), true)
(4, 3, 0, 0), true)
(5, 3, 0, 0), true)
(10, 3, 0, 0), true)
(56, 3, 0, 1), true)
(10, 3, 0, 2), true)
(10, 3, 0, 4), true)
(10, 3, 0, 6), true)
(5, 3, 1, 0), true)

(10, 3, 1, 0), true)
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(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,
(101,

(30,
[30,
(30,
(30,
(30,
(30,
[30,
(30,
(30,
(15,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,

40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
20,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,

50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
25,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,

23],
331,
171,
271,
371,
211,
31],
29],
33],
121,
171,
271,
371,
21],
311,
29],
331,
191,
291,
231,
33],
271,
31],
231,
33],
271,
31],
21],
311,
291,
291,
271,

(10, 3, 1, 2), true)
(10, 3, 1, 4), true)
(10, 3, 2, 0), true)
(10, 3, 2, 2), true)
(10, 3, 2, 4), true)
(10, 3, 3, 0), true)
(10, 3, 3, 2), true)
(10, 3, 5, 0), true)
(10, 3, 6, 0), true)

(5, 4, 0, 0), true)

(10, 4, 0, 1), true)
(10, 4, 0, 3), true)
(10, 4, 0, 5), true)
(10, 4, 1, 1), true)
(10, 4, 1, 3), true)
(10, 4, 3, 1), true)
(10, 4, 4, 1), true)
(10, 5, 1, 0), true)
(10, 5, 1, 2), true)
(10, 5, 2, 0), true)
(10, 5, 2, 2), true)
(10, 5, 3, 0), true)
(10, 5, 4, 0), true)
(10, 6, 0, 1), true)
(10, 6, 0, 3), true)
(10, 6, 1, 1), true)
(10, 6, 2, 1), true)
(10, 7, 0, 0), true)
(10, 7, 0, 2), true)
(10, 7, 2, 0), true)
(10, 8, 0, 1), true)
(10, 9, 0, 0), true)
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(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,

[6, 8, 10, 5],
[9, 12, 15, 5],

[12, 16, 20, 5],

[18, 24, 30, 5],

[24, 32, 40, 5],

[9, 12, 15, 10],

(12,
(24,
(18,
(24,
(24,

[9, 12, 15, 4],

(12,
(24,
(18,
(24,
(24,

[9, 12, 15, 8],

(12,
(18,
(24,
(18,
(24,
(24,
(18,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,

6, 8, 10, 3],

16, 20,
32, 40,
24, 30,
32, 40,
32, 40,

16, 20,
32, 40,
24, 30,
32, 40,
32, 40,

16, 20,
24, 30,
32, 40,
24, 30,
32, 40,
32, 40,
24, 30,
32, 40,
32, 40,
32, 40,
32, 40,
32, 40,
32, 40,

18],
151,
2571,
25],
35],

9],
9],
191,
191,
29],

131,
131,
131,
23],
23],
33],
171,
171,
271,
211,
311,
25],
29],

(2, 0, 0, 1), true)
(3, 0, 0, 1), true)

(4, 0, 0, 1), true)
(6, 0, 0, 1), true)
(8, 0, 0, 1), true)
(3, 0, 0, 2), true)
(4, 0, 0, 3), true)
(8, 0, 0, 3), true)
(6, 0, 0, 5), true)
(8, 0, 0, 5), true)
(8, 0, 0, 7), true)

(3, 0, 1, 0), true)

(4, 0, 1, 1), true)
(8, 0, 1, 1), true)
(6, 0, 1, 3), true)
(8, 0, 1, 3), true)
(8, 0, 1, 5), true)

(3, 0, 2, 0), true)

(4, 0, 2, 1), true)
(6, 0, 2, 1), true)
(8, 0, 2, 1), true)
(6, 0, 2, 3), true)
(8, 0, 2, 3), true)
(8, 0, 2, 5), true)
(6, 0, 3, 1), true)
(8, 0, 3, 1), true)
(8, 0, 3, 3), true)
(8, 0, 4, 1), true)
(8, 0, 4, 3), true)
(8, 0, 5, 1), true)
(8, 0, 6, 1), true)

(2, 1, 0, 0), true)
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(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,

[12, 16, 20, 3],

(4, 1, 0, 0), true)

[24, 32, 40, 31, (8, 1, 0, 0), true)

9, 12, 15, 8],

(12,
(18,
(24,
[18,
(24,
(24,

(9, 12, 15, 71,

(12,
[18,
(24,
(18,
(24,
(24,
[12,
(18,
(24,
(24,
(24,
[24,
[24,
(18,
(24,
(24,
[24,
[24,
(12,
(18,
(24,
[24,

16,
24,
32,
24,
32,
32,

16,
24,
32,
24,
32,
32,
16,
24,
32,
32,
32,
32,
32,
24,
32,
32,
32,
32,
16,
24,
32,
32,

20,
30,
40,
30,
40,
40,

20,
30,
40,
30,
40,
40,
20,
30,
40,
40,
40,
40,
40,
30,
40,
40,
40,
40,
20,
30,
40,
40,

131, (4, 1, O,
131, (6, 1, 0,
131, (8, 1, O,
23], (6, 1, 0,
23], (8, 1, 0,
33], (8, 1, 0,

2),
2),
2),
4),
4),
6),

(3, 1, 0, 1), true)

true)
true)
true)
true)
true)

true)

(3, 1, 1, 0), true)

71, (4, 1, 1, 0), true)

7], (6, 1, 1, 0), true)

71, (8, 1, 1, 0), true)

171, (6, 1, 1,
171, 8, 1, 1,
271, (8, 1, 1,
111, (4, 1,
111, (6, 1,
111, (8, 1,

-

-

-

21], (8, 1,

-

31], (8, 1,

-

151, (8, 1,
28], (8, 1,
19], (6, 1,
19], (8, 1,
29], (8, 1,
23], (8, 1,
271, (8, 1,
111, (4,

-

-

-

-

-

-

-

11], (6,
1], @,
211, (8,

-

-

O O O O O U b b bW oW NN NN

-

2),
2),
4),
0),
0),
0),
2),
4),
0),
2),
0),
0),
2),
0),
0),
D,
1,
1,
3,
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true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
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true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)

true)



(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,
(241,

(24,
[24,
(24,
(18,
(24,
(24,
[24,
(24,
(12,
(24,
(18,
[24,
(24,
(18,
(24,
(24,
[18,
(24,
(24,
(24,
(24,
[18,
[24,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,
(24,

32,
32,
32,
24,
32,
32,
32,
32,
16,
32,
24,
32,
32,
24,
32,
32,
24,
32,
32,
32,
32,
24,
32,
32,
32,
32,
32,
32,
32,
32,
32,
32,

40,
40,
40,
30,
40,
40,
40,
40,

40,
30,
40,
40,
30,
40,
40,

40,
40,
40,
40,
30,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,

311,
18],
251,
191,
191,
29],
23],
27],
a1,

a1,

191,
1971,
29],
131,
131,
23],
171,
171,
271,
21],
25],
171,
171,
271,
21],
251,
157,
257,
191,
231,
231,
21],

- - -

-

-

-

~
(o8}
N N N NN DNDNDN

-

6, 3,
(8, 3,
(8, >

(6,

- - - - - - - -

-

- - - - - - - -

~N
(09}
~N O o o0 o g w

-

0,

- - -

-

- -

SO O O b w NN NN

-

[N
-

5),
D,
3),
1),
1),
3),
D,

2),
2),
4),
0),
0),
2),
0),
0),
2),
0),
0),
1),
D,
3),
1),
1),
0),
2),
0),
0),
1),
0),
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true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)

true)

(4, 3, 0, 0), true)
(8, 3, 0, 0), true)

true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)
true)

true)



(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,

[6, 8’ 10’ 5],

[15,
(15,
(30,
(15,
(15,
[30,
(30,
(30,
(15,
(15,
(30,
(15,
(30,
(30,
(30,
[15,
(15,
(30,
(30,
(30,
[15,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,

[6) 8’ 10, 3])

20,
20,
40,
20,
20,
40,
40,
40,
20,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
20,
20,
40,
40,
40,
20,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,

25,
25,
50,
25,
25,
50,
50,
50,
25,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
25,
25,
50,
50,
50,
25,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,

(2, 0, 0, 1), true)

4], (5, 0, 1, 0), true)

9],

9],

14],
191,
191,
29],
391,
8l,

131,
131,
181,
231,
33],
43],
121,
171,
171,
271,
371,
161,
21],
311,
41],
291,
39],
331,
371,

[15, 20, 25, 3],

[30, 40, 50, 3],

(5, 0, 1, 1), true)
(10, 0, 1, 1), true)

(5, 0, 1, 2), true)
(56, 0, 1, 3), true)
(10, 0, 1, 3), true)
(10, 0, 1, 5), true)
(10, 0, 1, 7), true)

(5, 0, 2, 0), true)

(5, 0, 2, 1), true)
(10, 0, 2, 1), true)
(56, 0, 2, 2), true)
(10, 0, 2, 3), true)
(10, 0, 2, 5), true)
(10, 0, 2, 7), true)
(56, 0, 3, 0), true)
(6, 0, 3, 1), true)
(10, 0, 3, 1), true)
(10, 0, 3, 3), true)
(10, 0, 3, 5), true)
(56, 0, 4, 0), true)
(10, 0, 4, 1), true)
(10,
(10,

, 3), true)
, 5), true)
(10, , 3), true)
(10,
(10,

0, 4
0, 4

(10, 0, 6, 1), true)
0, 6
0, 7, 1), true)
0, 8

, 1), true)

(2, 1, 0, 0), true)
(5, 1, 0, 0), true)
(10, 1, 0, 0), true)
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(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,

(15,
[15,
(30,
(15,
(30,
(30,
[30,
(15,
(30,
(15,
(15,
(30,
(30,
(30,
(15,
(30,
[15,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(30,
(15,
(15,
(30,
[15,

20,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
20,
40,
20,
20,
40,
40,
40,
20,
40,
20,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
40,
20,
20,
40,
20,

25,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
25,
50,
25,
25,
50,
50,
50,
25,
50,
25,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
50,
25,
25,
50,
25,

8l,

131,
131,
18],
231,
33],
43],
71,

71,

121,
171,
171,
271,
371,
117,
1],
161,
21],
311,
41],
191,
29],
391,
231,
33],
271,
371,
31],
6],

117,
117,
161,

(5, 1, 0, 1), true)
(6, 1, 0, 2), true)
(10, 1, 0, 2), true)
(6, 1, 0, 3), true)
(10, 1, 0, 4), true)
(10, 1, 0, 6), true)
(10, 1, 0, 8), true)

(5, 1, 1, 0), true)

(10, 1, 1, 0), true)
(5, 1, 1, 1), true)
(5, 1, 1, 2), true)
(10, 1, 1, 2), true)
(10, 1, 1, 4), true)
(10, 1, 1, 6), true)
(5, 1, 2, 0), true)
(10, 1, 2, 0), true)
(5, 1, 2, 1), true)
(10, 1, 2, 2), true)
(10, 1, 4), true)

(10, 1, 6), true)

(10, 1, 0), true)

(10, 1, 2), true)

(10, 1, 0), true)

(10, 1, 2), true)

(10, 1, 0), true)

(10, 1,

2,
2,
4,
4,
(10, 1, 4, 4), true)
5,
5,
6,
6, 2), true)
7,

(10, 1, 0), true)

(5, 2, 0, 0), true)
(5, 2, 0, 1), true)
(10, 2, 0, 1), true)

(5, 2, 0, 2), true)

41



(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
(251,
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6 SONUC ve ONERI

Bu tezde, sonlu cisimler iizerinde taniml afin ve projective simit, simitli kiime ve simitli
gesitlem adli geometrik nesneler ve temel 6zellikleri verilmigtir. Bunlar {izerinde tanim-
lanan hesaplama kodlar1 ve temel parametreleri tanitilmigtir. Sifirlayan idealin ve Hil-
bert fonksiyonunun, parametrik kodlar denilen bu kodlarin uzunlugunun ve boyutunun
cebirsel yontemlerle hesaplanmasi i¢in anahtar niteliginde oldugu ifade edilmigtir. Bu
gercekten hareketle bir parametrik kodun sozii edilen iki parametresini hesaplamak igin
gereken sifirlayan ideali bulmak igin ilk kez 2011 yilinda [1] makalesinde geligtirilen iki
yontem detaylica anlatilmigtir. Bir simitli ¢egitlemin geniglemeleri tanitilmig ve kargilik
gelen simitli idealler arasindaki, [16] ¢calismasinda bulunan, giizel iligki ifade edilmigtir.
Sonsuz cisimler {izerinde tanimli simitli gegitlemlerin sifirlayan idealleri simitli idealle-
riyle ¢akistigindan ve simitli idealler cisimden bagimsiz oldugundan, son olarak bu giizel
iligkinin sonlu cisimler iizerindeki sifirlayan ideallere tagimp taginmadigy agik problemi
Macaulay 2 programi kullanilarak ¢alisgilmigtir. Yaptigimiz 6rneklerden edindigimiz tec-
riibeye gore ortaya attigimiz Iddia 5.1.1 cesitli déngiiler kullamlarak dogrulanmistir,
fakat bu iglemin bir sonu olmadigindan yalnizca bir kismi tezde sergilenmistir.
Yiiriitiilecek aragtirmalarda, bu tezde anlatilan yontemlerden ve O6rnek yaparken
kullanilan Macaulay 2 komutlarmdan yararlanilarak Iddia 5.1.1’nin dogru oldugu is-

patlanabilir.
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