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OZET

BILGISAYAR DESTEKLI GEOMETRIK TASARIM ELEMANLARINDAN BEZIER EGRi
VE YUZEYLERININ MINKOWSKI UZAYINDA INCELENMESI

Serkan CELIK

Yiiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Hatice KUSAK SAMANCI
Agustos 2017, 142 sayfa

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Girig boliimiinde ¢alismamizin asil amaci verilip daha sonra
konunun tarihsel gelisimi ve kullanim alanlar1 ifade edilmistir. Onceki yapilan ¢alismalar
boliimiinde kaynakca Ozetine yer verilmistir. Materyal ve Yontem boliimiinde Oklid uzayi,
Minkowski uzayi, Bezier egri ve yiizeyi ile ilgi temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir.
Bulgular béliimiinde ise ¢alismamizin orijinal kismi verilmektedir. Bu béliimde Oklid uzaymda
Bezier egrisinin baslangi¢ ve bitis noktasindaki Serret-Frenet ve Bishop catisi elde edilmistir.
Dejenere olmayan Minkowski Bezier egrilerinin Serret-Frenet gatis1 ve Bishop ¢atisi incelenip
konuyla ilgili 6rnek uygulamalar verilmistir. Daha sonra Minkowski uzayinda dejenere olmayan
Bezier ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri farkli bir yontem ile hesaplanarak yiizeyin sekil
operatdrii bulunmustur. Sonug ve Oneriler béliimiinde ise tezin degerlendirilmesi yapilmistir ve

ileriki caligmalarla ilgi 6neriler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Minkowski uzayi, Bezier egrisi, Frenet ¢atisi, Bishop ¢atisi.



ABSTRACT

INVESTIGATION OF BEZIER CURVES AND SURFACES FROM COMPUTER AIDED
GEOMETRIC DESIGN ELEMENTS IN MINKOWSKI SPACE

Serkan CELIK

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hatice KUSAK SAMANCI
August 2017, 142 pages

This work is composed of five chapters. The essential aim of the work is studied in the opening
chapter, then it is followed by the historical developement and areas of usage. Bibliography
summary is stated in the previous work’s chapter. The main definition and theorem of Euclidean
space, Minkowski and Bezier curves is mentioned in metarial management method chapter. In
results we declare the original part of the work. In addition, we get the Serret-Frenet and Bishop
frame in the beginning and the ending of Bezier curve in Euclidean space. Furthermore we study
Serret-Frenet and Bishop frame of non-degenere Bezier curves in Minkowski space and give
samples about the topic. Later we calculate the Gauss and mean curvature of non-degenere Bezier
surfaces in a different way and find the shape operator of the surface in Minkowski space. In
conclusion and recommendations chapter, we evaluate the work and give advices for the future

studies.

Keywords: Minkowski space, Bezier curve, Frenet frame, Bishop frame.
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1. GIRIS

Minkowski geometrisi ilk defa Alman matematik¢i ve fizik¢i Hermann Minkowski (1864-1909)
tarafindan kesfedilmistir. Minkowski, matematiksel fizikte ele alinan izafiyet teorisindeki
problemleri geometrik metotlar kullanarak ¢6zmeye ¢alismistir. Zurih Politeknik okulundan Rus
asilli hocas1 Einstein ve Minkowski, tanimlayamadigimiz zaman kavramimin aslinda uzayin
ayrilmaz bir parcasi oldugunu gosterip zamana boyut niteligi kazandirmislardir. Oklid uzayinda

alian bir nesnenin en, boy, yiikseklik (X—Y—Z7 koordinatlari) ile tanimlanan ii¢ boyutuna ilave

olarak Minkowski geometrisinde 4. boyut olarak zaman almmustir. Oklid geometrisindeki mesafe
kavramiyla olduk¢a 6nemli benzerlikler tastyan bir uzaklik kavrami vardir.

Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim (BDGT) egrilerinden Bezier egrileri ise Fransa’da
Renault sirketinde ¢alisan P. Bezier ve Citroen sirketinde c¢alisan de Casteljau tarafindan 1950
yillarinda gelistirilmistir. Bezier egrileri ve yiizeyleri geometrik kat1 modellemelerinde kullanim
kolaylig1 agisindan oldukga yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Bishop ¢atis1 1975 yilinda L. Bishop tarafindan Serret-Frenet catisina alternatif bir ¢ati
olarak bulunmustur. Bishop ¢atisinin Serret-Frenet catisina gore avantaji egrinin ikinci tiirevlerine

gerek duymadan bir ¢at1 olusturmay1 saglamasidir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Bu tezde Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarimda (BGDT) siklikla kullanilan Bezier egri ve
yilizeylerinin Minkowski uzayinda geometrik agidan incelenmesi ele alinmistir. Bu yiizden
tezimizde Oncelikle Minkowski uzayu ile ilgili ¢caligmalar arastirilmistir. Lopez (2014) kaynaginda
Minkowski uzayinin temel kavramlar1 detayli bir sekilde verilmistir. Ayrica (Ugurlu ve Caligkan
2012) ¢alismalarinda Minkowski uzayindaki egri ve yiizeylerinin darboux catisi ve geodezik
egrilikleri gibi baz1 farkli geometrik 6zellikleri incelenmistir. Minkowski uzayi ile ilgili kaynak
arastirmalarinda 6zellikle cesitli yapidaki egrilerin Minkowski uzayinda incelendigi gériilmiistiir,
bu ¢alismalardan bazilar1 (Turgut 1995, ilarslan ve Nezovic 2004, ilarslan 2005, Onder ve
Kocayigit 2007, Biikcii ve Karacan 2008, Bilici ve Caligkan 2009, Ugurlu ve Caligkan 2012)
kaynaklarinda bulunmaktadir. Tez ¢alismamizda Bezier egrileri ve yiizeyleri ig¢in ana kaynak
olarak (Marsh 2005) kullanilmistir. Bezier egri ve yiizeylerinin Oklid uzaymdaki geometrik
ozellikleri, sekil operatdrii, Gauss egriligi ve ortalama egriligi (Incesu 2003, Yilmaz 2009)
kaynaklarindan incelenmistir. Kaynak¢a arastirmalart sirasinda Bezier egri ve yilizey
geometrilerinin Minkowski uzayinda incelenmesi ile ilgili ¢ok fazla kaynagin olmadigi
goriilmiistiir. Minkowski uzayinda Bezier egrileri ilk defa (Georgiev 2008) caligmasinda ele
alimmistir. Minkowski uzayinda Bezier yiizeylerinin incelenmesi ise (Ugail vd. 2011) kaynaginda
verilmistir. Bu konularla ilgili ¢aligmalarin ¢ok az oldugu goriilmiis ve bu tezde Bezier egri ve
yiizeylerinin diferensiyel geometrik ozelliklerinin daha detayli olarak incelenmesi iizerinde
durulmustur. Minkowski geometrisi 6zellikle fizikgiler tarafindan izafiyet teorisini incelemek igin
kullanilmaktadir. Oklid uzayinda inceledigimiz biitiin yapilar1 Minkowski metrigi ile
inceledigimizde geometrik yapilarin Minkowski uzayinda farkli anlamlar1 olusmaktadir. Egri ve
yiizeylerin diferensiyel geometrik karakterizasyonlarinin Minkowski uzaymda incelenmesi
oldukca yararli ¢alismalarin ortaya ¢ikmasini saglamaktadir. Bu nedenle bilgisayar grafiklerini
modellemede kullanilan Bezier egri ve ylizeylerinin Minkowski uzayinda incelenmesi konusunu

ele alan tezimizin ileride yapilacak ¢alismalara 6nemli bir katkis1 olabilecegi diistiniilmektedir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Minkowski geometrisinde temel teskil eden ve daha sonraki boliimlerde siklikla

kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve bunlarla ilgili 6zellikler verilecektir.

3.1. Minkowski Diizleminde Vektorler
Tamim 3.1.1. R® standart reel vektdr uzay: iizerinde

~R*xR* >R
(ab)—>g(ab)=ab+ab,; a=(a.a,), b=(b,b,)

Oklid i¢ garpimi tanimlanirsa, R? afin uzayina, Oklidyen 2-uzay denir. R? ile gosterilir (Ugurlu
ve Caligkan 2012).

Tamim 3.1.2. R* vektor uzayi iizerinde,

~R?xR? >R
(ab)—>g(ab)=ab-ahb,; a=(a,a,) b=(b.b,) (3.1)

bi¢ciminde tanimli Minkowski i¢ ¢arpim alinirsa, R®> afin uzayi, Minkowski 2-uzay1 veya

Lorentziyen 2-uzay olarak isimlendirilir ve Rf ile gosterilir (Ugurlu ve Caligkan 2012).

Tanim 3.1.3. Rf uzayindaki herhangi bir vektor a= (al, az) olmak iizere
i.  Metrik, pozitif tanimli yani g (a,a) >0 veya a =0 ise a ya spacelike vektor,
ii.  Metrik, negatif tammli yani g(@,a)<0 ise 2 ya timelike vektor,
iii.  Metrik, dejenere metrik yani g(a,a)=0, a=0 ise a ya lightlike (veya null) vektor

3



denir. Lightlike (null) vektorler digindaki vektorlere kisaca “dejenere olmayan metrikle tanimli
vektorler” denilir (Lopez 2014). Rlz Minkowski diizleminde lightlike vektorler, 1. ve 2. agiortaylar

tizerinde, timelike vektorler iki aciortay arasinda ve spacelike vektorler de agiortaylarin disinda

bulunur.

spacelike x

>

A

< timelike,

Sekil 3.1. Minkowski diizleminde vektorler

R? reel afin uzayinda tanimlanabilen biitiin kavramlar, Rf Minkowski uzayinda farkli anlam

kazanirlar. (3.1) denklemindeki Minkowski i¢ ¢arpimi yardimiyla Rf uzayinda uzaklik ve ag1
gibi metrik kavramlar da tanimlanabilir (Ugurlu ve Caligkan 2012).

Tanim 3.1.4. Bir a € Rlz vektoriiniin normu |af| = /|g (a,a)| olarak tanimlanir ve
2 Jal>0.

b) |al|=0< a bir null vektordiir,

¢) d bir timelike vektor ise ||a||2 =—g(aa),

d) 4 bir spacelike vektor ise ||a||2 =g(aa)

ozellikleri saglanir (Ugurlu ve Caliskan 2012).



Tamim 3.1.5. R uzayinda iki vektor @ ve b olsun. g(a,0)=0 ise & ve b vektorlerine “Minkowski

anlaminda diktirler” denir. Bu tanima gore, 1. veya 2. aglortaya gore simetrik olan vektorler

Minkowski anlaminda diktirler (Ugurlu ve Caliskan 2012).

Sekil 3.2. Minkowski diizleminde ¢emberler

Rf diizleminde Minkowski birim ¢ember

s! ={ae Rf|g(a,a)=1}

bi¢ciminde tanimlanir. Bu cemberin tegetleri daima timelike vektorlerdir. Benzer olarak, hiperbolik

birim ¢ember de

Hi = {a IS Rf| g(aa) =—1}

bi¢iminde tanimli olup, bu egrinin tegetleri de spacelike vektorlerdir (Ugurlu ve Caligskan, 2012).

Teorem 3.1.6. Rf uzayinda iki spacelike (veya timelike ) vektor dik olamaz (Ugurlu ve Caliskan

2012).



Sonug 3.1.7. Rf uzayinda iki vektoriin dik olmasi i¢in birinin timelike digerinin spacelike olmasi

gerekir (Ugurlu ve Caligkan 2012).

Sekil 3.3. Minkowski diizleminde diklik kavrami1

Tanim 3.1.8. Rf diizleminde "@" hiperbolik radyan a¢1 olmak iizere bir nokta Q = (cosh @,sinh 8)

ile gosterilir (Ugurlu ve Caligkan 2012).

O = (cosh 6,sinh 0)

—
X

Sekil 3.4. Minkowski ¢emberinde bir nokta



Tamm 3.1.9. Rf uzayinda ayni konide bulunan iki timelike birim vektor @ ve b olsun.

cosh@ sinhé || a, | |b,
sinh@ coshé ||a,| |b,

esitligini saglayan 6 € R sayisina, d dan b ye (yonlendirilmis) hiperbolik ag¢1 denir ve 9 = (a,b)
bigiminde gosterilir. dve b vektorleri arasindaki hiperbolik a¢1 d ve b nin koordinatlarini ifade

ederken kullanilan bazin se¢ilisinden bagimsizdir (Ugurlu ve Caliskan 2012).

1

.

Sekil 3.5. Minkowski diizleminde a¢1

3.2. Minkowski Uzayinda Vektorler

Tamm 3.2.1. Rf uzayinda a=(a,,a,,8;), b=(b,b,,b,) iki vektor olmak iizere,

g(ab)=ab +ah, —ahb,
an b= (a3b2 -a,b;,ab, -ah,ab, 'azb1)



carpimlarina sirasiyla ti¢ boyutlu Minkowski uzayinda i¢ ¢arpim ve vektorel (dis) ¢arpimi
denir. Minkowski-3 uzayinin baz vektorleri € = (6,,6,,0,), 1=12,3 i¢in Minkowski

vektorel carpiminin determinant ile gosterimi

& €& &
an b=—det|a a, a
bl b2 b3
olarak verilir, burada ¢; = {(1) :éj dir. Baz vektorleri € A €, =€, € A € =-€,

€; AL € =—€, kosullarini saglamaktadir (Ugurlu ve Caliskan 2012).

Teorem 3.2.2. R} uzayinda ii¢ vektér a=(a,a,a,), b=(b,b,b) ve c=(c,c,.c,;) olsun. Bu
durumda,

i) g(an,b,c)=—det(abc)
i) (an_b)a_c=-g(ac)b+g(b,c)a
iii) g(an,_ba)=0ve g(an_bb)=0

V) g(anr,_b,an b)=—g(aa)g(bb)+(g (a,b))2 dir (Turgut 1995).

-»

timelike

IStk kpnisi

spacelike /" spacelike

v timelike

Sekil 3.6. Minkowski-3 uzayi



3.3. Oklid Uzayinda Egriler

Teorem 3.3.1. Oklid uzayinda bir o : 1 — R egrisi i¢in v =o|| =1 ise bu egriye birim hizh egri

denir. Birim hizl1 & egrisinin egrilik ve burulmas1 « = HTH T= HBH olmak tizere T,N, B Serret-

Frenet ¢atist

T=a

N= T
K
B=T AN

Serret-Frenet catisinin tiirev formiilleri ise

T =«N,
=— T +1B,
B =—zN
denklemleri ile hesaplanir.

Teorem 3.3.2. Oklid uzayinda bir o :1 — R® egrisi i¢in v =Ha'H #1 ise bu egriye birim hizh

olmayan egri denir. Birim hizli olmayan bir & egrisinin egrilik ve burulmasi

Ha' xa"H g (a' xa",a"')
= 3 = . 2
|| o x|

olmak tizere T,N, B Serret-Frenet catisi

.
"]
N=BAT
B= O!‘/\OC
o n]



ve Serret-Frenet tiirev formiilleri

T =xVN
N =—xvT +7VB
B =—zvN

denklemleri ile hesaplanir (Kreysig 1968 ).

3.4. Minkowski Uzayinda Dejenere Olmayan Egriler

Tanmm 3.4.1. a:l —>Rl3 diferansiyellenebilir bir egri olsun. Minkowski uzayinda § yay

parametresi ile parametrelendirilmis @ regiiler egrisi alalm. T(S) = (ZI(S) ye teget vektorl denir.

Minkowski uzayinda ii¢ ¢esit egri vardir. & egrisi Rf de bir egri olsun.

1) T = o teget vektorii timelike ise & egrisine «timelike egri” denir ve T  spacelike vektordiir.
2) T =o' teget vektorii spacelike ise & egrisine «spacelike egri” denir. T  vektoriiniin
konumuna gore spacelike egrisi tic duruma ayrilir:

a) T  spacelike vektor olanlar

b) T  timelike vektor olanlar

c) T lightlike (null) vektor olanlar

3) T = o teget vektori lightlike (null) ise @ egrisine «lightlike (null) egri” denir. Bu durumda

T vektorii spacelike olmalidir (Lopez 2014).

Tamm 3.4.2. Timelike ve spacelike egrilerinin her ikisi de dejenere olmayan metrikle taniml
oldugu icin bu egriler “Minkowski uzayinda dejenere olmayan egriler” olarak da adlandirilir.

Bu tezde, (Lopez 2014) kaynaginda ispatsiz olarak verilen Minkowski-3 uzayindaki
dejenere olmayan egrilerin Serret-Frenet catilarinin tiirev formulleri asagidaki teoremlerde

ispatlanmugtir.

10



Teorem 3.4.3. Bir birim hizli & timelike egrisi i¢in teget vektorii T = o', asli normal vektorii

N =—, binormal vektori B=-T AN dir. Bu egrinin egriligi ve burulmasi sirasiyla
1

K= HTH =—g ( N',T) Ve 7= HBH =g (N', B) olan Serret-Frenet gatisininin tiirev formiilii
T =«N
N =«T +7B
B =—N

ve matris gosterimi

T 0 ~ O\T
N [=|lx 0 <z|N
B 0 - 0| B

denklemleri ile elde edilir.

Ispat: Birim hizli @ timelike egrisinin T = & teget vektdrii timelike vektorii oldugu igin i¢
carpimi negatif tanimlidir yani g(T,T):g(a'(s),a'(S))<O kosulunu saglar. @& timelike
egrisinin egriligi K:HT'H:H(Z"(S)H dir. {T,N,B} Frenet vektorleri bir ortonormal cati

olusturdugu i¢in Minkowski uzayinda T timelike vektor oldugunda N ve B birim vektorleri

spacelike vektorler olmalidir. O halde timelike ve spacelike vektorlerinin i¢ carpim 6zelliklerinden

g (T ,T) =-1, ¢ (N N ) =1, ¢ (B, B) =1 kosullar1 saglanir. Ayrica ortogonallikten dolay1
g(T, N)= g(N, B) = g(T, B) =0 dir. g(T,T)= -1 ise T? =—1 dir. Her iki tarafin tiirevi
alindigimnda T.T =0 yani g (T,T') =0 oldugu goriliir. T LT diklik sartindan yararlanilarak

T = timelike vektor ise T spacelike vektor olmalidir. N asal normali ortonormallikten T

tegetine diktir. g(T,N)=0 ve g(T,T')=O oldugundan T L N ve T LT dir. Buradan T’

vektoric N vektoriine paralel olur. Paralellikten dolay1 T = xN den her iki tarafin normu alinirsa

K=HT'H=,/9(T',T')=—g(N',T) elde edilir. Buradan N asal normali N :T_:“_

o

denklemi ile hesaplanir. B=-T AN dir. {el, 92,93}, Minkowski uzayinda ortonormal ¢at1 oldugu
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icin €, timelike vektor ise €, ve €; spacelike vektordiir. O halde bu baz vektorlerinin Minkowski
vektorel carpimlar1 e Ae,=—e,, e,Ae,=+e, e,Ae =—e, dir. Benzer sekilde {T,N,B}

Minkowski uzayinda ortonormal cati, T timelike vektor oldugundan, N ve B spacelike

vektordiir. O halde dis ¢arpimlart TAN=-B, NAB=+T, BAT =-N dir. Frenet ¢atisi

T=a(s), N= T—, B=-T AN elde edilir. Frenet ¢at1 vektorlerinin tiirevlerini hesaplayalim.
K

Binormal vektdriiniin tiirev vektdrii olan B’ vektoriinii hesaplamak igin g (B,T)=0 ifadesinin her

iki tarafinin tiirevi alindiginda

esitligi elde edilir. Boylece B' LT ve T LN,B ve B LB=B //N oldugu goriiliir. B'//N
paralellikten dolay1 B'=—zN dir. Her iki tarafin normu alindiginda 7 = HBH =g ( N, B) burulma
denklemi bulunur. N tiirev vektérii {T,N,B} catisinin bir eleman: oldugu i¢in ¢atinin baz
vektorlerinin lineer birlesimi olarak N = AT + A4,N + 4,B bigiminde yazilabilir. Burada 4,4, , 4,

katsayilarini bulabilmek i¢in N vektoriiniin sirastyla T, N, B vektérleri ile i¢ carpimini alalim:

g(N'T)=g(AT+4LN+A4BT)=A49(T.T)+4Lg(N,T)+4g9(BT)=-4 (3.2)
g(N',N)=g(AT +A4N+A4B,N)=249(T,N)+49(N,N)+49(B,N)=4, (3.3)
g(N',B)=g(AT + 4N +4B,B)=49(T,B)+4g(N,B)+49(B,B)= 4, (3.4)

Simdi de sirastyla A, 4,, 4, degerlerini hesaplamak i¢in ¢ ( N,T ) =0 ifadesinin her iki tarafinin

tiirevi alindiginda



g(N', T)=—g(N,xN)
g(N'T)=-x (3.5)
(3.2) ve (3.5) den 4 =« elde edilir. g(N',N)=0 i¢ garpimu ve (3.3) denkleminden 4, =0

oldugu bulunur. Benzer sekilde g ( N, B) =0 ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alindiginda

g(N,B) =0

g(N',B)+g(N,B)=0

g(N',B)+g(N,—zN)=0

g(N',B)-zg(N,N)=0

g(N',B)-z=0
g(N',B)=1 (3.6)

(3.4) ve (3.6) den A, =7 olur. Boylece N =«T +0.N + 7B vektorii elde edilir.

Sonuc 3.4.4. Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiillerinin

T =0+xN+0,
N =xT+0+7B,
B=0-zN+0

esitlikleri ile elde edildigi goriilmektedir. Ayrica bu tiirev formiilleri

matrisi ile de ifade edilebilir.
Simdi de birim hizli spacelike egrisinin Serret-Frenet ¢atisini inceleyelim.

a birim hizli spacelike egri olsun. Tanim (3.4.1) den bilindigi lizere o spacelike egri ise

T (S) =a spacelike vektor olup tiirev vektorii ii¢ durumda olabilir:

1.Durum: « spacelike egriise T  spacelike vektdr ya da asli normali spacelike vektor
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2.Durum: « spacelike egriise T  timelike vektdr ya da asli normali timelike vektor
3.Durum: « spacelike egriise T  lightlike (null) vektdr ya da asli normali lightlike vektordiir.
Spacelike egrileri incelenirken bu ii¢ durumun ayri ayri incelenmesi gerekmektedir. Asagida bu

ti¢ durum i¢in spacelike egrilerin egrilikleri ve Serret-Frenet ¢atis1 incelenmistir.

1.Durum: Asli normali spacelike olan birim hizli spacelike egrisinin egrilikleri ve Serret-Frenet

catisi ile ilgili sonuclar asagida hesaplanmaistir.

Teorem 3.4.5. « asli normali spacelike olan birim hizli spacelike egrisi verilsin. « spacelike

egrisinin asli normal vektorii N =—, binormal vektori B=T AN dir. Egrilik ve burulmasi
1

sirastyla k=T =-g(N',T), r=|B|=-g(N',B) olan asli normali spacelike olan birim hizh

spacelike egrisinin Frenet ¢atisininin tiirev formili

T =0+xN+0

N =—xT+0+7zB

B=0+zN+0
ve matris gosterimi
T 0 « 0T
N |=|-« 0 7| N
B 0 r 0){B

denklemleri ile elde edilir.

Ispat: o, asli normali spacelike olan birim hizli spacelike egrisi olsun. Bu durumda

9(T,T)=g (a'(s), a (s))> 0 kosulu saglanir. T(S)=a ve T =q ise efrinin egriligi
K= HTH = Ha"(S)H dir. {T, N, B} Minkowski uzayida ortonormal bir ¢at1 oldugu i¢in T spacelike

vektor ise N spacelike ve B timelike vektor olmalidir. O halde i¢ carpim kosullar

g(T,T)=1,g(N,N)=1 ,g(B,B)=-1
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ve ortogonallikten dolay1 g (T, N ) = g(N , B) = (T, B) =0 olmalidir. g (T ,T) =1 ise T? =1 dir.

Her iki tarafin tiirevi alindiginda

2TT'=0 = g(T,7)=0 =T LT

dikligi elde edilir. 1. duruma gore T =« spacelike ve T  spacelike vektdr oldugu icin N asal
normalinin T tegetine dik oldugu bilindiginden
g(T,N)=0 . .
, TINATLT = T/IN
g(T.7)=0

paralelligi elde edilir. O halde paralellikten dolayr T //N ise T =N den her iki tarafin normu

alindiginda K:HT'Hz./g(T',T') =—g(N',T) elde edilir. Buradan N asal normali

T o
o]

esitligi ile elde edilir. Binormali ise B=T AN vektorel ¢arpimindan elde edilir. Minkowski

N =

uzaymda {e,,e,,€,} ortanormal bir ¢at1 oldugunda e, spacelike vektér ise e, spacelike ve e,
timelike vektor olmalidir. O halde dis garpimlar1 e Ae, =e,, e, A€, =—€,, €, A€ =—€, esitlikleri

ile hesaplanir. Benzer sekilde {T, N, B} Minkowski uzayinda ortanormal ¢at1 T spacelike vektor

ise N spacelike ve B timelike vektor olur. O halde dis ¢arpimlart TAN =B, NAB=-T,

. T
BAT =—N dir. Serret-Frenet catis1i T=¢(s), N=—, B=T AN denklemleri ile elde edilir.
K

Simdi de Serret-Frenet ¢ati vektdrlerinin tiirevlerini hesaplayalim. T =xN esitliginden

binormalin tiirevi olan B’ igin ¢ (B,T ) =0 ifadesinin her iki tarafin tiirevi alindiginda

9(B,T)+g(B,T)=0

0

g(B,T)+g(B,xN)



esitligi elde dilir. Bu esitlikten B' L T dik oldugu sonucu elde edilir. Ayrica T L N,B ve B' 1B

diklik kosullarmdanB'//N elde edilir. Paralellikten dolayr B =7N esitligi yazilabilmektedir.

Her iki tarafin normu alindiginda

r=[B]=-g(N'B)
oldugu gériiliir. N tiirev vektdrii T,N, B ortonormal catisinda bulundugundan T, N, B nin liner

birlesimi olarak yani

N = AT+A,N+A4,B
formunda yazilabilir. Burada 4, 4,, 4, katsayilarin bulabilmek i¢in N vektori stirastyla T,N, B

vektorleri ile garpalim.

g(N,T)=g(AT +4LN+4,B,T)=249(T,T)+49(N,T)+49(B.T)=4 (3.7)
g(N',N)=g(AT +A4N+A4B,N)=249(T,N)+49(N,N)+4g(B,N)=4, (3.8)
g(N',B)=g(AT + 4N +4,B,B)=249(T,B)+4g(N,B)+4g(B,B)=—4 (3.9)

Swrasiyla A, 4,, 4, degerlerini elde etmek igin ( N ,T) =0 ifadesinin her iki tarafinin tiirevi

alindiginda

g(N,T) =0
g(N'T)+g(N.T)=
g(N',T)+g(N,xN)=0

T)=

g(N'

g(N',T)z—K (3.10)

0

esitligi elde edilir. (3.7) ve (3.10) denklemlerinden 4 =« elde edilir. g(N',N)=0 ve (3.8)
denklemlerinden A, =0katsayis1 hesaplanir. Benzer sekilde g(N,B)=O ifadesinin her iki

tarafinin tiirevi alindiginda
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g(N'B)=-7 (3.11)

esitligi elde edilir. (3.9) ve (3.11) denklemlerinden A, =7 olur. Boylece N =—«T +0.N +7B

tirev vektori elde edilir .

Sonuc¢ 3.4.6. Asli normali spacelike olan birim hizli spacelike egrisinin Serret-Frenet tiirev

formila

T =0+xN+0

N =—xT +0+7B
B =0+zN+0

denklemleri ile elde edilir. Bu denklemin matris formu

T 0 « 0T
N |=|-x 0 z||N
B 0 r 0O/\B

matrisi ile verilir.
2.Durum: Asli normali timelike olan birim hizli spacelike egrisinin egrilikleri ve Serret-Frenet

catisi ile ilgili sonuglar asagida hesaplanmustir.

Teorem 3.4.6. « asli normali timelike olan birim hizli spacelike egrisi verilsin. o spacelike

egrisinin asli normal vektorii N =— binormal vektoérii B=T AN dir. Egrilik ve burulmasi
K

sirastyla K=HT'H= g(N',T), T=HB'H= g(N',B) olan asli normali timelike olan birim hizh

spacelike egrisinin Frenet ¢atisininin tiirev formiilii
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T =0+xN+0

N =«T +0+7B
B =0+zN+0
ve matris gosterimi
T 0 « 0)T
N|=|x 0 z||N
B 0 r 0O){B

denklemleri ile elde edilir.

ispat:  asli normali timelike olan birim hizli spacelike egriise T = (S) teget vektori spacelike
vektordiir ve g(T,T)=g (a'(s), a'(s)) >0 olmalidir. Egrinin egriligi x = HTH = Ha"(s)u denklemi
ile hesaplanir. {T,N,B} catis1i Minkowski uzayinda ortanormal bir gat1 ve T spacelike vektor
oldugu igin N timelike ve B spacelike vektorlerdir. O halde g(T,T)=1, g(N,N)=-1,
g (B, B) =1 ve ortogonallikten dolayr 0 (T, N ) =0 ( N, B) = (T, B) =0 kosullar1 saglanir.

g (T ,T) =1 oldugundan T? =1 dir. Her iki tarafin tiirevi alindiginda

2TT =0 = g(T,7)=0 =T LT

olur. 2. durumda T ' timelike vektor olmalidir. Egrinin N asal normali T tegetine dik oldugu

i¢cin

g(T,N):0

, TINATLT = T/IN
g(T'T)=0}

paralelligi elde edilir. O halde paralellikten dolayr T //N ise T =xN denkleminin her iki

tarafinin normu alindiginda & = HTH =49 (T‘,T') =0 (N',T) elde edilir. Bu denklemden N asal

normali N :;: : esitligi ile elde edilir. Egrinin binormali B=-T AN vektorel
o

carpimindan elde edilir. Minkowski uzayinda {e ,e,,e,} ortanormal ¢atisinda e, spacelike vektor
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ise e, timelike ve e, spacelike vektdér olmalidir. O halde dis carpimlart e, Ane, =—e,,

e, ne, =—e, e, ne =e, ile verilir. Benzer sekilde {T,N,B} Minkowski uzayinda bir

ortanormal ¢at1 oldugu i¢in T spacelike vektor ise N timelike ve B spacelike vektor olmalidir.

O halde dis carpimlari TAN=-B, NAB=-T, BAT =N dir. Serret-Frenet catis1 T =« (S),

N = r , B=T AN elde edilir. Simdi de Serret-Frenet ¢at1 vektdrlerinin tiirevlerini hesaplayalim.
K

Binormal vektdriiniin tiirevi olan B vektorii igin (B,T) =0 ifadesinin her iki tarafinin tiirevi

alinirsa

g(B.T)+g(B.T')=0

g(B,T)+g(B,xN)=0

9(B,T)+xg(B,N)=0

g(B,T)=0
esitligi elde edilir. Bu i¢ carpimdan B" LT oldugu goriiliir. Ayrica ortogonal cati 6zelliginden
TLN,B ve B LB ise B//N paralelligi elde edilir. B //N paralelliginden B =zN denklemi

yazilabilir. Her iki tarafin normu alindiginda 7 = H B H =g ( N, B) oldugu goriiliir. N tiirev vektorii

T,N, B c¢atisinda oldugundan T, N, B nin liner birlesimi olarak

N =AT+4N+AB
bigiminde yazilabilir. Burada A, 1,,4, katsayilarini bulabilmek igin N vektdrini sirastyla

T,N, B vektorleri ile carpildiginda

g(N'.T)=g(AT +LN+4B,T)=4g(T.T)+49(N.T)+49(B.T)=4 (312)
g(N',N)=g(AT + 4N +A4B,N)=249g(T,N)+4g(N,N)+4g(B,N)=—4 (3.13)
g(N',B)=g(AT + 4N +4B,B)=49g(T,B)+4g(N,B)+49(B,B)=4, (3.14)

sonuglar elde edilir. Simdi de swrastyla 4, 4,, 4, degerlerini elde edebilmek i¢in g(N,T)=0

ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alindiginda
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g(N,T) =0
g(N'.T)+g(N,7)=0
=0

)
g(N'T)+g(N,xN)
g(N'T)+xg(N,N)=0

g(N'.T)=x

(3.15)

esitligi elde edilir. (3.12) ve (3.15) denklemlerinden 4 =« elde edilir. g(N',N)=0 oldugunu

biliyoruz. O halde (3.13) den A, =0 oldugu bulunur. Benzer sekilde g ( N, B) =0 ifadesinin her

iki tarafinin tiirevi alindiginda

(3.16)

denklemleri elde edilir. (3.14) ve (3.16) dan A, = olur. Bylece N =T +0.N +zB olur.

Sonug¢ 3.4.7 Asli normali timelike olan birim hizli spacelike egrisinin Serret-Frenet tiirev

formuli

T =0+xN+0
N =xT +0+7B
B =0+zN+0

ile elde edilir. Bu denklemin matris formunu yazarsak
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T 0
N |=| x
B 0

N O A

OT
7|l N
0\ B

oldugu goriiliir. Bu tezde dejenere olmayan metrikle tanimli egriler ¢alisildigi igin lightlike (null)
durumu incelenmemistir. Minkowski uzayindaki biitiin egri ¢esitlerinin Serret-Frenet gati

formiilleri asagida genel sonug olarak verilmistir.

Genel Sonug 3.4.8. « egrisi R’ de birim hizl1 bir egri olsun.

a egrisi bir timelike egriise T =o' (s) timelike ve T' spacelike vektér olmalidir. Serret-Frenet

catisinin tiirev formiillerinin matris formu

T) (0 x O)T
N |=lx 0 7| NJ,
B 0 —r O/\B
a egrisi asli normali spacelike olan bir spacelike egri ise T za'(s) spacelike vektordiir.

1.duruma gore T  spacelike vektordiir. Asli normali spacelike olan spacelike egrinin Serret-Frenet

catisinin tiirev formiillerinin matris formu

T 0 x 0\T
N |=|-x 0 z||N
B 0  0){B

a egrisi asli normali timelike olan bir spacelike egriise T = o (S) spacelike vektordiir. 2.duruma

gore T timelike vektordiir. Asli normali timelike olan spacelike egrinin Serret-Frenet atisiin

tirev formillerinin matris formu

T 0 « 0O\T
N |=lx 0 7| N
B 0 r 0){B
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a egrisi asli normali null olan bir spacelike egriise T =o' (S) spacelike vektor 3. duruma gore

T null vektdrdiir. Asli normali null olan bir spacelike egrinin Serret-Frenet catismin tiirev

formiillerinin matris formu

T 0 1 0\T
Nil=l0 0 N
B -1 0 /| B

a null egri ise T za'(s) null vektordiir. T spacelike vektordiir. Null egrinin Serret-Frenet

catisinin tiirev formiillerinin matris formu

T 0 1 0YT
N |=lz 0 -1 N
B 0 -r 0/|B

ile verilir (Lopez 2014). Serret-Frenet catilarindan farkli avantajlara sahip olan ve egrilerin
paralel 6telenmesi igin yeni alternatif bir ¢ati olarak Bishop ¢atisin1 L.Bishop 1975’de bulmustur.
Bishop’ a gére egrinin ikinci tiirevi olmasa bile 1yi tanimlilik s6z konusudur. Verilen bir «

egrisi igin T birim teget vektor alani ise bu teget vektore dik normal diizlemde N, ve N, keyfi
baz vektorleri secilebilir. Egrinin egrilikleri K; ve k, ise Bishop ¢atisina gore egrinin egrilikleri

ne olursa olsun egri boyunca N, ve N, vektorleri degistirebilir (Bishop 1975).

Teorem 3.4.9. {T, N,,N,} Bishop gatis1 ortonormal gati oldugu i¢in

g(T’T):L g(Nl’Nl):li g(Nz’Nz):l

g(T.N,)=0, g(T.N,)=0, g(N,,N,)=0

kosullarini saglar ve Bishop catisinin tiirev formiilleri

T =kN, +k,N,
N, = —kT
N, =—k,T
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, - k
ile verilir, &£ =arctan {—2
1

J olmak tizere Bishop catisinin egrilikleri k; = x.cos& ve

t=0

k, =x.sin& dir. Ayrica ¢ =¢& olarak verilir. (Bishop 1975).

Teorem 3.4.10. Minkowski uzaymda alinan timelike bir egrinin {T, N,, N2} Bishop c¢atisi
ortonormal ¢at1 oldugu i¢in T timelike vektér, N,ve N, spacelike vektor olur. Timelike bir

egrinin Bishop ¢atisinin Minkowski i¢ ¢arpim kosullar

g(T’T):_l’ g(Nl'Nl):]" g(Nz’ Nz):]'
g(T,N;)=0, g(T,N,)=0, g(N,,N,)=0
denklemleri ile verilir. Bishop ¢atinin tiirev formiilleri
T =kN, +k,N,
N, =—kT
N, =—k,T
k
olarak elde edilir. Burada k, = x.cos¢& ve k, =x.siné ve tané :% ve §=arctan(t—2 ] dir.
=0 1lt=0

(Karacan ve Biikcii 2008) .

Teorem 3.4.11. (Asli Normali Spacelike olan Spacelike Egrilerin Bishop Catisi )

Asli normali spacelike olan spacelike egrinin {T, N,, NZ} Bishop ¢atis1 ortonormal ¢at1 oldugu

icin T spacelike vektor, N; spacelike, N, timelike vektordiir. Asli normali spacelike olan

spacelike egrinin Bishop ¢atisinin i¢ ¢arpimlari

g(T’T):l’ g(Nl’Nl):L g(Nz,N2)=—l
g(T’Nl):O’ g(T’Nz):O: g(Nl,Nz):o

kosullarini saglar. Asli normali spacelike olan spacelike egrilerin Bishop catisinin tiirev formdilleri
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T =kN,-k,N,

N, =—kT

N, = —k,T
olarak elde edilir. Burada k, =x.cosh& , K, =xSiNN¢& ve tanh & = t2|t=0 ( Biikcii ve Karacan

1|t=0

2008h) .

Teorem 3.4.12. (Asli Normali Timelike olan Spacelike Egrilerin Bishop Catisi)
Asli normali timelike olan spacelike egrinin {T, N,, Nz} Bishop ¢atis1 ortonormal ¢at1 oldugu i¢in
T spacelike vektor, N, timelike, N, spacelike vektordiir. Asli normali timelike olan spacelike

egrinin Bishop ¢atisinin i¢ ¢arpimlari

g(T’T):]" g(Nl’Nl):_ll g(NZ,N2)=1

9(T,N,)=0, 9(T.N,) =0, g (N, N,) 0

kosullarini saglar. Asli normali timelike olan spacelike egrilerin Bishop ¢atisinin tiirev formiilleri

T =kN, -k,N,
N, = kT
N, =k,T

olarak elde edilir. Burada k =x.cosh¢é , k, =x.sinh& ve tanh & = 2o

| dir (Bukcu ve Karacan
=0

2010) .
3.5. Bezier Egrileri

Bezier egrileri iki tipte incelenebilir. Birinci tip Bezier egrilerinde R* diizleminde diisiik dereceli

Bezier egrileri incelenir. by,b, € R? iki kontrol noktasina sahip bir Bezier egrisi lineer Bezier egri
olarak adlandrilir ve b" (t) =(1-t)b, +th, ile gosterilir. Egri [0,1] araliginda tanimlanir. Boylece

egrinin baslangig noktast b"(0)=by ve bitis noktasi b"(1)=b, dir. by,b,b, e R? ii¢ kontrol
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noktasina sahip bir Bezier egrisi ise birinci tip Bezier egrileri ayrica kuadratik Bezier egrisi olarak
adlandirtlir ve t€[0,1] igin b"(t)=(1—t)’ b, +2(1—t)th, +t? ile gdsterilir. by,b,b, kontrol
noktalarinin belli sirada dogru parcalar1 ile birlestirilerek elde edilmesiyle olusan ¢okgene

“‘kontrol ¢okgeni’’ ya da ‘‘konveks tekne’> denir. Eger by,b,b,,b, € R* olacak bigimde dort
kontrol noktasi1 alinirsa Bezier egrisi ‘‘kiibik Bezier egrisi’” olarak adlandirilir ve t e [0,1] i¢cin
b (t)=(1-t)’b, +3(1—t) th, + 3(1—t)tb, +t°h, ile gdsterilir. Kontrol noktalari ii¢ boyutlu
olarak alindiginda ikinci tip Bezier egrileri olusur. Bu Bezier egrileri ayrica uzay Bezier egrisi

olarak da adlandirilir (Marsh 2005).

Bezier egrileri Bernstein polinomu ve kontrol noktalarindan olusmaktadir. Bernstein polinomu

B (1) {?jti(l—t)“

denklemi ile tanimlanir ve burada

n! .
n - — 0<i<n
L_]: I(n—i)!
! 0 diger.

kosulu saglanmaktadir. Bernstein polinomlarimin 6zel durumlan ise Bg(t)=1 ve Bj(t)=1,

j¢{0,.,n} olarak verilmektedir. Ayrica Berstein polinomlarmin katsayilarinin toplami

ZB;‘(t)zl dir. Berstein polinomu alternatif olarak B (t) = (1—t)B"*(t) +tB",*(t) denklemi ile

i=0

d

de yazilabilir. Bin Bernstein polinomunun tiirevi pm
t

B (t)=n[ B (t)- B (t) ] denklemi ile

verilebilir. bir (t) ler kontrol noktalar1 olmak iizere Bezier egrisi

(1) = 3 b/ (0B () (3.17)

denklemi ile gdsterilmektedir.
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Sekil 3.7. Dort kontrol noktali Bezier egrisi

b" (t) Bezier egrisinin r. mertebeden tiirevi

drbn n! < rpn-r
dt’ (t):(n_r)!'izolAbi B (1) (3.18)

formiiliinden elde edilir ve burada Arbi fark esitligi

r(r i
Arbi = Z( j(_l) J bi+i
io\ J
seklindedir. Ayrica A'b; = Ar*lel—Ar*lbj oldugu goriilmektedir. Bezier egrisinin t=0 ve t=1

baslangic ve bitis noktasindaki tiirevleri

d"b"(t ! H" I
r( )It:0: i ArbO' ab r(t) = n Arbn_r
dt (n—n)! dt (n—r)!

ile hesaplanir.

Yukaridaki formiillerden baslangi¢ ve bitis noktasindaki birinci, ikinci ve liglincii mertebeden

tirevlerini bulalim. t = 0 baslangi¢ noktasindaki tiirev formiilleri

db"(t
%h-f n.Ab,
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d2b"(t)
dt?

d 3" (t)
dt®

lio=n(n-1)[Ab, — Ab,]

l._o=n(n-1)(n—2)[Ab, —2Ab, + Ab,]

ve t =1 noktasindaki tirev formilleri

db" (t
%L_F n.Ab, ,
db" (t
—2()|t:1: n(n-1)[Ab, , —Ab, ,]
dt
3N
T} =n(r-D(n-2)iah,, - 280, , + b, ]

bigiminde hesaplanmaktadir (Farin 1996).

Tamm 3.5.1. n— boyutlu Oklid uzayinda X :{Xo,xl,..., Xn} noktalar kiimesi verilsin. Bu X

noktalarinin olusturdugu

kiimesine konveks gokgeni (teknesi) denir. b" (t)=> bB/" (t) parametrik denklemiyle verilen bir

i=0

Bezier egrisi b" (t) olmak iizere her t € [0,1] icin b" (t) e CH {b,,b,,...,b,} dir (Farin 1996).

Bezier egrilerinin 6zellikleri asagida verilmistir:

1) Son Nokta Interpolasyon Ozelligi: Kontrol noktalar1 by,...,h, olan n. dereceden b"(t) bir
Bezier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki ve t=1 bitis noktasindaki degeri b" (0)=b0,
b"(1)=b, dir.

2) Son nokta Teget Ozelligi: Kontrol noktalart by,...,b, olan n. dereceden b"(t) bir Bezier

egrisinin t=0 baglangic noktasindaki ve t=1 bitis noktasindaki tegeti sirasiyla
db" (t) db" (t)
dt dt

lo=n.(b,—by) ve lu=n.(b, —b,,) dir.
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3) Konveks Cokgen Ozelligi: Vt € [0,1] icin b" (t) € CH {hy,...,b,} dir. Bdylece Bezier egrisinin

her noktasi tanimlandig1 kontrol noktalarinin konveks ¢okgeni iginde yatar. Kontrol noktalarinin
konveks ¢okgeni genellikle Bezier egrisinin konveks ¢okgeni gibi ifade edilir.

4) Afin Déniisiim Altinda Invaryant: T bir afin doniisiim olsun. O halde

n

T [zb Br (t)] =T (b) B (1)

i=0
esitligi saglanir (Marsh 2005).
Tamim 3.5.2. (Bezier Egrileri icin De Casteljau Algoritmasi)

Bir b"(t) Bezier egrisinin herhangi bir t, €[0,1] noktasindaki b" (t,) degerini hesaplamak icin

gelistirilmis bir algoritmadir.

Kontrol noktalar1 by,...,b, olarak verilen n.dereceden bir b" (t) Bezier egrisinin t=t,
noktasindaki degeri b"(t,)=by dir. Burada j=1,...,n ve i=0,1..,n— j i¢in

b’ =bh,

b) =(1-t,)b/ ™" +t,b%

1+1
dir. De Casteljau algoritmasinin sematik gdsterimi:

by b’ .. by, by

n

by b b
bgfl blnfl
by

Tamim 3.5.3. (Bezier Egrileri icin Bolme Algoritmasi)
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[0,1] kapali araliginda tanimlanan b" (t) Bezier egrisini a [0,1] noktasindan ikiye ayirmak

icin gelistirilmis bir algoritmadir. B6lme algoritmasina gore [0, a] araliginda tanimh kismi by,
n
sag

[@,1] araliginda tanimli kismu b, olarak ifade edilmektedir.

Teorem 3.5.4. Kontrol noktalari by,...,b, olan n.dereceden bir b" (t) Bezier egrisini ikiye bolmek

n
sol

suretiyle elde edilen b

ve b, Bezier egrilerinin kontrol noktalari; by icin be,by,...,by b ve

n
bsag’

igin ise bf,b"*,..,b,,b® noktalaridir. Burada b’ kontrol noktalari de Casteljau

M1 n
algoritmasindan elde edilmektedir (Incesu 2003, Marsh 2005, Farin 1996).

Bezier yiizeyleri i¢in de Casteljau ve bolme algoritmalar1 tanimlanmaktadir.

Teorem 3.5.5. b" (t) bir Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasinda egriligi ve burulmasi

n—1£ n-2c

n a®’

dir. Burada a=[b,—by||, b=|(,—b,)A(b,~b)| ve c=g((b—bs)A(b,—~b),(b,~b,)) dir
(Marsh 2005).

K=

3.6. Bezier Yiizeyleri

B (u) ve B (v) sirasiyla u ve v parametrelerine bagli, dereceleri n ve m olan Bernstein temel

fonksiyonlari olsun. 0<i<n 0< j<m olmak tzere bij kontrol noktalarina sahip bir Bezier

ylizeyi (U,V)E[O,l]x[O,l] icin

b(uv)=3 Db,/ (u)B! (v) (3.19)
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denklemi ile tanimlanir. Bezier yiizeyinin parametre egrileri Bezier egrilerdir. Ozellikle b(u,0),

b(u,1), b(0,v), b(L,v) parametre egrileri Bezier yiizeyinin dort kenar1 seklinde olan bir Bezier

egrisidir (Marsh 2005).

Sekil 3.8. Bezier ylizeyi ve kontrol ¢okytizliisii

Bezier yiizeyinin 6zellikleri asagida verilmistir.

1) Son Nokta interpolasyonu: b(0,0)=by, b(1,0)=b,, b(0,1)=bh,,, b(1,1)=b,, dir.
2) Konveks Cokyiizlii: V(u,v) €[0,]x[0,1] igin b(u,v)eCH {b,,....b, .} dir.

07*"*'~n,m

3) Afin Déniisiim Altinda Invaryant: T ii¢ boyutlu bir afin doniisiim olsun. O halde

>

T(.n fobusi%u)-sr(v)ja > (b,) B! (u).8 (v)

ok
olur (Marsh 2005).

Tanim 3.6.1. (Bezier Yiizeyinin Tiirevi )
Bezier yiizeyinin b, (U,v) ve b, (u,V) kismi tiirevleri Bezier egrileri igin tiirev formuliinden elde

edilir. O halde
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ij i
i j=0

b(u,v)= ZZbu " (u).B](v) =i[ln b, B (u JB (v)

j=0

ve parantez i¢indeki ifadenin u ya gore diferansiyeli alinirsa

09)= 3 08 b.0, b, )8 ) eF

n-1

Zm:bI(JlO)Bn lB ( )

i=0 j=0

elde edilir. Burada blgl'o) = n(b(”l)j —bu.) dir. Benzer sekilde

0-EEnewere-E[ Snere e

Bezier yiizeyinde parantez i¢indeki ifadenin v ye gore diferansiyeli alinirsa

LN

Q(mv)zé;(m:wahﬁn—%)BTOOJB?@Q

Zn:m lb|01 B Bm 1

i=0 j=0

elde edilir. Burada blgovl):

b (u,v) = 85 v dir. (3.20) ve (3.21) deki uygulamalar tekrarlanarak

n-a m-p
b (u,v)=>> bl BB/ (v)

o
i=0 j=0

|
elde edilir. Burada b(*”) = n:

2005).
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(3.20)

(3.21)

m(bi(m)—bij) dir. Yiksek mertebeden kismi tiirevleri

dir (Marsh



Tanim 3.6.2. b u, V Zb Bn Bezwr yiizeyinin kontrol noktalar1 b = (XIJ Vi ,J)

i=0 j=0

ile verilsin. Bu takdirde Bezier yiizeyinin parametrik gosterimi

n n

S 0,80 (1) B (1), 30 37,80 (u) B (v). izusmu)Br(v)]

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

b(u,v) = (

olarak yazilir (Yilmaz 2009).

n

Teorem 3.6.3. b u, V = Zbu B,n blglmlnde verilen bir Bezier ylizeyinin birinci
i=0 j=0

kuadratik formundaki E,F ,G katsayilarinin (U,V) :(0,0) noktasindaki degerlerinin kontrol

noktalar cinsinden ifadeleri

) E= (0, (a0, (09)), 0 =110 bl
D) F =g (B (V)b ()10 = P19 (o0 ~DonsDox —Dun)
C) G= 9 (bv (U,V) ' bV (U,V)) (uv)=(0,0) - m2'||b01 _b00||2

esitlikleri ile verilir (Giirsoy ve Incesu 2003).

Teorem 3.6.4. Bezier yl’jzeyinin(U,V) = (0,0) noktasindaki ikinci mertebeden tiirevinin kontrol

noktalar1 cinsinden ifadeleri asagidaki gibidir.

a) by, (u,v)

(UV)=(0,0) n.(n—1) (b, — 2Dy, +by)

b) b,, (u,v)

(uv)=(0.0) n.m (bll —by, —b, — boo)

¢) b, (u,v)

(Uv)=(0.0) m.(m—1) (b, —2by, +by, )

dir (Giirsoy ve Incesu 2003).
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Teorem 3.6.5. Bezier yiizeyinin normal vektorii ile ikinci kuadratik formun katsayilart olan

e, f,g nin (U,V) = (0,0) kontrol noktasi cinsinden ifadeleri asagidaki gibidir.

(
a) N (u,V) (uv)=(00) ((blo _boo)/\(b()l _bOO))H
(

¢) f=g(b,.N)|

m.(m-1)

D 9= N1y 00 = Teoned ® (62 (6 )

dir. Burada ¢, =b,, -b,, ¢, =b, —b,,, ¢, =b,-b,, ¢, =b,-b,, ¢, =b, —b,, dir (Giirsoy ve
Incesu 2003).

Teorem 3.6.6. Bezier yiizeyinin (U,V) = (0,0) noktasindaki S sekil operatoriiniin {bu , bv} bazlar

cinsinden ifadesi

S (bu ) = ailbu + a12bv
S(b,)=a,b, +ayh,

v

seklindedir. Burada katsayilar

:—1a— 3 = y ==
EG-F?> ? EG-F? EG-F? * EG-F?

eG - fF fE —eF _ fG—-gF a - gE —eG

olarak hesaplanabilir. Sirasiyla birinci ve ikinci kuadratik formunun katsayilar1 olan E,F,G ve

e, f,g nin (U,V) = (0, 0) noktasindaki degerlerin kontrol noktasi cinsinden ifadelerini kullanarak

gerekli hesaplamalar yapildiginda

m.(n-1)g(c,,c, Ac).-Jcs|f —nm.g(c,.c, Acs).0(c, )

nmfc, A CS”'(”C4||2 Jesl* ~ g (e c5 )2)

a, =
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n?g(c;, ¢, ACs)Jc,|” —n.(n=1).g(c,,c, Ay )-0(Cy,C5)

nmje, el (e eI - g (c..c5)°)

a, =

_ m.g(cs ¢, ACy)-[lcs|” —m.(m=1).9(c,,¢, ACs).g(c,,Cy)
2 2 2
n.m||c4/\C5||.(||C4|| Jes” - a(cqrcs) )

21
_n(m-1)g(c,.c, ACs)Jle.|f —nm.g(c;, ¢, ACs).g(C,,C5)
2 2 2
n.m||c4/\cs||.(||c4|| Jes|” =g (carcs) )

' C3=bll_b10’ C4:b10_boo’

¢, =h,, —b,, dir. Bezier yiizeyinin {bu,bv} bazina gore (U,V) :(0,0)noktasmdaki sekil operatorii

22

katsayilar1 hesaplanir. Burada ¢, =b,—-b,, c¢,=b,—-by,

S ye karsilik gelen matris

a‘Zl a'22

Sﬁ{aﬂ au}

ile ifade edilir (Yilmaz 2009).

Teorem 3.6.7. Bezier yiizeyinin (U,V) = (0, 0) noktasindaki Gauss ve ortalama egriliklerinde

K :det(S):anazz—alza21 ve H :%u(s):%(aﬂmﬂ)

a; katsayilar1 yerine yazildiginda

(m-1).(n-1)

9(c,,¢, AC5).9(c,,c, AC)—g(CsC, /\c5)2

_ m.n
e, A C5||2 '(||C4||2 '”Csn2 ~9(¢yC )2)
c.|*.(n-1 m-1)|c.|*
H_1”5”|£n)g(cl,c4/\Cs)—Z.g(C4,C5).g(C3,C4AC5)+(rTMg(Cz.C4/\Cs)
2 o, mel-{lecf lesF - g (e ))

sonugclar1 elde edilir (Yi1lmaz 2009).
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4. BULGULAR

Bu tezde; bilgisayar destekli geometrik tasarimda ¢okca kullanilan Bezier egrileri ve yiizeylerinin
Minkowski uzayinda incelenmesi ele alinmustir. Oncelikle Minkowski uzayina gegiste kolaylik
saglamas1 agisindan Bezier egrilerinin baslangic ve bitis noktasindaki Serret-Frenet catist ve
Bishop ¢atis1 hesaplanmis sonrasinda bu ¢atilarin tiirev formiilleri elde edilmistir. Daha sonra
dejenere olmayan Bezier egrileri i¢in Serret-Frenet ve Bishop ¢atisi Minkowski uzayinda

incelenmis, bu catilarin tiirev formiilleri hesaplanmistir. Son olarak da Minkowski uzayinda
dejenere olmayan Bezier ylizeylerinin (U,V) = (0, 0) noktasindaki birinci ve ikinci temel formunun

kat sayilar1 elde edildikten sonra yiizeyin Gauss Ve ortalama egriligi (Y1lmaz 2009) kaynagindaki
yontemden daha farkli bir yontemle hesaplanmistir. (Yilmaz 2009) kaynaginda Minkowski
uzayinda daha once hesaplanmayan dejenere olmayan Bezier yiizeylerinin sekil operatorii

hesaplanmistir. Incelenen her béliim igin sayisal drnekler verilmistir.
4.1. Bezier Egrilerinin Frenet ve Bishop Catisi

Birim hizli olmayan b"(t) Bezier egrisinin baglangig¢ ve bitis noktalarindaki {T, N, B} ortonormal

Serret-Frenet catisini hesaplayalim.

1

9(T.T)
g(T.N)

1, g(N,N)=1,9(B,B)

0, 9(T,B)=0, g(N,B)=0
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ve yay parametresinin uzunlugu

kosulu saglanir. b"(t) Bezier egrisinin hiz vektori v = H

db” (t)
dt

db dt denklemi ile verilir.

J

Teorem 4.1.1. b € R® kontrol noktalart olmak iizere t =0 baslangi¢ noktasindaki {T,N,B
I

t=0

Serret-Frenet catisi agagidaki denklemlerle verilir.

- Ab,
oAby
Ab,_
NJ._, ot ¢
ok ||Ab K
| B Aby A Ab
< |Ab, A Ab|

Ispat: b"(t) Bezier egrisinin t=0 baslangic noktasindaki {T,N,B}‘t=0 Serret-Frenet catisini

hesaplandiginda teget vektorii

db” (t)
Tl _ dt _ Ab0
| bd(t)" Il Abyl

denklemi ile bulunur. Binormal vektorii;

36



db"(t) dZb"(t)
dt A dt?
Bl

R RO R0
dt dt* |,

[n(b, —b,)] A[n(n—1) {(b, —b,) — (b, —b,)}]
[n(b, —b,) Aln(n—1) {(b, —b,) - (b, — by) ]|
[n.Ab, ] A[N(N—1) {(Ab, — Ab, }]

In.Ab, A[n(n—1){Ab, — Ab,}]|

_ Aby A[Ab, — Abg]

~ ||Ab, A[Ab, - A ]|

_ Aby AAb

~||Ab, A ALy

denklemi ile bulunur. Normal vektori ise;
N|_,=BAT
_ AbyAADb, Ab
" [ab, 86 " ab|
_ (Ab, A Ab) A Ab,
[, A aby]-ab, |

_ 9(Aby, Ab,) Ab, — g (Aby, Ab,) Ab,
by A A AL

Ab Ab,
= ——CSCP———Cot ¢
Ay by

denklemleri ile elde edilir. Burada ¢ acisi, Ab, ve Ab, arasindaki agidur.

Teorem 4.1.2. Kontrol noktalar1 b,b,,...,b, olan n. dereceden bir b" (t) Bezier egrisinin t=0

noktasinda egrilik ve burulmasi

conetlasl o (n-2) (ababab)

n ”Abo”2 n ”Abo/\Abl”2

Ispat: Birim hizli olmayan b" (t) Bezier egrisinin t =0 baslangic noktasindaki egriligi;
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| dt dt? |

3

‘|db”(t) a4

o

‘db"(t)

dt o

(b, ~be) An(n=D)[ (b, ~by) — (b ~by)]|
InCo, ~by)[f

_nn(n-1)|(o,—b,) A[(b, ~b) - (0, )]

) n*|(b, —by)|f

n—1(6,—by) A[(b, b)) — (b, )]

n & =by)[]

n—1](b, —by) A[(b, —b)]|

L (8

=n—ﬂMqAAq”

b

R
5
" Jab,

ng

denklemi ile elde edilir. Burada ¢ acis1 Ab, ve Ab, vektorleri arasindaki acidir. t=0 daki b"(t)

Bezier egrisinin burulmas ise

db" (t) d2b"(t) d°b"(t)
dt dt? dt®
2-lt:O: 2
db"(t) d*h"(t)|
VAN
dt dt? |

db"(t) d%"(t) d°b"(t)
g , 2 N 3
dt | dt dt
do"(t) d%" )|
VAN
| dt dt? |

_(h-2) g (Ab, A (Ab,-Aby), (Ab, —2Ab, + Aby))
n |Ab, A [Ab,-Ab, ]|

_ (n—2) (Ab,Ab,Ab,)
N |Aby AAb°
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elde edilir. Baslangi¢ noktasindaki hizi V=n ||b1 —b, || =n ||Ab0|| olmak tizere t =0 daki Serret-Frenet

catisinin tiirev formiilleri

T'=(n—1)II A sing.N
I Abyl
, I Abll . (Ab,Ab,Ab,)
N'=—(n-1)—2-singT +(n-2)Il Abl ——2——22B
D Apyr ST+ (02N A |ab, A Ab, |
B'=—(n-2)I Abl M.
|Ab, A Ab|

denklemleri ile verilir. t =0 noktasindaki r. mertebeden degme noktalart,

b”(O)zbO

db" (t

%L_o:n-Abo

21- N
%L_fn(n—l)(Abl—Abo)
d"b"(t) no

- A'b
a (n—r)t=

denklemleri ile hesaplanir. t=0 baslangic noktasindaki egrilik yarigap1 asagidaki denklemlerde

verilir. Egrilik yaricap1 ise

denklemiyle hesaplanir.

Teorem 4.1.3. b, € E® kontrol noktalar olmak iizere t =1 bitis noktasindaki {T.N, B}L:1 Serret-

Frenet catis1 asagidaki denklemlerle verilir.

Ab
T |: — n-1
7 [ab
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Ab Ab
N|_=—-—"tcoty + —"2-cscy
o Jab, Ab,
e Ab, _, AAD ,
= |Ab,, AAD |

Ispat: b"(t) Bezier egrisinin t=1 bitis noktasindaki {T,N,B}‘ Serret-Frenet ¢atisini

t=1

hesapladigimizda teget vektorii

db" (t)
T| — dt — Abn—l
= db () b
dt r
denklemi ile bulunur. Binormal vektori
db”(t)/\dzb”(t)
Bl = dt dt’
= db“(t)Adzb“(t)
dt dt? -

Ab,_, A[Ab,_,—Ab_, Ab, , AAD, ,

] __
[ab, , A[Ab, . —Ab ]| b, AAD, ]

n

denklemi bulunur. Normal vektorii ise;
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N|_,=BAT
Ab,,AAD,  Ab,, |
A, A8, o[ b,
— _ [Abn—Z A Abn—l] A Abnfl
[ab, , ~ Ab,_[[Ab, |

_ _{ g (Abn—z ! Abn—l ) Abn—l - g (Abn—ll Abn—l ) Abn—2 }
[Ab,, A Ab, [ Ab, 4

Ay coty — ADy., cscy
[Ab,..] b,

denklemi ile elde edilir. Burada Ab, , ve Ab, , arasindaki ac1 y acisidur.

Teorem 4.1.4. Kontrol noktalar1 by,b,,...,b, olan n. dereceden bir b" (t) Bezier egrisinin t=1
noktasinda egrilik ve burulmasi

n__l ”Abn—Z ” sin % ve T |t=1 n-2 (Abn—lAbn—zAbn—B) d

) =— ir.
n - ab, [ N |lab, AAb, [

Kla =

Ispat: Birim hizli olmayan b" (t) Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki egriligi;

-
n—1(b, =b, ) A[ (b, =, )= (b, —b,)]
n ”bn - bnfl”3
n-1]Ab,, A[Ab,, —Ab_]|
n b, [}
_n-1]Ab,_ AAb |
S fangf
n-1 [Ab, |

= 2 .

N Jab,.|

siny
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denklemi ile elde edilir, burada Ab, ,ve Ab, , vektdrleri arasindaki ag1 y dir. t=1 daki b"(t)

Bezier egrisinin burulmasi ise

db"(t) d2b"(t) d°b" (t)
ot dt? dt?

Tl = 5 2
db"(t) d*b"(t)|

VAN
dt? |

dt

dt dt? dt®

2

g(db”(t) | d’b"(t) d3b”(t)]

db"(t) d2b"(t)
VAN
dt dt?

_n-29(Ab,, A[Ab,,~Ab ,],[Ab,, —2Ab, , +Ab, ,])
oo |ab, , A[Ab, ,—ab,, ][

n-2 (Abn—lAbn—ZAbn—3)
N |lab, , Aab |

esitliginden elde edilir. Bitis noktasindaki hizi v:n||bn —bn_1||:||Abn_1|| olmak iizere t=1 daki

Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

I Ab Il .
T'=(n-1)—"2sinp.N
O
I Ab Il . (Ab.,Ab ,Ab. )
N'=—(n—-1) —"=2—siny.T —(n—2)I Ab_l nl_h-2 n3s
(=1 Ab_l " |ab, Aab, |

(Ab, ,Ab, ,Ab, )

B'=(n—2) Ab__l .
(n=2)I Ab,., |ab, , A Ab, |

denklemleri ile hesaplanir. t =1 noktasindaki r. mertebeden degme noktalari
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b’ (1),

dt t=1" n'Abn—l
d?b"(t
20, = nn-viab, . -ab, )
31N
d :t3(t) lt:1= n(n _1)(n - 2)[Abn—1 - 2Abn—2 + Abn—3]
d"b"(t) n! A"

R T TR

denklemleri ile verilir. t =1 bitis noktasindaki egrilik yari¢api

n il Ab 12

1
) =2=—1 ;
PO == Ab 1 o

denklemi ile verilir. {T, N,, Nz} Bishop ¢atis1 ortonormal ¢ati1 oldugu igin

g(T.T)=1g(N,N,)

g(T'N1):O g(T'Nz)

1 9(N,,N,)=1

0 g(N;,N,)=0

denklemlerini saglar. Simdi de b" (t) Bezier egrisinin baslangi¢ ve bitis noktalarindaki Bishop

catilarini inceleyelim:

Teorem4.15. b € R® kontrol noktalart olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) Bezier egrisinin

t = 0 baslangi¢ noktasindaki Bishop ¢atisinin egrilik ve burulmasi

n-1 A
N faby|

n-1 Jan]
0 b’

K, lieo= .singcos@ Ve Kk, |_,= singsin @

dir. Burada @ agis1 7 =6" ile hesaplanir.

Ispat: k1|t:0 =k.c0s4, K, |t:0 =k.5IN @ denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier
egrisinin t = 0 noktasindaki tiirev formiilii olan v, = n|b, —by| = nl|Aby | yerine yazildiginda

baslangi¢ noktasindaki Bishop catist
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,n-1ab]
0 )

—1 [Aby|
t=0 "
0 b,

singcos 6

>singsin @

denklemleri ile elde edilir.

Teorem 4.1.6. b € R® kontrol noktalari olmak iizere birim hizl olmayan b" (t) Bezier egrisinin

t = 0 noktasindaki tiirev formiilii, V; = n||b, —by | = n||Ab,|| olmak iizere Bezier egrisine ait Bishop

catisinin tiirev formiilleri

T':(n—l)|| bl”5m¢[cos¢9N +sinO.N, |

b

” bl” singcosO.T

" ab,

N, =(1- n)|| bl”sm;zﬁsinH.T.

b

Ispat: b" (t) Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki Bishop ¢atisinin tiirev formiilleri

=
Il
—

T 0 kv, kv )T
N, |=|-ky, 0 0 |IN
N, -k,v;, 0 0 J{N,

olmak tizere k;, k, egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiilii, v, =nll b, —bll =n ||Ab0|| yerine

yazilirsa

T |t:0: k1V1N1 + k2V1N2

_(n-1) [y

.singcosé.n||Ab.|[.N +
n ”AbO“2 ¢ ” O” '

n M N

singsin @.n||Abg[.N,

=(n-1) ||||ikt))l|||| sing[cos&.N, +sinO.N, |
0
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__(n-1) Jab]

N | _o=—kVT singcos @.n|Ab,|.T

n oAb
Jaby .
=(1-n)-—=singcos6.T
)
U eur . (n=1) b
N, o= —KVvT = . ||Abo||2 .singsin @.n||Ab,||.T

lab o
=(1-n singsin6.T
RTeY

tiirev formiilleri elde edilir.
Teorem 4.1.7. b € R® kontrol noktalari olmak iizere birim hizl olmayan b" (t) Bezier egrisinin

t =1 bitis noktasindaki Bishop catisinin egrilikleri

n-1ab, |
0 b,

n-1 [Ab, |

K |_= .
- n ”Abml”Z

singcosep V€ kK, | = siny sing

dir. Burada ¢ agis1 7 =¢" ile hesaplanir.

Ispat: k1|t:l =K.COSQ, k2|t:1 = k.SiN @ denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier

egrisinin t =1 noktasindaki tiirev formiilii olan V, =N ||bn - bn71|| =n ||Abnfl|| yerine yazildiginda

bitis noktasindaki Bishop catisinin egrilikleri

k, |._,= x.cos :n—_lM siny cos
1 == K.COSQ n ”Ab ”2 yCosg
n-1
R 1 N I
K, |_=x.sinp=——""—"2"sinysing
2 It=1 n ||Abn_1||2

denklemleri ile elde edilir.

Teorem 4.1.8. b, € R® kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) Bezier egrisinin

t=1 noktasindaki tiirev formiilii, V, = n”bn —bn_1||: n”Abn_l” olmak {izere Bezier egrisine ait

Bishop catisinin tiirev formdilleri
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T'=(n-1) |45,..| siny [cos.N, +sing.N, ]

[Ab, .|

N, =(1-n) ||||it;“‘2|||| siny cosp.T
n-1
A0

N, = —=rsiny sin.T
)

denklemleri ile hesaplanir.

ispat: b" (t) Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki Bishop catisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, kv )T
N, [=| kv, 0 0 [[N
N,] (-ky, 0 0 JIN,

olmak tizere k,, K, egrilikleri ve Bezier egrisinin tirev formiili, v, =nl b, —b, I =n|Ab, ]|

yerine yazilirsa

T, =kwN+kWN,

(n-1) [ab, | (n-1) Jab, ] .
=~——2 1 7% sinw cos.n||Ab N, +—~1—=2 siny sing.n|Ab N
n ||Abn71||2 l// ¢ || n—1|| 1 n ||Abn71||2 l// ¢ || n—l” 2
PN
(n— 1)|| . ”smx//[COSgoN L +sing.N, ]
n-1
. (n-1) fab, |
N | = —kyT = - T2l nAb
1 |t:1 lV n ||Abn_l||2 sin l//COS¢ n” n—1||

=(1-n) |45, .| siny cosp.T

b,

__(n=1) Jab,

—k,v Sinysing.n||Ab_ |[T
s singala, |

2 ha=

b, .|
sinysingT
RN

denklemleri ile Bezier egrilerinin bitis noktasindaki Bishop ¢atisinin tiirev formiilleri elde edilir.

46



4.2. Minkowski Uzayinda Dejenere Olmayan Bezier Egrileri

4.2.1. Spacelike Bezier Egrileri

Tamim 4.2.1.1. n—boyutlu reel Minkowski uzay1 R' de X = {Xo,Xl,---,Xn} spacelike noktalar
kiimesi verilsin. Bu X noktalarinin olusturdugu

SCH {X} ={/10x0+...+/1nxn| A=1A 20}

n
i=0

kiimesine spacelike konveks ¢okgeni (teknesi) denir. (3.17) denkleminden yararlanarak alinan

n

b" ('[)=Z:bi B (t) parametrik denklemi ile verilen bir Bezier egrisi b"(t) olmak iizere her

i=0

t[0,1] igin b(t) e SCH {b,,b,,....b,} dir.

Teorem 4.2.1.2. b" (t) bir Bezier egri olsun. Aby=b —b,, Ab =b,-b,..., Ab

n-1 n n-1

vektorlerinin hepsi spacelike vektorler ise i =0,1,...,n—1 igin

P’ (Ab) < P?(Ab)+P/(Ab)

kosulu saglanir ( Georgiev 2008 ).

Teorem 4.2.1.3. b" (t) bir Bezier egri olsun. Konveks ¢okgenin biitiin vektorleri spacelike ise

b"(t) spacelikedir (Georgiev 2008).
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v

Sekil 4.1 Spacelike Bezier egrisi

4.2.1.1 Asli Normali Spacelike Olan Spacelike Bezier Egrileri
by, By, .., b, , € R? kontrol noktalart olmak {izere birim hizh olmayan b"(t) spacelike Bezier
egrisini alahm. b" (t) Bezier egrisi spacelike ise T teeti spacelike olmalidir. Ancak T' yani asli

normalinin spacelike oldugu durumda b" (t) spacelike Bezier egrisi ‘‘asli normali spacelike olan
spacelike Bezier egrisi’’ olarak adlandirilir. T spacelike, N spacelike, B timelike olmak iizere

b"(t) spacelike Bezier egrisinin t=0 baslangig noktasindaki {T,N,B}| ortonormal gatisini

t=0

tanimlandiginda

g(T.T)=1 g(N,N)=1 g(B,B)=-1

g(T.N)=0 g(T,B)=0 g(N,B)=0
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kosullar1  saglanir. Spacelike Bezier egrisi i¢in (3.18) den yararlanarak alinan
_ | (db"(t) db"(t)
Vo Ta T a

b db"(t) db"(t
ve yay parametresinin uzunlugu s = I \/ g( ( ) dt( )]dt ile tanimlanir.

g (% , %J >0 dir. Bu yiizden b" (t) nin hiz vektérii v = H%t(t)

dt

to

Teorem 4.2.1.1.1. u ve v Minkowski-3 uzayinda iki vektor olsun.

1) Eger u ve v spacelike vektorleri ‘g(u,v)‘l_ <||u||L.||v||L kosulunu sagliyorsa uxv vektorii bir

spacelike vektor i¢in

|9(u.v)|, = ull, M), cos®
Juxv], =u], -v], sin
esitligi saglanir. Burada € agis1 u ve v spacelike vektorleri arasindaki spacelike agidir.

2) Eger u ve v spacelike vektorleri |g(u,v)|L >||u||L.||v||L kosulunu sagliyorsa uxv vektorii bir

timelike vektor i¢in

lg(u,v), =], Jv], coshe

Juscv], =l -Iv], sinh e
esitligi saglanir. Burada 6 acis1 u ve v spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.
3) Eger u ve v spacelike vektorleri ‘g(u,v)‘L=||u||L.||V||L esitligini sagliyorsa uxv vektorii

lightlike vektordiir.

Teorem 4.2.1.1.2. b" (t) asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisi igin b e E* kontrol
noktalar1 olsun. Ab. ler ayni konide yer alan vektorler alindiginda t =0 noktasindaki {T, N, B}‘

t=0

Serret-Frenet gatisinin teget vektorii

49



Ab,  Ab,
[Ab[l. /g (Ab,, Ab,)

dir. Ab, ve Ab, vektorleri igin |g (Abo,Abl)|L <||Aby|, -J|Ab], kosulu saglamyorsa N asal normali

o

ve B binormali su sekilde elde edilir.

| Aby A, Ab_ Aby A, Ab
Y0 Jlaby A Aby | fAbyf, [Ab], sine

Aby
N =——=_¢cscé
o= [an]];

Ab, ve Ab, vektorleri igin ‘g(Abo,Abl)‘L >||Ab0||L ||Ab1||L kosulu saglaniyorsa N asal normali ve

——=2_coté
lAb, |,

B binormali

| — Aby A Ab, r Aby A Ab
=0 |Aby AL Aby [|Aby] -[Aby|, sinhé

N|._, Ab, csché + Aby coth @
A by

ile hesaplanir.

Ispat: b"(t) spacelike Bezier egrisi oldugu igin teget vektorii de spacelike vektdr olmalidir. Bu

yiizden [|Aby|, =+/g(Aby,Ab,) olur. t=0 baslangig noktasindaki teget vektérii

db"(t)

T| _ dt _ Ab, _ Ab,

t=0 ‘dbn(t) | Ay |, \/g(Abo,AbO)
dt |,

Ab, ve Ab  vektdrleri |g(Aby,Ab;)| <[|Aby[ [Aby], kosulunu saglayan spacelike vektor ise

spacelike agmnin i¢ carpim ve dis ¢arpim 6zelliklerinin kullamlmasiyla b" (t) birim hizli olmayan

Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki binormal vektorii
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db"(t)  d’b" (1)

B| = dt - dt?
=0 db"(t)/\ d’b" (t)
dt - dt* |
t=0

[n(bl_bo)]/\LI:n'(n_l){(bz_bl)_(bl_bo)}:l
(b, —by) A [n(n=2){(b, =) — (b, =by)}
_ NAb, A [n.(n-1){Ab—Aby} | Aby A [Ab, - Ab]
by A [n.(n—1){Ab, —Ab} ]| [JAby A [Ab, - A ]|,

_ Aby A Ab —Ab A Aby  Abya Ab_ Ab A, Ab,
|Ab, A, Ab, — Aby A, Ab0||L |Ab, A, Ab1||L |Ab, ||L ||Ab1||L sind

ile hesaplanir. T ve N spacelike, B timelikeise —-B A, T =N almacaktir. Burada Ab, spacelike

vektor oldugu i¢in ||Ab0||i = g(Aby,, Ab,) dir. Asli normal vektorii

N=-Bna,T
__AbaAb A
Ak, A, Ay Ay,
_ (Abya_AD) A Ab,
Ay A b Jaby,
—g(AbO,AbO).Abl+g(Abl,Abo).Aboj
b, b | sin 6. A,

_ - by} -Ab1+||Ab1IIL-IIAbolchosﬁ-Aboj

by Ay, sin e
[ ey} b, ||Ab1||L.||Ab0||Lcose.Ab0]
Ay} JAby] sing b JAb], sine

= ﬂcscH—A—b"cote
b, b,

dir. Burada 6 acis1 Ab, ve Ab vektorleri arasindaki spacelike agidir. Ab, ve Ab vektérleri
|g (Ab,, Ab, )|L > |Aby |, [|Ab,], kosulunu saglayan spacelike vektor ise hiperbolik agimn ig garpim

ve dig carpim ozelliklerinin kullamlmasiyla b" (t) birim hizli olmayan Bezier egrisinin t=0

baslangi¢ noktasindaki binormal vektorii
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db"t)  d%p"(®) ‘

B = dt - dt?

=0 db”(t)A d?b"(t)
dt - dt?

L lt=0

_ [n(bl_bo)]/\L [n-(n_l){(bz_Q)_(bl_bo)}]

(b =) A [n.(n=2){(b, —b) - (b —by)} |

nAby A, [ n.(n—1){Ab, - Ab, } | __Abya [Ab-Ab]
by A [n.(n=1){Ab, —Ab} ]| [JAby A [Ab — A ]|,

__Aby A Ab —Ab A Ab,  Abya Ab Aby A Ab
|Aby A Ab —Aby A Abg|, [Aby AL Aby||  [[Aby||, [Ab|, sinhé

ile hesaplanir. T ve N spacelike, B timelike ise =B A, T =N alinacaktir. Burada Ab, spacelike

oldugu igin ||Ab0||i = g(Ab,, Ab, ) dir. Asli normal vektorii

N=—BAa,T

Aby A AD Ab, _ (Aby A AB)A, Ab,
Aby A A Abl Al A A A,

=— Y (Abo’ Abo)'Abl + (Abl’ Abo)'Abo j
Aty | A, sinh 6. abo],

_(lanf; -Abl—nAblnL-||Abo||Lcoshe-AboJ
Jaty [ty sinh o

[ —|an]; b, _||Ab1||L.||Ab0||Lcosh6'.Ab0]
by} aby sinho [an,[}-aby] sinho

= Ab, csché + Ab, coth @

b | Ab|

olarak hesaplanir. Burada Ab, ve Ab, spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik ag1 € dur.
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|g(Ab0,Ab1)|L=||Ab0||L.||Abl||L kosulunu saglayan spacelike vektor ise B vektorii lightlike

vektordiir. Bu durumda Ab, ve Ab, arasindaki agi 0° veya 180° oldugunda ortonormal bir ¢at1

olusmayacagindan bu durum tezde degerlendirmeye alinmayacaktir.

Teorem 4.2.1.1.3. Kontrol noktalar1 spacelike vektorler olan by,b,...,b, olan ve Ab. spacelike

vektdrlerden olusan n. dereceden asli normali spacelike olan spacelike b" (t) Bezier egrisinin
t = 0 baslangic noktasinda egrilik ve burulmasi iki durum i¢in asagidaki gibi hesaplanir:

Ab, ve Ab spacelike vektorleri i¢in ‘g (Abo,Abl)‘L < ||Ab0|||_ ||Ab1|||_ kosulu saglaniyorsa

1A _
_n-1] blllg singve |, = N2 det(Abo,Abl,Azbz)
il ”AbO”L ) ”AbO AL Ab1|||_

o

Ab, ve Ab, spacelike vektdrleri igin |g (AbO,Abl)|L > |Ab ||, Ay, kosulu saglamyorsa

_1lA e
Vo ” bl”; .sinh@ Ve z|_, -_n% det(Abo’Abl’Azbz).
n ”AbO”L n ”Abo AL Ab1||L

t=0

Ispat: Ab, ve Ab spacelike vektorleri igin ‘g(AbO,Abl)‘L <|Aby|_.[Ab]| kosulu saglaniyorsa

spacelike vektorler icin b"(t) spacelike Bezier egrisinin baslangi¢ noktasindaki egriligi

|db” (t) d%" (t)”
di® |

AL
dt
K|t:0 - 3 -
db” (t)
i
[nde, =2 A [t -1 {6, ~b) - (B -b)} ]|
(o, —by)[;
_n -1 H(bl _bo)/\L [(bz _bl)_(bl _bo)]HL
n ”bl_boni
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_ n-1 HAbO AL (Abl _Abo )HL _ n-1 ”Abo an Abl”L
n b N by

_n-1]Ab, b sing _n-1]Abi,
n by N lab|;

L

sin @

dir. Ab, ve Ab spacelike vektdrleri |g(Aby,Ab ) >[Aby], .[Ab ~kosulunu sagladiginda

baslangi¢ noktasindaki egriligi

db"(t)  d*"(t)
| d "t dt? ]
K =
e db” (1)
de |, d
=) A [ =D {(b; =b) - (b, =by)} ]|,
Inco; o)}
_n-1 H(bl —by) A, [(bz —b;) - (b, _bo)]HL
n b, by
_ n-1 HAbO AL (Abl _AbO)HL _ n-1 ”AbO AL Abl”L
" b N[,

_n-1[Aby], .Jab sinh& _ n—1[Aby,

3 5 .sinh @
n |k, N flab,[;

dir. Baglangi¢ noktasindaki burulmas ise

[db”(t) d%" (t) d%”(t)}
dt dt’ dt®

2

7lo=
db"(t)  d’b"(t)
— L 2
dt dt

L t=0
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db”(t)A d*b" (t) d°b"(t)
o ™ o o
db(t)  d%" (t)[
AL
dt |

g(nab, A, n(n—1)(Ab, - Aby),n(n—1)(n—2)(Ab, - 2Ab, + Aby))
[nab, A, n(n-1)(Ab, - Ab, )|/

_ n—29(Aby A (Ab, —Aby),(Ab, — 2Ab, + Aby ))
oon [aby A, (ab, - b, )}

_ n—2g(Ab, A_ Ab, Ab, —2Ab, +Ab)

SN b A (Ab—ab)[!

_n-2 g(AbyA Ab,Ab,)  n-—2det(Aby,Ab, Ab,)
N ||Ab, A (Ab, - Ab, H N oAb, A Ab

Teorem 4.2.1.1.4. Asli normali spacelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t = 0 daki Serret-

Frenet catisinin tiirev formiilleri Ab, ve Ab, vektorleri ‘g(AbO,Abl)‘L <||Abo|||_-||Ab1”,_ kosulunu

saglayan spacelike vektorler i¢in

T'=(n- )|||| El|||| .Sin&.N

[ Ab

N'=—(n-1)i——Lt.sin@T —(n—2)|Ab,| det (Aby, Ab;, Ab, )
by . 1

| Aby A A

det(Ab,, Aby, Ab,)
|ab, A Ab|°

B'=—(n-2)Aby|,

dir. Ab, ve Ab, vektorleri |g(Ab0,Abl)|L > |Ab |, [|Ab,[, kosulunu saglayan spacelike vektorler

i¢cin

T'=(n- )” El|||| .sinh @.N
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[ Aby|

N :_(n—l) L sinhoT _(n—2)”Ab ” det(Abo,Abl,Abz).B
”Abon,_ 0l

[Aby A

det(Ab,, Ab,, Ab, )
b, A Ab;

B'= _(n_z)”AbO”L

Ispat: Asli normali spacelike olan spacelike egriler igin Serret-Frenet tiirev formiilleri

T 0 xv, O0)\T
N |=|-xv, 0 v, || N
B 0O =7zvy O /\B

matrisi ile verilir. Burada v, =nl|p,—by| =n[Aby[, olmak iizere Ab, ve Ab vektorleri

‘g(AbO,Abl)‘L<||Ab0||L.||Abl||L kosulunu saglayan spacelike vektorler igin spacelike Bezier

egrisinin Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

n-1Abj
N JAb|;

_ Aby,
=(n- )|| b|| Sin@.N

T'|,=xV.N= .sin@. n|Ab, || N

N'|_o=—xvT +7v,B

(n-1) Jan] (n-2) det(ab, Ab, Ab,)

=— 7 sinéd.nf|Ab || T - niAb.|| .B
g T e
b, det(Ab,, Ab,, Ab
=—(n- )|||| b|||| Sin@T —(n— 2)|| ||L (4b, 22).
”Abo AL Ab1|||_
'] o= ryN = — (1=2) 0L (A0 ADLAD ) |y
n lab, A, Ab1||L
——(n-2)|ab,|, AR AD:.20:)
|Ab, A Ab1||L

olarak elde edilir. Ab, ve Ab; vektorleri |g(Aby, Ab )| >[Aby|, .[Ab|, kosulunu saglayan

spacelike vektorler i¢in spacelike Bezier egrisinin Serret-Frenet catisinin tiirev formiilleri
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n- 1|| by,

T'|o=xv,.N = sinh &. n||Abg | N

N faby;
=(n- ” gl sinhO.N
|| b,
N'l_,=—xvT +7v,B
(=D)AL G g | 7 -2 (A AL

N b, N by A, Ay

A
=—(n—l)” b, sinh 6T —(n—2)||Aby|, det(Abo’Abl’Azbz).B
”Abo“L ”Abo ~ Abl”._
B o= 7v,.N 02 det(AbO’Abl’Azbz) n.[Aby|, .N
n |Aby A Ab,|.
det(Ab,, Ab., Ab
——(n=2)]ay|, L2200 80,)

|Aby A, Ab||]

ile hesaplanir.

Teorem 4.2.1.1.5. b" (t) asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisi igin b € Rf kontrol

noktalar1 olsun. Ab. ler ayn1 konide yer alan vektorler ise t=1 noktasindaki {T, N, B}L:1 Serret-

Frenet catisi

Ab, , Ab,

n—

Tl = =
= b, L~ Yo (a0, 55)

Ab, , Ve Ab, ,vektdrleri |g(Ab,,,Ab,, )| <[Ab,,|, [|Ab,, |, kosulunusaghyorsa N asal normali

ve B binormali su sekilde elde edilir.

| _ Ab A Ab, , _ Ab A ADb, ,
= Aby A Ab [ [l Ab, ] sing
|l = e PSS @+t D cotp
o, Jab,

Ab, , ve Ab, , vektdrleri |g(Ab,,,Ab,, )| <[Ab,,|, .[Ab, .|, kosulunusagliyorsa N asal normali

ve B binormali su sekilde elde edilir.
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Ab. . A, Ab Ab. A Ab

|t:l o ”Abn—l AL Abn—2|||_ B ”Abnfl”L '”AbH*ZHL sinh 4

n-2

Ab,
|, =— b, . cosech ¢ — L_cothe

b,

ile hesaplanir.

Ispat: b" (t) spacelike Bezier egrisi oldugu igin teget vektorii de spacelike vektor olmalidir. Bu

ylizden ||Abn_1||L =/9(Ab,,Ab ;) olur.

db" (t)
T| — dt il Abn—l — Abn—l
o) [ab],  \Jg(ab,,Ab,)
dt |,

Ab, , ve Ab,_, vektorleri |g(Ab,,,Ab,, )|L <||ab, |, -|Ab, .||, kosulunu saglayan spacelike vektor

ise spacelike aginin i¢ carpim ve dis carpmm Ozelliklerinin kullanilmasiyla b" (t) birim hizh

olmayan Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki binormal vektori

db” (t) N d%" (t)
dt dt?
Bl =
|1=1 db”(t) d*"(t)
— A
dt - dt?

_ n.(b, —b, ) A n.(n-1)[ (b, —b,) (b, —b,,)]
(6, b, ) A n(n=2)[ (b, ~b,,) = (b, =b,, ) ]|,

_ NAb A n(n-1)[Ab,_,—Ab _,]  Ab_ A [Ab_—-Ab ]
[n.Ab, A n(n=1)[Ab, ,—Ab, ]| [lAb, ;A [Ab, ,—Ab, ]|,

_ Ab , A Ab,  —Ab A Ab Ab,, A Ab, ,

~|Ab,, A Ab —Ab A Ab | [Ab A AD |
Ab, , A Ab,
o] Jab,.] 5
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ile hesaplanir. T ve N spacelike, B timelike ise N=-BA T alinacaktir. Burada Ab ,

spacelike oldugu igin ||Abn_1||i =g(Ab,,,Ab, ;) dir. Asli normal vektorii

N=—BAa,T
__ [_Abn—l AL Abn—z] A Ab,
[Ab, s AL b " b,

_ (Ab A Ab ) Ab
||Abn_1 AL Abn—an '”Abn—l“L

_{g(Ab“,Abnl)-Abn2+g(Abn2,Abn1)Abn1}
|ab, .| [ab, [, sing.JAb, [,

_ {_ |Ab, .| .Ab, , +]Ab, | -|Ab, |, cos (/).Abnl]
b, Jab, || sine

{ a0, A, b, ], o], cosco-AbnlJ
a7 o] sing a7 ab, o], sing

__ Ab, COSecC ¢+ Ay, cotg
b, .|| b, 4l

Burada ¢ acist Ab, _, ve Ab, , arasindaki agidur.
Ab,, ve Ab,_, vektrleri |g(Ab,,, Ab,, )|L >||Ab, [, -[Ab,.|| kosulunu saglayan spacelike
vektorler ise hiperbolik agimin i¢ ¢arpim ve dis carpim 6zelliklerinin kullanilmasiyla b" (t) birim

hizli olmayan Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki binormal vektorii

do” (t) ~ d%"(t)
__dt " dt?
= lldb"(t)  d*b"(t)
A
dt - dt?

Llt=1

n.(B, ~by2) A (N =1)[ (b, ~b,) (b, —b,,)]
n.(bn _bn—l)/\L n-(n _1)[(bn _bn—l)_(bn-l _b”—z )]HL
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_ nAb A n(n-1)[Ab,_,—Ab |  Ab_ A [Ab_-Ab ]
[n.Ab,, A n.(n-1)[Ab, , —Ab, ]| [Ab, A [Ab,—Ab, ]|

L

_ Ab A ADb ,-Ab A Ab,  Ab A Ab,
~|Ab,, A Ab —Ab A Ab [ [Ab A Ab |,
_ Ab , A Ab

~ b, 1o, s

ile hesaplanir. T ve N spacelike, B timelike i¢in vektorel ¢arprm N =—B A T alinmalidur.

Burada Ab, , spacelike oldugu i¢in ||Abn_l||i =g(Ab,,,Ab,,) dir. Asli normal vektorii

N=-BAT
_ [-Ab, A Ab ] . _Ab,
|Ab, ;AL Ab, | ) Ab, .,

_ (Ab,_, A Ab, ,) A Ab,
”Abn—l AL Abn—ZHL '”Abn—l”L

_ (_g (Abn—l’ Abn—l)'Abn—z + g (Abn—z ! Abnl)Abnlj
[Ab, .|| [Ab, . | sinh[Ab,

_ [ b, |} Ab, , —[Ab, ]|, .|Ab, ., cosh mbnl}
|Ab, .|’ b, || sinh

_ L_ |ab, JF b, b, ], JAb, ], cosh gp.Ab“}
Jab,.J7 Jab, ] st [ab, [ ab,..|_ sinhg

Ab, , Ab,_
=-——"2 cosech ¢ ———"2—coth ¢
[Ab,-[, [AB,ll

olarak ispatlanir. Burada Ab_, ve Ab, , spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik ag1 ¢ dir.
‘g(Abn_l,Abn_2 )‘L =|Ab, ||, |Ab,.,|, ~kosulunu saglayan spacelike vektér ise B lightlike

vektordiir. Bu durumda Ab, , ve Ab, , arasindaki ag1 0° veya 180° oldugunda ortanormal bir ¢at:

olusmayacagindan bu durum degerlendirmeye alinmayacaktir.
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Teorem 4.2.1.1.6. by,b,..,b, kontrol noktalar1 spacelike vektorler olan ve Ab, spacelike
vektdrlerden olusan n. dereceden asli normali spacelike olan spacelike b" (t) Bezier egrisinin
t =1 bitis noktasinda egrilik ve burulmasi i¢in iki durum vardir:

Ab, , ve Ab _, vektorleri |g(Abn_1,Abn,2)|L<||Abn_l||L.||Abn_2||L kosulunu saglayan spacelike
vektorler igin spacelike b" (t) Bezier egrisinin egrilik ve burulmasi

_n-1 |Ab, |, sing Ve 7] - n—2det(Ab,_,,Ab, _,,Ab, ;)

n ”Abn—l”i n ||Abn71 AL Abn—2||i

s

dir. Ab,_, ve Ab_, vektorleri ‘g(Abn_l,Abn_2 )‘L >||Ab, ||, [lab,.,||, kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin spacelike b" (t) Bezier egrisinin egrilik ve burulmasi

_1Ab _ :
_n-1] ”‘2||2L.sinh¢ ve 7| " 2det(Abn71,Abn72,At;n73) dir
n - fAb, 4 |Ab, AL Ab, |

s

Ispat: Ab_, ve Ab, , vektdrleri |g(Ab,,,Ab,, )|L <|lAb,,|, -|Ab,], kosulunu saglayan spacelike

vektorler i¢in bitis noktasindaki egriligi

db” (t)  d*b"(t)
— AL 2
| dt dt
K =
= Hdb“ Ol

L

dt

L t=1

_ (b, =B, ) A n(n=1)[ (b, =b, ;)= (b, s =b,, ) ]|,
(o, b,

_ (b, =b,.) A n(n=1)[ (b, =b, 1)~ (b, . b, )],
(o, b,

_(n-1) |ab, s A, (Ab, , —Ab, , )HL _(n-1) A, ; A AD,
n b, U 1

L
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_n-1[Ab, | [Ab, [, sing _n-1]Ab,,|

= Lsing
n b, 4]} N Jab, [
Ab _, ve Ab , vektorleri ‘g(Abn_l,Abn_z)‘L >|Ab, ||, [|Ab,,||, kosulunu saglayan spacelike

vektorleri igin bitis noktasindaki egriligi

Hd&(o d2" (t)
7AL 2
dt dt
HdW(US

dt

L

|t=1 -

L t=1

[n-(o,=by ) A n(n-)[(b, b, o))l

(6,5, ||

:Hn'(bn_bn—l)/\ ( )[(b —b,, }H

”n' bn _b“—l ||L

_ (n _1) HAb”—l AL (Abn—l _Abn—z )HL _ (n _1) ”Abﬂ& & Aban”l_
n b, [} n b, [}

— n-1 ”Abn—l“L '||Abn—23|||_ sinh P — n-1 ”Abn—Z”;_ sinh @
n bl N fAb,l

dir. Bitis noktasindaki burulmasi ise

[dw@)dﬂfa)d%ng
dt dt’ dt’
d%" (1)

|,

T |t:1:

()
| dt

AL

t=1

g(db”ﬁ)/\ d?b" (t) dab”@)J

dt " dt2 ' dt®

Hd&(o d%" (t)[

at bt

L
g(nAb,, A_n(n-1)(Ab,, —Ab,_,),n(n-1)(n—2)(Ab,,—2Ab _,+Ab, ,))
[nab,, A n(n-1)(Ab,, - Ab,, H
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_n-29 (Ab,, A (Ab, —Ab ,),(Ab, ,—2Ab, ,+Ab, ,))
n |ab,, A, (ab,,-ab,,)|;

n-2g(Ab, A Ab, ,,Ab —2Ab ,+Ab, ;)
n |ab, , A (ab,,-ab,,)[;

- n-2 g(Ab A Ab ,,Ab ) n-2-det(Ab,,Ab,,Ab ;)

ab, A (8b, -ab ) M [Ab A AD [

_n—2det(Ab,,,Ab,_,,Ab, ;)
N Jab A Ab [

burada spacelike vektorlerinde kullanilan her iki kosul i¢in burulma denklemi aynidir.

Teorem 4.2.1.1.7. Asli normali spacelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =1 deki Serret-

Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri iki durumu vardir:

Ab , ve Ab _, vektdrleri |g(Abn_l,Abn_2)|L<||Abn>1||L.||Abn_2||L kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin

A
T'=(n-1) 45, o], sing.N

b,

‘= —(n- )” b, ., LsingT +(n—2)|Ab, |
[ab,., L

det (Abn—l’ Abn72 1 Abr*|—3) B
“Abn—l AL Abn%”i

det(Abn—ll Ab n-2! Abn—?:)

B'=(n_2)”Abn—1”L ”Ab A Ab ”2
h-1 7\ n-2 L

Ab,_, Ve Ab _, vektbrleri |g(Ab,,,Ab, )‘ >||Ab, ||, [|Ab,,||, kosulunu saglayan spacelike

vektorler i¢in

bl
=(n-1) L sinh ¢.N
b,

det(Ab, ,,Ab, ,,Ab, ;)
”Abn—l ALADb “i

=—(n —1)|||| b” 2|||| sinh T +(n—2)|Ab, |,
n-1
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det(Ab, ,, Ab,,, AD,)

B'=(n-2)|Ab
( )” n—l” ||Abnil ~ Abn_2||i

L

Ispat: Asli normali spacelike olan spacelike egriler i¢in Serret-Frenet tiirev formiilleri

TI
N'|=|-xv, 0 v, ||N
B' 0 v, 0 ){B

dir. Bezier egrisinin tiirev formiilleri, v, = n||bn _bn—l”L = n||Abn_1||L olmak tizere Ab, _, ve Ab ,
vektorleri |g (Ab,,, Ab, , )|L <|Ab, .|, -|Ab, .|, kosulunu saglayan spacelike vektorleri igin Serret-

Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

L _n-1jan,

sing.n||Ab .N
n ”Ab ® ” n—l|||_

2" 2
all

__n-afabf o oAb, | T+

N |Ab

n- 2 det(Abn—l’ Abn-2 ! Abn—S)
n ”Abn—l AL Abn—2“i

n|ab, | B

2
el

”Abn—Z ”L det(Abn—l' Abn—z ! Abn—s)

=—(n-1)

singT +(n- 2)||Abn_1||L

|ab, ||, |ab, . A, Ab,
B'= 7v, N = (n—2) det(Ab, ,,Ab, ,, At;n_S) nab, |, N
n ||Abn*1 /\L Aban”L
- (n-2)[ap, |, e B0es)

|Ab, , A Ab,|I
dir. Ab, ve Ab,_, vektdrleri |g(Ab,,,Ab,, )|L >||Ab, [, -[Ab, .|| kosulunu saglayan spacelike

vektorleri igin Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri
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b, .|

_n-1]Ab, ],
by,

sinh o.N
n|Ab

sinhpn|Ab,, [, .N =(n-1)

2" 2
all

N'=-xv, T +7Vv,.B

—1 A —
_ =8Bl G nfan, T D20 AD AL g
n - ab, [ n |Ab, ;A b,
”Abn*Z ”L det(Abn—ﬂ Abn—2 ’ Abn—s)

sinh T +(n—-2)[Ab, |,

=—(n-1)

i .~ 0,
B'= 7v, N = (n—2) det(Ab, ,,Ab,_,, At;n_3) nab, | N
n ”Abn—l AL Abn-2|||_
S

2
lab,, AL Ab [
ile hesaplanir.
Simdi de asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrilerinin Bishop ¢atisini hesaplayalim:

{T, N, Nz} asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrilerinin Bishop catis1 ortanormal ¢ati

oldugu icin

g(T.T)=1g(Ny,N;)=1 g(N,,N,)=-1

g(T,N;)=0 g(T,N,)=0 g(N,N,)=0

denklemleri saglanmir. Simdi de asli normali spacelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin

baslangi¢ ve bitis noktasindaki Bishop ¢atisini inceleyelim:

Teorem 4.2.1.1.8. b eR} kontrol noktalar1 olmak {izere birim hizli olmayan asli normali
spacelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =0 baglangi¢c noktasindaki spacelike Bishop
gatisiin egrilikleri ise Ab, ve Ab, vektdrleri |g(Aby,Ab, )| <[Aby| .[Ab,] kosulunu saglayan

spacelike vektorler i¢in
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—1 [|A
n- 1” i, .sin@coshy V€ Kk, |, O_n 1lAn,

| =
S0 ] 0 an);

dir. Ab, ve Ab, vektorleri ‘g(AbO,Abl)‘L > Ay .|Aby| kosulunu saglayan spacelike vektorleri

.sin@sinhy

icin

n- 1” o, .sinh@coshy V€ Kk, |_,= n- 1” bl

K, |
0 ] N faby];

.sinh @sinhy

. .. k .
dir. Burada y agis1 igin tany :ﬁ ve z =y dir.

1|t:0

Ispat: k1|t:0 =k.coshy , k2|t:0 = k.SiNhy denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier
egrisinin t =0 noktasindaki tlirev formiilii olan Vv, = n||b1 —b0||L 5 n||Abo||L yerine yazildiginda
baslangic  noktasindaki  Bishop catis1 elde edilir. Ab, ve Ab  vektorleri

‘g (Ab,, Aby )‘L <|Aby|_.[Ab| kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

K, |,_o=x.coshy = n- 1|||| b1|||| .sin@coshy
O

K, |._= r.sinhy = "= ”Ablng sin@sinhy
by [

Ab, ve Ab, vektorleri |g (Aby, Ab, )||_ > Ay -[Ab,| kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

K o= KCOShl//—n 1|||| El|||| .sinh@coshy
K, |,_o= x.sinhy == 1” b1|||| sinh @sinhy
0 L

elde edilir.

Teorem 4.2.1.1.9. b e R® kontrol noktalar1 olmak iizere birim hizli olmayan b"(t) spacelike

Bezier egrisinin t =0 noktasindaki tlirev formiilt, V, = n||b1 _bo“L - n||Ab0||L olmak iizere asli
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normali spacelike olan spacelike Bezier egrisine ait Bishop catisinin tiirev formiilleri Ab, ve Ab

vektorleri |g (Ab,, Ab1)|L <|Aby |, [|Ab,], kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

T'=(n- )|||| b1|||| sin@[coshy.N, —sinhy.N, ]
0

b,
Al

N, =—(n- )” gl L sin@sinhy.T

by .

dir. Ab, ve Ab, vektorleri |g(Ab0,Abl)|L > |Aby |, [|Ab,[, kosulunu saglayan spacelike vektorleri

N =-(n-1)p 2

sin@coshy.T

i¢cin

T'=(n- |||| E1|||| sinh @[coshy.N, —sinhy.N, ]
N, =—(n-1) |||| b1|||| sinh @coshy.T

0
N, =—(n-1) ” bl” ——=Esinh @sinhy.T

)jat,],

Ispat: Asli normali spacelike olan b"(t) spacelike Bezier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki

Bishop ¢atisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, kv (T
N, [=| kv, 0 0 |IN
N, —k,v, 0 0 JIN,

olmak iizere k, , k, egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiili, Vv, = n||b1 - b0||L =n ||Ab0||L yerine

yazilirsa Ab, ve Ab  vektdrleri |g(AbO,Ab1)|L<||Ab0||L.||Abl||L kosulunu saglayan spacelike

vektorleri igin
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T |t=0= k1V1N1 - k2V1N2

(n_l) ”Abl”L : (n_l) ”Abl”L : ;
==~ 2_ % sin@coshy.n||Ab N, —~—~- L sin@sinhy.n||Ab .N
n ”AbO”Z 14 ” ” n ”Ab 2 14 ” O”L 2

ol

:( )|||| b1|||| s|n0[coshl//.N1—Sinhl//.N2]
by

] (n 1) || ||L H
L io=—KVv, T o i”i sin@coshy.n|Ab,||, T

ol
IToY)

" o= K\ T = _(n-1) [ab], .sin@sinhy.n|Ab,| T
N by,

=—(n- )|||| b1|||| sin@sinhy T
0

singcoshy.T

dir. Ab, ve Ab, vektorleri |g(Ab0,Abl)|L >||Ab0||L.||Ab1||L kosulunu saglayan spacelike vektorler

i¢in

T'o=kV.N, —k,v;.N,

_(n-Y abi, .sinh @coshy.n|Aby||, .N, — (n—1) Jabi], .sinh @sinhy.n||Ab |, N,
N by noja

by |

=(n- )|||| El“ sinh @[coshy.N, —sinhy.N, |

N |o=—kv,T = (nnl |||| El|||| .sinh @coshy.n||Aby|| T

o= KW T =— nnl) |||| tt))l|||| .sinh @sinhy.n||Aby|| T

—(n- )” il L sinh@sinhy T
b,
dir. Asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisinin baslangi¢ noktasindaki Bishop

catisinin tiirev formiilleri elde edilmis olur.
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Teorem 4.2.1.1.10. b € Rf kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan asli normali
spacelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki spacelike Bishop ¢atisinin

egrilikleri Ab,, ve Ab,, vektorleri |g(Ab,,,Ab,,)| <|[Ab,,[ .[Ab,,], kosulunu saglayan

spacelike vektorler i¢in

n— 1|| by, n— 1|| b, .,
——=> .singcosh ¢ K, |,1= —
N Jlab,. ] T Jab,ff

Ab , ve Ab , vektorleri |g(Abn_l,Abn_2)|L>||Abn_l||L.||Abn_2||L kosulunu saglayan spacelike

K, = .singsinh ¢

vektorler icin

Kihoo=

n-1fa ”2||2L.sinh¢cosh¢ Ky o= —— n-1fa "2”2L-Sinh¢>3inh¢'
N fab, N fab,[,

. ;. k .
dir. Burada ¢ agis1 igin tanh¢=£ ve r=¢' dir.

1lt=0

Ispat: k1|t:0 =k.cosh¢g, k, |t:0 =k.Sinh ¢ denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier
egrisinin t = 0 noktasindaki tiirev formiilii olan v, =n ||bn _bn—1|||_ = n||Abnfl||L yerine yazildiginda
bitis noktasindaki Bishop catis1 elde edilir.

Ab,, ve Ab , vektdrleri |g(Ab,,Ab, )|L <||ab,.,|, -|Ab,.[, kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin

n-1]an, _
K, |._o= k.cOSh¢p = —— L .singpcosh ¢
- b
k, |t:0=z<.sinh¢_—n 1” bl” .sin@sinh ¢

N Jab[;
Ab_, Ve Ab_, vektdrleri |g(Ab,,,Ab ‘ ), >|Ab,,|, -[Ab,,| kosulunu saglayan spacelike

vektorler i¢in
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K, |,o=x.cosh ¢ = n_l ” bl” .sinh ¢ cosh ¢

n- 1|| b1||
N faby:

K, |,_o=x.Sinhgp =—— .sinh gsinh ¢

elde edilir.

Teorem 4.2.1.1.11. b e R} kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) spacelike

Bezier egrisinin t =1 noktasindaki tiirev formiild, Vv, = n||bn - bn_1||L = n||Abn_1||L olmak {izere asli
normali spacelike olan spacelike Bezier egrisine ait Bishop catisinin tiirev formiilleri Ab_, ve

Ab, , vektorleri ‘g (Ab,,,Ab, )‘L < ||Abn_l||L |Ab,., ||L kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

T'=(n _1)” “2" L sin p[cosh ¢.N, —sinh ¢.N, |

byl
N, =—(n —1)|||| b” 2” singpcoshgT
n-1
N, =—(n —1)Hsm¢sinh¢ﬂ
)
Ab , ve Ab , vektorleri ‘g(Abn_l,Abn_z)‘L>||Abn_1||L.||Abn_2||L kosulunu saglayan spacelike

vektorler i¢in

T'=(n —1)|| Dy o], L sinh p[cosh g.N, —sinh ¢.N, |

[Ab, .,
N, = —(n—l)Msinh pcoshgT
1 b, ],
A
N, =—(n 1)||||AE:||||Lsmhgosmh¢T

denklemleri ile hesaplanir.
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Ispat: Asli normali spacelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki Bishop

catisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, —kV,\(T
N [=| kv, 0 0 ||N,
N ) l-ky, 0 0 JN,

olmak iizere k;, k, egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiilii, v, =n|b, _bn—l|||_ =n|Ab,

yerine yazilirsa Ab, , Ve Ab, , vektorleri |g (Abn_l,Abn_2)|L <|lAb,,|, -[Ab,.]||, kosulunu saglayan

spacelike vektorler i¢in

T'=kv, N, —kv,.N,

_(n=1) [ab,f, _(n-DJAb ], oo
- jab, [ singcoshg.nlAb, || -N, 7 [ab[ singsinhg.n|ab, |, N,
n L n L
Ab
=(n-1) ||||Ab”'2||||L sing[cosh g.N, —sinh g.N, |
n-1|jL
. (n-1)[lAb, . .
N | =—kv, T =— . henlab || T
1 hea kv, n ”Abn,l”i SIN ¢ Cos ¢n” n—l”L
e
=—(n-1) Lsingpcoshg.T
[A,-[,
Loy T o (DA
N, = kv, T = - ||Abn,1||i singsinhg.n|Ab | T
S A
=—(n-1)——=Esingsinh gT
b,

Ab , ve Ab , vektorleri ‘g(Abn_l,Abn_z)‘L >||Ab, ||, [|Ab,,||, kosulunu saglayan spacelike

L

vektorler igin

T'|=kV,.N, —k,v,.N,

_(n-1) Ab, 5],
2
n - flab,,[;

(n—1) [[Ab, [}
2
n - flab,,f;

.sinh pcosh g.n|Ab, || -N; —

sinh gsinhg.n|Ab, || N,
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=(n —1)|||| b” 2|||| sinhp[cosh ¢.N, —sinh g.N, |
n-1

(n 1) ”Abn 2”

U= KV, T =
- N fab,.[;

sinhgcoshgn|Ab || T

=—(n —1)Hsmh pcoshgT
-1

—1) ||Ab,
(n-1)| n_z||2L sinh gsinhgn|Ab, || T

N' = k v, T =—
k™ 0 [ab,[¢

=—(n —1)|||| b” 2|||| sinh psinh ¢.T
h-1

denklemleri elde edilir.

Ornek 4.2.1.1.12. (Asli normali spacelike olan spacelike Bezier Egrisinin Uygulamasi)

b"(t) kontrol noktalari by =(3,1,2), b =(513), b, =(8,2,4) b,=(9,4,8 olan kiibik bir
Bezier egrisi olsun. O halde spacelike konveks cokgen (tekne) Aby=b —by=(2,01),
Ab =b,-b =(311), Ab,=b,—b,=(12,2) vektorleri ile verilir. Buradaki vektorler

g(Ab;,Ab;) >0 kosulunu saglayan her bir vektorden dolayi spacelike vektordiir. Boylece b" (t)

spacelike Bezier egri olur. Bu 6rnekte asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisinin

Serret-Frenet catis1 ve egriliklerini hesaplayacagiz.
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Sekil 4.2. MATHEMATICA programindaki ¢iktisi

0" (1) = 38" (t)b, =(1-t)’ by +3(1-t)’t b, + 3(1-t)t’ b, + ',

i
i=0

=(1-t)°(31,2)+3(1-t)"t (51,3)+3(1-1)t*(8,2,4)+1*(9,4,6)

3(1-t) +15(1—t)" t+24(1-t)t? +9t°,(1-t)’ +3(1—t)" t+ 6(1—t)t? + 4t°,
2(1-1)’ +9(1-t)" t+12(1—t)t* + 6t°

b" (t) nin t =0 baslangi¢ noktasindaki birinci, ikinci, ti¢lincii tiirevleri

db;t(t) - =n.Ab, =3(2,0,1)=(6,0,3)
dzgtnz(t) =n.(n-1) (Ab —Ab,)=3.(3-1) ((311)-(20,1))=(6,6,0)
d32:3(t) =n.(n-1).(n-2) (Ab,—2Ab, +Ab))=3.(3-1).(3-2) ((1.2.2)-2(3,1,1)+(2,0,1))

~(-18,0,6)
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seklinde hesaplanir. Burada Ab, m normu ||Ab0|||_ = \J9(Aby, Aby ) = (22 +0° —12) =3 ile

hesaplanir. Asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisinin baslangic noktasindaki teget

vektori
Tl - Ab, —(2’0’1)—(i0ij
I 2 Y RN CRVE
2 Y 1Y
elde edilir. Burada g(T,T):(ﬁ] +02—(£j =1 oldugundan dolayr T teget vektori

spacelike vektordiir. Ab, ve Ab vektorleri |g(Ab0,Abl)|L<||Ab0||L.||Abl||L kosulunu saglayan

spacelike vektorleri sagladigi i¢in bu 6zelligin i¢ ve dig ¢carpim 6zelligini kullanacagiz.

9((0.22),(31D)|, <|(0.21)], (32.2)], =5<3/3

9((2.0,1),(3,L1)) =22 +0? ~124/3? +12 ~1* cos @ buradan cos6 = > elde edilir. Vektorel

33

& & &
carpimi Ab, A, Ab=—-|2 0 1 |= (1, -1, 2) denklemi ile hesaplanir. Iki spacelike vektér ile

bir timelike vektor ortonormal cat1 olusturur. Ab, ve Ab, iki spacelike vektore dik olan vektor

timelike oldugundan |Ab, A Ab| = \/— (12 + (—1)2 - 22) =2 ile elde edilir. Ayrica

by A Aby, =[Ab], AL, .sine

\/5 :3.J§sin 0

burada sin @ = —2 dir. Binormal vektori

33

_ Aby A, Ab _(1,—1,2)_[ 1 1 2j 1.
|t:0 _”Abo AL Ab1|||_ - \/E - (1’ 1'2)

2 2 2
elde edilir. Burada g(B,B):[i) +(—LJ —[i) =-1 oldugundan dolayr B binormal

z) TR\

vektoriiniin timelike vektor oldugu agiktir. Asli normal vektorii ise
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N=-BnaT=-- (-1,3,-2)

&

&
1
J2
0

D
po IS
«ll—\ N l
w N SP

dir. Yukarida elde edilen asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisinin Serret-Frenet

catisinda yerine yazildiginda ayni sonuglar elde edilir.

N = iCSCH—A—bOcotél
Iy, lab, |,

(311 1 (2,0,1)3\5/5_(9,3,3) (10,0,5)
3 2 B2 B e
33 33

L (13-2)

=%(

Boylece asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisinin Serret-Frenet ¢atisi

1 1 1
o = ﬁ(Z,O,l), N|_, =—=(-13-2), B| , = ﬁ(l’ ~1,2) olarak elde edilir. Ayrica b" (t)

T | t=0 \/E
nin egriligi

‘|db” (t) N d’b" (t)]
dt di* |

3

L

|t:0 -

db” (t)
dt

L t=0

(6.03)7,(660), _8-1836], _18/7 247

[6.0.9) (33 83 9B

(4.1)

dir. Asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrisinde elde ettigimiz egrilikte degerleri yerine

yazilirsa
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3-13 42 22

-1lon,
== .sin@ = = =
BTN TN A N VR Y

(4.1) ve (4.2) denklemlerinden goriildiigii tizere iki farkli yontemle elde edilen egrinin egriligi ig¢in

(4.2)

ayni degerler bulunmustur. b" (t) nin burulmast ise

(db”(t) d?b" (t) d3b“(t)]

dt dt? dt®
Tlt:0= 2
ldb" (1) d*b" (1)
AL 2
| dt e’ |
L t=0

6 0 3

6 6 0

-18 0 6 36.6+6.54  36.15 5

=— =— — =—= 4.3
H(s,o,s)AL(G,e,o)Hi 18°.(-2) 18.18.-2 6 (“43)

olarak elde eldir. Benzer sekilde asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrilerinin baslangig

noktasinda burulma degerlerini yazildiginda

2 01
311
n—2 det(Ab,, Ab, ,Ab 3-2|11 2 2 5
Tlo=~— (Aby, Ab, 22)=_ 3 =5 (4.4
" b, oo 2)
(4.3) ve (4.4) denklemlerinden goriildiigi tizere iki farkli yontemle elde edilen egrinin burulmasi
- y db" (t) "
i¢in ayn1 degerler bulunmustur. v, = | = ||(6, 0, 3)”L —3/3 olmak iizere Serret-Frenet
L
tirev formulii agagida verilmistir:
T 0 «xv, 0T
N |=|-«xv, O =zv | N
B 0O =7zvy 0 )(B
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0 &3\/5 0
93
T 2 . T
N |= —m?)\/é 0 ~23J3 | N
B ; B
0 2383 0
6
0 ¥ 0
T T
Nl 22 5B
B 3 2 g
0 —¥ 0

4.2.1.2. Asli Normali Timelike Olan Spacelike Bezier Egrileri

by,b,,...,0, ; kontrol noktalar: olmak tizere birim hizli olmayan b" (t) asli normali timelike olan
spacelike Bezier egrisini alalim. b" (t) Bezier egrisi spacelike ise T tegeti spacelike olmalidur.

Ancak T' yani asli normalinin timelike oldugu durumda b" (t) spacelike Bezier egrisi ‘‘asli

normali timelike olan spacelike Bezier egrisi’’ olarak adlandirilir. Bu durumda T spacelike, N

timelike, B spacelike olmak iizere b" (t) spacelike Bezier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki

{T.N, B}L:O ortonormal ¢atisini tanimlayalim. Béylece

g(T,T)=1 g(N,N)=-1 g(B,B)=L1

g(T.N)=0 g(T,B)=0 g(N,B)=0

db"(t) db"(t)
dt = dt

kosullar1 saglanir. b" (t) spacelike Bezier egrisi i¢in ¢ ( J >0 dir. Buyiizden b" (t)

db" (t)

nin hiz vektoria v = H

db™(t) db"(t) - <
=./9| ———,——— | ve yay parametresinin uzunlugu
. dt dt
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dt

1 n n
Sz.[\/g(db () dbdt(t)}dt ile tanimlanir.

f

Teorem 4.2.1.2.1. b"(t) asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisi igin b, € R® kontrol

noktalar1 olsun. Ab. ler ayn1 konide yer alan vektorler ise t=0 noktasindaki {T, N, B}L:O Serret-

Frenet catisi

T oAb Ay
t-0 ||Ab0|||_ \/g(AbO,AbO)

Ab, ve Ab vektorleri |g(Ab0,Ab1)|L <|Aby|_.|Ab| kosulu saglaniyorsa N asal normali ve B

binormali su sekilde elde edilir.

Ab, A, Ab, Ab, A, Ab

B = - .
0= [ab, . a0, [A5,] ot sind

Ab Ab,
N cscé + cotéd
o= an 7" o

Ab, Ve Ab, vektdrleri |g (A, Ab,) | > ||Aby ||, -[|Ab,], kosulu saglaniyorsa N asal normali ve B

binormali su sekilde elde edilir.

| — Aby ~ Aby _ Aby A Aby
0 |Ab, A, Ayl [Aby], .[aby], sinhe
_Ab Ab,
N|_, = sché - coth &
o an] o

ile hesaplanir.

Ispat: b" (t) spacelike Bezier egrisi oldugu i¢in teget vektorii de spacelike olmalidir. Bu yiizden

|Aby||, = /9 (Ab,,Ab,) olur. t=0 baslangi¢ noktasindaki teget vektorii
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db" (t)
dt Ab, Ab,

Tl = _ =
|t:0 ‘dbn(t) ||Ab0||L \/g(AbwAbo)

dt

L

Ab, ve Ab vektorleri ‘g(Abo,Abl)‘L <|Aby|_.|Ab]| kosulunu saglayan spacelike vektor ise

spacelike a¢inin i¢ ¢arpim ve dis ¢arpim 6zelliklerinin kullanilmasiyla b" (t) birim hizli olmayan

Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki binormal vektorii

db"(t)  d*"(1) ‘

Bl -dt " dt’
YO |den)  d* ()
dt - dt* |
t=0

[n(b,—b)] A, [n.(n=1) {(b, —b,) — (b, —,)} |

In(o,—by) A [.(n=2) {(b, =b) = (b, —by)} ||,

nAb, A, [ n.(n—=1){Ab, — Ab,} | Aby A, [Ab, —Ab, ]

" naby A [n(n—1){ab, by} ]|~ [Ab, A [Ab - Ab,]|;
Aby A Ab, —Ab, A Ab,

|Aby A Ab, —Aby A Aby ||,

Aby A Ab Aby A Ab

[Aby A, Aby - [[Aby ] f[Ab], sine

ile hesaplanir. T spacelike, N timelike, B spacelike ise N =B A T alinacaktir. Burada Ab,

spacelike oldugu igin |JAb, |} = g (Ab,,Ab,) dir. Asli normal vektdri

N=BAT
_ Abya A Ab,  (Aby A Ab) A Ab,
Ay A ABJ Ak fABy A, Ab], b,
g (Aby, Aby).Ab, + g (Ab,, Aby ).Ab,
][ Aby], sin €Ak,
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[l [f by +aty], by, coso.ab, ]
by Jab, sin

| b -Ab, ||Ab1|| JAby], coseAb]
”AbWJMQ"SmQ by ab], sin6

= Abl cscd + ———coté
~ [ab], MbM

dir. Burada Ab, ve Ab, vektorleri arasindaki spacelike a1 6 dur.
Ab, ve Ab, vektdrleri |g(Ab0,Abl)|L > |Aby ||, [|Ab,], kosulunu saglayan spacelike vektor ise

hiperbolik a¢inin i¢ carpim ve dis ¢arpim 6zelliklerinin kullanilmasiyla b" (t) birim hizli olmayan

Bezier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki binormal vektorii

db'()  d%"()

B| — dt - dt2
T |db()  d’b" (D)
d " dt® |,
t=0

[n(b, —by)] A [n.(n=1) {(b, —by) = (b, — )} |

n(b, —b) A [n.(n=D{(b, —b) (b, —by)} |

NAb, A [n.(n—1){Ab, —Ab,} | Ab A, [Ab, —Ab]
nAb, A, [n.(n—1){Ab, - Aby}]|  [Ab, A [Ab, —ab, ]|,
Aby A Ab, —Aby A Ab,  Aby A Ab; Aby A Ab,

|aby A Ab, —Aby A Ab||  [|Ab, A Aby[  [JAb, |, [Ab.], sinh @

ile hesaplanir. T spacelike, N timelike, B spacelike ise N =B A T alinacaktir. Burada Ab,

spacelike oldugu igin [|Ab, | = g(Ab,, Ab,) dir. Asli normal vektdri
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N=BA,T
__Ab A AD Ab, _ (AD A AB) A AD,
”Abo AL Ab1||L - ”AbonL ”Abo AL Ab1||L '”AbO“L

- (—g (Abg, Aby).Ab, + g (Ab;, Aby ).Ab J
|, |, -[|Aby|_ sinh 6.[[Aby

{—IlAbolli A, ~[[AB], by, cosh e.Abo}
Jab, |7 Ab]|_ sinh o

_ (_ abJF ab,  [Aby], [Aby], cosh6.ab, ]
b, Al sinhe [Aby[ [|Ab], sinhe
=—ﬂcsch9—A—b°coth9
1A | |, |,

Burada Ab, ve Ab, spacelike vektdrleri arasindaki hiperbolik ag1 € dur.
|g(Ab0,Abl)|L:||Ab0||L.||Abl||L kosulunu saglayan spacelike vektor ise B vektorii lightlike

vektordiir. Bu durumda Ab, ve Ab, arasindaki ag1 0° veya 180° oldugunda ortanormal bir ¢ati

olugsmayacagindan bu durum degerlendirmeye alinmayacaktir.

Teorem 4.2.1.2.2. by,b,..,b, kontrol noktalar1 spacelike vektorler olan ve Ab spacelike
vektdrlerden olusan n. dereceden asli normali timelike olan spacelike b" (t) Bezier egrisinin t=0

baslangig noktasinda egrilik ve burulmasi; Ab, ve Ab, vektdrleri |g(Aby, Ab, )|L <|laby||, -lAby,

kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

_h-1 |ab | sing Ve |, =- n—2 det(Ab,, Ab;, Ab,)

| J— =
0 Ay N flab, A Ab;

Ab, ve Ab, vektdrleri |g(Ab,, Ab, )||_ > Ay .[Aby|| kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

—1IA _
_n—1] b1||; sinho Ve |, - N-20et(Ab A Ab,)
N A, N fAb A Ab

l=o

denklemleri ile hesaplanir.

ispat: Ab, ve Ab, vektdrleri |g (A, Ab, )|L <|Aby |, [|Ab,], kosulunu saglayan spacelike vektérler

icin baslangi¢ noktasindaki egriligi
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‘|db” (t) N d’b" (t)]
dt di* |

3

L

K =
= Hdb” (t)

dt

Hn(bl —by) AL I:n'(n _1){(b2 —b)—(b, _bo)}]HL
[n(o, by

_n-a BB ac[(b,-b) (b -by)]|
n ”bl N boni

_ n-1 HAbO AL (Abl _Abo )HL _ n-1 ”Abo AL Abl”L
n b N fab;

_n-1]Aby|| -Jaby] sin® _n-1fab],
3 - 2"
4 [ Ab [l N lab

Ab, ve Ab, vektorleri ‘g (AbO,Ab1 )‘L > ||Ab0||L ||Ab1||L kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

baslangi¢ noktasindaki egriligi

do" (1) d%" (1)
N\
« |
K|t=0 - 3
o ()
dt |
t=0
B Hn(bl o bo) AL I:n'(n _1) {(bZ B bl) B (bl B bo)}}HL
(o, —by)]|;
_n=1f(e =B~ [(b=B) - (BB ]|,
n b, by
_ n-1 HAbo AL (Abl _AbO )HL — n-1 ”AbO AL Abl”L
" b, U 1
_n-1]ab],[ab), sinhe _n-afab],_
n b I N Ay

dir. Simdi de baslangi¢ noktasindaki burulmasini bulalim.
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dt dt’ dt’
Hdb”(t) d%" (1)[
dt dt

[db”(t) d%" (t) d3b”(t)}

2 |t=0 =

L t=0

db”(t)A d’"(t) d°b"(t)
o ™ e o
do"(t)  d%b"(t)]

AL 2
dt e |

2
L

_ g(nAby A n(n-1)(Ab, —Aby),n(n-1)(n-2)(Ab, - 2Ab, + Aby ))
[nAb, A, n(n-1)(Ab, - ab, )

_n-2 g(Ab, A (Ab, —Aby),(Ab, - 2Ab, +Aby))
[ HAbo AL (Abl_Abo )H

2
L

_ n—2g(Aby A Ab,Ab, —2Ab, +Ab, )

S A a (A -

_n-2 g(Abya Ab,Ab,)  n-2det(Ab,Ab,Ab,)
0 fanac(an-an)fn [ e e

Teorem 4.2.1.2.3. Asli normali timelike olan b"(t) spacelike Bezier egrisinin t=0 daki Serret

Frenet catisinin tiirev formiilleri Ab, ve Ab, vektorleri ‘g(AbO,Abl)‘L <||Abo|||_-||Ab1”,_ kosulunu

saglayan spacelike vektorler i¢in

A
T'= (n—1)—|| B, ginon

b,
N'= (n—l)M_sin oT —(n_z)”AbO”L det(AbO,Abl’Azbz).
1B |Ab, A, Ay

det(Ab,,Ab,, Ab,) N
|Aby A Abl”i

B'=—(n-2)[ab,[,

83



dir. Ab, ve Ab vektorleri |g(AbO,Abl)|L > Ay .|Aby| kosulunu saglayan spacelike vektorler

icin

T'=(n- ” bl” .sinh &.N

Yo,

Il
Jab],

det (A, A, Ab, )
”Abo AL Abl”i

pd
Il
—~~

Sinh T —(n—2)|Aby |,

det(Ab,,Ab,, Ab,)
”Abo AL Abl”i

B'=—(n-2)]Ab,_

denklemleri ile hesaplanir.

Ispat: Asli normali timelike olan spacelike egriler igin Serret-Frenet tiirev formiilleri

T 0 vy 0T
N |=|xy, 0 zv| N
B 0 zvy 0 ){(B

Bezier egrisinin tiirev formiilleri, V, = n||b1 —b0||L = n||Ab0||L olmak tizere Ab, ve Ab vektorleri

|9 (Aby, Ab, )|L <|Aby||, ||Ab,], kosulunu saglayan spacelike vektorleri igin Frenet gatisinim tiirev

formilleri

T o= KV N = = n=tobll oo by, N =(n- )” B, ginon

N[, by,
N'|_,=xv.T+7v.B

— Al —
:(n 1) ” bl”li Slnl9n||Abo||LT—(n 2) det(AbO’Abl’AbZ)

N fabf; N lAby A Ab

A :
=(n-1) ||||Al:t:l||||L SinOT —(n—2)]|Ab, ||,
OllL

n|Ab,|, .B

det(Ab,, Ab,, Ab, )
”Abo AL Ab1||i

(n—2) det(Ab,, Ab,,Ab, )
N Jlaby A, Abf

—(n=2)[aby],

B'|_o=7V,.N =—

nfaby|, .N

det(Ab,, Ab,, Ab,) N
”Abo AL Ab1||i
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Ab, ve Ab vektorleri |g (Ab,, Ab, )|L > ||Aby||_.|Aby| kosulunu saglayan spacelike vektorleri igin

Frenet catisinin tiirev formiilleri

n—1[aby,
2
N Ak

Jany,
Y

T'|o=&V,.N = .sinh 6. n|Aby |, .N

.sinh 8.N

N'|_,=xv.T+7v.B

“1NIA _
_(-Df b1||—; .sinh6’.n||Ab0||L.T—(n 2) det(Aby, Ab;, AD,)

N fab, N fAby A Ab|;

A .
=(n-1) ||||AE1||||L Sinh &.T — (n—2)||Ab, ||,
OllL

n|Ab,| .B

det(Ab,, Ab,, Ab,)
”Abo Al Abl”i

(n—2) det(Ab,, Ab,, Ab,)

B'l .=7v..N =—
o= N Ab, A AD

.n{|Ab, |, -N

det(Ab,, Ab,, Ab,) N
”Abo AT Ab1||i

=—(n-2)]Ab|

ile hesaplanir.

Teorem 4.2.1.2.4. b"(t) asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisi igin b, € R® kontrol

noktalar1 olsun. Ab, ler ayn1 konide yer alan vektorler ise t =1 noktasindaki {T, N, B}L ) Serret-

Frenet catisinin teget vektori

Ab, , Ab,

n

i
o= Jab, .~ Y3 (abos, 20

esitligi ile hesaplanir. Ab, , ve Ab, , vektorleri ‘g (Ab,,,Ab )‘ <||Abn_l||L.||Abn_2||L kosulunu

sagliyorsa N asal normali ve B binormali

= Ab, A ADb , _ Ab, A Ab ,
oAb A Ak A, A, sing

oty

L Ab,,

= sec ¢ c
o [ab, ], b,
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dir. Ab _, ve Ab_, vektorleri |g(Abn_l,Abn_2)|L >||Ab, ||, [lab,.,||, kosulunu sagliyorsa N asal

normali ve B binormali

| __ Abn—l /\L Abn72 __ Abn—l /\L Abn—Z
17 |ab,, A Ab L, [|ab,,], Jab, ], sinhe
Ab Ab
N| =-—"2cosech ¢+ —"%cothe
= ap, o,

denklemi ile elde edilir.

Ispat: b" (t) spacelike Bezier egrisi oldugu icin teget vektorii de spacelike olmalidir. Bu yiizden

”Abn-l”L = \/m olur.

db" (t)
T| — dt _ Abn—l i Abn—l
<o) [ab],  \Jg(ab,,Ab, )
dt |,

Ab,_, ve Ab,_, vektorleri |g(Ab,,,Ab,, )|L <|lab, ||, J|ab,.,|, kosulunu saglayan spacelike vektor

ise spacelike agmin i¢ carpim ve dis carpmm Ozelliklerinin kullanilmasiyla b" (t) birim hizh

olmayan Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki binormal vektorti

db” (t) N d’b" (t)
dt dt?
Bl =
|t=1 do"(t) d*b"(t)
A
dt - dt?

_ 0B, =By ) A n(n -1)[(b,-b,,)-(b,,—b,,)]
[n.(6, =b, ) A_n.(n=1)[ (b, =b, )~ (b, 1 =D, ,)]

_ NnAb A n.(n—1)[Ab, ,—Ab ] _ Ab, , A [Ab, ,—Ab ]
In.Ab, ;A n.(n=1)[Ab, ,—Ab, ]| [Ab, ;A [Ab,,—Ab, ]|

_ Abn—l AL Abn—l B Abn—l AL Abnfz - _ Abn—l AL Abn72
|Ab, , AL Ab,, —Ab A Ab || |ab, ;A Ab|
Ab, A Ab,

~Jab] fab, ], sine
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ile hesaplanir. T spacelike, N timelike, B spacelike ise N =B A, T alinacaktir. Burada Ab, ,

spacelike oldugu igin ||Abn_1||i =g(Ab,,,Ab, ;) dir. Asli normal vektorii

N=BAT

- _ Ab A AD,, A Ab, __ (Abn—l AL Abn—z)/\L Ab,
”Abn—l AL Abn—znu_ " ”Abn—l”L ”Abn—l AL Abn—Z”u_ '”Abn—l”u_

) g(AmpAmlyAmz+g<AmZJmnoAmlJ
|4, [, Jab, [, sine.Jab,.|,

[ [Ab, [} Ab, , +[Ab, ], b, ], cos go.Abnl]
b, [} b, . sing

Jab f b, +||Abnan-nAbn1||Lcos<o-Abn1J
Jab, [ Jab, ] sing b, b, ], sing

n-2

[ab,,

n-1

b,

cosec ¢ —

coto

dir. Burada ¢ agis1 Ab, , ve Ab, , arasindaki agidir.
Ab, , ve Ab , vektorleri |g(Ab,,,Ab,, )|L >||Ab, [, -[Ab,||, kosulunu saglayan spacelike vektor

ise hiperbolik aginin i¢i carpim ve dis ¢arpim 6zelliklerinin kullamlmasiyla b" (t) birim hizli

olmayan Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki binormal vektorii

db” (t) N d’b" (t)
dt dt?
Bl =
|t=1 do"(t) d*b"(t)
A
dt - dt?

Lit=1

n.(b,—b, ;) A, n(n —1)[(bn ~b, ;)= (b, -b,, )]
n.(bn —bn_l) AL n-(n _1) I:(bn - bn—l) _(bn—l _b”—z ):IHL

_ nAb _ A n(n-1)[Ab _,—Ab _,]  Ab_ A [Ab, _ —Ab ,]
|n.ab, ;A n.(n=1)[Ab, ,—Ab, ]| |lAb, s A, [Ab,,—Ab, ]|,

n—
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Ab A Ab  —Ab , A Ab , Ab. , A Ab.

= ||Abn—1 AL Abn_l —Abn—l AL Abn—2|||_ B ||Abn_1 AL Abn_an
= — Abn—l /\L Abn_z
”Abn—l”L -”Abn,Z”L sinh g

ile hesaplanir. T spacelike N timelike, B spacelike ise N =B A T alinacaktir. Burada Ab_

spacelike oldugu i¢in ||Abn_l||2 =g(Ab,,,Ab, ;) dir. Asli normal vektorii

N=BAT
Ab, , A AD, , R Ab, ,
”Abn—l AL Aban”L ) ”Abn—l“L
- (Abml AL Ab, ) AL Ab,
”Abn—l AL Abﬂ*ZHL -||Abn71||L

__[g(Aqlﬂﬂ%lyAQ12+g(Aq2,Aq1)Aql]
[4b,.4], b, .|| sinh oAb, .,

= —[— ||Abn71||i -Abn72 — ”Ab”*Z”L '”Abn—l”l_ cosh (D.AbnlJ
|Ab, 4| b, | ,_sinh¢

= ( ”Abﬂ_lni 'Abn—Z _ ”Abn—z ||L '”Abn—l”L cosh (p'Abn—l J
Jab, .} Jab, o], sinhg — ab,.,[} b, .|, sinhe

Ab Ab
=_—"2 cosech ¢+ —"1cothg
A, . [Aby4[,

denklemi ile elde edilir. Burada Ab, , ve Ab, , spacelike vektorleri arasindaki hiperbolik ag1 ¢
dir. |g(Abn_l,Abn_2)|L=||Abn_1||L.||Abn_2||L kosulunu saglayan spacelike vektor ise B vektorii

lightlike vektordiir. Bu durumda Ab, , ve Ab, , arasindaki a¢1 0° veya 180° oldugunda ortanormal

bir ¢at1 olugsmayacagindan bu durum degerlendirmeye alinmayacaktir.

Teorem 4.2.1.2.5. by,b,...,b, Kontrol noktalar1 spacelike vektorler olan ve Ab spacelike
vektorlerden olusan n. dereceden asli normali timelike olan spacelike b" (t) Bezier egrisinin t =1
bitis noktasinda egrilik ve burulmasi Ab, ve Ab , vektorleri

n

|g(Ab,,,Ab,, )|L <|lAb,.|, -[Ab, .||, kosulunu saglayan spacelike vektorler igin
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L 1||A ol sing Ve 7. —N=2 det(Ab, ,,Ab, ,,Ab, ;)
t=! =
N [ab,,|; N Ab, A Ab

Ab _, ve Ab , vektorleri ‘g(Abn_l,Abn_z)‘L >|Ab, ||, [|Ab,,||, kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin

_n-1]ab,[, sinhp  ve o), —N72 det(Ab, ,,Ab, ,,Ab, ;)

n ” —1” o ”Abn—l/\L Abn—zni

|t =1

denklemleri ile hesaplanir.

Ispat: Ab_, ve Ab_, vektorleri ‘g (Ab,,,Ab,, )‘L <|ab,,||, J|ab,.,[, kosulunu saglayan spacelike

vektorler i¢in bitis noktasindaki egriligi

ldb" (1) d°b"(t)]
| |
t=1 Hdbn()s
dt
L t=1
_ (b, =b,1) A n(n=1)[ (b, =b, ;)= (b, =b,, ) ]|,
n.(b, —bn,1)||‘°’
(o =) A (n-1)[(b, b, b,
[n (0., ||L

_ (n —1) HAbn—l /\L (Abn—l - Abn—2 )HL _ (n _1) ||Abn—1 /\L Abn—2|||_
n b, .|, L T

_n=1]Ab, [} JAb, [, sing _n-1]ab,

= sing
n b, 4]l N b,

dir. Ab, ve Ab,, vektdrleri |g(Ab,,,Ab,, )|L >||Ab, [, -[Ab, .||, kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin bitis noktasindaki egriligi
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db (t)  d*"(t)
AL 2
| dt dt
K =
= db" (1)
dt

L

L t=1

_ (b, =B, ) A n(n=1)[ (b, =b, ;)= (b, s =b,, ) ]|,
(6, =b,.);

_ Hn.(bn ~b,,)an(n-1)[(b,=b,,)—(b,, - b, )]HL

In.(b, b, )}

_(n-1) |Ab, , A, (Ab, - Ab, )|, _(n-1) |ab,, A Ab,,|.
n b, [, U TV
_n—1]Ab |, -IIAbn,zsllL sinhp  n—1 IIAbnlelzL sinh o

d lab, [, N fab, [

Bitis noktasindaki burulmasi

db"(t) d’b"(t) d®b"(t)
dt dt? dt®
b (t)  d%" (1)
| dt Mg I,

t=1

db”(t)A d*" (t) d°b"(t)

o ™ a0 o
|db” (t) i
dt

d’b" ()|
dt?

AL

L
_ g(nAb, ;A n(n-1)(Ab,, -Ab,,),n(n-1)(n-2)(Ab, ,~2Ab, , +Ab, ;))
[nab, , A n(n-1)(ab,,-ab,,)|

_n- 29 (Abn—l AL (Abn—l -Ab,, ) ’ (Abnfl — 24D, ,+A4b, ))
n HAbn—l AL(Ab,—AD, , )Hi

_ n-29(Ab_ A Ab_,,Ab  —2Ab ,+Ab ;)
n |ab, , A (Ab,,~ab,,)|;
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n-2 g(Ab, A Ab ,,Ab )  n-2 —det(Ab ,Ab ,Ab ;)

|ab, , A, (Ab,,~8b ) " b, A A

_h-2 det (Abn—l’ Ab, , ’Ab”*S)
n ”Abn—l A Abn—2||i

denklemleri ile elde edilir.

Teorem 4.2.1.2.6. Asli normali timelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t=1 deki Serret-

Frenet atisin tiirev formiilleri Ab,, ve Ab,, vektorleri [g(Ab,,,Ab,, )|L <|Ab,.|, -[Ab,.|.

kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

|Ab o],
b

, |ab, |, .
VO T Dkl

T'=(n-1) sing.N

det (Abn—l’ Abn72 ) Abn—3)
”Abn—l AL Abnfzui

det(AbH, Abn.z ) Abr1-3)
”Abn—l AL Abn-ZHi

B'=(n-2)[ab,.|,

dir. Ab,, ve Ab _, vektorleri |g(Ab,,,Ab, ‘ ), >[Ab,,], -[Ab, |, kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin

|| n- 2”
T'=(n-1 ho.N
- )” b —1” e

det (Abn,l’ Abn—Z ’ Abn*3 )

” n— 2”
— LsinheT +(n—-2)|Ab
( ) % ( )” ﬂ—1||L ”Abn& AL Abn72||i

Ab,. ],

det(Abn—l ! Abn—Z ' Abn—S)

BI:(n_Z)”Abn—l”L ”Ab ~. Ab ”2
h-1 M AMn2]|L

formiilleri ile elde edilir.

Ispat: Asli normali timelike olan spacelike egriler i¢in Serret-Frenet tiirev formiilleri
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T 0 xv, 0T
N'|=lxv, 0 =zv,| N
B' 0 7zv, 0 )\B

dir. Burada Vv,=nlo b [ =n|Ab | ~olmak iizere Ab,, ve Ab,, vektorleri

‘g(Abn_l,Abn_z)‘L <|lAb, |, [lab,.,|| kosulunu saglayan spacelike vektorler igin Serret-Frenet

catisinin tiirev formiilleri

. n-1]ab, .| .
T'= N=——"=_T-"1 .n|{|Ab .N
KV, . ||Abn,1||i sing.n|| nfl|||_
b, |, .
=(n-1 Lsing.N
( Nmmlm y

N =xv, T +7v,.B

—1|Ab |, . —2 det(Ab_,,Ab_,,Ab
:nTwsm(p.n”Abnl”L.T+nn eUAD, ;, Ab,., 2"*3).n||Abnfl||L.B
||Abn_1|||_ ||Abn_1 AL Abn-2|||_
|Ab, |, . det(Ab, ,,Ab_,,Ab )
=(n-1 LsinpT +(n—2)||Ab ni'— n2'  n-3
T T L S TN

B = v, N = (n—2) det(Ab, ,,Ab,_ ,, At;n,g)
n |Aab,, A Ab ||

njab, [, N

det(Abn—ll Abn—2 ! Abn—?:)
”Abn& AL Abn—2||i

=(n-2)[jab,|

L

dir. Ab,, ve Ab,_, vektdrleri |g(Ab,,,Ab,, )|L >||Ab, [, -[Ab, .||, kosulunu saglayan spacelike

vektorler i¢in Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

NSV
" [,

40|,
b,

sinhg.n|Ab, |, .N

2

=(n-1)

sinh ¢o.N

N =xv,T +17v,.B

— n__l ”Abn*Z”L sinh @.n ”Ab ” T+ n-—2 det(Abn—l' Abr1—2 ’ Abn73)
—_— X hoall, -

.n||Abn7 || B
n ”Abn—l”i n ||AbH AL Abn-zni o
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det(Ab, ,,Ab, ,,Ab, )

=(n- )|| i Lsinh T +(n—2)||Ab,_||

” b—1” ”Abn—l/\L Abmz”i
B ry, N = (N2 deUAD,, AD, 3 A0 ) |y 1
n |Aab, AL Ab |l
det(Ab, ,,Ab, ,,Ab,
= (n-2)]a |, T e )

|ab, , A Ab, |

ile hesaplanir. Asli normali timelike olan spacelike Bezier egrilerinin Bishop catisini inceleyelim:
{T, N,, Nz} Asli normali timelike olan spacelike Bezier egrilerinin Bishop ¢atis1 ortanormal cat1

oldugu icin

g(T.T)=1 g(Ny,N,)=-1 (N, N,) =1

g(T.N,)=0 g(T,N,)=0 g(Ny,N,)=0

denklemleri saglanir.

Teorem4.2.1.2.7. b e R? kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan asli normali timelike
olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =0 baslangic noktasindaki spacelike Bishop ¢atisinin
egrilikleri Ab, ve Ab vektorleri |g (AbO,Abl)L_ < ||Ab0||L ||Abl||L kosulunu saglayan spacelike

vektorleri i¢in

n- 1” bl” .sin@coshy K, |i_o= n- 1” bl” .sin@sinhy

N fab|; N[y,

Ki o=

dir. Ab, ve Ab, vektdrleri |g(Ab0,Abl)|L > |Aby |, [|Ab,[, kosulunu saglayan spacelike vektorleri

i¢cin

n- 1” bl” .sinh @ cosh K, |,_o= n- 1” bl”

2 lt=
N [aby[; N [ab[;

burada ¥ acis1i¢in tany =% ve r =y dir.

1|t:0

.sinh @sinh

Kilo=
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Ispat: kl|t:0 =k.coshy , k2|t:0 = k.sinhy denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier

egrisinin t =0 noktasindaki tiirev formiilii olan V, = ﬂ”b1 —b, ||L = n||AbO||L yerine yazildiginda
baslangic¢ noktasindaki Bishop ¢atis1 elde edilir.
Ab, ve Ab, vektdrleri |g(Ab,, Ab, )|L <|laby|, -[|Ab], kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

n-1 A,

K, o= x.coshy = T .sin@coshy
0

K, |._o=x.Sinhy = nn1|||| b1|||| .sin@sinhy
0

Ab, ve Ab, vektorleri |g (AbO,Ab1)|L > ||Ab0||L ||Ab1||l_ kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

K, |,_o=x.coshy = n- 1|||| b1|||| .sinh @coshy
0
_1a
K, |,_o= &.sinhy = == 1 bl”; sinh @sinhy
Ay

formiilleri ile hesaplanir.

Teorem 4.2.1.2.8. b e R’ kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) spacelike
Bezier egrisinin t =0 noktasindaki tiirev formiild, V, = n||bl —b0||L = n||Ab0||L olmak tizere asli
normali timelike olan spacelike Bezier egrisine ait Bishop catisinin tiirev formiilleri Ab, ve Ab,

vektorleri |g (Aby, Ab1)|L <|Aby |, [|Ab,], kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

T'=(n- |||| b1|||| sin@[coshy.N, —sinhy.N, |
0

N, :( )|||| b1|||| sin@dcoshy.T
0

(n— )|||| b1|||| sin@sinhy T
O

N
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dir. Ab, ve Ab vektorleri |g(Ab0,Abl)|L > A, .|Aby| kosulunu saglayan spacelike vektorler

i¢in

T':( |||| bl|||| smh@[coshy/N —sinhy.N, ]
0

N, =(n-1) |||| b1|||| sinh @ coshy.T
0

N,=(n- )” B, L sinh @sinhy T

b,

Ispat: Asli normali timelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki

Bishop catisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, kv (T
N, |=| kv, O 0 N,
N, k,y, 0 0 JIN,

olmak tizere k,, k, egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiilii, v, =n ||b1 — b0||L =n ||Abo||L yerine

yazilirsa Ab, ve Ab  vektorleri ‘g(Abo,Abl)‘L<||Ab0|||_.||Ab1||L kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin

|, =kveN, = kv, N,

e fanl o OO
" b .sin@coshy.n||Aby | N, - ”Aboni.sm sinhy.n||Aby| N,
=(n- |||| b1|||| sin@[coshy.N, —sinhy.N, ]|
0
- (n-1) Jab, _ by,
N |_o=kv, T =—21_2% sin@coshy.n|Ab| T = =sin@coshy T
l|t70 1V1 n ”AbO”i SIN & Cos l//n” 0|||_ ( )” ”
_(n=1) Jan (n- )II by,

T— singsinhy.n|Ab,| T = sin@sinhy T

2 |t=0: kz 1

N fab, byl

Ab, ve Ab, vektorleri |g(Ab,, Ab1)||_ > Ay .[Aby|, kosulunu saglayan spacelike vektorler igin
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T, =kw N —kv,.N,

(n-1) [ab], _(n-1) Ak,
=+———2 " —L sinh@coshy.n|Ab,|, .N .sinh @sinhy.n||Aby | .N
n oAbt o N [lab[; 2
_ byl B
=(n- )” by, Lsinh @[coshy.N, —sinhy.N, |
1 ho=kwi. T _(nn1)|||| b1|||| .sinh @coshy .n||Ab,|| T
0
=(n- )” el L sinh @coshy.T
b,
N o=k T = (n-1) ” b, .sinh @sinhy.n|Aby|| T

N b,

=(n- )|||| b1|||| sinh@sinhy.T
0

Asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisinin baslangi¢ noktasindaki Bishop gatisinin

tiirev formiilleri elde edilmis olur.

Teorem 4.2.1.2.9. b, € R? kontrol noktalari olmak {izere birim hizli olmayan asli normali timelike
olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki spacelike Bishop ¢atisinin egrilikleri

Ab, , ve Ab, , vektorleri |g(Ab,,,Ab,, )|L <|Ab,,|, -[Ab,.|, kosulunu saglayan spacelike
vektorler igin

n- 1|| L n-1]ab.f, o
K, | — =L singpcosh¢ V€ k,|_ =—-—"L singsinhg
S0 Janf; N Jlab

Ab,, ve Ab,, vektdrleri |g(Abn_l,Abn_2)|L>||Abn>1||L.||Abn_2||L kosulunu saglayan saglayan

spacelike vektorler icin

—-1|A
n— 1“ ”2||2L.sinh(pcosh¢ ve Kk, |t:0:n—1w.sinh(psinh¢
n b, .|’ N Jab,.|

Ki =
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dir. Burada ¢ acis1 i¢in tanh ¢ :% ve r=¢' dir.

ll=1
Ispat: k1|t: , =k.coshg, k, |t:0 =x.Sinh ¢ denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier
egrisinin t=0 noktasindaki tirev  formiili olan V, =ﬂ||bn _bn—1|||_ =n||Abn_1||L yerine
yazildiginda bitis noktasindaki Bishop c¢atis1 elde edilir. Ab,, ve Ab, , vektorleri

‘g (Ab,,,Ab,, )‘L <|lAb, |, [lab,., |, kosulunu saglayan spacelike vektorler igin

n-1]Ab, |

K, |_o=x.cOSh ¢ = .sinpcosh ¢
n b, [}
—1llab
k2 |t=0: K-Sinh¢ :n—lw.gn ¢Sinh¢
N Jab,.|;

Ab,, ve Ab , vektodrleri |g(Abn_l,Abn_2)|L >||Ab,, |, -[Ab, [, kosulunu saglayan spacelike

n

vektorler igin

—1|A

K, |t:o:K'C05h¢:n_lw-5inhgocosh¢
N flab|
—1]lA

kz |t:o:K-Sinh¢:n_1 ” b1|||£ sinh ¢S|nh¢
N Jlab

elde edilir.

Teorem 4.2.1.2.10. b, € R? kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) asli normali
timelike olan  spacelike Bezier egrisinin t=1  noktasindaki tirev  formiili,
v, = n||bn —bn71|||_ =n ||Abn71||l_ olmak tizere asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisine ait
Bishop gatismmn tiirev formiilleri Ab, , ve Ab,_, vektdrleri |g(Ab,,,Ab, , )|L <|Ab,.|, -[Ab,.|.

kosulunu saglayan spacelike vektorler i¢in

|Ab, .|,

T'=(n-1
) a6,

sing[cosh¢.N, —sinh ¢g.N, |
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(n —1)” Dy o], L singcosh ¢.T

N =

1 b,

N, =(n -1)” B, L sin psinh ¢.T
b,

Ab,, ve Ab , vektorleri |g(Abn_l,Abn_2)|L >||Ab,, |, -|Ab, ||, kosulunu saglayan spacelike

vektorler igin

T'=(n- 1)” ”2” S|nh¢[cosh¢.N1—sinh¢.N2]

A nzll

N, =(n-1 h hegT
,=(n )”Abn—l”L sinh ¢ cosh ¢
N, =(n —1)|| il L sinh psinh ¢.T

b,

tirev denklemleri elde edilir.

Ispat: Asli normali timelike olan b" (t) spacelike Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki Bishop

catisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, —kv,\(T
N, |=| kv, O 0 N,
N, \ky, 0 0 JIN,

olmak iizere k,, k, egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiilii, v, =n|b, —bn_1||L = n||Abn_1||L

yerine yazilirsa Ab,_, ve Ab,_, vektdrleri |g(Ab,,,Ab )‘L > Ab, |, -[Ab,.||, kosulunu saglayan

spacelike vektorler igin

|, = kVoN, —k,v, N,

(n _l) ”Abn—2”|_ i (n _1) ”Abn—z” i i
= singcoshg.n||Ab, ||, N, - L singsinhg.n||Ab, | .N
N Jab,; L U o
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b .||

=(n-1)

sing[cosh@.N, —sinh ¢.N, |

| Ab, .,
—-1)||Ab .
N | =kVv, T = (nn ) ||||Abn2||||2L sinpcoshgn|ab, | T
n—1|[_
|lAb, -, .
=(n-1)"—==Lsingpcosh@.T
(01, "N
—1) ||Ab ) ]
N, =KV, T = (nn ) ||||Abn2||||2L singsinhgn|Ab, | T
n-1|[_
|Ab, o,
=(n-1 Lsingsinh T
"9z,

dir. Ab,_, ve Ab, , vektorleri ‘g(Abn_l,Abn_2 )‘L >||Ab, 4[|, [|Ab,.,[|, kosulunu saglayan spacelike

vektorler icin

|, =kVoN, —k,v,.N,

(n _l) ”Abn—2“|_ 7 (n_l) ”Abn—Z” H §
= .sinh@pcosh g.n||Ab, .|l .N, — = .sinh gsinh g.n||Ab, .|| .N
OO (e N Pl
Ab
:(n—l)|| ”ZHLsinh¢[cosh¢.Nl—sinh¢.N2]
[Abn[,
. (n—1) Ab, [,
N =KV, T = .sinhg@coshg.n(Ab, .|| T
1 |t_1 kl 2 n ||Abn71||i ¢ ¢ || l”L
Ab
:(n—l)usinh pcoshg.T
byl
. (n=1) ab,of, oo
N, [ L=kv, T = = .sinhgsinhg.n|Ab, .|| T
2 |t_l 2V2 n ”Abn,l”i ® ¢ ” l”l_
A,

=(n-1)

sinh gsinh ¢.T
bl

denklemleri elde edilir.
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Ornek 4.2.1.2.12 (Asli Normali Timelike Olan Spacelike Bezier Egrisinin Uygulamasr)
b"(t) kontrol noktalar1 by =(1,2,3), b =(256), b,=(5,7,6) b,=(6,9,J olan kiibik bir

Bezier egrisi olsun. O halde spacelike konveks gokgeni (teknesi) Aby=h —b; =(133),
Ab, =b, —b, =(3,2,0) Ab, =b,—b, =(1,2,) vektorleri ile verilir. Buradaki vektorler

g(Ab;,Ab) >0 kosulunu saglayan her bir vektorden dolay1 spacelike vektordiir. Boylece b"(t)

spacelike Bezier egri olur. Simdi asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisinin Serret-

Frenet catis1 ve egriliklerini hesaplayacagiz.

Sekil 4.3. MATHEMATICA programindaki ¢iktis1

b"(t)= 23: B (t)b, =(1-t) b, +3(1-t)"t b +3(1-t)t? b, +th,

=(1-1)’(1,2,3)+3(1-t)"t (2,5,6)+3(1-t)t*(5,7,6)+1t*(6,9,7)

(1-t) +6(1-t) t+15(1—t)t? +6t°,2(1—t)’ +15(1—t)" t + 21(1—t)t? + Ot°,
3(1-t)* +18(1—t) t+18(1—t)t? + 7t°

b" (t) nin t =0 baslangi¢ noktasindaki birinci, ikinci, tiglincii tiirevleri
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= n.Ab, =3(1,3,3)=(3,9,9)

dt |,
dzzt"z(t) =n(n—1) (Ab,—Ab,)=3.(3-1) ((3.2,0)—(13,3))=(12,-6,-18)
d32:3(t) =n(n-1).(n-2) (Ab,—2Ab, +Ab))=3.(3-1).(3-2) ((12,1)-2(3,2,0)+(13,3))

= (-24,6,24)

denklemleriyle hesaplanir. Burada Ab, n normu |[Aby|| = /g (Aby, Aby) =, /(12 +3° —32) =1ile

hesaplanir. Asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisinin baglangi¢ noktasindaki teget

vektora

Ab, _(L33) _ (13.3)

T = _
N T

olarak elde edilir. Burada g (T,T)=1°+3? -3 =1 oldugundan dolay: T teget vektorii spacelike
vektordiir.  Ab, ve Ab vektorleri |g(Aby,Ab, )|L > |Aby ||, [|Ab], kosulunu sagladigr igin

0((1.3,3).(3.2.))], >[(13.3)]_](3.2.0)], =9> 13 elde edilir ve

9((23,3),(3,2,0)) = —1* +3 ~324/32 +22 0% cosh 4

i¢ carpimindan 9 =—/13cosh & sonucu bulunur. Bdylece cosh @ = —% elde edilir. Vektorel
carpimlari
& & &
Abgn Ab=—|1 3 3|=(6,-9,-7)
3 2 0

dir. Normu alindiginda
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@ olarak hesaplanir. Binormal
V13

|ab, A, Ay = \/(62 +(-9)* —(—7)2) = /68 boylece sinhd =

__Aby A Ab :(6,—9,—7)
= ”AbO ALAbl”L \/@

vektorii B

:( 6 9 ! ]:i(6,—9,—7) olarak elde

Jes' Je8' V2) s

2 2 2

- 6 9 7 . .. . R

edilir. Burada g (B B):(_ +| ——— | —| ——| =1 oldugu i¢in B binormal vektoriiniin
’ /68 /68 /68

spacelike vektor oldugu acgiktir. Asli normal vektorii ise

el ez —93
6 9 7 1
N=BA T=- _ L P 625,27
T=%E Ve @‘ Jos 8%520)
1 3 3

Yukarida elde ettigimiz asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisinin Serret-Frenet

catisinda yerine yazdigimizda ayni sonuglari elde ederiz.

=— A, coth @ — Alf csché
|Ab, |, JAb,

(13,3) _J% (320) 1 (9.27,27) (3,2,0)
1 "8 i3 B8 VB8 e

J13 13
1

- ——(6,25,27)

RG]

Boylece Asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisinin Serret-Frenet ¢atisi

1 1
=(133), NL:O :E@’ZS, 27), BL:O =E(6,—9,—7) olarak elde edilir. Ayrica b"(t) nin

T|

t=0

egriligi

dzb”(t)”
“odt? |

3

L

dt

o

L t=0
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_[(3.9.9)~ (-18,0,6)| |08, -162,-126], 1868 _ 268
(3.0.9)]; <) 7

(4.5)

dir. Asli normali timelike olan spacelike Bezier egrisinde elde ettigimiz egrilikte degerleri yerine

yazildiginda
_n- 1|| q|| ~1 13 68 268
.Sinh @ = —_— =

(4.5) ve (4.6) denklemlerinden goriildiigii izere iki farkli yontemle elde edilen egrinin egriligi igin

aym degerler bulunmustur . b" (t) nin burulmasi ise

[db”(t) d%" (t) d3b”(t)}

| dt dt? dt?
T|_ =
- o (1) d%" (t)]
AL 2
| dt dt \L
t=0
3 9 9
12 -6 -18
24 6 24 18.12+18.18 18.30 5

=— =— =— =— 4.7
“(3,9,9)/\L(lZ,—G,—lS)Hi 182,(\/@)2 18.18.68 204 “7)

olarak elde eldir. Benzer sekilde asli normali timelike olan spacelike Bezier egrilerinin baslangig

noktasinda burulma degerleri yazdigimizda

133
320
—2det(Aby,Ab,Ab,)  3-2[1 2 1 5
Tlo=~ 2 3 2 :_204 (4.8)
n ”Abo AL Ab1||L (\/@)

dir. (4.7) ve (4.8) denklemlerinden goriildiigii izere iki farkli yontemle elde edilen egrinin

egriligi i¢in aynm1 degerler bulunmugtur . v, = Hdbdt(t) = H(3,9, 9)”L =3 olmak tizere Serret-

L

Frenet tlirev formiilii asagida hesaplanmstir:
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T 0 xv, 0T
N |=|xy, 0 =zv,||N
B 0 zv, 0)(B
0 3%§§n3 0
T T
N'::-gl@gs 0 _ 5 3N
. 3 204
B . B
0 ~ >3 0
204
T 0 268 0 4
N |=| 268 0 | Y
B N B
0o -2 0
68

4.2.2. Timelike Bezier Egrileri

Birim hizli olmayan timelike b" (t) Bezier egrisini alalim. b" (t) Bezier egrisi timelike ise T
tegeti timelike olmalidir. O halde T timelike, N ve B spacelike vektorleri icin b"(t) timelike

Bezier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasinda {T, N, B}‘t ortonormal catis1 tanimlansin. Boylece

g(T,T)=-1 g(N,N)=1 g(B,B)=1

g(T.N)=0 g(T,B)=0 g(N,B)=0

kosulu saglanir. b" (t) timelike Bezier egrisinin hiz vektdrii oldugu i¢in

| (o) db"(r)
. W
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olarak tanimlanir. Ayrica b" (t) timelike Bezier egrisinin yay parametresinin uzunlugu

do’(t) do"(t)
-] o[ 0. 20

formiilii ile hesaplanir. Simdi timelike b" (t) Bezier egrisinin Serret-Frenet ¢atisini elde edelim.

Teorem 4.2.2.1. Ab, ve Ab; timelike vektorler ise

g(Ab;,Ab; ) =—[Aby [Ab|| coshe
|Ab A, Ab;| =[Ab] [Ab| sinhe

olur ve burada @ timelike agidir (Lopez 2014) .

Teorem 4.2.2.2. b" (t) Bezier egrisi timelike ise b, baslangi¢ noktasindaki teget vektorii Ab, ve

b, , bitis noktasindaki teget vektorii Ab, , timelike vektordiir.

Ispat: b" (t) timelike Bezier egrisi oldugu igin Vt 6[0,1] icin g(dbdt(t)’dbdt(t)J<o dir. O

db" (t
halde Ab, timelike vektordiir. t =0 baslangi¢ noktasindaki tiirev denkleminden dt( ) =N.Ab,

t=0

elde edilir. Ciinkii g (n.Aby,n.Ab))<0 neR, g(Aby,Aby) <0 ve Ab, timelike vektordiir. Benzer

db" (t)
dt

sekilde t=1 bitis noktasindaki b" (t) nin birinci tiirevi =n.Ab,, olarak elde edilir.

t=1

Ciinkii g(n.Ab,,;,nAb )<0 neR, g(Ab,,,Ab,,)<0 dir. Boylece Ab,, teget vektdriiniin bitis

noktasinda timelike vektor oldugu elde edilir.

Tamm 4.2.2.3. n - boyutlu reel Minkowski uzayinda X = {XO, Xisees Xn} timelike noktalar kiimesi

verilsin. Bu X noktalarinin olusturdugu
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kiimesine timelike konveks gokgeni (teknesi) denir. b"(t)=> bB(t) parametrik denklemiyle

i=0

verilen bir Bezier egrisi b" (t) olmak iizere her t € [0,1] icin b(t) e SCH {bo,bl,..., bn} dir.

Teorem 4.2.2.4. b" (t) bir Bezier egri olsun. Biitiin Ab, =b —b,, Ab =b, —b ,..., Ab_, =h —h

n n-1

vektorleri timelike vektorler ise i =0,1,...,n —1 i¢in
P’ (Ab)>PR*(Ab )+ P (Ab,)
kosulu saglanir.

ispat: Ab, ler timelike ise g(Ab,,Ab,)<0 kosulu saglanir ve i =0,1,...,n—1 igin

9((R(Ab).P,(40). P (a0)).(R (40). P, (a0 ),P,(ah ))) <0

P’ (Ab)>P?(Ab )+ P} (Ab) esitsizligini elde ederiz.

Teorem 4.2.2.5. b" (t) bir Bezier egri olsun. Konveks gokgenin biitiin vektorleri timelike ise b (t)

timelike egridir.

n

n-1
ddbt (t)=n> Ab.B"" dir. Teorem(4.3.3)
i=0

ispat: b"(t) nin birinci tirevi te[0,1] icin

kullanilarak i j igin Ab, =(Pl(Abi),Pz(Abi),Ps(Abi)) Ve  Ab, :(Q(Abj),Pz(Abj),Pg(Abj))

timelike vektorleri Py (Ab)>PR?(Ab)+P;(Ab) ve P?(Ab;)>R?(Ab;)+P/(Ab;) kosulu
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saglanir. [P, (Ab,)|.|P,(Ab, )| >|P,(Ab,) R, (Ab; )+, (Ab )P, (Ab; )| buradan her te[0,1] igin

g(db” (t) db"(t)

, <0 oldugunu gosterir.
at ' dt J e

Tamm 4.2.2.6. b" (t) bir timelike Bezier egrisi, by,b;,....b, , € R’ de timelike Bezier egrisinin
kontrol noktast olsun. b" (t) egrisinin birinci mertebeden tiirevi hodograf olarak adlandirilir. Eger

biitlin Ab, ler ayni konideki timelike vektorler ise bu durumda b" (t) hodograf egrisi ayn1 konide

timelike egrileridir.

konide yer alan vektdrler ise t =0 noktasindaki {T, N, B}| . Serret-Frenet ¢atisi

Ab, Ab,

Tl = r
o= \/——gmbo,mo)
N| AD, —0_cothd——=L-cschd
" Jan,] Ay, 1||
Aby A Ab Aby A Aby

0=, r, a0y, ~ [AB,[|ab] i

denklemleri ile hesaplanir.

ispat: b" (t) timelike Bezier egrisinin t=0 baslangi¢ noktasindaki Ab, vektorii timelike oldugu

igin |Aby|_ =./—g(Ab,,Ab,) olur.
db" (t)
-|—| _ dt _ Ab, _ Ab,
T o @ [lAbf, g (A, Ab)

dt

L

b" ('[) birim hizli olmayan Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki binormal vektorii
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db"(t)  d’b"(t)
Y Fdt?
=0 Jldb"(t)  d*b"(t)
AL 2
dt de” | |,
[n(b,—by)] A [n.(n-2){(b, ~b) (b, —b,)} ]

n.Ab, A, [n.(n—1){Ab, — Aby}]

(b, ~bo) A, [N.(N-1){(b, ~b)~ (0, ~b,)} ]|,

_Aby A [Ab, —Aby |

n.Aby A, [n.(n ~1){Ab, _Abo}] L

_ Aby A Ab = Aby A Aby

_ Aby A Ab

- A, A, [Aby —AbO]HL

_ Aby A Ab

~ [|Aby A Ab, —Ab, A, Ab |, ~ |Ab

b AL Ab1|||_

 [}aby], At sinh ¢

denklemleri ile hesaplanir. Timelike b" (t) Bezier egrisinin T tegeti timelike, N ve B spacelike

vektorleri oldugu i¢in N =-T A B vektorel ¢arpimi kullanilacaktir. Burada Ab, timelike oldugu

igin ||Ab ||

g(Aby,Aby) olarak almacaktir. Ab,

ve Ab timelike vektorler oldugu icin

g (Aby, Ab,) = —||Ab0||L ||Ab1||L coshéd ve ||Ab0 AL Ab1||L = ||Ab0||L ||Ab1||L sinh@ sart1 saglanmalidir.

Burada Ab, ve Ab, iki timelike vektor arasindaki ag1 6 olmak iizere

N=-TA, B
_ AbAAb Ab, _ (Abya, Ab)a, Ab,
”Abo AL Ab1||L ) ||Ab0||L ”Abo AL Ab1||L '”AbonL

—g(Aby, Aby).Ab, +g (Abl,AbO).Aboj
|Aby||, /Ay ||, sinh&.]Ab|,

b b, ~[Ab], by, cosh e-AboJ
a7ty sinn

(e an ||Abl||L-||Abo||Lcoshe-Abo]

[0y [ At sinno by b, sinh 0
Abl sché + Ab, coth@ = Aby coth@— Ab, cscho
" by, Al Ak,
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dir. Burada @ agis1 Ab,, Ab, arasindaki agidir.

Teorem 4.2.2.8. Kontrol noktalar1 timelike vektorler olan by,b,,...,b, ve Ab, timelike vektorlerden

olusan n. dereceden timelike b" (t) Bezier egrisinin t =0 baslangi¢ noktasinda egrilik ve

burulmasi

-

—1 ||Al _
_h-1 I bl”u5 sinho Ve 7|, =— n-2 det(Abo’AblaAzbz)
n ”AbonL n ”Abo AL Ab1||L

denklemleri ile hesaplanir.

ispat: b" (t) timelike Bezier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki egriligi

db" (1) d*"(t)]
| R
dt ) o
[nG-B~ [n-D{(b,-b) (6. -B,)} ],
(b, — b))}
:n_lu(bl_bo)/\L[(bz—bl)_(bl_bO)]HL
n ||bl_b0||3L

_ n—lHAbO AL (Abl_AbO)HL n—l”Abo s Ab1|||_
3 =
n Ay} n o [ab,[;

_n—1]aby, b, sinh& n—1]Ab,
n by N ab|;

.sinh @

dir. Simdi de baslangi¢ noktasindaki burulmasini bulalim.
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dt dt? dt?

2

(db”(t) d?b"(t) dab“(t)]

T h=0=

dt - dt?

‘db”(t)/\ d’b" (t)

t=0

dt dt> ' dt®

Hdb” (t) % (t)[

at b dt

g[db“ (t)AL d?b"(t) d°b" (t)J

]

_ g(nAby A n(n—1)(Ab, - Ab;),n(n—1)(n—2)(Ab, —2Ab, + Ab;))
. [nab, A, n(n—1)(Ab, - Aby [

~ n—2 (Ab, A, (Ab, —Aby),(Ab, —2Ab; + Ab, ))

oo b, A, (ab, - by}

_ n—2g(Aby A, Ab, Ab, —2Ab, + Aby)

S e (ab - ab);

_n-2 g(Ab, A, Aby, Ab,) :_n—2det(Ab0,Ab1,Ab2)
n HAbo/\L(Abl—Abo)Hi n o |lab, A AB]

Teorem 4.2.2.9. b"(t) timelike Bezier egrisi ve Ab, ler timelike vektdr olsun. O halde t=0

baslangi¢ noktasindaki Serret Frenet catisinin tiirev formiilleri

A
T'=(n-1) A8, sinh 6.N
1Dy,
N'=(n —l)M.sinh 6T —(n—2) ||Ab0||L det (Ab, Abl’Azbz ) B
|Ab, |, |Ab, A Aby |

. det(Ab,, Ab,, Ab
B'=(n—2)||Ab,|, ”ib °A Ablllzz)'N
0 L L

burada 6 acis1 Ab, ve Ab arasindaki agidir.
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Ispat: Timelike Egriler icin Frenet tiirev formiilii iizerinde K|t o |t _, Ve Bezier egrisinin tiirev

formiili v, = n||b1 —b0||L = n”AbO”L yerine yazildiginda timelike Bezier egrisinin t=0 baslangi¢

noktasindaki Serret Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

A
_h- 1|| b1||L sinh . n|jab|| N =(n- 1)|||| El||||.sinh9.N
0

B T

N'|_,=&V,.T +7v,.B

_n=tABl Gon o, T - =2 det(AD, 4B AD,) |

: : Aby|, .B
oy R R G PR -

det (Ab,, Ab;, Ab, )
by A Ay

Ay, .
=(n-1 L sinh&T —(n—2)||Ab
n—2 det(Ab,, Ab,, Ab,)

N{Ab, [ -N
n ||Ab0 AL Abl”i ” 0||L

B |_,=—7V,.N=—| -

det(Ab,, Ab,, Ab,)
~ (n—2)Ab, |, 24D AD 2D
”AbOAAbIHL

denklemleri ile hesaplanir.

Teorem 4.2.2.10. b"(t) timelike Bezier egrisi igin b, € R’ kontrol noktalari olsun. Ab, ler ayni

konide yer alan vektdrler ise t =1 noktasindaki {T, N, B}L:l Serret-Frenet catisi

_ Ab,, _ Ab, 4
= ab, |, \/—g (Ab,_;,Ab, ;)
N| _ 2_csche rL_coth g
[ab, |, ~Jab,),
Abn_l AL Abn—2 — Abﬂ_l alt Abn_z

Bl =- - :
4= Jab,, b, 8B, b, sinh

Ispat: b" (t) timelike Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki Ab, , vektorii timelike oldugu icin

|Ab,,[l, =\-9(Ab,,,Ab,,) olur.
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db" (t)

T | — dt — Abn—l — Abn—l
. ‘ db” (t) ”Abn—l”L \/_g (Abn—l’ Abn—l)
dt |,

b"(t) birim hizli olmayan Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki binormal vektérii

db"(t)  d%b"(t) ‘

at b dt?
Bl =
= db”(t)A d?b"(t)
dt - odt? |,
t=1

[n(b, —b, )] [n(n=1){(b, =b, )~ (b, ~b, )} ]
n(b, =b, ;) A [N =D {(b, ~b, ;)= (b, —b, )} ],
nAb,, A [n(n-1){Ab , —Ab, ,}]
nAab, ;A [n(n=2){Ab,, —Ab ,} ]|
_ Ab A [Ab,, —Ab, ]
~|ab,, A [Ab,, —Ab, ]|
Ab. A Ab ,—Ab A ADb, ,
|Ab, , A Ab _, —Ab A Ab |
_ Ab, A AD , _ Ab. , A, Ab, ,
|ab, s A Ab | [Ab, |, [Ab,_], sinhe

ile hesaplanir. Timelike b"(t) Bezier egrisinin T tegeti timelike, N ve B spacelike vektorler
oldugu i¢in N =-T A_ B vektorel ¢arpimi kullanilacaktir. Burada Ab, , timelike vektor oldugu
igin |Ab,,||’ =—g(Ab,,,Ab,,) olarak alinacaktir. Ab, ,, Ab, , de timelike vektor oldugu igin
g(Ab,,,Ab,,)=—]Ab, || |Ab,.[ coshe ve |jab, A Ab | =]Ab,.|, [Ab,.[, sithe  sart

saglanmalidir. Burada Ab_,, Ab, , iki timelike vektor arasindaki a¢1 ¢ olmak {izere asal normali

N=-TA, B

_ [-Ab,, A ADb, ] A Ab, _ (Ab, ; A AD, )AL AD
”Abn—l AL Abn—2|||_ " ”Abn—l“l_ ”Abn—l AL Abn—2|||_ '”Abn—l“l_
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_(-g(Ab,,Ab,,).Ab, ,+g(Ab, ,,Ab, )Ab“}
[Ab, ] [Ab, ., sinh.[Ab, |,

[ Ab,.[; Ab, , —Ab, ]| Ab, .| cosh (,).Ab“J
b, .} Ab, ], sinhe

[ lAbJfab,, [Ab, ] JAb, |, cosh @.Abnl}
|ab, [ b, || sinhp[lab, . [ab, .|, sinhg

Ab,
——=<_cschp———"=—coth¢
"

ile hesaplanir. Burada ¢ acist Ab, ,, Ab, , arasindaki agidur.

Teorem 4.2.2.11. by,b,...,b, Kkontrol noktalar: timelike vektdrler olan ve Ab timelike

vektorlerden olusan n. dereceden timelike b" (t) Bezier egrisinin t =1 bitig noktasinda egrilik ve

burulmasi

_1]Ab ~
|t=1 = n_lM .sinh 17 T |t:1 — n—2 det (Abn—lv Abn—2 ) Atz)n_g,)
n - ab, N ab, A Ab, [

formiilleri ile hesaplanir.

Ispat: Timelike b" (t) Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki egriligi

|db“ Zb” v
. &l
db” ()
dt | 3
. [n, ~b,) A [0 =D {(b, ~b,4) (0,1 =)} ]|,
Inb, —b_1>||3
_ - n—l) I:(b bn -1 n = :'H
n ”bn _bn—l||L
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_ n-1 HAbn—l AL (Abn—l B Abn—z )HL ~n -1 ||Abn—1 AL Abnfz ”._

: o F e
_ n _1 ||Abnfl|||_ '||Abn*2||L Slnh (D o n _1 ||Abn—2|||_ Sinh §0
3 2
0 b, " fab,

dir. Bitis noktasindaki burulmast

dt b e

Hdb"(t)A d%" (1)

d - dt?

dt dt? dt®

2

[db”(t) d%" (t) d3b”(t)j

g[db”(t) d%" (t) dzb”(t)J

T |1:0 =

db" (t d?h" (t
‘ (), ¢0'()
dt dt

t=1 L

_ g(nab,, A n(n-1)(Ab,, - Ab, ,),n(n-1)(n-2)(Ab, , —2Ab, , +Ab, ,))
HnAbn—l A N(n=1)(Ab,, -Ab, , )Hi

_n-29 (Ab,, A, (Ab,_,—Ab, ,),(Ab,,—2Ab, ,+Ab ,))
n |ab, , A, (ab,,~ab,,)|;

n-29 (Abn—l ALAb, 5, Ab L —2Ab, , + Abn+3)
n |ab, , A, (8b,,-Ab, )}

n-2 g(Ab,, A Ab,Ab ;)  n-2-det(Ab,Ab ,Ab, )
n HAbn—l AL Abn—l_Abn—Z HL n ”Abn-l AL Abn—2||i

_ n-—2det(Ab,_,,Ab _,,Ab ;)
n |ab,, A Ab ¢

olarak ispatlanir.

Teorem 4.2.2.12. b"(t) timelike Bezier egri ve Ab, ler timelike vektér olsun. O halde t =1 bitis

noktasindaki Serret Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

T'=(n- 1|| Dy o], .sinh.N

(o)

” n—2 ” det (Abn—l' Abn—2 ’ Abn—s )
n-1 Ssinh.T +(n—2)||Ab .
=(n )|| Ab, . o7+ (=2, |Ab,, AAD, |
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det (Abn,la Abn—Z ’ Abn*3)

B'=—(n—2)|Ab, ]|, |Ab, ; A Ab ”2
1 AL n-2 L

dir. Burada ¢ acis1 Ab _, ve Ab, , arasindaki agidir.

Ispat: Timelike egriler igin Frenet tiirev formiilii {izerinde K'|t:1, T|t:1 ve hiz vektorii

v, =n|b, - bn_1||L =n ||Abn_1||L yerine yazildiginda timelike Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki

Serret Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri

b .||

_n-1[Ab |, ]
Ab |,

N A,

T'|4=&V,.N sinhg.nfjab, [ .N =(n-1) .sinh o.N

N'|_,=&V, T +17v,.B

_2det(Ab_,,Ab _,,Ab
n—2 det(aby,, Al ADs) )
n ||Abn71 AL Abn72||L

_n-1]ab,,,
- L

sinhg.n|Ab, || T+
N Jlab,.f; y-

Ab
188 2], i o + (n—2)|ab, |, EH(AD2:AB021 A0 )
|Ab,_, A Ab, ||

=(n-1
b, |

n-2 (Abn—l’ Abn—z ' Abn—3)

B' A=—TV. N = -
o= N Jab,, A Ab, [}

nfab, N

det(Ab, ,,Ab ,,Ab, )
”Abn—l AL Abn—2||i

==(n-2)[ab,.|

L

Simdi de timelike Bezier egrilerinin Bishop ¢atilarini elde edelim.

Teorem 4.2.2.13. Timelike Bezier egrisinin {T, N,, Nz} Bishop catisinda T tegeti timelike ve N,

ve N, spacelike oldugu i¢in

g(T,T)z—l g(Nl’Nl):]' g(szNz)zl
g(T,N;)=0 g(T,N,)=0 g(N,,N,)=0
kosullar1 saglamir. b € R® kontrol noktalari olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) timelike

Bezier egrisinin t = 0 baslangi¢ noktasindaki timelike Bishop ¢atisinin egrilikleri
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n- 1” bl” .sinh @cosy K, o= n- 1” bl”

Ki ho=
TN fan); N faby];

J dir. Ayrica v agisi l,//'=r|t:0 denkleminden

.sinh @siny

dir, burada tany = % Ve y =arctan (ﬁ

1lt=0

t=0

elde edilir.

Ispat: k1|t:0 =k.cosy , K, |t:0 =k.Siny denklemlerinde yukarida bulunan « egriligi ve Bezier

egrisinin t =0 noktasindaki tlirev formiilii olan Vv, = n||b1 —b0||L = n||Ab0||L yerine yazildiginda

baslangi¢ noktasindaki Bishop catist

K, |,_o= K.COSY = _ D5 1” b, .sinh @cosy
N ab|;
o _n-tfab] o
K, o= K.SiNYy = —— =.sinh @siny
4 b}

denklemleri ile elde edilir.

Teorem 4.2.2.14. b € Rf kontrol noktalar1 olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) timelike

Bezier egrisinin t = 0 noktasindaki tiirev formuli, v, =n|b, - b0||L =n ||Ab0||L olmak tizere

timelike Bezier egrisine ait Bishop catisinin tiirev formiilleri

T'=(n- )|||| b1|||| sinh @[cosy.N, +siny.N, |
O
N; =(n- )H El“ sinh@cosy.T
N, ” gl ~sinh @siny T
=(n- 4

Yot

denklemleri ile elde edilir.
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Ispat: b" (t) timelike egrisinin t =0 baslangi¢ noktasindaki Bishop catisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, kv,\(T
N, |=|ky, 0 0 [N,
N,) ky, 0 0 JIN,

olmak iizere k; ,k, egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiilleri, Vv, = n”bl—bO”L = n||Ab0||L

yerine yazilirsa

|, =kviN; +k,v,N,

1) |A —-1) || Al
=_(n 1) | bl—”; .sinh@cosy.n|Aby| .N +—(n D Jab,

1
n o abf; N Jab

b,
=" g,

o (1D o8],

.sinh @siny .n||Aby| .N,

tsinh @[cosy.N, +siny.N, |

.sinh@cosy .n||Aby| T

n o [Ab|;
=(n-1) |||| b1|||| sinh @ cosy T
0
o= kvT = (n 1) “ bl” sinhHSinl//-n“Abo”L'T
n|a 0||L
=(n- ” b, =sinh @siny.T

Vot

baslangi¢ noktasindaki timelike Bezier egrisine ait Bishop ¢atisinin tiirev formdilleri elde edilmis

olur.

Teorem 4.2.2.15. b, e R’ kontrol noktalar1 olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) timelike

Bezier egrisinin t =1 bitis noktasindaki timelike Bishop catisinin egrilikleri
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L R 1

—r .sinh gsin ¢
N ab, | N ab,

Kila=

dir, burada tan ¢ = K |t L Ve ¢ = arctan(k
1

1li=1

J dir. Ayrica ¢ agist ¢'=7|_ denkleminden elde

t=1

edilir.

Ispat: k1|t:1 =K.C0S¢, k2|t:l =k.C0S¢ denklemlerinde yukarida bulunan x egriligi ve Bezier

egrisinin t =1 noktasindaki tiirev formiilii olan Vv, =n ||bn - bn71|||_ =n ||Abn71||l_ yerine yazildiginda

bitis noktasindaki Bishop catisi

_1]lAb
k1|t=1:K-COS¢:n—lM.Sinh(0COS¢
|ab, I
: n-1]Ab,,[ . .
k; |y=r.sing=—— L _sinh psin ¢
n - ab, J7

denklemleri ile elde edilir.

Teorem 4.2.2.16. b, e R’ kontrol noktalar1 olmak iizere birim hizli olmayan b" (t) timelike

Bezier egrisinin t =1 noktasindaki tiirev formuli, vV, =n ||bn - bn71|||_ =n ||Abn71|||_ olmak tizere

timelike Bezier egrisine ait Bishop catisinin tiirev formiilleri

T, =(n-1) 48, L sinh p[cos¢.N, +sing.N, |

[,

N" =(n —1)|||| ”2|||| sinhpcosgT

|Ab, .|,

by,

N'Z‘_l (n-1) L sinh gsin ¢.T

denklemleri ile verilir.
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Ispat: b" (t) timelike egrisinin t =1 bitis noktasindaki Bishop catisinin tiirev formiilleri

T 0 kv, kv, T
N, [=| kv, 0 0 [N
N,) (ky, 0 0 JIN,

olmak tizere kl , k2 egrilikleri ve Bezier egrisinin tiirev formiilleri, V, = n||bn —bn_1||L =n ||Abn_1||L

yerine yazilirsa

|, =kvN +kv, N,

(n _1) ”Abn—2|||_ : (n _1) ”Aban” ; :
= sinhgpcosg.n|Ab, || N L sinhgsing.n|Ab, | N
n o Jab,f; T abf e

A, :
=(n —1)|| 2, Lsinh p(cos@.N, +sing.N, )

(n—=1) |Ab, .|,
N ab,

L=k, T = sinhgpcosg.n|Ab, | T

=(n-1) 48, ], L sinh g cos T

[, ],

_kV T_(n 1)”A n2||

2 |t:1_ 272" ||

sinhgsing.n|Ab, || T

N fab,.f;

=(n —1)Hsmh psingT
n-1

bitis noktasindaki timelike Bezier egrisine ait Bishop ¢atisinin tiirev formiilleri elde edilmis olur.

Ornek 4.2.2.17. Timelike Bezier Egrisinin Uygulamasi
b"(t) kontrol noktalar by=(2,13), b =(4,2,6), b,=(338),b,=(2,3,11)olan kiibik bir

Bezier  egrisi  olsun. O  halde  Aby=b-b;=(213), Ab=b,-b=(-112),
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Ab, =b,—b, =(~1,0,3) konveks cokgenin (teknenin) vektdrleri g(Ab,Ab)<0 kosulunu

sagladig icin timelike vektordiir. O halde b" (t) Bezier egrisi timelike olur. Simdi b" (t) timelike

Bezier egrisinin Serret-Frenet ¢atis1 ve egriliklerini hesaplayalim. Timelike Bezier egrisi

Sekil 4.4. MATHEMATICA programindaki ¢iktisi

B (t)=(1-t) b+31tt +3(1-t)t* b, +t’b,
)=2 (1-t)th +3(1-t)

=(1-t)°(2,1,3)+3(1-t)"t (4,2,6)+3(1-1)t?(3,3,8)+t*(2,3,11)

2(1-t) +12(1-t)" t+9(1-t)t* +2t%,(1-t)* +6(1-t) t +9(1—t)t* +3t°,
3(1-t)° +18(1—t)"t+24(1—t)t? +11t°

b" (t) nin t =0 baslangi¢ noktasindaki birinci, ikinci, ti¢lincii tiirevleri

P =0, =3(213)=(639
dzstnz(t) =n.(n-1) (Ab—Ab))=3.(3-1) ((-112)-(2,13))=(-18,0,-6)

120



—dgz;(t) =n.(n-1).(n-2) (Ab,—2Ab, +Ab)=3.(3-1).(3-2) ((-10,3)-2(-1,1,2)+(2,1,3))

t=0
- (18,-6,12)

denklemi ile hesaplanir. Burada Ab, mn normu

|Ab,|, = \Ja(Aby, Ab,) = |~ (22 +12~3%) =2

ile hesaplanir. Timelike Bezier egrisinin baslangi¢ noktasindaki teget vektorii

| Ab,  (2,1,3) [ 1 3]

Tl = = =11= =
=0 ||Ab 2 '2'2

2 2
elde edilir. Burada g(T,T)=1"+ (%j —(g] =-1 oldugundan dolay1 T teget vektorii timelike

vektdrdiir. Simdi |g(Aby, Ab, )| =—[|Ab,|, .[Ab,|, cosh6 ifadesinden Ab, ve Ab, arasindaki &
acisini hesaplayacagiz.

0((23).(-112)), =~ (23] J-112)| cosho

l0((22.3),(-11.2))| =--(2*+2? —32)\/—((—1)2 +12-2%) cosh 0
|-2+1-6|=2./2cosh &

buradan cosh @ = _T_ elde edilir. Vektorel carpimi

242
€& € -6
Abya Ab=—2 1 3|=(17,3)
-1 1 2

dir. Ayrica vektorel ¢arpimin normu ||Ab0 AL Ab1||L =12 +72 32 = /41 olarak hesaplanir. Ote

yandan vektorel carpimin normu ||Ab0 AL Ab1||L = ||Ab0||L ||Ab1||L sinh @ ifadesinden

Ja1=)(2,1,3)]_.|(-1.1,2)| _sinh6</41=2.2sinh 6

. 41
Burada sinh 6 = 202 olarak bulunur. Timelike Bezier egrisinin Binormal vektorii
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Abya Ab (L7,3) 1
B| =_——2"t = = 17,3
o |Aby A Ab a1 JH( )

2 2 2
olarak elde edilir. Burada g(B,B):(i] +(LJ —(ij =1 oldugundan dolay1 B

VA1) a1 (a1

binormal vektdriiniin spacelike vektor oldugu agiktir. Asli normal vektorii ise

€ €, —€
1 7 3 1
N=-BA, T= = 18,3,13
T T | g
, 1 3
2 2

dir. Yukarida elde ettigimiz timelike Bezier egrisinin Serret-Frenet ¢atisinda yerine yazildiginda

ayni sonuglar elde edilir.

= A, coth 9 — ALy csché
/b, |, Aby,
7
(213) 22 (-112) 1 1
= . — = 18,3,13
> Va2 Ja
22 22

13 1
boylece timelike Bezier egrisinin Serret-Frenet catisi TL:O = (LE,EJ, N |t:0 = Z—M(18,3,13)

1
ve BL:o = E(lj,?)) olarak elde edilir. Ayrica b" (t) nin egriligi

b (t) 4" (1)
| dt - dt? (6.3.9) A, (-18,0,-6)|,
Klio = R 3 = 3
- Hdb (t) |(6,:3,9)];
dt ) .
_|18126,54), 18Va1 a1 49)
- (6)° T8 12
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timelike Bezier egrisinde elde ettigimiz egrilikte degerleri yerine yazildiginda

_n-1jan) o 3-142 AL Va1

e = o 3 a2z 2

esitligi elde edilir. (4.9) ve (4.10) denklemlerinden goriildiigii tizere iki farkli yontemle elde

edilen egrinin egriligi igin aym degerler bulunmustur. b" (t) nin burulmasi ise

6 3 9
() b o .
[ ” e at® } 18 -6 12
\ ‘dbn(t)A d°" (1) I(6:3.9) . (-18.0.-6)]
d - dt?
L t=0
60.18 60.18 10

__ - _ gl (4.11)
182.( m) 18.18.41 123

elde eldir. Benzer sekilde timelike Bezier egrilerinin baslangic noktasinda burulma degeri

yazildiginda
2 1 3
-1 1 2
Tlt:0=—n_2det(AbO’Abl'A?Z) :_(3—2) -1 0 23 __1o (4.12)
N Jab, A, AD] 3 (Ja) 123

sonucu elde edilir. (4.11) ve (4.12) denklemlerinden goriildiigii tizere iki farkli yontemle elde

db" (t
ettigimiz egrinin burulmasi i¢in ayn1 degerler bulunur. v, = H dt( ) = H(6,3,9)HL =6 olmak
L
tizere Serret-Frenet tiirev formiilii asagida hesaplanmistir:
T 0 xv, O)\T
N |=|xv, O =zv || N
B 0 -zvy 0 )(B
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|5

0 6 0
T T
N'|= E.G 0o -Psln
o 12 1237 ¢
o Be o
123
T T
N || Y4 o -2n
o 2 | g
o 2
41

4.3. Minkowski Uzayinda Dejenere Olmayan Bezier Yiizeyleri

(3.19) denkleminde verilen Bezier yiizeylerinde b; kontrol noktalart Minkowski uzayinda alinarak

dejenere olmayan metrikle tanimli Minkowski i¢ ¢arpimi kullanildiginda Minkowski uzayinda

dejenere olmayan Minkowski Bezier yiizeyleri tanimlanmis olur. Dejenere olmayan metrikle

tamiml1 Minkowski Bezier yiizeyleri igin b (U ) nun her noktasinda teget diizleminin bir yerel bazi
L : . [E F) .
B= {bu , bv} olsun. B bazlarina gore birinci temel formun matris gosterimi E G dir. Burada

E=g(b.b,), F=g(b.b), G=g(b,b) dir. W=EG-F? ile gbsterilsin. Eger

W = E.G —F? >0 ise yiizey spacelike, W = E.G — F? < 0 ise yiizey timelike yiizeydir. Birim

bu /\L bv

o Auhl

normal vektor alani N dir. Timelike ve spacelike yiizeylerinin ayni anda temsil

edilmesi i¢in g ( N, N ) i¢ arpimu ¢ ile esitlenir. Yani g ( N,N ) = & olarak verildiginde ¢ =1 iken
yiizey timelike, & = —1 iken yiizey spacelike olur. Yani Bezier yiizeyi timelike Bezier yiizeyi ise
teget diizlemi timelike olur. Bu durumda N normali spacelike olur ve g(N,N)=&=1 dir. Eger

yiizey spacelike Bezier yiizeyi ise teget diizlemi spacelike vektordiir. Bu durumda N normali
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timelike vektordir. Yani g(N,N)=¢=-1 dir. Burada [0, A b,|=-¢(EG-F?)=v=eW dir.

e f
B ye gore [ ¢ j ikinci temel formun matris gésterimi olsun. Yani

Ab,,b

u!™u

b

v

)=
)
)

dir. Burada A sekil operatoriidiir. Oyleyse A:( E

-g(N,,b,)=9(N,b,)
-g(N,,b,)=-g(b,,N,)=g(N,b,)

-g(N,.b,)=9(N,b,)

J

=-9(
f =—g(Ab

u?

9=-9(Ab,

b

Vv

=
G

e
f

Marquez ve Yilmaz 2012).

f) dir (Lopez 2014, Ugail,
g

Tamm 4.3.1. b(u,v) Minkowski uzaymmda dejenere olmayan bir Bezier ylizeyininin

b; = (xij, Vi s Zij) parametrik gosteriminin U Ve V tiirlinden kismi tiirevlerinin ¢carpimi

el ez _ea
n-1 m n-1 m n-1 m
b, (U, V) AL, (uv)==> > B (u)B] (v) DD B (u)B] (v) D> 2B (u)BY
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
n m-1 n m-1 n m-1
XB! (U)BI ™ (v) DY yB (u) B (v) 2By (u) B}
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
el[ 2 ()BT (V)33 yVB (1) (v)- 3 3B (u) B (v) 3 Y 2y () B <v>j
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
+ez-["'lix$'°>si“<u>8? (9.3 20980 ()8 ()~ 3 3 K81 ()BT (1) 3. 3248 u) B} <v>]
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
( S X (u)BI (V). 3 3B (1) B (v) - S 3 KB (1) B (v). 3 S iy (u) B (v >]
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

olarak elde edilir.
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Teorem 4.3.2. Sirastyla timelike ve spacelike Bezier yiizeylerinin maksimum ve minimum
noktasindaki birinci mertebeden tiirevleri sirasiyla timelike ve spacelike vektorlerdir. Kismi

tirevleri ise

i) b, (0,0)=n.(by ~byy) =y , b, (11)=n(b,, ~by, ) =%,
ii) b, (0,0)=m.(by ~by, ) =big”, b, (12)=m.(b,,, ~b,, , ) =b?

n(m-1)

olarak indislenir.

Teorem 4.3.3. Minkowski uzayinda dejenere olmayan metrikle tanimli Bezier yiizeyinin

(u , V) = (0, 0) noktasindaki ikinci mertebeden tiirevleri

) b, (0,0)=(n-1)(b5” ~bK)
ii) b, (0,0)=m(b$” —bg”)
iii) b, (0,0) =(m-1)(b" ~bY)

denklemleri ile ifade edilir.

ispat: i) b, (0,0)=n.(n-1)(b,, —2b,, +by,)

n'(n _1){(b20 _bw)_(bw _boo )}
“n(n-{ 07 - 27

n n

~ (n-1)(BE" b))
i) by, (0,0)=n.m(by ~ by, ~by, +byy)
= n-m{(bu ~by; ) = (Byo + by )}
1 1
=nm{=h{% - =gt }
m{n 01 n 00
=m(b” b )

ii) b, (0,0) = m.(m~1) (b, ~ 20y, +Dy,)
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) m'(m _1){(b°2 —by )_(bm — by )}
- m.(m—l){% b0 —%béﬁ*”}

- (m-1)(6 -8

Teorem 4.3.4. Minkowski uzayinda dejenere olmayan Bezier yiizeyinin (U,V)=(0,0)

noktasindaki birinci temel formunun Kkatsayilari E = g(bégo),bégo))

F=g(b$”.b5Y),
G =g (b ,b$") denklemleri ile ifade edilir.

ispat: E=g(b, (0,0),b,(0,0))=g(n.(by—by,).n.(b,, —by,))
= (N.(Xi = X01 Yo = Yoo Zio = Zoo )+ NG (Xt = %01 Yo = Yoo Zig —zoo))
:nz.[(xm—xoo)z+(y10—y00)2—(210—200)2}
— () + (57 ~(287)) = 9 (057 05”))
F =g(b,(0,0),b,(0,0))=g(n.(by—bs).m.(by, —by,))
= (. (X = %01 Ys0 = Yoo+ Zio = Zoo )+ M- (Xo3 = X0 Yor — Yoo Zos — Z0))
=M (X = Xg9 ) (Xar = X0 )+ (Va0 = Yoo ) (Yor = Yoo ) = (210 = 200 )- (261 = Zu0))
= (6" X0 + v yio” — 285" 2 ) = g (™ bl )
G=g(h,(0,0),b,(0,0))=g(m.(by, ~by, ), m.(by; ~by, ))
= (M. X, = X01 Yor = Yoo Zo1 = Zoo )» M-(Xo1 = Xao: Yor = Yoor Zor = Zoo ))

= mz-((Xm_Xoo)2 +(y01_y00)2 _(201_200)2)

= (02 () =(287) ) = 0 (b5.057)

Teorem 4.3.5. Minkowski uzayinda b(U, V) dejenere olmayan Bezier yiizeyinin (U,V) = (0,0)

noktasindaki birinci temel formu
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\

ds._g(b“” b“”)d +2g(b“® b@”)d d, +g(b? b“”)d

denklemi ile verilir.

Teorem 4.3.6. Minkowski uzayinda dejenere olmayan Bezier yilizeyinin N normal vektorii ile
ikinci temel formun e, f, g katsayilarinin (U,V) = (0,0) noktasindaki degerlerinin kontrol noktasi

tirtinden ifadeleri

10 01
bgo )/\L b(()o )

i) N(0,0)=
|
} g(bS”. 2
i) e=(n—1).%
b(l'o),ﬂ/
IMf:mg(izg_
£g (4,
g (bl 2
iv) g =(m—1) ( 01 )L
eg(4,4
ile verilir. Burada A= (Yc()gl) 0 - vz 01))’ A, = (Xoéo) 25" — XYz (10))’

(0.2)

A= (Xo%)O) yoo — Xpo yc()%)O)) ved = (ﬂl’ /12 | j'3) olarak alinir.

b, (u,v) A, b, (u,v)

ispat: i) N = (u,v) =

b, (0,0)A_b,(0,0) bl A bioY

N 0'0 — v — 00 00
OO o, (0.0 b, (0O, o, 60

ii) e=g(b, (0,0),N(0,0))
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bi” A bV (n-1)
_ 10) _p10) _ 10) _n10)) (p30) . (O
=9| (n-1)-(b” -b"), 229 b0 | T5E0 o 5 g (5" -”) (B 2
00 L ~00 L 00 L ~00 L

(n-1) 10) 10) . (1) (n-1) 10) 1(10) p(01)

— g b A, by = —det(b>", b by
% A, b L( 057 157) b A b L( (i)
x5 (Y2 - vzl )+ e (xezig ™ - x5z ) - 250 (x5 e - xG My

—(n—l

\/( Yao 246

1,0 1,0 1,0
X0 + Y4, - 250,

_yoo 01))2+(X

=(n-1).

(1.0)
~(n-1) g (b5,

Va2 e i -af
7).

&g (i,i)

iii) f=g(b,(0,0),N(0,0))

b(l,o)

=(n-1)

00

(10);(03) _ (03,00

00

a

00

x(L0)
00 oo

2
01),,(10
_Xéo )Y(()o ))

(x

0((46” ¥ 257 ), (Ao ).

b(o,l)

VA + 2,7 =2

_ (L0) _ p(10) d m (L0) _ K10\ (p(0) (04)
=0 m.(b01 _boo )a b((fo) Lb(%(’)l) = b(l'o) b(o’l) 9((b01 _boo );(boo AL boo ))
00 L ~00 L 00 L ~00 HL
_ m L0) K10 . KOD))_ m (L0) 14(01)
- g bOl ’bOO /\L bOO ) - det bOl ’bOO ’bOO
T e )
1,0)_ (01 01)_(1,0 1,0 0.1). (1,0
-m (yoo oo _yoo )+y01 ( ( )Z(go )_X((Jo )Z(()o )) Z(()l )( oo yoo _Xéo )y(()o ))
' 04) /(01 2 1,0)_(01 01)_(10) \? 1,0) 01). (10)\?
\/(Y(()o _yoo )) +(X((>0 )Z(()O )_X(()o )Zc()o )) ( (()o 00 )_X(()o )y(()o ))
00, (V6" 2) (A k)
gy oo

b9 2

9l

£9(4,1)

VA + A =4

VA + 4 =4
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iv) g=9(hb, (0),N(0,0))

b0 A ploY m-1
9[<m—1>-(bé?"—b38")' BB | o (bl (56 1 65

00 L ™00 00 L ~00

(m-1) (01 h10) (0D (m-1) 01 n10) 10
- b0 N 003 g (b01 Bo AL B ): 50) 01 ( det(bml ,boé 'bool ))
L

o~ AL Poo

00 00
1,0)(0.1 01)_(L0 01 1,0),,(0.1 01).,(10
( 1 (YOo _yoo )"‘ yOl ( ( )Z(()o )_X(()o )Z(()o ))_Z(()l )(Xgo )y(()o )_X(()o )y(()o ))
- ' o 2 0)_(0, 0, 0))\? 0.0, , %
(S92 989 ) (008 89 (35008 53

:(m_l) 01 /11+y01 (Ol)ﬂgz(m_l)l ((Xm !y01 1 01 )(Al A /13))
VA 4 —/13 VA A -4

g(b(()g'l),;t)L
£9(A, 1)

=(m-1).

denklemleri elde edilir.

EG - F* —g (84”5 ) 0 (BS”.b) ~ o* (b, 6S”)
() () = (287 () () (257 ) - (e o vy — 22
(e XY (e X | (el - sl )

=— (A" + 42— 47)=-g(4.2)

Sonug olarak (U,V) = (0, 0) noktasi i¢in birinci temel formun ve ikinci temel formun katsayilar

E=g(bg”.05"), F=g(b$”.b5Y). G=g(blg?,b%?Y)

o(867.2) | o(s"1) |
cg(AA) Jeg(A2) )'1/59(,1,,1

esitlikleri ile hesaplanir.

e=(n-1).
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Teorem 4.3.7. Minkowski uzayinda dejenere olmayan b(u,v) Bezier ylizeyinin (U,V) = (0, 0)

noktasindaki Gauss ve ortalama egriligi

P R R )

9°(2,4)

[ (=D o(b5” 2) (0" 0h”)-2ma (857, 2).g (01" bic” )+ (m-1).9 (04" 2) 0 (B 0"
2,/2.9° (1. 4)

denklemleri ile verilir.

Ispat:

2
K—g eg—f
EG—F?

H:g;(ee—szgEj
2 EG-F?

<n—l>g(bf”w)g(béﬁ” ") 2mg (0" 4) (0" b5") (m-1).9(n".2) (0" b3
- +
oL V29 (% Je9(2.2) Jea (i
—6‘.2. —g(,ilg)
{(n1)g(b1(3’°)%)-9<b881”b )-2ma (b, 2) (0" )+ (n-1)0 07, £) o o)
=—¢.

Teorem 4.3.8. Minkowski uzayinda dejenere olmayan b(u,v) Bezier yiizeyinin (u,v)=(0,0)
noktasindaki sekil operatoriine karsilik gelen matrisin katsayilar
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8, = ((n-1).9(b3",2) g (6% ") ~mg (b3, 2) g (b, b5"))

= e (-(1-1).9 (05, 2) o (B0 )+ m (b, 2) o (527,05

a, ——— .(m.g (b5, 2) g (b%Y,bY)—(m-1).g(b%", 2)g (b(ggm,b(()g,l)))

Jeg® (4, 2)

== (-m.g (b3 2) g (bS b))+ (m-1).g (b, 2) g (b&b5"))
€9

w
[EEN
~

esitligi ile hesaplanir.

Ispat: Minkowski uzaymnda dejenere olmayan yiizeyin sekil operatorii Bezier yiizeylerine

uygulanmstir.

S AR R S e Y

1 (g(béﬁ'” ") g(béé")),béé”))} Jea (4 2) 2g(24)

~9(4.2)| g (b5 65Y)  g(bl.b5”) |

(9]

[ g(b(o’l) b(o'l)) —g(b(l‘o) b(o’l))] [(nl).g(bl%o),l) m.g (béi’o),/i)

g(b(” b°l) g(b(lo blo)) m.g(b&‘o),ﬂ) (m—l).g(bég’l),ﬁ)

1
—€9° (4, 1)

{_m ( <’ )z>g< : )J a8 2o 5%

9 (% ~(m-1).g(b". 2) g (0" .bi;")

\/egsu,m[ ( 2)a(B?, 01)} g (B9, 2) o (27527
+mg< )

(b&”.657) +(m-1).g(b3", 2) g (b%",b:")

Minkowski uzaymnda dejenere olmayan Bezier yiizeyinde Gauss ve oOrtalama egriligi sekil

operatorii yardimi ile asagidaki bigimde elde edilebilir:
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K =¢det(A)=¢(a,.a, —a,a,)
{((” -0, ﬂ) Gt ( 2)g (0”0 )) }
7)o (b5 ) 1).9(b4"4) g (B, 55
2)o (0.0 ~(m-1) g (6", )9 05" b5 ) }
b1<°, (bggf”b )+mg(b /l)g(b( 0 pe ))
{g (65" b4 ( bl )~ g (bl bl ) g (b5, big” ).

((m—l).(n -1).9 (b(()1 ),/1) g (bl(; 0),/1)— m?g (b((ﬁ")),l) g (béi‘o),ﬂ))}

___¢ ({G.E - FZ}((m ~1).(n-1).9 (b((,f’l),/i) g (bl%'o),/i)— m’g (béfo),/l) g (b((,i'o),l)))

g°(4.4)

- Gl oA (-8 2)olo” 2} e 4)o(1”. )

((n ~1).(m-1).9 (bl(cl,’O),;t) g (bé(l"l),/l)— m?g° (b((,i’o),l))
g*(4,4)

1 &
H =&3 IzAza(aﬂ+a22)

L ((-Da(n7 )00k 68%) - mo (57 1) (65,05

T 2Jeg? (A 2) | -mag (b5, ) g (6,65 )+ (m-1).9 (b, 1) g (b5 b5”)

(n—l).g(bl(é'o),/l)g(bogl)b ) 2mg(b , )g(b10 b(°1) (m—l).g(béfl, )g(b(10 b“’))

2\/¢9°(4,4)

=—=¢£.

ile hesaplanir.
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Ornek 4.3.9. (Timelike Bezier Yiizeyinin Uygulamasi)

b(u,v) kontrol noktalar1 by, =(2,1,3), By =(4,2,6), By, =(2,6,7), by, 2(3,3,8),b11 :(3,6,8),

b,=(37.8), by,=(436), b,=(469), b,=(489) olan kuadratik timelike Bezier

yiizeyinin denklemi

:g(BZ( )+ B2 (v) b, + B2 (v) b, )BZ (u)

B
By (V) by, +BY (v) by, + B (v) by, ) B (
B7 (v JB:(

(Boz(v).boo+B (V) by + B3 (v )boz)
(V)b + B (V). + B (v) by,

((1=V) by +2v(21 =) by +V b, ) (-0’
+((1—v)2 by +2v(1-v)b, +v2.b12).2.u.(1— u)

+((1—v)2 by, +2v(1-v)b, +V:b, ).u2

Il
N\

((1=U) (1) b +2(21-u)* ¥ (1-V) by +(1-u) Vi, )
+(2 u.(1-u).(1-v)’ by +4uv(l-u).(1-v)b, +2u (1—u).v2.b12)

I
/—\\

( (1-v) b20+2u2.v(1—v).b21+u2v2.b22)

(1-u).(2-v)" (213)+2(1-u) v(1-).(2.4,6)+(1-u)’V*.(2.6,7))
=| +(2u.(1-u).(1-v)*(3.3.8)+ 4uv(1-u).(1-V).(3,6,8)+ 2u(1-u) V*.(3,7.8))

(02, (1-v)" (4.3,6) +20°(1-V).(4,6,9)+u*".(4,8,9)

olarak elde edilir.
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Sekil 4.5. MATHEMATICA programindaki ¢iktisi

Kuadratik timelike Bezier ylizeyinin birinci mertebeden kismi tiirevleri blgl’o) =n (b(i+1)j —b; ) ve

b =m(b

1) — b ) ifadesinden

b5” =n(by, —by,)=2.((4,36)—(3,38))=(2,0,-4)
b3 =m(loy, —by, ) :2(267 2,4,6))=(0,4,2)
bg;°>_n (b, —by ) =2.((3,3,8)—(2,1,3)) =(2,4,10)
bo™ = m (I, by, ) 2((2 )-(2.1,3))=(0,6,6)

b0 = .n(bll —by,)=2.((3,6,8)-(2.4,6))=(2,4,4)
olarak bulunur. Kuadratik timelike Bezier yiizeyinin birinci temel formunun E, F,G katsayilari

sirasiyla

E=g(b%”.b%")=((2.4,10),(2,4,10)) =80
F=g(b%”,b%")=((2,410),(0,6,6)) =—
G = (b5, 63") =((0.6.6),(0.6,6)) =0

hesaplanir. Kuadratik timelike Bezier yiizeyinin birinci temel formunun ifadesi ise
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ds® = E.du® + 2.du.dv + G.dv® = —-80du? — 72.du.dv

dir. Kuadratik timelike Bezier yiizeyinin ikinci mertebeden tiirevleri asagidaki gibidir.

0,,(0,0)= (n-1)(b3” ~b3") = ((2,0,-4)~(2,4,10)) = (0, ~4,~14)
b,, (0,0)=m.(b3* —b%”)=2.((2,4,4)—(2,4,10)) = (0,0,-12)

b,, (0,0)=(m— 1)( (oY b(g’l)):((0,4,2)—(0,6,6))=(0,—2,—4)

Kuadratik timelike Bezier ylizeyinin N normal vektorii ve ikinci temel formun katsayilari e, f, g

katsayilar

b, (u,v)A_b, (u,v)
L (U V) A b, (u,v)]|

N (u,v)=

S

L AT I
N (0’0) - ‘b(m) A b(O,l)
L

00 L ~00
€ €& —&
b A BOY =—[2 4 10|=36e +12¢,+12¢,
0 6 6

[ A b7 =[36., +12¢, 128, = J(36) +(12)° —(12)’ =36

1

e 11
esitligi ile hesaplamr. Buradan N (0,0)=¢, + 3 e, + 593 =1 3’3 olarak hesaplanir. Béylece

2 2
g(N(o,o),N(o,o))=12+@j —ﬁ —1 denklemi elde edilir. O halde N normal vektori

spacelike vektor oldugundan ikinci temel formun katsayilar

10

e=g(buu(0,0),N(0,0))zg[(O _4,-14), (1%)}:?
f:g(buv(0,0),N(0,0)):g((O0 ~12 ( %%D

ofoan i3-S
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ile hesaplanir. EG —F? :—(36)2 <0 oldugundan yiizey timelike yiizeydir. Yiizey timelike

oldugundan &£ =1 alinacaktir. Kuadratik timelike Bezier ylizeyinin sirasiyla Gauss ve ortalama

egriligi
10 2
= c_16
—f? 1
K-g| -0 ]88 _3 (4.13)
EG-F2) —(36.36) 8136
H:g_l(eG_ZthgEj
2 EG-F
[ 2.0-24(-36)+2(-80) | [472-22
3 3 3 22
== = - - (4.14)
2 —~(36.36) —(72.36) 243

olarak elde edilir. Kuadratik timelike Bezier ylizeyinin sekil operatorii

SEAEE

0 ,
! G -F)e f) 1 0 36)|3
EG-F*\-F E JIf g) —(36.36)\36 -80) 4 2
3
144 24 B
_ 1 oo |=| 9 54
—(36.36) | 200 —=| | 25 17
162 243
1 25 1 17

hesaplanir. Burada matrisin katsayilar1 a, =—= =

, === a =—"a, =— elde edilir.
o) ATy T %

Kuadratik timelike Bezier ylizeyinin sekil operatorii yardimiyla sirasiyla Gauss ve ortalama

egriligi

K= Sdet(A) = g(an-azz _a12'a21)

Loz il

_ 17 25 _ 31
9.243 9.4.243 81.36

(4.15)
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1 1
H =€.E(IZA)=E(a11+a22)

i1 1y 22 (4.16)
9 243) 243 '

denklemleri ile hesaplanir. (4.13), (4.14) ve (4.15), (4.16) denklemlerinden goriildiigii tizere iki

farkli yontemle elde ettigimiz Gaus ve ortalama egrilikleri i¢in ayni degerler bulunmustur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Minkowski uzayinda Bezier egrileri ve yiizeylerinin Serret-Frenet ve Bishop ¢atilarinin
temel tamim ve teoremleri verilmistir. Bezier egrilerinin (Farin 1996) ve (Marsh 2005)
kaynaklarinda verilen baslangi¢ ve bitis noktalarindaki egrilik ve burulmasi, Serret-Frenet ¢atisi
ve Bishop catis1 hesaplanmistir. Asli normali spacelike olan spacelike Bezier egrileri ve asli
normali timelike olan spacelike Bezier egrilerinin baslangi¢ ve bitis noktasindaki Serret-Frenet
catis1 ve Bishop ¢atisi incelenerek sayisal bir 6rnek verilmistir. Timelike Bezier egrilerinin
baslangi¢ ve bitis noktasindaki Serret-Frenet ¢atis1 ve Bishop catisi incelenerek sayisal bir 6rnek
verilmistir. Minkowski uzayinda dejenere olmayan Bezier yiizeylerinin birinci temel formu ve
ikinci temel formu verilmistir. Sekil operatorii, Gauss ve ortalama egrilikleri incelendikten sonra
sayisal bir 6rnek verilmistir. Ileride yapilabilecek ¢alismalarda, Minkowski uzayinda dejenere

olmayan Bezier egri ve yiizeyleriyle ilgili olan daha farkli geometrik 6zellikler incelenebilir.
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