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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BEREZ·IN SAYILARI ·IÇ·IN KUVVET EŞ·ITS·IZL·I¼G·I

Arzu OKUDAN

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Mehmet GÜRDAL

Bu çal¬̧smada ilk olarak konunun tarihsel geli̧simi ifade edildi ve çal¬̧smada kul-
lan¬lan baz¬tan¬m ve temel sonuçlar verildi.

Daha sonra, Hardy ve Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikleri içeren baz¬klasik eşitsiz-
liklerin operatör benzerleri verildi.

Ayr¬ca, Berezin sembolleri yöntemi ile Hardy ve Hardy-Hilbert tipli baz¬klasik
eşitsizlikler aras¬ndaki ili̧ski ve bunun baz¬sonuçlar¬üzerinde yo¼gunlaş¬ld¬. Üreti-
ci çekirdekli Hilbert uzaylar üzerindeki kendine eş ve pozitif operatörlerin Berezin
say¬lar¬için baz¬ters kuvvet eşitsizliklerini ispatlamak için bu eşitsizliklerin ope-
ratör formlar¬uyguland¬. Yani, C > 1 sabitleri için,

(ber (f (A)))2 � Cber
�
(f (A))2

�
eşitsizli¼gi ispatland¬.

Ayn¬zamanda, son olarak, U , H = H (
) üzerinde üretici çekirdekli Hilbert
uzay¬ üzerinde tüm üniter operatörlerin kümesi ve H (
) üzerindeki A ope-
ratörü için dist (A;U) ifadesinin tahmini hesab¬için üretici çekirdekler tekni¼gi
kullan¬ld¬.

Anahtar kelimeler: Üretici çekirdekli Hilbert uzay¬, üretici çekirdek, Berezin
sembolü, Berezin say¬s¬, kendine eş operatör, pozitif operatör, Hardy uzay¬,
Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi, üniter operatör, uzakl¬k tahmini.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

POWER INEQUALITY FOR BEREZIN NUMBERS

Arzu OKUDAN

Süleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet GÜRDAL

In this work, �rstly, the historical development of the topic is mentioned, and
some de�nitions and main results used in the work are given.

Later, operator analogues of some classical inequalities, including Hardy and
Hardy-Hilbert type inequalities are given.

Also, the relationship between Hardy and Hardy-Hilbert type of some classical
inequalities are given for the Berezin numbers and some of its results are focused
in terms of Berezin symbols. These operator forms of such inequalities for prov-
ing some inverse power inequalities for the Berezin number of self-adjoint and
positive operators acting on a Reproducing kernel are applied. More precisely,
is proved

(ber (f (A)))2 � Cber
�
(f (A))2

�
for some constants C > 1:

Finally, use reproducing kernels technique to estimate dist(A;U); where U is the
set of all unitary operators on a Reproducing kernel Hilbert spaces H = H(
)

over some set 
; for some operator A on H(
) is studied.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, reproducing kernel, Berezin
symbol, Berezin number, self-adjoint operator, positive operator, Hardy space,
Hardy-Hilbert inequality, unitary operator, dist-estimate.

2017, 24 pages
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

A� A operatörünün adjointieA A operatörünün Berezin sembolü
ber (A) A operatörünün Berezin say¬s¬
Ber (A) A operatörünün Berezin kümesi
B (H) H Hilbert uzay¬ndaki lineer s¬n¬rl¬operatörler
B (H)+ H Hilbert uzay¬ndaki pozitif lineer s¬n¬rl¬operatörler
C� H kompleks Hilbert uzay¬üzerindeki tüm s¬n¬rl¬lineer

operatörler
D Birim disk
feng Ortonormal baz
H Fonksiyonel Hilbert uzay¬
H2 Hardy uzay¬
J Pozitif (0; +1) yar¬ekseni kaplayan aral¬k
kH,� Üretici çekirdekbkH;� Normalleştirilmi̧s üretici çekirdek
U Üniter operatör

 Kompleks say¬lar¬n aç¬k bir kümesi
� (A) A operatörünün spektrumu

v



1: G·IR·IŞ

Üretici çekirdek konusu 1950 y¬l¬nda ayr¬nt¬l¬olarak Aronszajn taraf¬ndan ele

al¬nm¬̧st¬r. Günümüz matemati¼ginde ise, yaklaş¬k 1972 y¬l¬ndan başlayarak a¼g¬r-

l¬kl¬olarak Japon matematikçisi Saburou Saitoh üretici çekirdekler metoduna

sanki yeni bir hayat vererek, bu yöntemi analizde, diferansiyel denklemler ve in-

tegral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda, operatörler teorisinde

ve harmonik analizde uygulayarak çok önemli ve orijinal sonuçlar almay¬başar-

m¬̧st¬r (Saitoh, 1988; 1997).

Üretici çekirdekler kullan¬larak tan¬mlanabilen Berezin sembolleri kavram¬ ilk

olarak Rus matematikçisi ve �zikçisi Berezin taraf¬ndan verilmi̧stir (Berezin,

1972; 1974). Berezin, asl¬nda operatörler için kovaryant ve kontravaryant sem-

bol kavramlar¬n¬ vermi̧stir. Daha sonra üretici çekirdek ve Berezin sembolü

çok say¬da matematikçilerin ilgisini çekmi̧s ve bu yönde önemli sonuçlar elde

edilmi̧stir (Englis, 1994; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Axler ve Zheng, 1998).

Fakat bu konularda çok say¬da çözülmemi̧s problemler de vard¬r (Zhu, 1990;

2007). Berezin sembolünün operatörler teorisinin geli̧simindeki rolü oldukça

büyüktür. Bundan dolay¬ilk olarak Nordgren ve Rosenthal taraf¬ndan standart

fonksiyonel Hilbert uzay¬ndaki kompakt operatörlerin karakterizasyonu Berezin

sembolü kullan¬larak verilmi̧stir (Nordgren ve Rosenthal, 1994). K¬l¬ç, herhangi

fonksiyonel Hilbert uzay¬nda iki operatörün çarp¬m¬n¬n Berezin sembolünün ayr¬

ayr¬ Berezin sembollerinin çarp¬m¬na eşit olmas¬ için gerekli koşulla-

r¬incelemi̧stir (K¬l¬ç, 1995). Bilim ve teknoloji alan¬nda h¬zl¬geli̧smelere ba¼gl¬

olarak yeni uygulama aray¬̧slar¬, Berezin sembolü ile ilgili çal¬̧smalar¬n en et-

kili yürütücü kuvveti olmuştur. Berezin sembollerinin Bergman uzaylar¬nda

ve Poisson çekirde¼ginin Hardy uzaylar¬nda önemli bir role sahip oldu¼gu iyi bili-

nen bir gerçektir. E¼ger Berezin sembollerinin tan¬mlad¬¼g¬kümenin, yani Berezin

kümesinin operatörün nümerik de¼ger kümesinin alt kümesi oldu¼gu dikkate al¬n¬r-

sa, bu kavramlar¬n haberleşme alan¬nda geni̧s bir uygulamaya sahip oldu¼gu

söylenilebilir. Bunlara ilaveten, elektronlar¬n Wieck ve anti-Wieck sembollerinin

Berezin sembolleri ile s¬k¬bir ili̧skiye sahip olmas¬ndan dolay¬da yine Berezin
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sembollerinin elektronlar¬n enerji seviyelerinin belirlenmesinde var oldu¼gu görül-

müştür (Berezin, 1971).

Hardy eşitsizlikleri 1906-1928 y¬llar¬aras¬nda geli̧stirilmi̧s önemli ifadelerdir. Bu

eşitsizlikler birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve geli̧stirilmi̧stir. 1900 lü

y¬llar¬n baş¬nda tart¬̧s¬lmaya başlanan Hilbert eşitsizlikleri Hardy eşitsizlikleri

ile yak¬ndan ilgilidir. Hardy-Hilbert eşitsizlikleri ilk olarak Hardy vd. (1967)

taraf¬ndan verilmi̧stir. Bu eşitsizlikler fonksiyon teorisi, analiz ve onlar¬n uygu-

lamalar¬n¬içeren matemati¼gin birçok branş¬nda önemli olmuştur (Mitrinovic vd,

1991). Bu eşitsizliklerin birçok genelleştirmesi elde edilmi̧stir (Das ve Sahoo,

2010; Krinic ve Pecaric, 2006; Mitrinovic vd., 1991). Hardy-Hilbert eşitsizlik-

lerinin integral formlar¬ve operatör teorideki uygulamalar¬Hansen vd, (2010)

ve Kian (2012) ¬n çal¬̧smalar¬nda bulunabilir. Hansen Hardy eşitsizli¼ginin opera-

tör versiyonunu 1 < p � 2 durumunda H kompleks Hilbert uzay¬üzerinde tüm

s¬n¬rl¬lineer operatörlerin C�-cebirinde incelenmi̧stir (Hansen, 2009).

Bu tez çal¬̧smas¬temel olarak aşa¼g¬daki ana başl¬klardan oluşmaktad¬r:

p
Berezin sembolü ve özelliklerinin incelenmesi,

p
Hilbert operatör uzaylar¬için Hardy-Hilbert tipli eşitsizliklerin ve B (H)h u-

zay¬nda Hardy-Hilbert eşitsizliklerinin incelenmesi,
p
Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikleri kullanarak üretici çekirdekli Hilbert uzay-

lar¬üzerindeki self adjoint ve pozitif operatörlerin Berezin say¬lar¬için

(ber (f (A)))2 � Cber
�
(f (A))2

�
eşitsizli¼ginin ispatlanmas¬,

p
Üretici çekirdekler tekni¼gi kullan¬larak, üniter operatörlerin kümesi için uzak-

l¬k tahmini üzerinde durulmas¬.
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2: KAYNAK ÖZETLER·I

Berezin sembolünün tan¬m¬nda kullan¬lan üretici çekirdek kavram¬ ilk olarak

Moore taraf¬ndan çekirde¼gin üretici özelli¼ge sahip olmas¬yla bahsedilmi̧stir (Moo-

re, 1916; 1935). Daha sonra üretici çekirdeklerin genel teorisi Aronszajn (1950)

taraf¬ndan ele al¬nm¬̧s ve Schwartz (1964) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Ayn¬y¬l-

larda Krein (1963), farkl¬ba¼glamda üretici çekirdeklerin genel teorisini geli̧stir-

mi̧stir.

Kompleks de¼gerli bir fonksiyon olan Berezin sembolü ise ilk olarak Berezin

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (Berezin, 1972; 1974). Bu kavram¬n yard¬m¬yla Bere-

zin, kuantum �zi¼ginin ve istatistiksel �zi¼gin önemli operatörlerinin (Schrödinger

operatörü, Hamilton operatörü, Jacobi operatörü vd.) özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬

için önemli sonuçlar alm¬̧st¬r. Örne¼gin ilk olarak nükleer operatörün izini Berezin

sembolü ile ifade etmi̧stir. Ayr¬ca eliptik tipli k¬smi diferensiyel operatörün

pozitif özde¼gerlerinin say¬s¬için de önemli formüller elde etmi̧stir. Daha sonra

Berezin sembolünün, operatörler teorisinin iç geli̧simindeki rolü daha çok ortaya

ç¬km¬̧st¬r. Bundan dolay¬ ilk olarak Nordgren ve Rosenthal, standart fonksi-

yonel Hilbert uzay¬ndaki kompakt operatörlerin karakterizasyonunu Berezin sem-

bolü kullanarak vermi̧slerdir (Nordgren ve Rosenthal, 1994). Bilindi¼gi gibi har-

monik fonksiyonlar¬n Berezin sembolleri yard¬m¬yla tasvir edilmesi Engli�, Axler

ve Zheng taraf¬ndan ortaya konulmuştur ve Berezin sembolünün günümüzde

farkl¬ alanlarda kullan¬l¬̧s¬ ve önemi ortaya ç¬km¬̧st¬r (Engli�, 1994; Axler ve

Zheng, 1998). Bergman uzay¬üzerinde operatörlerin kompakt olmas¬yla Berezin

dönüşümleri aras¬ndaki ili̧ski analiz edilmi̧stir (Zorboska, 2002).

Berezin kümesi ve Berezin say¬s¬ise Karaev taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r (Karaev,

2006). Üretici çekirdekli Hilbert uzay¬nda herhangi bir A : H (
) ! H (
)

operatörünün Berezin sembolünün çarp¬msal özelli¼gi K¬l¬ç (1995) taraf¬ndan in-

celenmi̧stir. Yani, her B 2 B (H (
)) operatörü için gAB = eA eB olmas¬ için

gerek ve yeter koşulun A operatörünün çarp¬m operatörü olmas¬ gerekti¼gini

elde etmi̧stir. Daha sonra, farkl¬üretici çekirdekli Hilbert uzaylar¬nda operatör-

lerin çarp¬msal özelli¼gi Berezin sembolleri yard¬m¬yla elde edilmi̧stir (Karaev ve
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Gürdal, 2010). Buna ilaveten Hardy ve Bergman uzaylar¬üzerinde operatörlerin

Berezin sembolleri ile ilgili baz¬problemler araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Karaev vd., 2013).

Klasik Hardy eşitsizli¼gi `p dizi uzay¬nda negatif olmayan reel say¬lar¬n herhangi

a = (an)n�1 dizisi için ve p > 1 için

1X
n=1

 
1

n

nX
k=1

ak

!p
�
�

p

p� 1

�p 1X
n=1

apn (2.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. p > 1;
1

p
+
1

q
= 1; an; bn � 0 için 0 <

1P
n=1

apn < +1 ve

0 <
1P
n=1

bpn < +1 sa¼glan¬yorsa o zaman,

1X
m=1

1X
n=1

ambn
m+ n

<
�

sin
�
�
p

�  1X
n=1

apn

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

(2.2)

ve
1X
n=1

 1X
m=1

am
m+ n

!p
<

 
�

sin �
p

!p 1X
n=1

apn; (2.3)

eşitsizlikleri Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬l¬r (Hardy vd., 1967). Bu

eşitsizli¼gi sa¼glayan
�

sin �
p

ve

 
�

sin �
p

!p
sabitleri en iyi sabitlerdir. Bu eşitsizlik-

ler fonksiyon teorisi, analiz ve onlar¬n uygulamalar¬n¬içeren matemati¼gin birçok

alan¬nda önemlidir (Mitrinovic vd., 1991). Bu eşitsizliklerin birçok genelleştir-

mesi elde edilmi̧stir (Das ve Sahoo, 2010; Krinic ve Pecaric, 2006; Mitrinovic

vd., 1991).

Bu eşitsizliklerin integral formlar¬aşa¼g¬daki gibidir:

p > 1 ve f fonksiyonu (0;+1) üzerinde negatif olmayan p-integrallenebilir

fonksiyon ise o zaman

1Z
0

0@1
x

xZ
0

f (t) dt

1Ap

dx �
�

p

p� 1

�p 1Z
0

fp (x) dx:

dir.
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p > 1;
1

p
+
1

q
= 1; f; g � 0 ve 0 <

+1Z
0

fp (x) dx < +1, 0 <
+1Z
0

gq (x) dx < +1

ise o zaman,

1Z
0

1Z
0

f (x) g (y)

x+ y
dxdy <

�

sin
�
�
p

�
0@ 1Z
0

fp (x) dx

1A 1
p
0@ 1Z
0

gq (x) dx

1A 1
q

:

Hansen, (2:1) Hardy eşitsizli¼ginin operatör versiyonunu 1 < p � 2 durumunda

H kompleks Hilbert uzay¬üzerinde tüm s¬n¬rl¬lineer operatörlerin C�-cebirinde

incelemi̧stir (Hansen 2009). (2:2) eşitsizli¼ginin operatör versiyonu ayn¬zamanda

Hansen vd. (2010) de verilmi̧stir. Bu eşitsizliklerin hepsi ve operatör teorideki

onlar¬n de¼gerli uygulamalar¬Hansen (2009), Moslehion (2009), Hansen vd (2010)

ve Kian (2012) gibi matematikçilerin çal¬̧smalar¬nda bulunabilir.

Ele al¬nan konularla ilgili literatürde yeterli say¬da çal¬̧sma olmas¬na ra¼gmen,

Berezin sembolleri ve üretici çekirde¼gin uygulamalar¬ile ilgili literatürde çok az

say¬da çal¬̧sma yer almaktad¬r.
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3: TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezde kullan¬lacak olan baz¬kavramlara yer verilecektir.

Tan¬m 3:1: Kompleks say¬lar¬n aç¬k bir 
 kümesi ü-

zerinde, her � 2 
 için f ! f (�) lineer fonksiyoneli H uzay¬nda sürekli olacak

şekilde 
 kümesi üzerindeki f fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu H = H (
) Hilbert

uzay¬na "fonksiyonel Hilbert uzay¬" ya da "üretici çekirdekli Hilbert uzay¬" denir

(Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden, � 2 
 için f (�) = hf; kH,�i olacak şekilde bir

tek kH,� 2 H fonksiyonu vard¬r. 
 � 
 kümesi üzerinde kH;� (z) = k (z; �) ile

tan¬mlanan bu k fonksiyonuna "H uzay¬n¬n üretici çekirde¼gi" denir (Halmos,

1982).

Di¼ger taraftan üretici çekirdek bazlar yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi ifade edilmi̧stir.

Yard¬mc¬Teorem 3:2. H fonksiyonel Hilbert uzay¬n¬n herhangi ortonormal

baz¬feng olsun. O zaman H uzay¬n¬n k üretici çekirde¼gi

k� (z) = k (z; �) =
X
n�0

en (�)en (z)

şeklinde ifade edilebilir (Stroetho¤, 1997).

Şimdi üretici çekirdeklere örnek verilecektir.

Örnek 3:3 (Hardy uzay¬): D = fz 2 C : jzj < 1g birim diski üzerinde kareleri

toplanabilen, kompleks katsay¬lara sahip kuvvet serisi şeklinde yaz¬labilen tüm

analitik fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzaya "Hardy uzay¬" denir. Yani,

H2 =

(
f : f (z) =

1X
n=0

bf (n) zn ve 1X
n=0

��� bf (n)���2 <1)

koşulunu sa¼glayan H2 = H2 (D) uzay¬na klasik Hardy uzay¬denir. H2 uzay¬nda

iç çarp¬m f (z) =
1P
n=0

bf (n) zn ve g (z) = 1P
n=0

bg (n) zn için hf; gi = 1P
n=0

bf (n) bg (n)
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ile tan¬mlan¬r. f (z) =
1P
n=0

bf (n) zn vektörünün normu

kfkH2 :=

 1X
n=0

��� bf (n)���2!1=2 şeklinde olup, burada bf (n) = f (n) (0) = (n!) de¼geri

f (z) analitik fonksiyonunun n inci Taylor katsay¬s¬d¬r (Rosenblum ve Rovnyak,

1985; Martinez-Avendano ve Rosenthal, 2007).

H2 (D) Hardy uzay¬, fzn : n � 0g ortonormal baz¬na sahip oldu¼gundan bu uza-

y¬n üretici çekirde¼gi her �; z 2 D için

kH2;� (z) =
X
n�0

en (�)en (z) =
X
n�0

�
n
zn

=
X
n�0

�
�z
�n
=

1

1� �z

dir. Bu çekirde¼ge ayn¬zamanda "Szegö çekirde¼gi" de denir (Stroetho¤, 1997).

Tan¬m 3:4: H uzay¬ 
 kümesi üzerinde bkH;� normalleştirilmi̧s üretici çekirde¼ge
sahip fonksiyonel Hilbert uzay¬ve A bu uzayda lineer s¬n¬rl¬operatör olsun. Bu

durumda eA (�) = DAbkH;�;bkH;�E
H

şeklinde tan¬mlanan eA fonksiyonuna A operatörünün Berezin sembolü denir

(Berezin, 1972).

Tan¬m 3:5: k� üretici çekirde¼gine sahip, boş olmayan bir 
 kümesi üzerindeki

kompleks de¼gerli fonksiyonlar¬n H = H (
) fonksiyonel Hilbert uzay¬üzerinde

s¬n¬rl¬lineer bir A operatörünün "Berezin kümesi" ve "Berezin say¬s¬", s¬ras¬yla,

Ber (A) = Range
� eA� = n eA (�) : � 2 
o ve ber (A) = sup

n��� eA (�)��� : � 2 
o
ifadeleriyle tan¬mlan¬r (Karaev, 2006). Ayr¬ca nümerik de¼ger ve nümerik yar¬çap

da s¬ras¬yla,

Ber(A) � W (A) = fhAx; xi : kxkH = 1g

ve

ber (A) � w (A) = sup fjhAx; xij : kxkH = 1g

7



şeklinde tan¬mlan¬r.

Aşa¼g¬da Berezin sembolünün baz¬temel özellikleri verilmi̧stir (K¬l¬ç, 1994).

1. A pozitif operatör ise o zaman eA pozitif fonksiyondur.
2. ��� eA (�)��� =

���DAbkH;�;bkH;�E��� � 


AbkH;�





bkH;�



� kAk




bkH;�





bkH;�


 = kAk (� 2 
)

oldu¼gundan eA Berezin sembolü s¬n¬rl¬bir fonksiyondur.
3. A� adjoint operatörünün Berezin sembolü, eA n¬n kompleks eşleni¼gine eşittir.
Yani

fA� (�) = DA�bkH;�;bkH;�E = DbkH;�; AbkH;�E = DAbkH;�;bkH;�E = eA (�)
dir.

4. Her � 2 
 için eA (�) = eB (�) olmas¬için gerek ve yeter koşul, A = B ol-

mas¬d¬r.

Tan¬m 3:6: Analiz ve diferansiyel denklemlerin uygulanabilir eşitsizliklerinden

biri olan Hardy eşitsizli¼gi, p > 1, fang1n=1 pozitif reel say¬lar ve

0 <
P1

n=1 a
p
n <1; olmak üzere

1X
n=1

 
1

n

nX
k=1

ak

!p
�
�

p

p� 1

�p 1X
n=1

apn

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu eşitsizlik kesindir, yani;
�

p

p� 1

�p
sabiti bu sa¼glayan

içeren en küçük say¬d¬r. Bu eşitsizli¼ginin integral formu aşa¼g¬daki gibidir:

p > 1, f; (0;1) aral¬¼g¬nda negatif olmayan ve p-integrallenebilir bir fonksiyon

olmak üzere,

Z 1

0

�
1

x

Z x

0

f (t) dt

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z 1

0

f (x)p dx

8



şeklinde ifade edilir.

Tan¬m 3:7: p > 1;
1

p
+
1

q
= 1; an; bn � 0 olmak üzere 0 <

P1
n=1 a

p
n < 1 ve

0 <
P1

n=1 b
q
n <1 ise

1X
n=1

1X
m=1

anbm
n+m

<
�

sin(�=p)

 1X
n=1

apn

! 1
p
 1X
n=1

bqn

! 1
q

şeklinde tan¬ml¬eşitsizlik Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi olarak adland¬r¬l¬r. Bu eşitsiz-

li¼ginin integral formu:

p > 1;
1

p
+
1

q
= 1; f; g � 0 ve 0 <

R1
0
f(x)pdx < 1, 0 <

R1
0
g(x)qdx < 1;

olmak üzere

Z 1

0

Z 1

0

f(x)g(y)

x+ y
dxdy <

�

sin(�=p)

�Z 1

0

f(x)pdx

� 1
p
�Z 1

0

g(x)qdx

� 1
q

şeklindedir. Genelleştirilmi̧s hali ise 2 � min fp; qg < s � 2 aral¬¼g¬nda,

L1 = B
�
p+s�2
p
; q+s�2

q

�
ve B(u; v) bir �-fonksiyon olmak üzere,

1X
n=1

1X
m=1

anbm
(n+m)s

< L1

 1X
m=1

m1�sapm

! 1
p
 1X
n=1

n1�sbqn

! 1
q

ve
1X
n=1

n(s�1)(p�1)

 1X
m=1

am
(n+m)s

!p
< L1

1X
m=1

m1�sapm

şeklinde ifade edilir (Yang, 2006).

Teorem. 3:8: 1 < p � 2 bir reel say¬ve f fonksiyonu, (0;1) aral¬¼g¬ndan B(H)

uzay¬n¬n tüm pozitif operatörlerinin kümesi olan B(H)+ kümesine tan¬ml¬olsun.

Bu durumda zay¬f ölçülebilir dönüşüm olan

Z 1

0

f(x)pdx

9



integrali H uzay¬nda s¬n¬rl¬lineer operatör olarak tan¬mlans¬n. Böylece

Z 1

0

�
1

x

Z x

0

f(t)dt

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z 1

0

f(x)pdx

�
p

p� 1

�p
sabit olmak üzere eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3:9: f; g fonksiyonlar¬ J aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ sürekli fonksiyonlar ve

f; g � 0 olsun. Her A;B 2 B(H)h operatörleri ve her x; y 2 H birim vektörleri

için, p > 1,
1

p
+
1

q
= 1 olmak üzere,

1

2
hf(A)g(A)x; xi+ 1

3
hf(A)x; xi hg(B)y; yi

+
1

3
hf(A)y; yi hg(B)x; xi+ 1

4
hf(B)g(B)y; yi

� �

sin(�=p)

D
(f(A)p + f(B)p)

1
p (g(A)q + g(B)q)

1
qx; x

E
dir.

Sonuç 3:10: f ve g fonksiyonlar¬J aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve f; g � 0 ise, her A

kendine eş operatör ve her x 2 H birim vektörü için

hf(A)x; xi hg(A)x; xi � 3

2

�
2� � 3

4

�
hf(A)g(A)x; xi

dir.

Sonuç 3:11: f ve g fonksiyonlar¬J aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli fonksiyonlar ve

f; g � 0 olsun. Her A;B 2 B(H)h operatörleri ve her x; y 2 H birim vektörleri

için,

1

2
hf(A)g(A)x; xi+ 1

3
hf(A)x; xi hg(B)y; yi

+
1

3
hf (A) y; yi hg(B)x; xi+ 1

4
hf(B)g(B)y; yi

� �
D
(f(A)2 + f(B)2)

1
2 (g(A)2 + g(B)2)

1
2x; x

E
dir.
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Teorem 3:12: f ve g fonksiyonlar¬J aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s sürekli fonksiyonlar

ve f; g � 0 olsun. HerA;B 2 B(H)h operatörleri ve her x; y 2 H birim vektörleri

için,

1

2
hf(B)y; yi hf(A)x; xi+ 1

3
hg(B)y; yi hf(A)x; xi

+
1

3
hf(B)y; yi hg(A)x; xi+ 1

4
hg(B)y; yi hg(A)x; xi

� �

sin(�=p)

D
(f(B)q + q(B)q)

1
q y; y

ED
(f(A)p + g(A)p)

1
px; x

E
dir.

f ve g fonksiyonlar¬n¬n konveks olmas¬durumunda aşa¼g¬daki teoreme ulaş¬l¬r:

Teorem 3:13: f; g : J ! [0;1) konveks fonksiyonlar ve p; q > 1 için 1

p
+
1

q
= 1

olsun. Her A;B 2 B(H)h operatörleri ve her x; y birim vektörleri için,

1

2
f(hAx; xi)g(hAx; xi) + 1

3
f(hAx; xi)g(hBy; yi)

+
1

3
(hg(Ax; xi)f(hBy; yi) + 1

4
hf(B)g(B)y; yi

� �

sin(�=p)

�
1

p
(hf(A)px; xi+ hf(B)py; yi) + 1

q
hg(A)qx; xi+ hg(B)qy; yi)

�
dir.

Yard¬mc¬Teorem 3:14: a; b � 0; 0 � � � 1 ve p; q > 1 öyle ki 1
p
+
1

q
= 1 için

ab � ap

p
+
bq

q
�
�
apr

p
+
bqr

q

�1
r dir. (r � 1)

Sonuç 3:15: f; g : J ! [0;1) konveks fonksiyonlar ve p; q > 1 için 1

p
+
1

q
= 1

olsun. Buradan her A 2 B(H)h operatörü ve her x birim vektörü için

f(hAx; xi)g (hAx; xi) � 12

17

�

sin(�=p)

�
2

p
hf(A)px; xi+ 2

q
hg(A)qx; xi

�

elde edilir.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4:1: Hardy-Hilbert Eşitsizli¼gi ve Berezin Say¬lar¬ ·Için Kuvvet

Eşitsizli¼gi

Bu bölümde say¬lar için Hardy ve Hardy-tipli eşitsizlikleri içeren baz¬klasik eşit-

sizliklerin operatör benzerleri verilmi̧stir. Üretici çekirdekli Hilbert uzaylar¬nda

kendine eş ve pozitif operatörlerin Berezin say¬lar¬için baz¬ters kuvvet eşitsiz-

liklerini ispatlamak amac¬yla bu eşitsizliklerin operatör formlar¬uygulanm¬̧st¬r.

Yani, baz¬C > 1 sabitleri için

(ber (f (A)))2 � Cber
�
(f (A))2

�
eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda U , H = H (
) üzerinde üretici çekir-

dekli Hilbert uzay¬üzerinde tüm üniter operatörlerin kümesi veH (
) üzerindeki

A operatörü için dist (A;U) ifadesinin tahmini hesab¬ için üretici çekirdekler

tekni¼gi kullan¬lm¬̧st¬r.

4:1:1:Hardy-Hilbert eşitsizli¼gi ve Berezin say¬s¬

Bu k¬s¬mda, H (
) üretici çekirdekli Hilbert uzay¬nda kendine eş operatörler için

Hardy-Hilbert eşitsizli¼ginin benzeri ispatlanm¬̧s ve onun kuvvetlerinin Berezin

say¬s¬n¬n hesaplanmas¬ndaki tahmini için bu teknik uygulanm¬̧st¬r. Tüm n � 1

tam say¬lar¬için

w (An) � (w (A))n

iyi bilinen durumu hat¬rlayal¬m (Halmos, 1982). Bununla birlikte, n � 2 için

ber (An) � (ber (A))n

literatürde bilinmeyen benzer eşitsizli¼gi ifade edebiliriz. Burada aç¬k soru alttaki

gibidir: Berezin say¬s¬için

(ber (A))n � C (ber (An)) ; n > 1; (4.1)
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ters kuvvet eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde C = C (n) > 1 sabiti mevcut mudur?

Burada n = 2 de¼geri ve H (
) uzay¬üzerindeki baz¬pozitif A operatörleri için

(4:1) eşitsizli¼gini ispatlayarak daha sonraki soru k¬smen çözümlenmi̧stir. Bunun

için temelde Kian (2002) n¬n makalesindeki baz¬argümanlar kullan¬lm¬̧st¬r.

Bunu takiben pozitif (0;+1) yar¬ekseni kapsayan aral¬k J ile tan¬mlanm¬̧st¬r.

Ayn¬zamanda, �I skaler operatörü için � notasyonu kullan¬lm¬̧st¬r.

Yard¬mc¬Teorem 4:1:1: f; g fonksiyonlar¬J aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli fonksi-

yonlar ve f; g � 0 olsun. E¼ger p > 1; 1
p
+
1

q
= 1; ise o zaman J de spektrumlar¬

kapsayan herhangi kendine eş A;B 2 B (H) operatörleri ve her �; � 2 
 için,

1

2
^f (A) g (A) (�) +

1

3
]f (A) (�)]g (B) (�) +

1

3
]f (A) (�)]g (B) (�) +

+
1

4
^f (B) g (B) (�)

� �

sin
�
�
p

� h(fp (A) + fp (B))1=p (gq (A) + gq (B))1=qi� (�)
d¬r.

·Ispat. (2:2) eşitsizli¼ginde her n � 3 için an = 0; bn = 0 alal¬m. an; bn � 0

oldu¼gu için (2:2) Hardy-Hilbert eşitsizli¼ginden

a1b1
2
+
a1b2
3
+
a2b1
3
+
a2b2
4
� �

sin
�
�
p

� (ap1 + ap2)1=p (bq1 + bq2)1=q : (4.2)

elde edilir. x; y 2 J olsun. Her x; y 2 J için f; g � 0 oldu¼gu gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

(4:2) eşitsizli¼ginde a1 = f (x) ; a2 = f (y) ; b1 = g (x) ve b2 = g (y) al¬n¬rsa,

f (x) g (x)

2
+
f (x) g (y)

3
+
f (y) g (x)

3
+
f (y) g (y)

4

� �

sin
�
�
p

� (fp (x) + fp (y))1=p (gq (x) + gq (y))1=q (4.3)

olur. Bir A kendine eş operatörü sürekli fonksiyo-

nellerin s¬n¬f¬na göre fonksiyonel hesaplamalar¬uygulanarak ve (4:3) eşitsizli¼gi
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kullan¬larak

f (A) g (A)

2
+
f (A) g (y)

3
+
f (y) g (A)

3
+
f (y) g (y)

4

� �

sin
�
�
p

� (fp (A) + fp (y))1=p (gq (A) + gq (y))1=q ;
elde edilir. Buradan her � 2 
 ve y 2 J için

1

2

D
f (A) g (A) k̂H;�; k̂H;�

E
+
1

3
g (y)

D
f (A) k̂H;�; k̂H;�

E
+

+
1

3
f (y)

D
g (A) k̂H;�; k̂H;�

E
+
f (y) g (y)

4

� �

sin
�
�
p

� D(fp (A) + fp (y))1=p (gq (A) + gq (y))1=q k̂H;�; k̂H;�E

olarak yaz¬l¬r. Kendine eş B operatörüne bir kez daha fonksiyonel i̧slemler uygu-

layarak,

1

2
^(fg) (A) (�) +

1

3
]f (A) (�) g (B) +

1

3
]g (A) (�) f (B) +

1

4
(fg) (B)

� �

sin
�
�
p

� h(fp (A) + fp (B))1=p (gq (A) + gq (B))1=qi� (�) :
elde edilir. Bu da her �; � 2 
 ve J aral¬¼g¬nda spektrumlar¬bulunan herhangi

A;B 2 H (
) kendine eş operatörleri için

1

2
^f (A) g (A) (�) +

1

3
]f (A) (�)]g (B) (�) +

1

3
]f (B) (�)]g (A) (�) +

+
1

4
^f (B) g (B) (�)

� �

sin
�
�
p

� h(fp (A) + fp (B))1=p (gq (A) + gq (B))1=qi� (�) : (4.4)

oldu¼gunu gösterir. Buradan, yard¬mc¬teorem ispatlanm¬̧s olur.

Sonuç 4:1:2: J aral¬¼g¬nda spekrumlar¬bulunan herhangi pozitif A 2 B (H) ope-

ratörü için

(ber (f (A)))2 �

0@ 3�

sin
�
�
p

� � 9
8

1A ber �f 2 (A)�
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d¬r.

·Ispat. Yard¬mc¬Teoremde 4:1:1 de A operatörü ile B ve � ile � yer de¼gi̧stirerek

ve
1

p
+
1

q
= 1 gerçe¼gini kullanarak (4:4) eşitsili¼ginden

2

3

�
]f (A) (�)

�2
�
�

2�

sin (�=p)
� 3
4

�
f̂ 2 (A) (�)

elde edilir. Dolay¬s¬yla her � 2 
:için

�
]f (A) (�)

�2
�
�

3�

sin (�=p)
� 9
8

�
f̂ 2 (A) (�)

d¬r.
�
]f (A) (�)

�2
� 0 ve f̂ 2 (A) (�) � 0 oldu¼gundan, bu eşitsizlik bize � (A) � J

spektrumlu H (
) üzerinde herhangi A operatörü için pozitif operatörü ve A n¬n

spektrumu için,

�
sup
�2


]f (A) (�)
�2
�
�

3�

sin (�=p)
� 9
8

�
sup
�2


f̂ 2 (A) (�) ;

veya denk olarak

(ber (f (A)))2 �
�

3�

sin (�=p)
� 9
8

�
ber
�
f 2 (A)

�
eşitsizli¼gini verir. Bu da sonucu ispatlar.

GeneldegAB 6= eA eB oldu¼guna dikkat etmemiz gerekir.
Sonuç 4:1:3: � (A) � J özelli¼gine sahip her pozitif A operatörü için

(ber (f (A)))2 �
�
3� � 9

8

�
ber
�
(f (A))2

�
d¬r.

Şimdi (2:2) Hardy-Hilbert eşitsizli¼ginin

1X
n=1

 1X
m=1

am
m+ n

!p
<

�
�

sin (�=p)

�p 1X
n=1

apn
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denk formunu düşünerek pozitif operatörlerin Berezin say¬s¬için ters eşitsizli¼gi

ispatlayaca¼g¬z. Bu k¬s¬mdaki temel sonucumuz bir sonraki teoremde verilen

eşitsizlik olup Sonuç 4:1:3 den daha keskin tahmini vermi̧stir.

Teorem 4:1:4: f fonksiyonu bir J aral¬¼g¬ üzerinde tan¬ml¬ negatif olmayan

sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman J de spektrumlar¬içeren herhangi pozitif

A 2 B (H (
)) operatörü için

(ber (f (A)))2 � 16�2 � 77
72

ber
�
f 2 (A)

�
d¬r.

·Ispat. Hardy-Hilbert eşitsizli¼ginde p = 2 için (2:3) eşitsizli¼ginden

�a1
2
+
a2
3

�2
+
�a1
3
+
a2
4

�2
< �2

�
a21 + a

2
2

�
: (4.5)

d¬r. x; y 2 J olsun. f fonksiyonu J üzerinde sürekli pozitif fonksiyon oldu¼gundan

(4:5) eşitsizli¼ginde a1 = f (x) ve a2 = f (y) al¬narak

�
f (x)

2
+
f (y)

3

�2
+

�
f (x)

3
+
f (y)

4

�2
< �2

�
f 2 (x) + f 2 (y)

�
;

elde ederiz ve buradan

13

36
f 2 (x) +

1

2
f (x) f (y) +

25

144
f 2 (y) < �2

�
f 2 (x) + f 2 (y)

�
(4.6)

olur. Bu sebeple Yard¬mc¬Teorem 4:1:1 in ispat¬nda oldu¼gu gibi (4:6) eşitsiz-

li¼ginde fonksiyonel i̧slemler yap¬l¬rsa

13

36
f 2 (A) +

1

2
f (y) f (A) +

25

144
f 2 (y) < �2

�
f 2 (A) + f 2 (y)

�
;

olur ve bundan dolay¬her � 2 
 için

13

36

D
f 2 (A) k̂H;�; k̂H;�

E
+
1

2
f (y)

D
f (A) k̂H;�; k̂H;�

E
+
25

144
f 2 (y)

< �2
�D
f 2 (A) k̂H;�; k̂H;�

E
+ f 2 (y)

�
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d¬r. A ya fonksiyonel i̧slemler uygulan¬rsa

13

36
f̂ 2 (A) (�) +

1

2
]f (A) (�) f (A) +

25

144
f 2 (A) < �2

�
f̂ 2 (A) (�) + f 2 (A)

�
:

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan her � 2 
 için

13

36
f̂ 2 (A) (�) +

1

2

�
]f (A) (�)

�2
+
25

144
f̂ 2 (A) (�) < 2�2f̂ 2 (A) (�)

olur. Böylece her � 2 
 için

�
]f (A) (�)

�2
<
16�2 � 77

72

�
f̂ (A)2 (�)

�

d¬r. Bu eşitsizlik

(ber (f (A)))2 <
16�2 � 77

72
ber
�
(f (A))2

� �
� 1:121ber

�
f 2 (A)

��
eşitsizli¼gini ifade etmektedir. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

4:1:2: Üniter operatörlerin kümesi için uzakl¬k tahmini

H Hilbert uzay¬üzerindeki üniter operatörlerin büzüşen tersler ile tersinebilir

büzüşmeler taraf¬ndan karakterize edildi¼gi çok iyi bilinmektedir (Stamp�i, 1967).

Yani A ile ilgili olarak kAk � 1 ve kA�1k � 1 d¬r.

Genelde e¼ger A 2 B (H) tersinebilir ise ozaman

dist (A;U) = max
n
kAk � 1; 1�



A�1

�1o
d¬r. Burada U := fU 2 B (H) : U üniterg kümesi H uzay¬üzerinde her üniter

operatörlerin kümesidir. Ayn¬zamanda bu formülün ispat¬ndan şunu elde ede-

biliriz: E¼ger A 2 B (H) operatörü baz¬ r � 1 için kAk � r ve kA�1k � r

koşulunu sa¼glayan bir tersinebilir operatör ise o zaman

kA� Uk � r � 1 (4.7)
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olacak şekilde U 2 B (H) üniter operatörü mevcuttur.

Burada H = H (
) olmas¬durumunda dist (A;U) için (4:7) eşitsizli¼gine ben-

zeyen bir tahmin verilmi̧stir.

Teorem 4:1:5: r � 1 ve

1) XA = AX = rI (ya da, X
�
1

r
A

�
=

�
1

r
A

�
X = I)

2)

sup
�2


�


A�bkH;�


2 + 


XbkH;�


2� � 2r (4.8)

koşullar¬n¬sa¼glayan bir X := XA operatörü mevcut olacak şekilde A : H (
)!

H (
) tan¬ml¬bir operatör olsun. O zaman dist (A;U) �
p
r � 1 dir.

·Ispat. AX = XA = rI oldu¼gundan, her � 2 
 için




(A� �X)bkH;�


2 =
D
(A� �X)bkH;�; (A� �X)bkH;�E

=



A�bkH;�


2 + 


XbkH;�


2 � DA�bkH;�; XbkH;�E�
�
D
XbkH;�; A�bkH;�E

=



A�bkH;�


2 + 


XbkH;�


2 � DbkH;�; AXbkH;�E�
�
D
AXbkH;�;bkH;�E

=



A�bkH;�


2 + 


XbkH;�


2 � 2r � 0 ( (4:8) koşulundan),

olup, bu da (A� �X) kH;�
kkH;�k

= 0 oldu¼gunu yani her � 2 
 için (A� �X) kH;� =

0 d¬r (her � 2 
 için kkH;�k 6= 0 oldu¼gundan). Ayr¬ca span fkH;� : � 2 
g =

H (
) oldu¼gu için X = A� sonucuna var¬l¬r. Bundan dolay¬AA� = A�A = rI ve�
Ap
r

��
Ap
r
=
Ap
r

�
Ap
r

��
= I oldu¼gu için bu da bize

Ap
r
n¬n üniter oldu¼gunu

verir. O zaman 



A� Ap
r





 = �pr � 1� 



 Apr




 = pr � 1

eşitsizli¼gi elde edilir ki bunun anlam¬dist (A;U) �




A� Ap

r





 = pr � 1; yani,
dist (A;U) �

p
r � 1 demektir. O halde teorem ispatlanm¬̧s olur.
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5: SONUÇ VE ÖNER·ILER

Haz¬rlanan bu yüksek lisans tez çal¬̧smas¬nda, üretici çekirdekli Hilbert uzay-

lar¬nda Hardy-Hilbert eşitsizlikleri kullan¬larak self-adjoint ve pozitif operatör-

lerin Berezin say¬s¬ için yeni tipli eşitsizlikler elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, üretici

çekirdekler metodu yard¬m¬yla üretici çekirdekli Hilbert uzay¬nda herhangi bir

operatör ile üniter operatörlerin kümesi aras¬nda uzakl¬k kavram¬tahmin edil-

meye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧sman¬n devam¬olarak düşünülen bir kaç öneri vard¬r:

1: Literatürde ters nümerik yar¬çap ile ilgili eşitsizlikler pek fazla bilinmemekte-

dir. Acaba Hardy ve Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler kullan¬larak ters nümerik

yar¬çap eşitsizlikleri elde edilebilir mi?

2: Hardy ve Hardy-Hilbert eşitsizlikleri yard¬m¬yla Berezin say¬s¬için farkl¬tip

eşitsizlikler elde edilebilir mi?
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