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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BEREZIN SAYILARI iCiN KUVVET ESIiTSIiZLiGi
Arzu OKUDAN

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danmigsman: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve caligmada kul-
lanilan bazi tamim ve temel sonuclar verildi.

Daha sonra, Hardy ve Hardy-Hilbert tipli egitsizlikleri iceren baz1 klasik esitsiz-
liklerin operator benzerleri verildi.

Ayrica, Berezin sembolleri yontemi ile Hardy ve Hardy-Hilbert tipli baz1 klasik
esitsizlikler arasindaki iliski ve bunun bazi sonuclari iizerinde yogunlagildi. Ureti-
ci gekirdekli Hilbert uzaylar tizerindeki kendine eg ve pozitif operatorlerin Berezin
sayilar1 icin bazi ters kuvvet esitsizliklerini ispatlamak icin bu esitsizliklerin ope-
rator formlar1 uygulandi. Yani, C' > 1 sabitleri igin,

(ber (f (A)))* < Cber ((f(A))?)
esitsizligi ispatlandi.

Ayni zamanda, son olarak, U, H = H () iizerinde iiretici gekirdekli Hilbert
uzay1 iizerinde tiim iiniter operatorlerin kiimesi ve H (Q2) iizerindeki A ope-
ratorii i¢in dist (A,U) ifadesinin tahmini hesabi i¢in iiretici gekirdekler teknigi
kullanildi.

Anahtar kelimeler: Uretici cekirdekli Hilbert uzayi, iiretici cekirdek, Berezin
sembolii, Berezin sayisi, kendine es operator, pozitif operator, Hardy uzayi,
Hardy-Hilbert egitsizligi, tiniter operator, uzaklik tahmini.

2017, 24 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis
POWER INEQUALITY FOR BEREZIN NUMBERS
Arzu OKUDAN

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

In this work, firstly, the historical development of the topic is mentioned, and
some definitions and main results used in the work are given.

Later, operator analogues of some classical inequalities, including Hardy and
Hardy-Hilbert type inequalities are given.

Also, the relationship between Hardy and Hardy-Hilbert type of some classical
inequalities are given for the Berezin numbers and some of its results are focused
in terms of Berezin symbols. These operator forms of such inequalities for prov-
ing some inverse power inequalities for the Berezin number of self-adjoint and
positive operators acting on a Reproducing kernel are applied. More precisely,
is proved

(ber (f (A)))? < Cher ((f (A))?)

for some constants C > 1.

Finally, use reproducing kernels technique to estimate dist(A, U), where U is the
set of all unitary operators on a Reproducing kernel Hilbert spaces H = H(f2)
over some set ), for some operator A on H(f) is studied.

Keywords: Reproducing kernel Hilbert space, reproducing kernel, Berezin
symbol, Berezin number, self-adjoint operator, positive operator, Hardy space,
Hardy-Hilbert inequality, unitary operator, dist-estimate.

2017, 24 pages
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

A*

A

ber (A)
Ber (A)
B(H)
B(H)
C*
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D
{en}
H

H2
J

A operatoriiniin adjointi

A operatoriiniin Berezin sembolii

A operatoriiniin Berezin sayisi

A operatoriiniin Berezin kiimesi

H Hilbert uzayindaki lineer sinirli operatorler

H Hilbert uzayimdaki pozitif lineer sinirl operatorler
H kompleks Hilbert uzay: {izerindeki tiim sinirh lineer
operatorler

Birim disk

Ortonormal baz

Fonksiyonel Hilbert uzay:

Hardy uzay1

Pozitif (0, + oo) yari ekseni kaplayan aralik

Uretici cekirdek

Normallestirilmis tiretici ¢ekirdek

Uniter operator

Kompleks sayilarin agik bir kiimesi

A operatoriiniin spektrumu



1. GIRIS

Uretici cekirdek konusu 1950 yilinda ayrmtili olarak Aronszajn tarafindan ele
alinmigtir. Giintimiiz matematiginde ise, yaklagik 1972 yilindan baglayarak agir-
likh olarak Japon matematikgisi Saburou Saitoh iiretici gekirdekler metoduna
sanki yeni bir hayat vererek, bu yéntemi analizde, diferansiyel denklemler ve in-
tegral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda, operatorler teorisinde
ve harmonik analizde uygulayarak ¢ok énemli ve orijinal sonuclar almay1 basar-

nugtir (Saitoh, 1988; 1997).

Uretici cekirdekler kullanilarak tanimlanabilen Berezin sembolleri kavrami ilk
olarak Rus matematikgisi ve fizikgisi Berezin tarafindan verilmigtir (Berezin,
1972; 1974). Berezin, aslinda operatérler igin kovaryant ve kontravaryant sem-
bol kavramlarini vermistir. Daha sonra iiretici ¢ekirdek ve Berezin sembolii
cok sayida matematikcilerin ilgisini ¢ekmis ve bu yonde tnemli sonuglar elde
edilmigtir (Englis, 1994; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Axler ve Zheng, 1998).
Fakat bu konularda ¢ok sayida ¢oziilmemis problemler de vardir (Zhu, 1990;
2007). Berezin semboliiniin operatorler teorisinin geligimindeki rolii oldukga
biiyiiktiir. Bundan dolay1 ilk olarak Nordgren ve Rosenthal tarafindan standart
fonksiyonel Hilbert uzayindaki kompakt operatorlerin karakterizasyonu Berezin
sembolii kullanilarak verilmistir (Nordgren ve Rosenthal, 1994). Kili¢, herhangi
fonksiyonel Hilbert uzayinda iki operatoriin ¢carpiminin Berezin semboliiniin ayr1
ayrl1 Berezin sembollerinin carpimina esit olmasi icin gerekli kosulla-
r1 incelemistir (Kilig, 1995). Bilim ve teknoloji alaninda hizli geligmelere bagh
olarak yeni uygulama arayiglari, Berezin sembolii ile ilgili caligmalarin en et-
kili yiriitiicii kuvveti olmustur. Berezin sembollerinin Bergman uzaylarinda
ve Poisson ¢ekirdeginin Hardy uzaylarinda énemli bir role sahip oldugu iyi bili-
nen bir gercektir. Eger Berezin sembollerinin tanimladig kiimenin, yani Berezin
kiimesinin operatoriin niimerik deger kiimesinin alt kiimesi oldugu dikkate alinir-
sa, bu kavramlarin haberlesme alaninda genis bir uygulamaya sahip oldugu
soylenilebilir. Bunlara ilaveten, elektronlarin Wieck ve anti-Wieck sembollerinin

Berezin sembolleri ile siki bir iligkiye sahip olmasindan dolay1 da yine Berezin



sembollerinin elektronlarin enerji seviyelerinin belirlenmesinde var oldugu goriil-

miistiir (Berezin, 1971).

Hardy esitsizlikleri 1906-1928 yillar1 arasinda geligtirilmis énemli ifadelerdir. Bu
esitsizlikler bircok matematikci tarafindan calisilmig ve gelistirilmistir. 1900 lii
yillarin baginda tartisilmaya baslanan Hilbert esitsizlikleri Hardy esitsizlikleri
ile yakindan ilgilidir. Hardy-Hilbert esitsizlikleri ilk olarak Hardy vd. (1967)
tarafindan verilmistir. Bu esitsizlikler fonksiyon teorisi, analiz ve onlarin uygu-
lamalarini iceren matematigin bir¢ok branginda énemli olmustur (Mitrinovic vd,
1991). Bu esitsizliklerin birgok genellegtirmesi elde edilmistir (Das ve Sahoo,
2010; Krinic ve Pecaric, 2006; Mitrinovic vd., 1991). Hardy-Hilbert esitsizlik-
lerinin integral formlar1 ve operator teorideki uygulamalari Hansen vd, (2010)
ve Kian (2012) in galismalarinda bulunabilir. Hansen Hardy esitsizliginin opera-
tor versiyonunu 1 < p < 2 durumunda H kompleks Hilbert uzay: tizerinde tiim

smirli lineer operatorlerin C*-cebirinde incelenmigtir (Hansen, 2009).
Bu tez calismasi temel olarak asagidaki ana bagliklardan olugsmaktadir:

\/ Berezin sembolii ve zelliklerinin incelenmesi,

+/ Hilbert operatér uzaylar igin Hardy-Hilbert tipli esitsizliklerin ve B (H), u-
zayinda Hardy-Hilbert esitsizliklerinin incelenmesi,

v/ Hardy-Hilbert tipli esitsizlikleri kullanarak iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay-
lar1 tizerindeki self adjoint ve pozitif operatorlerin Berezin sayilar: icin

(ber (f (A)))? < Cber ((f (A))Q) esitsizliginin ispatlanmasi,

/ Uretici cekirdekler teknigi kullanilarak, iiniter operatorlerin kiimesi icin uzak-

lik tahmini {izerinde durulmasa.



2. KAYNAK OZETLERI

Berezin semboliiniin taniminda kullanilan iiretici ¢ekirdek kavrami ilk olarak
Moore tarafindan gekirdegin iiretici 6zellige sahip olmasiyla bahsedilmigtir (Moo-
re, 1916;1935). Daha sonra iiretici gekirdeklerin genel teorisi Aronszajn (1950)
tarafindan ele alinmig ve Schwartz (1964) tarafindan geligtirilmigtir. Aym yil-
larda Krein (1963), farkli baglamda iiretici gekirdeklerin genel teorisini geligtir-

migtir.

Kompleks degerli bir fonksiyon olan Berezin sembolii ise ilk olarak Berezin
tarafindan tammlanmgtir (Berezin, 1972; 1974). Bu kavramin yardimiyla Bere-
zin, kuantum fiziginin ve istatistiksel fizigin énemli operatoérlerinin (Schrédinger
operatorii, Hamilton operatorii, Jacobi operatorii vd.) ozdegerlerinin dagilimi
icin 6nemli sonuclar almistir. Ornegin ilk olarak niikleer operatoriin izini Berezin
sembolii ile ifade etmistir. Ayrica eliptik tipli kismi diferensiyel operatoriin
pozitif 6zdegerlerinin sayisi i¢in de énemli formiiller elde etmistir. Daha sonra
Berezin semboliiniin, operatorler teorisinin i¢ gelisimindeki rolii daha ¢ok ortaya
¢ikmigtir. Bundan dolay1 ilk olarak Nordgren ve Rosenthal, standart fonksi-
yonel Hilbert uzayidaki kompakt operatorlerin karakterizasyonunu Berezin sem-
bolii kullanarak vermiglerdir (Nordgren ve Rosenthal, 1994). Bilindigi gibi har-
monik fonksiyonlarin Berezin sembolleri yardimiyla tasvir edilmesi Englis, Axler
ve Zheng tarafindan ortaya konulmustur ve Berezin semboliiniin giiniimiizde
farkhi alanlarda kullamiligi ve énemi ortaya ¢ikmigtir (Englis, 1994; Axler ve
Zheng, 1998). Bergman uzay: iizerinde operatorlerin kompakt olmasiyla Berezin

doniigiimleri arasindaki iligki analiz edilmistir (Zorboska, 2002).

Berezin kiimesi ve Berezin sayisi ise Karaev tarafindan tammlanmigtir (Karaev,
2006). Uretici ¢ekirdekli Hilbert uzayinda herhangi bir A : H (Q) — H(Q)
operatoriiniin Berezin semboliiniin ¢arpimsal 6zelligi Kilig (1995) tarafindan in-
celenmistir. Yani, her B € B(H (Q)) operatérii i¢in AB = AB olmas: i¢in
gerek ve yeter kogsulun A operatoriiniin ¢arpim operatorii olmasi gerektigini
elde etmistir. Daha sonra, farkl tiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda operator-

lerin garpimsal 6zelligi Berezin sembolleri yardimiyla elde edilmigtir (Karaev ve

3



Giirdal, 2010). Buna ilaveten Hardy ve Bergman uzaylar iizerinde operatorlerin

Berezin sembolleri ile ilgili baz1 problemler aragtirilmigtir (Karaev vd., 2013).

Klasik Hardy esitsizligi ¢, dizi uzaymda negatif olmayan reel sayilarin herhangi

a = (an),>, dizisi i¢in ve p > 1 igin
0 n p o
1 p \’
- < | — 4 2.1
(23] < () S o
n=1 k=1 n=1

1 1 o9
seklinde tammlamir. p > 1, —+ - =1, an, b, > 0icin 0 < > a? < 400 ve
p q n=1

0< Z < 400 saglaniyorsa o zaman,

(2.2)

Mg
NE

3E
§"

3
/_\
M8
\_/

LA
VRS
M8
=

N—————

ve

ool (iern) (sm_> Za (2.3)

esitsizlikleri Hardy-Hilbert esitsizligi olarak adlandirihir (Hardy vd., 1967). Bu
p

esitsizligi saglayan ﬁ ve (si;r— sabitleri en iyi sabitlerdir. Bu esitsizlik-
ler fonksiyon teorisi, analiz ve onlzfrm uygulamalarini iceren matematigin birgok
alaninda 6nemlidir (Mitrinovic vd., 1991). Bu egitsizliklerin bir¢ok genellegtir-
mesi elde edilmistir (Das ve Sahoo, 2010; Krinic ve Pecaric, 2006; Mitrinovic

vd., 1991).
Bu esitsizliklerin integral formlar1 agagidaki gibidir:

p > 1 ve f fonksiyonu (0,+0c0) iizerinde negatif olmayan p-integrallenebilir

fonksiyon ise o zaman

Z éo/xf(t)dt pdxg (ﬁ)pjfp(x)dw

dir.



+00 too
1 1
p>1,—-+-=1f,g>0ve0< /fp(:v)dx<—|—oo,0< /gq(x)dx<+oo
p q

) 0 0
ise o zaman,

18 (o) ([

0

8

Hansen, (2.1) Hardy egitsizliginin operator versiyonunu 1 < p < 2 durumunda
H kompleks Hilbert uzay: iizerinde tiim sinirh lineer operatorlerin C*-cebirinde
incelemistir (Hansen 2009). (2.2) esitsizliginin operator versiyonu ayni zamanda
Hansen vd. (2010) de verilmistir. Bu esitsizliklerin hepsi ve operator teorideki
onlarin degerli uygulamalar: Hansen (2009), Moslehion (2009), Hansen vd (2010)

ve Kian (2012) gibi matematik¢ilerin ¢galigmalarinda bulunabilir.

Ele alinan konularla ilgili literatiirde yeterli sayida calisma olmasina ragmen,
Berezin sembolleri ve iiretici ¢ekirdegin uygulamalar ile ilgili literatiirde ¢cok az

sayida calisma yer almaktadir.



3. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde, tezde kullanilacak olan bazi kavramlara yer verilecektir.

Tanim 3.1. Kompleks  sayilarm  acik  bir €  kiimesi  ii-
zerinde, her A € Q i¢in f — f () lineer fonksiyoneli H uzayinda siirekli olacak
sekilde € kiimesi iizerindeki f fonksiyonlarinin olugturdugu H = H (2) Hilbert
uzayina "fonksiyonel Hilbert uzay1" ya da "iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1" denir

(Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden, A € Q icin f (\) = (f, kx.») olacak sekilde bir
tek ky o € H fonksiyonu vardir. © x 2 kiimesi tizerinde ky ) (2) = k (2, A) ile
tamimlanan bu k fonksiyonuna "H uzaymnm iiretici ¢ekirdegi" denir (Halmos,

1982).
Diger taraftan iiretici cekirdek bazlar yardimiyla asagidaki gibi ifade edilmistir.

Yardimci Teorem 3.2. H fonksiyonel Hilbert uzayinin herhangi ortonormal

baz {e,} olsun. O zaman H uzaymn k iiretici ¢ekirdegi

Fa(2) = k(2,0) = ) en (Ve (2)

n>0

seklinde ifade edilebilir (Stroethoff, 1997).
Simdi iiretici ¢ekirdeklere 6rnek verilecektir.

Ornek 3.3 (Hardy uzay1). D ={z € C : |z| < 1} birim diski tizerinde kareleri
toplanabilen, kompleks katsayilara sahip kuvvet serisi seklinde yazilabilen tiim

analitik fonksiyonlarin olusturdugu uzaya "Hardy uzay1" denir. Yani,

2
< o

kosulunu saglayan H? = H? (D) uzayma klasik Hardy uzay1 denir. H? uzaymda

ig qarpm f (=) = 3 F(n) 2" ve g (2) = £ 5(n) =" icin (£.) = = F ()7 (n)

TR TR o0



ile  tanimlanir. f(z) = i f(n)z"  vektoriiniin  normu
n=0
X~ 2
1l = (Z\ﬂm( )
n=0

f (2) analitik _fonksiyonunun n inci Taylor katsayisidir (Rosenblum ve Rovnyak,

1985; Martinez-Avendano ve Rosenthal, 2007).

seklinde olup, burada J?(n) = f(0) /(n!) degeri

H? (D) Hardy uzay1, {z" : n > 0} ortonormal bazina sahip oldugundan bu uza-

yin iiretici ¢ekirdegi her A\, z € I i¢in

kg2 (2) = Zen—()\)en (2) = Nan

dir. Bu ¢ekirdege ayni zamanda "Szegt ¢ekirdegi" de denir (Stroethoff, 1997).

Tanim 3.4. H uzay1 € kiimesi iizerinde /k\zw A normallestirilmis iiretici cekirdege
sahip fonksiyonel Hilbert uzay: ve A bu uzayda lineer sinirli operator olsun. Bu

durumda

AW = (ki Fa)

seklinde tanimlanan A fonksiyonuna A operatoriiniin Berezin sembolii denir

(Berezin, 1972).

Tanmim 3.5. k, iiretici ¢ekirdegine sahip, bog olmayan bir ) kiimesi iizerindeki
kompleks degerli fonksiyonlarin H = H (2) fonksiyonel Hilbert uzay1 iizerinde

sinirl lineer bir A operatoriiniin "Berezin kiimesi" ve "Berezin sayis1", sirasiyla,
Ber (A) = Range (ﬁ) = {E(A) TN E Q} ve ber (A) = sup{‘ﬁ()\)’ tAE Q}

ifadeleriyle tamimlanir (Karaev, 2006). Ayrica niimerik deger ve niimerik yarigap
da sirasiyla,

Ber(A) c W(A) = {(Az, ) : ||z||,, = 1}

ve

ber (A) < w(A) = sup {[(Az, z)| : [[z[|;, = 1}

7



seklinde tanimlanir.
Asagida Berezin semboliiniin baz1 temel 6zellikleri verilmistir (Kili¢, 1994).

1. A pozitif operator ise o zaman A pozitif fonksiyondur.

A0 = (A )| < [45ns] [s
< AN |[Fara | [ = 141 (1 € )

oldugundan A Berezin sembolii sinirh bir fonksiyondur.

3. A* adjoint operatoriiniin Berezin sembolii, Anm kompleks eslenigine egittir.

Yani

A () = <A*EH,A,§H,A> - @H,A,AEH,Q e <AEH,A,EH,A> T
dir.

4. Her A € Qicin A (A\) = B(\) olmasi igin gerek ve yeter kogul, A = B ol-

masidir.

Tanim 3.6. Analiz ve diferansiyel denklemlerin uygulanabilir esitsizliklerinden
biri olan Hardy esitsizligi, p > 1, {a,} -, pozitif reel sayilar ve
0< >, ab < oo, olmak iizere
0 n p o
1 p \’
- < (£ P
; (” ;ak> - (p— 1) 2

p
seklinde tanimlanir. Bu esitsizlik kesindir, yani; (Ll sabiti bu saglayan
p

igeren en kiiciik sayidir. Bu esitsizliginin integral formu agagidaki gibidir:

p > 1, f, (0,00) arahiginda negatif olmayan ve p-integrallenebilir bir fonksiyon

[ [owaffas () [rera

8

olmak iizere,



seklinde ifade edilir.

1 1
Tamum 3.7.p > 1, —+ = =1, a,, b, > 0 olmak tizere 0 < >.°° a? < 0o ve
p q

(£)

seklinde taniml esitsizlik Hardy-Hilbert egitsizligi olarak adlandirihir. Bu esitsiz-

0<> 2 bl <ooise

3=

n=1 m=1

Syt ()

liginin integral formu:

1 1
p>1—+——1fg>0ve()<f0 (z)Pdz < 00, 0 < [ g(x)%dz < oo,
q

olmak iizere

seklindedir.  Genellegtirilmis hali ise 2 — min{p,q} < s < 2 araliginda,
Li=2RB <p+;_2 M) ve B(u,v) bir S-fonksiyon olmak iizere,

p 7 g
1
oo q
1-s14q
(E n bn)
n=1
o)

in(sl)(pl) <Z ﬁ) < lem1 s
n=1

D=

S8ty <0 (S )

nlml

ve

seklinde ifade edilir (Yang, 2006).

Teorem. 3.8. 1 < p < 2 bir reel say1 ve f fonksiyonu, (0, c0) araligindan B(H)
uzaymnin tiim pozitif operatorlerinin kiimesi olan B(H ). kiimesine tanimli olsun.

Bu durumda zayif 6lciilebilir doniigtim olan

/ " fapds



integrali A uzayinda smirl lineer operator olarak tanimlansin. Boylece

/OOO (i /jf(ﬂdt)pd:c < (ﬁ)p/om ) de

p
(%) sabit olmak iizere egitsizligi saglanir.
p —

Teorem 3.9. f, g fonksiyonlar1 J araliginda tanimlh siirekli fonksiyonlar ve
fyg > 0olsun. Her A, B € B(H); operatorleri ve her z,y € H birim vektorleri

1 1
icin, p > 1, — + — = 1 olmak tizere,
p q

F(AYg(AYr, 7) + 5 (F(A)z, ) {g(Bly.v)

(F(A)y,0) (9B, ) + § (BBl v)

@ ((F(AY + F(BY)>(g(A)" + g(B))iz,x)

—~

1
2
_l’_

AN
W

dir.

Sonug 3.10. f ve g fonksiyonlar1 J araliginda tanimh ve f,g > 0 ise, her A

kendine es operator ve her x € H birim vektorii igin

3

(A1) (A1) < 3 (2= 2) (gl )2,2)

dir.

Sonug 3.11. f ve g fonksiyonlar1 J araliginda tanimh siirekli fonksiyonlar ve

f,g > 0olsun. Her A, B € B(H); operatorleri ve her z,y € H birim vektorleri

icin,
% (F(A)g(A)z, z) + % (f(A)x, x) {9(B)y,y)
+% (f (A)y,y) (g(B)z, z) + }1 (f(B)g(B)y,y)
< 7 {(FA7 + (B} (a(AP + 9(BY) .
dir.
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Teorem 3.12. f ve g fonksiyonlar1 J araliginda tanimlanmas siirekli fonksiyonlar

ve f, g > 0olsun. Her A, B € B(H), operatorleri ve her x,y € H birim vektorleri

icin,
LB (F5,2) + L (B} ().
3 (B} (9(A), ) + 7 9By (9(A)a, )
< nter AU B+ a(B)Y oy ) (FAY + g(AP) e, 2)
dir.

f ve g fonksiyonlarinin konveks olmasi durumunda asagidaki teoreme ulagilir:

1 1
Teorem 3.13. f, g : J — [0, 00) konveks fonksiyonlar ve p, ¢ > 1igin —4+— =1
p q

olsun. Her A, B € B(H); operatorleri ve her z,y birim vektorleri igin,

%f(<Ax )g((Az, 2)) + 3 (A2, 2))g( By, )

+§ ONIBY.) + 1 BBy,

< s (S B + ) + (B )
dir.

1 1
Yardimci Teorem 3.14. a, b > 0,0 < a <1vep,qg>106yleki —+ - =1 i¢gin
P q
1

P propar
ab<a—+b—<(a +b—) dir. (r > 1)
p q p q

1 1
Sonug 3.15. f, g : J — [0, 00) konveks fonksiyonlar ve p, ¢ > 1i¢in —+— =1
p q

olsun. Buradan her A € B(H);, operatorii ve her z birim vektorii igin

2 7 (2, 2, e
itz g () < T (2 papa) + 2 oayea))

elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Hardy-Hilbert Esitsizligi ve Berezin Sayilar1 Icin Kuvvet
Esitsizligi

Bu boliimde sayilar icin Hardy ve Hardy-tipli esitsizlikleri iceren bazi klasik egit-
sizliklerin operator benzerleri verilmistir. Uretici cekirdekli Hilbert uzaylarinda
kendine eg ve pozitif operatorlerin Berezin sayilar: i¢in baz ters kuvvet esitsiz-
liklerini ispatlamak amaciyla bu esitsizliklerin operator formlarr uygulanmistar.

Yani, baz1 C' > 1 sabitleri igin

(ber (f (A))* < Cber ((f (A))%)

esitsizligi ispatlanmigtir. Aym zamanda U, H = H () iizerinde iiretici gekir-
dekli Hilbert uzay: iizerinde tiim iiniter operatorlerin kiimesi ve H (2) tizerindeki
A operatorii igin dist (A,U) ifadesinin tahmini hesabi igin iiretici ¢ekirdekler

teknigi kullanilmigtir.
4.1.1 Hardy-Hilbert esitsizligi ve Berezin sayisi

Bu kisimda, H (2) iiretici ¢gekirdekli Hilbert uzayimda kendine eg operatorler igin
Hardy-Hilbert egitsizliginin benzeri ispatlanmis ve onun kuvvetlerinin Berezin
sayisinin hesaplanmasindaki tahmini i¢in bu teknik uygulanmigtir. Tim n > 1

tam sayilari i¢in

w (A") < (w (A))"

iyi bilinen durumu hatirlayalim (Halmos, 1982). Bununla birlikte, n > 2 igin
ber (A") < (ber (A))"

literatiirde bilinmeyen benzer esitsizligi ifade edebiliriz. Burada agik soru alttaki

gibidir: Berezin sayis1 i¢in
(ber (A))" < C (ber (A™)), n > 1, (4.1)
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ters kuvvet esitsizligi saglanacak sekilde C' = C'(n) > 1 sabiti mevcut mudur?

Burada n = 2 degeri ve H (€2) uzay iizerindeki baz pozitif A operatorleri igin
(4.1) esitsizligini ispatlayarak daha sonraki soru kismen ¢oziimlenmistir. Bunun

i¢in temelde Kian (2002) nin makalesindeki bazi argiimanlar kullanilmigtir.

Bunu takiben pozitif (0, +00) yari ekseni kapsayan aralik J ile tanimlanmigtir.

Ayni zamanda, Al skaler operatorii i¢in A notasyonu kullanilmigtir.

Yardimci Teorem 4.1.1. f, g fonksiyonlar1 J araliginda taniml siirekli fonksi-
1 1

yonlar ve f,g > 0 olsun. Eger p > 1, — + — = 1, ise o zaman J de spektrumlar
p q

kapsayan herhangi kendine es A, B € B (H) operatorleri ve her A, pu € €2 igin,

IN

dir.

Ispat. (2.2) esitsizliginde her n > 3 igin a, = 0, b, = 0 alahm. a,,b, > 0
oldugu i¢in (2.2) Hardy-Hilbert esitsizliginden

a1b1 a1b2 a2b1 a/2b2 s

2T T T ()

(af + ab)'/" (b] + b9)"/". (4.2)

p

elde edilir. z,y € J olsun. Her x,y € J icin f, g > 0 oldugu gozoniine alindiginda

(4.2) esitsizliginde a1 = f(x), aa = f (y), b1 = g (x) ve by = ¢ (y) alimursa,

f@)g(x) f@)gly)  fwalx) [y gy)

R T T
™
< (P@ ) (" (@) + 9" ()" (4.3)
sin (X
()
olur. Bir A  kendine es  operatorii  siirekli  fonksiyo-

nellerin simifina gore fonksiyonel hesaplamalar: uygulanarak ve (4.3) esitsizligi
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kullanilarak

elde edilir. Buradan her A € Q2 ve y € J igin

(A)g (A )kHAakHA>+;g (y) <f kH,Au]%H,)\>+

f
[y >< (A )kHA,kHA>+M

() (2 (4) + 12 @D (67 (A) + g7 () g, e

olarak yazilir. Kendine es B operatoriine bir kez daha fonksiyonel igslemler uygu-

1
2
_l’_

IN

layarak,

S0 (A) ) + 57 CA) () g (B) + 59 () () £ (B) + § (f9) (B)
- ) (7 (A) + 2 (BN (g (A) + g (B)Y] (A,

sin <E
p

elde edilir. Bu da her A\, u € Q ve J araliginda spektrumlar:1 bulunan herhangi

IN

A, B € H () kendine es operatorleri igin

S5 (A0 (4) () + 5 F (A () g (B) () + 5 F(B) () 9 (4) (N) +

—_—

+1F (B9 (B) ()
— 7@ (P )+ B @@+ B (. 44

IN

oldugunu gosterir. Buradan, yardimci teorem ispatlanmig olur.

Sonug 4.1.2. J araliginda spekrumlar: bulunan herhangi pozitif A € B (H) ope-
ratorii icin

3T

(ber (£ (A)))? < (T - 2) ber (2 (4))
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dir.

ispat. Yardimci1 Teoremde 4.1.1 de A operatorii ile B ve A ile p yer degistirerek
1 1

ve — + — = 1 gergegini kullanarak (4.4) esitsiliginden
b q

S (Fw) s | -3 Fw

elde edilir. Dolayisiyla her A € (.i¢in

(W) < |- F

—~— —~—

2
dir. ( 7 (A) (A)) > 0 ve f2(A) (\) > 0 oldugundan, bu esitsizlik bize o (A) C .J
spektrumlu H (2) iizerinde herhangi A operatorii igin pozitif operatorii ve A nin

spektrumu igin,

(s 77000 < [ -2 s T .

AeQ

veya denk olarak

(ber (f (4)))* <

N
—
w
N
|
;n
on
@

]
—~
s

I\
—~
s
=

esitsizligini verir. Bu da sonucu ispatlar.
Genelde AB #* AB olduguna dikkat etmemiz gerekir.

Sonug 4.1.3. 0 (A) C J ozelligine sahip her pozitif A operatorii i¢in

(e (7 () < (37— 3 ) br (17 (41

dir.
Simdi (2.2) Hardy-Hilbert esitsizliginin

m=1
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denk formunu diigiinerek pozitif operatorlerin Berezin sayisi i¢in ters esitsizligi
ispatlayacagiz. Bu kisimdaki temel sonucumuz bir sonraki teoremde verilen

esitsizlik olup Sonug 4.1.3 den daha keskin tahmini vermistir.

Teorem 4.1.4. f fonksiyonu bir J araligi iizerinde tanimli negatif olmayan
siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman J de spektrumlar: iceren herhangi pozitif

A € B(H (Q)) operatérii igin

1672 — 77
<z

(ber (f (A4)))" < ————ber (*(4))

dir.

Ispat. Hardy-Hilbert esitsizliginde p = 2 icin (2.3) esitsizliginden

ay ag\ 2 (051 as\? 2/ 2 2
(5—1—?) +<§+Z) <T (a1+a2). (4.5)

dir. z,y € J olsun. f fonksiyonu J iizerinde siirekli pozitif fonksiyon oldugundan

(4.5) egitsizliginde a; = f (x) ve ay = f (y) alinarak

(f(;) *@): (f:(),x) + @)2 <7 (P @)+ (),

elde ederiz ve buradan

S @) 4 S f @) W)+ W) <7 (P @) (46)

olur. Bu sebeple Yardimc1 Teorem 4.1.1 in ispatinda oldugu gibi (4.6) esitsiz-

liginde fonksiyonel iglemler yapilirsa

P (A) + S F ) F(A) e P (0) < 7 (P () + ().

olur ve bundan dolay1 her A € 2 i¢in

<7T2

% <f2 (4) /ACH,,\, I%H,)\> + %f (y) <f (A) ffH,/\v ]%H,/\> + %Jd (y)
({2 A brer e ) + 12 ()
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dir. A ya fonksiyonel iglemler uygulanirsa

13 —— 1 —>= 25

PV ) + 5T () ) £ (A) + oo (4) < 7 (F2(A) () + 2 (4))

esitsizligi elde edilir. Buradan her \ € € i¢in

25/\_/ —~—

(F M)+ 2 () () < 20272 () ()

13 o T 1
/2D M+3

olur. Boylece her A € Q i¢in

() <2 (Farw)
dir. Bu esitsizlik

1672 — 77
< —

g ber (£ (4))") (= 1.121bex (1 (4)

(ber (f (4)))*

esitsizligini ifade etmektedir. Boylece teorem ispatlanmig olur.
4.1.2. Uniter operatorlerin kiimesi i¢in uzaklik tahmini

H Hilbert uzay1 tizerindeki iiniter operatorlerin biiziisen tersler ile tersinebilir
biiziigmeler tarafindan karakterize edildigi ¢ok iyi bilinmektedir (Stampfli, 1967).
Yani A ile ilgili olarak [|A|| <1 ve ||[A7Y <1 dur.

Genelde eger A € B (H) tersinebilir ise ozaman
(hﬂALO:nmxﬂMH—Ll—WT”r?

dir. Burada U := {U € B(H) : U iiniter} kiimesi H uzay1 iizerinde her iiniter
operatorlerin kiimesidir. Ayni zamanda bu formiiliin ispatindan sunu elde ede-
biliriz: Eger A € B(H) operatorii bazi r > 1 igin ||A|| < r ve [|[A7Y < r

kosulunu saglayan bir tersinebilir operatér ise o zaman
[A-Ul|<r—1 (4.7)
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olacak gekilde U € B (H) iiniter operatorii mevcuttur.

Burada H = H (2) olmas1 durumunda dist (A,U) igin (4.7) esitsizligine ben-

zeyen bir tahmin verilmistir.

Teorem 4.1.5. r > 1 ve
1 1
1) XA=AX =7l (yada, X <—A) = <—A) X =1
r r
2)
~ 2 ~ 2
sup (HA*/{?H’)\H + HXkH’AH ) < 2r (48)
AEQ
kogullarini saglayan bir X := X4 operatorii mevcut olacak sekilde A : 'H (2) —
H (Q) tammh bir operator olsun. O zaman dist (A,U) < /r — 1 dir.

Ispat. AX = XA = r] oldugundan, her X € Q icin

H(A*—X)%WH2 _ <(A*—X)%H,A,(A*—X)EW>
2

N 2 B Py
= ||A"kua|| + || XFEr —<A*kH,,\,X7€H,A>—

- <XEH,/\, A*/k\H,A>
2 2 e .

= AT + | XFrn| - </<;H,A,AX/<:H,A> -
- <AX/];H,A>/];H,A>

~ 2 ~ 2
= |[A%kp || + || Xknal| —2r <0 ((4.8) kosulundan),

k
olup, bu da (A* — X) ||k?::\\H

0 dir (her A € Q igin ||kp.»|| # 0 oldugundan). Ayrica span{ky,: A€ Q} =
H (2) oldugu i¢in X = A* sonucuna varilir. Bundan dolay1 AA* = A*A =rl ve
4) A A(Ay I oldugu i¢in bu da bize A nin tiniter oldugunu
) o 2 2) = 7e —
Vi) e\ o vr :

verir. O zaman

= 0 oldugunu yani her A € Qicin (A* — X) ky ) =

A4
\/;

= r—l

-

[ = -

esitsizligi elde edilir ki bunun anlami dist (A,U) , yani,

<ol =7
dist (A,U) < /r — 1 demektir. O halde teorem ispatlanmig olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez calismasinda, iiretici cekirdekli Hilbert uzay-
larinda Hardy-Hilbert egitsizlikleri kullanilarak self-adjoint ve pozitif operator-
lerin Berezin sayisi igin yeni tipli esitsizlikler elde edilmigtir. Ayrica, iiretici
¢ekirdekler metodu yardimiyla tiretici gekirdekli Hilbert uzayinda herhangi bir
operator ile iiniter operatorlerin kiimesi arasinda uzaklik kavrami tahmin edil-

meye caligilmigtir.
Bu calismanin devamu olarak diisiiniilen bir kag 6neri vardir:

1. Literatiirde ters niimerik yaricap ile ilgili esitsizlikler pek fazla bilinmemekte-
dir. Acaba Hardy ve Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler kullanilarak ters niimerik

yaricap esitsizlikleri elde edilebilir mi?

2. Hardy ve Hardy-Hilbert esitsizlikleri yardimiyla Berezin sayisi icin farkh tip

esitsizlikler elde edilebilir mi?
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