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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis olan simgelerden bazilar1 asagida agiklamalar1 ile birlikte

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

I, x tarafindan tretilen ideal

B, x tarafindan tretilen band

x*t x’in pozitif kismi

x~ x’in negatif kismi1

Z(E) Merkez operatorlerin kiimesi

Orth(E) E tizerinde tanimli orthomorfizmler
L(E,F) Operatdrlerin Riesz uzay1

L,(E,F) Sira siirli operatorler uzay1

X Tx Supremumu x olan yukar1 yonlendirilmis ag
xXg 1 x Infimumu x olan asag1 yonlendirilmis ag
A4 A kiimesinin dik tiimleyeni

[x] x’in modiilii

|T| T operatdriiniin modiilii

xVy X ile y nin supremumu

XAy X ile y nin infimumu

E~ E nin sira sinirh duali

Ey, E nin sira siirekli duali

Ny T nin sifir ideali

Cr T nin tastyicisi

Cla,b] [a,b] lizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzay1
A Sinirh diziler uzay1

I° I nin polari

ALlB Birbirine dik kiimeler

T T nin adjointi

P(E) E tizerinde band projeksiyonlar

E~~ E nin sira siirl biduali



Simgeler

(E7)n
EQF

Aciklamalar

E nin sira strekli biduali

E ile F nin tensor ¢arpimi






1. GIRIS

A Riesz uzay1 ve cebir olsun. Eger her x,y € A* i¢in xy € A™ oluyorsa A ya Riesz cebiri

denir. A Riesz cebiri olmak tizere,

ehera,be Ave0<c€Aicin c(avb)=caVcbve(aVb)c=acV bc sartlar1
saglaniyorsa A ya d —cebiri,

e hera,b € Aigina Ab = 0 iken ab = 0 sartin1 sagliyorsa A ye hemen hemen f—cebiri,

e hera,b € Aveherc € A*igin a Ab = 0iken (ac) Ab = (ca) A b = 0 sartin1 sagliyorsa

A ya f—cebiri denir.
Huijsmans ve Bernau f -cebirleri, hemen hemen f-cebirleri ve d —cebirlerinin iligkilerini
incelemislerdir[4]. Her f -cebirinin hemen hemen f -cebiri ve d —cebiri, yar1 asal veya
birimli Arsimedyan hemen hemen f—cebirinin (d —cebirinin) f—cebiri oldugunu

gostermislerdir.

Huijsmans Riesz cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremi tizerine ¢alisma yapmistir ve Gelfand

Mazur teoremini Riesz cebirlerinde asagidaki bigimde sormustur.

“A reel Riesz cebiri ve e > 0 birim elemani olmak {izere eger sifirdan farkli her elemanin

tersi varsa A, R ye Riesz ve cebir izomorfik midir?”
Huijsmans Riesz cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini asagidaki bi¢imde vermistir[21].

“A reel Arsimedyan Riesz cebiri ve e > 0 birim elemant olsun. Her pozitif elemanin tersi

var ve tersi pozitif ise 4, R ye Riesz ve cebir izomorfiktir.”
Ayrica yine f -cebirlerinde Gelfand-Mazur teoremini asagidaki gibi ispatlamistir[21].

“A Arsimedyan f—cebiri ve e > 0 birim eleman1 olsun. Her pozitif elemanin tersi var ise A4,

R ye Riesz ve cebir izomorfiktir.”



Scheffold f —cebirleri yerine type-1 cebir kavramini tanitmis ve bu cebir yapisi igin cevabin
olumlu oldugunu ispatlamistir[27]. Uyar Gelfand-Mazur teoreminin f —cebirleri iizerinde
saglandigini ters elemanin pozitif 6zelligini kullanmayip farkli bir yolla ispatlamistir[25].
Ercan ve Onal herhangi bir Riesz cebirinde cevabin negatif oldugunu bir ornekle
gosterdiler[19].

A Arsimedyan Riesz cebiri olsun. Hera,b € A,f € A~ ve F,G € A™" i¢in

AXA™ - A~
(a.f) = f.a : (f.a)(b) = f(ab)

AT X AT - A7
(F.f)-F.f : (F.f)(a)=F(f.a)

A XA = A
(F,G)>F.G : F.G(f)=F(G.f)

bi¢ciminde tic adimda A~ iizerinde bir carpma tanimlanabilir ve bu ¢arpmaya Arens ¢arpimi

denir.

Huijsmans ve Pagter de Arsimedyan f—cebirlerinin sira siirekli bidualinin f—cebiri oldugunu
gosterdiler[5]. Huijsmans Arsimedyan f—cebirlerinin sira bidualinin f—cebiri oldugunu
gosterdi[20]. Bernau ve Huijsmans hemen hemen  f—cebirlerinin sira biduallerinin ve sira
stirekli biduallerinin de hemen hemen f—cebiri oldugunu gosterdiler[18]. Yine ayni
makalelerde d —cebirlerinin sira siirekli bidualinin de d —cebiri oldugu ve pozitif kare

ozelligine sahip d —cebirinin sira bidualinin de d —cebiri oldugunu ispatladilar.
A f—cebiri ve E Riesz uzayi olsun. Eger A X E - E, (a,x) — a.x donlisimii var ve
i) E, A lizerinde sol modiil

ii)Hera € At veherx € ET igina.x € E*

iii)Herx,y e Evehera€ Aiginx L yikena.x Ly



sartlarindan 1) ve ii) sagliyorsa E ye A {lizerinde o-modiil (order modiil) denir. Eger 1), ii) ve
iii) sartlarin1 sagliyorsa E ye A {izerinde sol f—modiil denir. Sag f—modiil tanim1 da benzer
sekilde yapilir. Sol veya sag f—modiliine kisaca f—modiilii denir. Burada A birimli
(e > 0) ve f—modiilii olmak {izere

iv) Her x € E iginex = x

sartin1 sagliyorsa E ye A iizerinde birimli f—modiil denir.

f—modiil tanimini ilk olarak [26] W.A.J. Luxemburg vermistir. E, A iizerinde f—modiil ise

p:A—- Orth(E)

a-pla)=mn, : m,(x)=ax

bigiminde taniml1 p doniisiimii Riesz ve cebir homomorfizmdir. Karsiti

p:A— Orth(E)

a-pla)=mn, : mu(x)=ax

bi¢iminde tamimlanan Riesz ve cebir homomorfizm varsa AXE - E, (a,x) - a.x

doniisiimii ile E, A iizerinde f—modiilidiir[7]. E, A lizerinde f—modiil olsun.

Bu durumda

AXE™ > E~
(a,f) - f.a : (f.a)(b) = f(ab)

EXE™ > A~
x>0 f) P& f)a) = flax)

(A)y XE~ > E~
(F,f)>Fof : Fof(x)=F@(x[))

adimlari ile birlikte E~, (A7), lizerinde f—modiilidiir.



Bu tezde ikinci bolimde c¢alisma boyunca kullanilan bazi temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Ucgiincii bolimde b —cebiri tanimini1 verilerek bazi temel dzellikleri elde edilmistir. Ayrica
b —cebirlerinin yukarda verdigimiz hemen hemen f—cebiri, d —cebiri ve f—cebiri ile iligkisi
orneklerle agiklanmistir. Pozitif kare 6zelligine sahip b —cebirinin hemen hemen f—cebiri
oldugu gosterilmistir. Son olarak b —cebirlerinin sira bidualeri ve sira siirekli bidualleri
incelenmistir. b —cebirlerinin sira stirekli bidualinin de Arens ¢arpimiyla b —cebiri oldugu,

pozitif kare 6zelligine sahip b —cebirinin sira bidualinin de b —cebiri oldugu ispatlanmistir.

Doérdiinci  bolimde  E~ nin (A7), lzerinde f-olmasindan elde edilen
n: (A7)y, = Orth(E™) Arens homomorfizminin bazi 6zellikleri incelenmistir. Bu elde
edilenlerin sonucu olarak f-modiillerinde sira idealler ile altmodiiller arasindaki iliski

verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Riesz Uzaylan

2.1.1. Tanim

(E,<) swrali bir kiime olmak tizere, her x,y € E i¢in xV y(sup{x,y}) €E ve
x Ay(inf{x,y}) € E ise E kiimesine 6rgii denir [1].

2.1.2. Tanim

(E, <) orgii olsun. E’nin en kii¢iikk eleman1 varsa buna sifir (null) eleman denir ve 8 ile
gosterilir. E’nin en biiylik elemani varsa buna birim (unit) elaman denir ve e veya I ile

gosterilir [1].

2.1.3.Tanim

E reel vektor uzay1 ve tizerindeki siralama bagintisi “<” olmak tiizere, her x,y,z € E ve her

a € R* i¢in x < y iken,

x+z<y+zveax < ay

kosullarini saglayan E uzayma sirali vektor uzayr denir. E sirali vektor uzaymin x > 0
bagintisini saglayan elemanlarina pozitif eleman, E* = {x € A : x > 0 } kiimesine de E'nin

pozitif kism1 denir [1].

2.1.1. Teorem

E siral1 vektor uzay1 ve M C E alt vektor uzayi ise E den gelen siralama ile M sirali alt vektor

uzayidir [1].



2.1.4. Tanim

E sirali vektor uzayr olmak tiizere her x,y € E igin x Vy € E veya x Ay € E oluyorsa E

uzayina Riesz uzay1 denir [1].

2.1.5. Tanim

E Riesz uzay: lizerinde bir norm verilsin. Her x,y € E igin

lxI < Iyl = lixll < Iyl

sartin1 sagliyorsa E' ye normlu orgili denir. Bu norma gore tam ise E ye Banach orgiisii denir

[4].
2.1.6. Tanim

E Riesz uzay1 ve M C E alt vektor uzay1 olsun. Her x,y € M i¢in xvy € M veya xny € M

oluyorsa M ye E nin Riesz alt vektor uzayi denir [1].

Ornek

i) R™ kiimesi her x, y € R"igin

x<y & Vi=123,..,nicinx; <Yy;

siralamasi ile Riesz uzayidir [1].

i) (2, 7) topolojik uzay olmak tizere C(2) = {f| f : 2 — R siirekli fonksiyon} kiimesi

f<g © Vxeigin f(x) < gx)

siralamast ile birlikte Riesz uzayidir [1].
iii) (X, Y, w) 6l¢ii uzay olmak iizere gergel degerli, u dlgiilebilir ve [|f|Pdu < oo dzelligine
sahip L, (1) (0 < p < =) uzayz, her f, g € L,(u) igin



f<g & hemenherxicinf(x)<g(x)

siralamasi ile Riesz uzayidir.

iV) F ={f: f:R > R fonksiyonu Vx € Ricinam € R 3 f(x) = mx } € R¥ ailesi
fonksiyonlarin toplama, skalerler ¢arpma ve noktasal siralama ile siralt vektor uzayidir.
Fakat Riesz uzay1 degildir.

V) M ={f : f:R - Rtiirevienebilen fonk.} ailesi sirali vektor uzayidir. Fakat Riesz

uzayi degildir.

2.1.7. Tanim

Bir Riesz uzayinin bostan farkli ve tistten sinirli her alt kiimesinin supremumu veya bostan
farkl ve alttan sinirli her alt kiimesinin infimumu varsa bu uzaya Dedekind tam Riesz uzayi

denir [1].

2.1.8. Tanim

Bir Riesz uzaymin bostan farkli ve iistten sinirli sayilabilir her alt kiimesinin supremumu
veya bostan farkli ve alttan sinirli sayilabilir her alt kiimesinin infimumu varsa bu uzaya
o —Dedekind tam Riesz uzay1 denir [1].

2.1.2. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve x,y, z € E olmak iizere,

Dxvy=—[()A(=y]vexny =—-[(=x) Vv (=y)]

) x+y=xAy)+(xVy)

A x+vz)=x+y)vVx+z)vex+(yYAz)=(x+y)A(x+2)
) A=20AER)iginA(xVYy) =AxVAyved(x Ay) =Ax ALy

onermeleri dogrudur [1].



2.1.9. Tanim

E Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere,

i) x* = x v 0 elemanina x'in pozitif kismi

i) x~ = (—x) Vv 0 elemanina x'in negatif kismi

iii) |x| = x V (—x) elemanina x'in modiilii (mutlak degeri) denir [1].
2.1.3. Teorem

E Riesz uzayi ve x € E olmak lizere,

i) x=xT—x"

i) |x| =x*+x~

i) x*Ax™ =0

onermeleri dogrudur, ayricax =y —zvey Az =0isey = x* ve z = x~ dir [1].
2.1.4 Teorem

E sirali vektor uzayi olsun.

i) E Riesz uzayidir.

ii)Herx € Eiginx*™ € E

i) Herx e Eiginx™ € E

iv) Her x € E i¢in |x| € E

onermeleri denktir [1].

2.1.5. Teorem

E Riesz uzay1 ve x,y € E olmak {izere,



) xVy=(x+y+lx—y)vexny == (x+y—lx—yl
i) [x=yl=(xVvy)-(xAy)

i) x| v Iyl = (x+yl+|x =y

iv) x| Alyl = |lx +yl = lx = yl|

onermeleri dogrudur [1].
2.1.6. Teorem

E Riesz uzay1 ve x,y, z € E olmak lizere,

i) x| = [yl < lx + I < |x| + |yl
i) [xvVz—yvz|<|x—y|lvel|lxAz—yAz| <|x—y|
iii) Egerx,y,z=>0isexA(y+2z) < (xAy)+ (xA2)

esitsizlikleri saglanir [1].
2.1.10. Tanim
E Riesz uzayi ve M, N € E olmak lizere,

i) Mt ={xT:xeM}

)M~ ={x":x € M}

i) M| ={|x|:xeM}

iV)z€EE, zVM = {zVx:x €M}
VIZEE,zAM={zAx:x €M}
ViIMVN={xVy:x€eM, yeN}
VI)MAN={xAy:x€M, ye N}

bi¢iminde tanimlanir [1].
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2.1.7. Teorem

E bir Riesz uzay1 ve @ # M C E olsun. Eger supM var ise her x € E igin sup(xAM) var ve

sup(x AM) = x A supM

dir. Eger infM var ise her x € E i¢in inf (x vV M) var ve inf (x VM) = x VinfM dir [1].

2.1.11. Tanim

E Riesz uzay1 ve x,y € E olsun. Eger |x| A |y| = 0 ise x ile y birbirine diktir denir ve bu

durum x L y bigiminde gosterilir [1].

@ #+ M C E olmak iizere, M* = {x € E : Her y € M icinx 1 y } kiimesine M kiimesinin
dik timleyeni denir. M, N € E alindiginda her x € M ve her y € N i¢in x L y oluyorsa M
ile N kiimeleri birbirine diktir denir ve M L N bigiminde gosterilir [1].

2.1.12. Tanim

(x1), E Riesz uzayinda bir ag olmak lizere her x4, xs € (x) icin E deki siralamaya gore
Xq < X, Ve Xg < X, olacak sekilde bir x,, € (x;) varsa (x;) ag1 yukari yonlendirilmis denir
ve x; T seklinde gosterilir. x; T ve sup(x;) = x eleman1 E i¢inde varsa x; T x bi¢iminde

gosterilir [1].

Benzer sekilde her x4, xz € (x3) icin E’daki siralamaya gorex, < x, Ve x, < xz olacak
sekilde x, € (x;) varsa (xy) ag1asag yonlendirilmistir denir ve x; | seklinde gosterilir.
x; | ve inf(x;) =y eleman E iginde varsa x; | y bigiminde gosterilir. (x;) ag1 yerine
herhangi bir M € E alt kiimesi alindiginda, M Tve supM = x E iginde varsa M T x
bi¢iminde gosterilir. M | ve infM =y E iginde varsa M | y bi¢iminde gosterilir [1].
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2.1.13. Tanim

E Riesz uzayinda her x € ET i¢in n € N olmak iizere %x l 0ise E ye Arsimedyan

(Archimedian) Riesz uzay1 denir [1].
2.1.14. Tanim

E Riesz uzayi olsun. [x,y] = {z € E : x < z < y } kiimesine sirali aralik, M € E i¢in M C
[x, ¥] olacak sekilde x,y € E varsa M ye sira smirli kiime denir [1].
2.1.8. Teorem

E Riesz uzayi olsun ve M € E olmak tizere, M nin sira sinirl olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosul M € [—x, x] olacak sekilde en az bir x € E* elemaninin var olmasidir.
2.1.15. Tanim

E Riesz uzayi1ve I € E olsun. Her y € E ve x € I i¢in |y| < |x| iken y € I oluyorsal ya

solid kiime, I alt uzay ve solid ise I ya E iginde (sira) ideal denir [1].

@ # M < E olsun. M yi kapsayan en kiigiik ideale M nin tirettigi ideal denir ve M kiimesinin

irettigi ideal Iy, ile gosterilir ve

n
Iy =3{x€E: Ix;, X3, ..., Xq € M, A1, A5, ..., A, ERT 3 |x] sZAilxil ,neN}
i=1

dir. Burada M = {x} alinwrsa I, = { y € E : 31 € R*,|y| < A|x| } dir. Her bir sira idealin

bir Riesz alt uzay1 oldugu asikardir.
2.1.9. Teorem

E Riesz uzayi olsun. I ve J, E de ideal ise I nJ ve I + ] E de idealdir [1].
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2.1.16. Tanim

E Riesz uzay1 ve B, E de ideal olsun. Her M € B igin supM = a € E iken a € B oluyorsa
B ye E i¢inde band denir [1].

@ # M < E olsun. M yi kapsayan en kii¢iik band M nin irettigi banddir ve M kiimesinin

iirettigi band B,, ile gosterilir ve

By={x€E:3(x,) EM,0<x,7T|x|}

dir [1]. Burada M = {x} alinirsa B, = {y € E : |y| An|x| T |y|} dir. Arsimedyan Riesz
uzayinda her M € E i¢in M¢ banddur.

2.1.17. Tanim

E Riesz uzayi ve M, E nin Riesz alt uzayi olsun. Eger her 0 < x € E i¢in 0 < y < x olacak

sekilde bir y € M varsa M ye E i¢inde sira yogun (order dense) denir [1].
2.1.10. Teorem

E Riesz uzayi, I € E ideal olmak {izere,

1) I nmn E de sira yogun olmasi igin gerekli ve yeterli kosul /¢ = {0} olmasidir
2) I @ 1% ideali E iginde sira yogundur

3) I ideali 19? icinde sira yogundur [1].

2.1.11. Teorem

E Arsimedyan Riesz uzay1,  # M C E olsun. By, = M%? dir ve M band ise M = M dir
[1].

2.1.18. Tanim

E Riesz uzay1 ve 0 < e € E olmak iizere,
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1) I, = E ise e ye gii¢lii birim (strong unit ) denir

2) B, = E ise e ye zayif birim (weak unit ) denir [1].
2.1.19. Tanim
E Riesz uzay1 olmak iizere,

1) (x,,) €E, x €E ve u € E* olmak iizere her £ > 0 i¢in n = n,iken |x, — x| < eu
olacak sekilde en az bir ny € N varsa (x,) dizisi x elemanina u-diizgiin (uniformly)

yakinsar denir. (x,) dizisi x elemanina en az bir u € E* i¢in u-diizgiin yakinsiyorsa

(x,,) dizisi x elemanina goreceli diizgiin yakinsar denir ve x,, S bi¢iminde gosterilir.
2) (x,,) € E ve u € E*olmak iizere her ¢ > 0 i¢in n,m = n, iken |x,, — x,,| < eu olacak
sekilde bir ny € N varsa (x;,) dizisine u —diizgiin (iniformly) Cauchy dizisi denir. (x,,)
dizisi en az bir u € E* igin u —diizgiin Cauchy dizisi ise (x,) dizisi goreceli diizgiin
Cauchy dizisi denir.
3) E Riesz uzayi olmak iizere E i¢indeki her goreceli diizgiin Cauchy dizisi goreceli diizgiin

yakinsak ise E diizgiin tam Riesz uzay1 denir.

4) M < E olmak iizere her (x,,) S M dizisi igin x, SxikenxeM oluyorsa M ye goreceli
diizgiin (liniformly) kapali kiime denir.

5) (x,) € E ve x € E olmak iizere |x, — x| < y, | 0 olacak sekilde (y,) € E* ag1 varsa

(x) ag1 x elemanina sira(order) yakinsar denir ve x, Sx gosterilir [1].
2.1.20. Tanim
E Riesz uzayi ve I € E ideal olsun. E /I boliim uzay1 olmak tizere, her x € E /I igin
X=x+I={x+a:a€l}
bi¢iminde tanimlidir [6].
2.1.12. Teorem

E Riesz uzayi ve I € E ideal olsun. Her x,y € E/I ve 1 € R i¢in
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x+y=x+y
Ax = Ax
islemleri ile birlikte vektor uzayidir. Ayrica

X=y e I EX,Yy1 €EY; X1 =)

siralamasi ile siralt vektor uzayi,

I
<
Il
x
>
<

I
<A
Il
x
<
<

orgii islemleri ile Riesz uzayidir [6].

2.1.13. Teorem

E Riesz uzayi ve I € E ideal olsun. Her x, y € E /I igin asagidakiler denktir.
X<y

ii) Her x; € X i¢in x; < y; olacak sekilde y, € ¥ vardir

iii) Her x; € X ve y; € ¥ i¢in q < y; — x4 olacak sekilde g € I vardir [6].

2.1.14. Teorem

E Riesz uzay1 ve I € E ideal olsun. E/I Arsimedyan Riesz uzayi olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul I nin goreceli diizgiin kapal1 olmasidir [6].

2.2. Operatorler

2.2.1. Tanim

E ve F iki sirali vektor uzay1 T : E - F operator olsun. Her x € E* igin Tx > 0 oluyorsa

T operatoriine pozitif operator denir ve T > 0 veya 0 < T biciminde gosterilir [1].
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2.2.2. Tanim
E,F Riesz uzayi ve T: E — F pozitif operator olsun. Eger T pozitif operatorii her x € E*
icin T[0, x] = [0, Tx] sartin1 sagliyorsa T ye aralik koruyan operator denir [1].

2.2.3. Tanim

E ve F Riesz uzaylar1 olsun. T : E - F operatorii igin Tv(—T) varsa bu supremuma

T operatoriiniin modiilii denir ve |T| ile gosterilir [1].

2.2.1. Teorem

E ve F Riesz uzaylari olsun. T : E - F operatdr olmak iizere |T| varsa her x € E™ i¢in

|Tx| < |T|(x) esitsizligi saglanir [1].

2.2.4. Tanim

E ve F Riesz uzaylarive T : E — F operator olsun. Her x,y € Ei¢cinx L y ikenTx L Ty

oluyorsa T ye dikligi koruyan operator denir [1].

2.2.5. Tanim

E ve F Riesz uzaylari ve T : E — F operator olsun. Eger T operatdrii E' deki her sira sinirlt

kiimeyi F deki sira sinirli kiimeye doniistiiriiyorsa T operatdriine sira sinirli operator denir.

E den F ye tanimlanan biitiin sira sinirli operatorlerin kiimesi L, (E, F) ile gosterilir. Ty, T, €

L, (E,F) igin

T, <T, © Herx € E"icinT,;(x) < T,(x)

siralama bagintisiyla L, (E,F) bir sirali vektor uzayidir. F Dedekind tam Riesz uzayi ise

her S,T € L, (E,F) ve her x € E* i¢in

SVT(x) =sup{S(y)+T(z):y,z€EETvex=y+ 2z}
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SAT(x) =inf{S(y)+T(z):y,z€EETvex=y+ 2z}

orgii islemleri ile L,(E,F) Dedekind tam Riesz uzayidir. L, (E, F) pozitif kism1 pozitif
operatorlerden olusmaktadir. Eger E = F ise kisaca Lj (E) ile gosterilir [1].
2.2.6. Tanim

Her pozitif operator sira sinirlidir [1].

2.2.7. Tanim

o o
T € L,(E,F) ve {x,} S E olsun. E iginde x, —» 0 iken F i¢inde Tx, — 0 oluyorsa T

operatdriine sira siirekli operator denir [1].

T pozitif operator olmak tizere T nin sira siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x, | 0
iken Tx, ! 0 (ya da 0 <x, Tx iken Tx, T Tx ) olmasidir. Sira siirekli operatorlerin
kiimesini L, (E, F) ile gosterecegiz. L, (E,F), Ly(E,F) nin altuzayidir. Eger F Dedekind
tamise L,,(E, F), L, (E, F) iginde banddir.

2.2.8. Tanim

E Riesz uzayi, F Dedekind tam Riesz uzayi ve T : E — F sira sinirli operatdr olsun.
Nr={xeE: |T|(Ix]) =0}

kiimesine T nin sifir ideali denir. C; = N¢ kiimesine de T nin tastyicisi denir[1].

Burada T sira siirekli ise Ny, E i¢inde banddir.

2.2.2. Teorem (Nakano)

E Arsimedyan Riesz uzayi ve f, g € E; olsun. Bu durumda

) flg
i) C- S N,
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iii) C; € Ny
iv) Cr L G

onermeleri denktir [1].

2.2.3. Teorem

E Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere T: E — F sira siirli operator

olsun. Bu durumda her x € E, igin

) IT|(x) = sup{|Ty| : |yl <x}
iTH(x) =sup{Ty:0<y<x}
i) T-(x) =sup{-Ty:0<y<x}
dir [1].

2.2.4. Teorem

E Riesz uzay1 ve F Dedekind tam Riesz uzay1 olmak iizere T: E — F pozitif operator olsun.

Her T € L,(E,F) ve her x € E igin
)T(x*) =sup{S(x): 0<S<T}

i) T(x™) =sup{—S(x):0<S<T}
i) T(|x|) =sup{S(x): —-T<S<T}
dir [1].

2.2.9. Tanim

E Riesz uzay1 ve T:E — E operatér olmak tizere E nin her bir B band: i¢in T(B) S B

oluyorsa, T ye band koruyan operator denir [1].
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2.2.5. Teorem

E Arsimedyan Riesz uzayi ve T: E — E operator olsun. By, x in lirettigi band olmak {izere

1) T band koruyandir
2)x LyikenTx Ly
3)x € EikenTx € B,

onermeleri denktir [1].

2.2.10. Tanim

E Riesz uzayt olmak iizere T:E — E sira smirli ve band koruyan operator ise T ye

orthomorfizma denir [1].

T:E — E sira sinirh operator ise T nin orthomorfizma olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
her x,y € E igin x L y iken Tx 1 y olmasidir. E {izerindeki orthomorfizmalarin kiimesi
Orth(E) ile gosterilir.Orth(E), Ly(E) nin altvektér uzayidir. L,(E) den indirgenen
noktasal siralama ile Orth(E) sirali vektor uzayidir. Orth(E), L, (E) i¢inde idealdir. E
Dedekind tam Riesz uzay1 ise Orth(E) Ly (E) nin birimi tarafindan iretilen banddur.

2.2.6. Teorem

E Arsimedyan Riesz uzayi ise Orth(E) Arsimedyan Riesz uzayidir. Her S, T € Orth(E) ve

her x € E* i¢in,

(SVT) (%) = SGOVT (%) ve (SAT)(x) = S(G6)AT (x)

saglanir [1].

2.2.7. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay1 ve x € E* olsun. Her y € E i¢in |y| < x iken T(x) =y ve
0 < T < I olacak sekilde T € Orth(E) vardir [1].
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2.2.8. Teorem

E Riesz uzay1 ve T orthomorfizma olsun. Bu durumda T sira siireklidir [1].

2.2.9. Teorem

E Dedekind tam Riesz uzay1 ve T € Orth(E) olsun. Her u € E i¢in (T)(u) = (Tu)* ve
(T7)(u) = (Tu)™ saglanir [1].

2.2.11. Tanim

E Riesz uzay1 olmak tizere

Z(E) = {T € L,(E) | |IT| £ Al olacak sekilde A € R* vardir.}

kiimesine E nin merkezi denir [1].

E Dedekind tam ise Z(E) L, (E) i¢inde biriminin trettigi idealdir. Ayrica E Dedekind tam
Riesz uzay1 iken Z(E) ve Orth(E) Dedekind tam Riesz uzaylaridir.

2.3.10. Teorem

E Banach 6rgiisii olsun. Bu durumda Z(E) = Orth(E) dir [1].

2.2.12. Tanim

E Riesz uzayinda bir B bandi i¢in E = B @ B¢ ise B’ye projeksiyon band denir. Bir Riesz

uzayinda her band, projeksiyon band ise bu uzaya projeksiyon 6zelligine sahiptir denir [1].

Dedekind tam Riesz uzaylar1 projeksiyon 6zelligine sahiptir.

2.2.11. Teorem

E Riesz uzay1 ve B bir ideal olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir.



20

i) B projeksiyon banddir. Yani E = B @ B dir

ii) Her x € E* igin B* N [0, x] supremumu E i¢inde var ve bu supremum B ye aittir [2].

2.2.13. Tanim

E Riesz uzayi ve x € E olmak lizere, x in lirettigi band olan B, projeksiyon band ise x e
projeksiyon eleman, B, bandina da esas band denir. Bir Riesz uzayinda her eleman

projeksiyon eleman ise bu uzaya esas projeksiyon 6zelligine sahiptir denir [1].

2.2.14. Tanim

E Riesz uzayi olsun. P: E — E operatdr olmak iizere P? = P ise P ye projeksiyon denir. P, E
Riesz uzay1 tizerinde projeksiyon ve pozitif operator ise, P ye pozitif projeksiyon denir.
B c E projeksiyon band olsun. Bu durumda her x € E i¢in x = x; + x, , x; E BVve x, €

B% icin

Py:E—>E
X = X

bi¢iminde tanimlanan Py operatoriine band projeksiyon denir. Py pozitif projeksiyondur.

Benzer sekilde

Poa:E > E
X = X,

bi¢iminde taniml1 P za band projeksiyonu da pozitiftir. Band projeksiyonlarin kiimesi P (E)

ile gosterilir [1].

Band projeksiyonlar, orthomorfizmler ve merkez operatorler arasinda P(E) € Z(E) <

Orth(E) € Ly(E) iliskisi vardir.

2.2.12. Teorem

E Riesz uzayindaki her projeksiyon banda karsilik bir band projeksiyon vardir [1].
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2.2.13. Teorem

E Riesz uzayi, T: E = F operator olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir.
i) T band projeksiyondur

il) I: E — E birim operator olmak tizere T projeksiyonve 0 < T <[

iii)Herx,y € Ei¢cinTx L (y — Ty) [1].

2.2.15. Tanim

E Riesz uzay1 olsun. Her x € E i¢in x # 0 iken f(x) # 0 olacak bicimde f € E~ var ise

E~, E nin noktalarini ayiriyor denir [1].

2.2.16. Tanim

E ve F Riesz uzaylari ve T: E — F bir operator olmak iizere, her x,y € E i¢in

TxVvy) =Tx)VT()

oluyorsa, T ye Riesz homomorfizmasi denir [1].

2.2.14. Teorem

Her Riesz homomorfizmasi pozitif operatordiir [1].

2.2.15. Teorem

E ve F Riesz uzaylari ve T:E — F Riesz homomorfizmasi olsun. T(E) € F Riesz alt

uzayidir.

2.2.16. Teorem

E ve F iki Riesz uzayi, T: E — F bir operatdr olmak iizere asagidaki dnermeler birbirine
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denktir.

1) T operatorii Riesz homomorfizmasidir

2)Herx € EiginT(x") = (Tx)*

JHerx,y € EicinT(x Ay) =T(x) AT(y)

4) Her x,y € E i¢in E uzayi iginde x Ay = 0 ise F uzayii¢inde T(x) AT(y) =0
5) Her x € E i¢in T|x| = |Tx| [1].

2.2.17. Teorem

Her band projeksiyon Riesz homomorfizmasidir [1].

2.2.17. Tanim

E ve F Riesz uzayl, T: E = F Riesz homomorfizmasi olsun. T birebir ve orten ise T ye Riesz

izomorfizma denir. E den F ye Riesz izomorfizma varsa, E ve F Riesz izomorfiktir denir

[1].

2.2.18. Teorem

E ve F Riesz uzaylari, T:E — F birebir ve Orten operatdr olmak iizere T nin Riesz

izomorfizma olmast igin gerekli ve yeterli kosul T ve T~ operatdrlerinin pozitif olmasidir

[1].

2.2.18. Tanim

E, F Riesz uzay1 ve T: E — F ye sira sinirli operator olsun. Her f € F~ ve x € E igin

T~:F~ > E~
f=>T7(H), T°(NH) = f(Tx)

dontigiimiine T nin adjointi denir [1].
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2.2.19. Teorem

E ve F Riesz uzaylari olsun. T: E — F aralik koruyan operator ise T~ : F~ — E~ Riesz

homomorfizmadir [1].

2.2.20. Teorem

E ve F Riesz uzaylar1 ve F~, F nin noktalarini ayirsin. T : E — F Riesz homomorfizma

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T~ : F~ — E~ aralik koruyan operat6r olmasidir [1].

2.2.21. Teorem

E ve F Riesz uzaylari ve T: E = F Riesz homomorfizma olmak tizere,

i) Ker(T), E i¢inde idealdir
ii) T sira stirekli ise Ker(T), E i¢inde banddir

onermeleri dogrudur[1].

2.2.19. Tanim

E Riesz uzayi ve E~~, E nin iki sira duali olsun. Her x € E ve f € E™ i¢in

o:E->E"
x> o(x)=x", x"(f) = f(x)

bi¢iminde tanimlanan doniisiime kanonik gomme doniisiimii denir. o (E) S (E™); Ve eger

E~, E nin noktalarini ayiriyorsa kanonik gomme doniisiimii birebir Riesz homomorfizmadir

[1].

2.2.20. Tanim

G reel vektor uzayr ve F Riesz uzayi olmak lizere p : G — F bir fonksiyon olsun.
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) Vx,y € Giginp(x +y) < p(x) +p(y)
il) Vx,y € G ve VA € R" i¢gin p(Ax) = Ap(x)

sartlarini sagliyorsa p ye alt lineer doniisiim denir [1].

2.2.22. Teorem

G reel vektor uzayi, F Dedekind tam Riesz uzay1 ve p : G — F alt lineer doniisiim olsun.

H < G alt vektor uzay1 ¢ : H = F bir operator Ve her x € H i¢in ¢p(x) < p(x) ise

i) Vx € H i¢in ¥ (x) = ¢(x)
i) Vx € G i¢in ¥ (x) < p(x)

sartlarin1 saglayan ¥ : G — F operatori vardir [1].

2.2.21. Tanim

E vektor uzayi ve p : E = R fonksiyonu

i) Vu € Eiginp(u) =0
i) Vu,v € Eiginp(u+v) < plu)+pv)
iii) Vu € E ve YA € Ri¢in p(Au) = |A]|p(w)

sartlarini sagliyorsa p ye yari norm denir [6].

2.2.22. Tanim

E Riesz uzay: olsun. E {izerinde her u € E i¢in ps(u) = |f(u)| biciminde tanimlanan
{ps : f € E” } yar1 norm ailesinin {irettigi topolojiye lokal konveks o (E, E™) zayif topolojisi
denir [8].

Benzer sekilde E~ iizerinde o(E™,E) zayif topolojisi her f €E~ igin
P (f) = |f (w)| bigiminde tanimlanan {p,, : u € E } yar1 norm ailesinin irettigi topolojiye

lokal konveks o (E~, E) zayif topolojisi denir [8].
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2.2.23. Tanim

E topolojik vektor uzayr olsun. E, konveks kiimeleri i¢eren sifirin komsuluklar tabanina

sahip ise E ye lokal konveks topolojik uzay denir [8].

2.2.24. Tanim

E topolojik vektor uzayi olsun. E, solid kiimeleri igeren sifirin komsuluklar tabanina sahip

ise E ye lokal solid topolojik uzay denir [8].

Eger E hem lokal konveks topolojik uzay hemde lokal solid topolojik uzay ise E ye lokal

konveks-solid topolojik uzay denir.

2.2.25. Tanim

E Riesz uzayr olsun. Her u €E icin pr(u) = |f[(Jul) biciminde tanimlanan
{pf : f € E™ } yar1 norm ailesinin iirettigi topolojiye lokal konveks-solid |o|(E, E~) mutlak

zayif topolojisi denir [8].

2.2.23. Teorem

(E, T) Hausdorff lokal konveks uzay ve V' € E olmak iizere, .

i) V T sinirli olmast igin gerek ve yeterli kosul V o (E, E™) sinirli olmasidir.
i) Eger V' konveks ise V 1 kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul V o(E,E™)
kapalidir.

onermeleri dogrudur([8§].

2.2.24. Teorem

(E, 1) lokal konveks-solid Riesz uzay1 olsun. Bu durumda o (E,E~) € |o|(E,E7) S T

saglanir [8]
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2.2.26. Tanim

E Rieszuzayive @ # V C E, @ #V < E~ olsun.

°={feE :Vx€eVicinf(x)=0}

kiimesine V' nin polari,

U={x€E: VfeUicinf(x)=0}

kiimesine U nin ters polari denir [9].

2.2.25. Teorem

E Riesz uzayi ve @ # I € E olsun. I ideal ise I°, E~ i¢inde banddir [9].

2.2.26. Teorem

E Riesz uzayi ve @ # V < E olsun.

V,a(E, E™) kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul °(V°) = V olmasidir [9].
2.2.27. Teorem

E Riesz uzayi ve E~, E nin noktalarini ayirsin.

i)E~ =E,
ii) E deki o (E, E™) kapali her kapali ideal banddir.

onermeleri biribirine denktir[9].

2.2.27. Tanim

E,F Rieszuzayl, T:E X E — F bi-lineer doniisiim olsun. Her x,y € E* icin x — T(x,y)
ve y = T(x,y) lineer doniisiim ise T ye bi-lineer doniisiim denir ve bi-lineer doniisiimlerin

ailesi L, (E, F; G) ile gosterilir [11].
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2.2.28. Tanim

E,F ve G Riesz uzayl, T:E X F — G bi-lineer doniistim olsun. Her x € E¥,y € F* igin
x - T(x,y) ve y = T(x,y) Riesz homomorfizma ise T ye bilattice homomorfizma denir
[11].

2.2.28. Teorem

E ve F Arsimedyan Riesz uzayi olsun.

"H Arsimedyan Riesz uzay1 ve ¥: E X F = H bilattice homomorfizma ise T = ¥ olacak

bi¢imde T: G — H Riesz homomorfizmasi vardir ve tektir.”

onermesini dogru yapan bir tek G Arsimedyan Riesz uzayr ve @:E X F — G bilattice

homomorfizmasi vardir [10].

Yukardaki teoremde G Riesz uzayma E ile F nin tensér carpimi denir ve E Q@ F ile

gosterilir.

2.2.29. Teorem

E, F Riesz uzay1 ve G Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. Bu durumda L, (E, F; G),
L,(E ® F,G) ve L,(E,L,(F,G)) Riesz uzaylar1 izomorfiktir [12].

2.2.30. Teorem

E,F ve G Riesz uzayi, H Dedekind tam Riesz uzay1 ve p: E X F — G bi-lineer doniisiim

olsun.

1) p aralik koruyan doniisiim ve H~, H nin noktalarini ayirtyor ise Ly, (G, H) den Ly, (E, F; H)

ye § — S o p doniisiimii Riesz homomorfizmadir.
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i) p Riesz bimorphism ise L,(G,H) den L,,(E,F;H) ye S = S op doniisiimii aralik

koruyandir.

onermeleri dogrudur[11].

2.3. Cebirler

2.3.1. Tanim

A Riesz uzay1 ve cebir olsun. Eger her x,y € A% i¢gin xy € A* oluyorsa A ya Riesz cebiri
denir[4].

2.3.2. Tanim

A Riesz cebiri olmak tizere, her a,b € Ave 0 < ¢ € A igin

c(avb)=caVvcbve(aVvb)c=acVbc

sartlar1 saglaniyorsa A ya d —cebiri denir[4].

2.3.3. Tanim

A Riesz cebiri olmak iizere her a,b € A igin a A b = 0 iken ab = 0 sartin1 sagliyorsa A ya

hemen hemen f —cebiri denir[4].

2.3.4. Tanim

A Riesz cebiri olmak iizere her a,b€ A ve her c€ Atigcin aAb =0 iken

(ac) Ab = (ca) A b = 0 sartin1 sagliyorsa A ya f—cebiri denir[4].

2.3.5 Tanim

A Riesz cebiri olsun. Her a € E igin a? > 0 oluyorsa A ye pozitif kare 6zelligine sahip

denir[4]. Her f—cebiri ve hemen hemen f—cebiri pozitif kare 6zelligine sahiptir.
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2.3.1. Teorem

Her f—cebiri hem hemen hemen f—cebiri hem de d —cebiridir [4].

2.3.2. Teorem

Her Arsimedyan f—cebiri ve hemen hemen f—cebiri degismelidir [23].

2.3.6.Tanim

A f—cebiri ve u € E olsun. Eger en az bir k dogal sayis1 icin u¥ = 0 iken u=0 oluyorsa A ye

yari-asal f—cebiri denir [4].

A f—cebirinin yar1 asal olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul u? = 0 iken u = 0 olmasidir. Her

Argsmedyan birimli f—cebiri yar1 asaldir.

2.3.3. Teorem

E Riesz uzay1 olsun. Her T,S € Orth(E) ve her x € E igin T o S(x) = T(S(x)) carpma
islemiyle birlikte birimli f—cebirdir [1].

2.3.4. Teorem

A birim elemani e olan f—cebiri olsun.

)e=>0
ii)Hera € A, icina ' varsaa™t >0
iiiyHera € A, icina lvarsaana ™l <e

iv) Hera,b € A, igina™! ve b~ varsa

(anb)t=alAbp?

(avb)*=a"1v b~ 6nermeleri dogrudur [23].
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2.3.5. Teorem

A f—cebiri olsun. Her a,b € A i¢in ab = (a A b)(a V b) dir [23].
2.3.6. Teorem

A birimli Argimedyan f—cebiri olmak tizere A~ = (A7), saglanir [5].

2.3.7. Teorem

A birim elemani e olan Arsimedyan f—cebiri olsun. Her u € A" i¢in asagidaki esitsizlikler

dogrudur.

N0<u—uAne<ntu?

i)0<uAme—uAne <n (uArme)(unne)[23].

2.3.8. Teorem

A birim elemani e olan Arsimedyan f—cebiri olsun.

1) A f—cebiridir

ii) e zayif sira birimdir

onermeleri denktir [23].

2.3.9. Teorem

A birim elemant e > 0 olan Arsimedyan diizgiin tam Riesz cebiri olmak iizere asagidakiler

dogrudur.

i) B, projeksiyon banddir. Yani A = B, @ B¢ dir
i) Her a € B, igin sag carpim ve sol ¢arpim operatorleri sirasiyla R, ve L, olmak iizere

R, L, € Orth(A) dir [2].
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Calisma boyunca biitiin Riesz uzaylar1 Arsimedyan Riesz uzayr ve E~, E nin noktalarini

ayirdigi kabul edilecektir.
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3. b —CEBIRLERI

Bu boliimde b —cebiri kavramini tanimlayacak ve onun cebirsel 6zellikleri ile siralama

ozelliklerini iki kisimda inceleyecegiz.

3.1. b —Cebirleri Uzerinde Frobenius-Gelfand-Mazur Teoremi

Bu kisimda b —cebiri tanimini verip Giris boliimiinde verdigimiz f—cebirleri, hemen hemen
f—cebirleri ve d —cebirleri ile karsilastirmalarini yapacagiz. Ayrica Gelfand-Mazur

teoreminin b —cebirlerindeki versiyonunu verip ispatlayacagiz.

Ilk olarak f—cebirleri, hemen hemen f—cebirleri ve d —cebirlerinin karsilastirmali

orneklerini verip, hangi durumlarda denk olduklarini verelim.

Ornek

A = R? olmak iizere her x = (x4,%,),y = (¥1,¥,) € A igin

x<ye x;<y,vex, <y, vexy = (0,x1y,)

islemleri ile birlikte A Arsimedyan hemen hemen f—cebiri ve d —cebiridir. Fakat x = (1,0),
y = (0,1) ve z = (1,0) secersek x Ay = 0 olmasina ragmen zx Ay # 0 oldugundan A
f—cebiri degildir.

Ornek

A = R? olmak iizere her x = (x1,%,),y = (y1,¥2) € A icin xy = (x;y4,%1y,) islemiyle
birlikte A bir d —cebiridir. Fakat x = (1,0), y = (0,1) alirsak x A y = 0 olmasina ragmen
xy # 0 oldugundan A hemen hemen f—cebiri degildir.

Ornek

A = R3 olmak iizere x = (x1,%5,%3),y = (V1,¥2,V3) € 4,
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xy = (X2¥2 + X3Y3, X322, X3Y3)

islemiyle birlikte A hemen hemen f—cebiridir. Fakat x = (1,1,0),y = (0,0,1) ve z =
(1,1,1) alirsak x Ay = 0 dir. zx A zy # 0 oldugundan A d —cebiri degildir.

Yukardaki 6rneklerden de anlasilacagi gibi hemen hemen f—cebiri ile d —cebiri arasinda
dogrudan bir iliski yoktur. Her f—cebiri hemen hemen f—cebiri ve d —cebiridir. Fakat
karsitinin dogru olmadig1 yine 6rneklerde goriilmektedir. Simdi hangi durumlarda karsit1 var
onunla ilgili teoremleri verelim.

A Riesz cebiri olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur[4].

1) Her yar1 asal hemen hemen f—cebiri veya d —cebiri, f—cebiridir.

i) e > 0 birim eleman olmak iizere birimli hemen hemen f—cebiri veya d —cebiri f—

cebiridir.

Yukardaki teoremden anlasilacagi gibi birimli ya da yar1 asal Arsimedyan Riesz cebirinde

hemen hemen f—cebiri, d —cebiri ve f—cebiri birbirlerini gerektirmektedirler.

3.1.1. Tanim

A Riesz cebiri olsun. A daki her band A nin altcebiri oluyorsa A ya b —cebiri denir.

3.1.1. Teorem

A Arsimedyan Riesz cebiri olsun. A b —cebiri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

a,b,c € Aigin anb = 0 ve anc = 0 iken anbc = 0 dur.

fspat

A b —cebiri ve her a, b, c € A i¢in anb = anc = 0 olsun. anb = anc = 0 oldugundan

b € B¢ ve c € B2 dir. A b —cebiri oldugundan bc € BZ dir. O halde anbc = 0 bulunur.
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Karsit olarak, her a, b, c € A igin anb = anc = 0 iken anbc = 0 ve B, A da herhangi bir
band olsun. Her a,b € B olmak iizere her ¢ € B i¢in |a|a|c| = |b|a|c| = 0 oldugundan
hipotezden dolay1 |c|a|a||b| = 0 dir. O halde |a||b| € B%* bulunur. B band oldugundan
B = B9 olacagindan |a||b| € B bulunur. Ayrica

0 < |ab| < |a||b|

olup ve B band dolayisiyla ideal oldugundan ab € B dir. Yani B altcebirdir. Dolayisiyla A
b —cebiridir.

Ornek

= {[g IZ] :a,b,c ER } olmak tlizere matrislerdeki siralama, bilinen ¢carpma islemleri ile

birimli b —cebiridir, fakat hemen hemen f—cebiri ve d —cebiri degildir. Gergekten her
Ml’ Mz,M3 €A 1(;111 MlAMZ =0ve Ml/\M3 =0 O|Sun

M, EA= M, = %1 lgl olacak sekilde aq, b;,c; € R vardir.
L 1.

M,eA=M, = %2 IZZ olacak sekilde a,, b,, c, € R vardir.
B 2

M; €A = M; = %3 123 olacak sekilde a3, b3, c3 € R vardir.
B 3

Ayrica
_ a{na, bll\bz] _ 0
MiaMy = 0 = %1052 102 = [
=a,na, = 0,by;Ab, = 0vecync, =0
=>(a1=Ova2=O), (b1=OVb2=0)ve(C1=OVC2=O)
(3.2)
a;na; byab
MyaM; = 0 = |“10% ClAC3] [
11\C3

=a,Aa3 = 0,b;nab; = 0ve cinc; =0

=(a;, =0va;=0),(by=0vb;=0)ve(c; =0vc; =0) (3.2)
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R e W R

0 CyC3

_ [alAazag bl/\(azbg + b2C3)
B 0 C1N\CyC3

bulunur. (3.1) ve (3.2) esitliklerinde ki tim durumlar incelendiginde a;Ara,a; =0,

cincyc3 = 0 ve bya(aybs + byc3) = 0 oldugu kolayca goriiliir. Yani MyaM,M3 = 0 dir. A

kiimesi matrislerin siralamasi ve bilinen ¢arpma islemiyle birimli b —cebiridir.

Fakat M; = [(1) (1) ve M, = [8 (ﬂ olmak iizere M;, M, € A i¢in M;AM, = 0 olmasina

ragmen

0 1
MMz =1y o

oldugundan A hemen hemen f—cebiri degildir. Ayrica M; = [8 g],Mz = g 118] ve

M; = 0 (1)] olmak iizere M;,M, € A, M; € A" i¢in

M3 (M vM,) = [8 204] ve (MsM,vM3;M,) = [8 ZOO]

oldugundan M3(M,vM,) # (M3M;vMsM,) bulunur. Yani A d —cebiri degildir.
3.1.2. Teorem

A Arsimedyan b —cebiri olsun. A pozitif kare ozelligine sahip ise A hemen hemen f—

cebiridir.
fSpat

A pozitif kare Ozelligine sahip Arsimedyan b —cebiri olsun. Her a,b € A igin anb =0

olsun. A pozitif kare 6zelligine sahip oldugundan her n=1,2,3,... i¢in
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bulunur. Yani,

a
0 < ab < — + nb?
n

dir. Benzer sekilde

2
OSabSna2+7

bulunur. O halde

0 < ab = aba(a® + b?)
< (abna?) + (abab?)

(5] fo 2

aZ bZ
< <7 Aa2> + (nb?aa?) + (na?ab?) + (7 /\bz)

IA

dir. A b —cebiri oldugundan a?ab? =0 dir. O halde nb?ra? =0 ve na’ab? =0

olacagindan
a? b?
0<ab< (—/\a2> + <—/\b2>
n n
a? b2
)

bulunur. A Arsimedyan oldugundan ab = 0 dur.
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Her f—cebiri, b —cebiridir. Fakat karsit1 dogru degildir. Ayrica hemen hemen f—cebiri ve
d —cebiri de b —cebiri olmak zorunda degildir.
Ornek

C[0,1] = {f | f : [0,1] — R stirekli fonksiyon} olmak iizere A = C[0,1] olsun. A

tizerinde ¢arpma islemi her f,g € A ve x € [0,1] i¢in

(f*g)(x) = f(0)g(0)

olarak tanimlansin. * iglemi ile birlikte A Arsimedyan degismeli d —cebiri ve dolayisiyla

hemen hemen f—cebiridir [2]. Fakat b — cebiri degildir.

1
0, x € [0,=]
_ 2
f= 1
2x — 1, x € [=z,1]
2
g = 1
0, =,
X € [2 1]

seklinde tanimli fonksiyonlar [0,1] de siirekli oldugundan f,g € A dir. Her x € [0,1] i¢in
fng = 0 dir. Fakat x = 1 € [0,1] igin,

(frg *g)(1) = fF(Drlg * g)(1)
= f(1)ag(0)g(0)
= 1al
=1

oldugundan A b —cebiri degildir.

3.1.3. Teorem

A Arsimedyan Riesz cebiri olsun. Eger A b —cebiri ise her a € Atigin (a®Ana) dizisi a®’ye
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goreceli diizgiin yakinsar. Eger A pozitif kare 6zelligine sahip ve A~ A’nin noktalarini

ayiriyorsa karsitt da dogrudur.
fspat

A b —cebiri olsun. Her a € A* ve n=1,2,3... i¢in

2
(a? — a®?ana)a(na — a’ana) = 0 = (a? — a?ana)a (a - 7/\61) =0

2 2
=(a? — a’Ana)a (a - %Aa) =0

=(a? — a’Ana)a [az —a (%2 Aa) -
(%2 /\a) a+ (%2 Aa)z] =0

bulunur. Buradan

a’ a? a2\’
a’ = (a®ana)v [a <— /\a> + <— Aa> a-— <— Aa> ]
n n n
dir.

0 < a?—a?ana
2
a2 a2 a2
<al—nal+|—nrala—|—na
n n n
a? a?
<al—na)+|—nra]a
n n

bulunur. O halde her a € A* igin (a?Ana)— a? goreceli diizgiin yakimsaktir.

Karsit olarak; her a € A* igin (a?Ana)— a? goreceli diizgiin yakinsak, A pozitif kare
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Ozelligine sahip Riesz cebiri ve A~ A’nin noktalarini ayirsin. Her a, b, ¢ € A igin anb = 0
ve anc =0 olsun. :A - (A7); , a—> d(a) =a" kanonik gomme doniisimii Riesz

homomorfizma oldugundan a”’ Ab” = 0 ve a”’ Ac"" = 0 dir. ® € (A7), olmak lizere

No ={f €A™ : |2||f| =0}

sifir ideali band oldugundan A~ = Ny @ Cp Ve Cp = NE dir[7]. Nakano Teoreminden
C," € Ny ve Cyr € N saglanir. Bu yiizden her f € A™ igin

f=g+hgrh=0vea"(g) =g(a)=b"(h) = h(b) =c"(h) = h(c) = 0

olacak sekilde g, h € A~ vardir. Buradan hern=1,2,3... i¢in 0 < b?Anb < nb olup h pozitif
fonksiyonel ve h(b) = 0 oldugundan h(b?anb) = 0 dir. Benzer sekilde h(c?Anc) = 0 dur.
Hipotezden ve h > 0 goreceli diizgiin siirekli oldugundan h(b?) = 0 ve h(c?) = 0 dur.

A pozitif kare dzelligine sahip oldugundan bc < b? + ¢? oldugu kolayca goriiliir.

0 < f(anbc) = (g + h)(anbc)
= g(anbc) + h(anbc)
< g(a) + h(bc)
< g(a) + h(b?) + h(c?)
=0

bulunur. A~ A’nin noktalarin1 ayirdigindan anbc = 0 dur.

3.1.4 Teorem

A Arsimedyan b —cebiri ve I € A ideal olsun. Bu durumda asagidaki dnermeler dogrudur.

i) A/1 b —cebiridir.

ii) Her a,b,c € Aigin anb € I ve anc € 1 ise anbc € [ dur.
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fspat

i) A Arsimedyan b —cebiri ve I < A ideal olsun. Her [a],[b], [c] € A/I igin
[a]a[b] = [0] ve [a]A[c] = [0] olsun.

=[0] = [anb] =[0] = anb €I

=[0] = [anc] =[0] = anc €I

[a] = [a]a[b] = [0] = 3Fa, €[a]:a; =0
> [a]a[b] = [0] = 3b, €[b]: b, =0

> [a]alc] = [0] = Fc; €[c]: ¢, =0

dir. Ayrica a; € [a] oldugundan [a,] = [a] dir. Benzer sekilde [b;] = [b] Ve [c;1] = [c]

bulunur. O halde a,Ab; € I ve a;ncy € I dir.
0 < a;a(by + ¢q) < (aaby) + (agncy)

olup ve [ ideal oldugundan a;a(b; +cy) €1 dir. a;aby,ayncy,a;n(by+c) €1

oldugundan

[a1] = [aq — a;a(by + ¢1)]
1 = [by — (a;nby)]
[c1] = [¢1 — (aincy)]

seklinde yazabiliriz.

0 < (a; = (&b + 1)) Alby — (@14by))

< (a; — (a;Aby))A(by — (a;nby))
=0

0< (al — (ayn(by + Cl)))A(Cl — (ayncy))
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< (a; — (ayncy))A ey — (agacy))

=0

bulunur. A b —cebiri oldugundan

(al - (a1/\(b1 + 01))) A(by — (a;aby))(c; — (azncy))=0

= [al - (a1/\(b1 + C1))]/\[b1 — (ayaby)][c; — (agncy)] = [0]
= [a,]A[b4][c1] = [0]
=[a]a[b][c] = [0]

bulunur. Yani A/I b —cebiridir.

i) Hera,b,c € A igin anb € I ve anc € I olsun.

anb € 1 = [anb] = [0] = [a]a[b] = [0]

anc € I = [anc] = [0] = [a]a[c] = [0]
bulunur. A/I b —cebiri oldugundan
[a]a[b][c] = [0] = [a]a[bc] = [0] = [anbc] = [0] = anbc €]
bulunur.
3.1.5. Teorem

A Arsimedyan Riesz cebiri olsun. A b —cebiri olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul A’daki her

goreceli diizglin kapali ideal altcebirdir.
fSpat

A daki her goreceli diizgiin kapal1 ideal altcebir ve B € A da herhangi bir band olsun. Her
band goreceli diizgiin kapali ideal oldugundan hipotezden altcebirdir. O halde A
b b —cebiridir. Karsitt A b —cebiri ve I € A da goreceli diizgiin kapali herhangi bir ideal

olsun. Her a, b € I i¢in ¢ = |a|v|b| se¢elim.
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0 < |ab| < |al|b| < c?

Teorem 3.1.3 ten c2 € I ve I ideal oldugundan ab € I dir. Yani I altcebirdir.

3.1.6. Teorem

A birimli (e > 0) Arsimedyan diizgiin tam b —cebiri olsun. Egerher 0 < a € Aigina™! €
Aise A f—cebiridir.

fspat

A birimli (e > 0) Arsimedyan diizgiin tam b —cebiri ve her 0 < a € A i¢cin a! € A olsun.
Teorem 2.3.9 (i) den A =B, @ B¢ ve B, f—cebiri oldugundan BE = {0} oldugunu
gostermemiz yeterlidir. Her a € B¢ igin kabul edelim ki @ > 0 olsun. Hipotezden a™! € A
ve a~! = b + ¢ olacak sekilde b € B, ve ¢ € B¢ vardir. Buradan e = a'a = ba + ca
bulunur. Her b € B, i¢in Teorem 2.3.9 (ii) den sol carpimsal operatdr orthomorfizm
oldugundan bha € B¢ dir.Ayrica A b —cebiri oldugundan B¢ alt cebirdir. O halde ca € B¢
bulunur. Buradan e = ba + ca oldugundan e € B¢ olur ki celiski elde edilir. O halde
B¢ = {0} dir. Yani A = B, olup A f—cebiridir.

Sonuc¢

A birimli (e > 0) Arsimedyan diizgiin tam b —cebiri olsun. Egerher 0 < a € Aigina™! €

A oluyorsa A, R’ye Riesz ve cebir izomorfiktir.
fSpat

A birimli (e > 0) Arsimedyan diizgiin tam b —cebiri ve her 0 < a € A i¢in a~! € A4 olsun.
Teorem 3.1.6 dan A f—cebiridir. A, R’ye Riesz ve cebir izomorfiktir [21].

3.2. b —Cebirlerinin Sira Bidualleri ve Sira Surekli Bidualleri

Bu kisimda b —cebirlerinin sira bidualleri ve sira siirekli bidualleri {izerinde caligsmalar

yapilmistir.
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A Arsimedyan Riesz cebiri olsun. Her a,b € A, f € A~ ve F,G € A™" igin,

AXA™ - A~
(a,f)-> f.a : (f.a)(b) = f(ab)

AT X AT - A7
(F,f)-F.f : (F.f)(@)=F(f.a)

A XA = A
(F,G)>F.G : F.G(f)=F(G.f)

biciminde lic adimda A~ iizerinde bir carpma tanimlanabilir ve bu ¢arpmaya Arens ¢arpimi
denir. A Arsimedyan b —cebiri iken (A™), nin Arens ¢arpimiyla Arsimedyan b —cebiri
oldugunu gosterdik. Ayrica pozitif kare ozelligine sahip Arsimedyan b —cebirinin sira
bidualinin de b —cebiri oldugu ispatlandi.

3.2.1. Teorem

A Arsimedyan b —cebiri ve A~, A’nin noktalarin1 aywrsin. Eger her 0 <a € 4,
0<P,TI¥Ye(A7),icindAV =0, DA’ =0ve 0 < P, 'Y < a" ise AW = 0 dir.

fspat

Her0<a€eA0< O, I''VWeE(A™),icindAW =0, ODA' =0ve 0 <D, I, ¥ < a” olsun.

& € (A™);, olmak tizere sifir ideal

No ={f €A™ : |®||f|=0}

band oldugundan A~ = Ng @ Cg Ve Cp = N& dir. Cp S Ny Ve Cp S Ny dir. f +a”'f +
f.a€eA” i¢in f+ad'f+fa=g+h, grnh=0ve &(g) =¥ (h) =TI(h) =0 olacak

sekilde g, h € A~ vardur.

0 = (gah)(a) =inf{g(c) +h(d):a=c+d,0<c,d€EA}
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Ohalde e > 0igina = c + d ve g(c) + h(d) < € olacak sekilde 0 < ¢, d € A vardur.

&, = da(c —cad)”
Y, = ¥Ya(d — cad)"”
I = I'n(d — cad)”

seklinde tanimladigimiz fonksiyonlar olusumlarindan dolay1 0 < &@,,¥,,I; € (A™);, dir.

0<d—d, = & — (Pa(c — cad)")
= (® — (c — cad)")*
< (a" - (c" = (erd)™)"
= (" +d" — (" = (erd)")"
<2d"

bulunur.

0S¥ -, = ¥ — (Wr(d — crd)")
= (W - (d — crd))*
< (a// _ (d” _ (C/\d)”))+
— (C” + d" — (d” _ (C/\d)”))+

S ZCII
bulunur.

0<I'—I; =T —('a(d — cad)")
= (I' = (d — cad)')*
< (a” = (@ = (crd))"
— (CII +d" — (d” _ (C/\d)”))+

S 2Cl/

bulunur. A b —cebiri oldugundan
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(c=cnd)a(d —cnd) =0= (c" = (cad)")n(@" = (cAd)'") = 0
= (" = (ead))A(d" — (cad)")?> = 0

elde edilir. Buradan da
0< & a I < (" = (ead))A (@ = (ecad)N? =0
oldugundan @AY I} = 0 dir. Simdi her 0 < f € A~ icin (®,A¥WI;)(f) inceleyelim.

0< (@A E)(f) = (Pa((¥ — ) +¥)L)()
< (@ua((¥ - ¥0L +911)) ()
< (@ua((¥ = ¥DR)) () + (@:A¥1 1) ()
= (4’1/\(('{' - '{'1)11)) (f)
< (@ -¥)R)(
< (@ -wa")()
= (¥ -¥)(@@" f)
S WP-¥Y)(f+ad f+f.a)
=¥ - l1U1)(g + h)

=¥ -¥D@+ W -¥)N)
<2c"(g) +¥(h)

=29(c)
< 2¢&

olup € >0 keyfi oldugundan (@;A¥Y1)(f) =0 dir. Simdi her 0 < f €A™ igin
(@,A¥T)(f) inceleyelim.,

0 < (D,A¥T)(f) = (q>1/\ ('P((F -+ 1“1))) ()
< (AP = ) +PID)(f)
< (2P = 1)) (N + @API ()
= (en (¥ - 1)) (P
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< (YT -

<(a"(r - R)

= a"((r - R).f)

= (r-n).f)(@

=T -R)(f.a)

ST -R)(f+a'f+f.a)
= —-I)(g+h)

= -L)(g+ T -R)M
<2c"(g)+TI(h)

= 2g(c)

< 2¢

olup € > 0 keyfi oldugundan (@;A¥YT)(f) = 0 dir. Simdiher 0 < f € A™ igin (@A¥T)(f)

inceleyelim.

0 < (@APT)(f) = (((cp — )+ cpl)/\wr) )
< ((@ = 2DAYT)(f) + (@1 AP ()
= ((@ —d)AYT)(f)
< (@ —-2)(f)
<(@-d)f+a'f+f.a)
= (@ —&,)(g+h)
=(@—-9,)(9)+ (@ —-D)(h)
<d(g) +2d"(h)
=2 h(d)
< 2¢

olup € >0 keyfi oldugundan (@A¥YT)(f) =0 dir. O halde her 0 < f € A~ igin
(@A¥T)(f) = 0 oldugundan ®A¥YT = 0 dir.

3.2.2. Teorem

A Arsimedyan b —cebiri olsun. Bu durumda Arens ¢arpimi ile (A7), siirekli sira duali

b —cebiridir.
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fspat

Her0 < @,¥,I' € (A7), icin @AY = 0ve @A’ = O olsun. Eger 0 < @, W, I" € I ;4 ise bu

durumda

0<od<d' 0<S¥<DH' 0<Ir<c"
olacak sekilde a, b, c € A vardir. Buradan
o<o,¥,r<a"+bn"+c"=(a+b+c)"’

yazabiliriz. Teorem 3.2.1 den ®A¥T = 0 bulunur. Simdi keyfi 0 < &, ¥, I" € (A™);, olsun.
I5(a), (A7), iginde gii¢lii sira yogun oldugundan

0<P, TP, 0S¥, 0K 1T

olacak sekilde @, Y, [, € I5(a) netleri vardir. Ayrica @AY = 0 ve @Al' = 0 oldugundan
Do AWp = 0 Ve DAL, = 0 dir. Dy, Wp, I, € Iy(ay oldugundan her , B,y igin

®,AWsT, = 0
olur. 0 < @, T @ oldugundan @, AWgI, T @A¥s[, dir. O halde her 8, igin
PAYRT, = 0

bulunur. 0 < f € A™ secgelim. Hera € Ai¢in 0 < I,,(f.a) T I'(f.a) dir. Her a € A i¢in
0< (Fy.f)(a) T (I'.f)(a) oldugu i¢in 0 < (Fy.f) T (I'.f) dir. g sira siirekli oldugundan

0 < Wp(Ty.D) = (¥.5,) () T We(I'. 1) = (¥s.T)(f)

saglanir. Her 0 < f € A~ i¢in saglandigindan 0 < (‘PB.F],) T (BUB.F) yazabiliriz. Bu
yiizden @AW, T @AWT oldugundan
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OAYRT =0
bulunur. Ayrica 0 < Wg T ¥ oldugundan her 0 < f € A i¢in

0<Y(r.f) = (Y.T)OH T = .0

saglanir. Her 0 < f € A™ i¢in saglandigindan 0 < (‘I’ﬁ.l“) T (Y.I') yazabiliriz. O halde
PAYI" T OAYPT oldugundan @A¥T = 0 bulunur.

3.2.3. Teorem

A Arsimedyan b —cebiri olsun. Eger A pozitif kare 6zelligine sahip ise Arens ¢arpimi ile

A~ sira duali b —cebiridir.
fspat

A pozitif kare 6zelligine sahip Arsimedyan b —cebiri olsun. Bu durumda Teorem 3.1.2 den
A hemen hemen f-cebiridir. Her @, ¥, I’ € A™™ i¢in &AW =0 ve &A' =0 olsun.
A~ = (A7); @ (A7)5 oldugundan

® = @, + P, olacak sekilde @, € (A7), ve &, € (A™)5 vardir.
¥ =Y, + ¥, olacak sekilde ¥, € (A7), ve ¥; € (A™)5 vardur.
I' = I, + I olacak sekilde I;, € (A™);, ve I3 € (A™)g vardur.
Ayrica Teorem 3.2.2 den (A™), b —cebiri oldugundan ®@,A¥, = 0 ve @, Al;, = 0 igin
O AW, =0
bulunur. Ayrica YT = ¥, I;, ve ¥,.I;, € (A™);, yazabiliriz. Buradan
0 < OAYT = OAY, T,
= (Dn + D)AWL,

< (d)n’\lpnrn) + ((ps/\anpn)
=0
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oldugundan A~~ b —cebiridir.
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4. ARENS HOMOMORFIZM

E, Aiizerinde f—modiil ise

p:A— Orth(E)

a-pla)=mn, : mu(x)=ax

doniistimii Riesz ve cebir homomorfizmdir. Karsitt

p:A— Orth(E)

a-pla)=mn, : mu(x)=ax

biciminde tamimlanan Riesz ve cebir homomorfizm varsa AXE - E, (a,x) » a.x

dontisiimil ile E, A tizerinde f—modilidiir [7].

E, A iizerinde f—modiil olsun. Bu durumda

AXE™ - E~
(a,f)-> f.a : (f.a)(b) = f(ab) (4.1)
EXE™ > A~
x>0 f) + P& f)a) = flax) (4.2)

(A7 XE~ > E”
(F.,f)=Feof : Fof(x)=F(xf)) (4.3)

adimlar ile birlikte E~, (A7), tizerinde f—modiiliidiir.

Simdi f-modiil yapisiyla tanimlanan p doniisiimlerinin verildigi asagidaki Ornekleri

inceleyelim
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Ornekler

1. A = R alirsak, E Riesz uzayi, R {izerinde f—modiiliidiir.

p: R - Orth(E)
A-p)=m : mx) =Ax

gémme doniisiimii Riesz ve cebir homomorfizmdir.

2. A f—cebiri olsun. A kendi iizerinde f—modiildiir.

p:A— Orth(A)

a-pla)=mn, : mu(x)=ax

dontigiimii Riesz ve cebir homomorfizmdir. Eger A birimli ise p Riesz ve cebir
izomorfizmdir[1,9].

3. E Riesz uzay1 olsun.

Orth(E) XE - E

(m,x) » m.x =n(x)

bi¢ciminde tanimlanan doniisiim ile E, Orth(E) lizerinde f—modiiliidiir.
p : Orth(E) - Orth(E) 0zdeslik doniisiimiidiir.
4. A f—cebiri olsun. Arens ¢arpiminin 2. adimunda tanimlanan doniisim ile A~, (A7),

iizerinde f-modiiliidiir.

p: (A); = Orth(A™)
F - p(F); p(F)(f)=F.f

dontistimii Riesz ve cebir homomorfizmdir. Eger (A™); birimli ise p Riesz ve cebir
izomorfizmdir [5].
5. E, A tizerinde birimli f-modiil olsun. Yukarda (4.1) ve (4.3) adimlarinda tanimlanan

dontisgim ile E~ hem A fizerinde hemde (A™), =A™~ lizerinde f—modilidiir.
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p:A—-Orth(E7) ve p: A" - Orth(E~) donisimleri cebir ve Riesz

homomorfizmadir [7].

Biz bu béliimde 5. Ornekte verilen p : A~ = Orth(E™~) doniisiimii iizerinde calisma
yaptik. Bu doniisiime Arens homomorfizm adini verip 7 ile gosterecegiz. Bu boliim boyunca

A birimli f—cebiri olarak alinmstir.

4.1. Arens Homomorfizm

4.1.1. Teorem

E Rieszuzayiveherx €e E,f €e E~ ve S € L,(E™) i¢in

Ir: EXE~ - Ly(E™)
.f) - ' f)S)=S)x)

bi¢iminde tanimlanan doniisiim bilattice homomorfizmadir.

fspat

Herx e E,,ve f € EYi¢in[,:E™ —» Ly(E™)~ vel: E - Ly(E™)™ doniisiimleri pozitiftir.
O halde T:E X E~ —» L, (E™)~ doniisimi bipozitiftir.[,, Riesz homomorfizma oldugunu
gostermek i¢in [, (f+) = I,(f)* oldugunu gostermemiz yeterlidir. I}, pozitif oldugundan
L,(f) < L(f*) dir. Buradan I,(f)* < ,(f*) bulunur. Simdi tersini gosterelim. Her
SelL,(E7),,x€Evef eE igin,

L) =T (x, )F(S)
=sup{l'(x,f)(R): 0<R<S}
=sup{R(f)(x): 0<R<S}

dir. f € E” nin uirettigi band Bg+Vve P: E~ — B+ projeksiyon band olmak iizere Ry = S o P
olarak tanimlayalim. 0 < R; < S, Ry € L, (E™) oldugundan I'(x, ) (R;) < I'(x, f)*(S) dir.
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Ayrica ,

L)) = I'(x, f)(Ry)
=R ()
=S P(f)(x)
=S(fH)
=TI f1)(S)
= L)

oldugundan I, Riesz homomorfizmadir. I+ Riesz homormorfizma oldugunu gosterelim If

pozitif oldugundan I} (x)* <= I;(x*) dir. Her S € L,(E™), f € E~ ve x € E igin

DS =", S)
=S(H(x™)
=sup{g(x): 0< g <S(f)}

E~ Dedekindtamve 0 < g < S(f) oldugundan 0 < m <[ ve n(S)(f) = g olacak sekilde
m € Orth(E™) vardir. R; = o S tamimlarsak 0 < Ry < S, R;(f) = g Vve Ry € L,(E™) dir.

Buradan

I'(x, f)*(S) =sup{l'(x,f)(R):0 <R <S}
=sup{R(f)(x):0<R<S}
= Ry (f)(x)

bulunur. Ayrica

Ri(f)(x) =moS(f)(x)
=g()

olup her iki taraftan supremum aldigimizda

Ir(x)*(S) Z sup{ g(x) : 0 < g < S(H} = [(x(S)
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bulunur. O halde It (x*) = I;(x)* oldugundan I; Riesz homomorfizmadir.Yani I bilattice

homomorfizmadir.

E, Aiizerinde f-modiil olsun. Her a € A igin
Y:EXET > A"
(x,f) > Y f) =vrp Px fa) = f(ax)

doniisiimii her x € EY ve f € EJ i¢in f - Y (u, f) ve x - Y(x, g) doniisiimleri pozitiftir.

Y nin adjointi

YT AT 5 Ly(EY)
F oo ™ (F), ¢ (F)(N@) = F(xy)

dontistimii | kendisidir.

Genellikle bi-lineer doniisiimiin goriintiisii lineer uzay olmayabilir. Asagidaki teoremde
bi-lineer doniistimiin goriintiisii lineer uzay oldugunu gosterdik. Bu teoremi B. Turan [7] de

A = Z(E) 6zel durumunda ve A. Uyar [24] te farkli yoldan ispatlarint vermislerdir.

4.1.2. Teorem

E, A tizerinde birimli f-modiil ve B = {i(x, f):x € E ve f € E~ } olsun. B, A~ iginde sira

idealdir.

Ispat

fLg€EE™, x,yeEveu=y(x,f)+y(y g) € A~ olsun.

0<ut

SRUCHIERVICA DN
<YPUxLIfD+YUylLligl
<yYUxIl+lyLIfl+lgl)
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bulunur. Benzer sekilde

O<u <yY(xl+lyLIfl+lgD

bulunur.z =l x| +lylveh=|f |+l g lalirsak 0 < u* <yY(z,h)ve 0 < u~ <yY(z,h)
saglanir. A~ Dedekind tam oldugundan 0 <7 <[ ve m((z,h)) = u* olacak sekilde
m € Orth(A™) vardir. Ayrica [5] den

v: AT —> Orth(4A™)
F=v(F), v(F)(f) =F.f

dontisimii cebir ve Riesz izomorfizma oldugundan v(H) = m olacak sekilde H € A™~

vardir.
Her a,b € A igin

Y(x,f).a(b) = ¥(x, f)(ab)
= f(abx)
= f(bax)
= ¥(ax, f)(b)

bulunur. Diger taraftan

H.y(z,h)(a) = HY(z, h).a)
= H(y(az, h))
= H o h(az)
=Y, Hon(2)

oldugundan H.y(z, h) = ¥, o, bulunur. Ayrica

ut =n(y(zh))
= v(m)(P(z, h))
= H.y(z h)
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=¥(z,Heh)

bulunur. Benzer sekilde K € A~ i¢in u~ = Y (z, K o h) bulunur.

p=pt—p”
=yY(z,Hoh) —Y(z,K o h)
=9(z,(H=K)h)

oldugundan B de iki elemanin toplami B de bulunur. Her A € Rigin AY(x, f) = Y (Ax, f)
oldugundan Ay (x, f) € B dir. O halde B, A~ nin alt uzayidir. Simdi B nin ideal oldugunu
gosterelim. Her p € A~ i¢in 0 <| p I< P(x, f) olacak bicimde Y (x, f) € B olsun. A~
Dedekind tam oldugundan T[(l/}(x, f )) = u olacak bigimde m € Orth(A™) vardir. O halde
v(H) = m olacak sekilde H € A~ vardir. Buradan

u=n@pxf))
=v(H) (Y&, f))
=¥(x,Hef)
bulunur. Yani u € B bulunur. O halde B, A~ nin idealidir.
4.1.3. Teorem
Eger E, A iizerinde f—modiil ise
Y E X E~ — A" bilattice homomorfizma & ¢~ : A~ —= L, (E™) aralik koruyandir

fspat

Y bilattice homomorfizma olsun. Teorem 2.2.30. da F = E~,G = B~ ve H = R alirsak
Y~ : B™" = Ly, (E,E™; R) aralik koruyan operatoriinii elde ederiz. Ayrica Teorem 2.2.29.
da verdigimiz teoremde uygun se¢imler yapildiginda Ly, (E,E™;R) =~ (E Q®E ~)~ =
L,(E™) oldugundan ¢y~ : B~ — L, (E™) aralik koruyan operatordiir.
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Tersine ~ aralik koruyan olsun. Teorem 2.2.19. dan ¥~ ":L,(E™)~ - A™™~ Riesz
homomorfizmadir. Her x e E,f € E~ ve HE A™™ igin ¢ : A - (A7), dogal gomme

doniisiimii olmak tizere,

(MG, H)H) = I'(x, HE™(H))
=¥~ (H) () (%)
= HW(x, )
= o((x, ) (H)

bulunur. Her x,y € E, f € EY igin

c(Wx Ay, f) =9 T (x Ay, f))
=P ) AT T Y, )
= oW AW, )

bulunur. Her x € E*, f,g € E™ igin

oW, fAg) =y~ (I'(x,fAg)
=Y (I (x, ) AP~ (T'(x, 9))
= oW ) Ao((x,9))

bulunur. o birebir Riesz homomorfizma [9] ve I' bilattice homomorfizma oldugundan

bilattice homomorfizmadar.

Sonug : E, A lizerinde f—modiil olsun.

Y:E X E~ = A~ bilattice homomorfizma & n: A~ = Orth(E™) aralik koruyandir.
4.1.1. Tanim

E, A iizerinde birimli f-modil, x € E ve 0 <y < x olsun. Eger 4 i¢inde 0 < a, < e ve

(E.E™) . .. .
A X Sl y sartin1 saglayan {a.} neti varsa E, A'ya gore topolojik doludur denir [7].



59

4.1.4. Teorem

E, A lizerinde topolojik dolu f—modiilii ve E~, E nin noktalarini ayirsin. Bu durumda

Y:EXE" > A"
(x,f) > ¥Y(xf) =¥y

doniistimii bilattice homomorfizmadir [7].

4.2. f —Modiillerinde Alt Modiil ile Sira Ideal

C.D. Huijsmans ve B. Pagter de cebir idealleri ile sira idealler arasindaki iliskiyi incelediler.

Once [14] yaptiklar1 calismada asagidaki teoremi ispatladilar.

“A Arsimedyan f—cebiri olsun. A daki her goreceli diizgiin kapali sira ideali 1-idealdir (sira

ve cebir ideali).”

Daha sonra [15] yaptiklart ¢alismada diger yoniinii asagidaki teoremle elde ettiler
“Arsimedyan birimli f—cebirinin her goreceli diizgiin kapali cebir ideali sira idealdir.”
Bizde bu kisimda f—modiillerinde sira ideal ile altmodiiller arasindaki iligkiyi verecegiz.
4.2.1. Teorem

E, A tizerinde f—-modiil ve I, E nin o(E, E™) kapali ideali olsun.O zaman w(I) < I olacak
sekilde m € Orth(E) vardir. Ayrica E nin her o(E,E~) kapali I ideali E nin
A —altmodiilidiir.

fSpat

I, E nin g(E, E™) kapali ideali olsun.O halde Teorem 2.2.25 ten
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I°={f€eE":vx€elf(x)=0}

banddir. Bu yiizden her r € Orth(E™) ve f € E~ i¢in r band koruyan oldugundan r(f) €
[°dir. T € Orth(E) olsun. m € Orth(E) oldugundan =~ € Orth(E™) dir. Bu durumda her
fel’igcinm™(f) € [°dir. Yani f € I° ve x € ] igin

m(f)(x) = 0= f(mx) =0

bulunur. Yanix € °(I°) dir. Teorem 2.2.26 den °(I1%) = I oldugundan rx € I dir. O halde
m(I) € I dir. Ustelik her a € 4 i¢in 7, € Orth(E) oldugundan 7, (I) € I saglanir. Yani E
nin o(E, E™) kapali I ideali E nin A —altmodilidiir.

4.2.2. Teorem
E, A iizerinde birimli f—modiil olsun. Asagidakiler 6nermeler denktir.

1) E, A ya gore topolojik doludur

i1) n Arens homomorfizmasinin goriintiisic Orth(E™) i¢inde idealdir
iii) E~ nin her o(E~, E) kapal1 A-alt modiilii idealdir

iv) E nin her a(E, E™) kapal1 A —alt modiilii idealdir.

fspat

i)=>1ii) E,A ya gore topolojik dolu olsun. Y:E X E~ —> A~ doniislimi bilattice
homomorfizmadir. O halde yukardaki Sonugtan dolay1n: A~ — Orth(E™) aralik
koruyan operatdr ayni zamanda Riesz homomorfizma oldugundan. n(4~"),
Orth(E™) iginde sira idealdir.

ii) = iii) N,E~ nmn o(E~,E) kapali A — altmodiili ve F € (A7), = A~ olsun. Bu

A7,
durumda aj 0'(—2 F olacak sekilde (a,) € A vardir.

ax ° f(x) = ax(¥(x, f)
=¥(x f)(ac)
= f(axx)
= G f(X)
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bulunur. N,E~ A —altmodiilii oldugundan a..f € N dir. Yani ay o f € N dir.
Ayrica N kapali olup ay o f = F o f oldugundan F o f € N dir. O halde N,E~
nin A~ —alt modiiliidiir. Diger yandan A nin cebirsel birimi e ise e”’, A~ nin
cebirsel birimidir. n cebir homomorfizm oldugundan n(e’) = I dir. O halde I €
n(A~™) olup n(A~") ideal oldugundan Z(E~) € n(A~") bulunur.

feN ve SeZ(E™) €n(A™™) donlsiimii f* tarafindan iretilen band tizerine
band projeksiyon olsun. Yani S(f) = f* dir. Ayrica S € n(4~™) oldugundan
n(S) = G olacak sekilde G € A~ vardr.

fr=8N=n@)=Gef

olup N,E~ nin A~ —alt modiilii oldugundan G o f = f* € N dir. Yani N alt
Riesz uzayidir. Her f € N ve g € E7 i¢in 0 < g < f olsun. E~ Dedekind tam
Riesz uzay1 oldugundan R(f) = g olacak sekilde R € Z(E™) < n(A~") vardir.
R € n(A™") oldugundan n(P) = R olacak sekilde P € A~~ vardir. O halde

g=R(f)=nP)(f)=Pef

olup N,E~ nin A~ — alt modiilii oldugundan P o f = g € N dir. O halde N
idealdir.

iii) > iv) Her a € A ve f € M° igin a.f € M° oldugunu gosterelim. Her x € M igin
a.f(x) = f(ax) ve M, E nin A —alt modiilii oldugundan ax € M dir. Buradan her
X € M igin a.f(x) = f(ax) = 0 bulunur. Yani a. f € M° dir. M°,0(E~,E)
kapali oldugundan, M°, E~ nin o(E~, E) kapali A-alt modiilidiir. Hipotezden
dolay1 M° idealdir. oldugundan M idealdir.

iv) =>1i) Her x,y € Eve0 <y < xolsun. Ax = {ax : a € A} S A kiimesinin |g|(E~,E)
kapanisin1 K ile gosterelim. K konveks kiime oldugundan Teorem 2.2.23 den

K,o0(E~,E) kapali kiimedir. Hipotezden K, E iginde idealdir. A birimli

lo|(E™,E
oldugundan x € K olup K ideal oldugundan y € K dir. O halde a.x Lz y

olacak sekilde (ax) € A neti vardir.



62

by = (ax)Ne olacak sekilde (b,) netini tanimlayalim. Tanimindan

0 < b, < e dir. A f—cebiri ve x pozitif oldugundan b,.x = (a.x)* Ax tir.

|o1(E~,E) 4 lolEB)
X ——— y = (agX)* — y

+ lol(E™,E)
= (AX)"AXx—— Y AX

lol(E™,E)

ﬁboc—)y

ETE . . ..
dir. Teorem 2.2.24. den by el y dir. Yani E, A ya gore topolojik doludur.

Sonu¢ : E Banach orgiisli ve A lizerinde birimli f—modiilii olsun. Asagidakiler 6nermeler

denktir.

i) E, A ya gore topolojik doludur.

ii) n Arens homomorfizmin goriintiisii Z(E™) ya 6rtendir.
iii) E~ nin her o(E~, E) kapal1 A-alt modiilii idealdir.

iv) E nin her g (E, E™) kapali A —alt modiilii idealdir.

fspat

E Banach orgiisii oldugundan E~ Banach orgiisii oldugundan Z(E~) = Orth(E™) dur.
E~ = E' saglandigindan ispat1 agiktir.

Arens homomorfizma genelde birebir degildir.
Ornek

E =1' ve A=1% olsun. [},[®a gore topolojik doludur ve p:1* — Orth(l*) doniisiimii
Riesz ve cebir izomorfizmadir. E~ = 1% dir.Yani Orth(E~) = [®dur. Diger taraftan
A = (1")"ven,(I*)" dan [* = Orth(E™) ya orten band projeksiyondur. Bu yiizden

Arens homomorfizma birebir degildir.
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4.2.3. Teorem

E, A tizerinde birimli f—modiil olsun.

Arens homomorfizma birebirdir & B={¥(x,f):x€Evef €E~} min d(47,A™7)

kapanist A~ dur.
fspat
=2)B={¥(x,f):x€Evef € E"}nino(A~,A™™) kapanis1 A~ olsun.
Her F € Cek(n),f € E~ ve x € E igin

F € Cek(n) = n(F)(f)(x) =0
= F(W(x,f)) =0

dir. Hipotezden dolay1 her u € A~ i¢in F(u) = 0 dir. O halde F = 0 dir. Yani Cek(n) =
{0} oldugundan n birebirdir.

=) n birebir olsun. cl(B), B nin (A~, A~~) kapanisi olsun. Teorem 4.1.2. iii) den cl(B), A~
i¢inde idealdir. A™~ = (A™);, oldugundan Teorem 2.2.27. dan cl(B), A~ i¢inde banddr.
S:A~ - cl(B)* band projeksiyon olsun. Ayrica v(A~~) = Orth(4~) oldugundan
v(F) = S olacak sekilde F € A~ vardir. Her x € E ve f € E~ igin

F.¥(x f)=v(F) @ f))
=S¥, )
=0

dir. Buradan

n(F)(Hx) = F(¥(x, 1))
=F¥(.f).e)
=F.¥(x, f)(e)
=0
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bulunur ve n birebir oldugundan F = 0 dir. Yani S = 0 dir. O halde A~ = cl(B) &
cl(B)% ve cl(B)* = {0} oldugundan A~ = cl(B) dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada tanimini yaptifimiz b —cebirlerinin cebirsel 6zellikleri incelendi ve
Huijsmans’in Riesz cebirlerinde sordugu Gelfand-Mazur teoreminin b —cebirlerindeki
ispat1 verildi. Ayrica b —cebirlerinin sira siirekli biduallerinin b —cebiri oldugu, pozitif kare

ozelligine sahip olmasi durumunda sira biduallerinin b —cebiri oldugu ispatlandi.

Pozitif kare 6zelligine sahip veya degismeli d —cebiri hemen hemen f—cebiridir. Pozitif kare
ozelligine sahip b —cebirlerinin hemen hemen f—cebiri oldugunu gosterdik. Fakat degismeli
b —cebirlerinin 6zelliklerini heniiz belirleyemedik. f—cebirlerine karsilik gelen operator

grubu orthomorfizmalardir.

A - Orth(A)

a-mn,, ng,(b) =ab

orgii ve cebir homomorfizma doniisimii ile f—cebirleri orthomorfizmalar igine
gomiilebilmektedir. Hatta burada f—cebiri birimli ise bu doniisim Orgli ve cebir
izomorfizmadir. b —cebirlerine karsilik gelen operator grubunu heniiz tanimlayamadik. Bu

konuda ¢alismalarimiz devam etmektedir.

E,A iizerinde f—modiil olsun. E~ mun A~ iizerinde f—modiil yapisini elde ettik. E, A
iizerinde topolojik dolu f—modiilii ve E~ E nin noktalarini ayiriyorsa Arens homomorfizm

diye tanimladigimiz

n:A~" - Orth(E™)
F - nF), n(F)f)=Fef

dontistimiiniin aralik koruyan oldugunu gosterdik. n(A~~) nin Orth(E™) iginde ideal oldugu
sonucunu elde ettik. Bunun sonucu olarak A- altmodiil ile idealler arasindaki iliskiyi elde

ettik.

E, A iizerinde f—modiil olmak tizere A —» Orth(E) doniisiimii ve n: A~~ — Orth(E™)
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doniisiimiiniin 6rten olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu heniiz elde edemedik. Bu konu

iizerine ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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