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ABSTRACT

APPLICATIONS OF PRUFER TRANSFORMATIONS IN THE THEORY
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

AY, MURAT
M.Sc. in Mathematics Department
Superviser: Assoc. Prof. Dr. Abdullah KABLAN
June 29

38 pages

The solutions of the self-adjoint second order differential equation
(p()2'(t))" + g(t)2(t) = 0, t € (a,b),

have been studied by means of classical theorems of the theory of ordinary
differential equations. In this thesis, we wish to examine the same theorems using
Priifer transformations techniques which are a generalization of the Poincare phase
plane analysis. We begin by proving the Sturm Comparison theorem and the
Disconjugacy theorem. Then, to get the necessary and sufficient conditions for
boundedness of the solutions, we study the asymptotic behaviour of the solution of
the equation above, as ¢ — oco. In addition, we use Priifer transformations to analyse
the spectrum of a certain type of Sturm-Liouville eigenvalue problems with some

given boundary conditions.

Key Words: Priifer transformations, Sturm-Liouville problem, Bounds of solutions.



OZET

ADIi DIFERANSIYEL DENKLEMLER TEORISINDE PRUFER
DONUSUMLERININ UYGULAMALARI

AY, MURAT
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Abdullah KABLAN
Haziran 2017

38 sayfa

Kendine-es, ikinci mertebeden
(p()2' (1)) + g(t)x(t) = 0, t € (a,b),

bicimindeki diferansiyel denklem, adi diferansiyel denklemlerin klasik teoremleri
anlaminda ¢alisilmistir. Bu tezde, biz ayn1 teoremleri Poincare faz diizlem analizinin
bir genellestirilmesi olan Priifer doniistimlerini kullanarak ispatladik. Bu ispatlara
Sturm karsilastirma ve ayirma teoremleri ile basladik ve daha sonra ¢dziimlerin
smirliligl i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 bulmak iizere yukaridaki denklemin
¢oztimlerinin ¢ — oo iken asimptotik davraniglarini inceledik. Son olarak da, bazi
sinir sartlart ile verilmis belirli bir tipteki Sturm-Liouville 6zdeger probleminin

spektrumunu analiz etmek icin yine Priifer doniisiimlerini kullandik.

Anahtar Kelimeler: Priifer doniistimleri, Sturm-Liouville problemi, Coziimlerin

sturliligt.
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BOLUM 1
GIRIS
Asagidaki sekilde verilmis olan Sturm-Liouville denklemi 20. yiizyilda en ¢ok
dikkati ¢ceken denklemlerden birisi olmustur,

—(p(z)y") + q(x)y = Ar(x)y, = €[a,b]. (1.11)

Sturm ve Liouville zamanindan 6nce yaklasik 100 yildan bu giine, bu tiir denklemler

bir¢ok bilimsel yayinda Sturmian olarakta isimlendirilen

y(a)cosa = (py) (a)sina, y(b)cos 3 = (py) (b)sin 3 (1.1.2)

ayrik smir sartlar ile birlikte incelendi ve uygulamasi yapildi. Cok uzun siireler
Ozdegerlerin varlig1 ve 6zfonksiyonlarin salinim 6zellikleri, (1.1.1) denkleminin reel
cozlimlerinin A\ ya gore fonksiyonunun sifirlarinin analizi yapilarak gosterildi.
Bununla ilgili 1920 den bu yana bulunan kaynaklarin bir listesi 1926 da yayinlanan
[1] de bulanabilir. Ayni yillarda Priifer, [2] (diferansiyel denklemlerle ilgili goriinen
tek makalesinde) yukaridaki analizleri ¢ok daha kolayca yapacak problemin yeni bir

dontlistimiint verdi. p,r > 0 kabul edilmek {izere ki bu durum ‘belirli durum’ diye

adlandir, Priifer (1.1.1) denklemini ona denk olan asagidaki sistem seklinde yazdi,
y'=zp, Z=(a—xny (1.13)

ve daha sonra Ozdegerlerin varligi ve Ozfonksiyonlarin salinim teorisi i¢in buna

karsilik gelen faz diizleminde kutupsal koordinatlar1 kulland1. Priifer

y(t) = r(t)sin O(t)

iy T (1.1.4)
y(6) =215 cos )

doniistimiini kullanarak diferansiyel denklemi



1
r'(t) = |— — q(t)] rsin© cos ©
Pt) (1.1.5)
©/(t) = — cos O(t) + g(t)sin’ ©
p(t)

bi¢gimindeki denklem sistemini doniistiirdii. Daha sonra Priifer doniisiimii bir ¢ok

incelemede kullanildi ve bir metot haline geldi.

Bu tezde

Lz = (pt)x'(t)) + g(t)z(t) =0, t € (a,b). (1.1.6)

bi¢iminde verilmis olan kendine-es, ikinci mertebeden lineer diferansiyel
denkleminin Priifer déniisiimii ile ¢esitli analizlerini yaptik. Oncelikle 2. bdliimde bu
calismada kullanilacak temel tanim, teorem ve kavramlar1 verdik. 3. boliimii ise dort
kisma ayirdik. Birinci kisimda Piifer donilisiimiinii tanitarak, 2. kisimda salinim
teorisi ile ilgili teoremleri Priifer doniistimt kullanarak ispatladik. Yine ¢6ziimlerin
siirlilig ve ¢oziimlerin asimptotik davraniglarini 3. kisimda inceledikten sonra 4. ve
son kisimda (1.1.6) denkleminin spektral incelemesi yaptik. Son boliimde ise bu tez

caligmasi ile ilgili sonuglar belirttik.



BOLUM 2

STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

2.1. Sturm-Liouville Simir Deger Problemi

Bu béliimde asagidaki sekilde verilmis Sturm-Liouville diferansiyel denklemi
ile ilgili baz1 temel tamim, teorem ve kavramlar1 verecegiz. Bu bdliimde gecen

teoremlerin ispatlari i¢in [3] e bakilabilir.

Standard Sturm-Liouville diferansiyel denklemi
(p(@)y') + (Ar(z) +g(x))y =0 (2.1.1)

bi¢imindedir. Bu denklemde p ve ¢ fonksiyonlar1 verilen [ araliginda siirekli ve
p(xz) >0, yine r fonksiyonu I arahiginda reel degerli siirekli bir fonksiyon ve

r(z) > 0 ancak I araliginda sifira denk olmayan bir fonksiyondur.
(2.1.1) denklemi L
Ly = (p(x)y’) +q(=)y (212)
bi¢iminde tanimlanmis bir doniisiim olmak {izere
Ly = —Ar(x)y

formunda da yazilabilir. Simdi yukarida verdigimiz Sturm-Liouville diferansiyel

denklemi ile beraber verilecek olan agagidaki sinir deger problemin ele alalim:

Ly = —Ar(z)y (2.1.3)
ay(a) — By'(a) = 0 (2.1.4)
Yy(b) + 6y'(b) = 0 (2.1.5)



Burada o, 3, v ve ¢ degerleri o + 3> >0 ile > +6* >0 sartlarim1 saglayan

sabitlerdir. Bu siir deger problemine Sturm-Liouville Problemi (SLP) denir.

Tamm 2.1.1. (2.1.3)-(2.1.5) SLP’i bir A = ) i¢in y, asikar (yani sifira denk)
olmayan ¢dziimiine sahip ise )  degerine Sturm-Liouville Probleminin dzdegeri ve

y, ¢Oziimiine de bu dzdegere karsihik gelen dzfonksiyon denir. Yine () ,y,) ciftine

de (2.1.3)-(2.1.5) probleminin éz¢ifti denir.

(A;y,) (2.1.3)-(2.1.5) probleminin &zgifti ve ¢ sifir olmayan bir sabit olsun. Bu
durumda (A,cy,) da (2.1.3)-(2.1.5) probleminin bir 6z¢iftidir. Yine A, (2.1.3)-

(2.1.5) probleminin 6zdeger ve bu 6zdegere karsilik gelen sadece bir lineer bagimsiz

ozfonksiyon var ise \, a basit 6zdegerdir denir.

Tamm 2.1.2. Kabul edelim ki, r:[a,b] — R siirekli ve [a,b] aralifinda sifira
denk olmamak iizere r(z) > 0 olan bir fonksiyon olsun. [a,b] araliginday ve 2z

stirekli fonksiyonlarinin r agirlik fonksiyonuna gore i¢ carpimi

(5:2), = [ r@y@e@yo

bi¢iminde tanimlanir. Eger

(3 Z> = f: r(@)y(z)z(z)dz = 0

ise, bu durumda y ve z fonksiyonlarina r agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir

denir.

Teorem 2.1.3. (2.1.3)-(2.1.5) SLP nin tiim 6zdegerleri reel ve basittir. Yani her
bir 6zdegere karsilik gelen bir reel degerli 6zfonksiyon vardir. (2.1.3)-(2.1.5) SLP

nin ayrik Ozdegerlerine karsihk gelen ozfonksiyonlar [a,b] araliginda r agirhik

fonksiyonuna gore ortogonaldir.



Ispat: Kabul edelim ki, A, ve A, (2.1.3)-(2.1.5) SLP nin iki farkl zdegeri ve ¥,

ve y, de sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsunlar. Iki defa

uygulanmis kismi integrasyandan asagidaki esitligin dogrulugu kolayca gortlebilir,

fLyl(x) Y, (2)r(z)dz = p(ﬂf)Wb{yl,yQ} - p(x)VVa{yl,yQ}

b (2.1.6)
+ f y,(x)Ly,(z)r(r)dz.
Burada
|u(@) y,(2)
W) =)

bi¢iminde tammlanmis y, ve y, fonksiyonlarinin Wronkskianidir. Simdi (2.1.3) deki

esitlik kullanilirsa (2.1.6) esitligi yeniden
b
A =A) f y(@)y,(x)r(z)de = p(e)W {y,,y,} — (@)W {y,,9,}

bigiminde yazilir. y, ve y,, (2.1.4) ve (2.1.5) siir kosullarini sagladigindan

WAy, v, =WAy,u,}t =0

dir. Boylelikle
(A=A ) (vm) =0 (2.1.7)

esitligine ulagilir. X\ = A oldugundan y, ve y,, [a,b] araliginda r agirlik

fonksiyonuna gore ortogonaldir. Simdi kabul edelim ki; A (2.1.3)-(2.1.5)

0
probleminin 6zdegeri ve y, da bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Bu
durumda A, da (2.1.3)-(2.1.5) probleminin 6zdegeri ve ¥y, de bu 6zdegere karsilik
gelen o6zfonksiyondur. (2.1.7) esitliginden

5



(% =2 (i), =0
yazilabilir. Dolayisiyla A = XO dir. Yani, A reeldir,

Simdi kabul edelim ki, A, bir 6zdeger ve y, ve y, de bu 6zdegere karsilik gelen

ozfonksiyonlar olsun. y,, y, 6zfonksiyonlari (2.1.4) sinir kosulunu sagladigindan

W[, (), 5,(0))(@) = 0

dir. y,, y, fonksiyonlart ayn1 zamanda ayni diferansiyel denklemi sagladigindan

[a,b] araliginda lineer bagimlidir. Dolayisiyla (2.1.3)-(2.1.5) probleminin tiim

0zdegerleri basittir.

Son olarak,u ve v, [a,b] araliginda reel degerli fonksiyonlar olmak iizere M\
(2.1.3)-(2.1.5) probleminin bir 6zdegeri ve y, = u -+ de bu Ozdegere karsilik

gelen 6zfonksiyon olsun. Onceden biliyoruz ki; A, reeldir. Dolayisiyla y, = u + i

fonksiyonunu sifira denk olmadigindan ya u ya da v, A 6zdegerine karsilik gelen

reel degerli 6zfonksiyondur.

Teorem 2.1.5. (2.1.3)-(2.1.5) probleminin 6zdegerleri igin
A <A <A <.
siralamasi vardir ve

lim )\n = 00

n—oo

dir. Ayrica, n=12,... i¢in y , A Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon olmak

lizere y . 6zfonksiyonu (a,b) araliginda n tane sifira sahiptir.



2.2. Coziimlerin Kokleri Hakkina Bazi Temel Teoremler

Bu bélimde Lz = 0 1n asikar olmayan ¢6ziimlerinin sifirlar1 hakkinda bazi temel
tanim ve teoremleri verecegiz. Burada gegen teoremlerin ispatlari, tezinde esas
konusu olan Priifer doniistimleri kullanilarak bir sonraki boliimde detayli bir sekilde
verilecegi i¢in bu boliimde ispatlara girilmeyecektir. Bu béliimde gecen teoremlerin

ispatlar1 [3] ve [4] de detayli bir sekilde verilmistir.

Tamm 2.2.1. Eger Lz = 0 1 biitiin ¢oziimleri iki veya daha fazla sifira sahip

degil ise Lz = 0 denklemine discojugate denir.

Tamim 2.2.2. Eger 2, Lz = 0 1n asikar olmayan bir ¢6ziimii ve bu ¢6ziim sonsuz
sayida sifira sahip ise z ¢Oziimiine salinimlidir denir. Eger Lz = 0 asikar olmayan
salmimli ¢oztime sahip ise o zaman Lz = 0 diferansiyel denklemine salinimlidir
denir. Yine Lz = 0 salimimli ¢6ziime sahip degilse o zaman da Lz = 0 diferansiyel

denklemine salinimsizdir denir.

Teorem 2.2.3. (Sturm Ayirma Teoremi) Eger = ve y bir [ araligi iizerinde

Lz =0 kendine-es diferansiyel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii ise, o
zaman onlarin sifirlar1  tizerinde ayriktir. Yani x ve y ortak sifira sahip degildir ve

bunlardan birinin ardisik iki sifir arasinda digerinin tam olarak bir sifir1 vardir.

Teorem 2.2.4. (Sturm Karsilastirma Teoremi) Kabul edelim ki, ¢
(pz') + g2 =0
denkleminin (a,b) de reel bir ¢6ztimii ve ¢ da
(pz) +g,2=0

denkleminin (a,b) de reel bir ¢oziimii olsun. Ayrica (a,b) iizerinde g,(t) > g,(t)
olsun. Bu durumda eger ¢ ve ¢, (a,b) de ¢ nin iki ardisik sifir1 ise 0 zaman ¥

(t,,t,) de bazi noktalarda sifirdir.



BOLUM 3

PRUFER DONUSUMLERININ ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLERE
UYGULAMALARI

3.1. Priifer Doniistimiine Giris

Asagidaki kendine-es, ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi ele alalim.

Lz = (pt)x'(t)) + g(t)z(t) =0, t € (a,b). (3.1.1)

Burada p(t) > 0 ve mutlak siirekli, a ve b reel eksenin iki elemani olmak tizere

g(t) € L'(a,b) dir.

Bu boéliimde, bu denklem ile ilgili ana teoremleri verecegiz. Bunun i¢in ‘Priifer
doniistimleri’ olarak adlandirilan doniisimi kullanacagiz. Genel olarak Priifer
dontigimleri (3.1.1) in ¢oziimlerinin kutupsal koordinatlardaki gosterimleridir. En

¢ok bilinen Priifer doniistimii

z(t) = r(t)sin ©O(t)
) (3.1.2)
z'(t) = o) O(t).

formundadir. (3.1.2) donistimi, (3.1.1) denkleminde yerlestirilirse asagidaki Priifer

sistem elde edilir.

1
r'(t)=|— — g(t)] rsin © cos ©
p(t) (3.1.3)
O'(t) = 2 cos? O(t) + g(t)sin’ ©.
p(t)

Bu kisimda Priifer donlisimiinii tanmittiktan sonra ikinci kisimda (3.1.3)
doniistiiriilmiis sistemi kullanarak salinim teorisindeki Sturm karsilastirma teoremi,
salimim teoremi ve disconjugacy teoremleri gibi bazi ana teoremleri ispatlayacagiz.

Ucgiincii béliimde ise Priifer doniisiimiinii ve modifiye edilmis Priifer doniisiimiinii
8



kullanarak, (g(t) € L'(m) olma sarti olmaksizin) ¢ — oo iken (3.1.1) denkleminin

asimptotik davraniglarini inceleyecegiz. Ayrica (3.1.1) in sinirhi ¢éziimlerini elde

etmek icin gerekli ve yeterli satlar1 ortaya koyacagiz. Son olarak da,

p(t)z'(t)) + (Ar(t) — q(t))z(t) = 0, t€la,b], A=0
(3.1.4)

bicimindeki sinir sartlaria sahip diizglin Sturm-Liouville 6zdeger problemini ele

alacagiz. (3.1.4) in A — oo iken monoton artan dizi seklindeki sonsuz sayida

ozdegere sahip oldugunu ve bu A Ozdegerlerine karsihik gelen @

ozfonksiyonlarinin da (a,b) araliginda tam olarak n tane sifira sahip oldugunu

gostermek icin Priifer doniistimlerini kullanacagiz. Ayrica doniistliriilmis sistemi
kullanarak (3.1.4) iin spektrumu igin bir alt ve st sinir bulacagiz. Bu tezde

ispatlanmamig teoremlerin ispatlari verilen kaynaklarda bulunabilir.
3.2. Salimim Teorisi

Bu boliimde, Priifer dontisiimiinii kullanarak, diizgiin Sturm-Liouville problemleri
icin Sturm Kkarsilagtirma teoremi, salinim teoremi, ve disconjugasy teoremlerini

ispatlamaya calisacagiz.
Asagidaki denklemi ele alalim

Lz = (pt)x") + g(t)xr =0, t e (a,b). (3.2.1)

] f(s)ds| 1le carpilarak

0

(burada belirtelim ki z” + f(t)z" + h(t)z = 0 denklemi exp

(3.2.1) formunda yazilabilir) Kabul edelim ki p(t) >0 ve mutlak sirekli,

g € L'(a,b) olsun.

Simdi, (3.2.1) de y = p(t)z’ doniisiimii yapalim. Bu durumda

o =L y' = —g(t)x (3.2.2)



olur. Eger (3.2.2) de z =r(t)sinf(t), y=r(t)cosf(t) polar doniisimlerini

kullanirsak ve denklemi 7/, 0" ne gore ¢ozersek, o zaman asagidaki Priifer sistemi

elde ederiz.
r(t) = % — g(t)]rsin@cos@ (3.2.3)
0'(t) = 1 cos’ O + g(t)sin® 6. (3.2.4)
p(t)

Budan sonra (3.2.1) in ¢6ziimleri ile ilgili asagidaki teoremleri ispatlarken yukaridaki

dontistiiriilmiis sistemi kullanacagiz. Asagidaki iki teoremin ispati [4] de bulunabilir.

Teorem 3.2.1. (Sahimim Teoremi) Kabul edelim ki p;, g,, a,b] de parcal siirekli
ve Lz=(pa') +gx=0, i=12 olsun. Ayrica 0 <p,(t)<p,(t), g,(t) > g,(t)
olsun. Eger ¢, L in ¢6ziimleri olmak tizere Lp =0, L, =0 ve w. (3.2.4) iin

¢oziimleri olmak iizere w,(a) > w,(a) ise 0 zaman
(1) YVt € (a,b) i¢in w,(t) > w (1),

(2) Eger ¢ € (a,b) i¢in g,(t) > g,(t) ise, 0 zaman Vt € (a,b] i¢in w,(t) > w (t) dir.

Ispat: (3.2.4) den w = lcos2 w, + g, sin’w,, i = 1,2 dir. Ayrica

1
!/
(wg _wl) = [91 _p_l

(sin2 w, — sin’ wl) +h (3.2.5)

elde ederiz ki burada

1

b, p

2 s 2
h = cos” w, + (g, — g,)sin" w,

dirve A >0 dir.
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Eger w, —w, = u ise 0 zaman (3.2.5) den v’ = fu + h dir ve burada

sin w, — sin w,

(sinw, +sinw,)

f=[91—i
p,

W, —w,

dir. Dolayistyla f pargali siirekli ve diizglin sinirli bir fonksiyondur. ~ >0

oldugundan ' — fu >0 dir. Simdi F) = f f(s)ds diyelim. O zaman e"u’ +
F'e"u > 0 olur ve bunun integrali alinirsa
" u(t) > " u(a) >0 (3.2.6)

elde edilir. Boylelikle (1) ifadesi ispatlanmis olur.

Simdi kabul edelim ki (2) ifadesi dogru olmasin. Gdosterelim ki; dyle bir ¢ > a

sayis1 vardir ki,

w,(t) =w/(t), (a<t<c) (3.2.7)

esitligi saglansin. Oncelikle saglanmadigini kabul edelim. O zaman (1) den dyle bir
{t,}"_, dizisi vardir ki, o bunun limitidir ve j=1,....n i¢in w,(t,) > w(t;) dir.
Simdi (3.2.6) alinir ve t., aile yer degistirilirse j =1,...,n i¢in ¢ > ¢ olmak lizere

w,(t) > w,(t) elde edilir. ¢ , a ye istenildigi kadar yaklastirilabileceginden (2) den
(3.2.7) yi elde ederiz ki bu da bir ¢eligki olusturur.

(3.2.7) den, eger sadece w, = w, =0 mod(nw) ve (a,c) de p, = p, ise 0 zaman
(3.2.5) dogrudur. Halbuki, w, i =1....,n ler (3.2.4) iin ¢éziimleri oldugundan (a,c)
de w,=w, =0 mod(m) durumu imkansizdir. Dolayisiyla bu (2) yi ispatlar ve
teoremin ispat1 bitmis olur.

Teorem 3.2.2. (Sturm Karsilastirma Teoremi) Kabul edelim ki z € (a,b)
olmak iizere ¢, (pz')' +gxz=0 denkleminin ve ¢ da (pz’) +g,2=0
denkleminin reel ¢oziimleri olsunlar. Ayrica (a,b) arahiginda g,(t) > g,(t) olsun. Bu
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durumda eger ¢, ¢, (a,b) arah@nda ¢ nin iki ardil sifir ise, o zaman ¢, (a,b)

araliginin bazi noktalarinda sifirdir.
Ispat: Ispata gegmeden &nce asagidaki iddiay verelim.

Iddia 3.2.7: ¢(t), w(t) (3.2.4) iin ¢dziimleri olmak iizere sadece w(t)= km,

k € 7 noktalarinda sifir olabilir.

Simdi ispata gegelim. (3.2.1) in ¢ ¢ozimi i¢in, p° = (po') +¢°,
w = arctan(¢ / p¢’) olmak tizere (3.2.3) ve (3.2.4) Un swasiyla = p(t) ve
0 = w(t) ¢dziimleri vardir. ¢ ve ¢’ ayni anda sifir olmayacagindan p*(¢) > 0 dir.
Genelligi kaybetmeden p(t) > 0 kabul edebiliriz. Dolayisiyla bunun sonucu olarak,
o(t) = p(t)sinw(t), sadece w(t) = km, k € Z iken sifir olabilir.

Simdi cos® @ ve sin’ @ diizgiin sinirl oldugundan, (3.2.4) p > 0 oldugu ve p ile
¢ nin de pargali siirekli oldugu bir aralikta ¢6ziime sahiptir, (Picard Teoremi). (3.2.4)

lin sag tarafi 6 ya gore diferansiyellenebilir oldugundan, ¢oziim alisilmis anlamda

tektir. Boylece ispat w(t) nin monotonlugu ve Teorem 3.2.1 takip edilerek yapilir.

Asagidaki teorem [5] den alinmistir.

Teorem 3.2.3. (Disconjugacy Teoremi) Asagidaki problemi ele alalim,
Lz = (p(t)z") + g(t)z =0,
burada ¢ € [a,00), z(a) =0 ve genelligi kaybetmeden z'(a) > 0 dir. Eger p(t) ve

g(t), [a,00) araliginda siirekli ve ¢ € [a,00) i¢in p(t) > 0 iken f“x[p(lt)ng(t) dt<nm

ise, 0 zaman Lx =0 1n [a,00) araliginda iki sifira sahip agikar olmayan ¢6zimii
yoktur.
Ispat: 0'(t) = % cos’ 0 + g(t)sin® 0, 6(a) =0 oldugu hatirlanir ve bu ifade
p

integrallenirse

1
oM lg(t)

L cos’ @ + g(t)sin® 0 dt

p(t)

ie
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elde edilir. Buradan da

dt < (3.2.8)

bulunur. 6’(a) >0 oldugundan t € [a,00) icin o(t) <fm[%+|g(t)| dt <= dir.
« \p

Lx=0 1m ¢oziimlerinin sifirlann  6(t) = km, k €Z oldugu zaman ortaya

cikacagindan yukaridaki esitsizlik teoremi ispatlar.

Teorem 3.2.4. Vt € [a,00) i¢in ¢(t) < 0 olmak lizere

Lz = (p(t)z') + g(t)z =0, (2'(a) > 0)
olsun. O zaman Lz = 0 probleminin asikar olmayan ¢oziimii [a,00) araliginda en
fazla bir sifira sahiptir.
Ispat: Oncelikle biliyoruz ki 6(a)=0 ve 6'(a)>0 oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla 6(¢) nin bu monotonluk 6zelliginden bir b € (a,00) vardir ki 0(b) = g

dir. Yine 6'(b) = % cos” O(b) + g(t)sin® 0(b) = g(b) oldugundan (a,00) araliginda
p

0 <0(t) <g dir. Buradan Lz =0 1n asikar olmayan ¢Ozimiinin (a,00) da

sifirinin olmadig ortaya ¢ikar, ¢iinkii eger olsaydi bu 6(t) = k7 olacakti. Boylece

ispat biter.

Ispati [6] da verilen asagidaki teoremde, p,(t) ve p,(t) kapal bir aralikta reel

degerli, parcali siirekli fonksiyonlar olmak {izere
2"(t) + p,(t)z'(t) + p,(t)2(t) =0 (3.2.9)

denkleminin tespit edilmig bir asikar olmayan ¢oziimiiniin iki ardigik sifir1 arasindaki
uzunlugu ile ilgili 6nemli bir sonucu elde etmek i¢in modifiye edilmis Priifer

doniistimiinii kullanacagiz.
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Teorem 3.25. a ve b (3.2.9) denkleminin tespit edilmis bir asikar olmayan

¢Oztimiiniin iki ardigik sifir1 olsun ve v, [a,b] araliginda tanimli, diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olsun. Diger taraftan

M. Esup(

2
a<t<b

V() = (0 =70+ p, (1))

olsun. O zaman asagidaki esitsizlik vardir

7 ds
b—a22f =
1+Mls—|—M2s

0

Ispat: o teoremde belirtilen ¢dziim olsun. Genelligi kaybetmeden V¢ € (a,b) igin
z(t)>0 ve z'(a) >0, 2'(b) <0 olsun. Reel degerli R ve 6 fonksiyonlarini

asagidaki bagintilarla tanimlayalim.

Rsinf =z (3.2.10)
RcosO = 2’ + vx (3.2.11)

burada R(t) >0, 0(t) €[0,7], t € [a,b] dir. (3.2.10) ve (3.2.11) diferansiyellenir ve

(3.2.9) da yerine yazilirsa
R'cosf — RO'sin@ = R(y — p,)cosf + R(y' — p, —7* + p,y)sin 6 (3.2.12)
R'sinf + RO’ cos = Rcosf — Rysinf (3.2.13)
elde edilir. Bu iki denklemden R’ yok edilirse,
' = cos’ 6 — (2y — p,)sinfcosO + (v — p, —¥* + py)sin® 6 (3.2.14)

bulunur. (3.2.10) dan z in sifirlarinin 6(¢) = k7 iken ortaya ¢iktig1 agiktir ve yine
(3.2.14) den ¢'(kw) =1 oldugundan ¢, km de artandir. Bu durumda 6(a) =0,

0(b) =  olarak kabul edebiliriz. Boylece aradeger teoreminden 6(t) = 7 / 2 olacak
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sekilde bir ¢ € (a,b) elde ederiz. Simdi « ile boyle olan ¢ lerin en sonuncusunu

gosterelim. Bu durumda ¢ € (a,a) igin siné ve cosf nin her ikiside pozitiftir.

(3.2.14) den
‘0" < cos’ 0 + M, sin @ cos 6 + M, sin’ 0

ve boylece

/2

a—a> [— 0 — = | (3219
i cos 0+ M sinfcost + M, sin” 0 1+ Ms+ M

0

dir. Benzer sekilde, eger 3, 0(t) = km olan ¢ € (a,b) lerin en bilyiigi ise, o zaman

> f 49 . (3.2.16)
o L+ Ms+ Ms

dir. (3.2.15) ve (3.2.16) birlestirilirse

7 ds
b—p>2 3.2.17
‘[1 + Mls + M252 ( )

elde edilir ve ispat biter.

Bu teoremde vy ya uygun degerler verilmesiyle ve p, (t) ve p,(t) iizerine uygun

sartlar konulmasiyla, asagidaki bazi 6nemli sonuglar elde edilir.
Sonug 3.2.6. Eger p, = 0 ise, 0 zaman asagidaki esitsizlik elde edilir,

t

f p,(s)ds

a

>

sup
a<t<b

b—a

Ispat: ¥ = [ p,(s)ds diyelim. Bu durumda

t

f p,(s)ds

a

M, =2sup

a<t<b
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i 2

f p,(s)ds

a

M, = 2sup

a<t<b

¢ 2

f p,(s)ds

a

olur. Simdi M dersek Teorem 3.2.5 den

, = sup

a<t<b

7 dt 2
b—a22fl — =
)L+ 2Mt+ M M

elde edilir.

Sonug¢ 3.2.7. Eger p,(t) diferansiyellenebilir ise, o zaman asagidaki esitsizlik

vardr,
/ 2 2
P! p; m
sup |2 — p, + 2l > .
o2 LT o ayp
Ispat: v = ];—1 segilirse, M, =0 ve
P, p,
M, = sup|=—p, +—
a<t<b 4

olur. Teorem 3.2.5 den asagidaki esitsizlik elde edilir,

1

T dt
b_a22[1+M2t2 :W\/E.

Benzer sekilde ispat edebiliriz ki, eger p, diferansiyellenebilir ise, 0 zaman

16



!/ 2
&—% dssegilir ve Teorem 3.2.5 uygulanirsa bu

bulunur. (v = plz(t)+f P

esitsizlik goriiliir).
3.3. Coziimlerin Simirlari ve Asimptotik Davranis
Bu boliimde ¢ — oo iken

Lz = (p(t)r') + g(t)r =0

denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davranisini incelemek i¢in Priifer doniistimiinii

kullanacagiz ve ispatlayacagiz ki, eger

o]

J

a

L2 g(t)dt < oo

p(t)

ise, 0 zaman Lz = 0 1n her ¢6ziimii sinirhdir. Sonraki teoremleri ispatlamak i¢in

asagidaki Gronwall lemmasini kullanacagiz.

Lemma 3.3.1. (Gronwall lemmasi) Eger v ve v {t:t> to} tanim kiimesine

sahip, L, de, reel degerli, negatif olmayan fonksiyonlar ise ve eger her ¢ > ¢  igin
t
u(t) < M + fu(s)’u(s)ds
tt)
esitsizligini saglayan bir M sabiti varsa, o zaman asagidaki esitsizlik vardir,

u(t) < Mexp fu(s)v(s)ds :

Teorem 3.3.2. [5], Lz =0 m her z(t) ¢oziimii asagidaki esitsizligi saglar,
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—_

1
E —g(s)

ds

‘x(t)‘ < Kexp

\V]

t
a

burada t € (a,00) ve K = \/xz(a) +(p(a)z'(a))’ dir. Ayrica, eger

o0

J

a

1
% —g(t)

dt < oo

ise, 0 zaman Lz = 0 m her ¢6ziimii sinirhidir.

Ispat: Burada

lo(®)] < |r(1) (3.3.1)

sonucuna ulasmak i¢in z(t) = r(¢)sin ©(¢) olmak iizere, yine

r'(t) = . g(t)]rsin@cos@ (3.3.2)
p(t)
O/(t) = —cos? O(t) + g(t)sin’ © (33.3)
p(t)

doniistiiriilmiis sistemi kullanacagiz. Oncelikle (3.3.2) den

r(t)%sin 20(1)dt, s € (a,00)

(t) < r(a) %f ﬁ — g)r(0) at

olur. Simdi yukaridaki esitsizlige Gronwall Lemmas1 uygulanirsa

EIQL—ﬂwﬁ

p(t)




ve (3.3.1) den

—_

1 g(s)

|2(t)| < r(a)exp e

[N}

:

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan acgiktir ki; eger f &‘ﬁ —g(t)

g

dt < oo ise, 0 zaman

Tl 1

%f——g(t)

exp
) p(t)

1
M —g(t)

1 peo
2,

‘a:(t)‘ < M olur ki bu da z(t) nin smirlt oldugunu gosterir.

dir. Dolayisiyla eger M = r(a)exp dt] ise, 0 zaman M € R ve

Simdi asagidaki denklemin ¢oztimlerinin asimptotik davraniglarini inceleyecegiz,

z"(t) + 1 + g(t)x(t) = 0, (3.3.4)

burada eger x,, = in yeterince kii¢lik degerleri igin tespit edilmis reel bir say1 ise, o

zaman x >, i¢in g(t) reel siirekli bir fonksiyondur. Simdi agiktir ki; (3.3.4)
p(t) =1, g(t) — g(t) +1 secimleri ile Lx = (2'p)’ + gr = 0 standart formdadir.
(3.3.4) de O(t) yi O(t) +t ile degistirereck modifiye Priifer dontisiimii kullanilirsa

asagidaki doniistiiriilmiis sistem elde edilir.

r'(t) = —g(t)r(t)sin(t + O(t)) cos(t + O(t))

(t+0O(t)) =1+ g(t)sin’(t +O6(t))

Buradan da
T/(t) = —1 in
) = 0+ 00), (3.3.5)
o'(1) = %g(t) (1— cos2(t + O(t))) (3.3.6)
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denklemlerine sahip oluruz.

Simdi yukaridaki doniistiiriilmiis sistemi kullanarak asagidaki teoremi ispat
edecegiz. Bu teoreme gore (3.3.4) iin z, ,x, ¢Oziimlerinin temel sistemi ¢ — 00
iken asagidaki gibidir:

cost +o(l)  x,(t) =sint + o(1)

€Tr =
1
, (3.3.7)
xl = —sint +o(1) x,(t) = cost + o(1)

Asagidaki teorem [7] den alinmustir.

Teorem 3.3.3. (Asimptotik Davrams) ¢(t), ¢ > ¢ olmak iizere reel ve siirekli

bir fonksiyon olsun. Burada ¢, onceden tespit edilmis bir say1 ve kabul edelim ki

asagidaki integraller vardir:

oo o0

fg(s)ds, g9,(s) = fg(s)cos(2s)ds
¢ t (3.3.8)

o0 oo

9,(s) = fg(s)ds sin(2s)ds, f‘g(t)gj(t)‘dt, j=12.

t ty

Bu durumda z” + (1+ g(¢))z =0 denklemi (3.3.7) yi saglayan ¢oziimlerinin bir

temel sistemine sahiptir.

Burada belirtelim ki; eger g € L[t ,o0] ise yukaridaki kabuller kesinlikle saglanir.

Ispat: /. Adim: Bu adimda (3.3.4) iin herhangi bir asikdr olmayan ¢6ziimiine
karsilik gelen ve sirasiyla (3.3.5) ve (3.3.6) ile verilmis olan ©(¢) ve 7(t) in { — 00

iken limitlerinin sonlu oldugunu gosterecegiz.

g(t) cos 2t cos 20 = —(g, cos20)" —2¢,0'sin 20

ve

g(t)sin2¢sin 20 = —(g, sin20)" —2¢,0' cos 20

esitlikleri kullanilarak (3.3.6) asagidaki bicimde yazilabilir,
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O'(t) = %g - %(g1 c0s20) — é(g2 sin20)’ — ¢ ©'sin20 + ¢,0’ cos20. (3.3.9)

‘@’ (t)‘ < ‘g‘ oldugundan, teoremin hipotezinden ©', [z,,00) aralifi iizerinde

integrallenebilirdir. Simdi (3.3.9) dan
‘@’(t)‘ = %‘g‘ + %‘(gl cos 2@)" - é‘(gQ sin 2@)/‘ - ‘glg‘ + ‘gQg‘

elde edilir. (3.3.8) ve (3.3.9) dan ©(t), t — oo iken bir sonlu limite gider. Benzer

bigimde
g(t)sin2¢ cos 2t = —(g, sin20)" — 29,0 sin 20
g(t) cos 2t cos 2t = —(g, sin20)" — 29,0’ cos 20
bagintilarini kullanarak (3.3.5) esitligini

/

L= (1/2)(g,cos20)" +(1/2)(g,sin20)" + ¢,0"sin20 — g0’ cos20  (3.3.10)
-

biciminde yazabiliriz. (logr) = r oldugundan (3.3.5) den ‘(log r) ‘ < ‘g‘ olur ve
T

béylece (logr)', [z,,00] da integrallenebilir. Simdi (3.3.10) kullamlarak
(log )| < (1/2)|(g, cos20)| + (1 / 2)|(g, sin20)| + |g,9] + |g9]

esitsizligi elde edilir. Boylece (3.3.8) den ¢ — o0 iken logr sonlu bir limite gider.

Dolayistyla r pozitif (sonlu) bir limite gider. Bu da 1. Adimin ispatin1 tamamlar.

2. Adim: Bu adimda, (3.3.4) in iki ayrik ¢6ziiminin ¢ — 00 iken ayni limite

gidemeyecegini gosterecegiz. (3.3.9) un integrali alinirsa, (3.3.6) dan

O(t) = B(c0) — —fg(S)ds 4—%(91 cos 20 — g, sin 20)
' (3.3.11)
f[g(g1 sin 20 + g, c0s20)(1 — cos2(s 4 O)]ds

t
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esitligi elde edilir. Simdi 7, 1 dyle yeterince biiytik segelim ki ¢ > ¢ igin j =1,2
olmak tizere ‘gl(t)‘ < 1/16 ve f|gv/.g| ds <1/16 olsun. Eger O(t) (3.3.6) nin © ile ayni
limite sahip ¢Oziimii ise ve © = © ise, 0 zaman (3.3.11) den O vyerine 6 yazilmisg

ifade ¢ikartilirsa, ¢ > ¢ igin asagidaki esitsizlik elde edilir,

o(t) - 6(0)] < sup

321‘,1

O(s) - 6(s)|.

Buradan sup

sztl

o(s) —@(s)‘ =0 ve boylece © =© olur. Bu da agik bir celiskidir.

Benzer bigimde, r(t) = 7(t) sonucuna da ulasilir. Boylece 2. Adimin ispati da

tamamlanmis olur.

(3.3.4) iin terimlerinde, herhangi bir asikar olmayan z ¢oziimii igin, oyle A ve «

(A >0, 0 <a < 2m) sabitleri vardir ki; £ — 00 iken asagidaki esitlikler vardir,

limz(t) = Asin(t + a) + o(1),

t—o00

limz'(t) = Acos(t + «) + o(1).

t—o00

Ayrica, eger x, ve x, (3.3.4) iin iki lineer bagimsiz ¢dziimleri ise, o zaman buna
karsihik gelen «, ve «, faz degisimleri, m nin bir tamsay1 ¢arpanindan farkl
olamaz. Sonug olarak, x, ve x, nin uygun bir kombinasyon formuyla (3.3.7) de

tanimlanan asimptotik davranish ¢éziimler bulunabilir.

Ornek 3.3.4.
(1) k&> 0 olmak tizere y” 4 ky = 0 denklemi verilsin. Teorem 3.3.1 de p(t) =1 ve

g(t) = £k alinirsa asagidaki esitsizligi elde ederiz,

lu(t) <|\y*(@) + (') (a) exp(1/2f1 £ &)

2) (p(t)y") + % y = 0 denklemini ele alalim. Burada ﬁ € L'(m) ve k>0 dir.

Bu durumda Teorem 3.3.1 den
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=k
Ihw

a

dt

! [po)

oldugundan, y(t) ¢oziimlerinin sonlu oldugu sonucuna varilir.

dtg‘l

(3) Bu ornekte, Teorem 3.3.3 {in bir uygulamasini gosterecegiz ve asagidaki

denklemin asimptotik davranigini inceleyecegiz,

sin 2¢

z"(t) + [1 + ]:r(t) =0, t>0, Ne(Z\ {£2}).

Simdi  ¢(t) = Shl)‘t, A= 12, AN&Z fonksiyonunu disiinelim. Agiktir Kki;

g(t) £ L'(m) dir, fakat Teorem 3.3.3 iin hipotezleri saglanir. Gergekten de,

T [sin As Tsin®As . 7 (1—cos2\s)

[ ; dsZ[ ‘s‘ ds—[—‘2s‘ ds
- f 1_00““ du (3.3.12)
:_j'___ cos)\udu

COS U sin )\s

du < oo oldugundan f
u

a

oo dur. Bu da

S

dur ve ayrica f d_  ve f
u
2a a

g(t) £ L'(m) demektir.

Aciktir ki; f g(s)ds = fsm/\s ds integrali vardir. Ciinki eger 0 <s <t ise, 0
t

f S

Zaman

1 t
COS \S B Ccos A\t __fcos)\s s

t .
fsm)\s ds| <
S AS At

S

dir ve buradan
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bulunur. Buna ek alarak

g,(t) = f SH;)\S cos2sds < 0o
t

([8], s.96, (15.34)) ve

oo . A )
g9,(t) = f sms > sin2sds < oo
t

([8], .96, (15.38)) dir. Ayrica g° € L'(m) oldugundan, kolayca gosterilebilir ki,
a>0 ve 7=12 igin f |ggj|dt < oo dur. Bu da teoremin hipotezlerinin saglandigini

gosterir ve bdylece

sin 2t

z"(t) + |1+

Jm(t) =0,t>0,\e(Z)\ {£2})

denkleminin ¢6ziimlerinin (3.3.7) yi saglayan bir temel sisteme sahip oldugu

sOylenebilir.
Uyan 3.3.5. Eger A\ = £2 ise o zaman kolayca goriilebilir ki,

fsin:)\sds:fl—gzs4sd8:j%_?co;4sds

a a

dir. Burada Va €[a,00) igin %:OO ve fcos4s

a a

ds<oo dur. Bu da

o0

f SICAS 1 — oo demektir ve boylece g,(t) = f

S

sinAs . . .. .
sin2sds integralinin var olmadigi

S

ortaya cikar. Dolayistyla Teorem 3.7 uygulanmaz.

3.4. Spektral Teori
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Bu boliimde sinir sartlarina sahip diizglin Sturm-Liouville 6zdeger problemini ele
alacagiz ve bu tiir problemlerin spektrumu ile ilgili teoremleri ispatlamak i¢in ‘Priifer

doniistimiini’” kullanacagiz. Simdi asagidaki sistemi diistinelim.

(p(1)z'(t))" + (Ar(t) — q(t))2(t) = 0, t € [a,b],

A* + B?

Genelligi kaybetmeden, 0<|4/<1, 0<B/p(a)<1 ve @
p (a

=1 oldugunu

kabul edelim. Bu durumda oOyle bir o (0<a <w) tek sayist vardir ki,
Az(a) — Bx'(a) = 0 ifadesi cosax(a) —sinap(a)z’(a) =0 bigiminde yazilabilir.
Benzer bi¢imde yine oyle bir  (0<3<m) tek sayis1 vardir ki,
I'z(b) — Az'(b) = 0 ifadesi cos Bz(3) — sin Bp(a)z’(a) = 0 bigiminde yazilabilir.

Buradan yukaridaki sistem asagidaki bigimde yazilabilir.

cos ax(a) — sin ap(a)z’(a) = 0

cos Bx(3) — sin Bp(a)z’(a) = 0

(p()z'())" + (Ar(t) — g(1))2(t) = 0, ¢ €ab], A =0,

) (3.4.1)
Burada X reel parametre ve p’, r, ¢ reel ve [a,b] de pargal siirekli ve yine [a,b] de
p>0,7r>0 dir. (3.4.1) in asikar olmayan ¢Oziimiiniin oldugu X degerlerine

ozdeger, ve buna karsilik gelen agikar olmayan ¢dziime de 6zfonksiyon denir.

Simdi [9] dan alinan ve (3.4.1) in 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlarinin sifirlar ile
ilgili ¢ok 6nemli bir teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 3.4.1. A, A, \,, - bigiminde sonsuz sayida 6zdegerler vardir, dyle ki bu
ozdegerler monoton artan bir dizi formundadir ve n — oo iken A — oo dur.
Ayrica A Ozdegerine karsilik gelen ¢ =~ 0Ozfonksiyonu (a,b) de tam olarak n tane

sifira sahiptir. Yine Teorem 2.6 dan (Sturm karsilastirma teoremi) ¢ in sifirlart ¢ "

in sifirlart igine dagilmistir.
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ispat: Oncelikle ¢(¢,)\), (3.4.1) in ilk denkleminin tek ¢oziimii olsun ve
¢(a,\) =sina, ¢'(a,\) = cosa sartlarini saglasin. Bu durumda ¢ (3.4.1) in ikinci
denklemini de saglar. Simdi r(t,\) ve w(t,\), &(t,\) ya karsilik gelen Priifer
dontigtimleri olsun. O zaman baglangi¢ sartlari da 7(a,A\) =1 ve w(a,\) =«
formuna doniigiir. Boylece A\ degeri i¢in ¢(t,\) (3.4.1) in Uglincii denklemini

sagliyor ise bu M\ degerleri 6zdeger olurlar. Bu X\ lar oyle degerlerdir ki;

w(t,\) = B +nm, n € Z dir. Teorem 2.5 (Salinim) den herhangi tespit edilmis bir

t € [a,b] igin, w(t,\) X\ ya gore monoton ve artandir. Ayrica w(t,A) =0 (mod )

olmast icin gerek ve yeter kosul ¢(£,\) = 0 olmastdir. §' = X cos® 6 + (Ar — q)sin’
p

oldugundan aciktir ki; ¢ nin bir sifirnda 6’ = 1>0 dirve boylece w(t,\) bu
iz

stfirin komsulugunda kesin artandir.

Iddia 3.4.2. Tespit edilmis bir ¢ = ¢, ¢ € [a,b] igin, lim w(c,\) = oo dur.

A—00
Ispat: o >0 ve w=0(mod7) igin w' >0 oldugundan, w(t,\)>0 dur.

Buradan, geriye o <t, < ¢ olmak iizere baz1 ¢, degerleri igin

lim[w(c, A) — w(t,,\)] = oo

A—00

oldugunu gostermek kalir. Simdi ¢, = a;’b ve P, Q, R sabitler olsun, dyle ki (t,c)

iizerinde p(t) < P, r(t)> R >0 ve q(t) <Q olsun. O zaman ¢(t,\) = ¢(t,)),

¢'(t,,\) = ¢/(t,,\) sartlarini saglayan ¢ ¢oziimlii
Pr" +( AR—Q)=0 (3.4.2)
denklemi w(t,,A) = w(t,,\) esitliine sahiptir ve bdylece Teorem 2.5 den

w(e,A) —w(t,A) > w(c,\) —w(t,\) (3.4.3)
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elde edilir. (3.4.2) den ¢ nin ardisik sifirlari arasindaki mesafe 7 ﬁ kadardir
P

Vi 0 dir. j>1 tamsayis1 i¢in ¢, yeterince bityik )

ve buradan }im T

degerleri igin ¢, ile ¢ arasinda j tane sifira sahip olacaktir. Bdylece
w(c,\) —w(t,\) > jm esitsizligi elde edilir. j keyfi bir deger oldugundan, (3.4.3)

den lim[w(c,\) — w(t,,\)] = oo olur ve iddiann ispat: tamamlanmus olur.

A—00

Iddia 3.4.3. Tespit edilmis bir ¢t = ¢, ¢ € (a,b] igin, lim w(c,\) =0 dur.

A——00

ispat: Ispat i¢in 0’ =1 cos® 6 + (\r — g)sin’ @ denklemini kullanacagiz. § >0
p

sayisin1 Oyle yeterince kiiciik secelim ki O <7 —¢ olsun. Eger 6 <w <m—¢,

A<0 ve efer 0<P<p, O<R<r, Q>|g ise, bu durumda

A<[220—Q—1/p|Rsin®6 <0 iken w' <1/p—|\Rsin’6 +Q <—2=0 <0

c—«o c—a
dir. Buradan yeterince biiyiikk )\ degerleri igin w(c,A\) < 6 olur. 6 keyfi bir deger

oldugundan, lim w(c,A) = 0 elde edilir ve ispat biter.

Simdi ¢ = b igin, Jim w(b,A) = 0 dir. 8 > 0 oldugundan ve w(b,\), \ ya gore
monoton artan oldugundan w(b,\ )= B olacak bir A=\ degeri vardir. Yine
O0<a<m ve <7 oldugundan, (a,b) de O<w(t,\)<m dir. Dolayisiyla
bundan ¢(t,A,) m (3.4.1) in iigiincii denklemini sagladigi hemen goriiliir ve ayrica bu

¢oziim sifir ¢oziimii degildir. Simdi A\, A dan sonra deger alsin. O zaman

w(b,\) = B+ olacak tek bir A\ degeri vardir. Agiktir ki, ¢(t,\) (3.4.1) in
tiglincii denklemini saglar ve (a,b) de tam olarak bir tane sifir1 vardir. Bu diisiince ile
devam edersek, n. dzdeger w(b,\ ) = B+ nm ile belirlenir ve n. karsilik gelen

ozfonksiyon da (a,b) de tam olarak n tane sifira sahiptir. Buda ispati sonlandirir.

27



Bir boyutlu Sobolev esitsizliklerindeki Priifer doniisiimii, diizglin kendine-es
ikinci dereceden 6zdeger problemlerinin spektrumu (6zdegerlerinin kiimesi) icin alt
ve iist sinirlari elde etmede kullanilir.

Simdiki teorem asagidaki 6zdeger problemi ile ilgilidir. ¢, s > 1 olmak iizere
L'(a,b) de reel bir fonksiyon ve A\ <\ <A <-- ve ¢, <o <¢, < de

sirasiyla agagidaki problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlart olsunlar, (Teorem 3.4.1

e bakiniz),

—y" +q(x)y = Ay, yla) = y(b) = 0. (3.4.4)

Oncelikle reel bir f fonksiyonu igin f, (z) = max(f(z),0) ve f (z) = f,(z) — f(z)

gosterimlerini verelim. Simdi [10] dan alinan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.4.4. A <\ olsun. O zaman (3.4.4) iin 6zdegerleri asagidaki esitsizligi

saglar,

1/2 2

s+l |t (A= g(a))._da
M SAY 2(b—a) * 4(b — a)’ - b—a (349

ki bu da asagidaki esitsizliktir,

PR Vs 2]; (A — q(z)) dz

S - (3.4.6)

Ispat: —¢:+q¢n = A ¢, denkleminde modife edilmis asagidaki Priifer

doniisiimiini kullanalim,

¢ =rsind, ¢ = A —Arcosd, r(z)>0.

Bu ayni zamanda
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0
0 = A —Acos?f— la=A)sin 9 N - g Nsind NS0 49y

A— ﬁ

demektir. Simdi (3.4.7) den

- 9

0 > a8 = (3.4.8)
/)\ _ /

elde edilir. ¢ , (a,b) de n tane sifira sahip oldugundan ve a« ve b de sifir

oldugundan (Teorem 3.4.1) 6(a) = 0 alabiliriz ki bu da 0(b) = (n + 1) demektir.

Simdi (3.4.8) in integralini alirsak

(n+Dr>b—a)A —A— \/A A* (3.4.9)

elde ederiz. Bu

A=\ =X), B=b—a)'(n+D)m, C=(b—a)" [(A\—q()) do

olmak lizere A< B\/Z + C  esitsizligine  denktir. Dolayisiyla  buradan

JA <[B++B* +4C] /2 esitsizligine ulasilir ki bu da (3.4.5) esitsizligine denktir.

Ayrica Vx >0 igin J1+2z2 <1+ w/2 oldugundan \/32 +4C = B\/l + 4C’/B2 <
B(1+2C/B)=B+2C/B dir. Buradan A<[B’+2B(B+2C/B)+ B +

40]/4 < B? 4+ 2C elde edilir ki bu da tam olarak (3.4.6) esitsizligidir ve ispat biter.

Uyan 3.4.5. Teorem 3.4.4 iin ispati, (3.4.5) i esit yapacak ¢ nun insasi igin

gerekli ve yeterli olan kosullar1 verir. (3.4.5) de esitligin saglanmasi i¢in gerek ve

yeter kosul (3.4.9) da esitligin saglanmasidir. Tersine

b

f()\—q(x))—smﬁ :]A q(z

a
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ki bu da (A—g(z))—cos’0(z)=0 demektir. (3.4.7) integrallenirse
(A —q(z)) —sin® §(z) = 0 elde edilir. §'(z) > 0 oldugundan, eger = = k7, (k € Z)
ise 0 zaman (A —¢(x)), =0 olur. Bdylece, E = {z :sin’ §(z) =1} olmak iizere,

E iizerinde (A —q(z)) = (A —q(z)) ve (A—q(x)) =0 dir.
Omegin; n =0 ve A = 0 almirsa, o zaman (3.4.7) den

_ A, Az 0(z) = 7T/2}

0 diger durumda

q(z)

olur. Simdi asagidaki teoremlerde, ¢ katsayisi lizerinde belirli genel sartlar altinda
y"(z) + (N —q(x))y(x) = 0, z € [a,00) diferansiyel denkleminin I’[a,c0) da asikar
olmayan ¢oziime sahip olmasi i¢in \ reel parametresi i¢in miimkiin olan en 1yi iist

sinir1 belirleyecegiz.

Tiim degerler reel olmak tizere
y' +(f +fo+ Ky =0, z€la,00) (3.4.10)
denklemini diisiinelim ve asagidakileri kabul edelim:
(i) f(z) pozitif, [a,00) da lokal mutlak siirekli ve asagidaki esitligi saglasin,

lim f'(z)f*(z) = 0. (3.4.11)

T—00

(ii) g(z) lokal L'[a,00) dan ve asagidaki esitligi saglasin,

lim g(2)f ' (2) = 0, (3.4.12)
k(z) € L(a,00) (3.4.13)

olsun ve
() = sup| 1)/ £(0). (3.4.14)

t>x
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¥,(z) = sup

t>x

g(t)/ £2) (3.4.15)
fonksiyonlarini tanimlayalim ve kabul edelim ki;
W f, i f € L(a,00) (3.4.16)

olsun. Bu durumda asagidaki teorem gegerlidir. (Bkz [11]).

Teorem 3.4.6. Yukaridaki (3.4.11) den (3.4.16) ya tiim sartlar saglansin ve y

(3.4.10) un asikar olmayan ¢6ziimii olsun. Ayrica R(z) fonksiyonunu
R=f+f'(), R>0 (3.4.17)
bigiminde tanimlansin. O zaman bir A sabiti i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir,
flog R(z)| < A+1/n f FO@,(1) + 4, ())dt, Yz €la,00).  (3.4.18)
Ispat: Asagidaki modifiye edilmis Priifer doniisiimiinii ele alalim,
y=Rf *cosh, y—=—Rfsing. (3.4.19)
Bu durumda R ve 0 ya gore olan
0 = f— (1/2) f'f'sin26 4 gcos® 6 + kcos” 0 (3.4.20)
R'R' = (1/2) f'f 1 cos26 + (1/ 2)gsin 26 + (1/2)k sin 26 (3.4.21)

diferansiyel denklemlerini elde ederiz. (3.4.18) deki sinir1 elde etmek icin (3.4.21) i
(a,x) tizerinde integre edelim. (3.4.21) in son terimi (3.4.13) den sonlu bir

integraldir. Bu durumda biz sadece geriye kalan terimleri diisinmek zorundayiz.

(3.4.21) in ilk terimi icin (3.4.14) den

ff'ff1 cos 20dt

< j¢1f ‘cos 29‘ dt
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yazilabilir. Simdi (3.4.20) den

ff' f~" cos20dt

< ]W\cos 20| dt + ]¢1<1/2 U f + || + [kt

< jg{zﬂ’(?/w)dt + ]1&19’(‘008 26 — 2/m)dt

- ]¢1(1/2 U f + g + [kt

(3.4.20) den @’ yerlestirilirse

ff'f‘1 cos 20dt

< ]“wl f(2fmydt + jl/}ﬂ’(‘cos 26| — 2/)dt
g s (3.4.22)

FA2fm)+ [0 + o] + v et

sonucuna ulasilir. Sag taraftaki ilk integral ¢, i ifade eder, (Bkz (3.4.14)). Simdi
(3.4.22) de geri kalan iki terimin sinirli oldugunu gosterelim. Gergekten de, (3.4.22)

deki ikinci integral i¢in, agiktir ki ¢, negatif olmayan artmayan bir fonksiyondur ve

x x

fﬁ'(‘cos 2:9‘ — 2/7T)dt = f(‘cos 2:9‘ — 2/7T)dt (3.4.23)

a a

integrali = > a icin diizgiin stmirhidir. Integraller icin ortalama deger teoreminden ve

f&’(|cos 29| —2/m)dt nin diizgiin siirhhigindan ¢ € (a,z) sayisi vardir, Syle ki;

a

]?ﬁl@’dcos 20‘ — 2/7r)dt = 5] (9"003 29‘ — 2/7T)dt <C

dir. Burada C' sabit bir sayidir. Boylece (3.4.22) deki ikinci terimin sinirli oldugu
gosterilmis oldu. Simdi de (3.4.22) deki son terime bakalim. Son terimdeki ii¢ alt

taplamda I'(a,00) dandir. Birinci terim ki bu (3.4.16) da kabul edilmisti. Ikinci

terim icin ‘ g‘ < 1), f oldugu disiiniiliirse yine (3.4.16) dan elde edilir. Ugiincii terim
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i¢in de ¢, in smirhiligi kullanilarak (3.4.13) den dogrulanir. Boylece ] I f " cos 29‘ dt

siirlidir. Benzer sekilde (3.4.21) deki ikinci terimin simirli integrali ifade ettigi
ispatlanabilir. (Bu ¢, i ¢, ile ve cos20 y1 da sin26 ile degistirmekle yapilir).

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teorem [11] den alinmustir.

Teorem 3.4.7. r(z) lokal olarak L'(a,00) dan ve lim___ r(z) =0 olsun.
p(z) =sup,_, |r(z)| diyelim ve p e I’(a,00) oldugunu kabul edelim. Ayrica, y
y" + (A —r(x))y =0 denkleminin asikar olmayan ¢dziimii olsun. Burada
T €[a,00) ve R>0 olmak iizere R Vi R2:)\1/2y2—|—/\71/2(y’)2 bigiminde

tanimlayalim. O zaman tespit edilmis bir A > 0 ve yine tespit edilmis baz1 A > 0

sabiti i¢in asagidaki esitsizlik vardir,

)\71/2 z

‘log R($)‘ <A+ fp(x)dt, Vz € [a,00) (3.4.24)

™

Ispat: f = z g g= ) ve k=0 alinarak Teorem 3.4.6 uygulanir ve ispat

yapilir.

Yukaridaki teorem kullanilarak, AY? nin (3.4.24) i¢in miimkiin olan en iyi se¢im

oldugu diger ¢ < A%z sabitlerinin (3.4.24) esitsizligini saglamadigi gosterilerek

ispatlanabilir.

Teorem 3.4.8. I C R sonlu kapali bir aralik olmak tizere [7([) iizerinde tanimh

d2
H = —F + V(z) Schrédinger operatorii olsun ve Dirichlet smir sartlar1 [ nimn her
T

iki ucuna uygulansin. Ayrica kabul edelim ki, I iizerine V € I'(I) ve V(z) >0

U A L.
olsun. O zaman, H m n. 6zdegerinin birinci 6zdegerine orani olan /\— degeri
1
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>

» < n* sinirina sahiptir. Bu siir miimkiin olan en iyi sinirdir ve V € () ve n > 1

>

i¢in esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul [ iizerinde V' = 0 olmasidir.

Bu teoremin ispatt [12] de verilmistir. Ispat i¢in asagidaki Priifer doniisiimii

kullanilir.

y(x) = r(z) sin(VA 6(x))
I\ () cos( 0(z)).

<

—~
8

N—
|
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BOLUM 4

SONUCLAR

Bu tezde Priifer doniisiimiinii kullanarak adi diferansiyel denklemlerdeki temel

teoremlerin ispatlar1 yapilmistir. Bu tezin ana ¢alisma konusu

Lo = (p()' (1)) + g(t)e(t) = 0, ¢ € (a,b)

bi¢imindeki lineer ikinci mertebeden diferansiyel denklemin temel teoremlerini ele
almaktir. Bu gercevede oncelikle denklemle ilgili salinim teoremlerinin (salinim
teoremi, karsilastirma teoremi, disconjugacy teoremi) ispatlart Priifer doniistimii
kullanilarak klasik yontemden daha basit bir sekilde yapilmistir. Daha sonra yine bu
denklemin ¢oziimlerinin asimptotik formiillerinden faydalanarak c¢oziimlerinin
sinirlilign  gosterilmistir. Son olarak da denklemin spektrumu incelenmis ve
0zdegerler ve Ozfonksiyonlar ile ilgili temel teoremlerin ispatlart yine Priifer
doniisiimii kullanarak yapilmustir. Ozellikle son zamanlarda Priifer doniisiimiiniin
cesitli Sturm-Liouville denklem tiplerine uygulanmasi bir¢cok matematikgi tarafindan
calistimistir. Bu konu ile ilgili daha ayrintili bilgilere [17]-[23] kaynaklarindan

ulasilabilir.
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