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TESEKKUR

Calismalarimi1 yonlendiren, arastirmalarimin her asamasinda bilgi, Oneri ve
yardimlarini esirgemeyerek yiiksek lisans ¢alismami tamamlamamda rehberligi ile 151k
tutan danisman hocam, Saym Dog. Dr. Siddika OZKALDI KARAKUS’a tesekkiirlerimi
sunarim.

Ayrica ¢aligmalarim sirasinda yardimlarini esirgemeyen Funda BAHCALIya ve
beni destekleyen esim Mehmet OKTAY ’a tesekkiir ederim.



OZET

Bu tez 5 bdlimden olugmaktadir.  Birinci boliimde giris kismina yer
verilmistir.Ikinci béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda
temel tamim ve kavramlara yer verilmistir. Uciincii béliimde 3-boyutlu Oklid uzay1
E3de verilen bir uzay egrisinin Frenet diizlemlerinin, baska bir uzay egrisinin Frenet
diizlemleri olma sartlar1 aragtirllmistir. Dordiincii bolimde 3-boyutlu Minkowski uzay1
E3 de verilen uzay egrisinin herhangi bir spacelike Frenet diizlemlerinin ayn1 uzayda
bagka bir uzay egrisinin herhangi bir spacelike Frenet diizlemleri haline gelip
gelmedigini arastirilmistir.  Besinci boliimde de 3-boyutlu Minkowski uzayr E3 de
verilen uzay egrisinin herhangi bir timelike Frenet diizlemlerinin ayn1 uzayda baska bir
uzay egrisinin herhangi bir timelike Frenet diizlemleri haline gelip gelmedigini
arastirilmistir.

Anahtar kelimeler: Frenet diizlemleri; egrilikler; Mannheim egirisi; Salkowski ve
Anti-Salkowski egrisi; spacelike ve timelike diizlem



ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. In the first chapter “Introduction” part has
been presented. In the second chapter, some basic definitions and concepts in Euclidean
and Minkowski 3-spaces have been presented. In the third chapter, some cases that
Frenet planes of a given space curve in Euclidean 3-space E3 are Frenet planes of
another space curve have been investigated. In the fourth chapter, the possibility of
whether any spacelike Frenet plane of a given space curve in Minkowski 3-space E3
also is any spacelike Frenet plane of another space curve in the same space has been
investigated. In the fifth chapter, the possibility of whether any timelike Frenet plane of
a given space curve in Minkowski 3-space E3 also is any timelike Frenet plane of
another space curve in the same space has been investigated.

Key words: Frenet planes; curves; Mannheim curve; Salkowski and Anti-Salkowski
curves; spacelike and timelike plane.
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SIMGELER

Simgeler

R : Reel sayilar climlesi

E3 : 3-Boyutlu Oklid Uzay1

E3 . 3-Boyutlu Minkowski Uzay1
kq : Egrinin Egriligi

k, : Egrinin Burulmasi

T : Teget Vektor Alani

N : Asli Normal Vektor Alani

B : Binormal Vektor Alani

OP : Oskiilator Diizlem

NP : Normal Diizlem

RP : Rektifiyan Diizlem

S? : Oklid 3-Uzayinda Kiire

S? : Minkowski 3-Uzayinda Spacelike Kiire

H : Minkowski 3-Uzayinda Timelike Kiire



1. GIRIS

Oklid diizlemindeki 6nemli ve ilging problemlerden biri regiiler bir egrinin
karakterize edilmesidir. Problemin ¢dziimiinde regiiler bir egrinin egrilik fonksiyonlar
olan k; ve k, etkili bir rol oynar. Ormegin k; = 0 = k, ise egri geodeziktir ya da

ki =sbt #0, k, =0 ise egri yaricapi kl olan ¢emberdir. Bu durumda egrilikler
1

kullanilarak regiiler bir egrinin sekline ve biiyiikliigline karar verilebilir.

Problemin ¢oziimiinde diger bir yol egrinin Frenet vektorleri arasindaki iliskidir.
Ormnegin Bertrand egrileri: 1845’te Saint Venant su soruyu sormustu: “Bir egrinin asli
normali tarafindan gerilen diizlemler bagka bir egrinin asli normali olabilir mi?” Bu
soru 1850’de Bertrand tarafindan cevaplanmigtir. Verilen egrinin birinci ve ikinci
egrilikleri arasinda sabit katsayil lineer bir iliski olursa ancak ve ancak yukaridaki soru
cevaplanir. Verilen egrinin birinci ve ikinci egrilikleri k; ve k, olarak alinirsa A, 4 € R
icin Ak, + pk, = 1 elde edilir. Bertrand’in makalesi yaymlandigindan beri bu egriler
Bertrand Egri Ciftleri ya da Bertrand Egrileri olarak adlandirilir.

Diger bir 6rnek de Mannheim egrileridir. a ve f uzay egrilerinin karsilikli
noktalarinda a’nin asli normal dogrular1 f nin binormal dogrulariyla ¢akisiyorsa, 0
zaman a’ya Mannheim egrisi, f’ya da a’nin Mannheim egri ¢ifti denir. 3-boyutlu
Oklid uzayinda ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda Mannheim egri giftleri iizerine Liu
ve Wang tarafindan ¢alisma yapilmistir. Bu c¢alismada asagidaki sorunun muhtemel

cevaplar aragtirilmistir.

“E3 de verilen bir uzay egrisinin Frenet diizlemleri baska bir uzay egrisinin
Frenet diizlemleri olabilir mi?” Bununla ilgili ilging sonuglar elde edilmistir. Daha
sonra bu ¢alismada 3-boyutlu Minkowski uzayinda ortak spacelike ve timelike diizlemli

egri ¢iftleri de incelemistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde E3 Oklid uzayinda ve E3 Minkowski uzaymda temel tanim ve

kavramlara yer verilecektir.
2.1 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanmmm 2.1.1. | € R bir ag¢ik aralik olmak iizere (I,a) koordinat komsulugu ile
tanimlanan a:I € R — E3 diferansiyellenebilir doniisiimiine 3-boyutlu Oklid uzay
[E3 de bir egri denir. Buradal € R agik araligina parametre araligi, s € I degiskenine

de a egrisinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 2.1.2. «a, E3 de bir egri ve s € I yay parametresi olmak iizere

(@'(s),a'(s)) =1

ise a ya birim hizli egri denir. Burada a', a nin tiirevini géstermektedir (Hacisalihoglu,

2000).

Tamm 2.1.3. a: | € R - E3 birim hizli eri olsun. Egrinin ardisik tiirevleri, a’(s),
a(s)” ve a(s)"” lineer bagimsiz vektorler olup, egri lizerinde her noktada hareketli
ortonormal {T, N, B} ¢atisim insa edebiliriz. Elde edilen bu ¢atiya Frenet gatis1 denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.4. Frenet catis1 swrasiyla T, N, B vektorlerinden olusur ve bu vektorler

sirasiyla teget, asli normal ve binormal vektorleri olarak adlandirilir (Hacisalihoglu,
2000).

Tanmm 2.1.5. {T,N,B} Frenet ¢atisinda {T,N},{T,B},{N,B} tarafindan gerilen
diizlemler sirasiyla oskiilator, rektifiyan ve normal diizlemler olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.6. 3-boyutlu Oklid uzayimda bir egrinin konum vektérii her zaman kendi;
Bt = sp{T, N} oskiilator diizleminde kaliyorsa bu egriye oskiilatdr egri,

N+ = sp{T, B} rektifiyan diizlemine kaliyorsa bu egriye rektifiyan egri,

T+ = sp{N, B} normal diizleminde kaliyorsa normal egri denir (Ozkald1, 2014).



Tamm 2.1.7. {T,N, B} Frenet catisinda bir egrinin Frenet formiilleri

T' 0 ky 077rT
N'|= _kl O k2 N
B, O _k2 0 B

dir. Burada T' = % anlamindadir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.8. a:1 € R - E3 birim hizh egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri

k, =(T',N)ve k, = (N', B) seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.9. Oklid uzaymda bir egrinin egriliklerine gore bilinen baz

karakterizasyonlar asagidaki gibi tanimlanmustir.

e Eger k, = k,= 0 ise egri bir geodeziktir.
o [Eger k; > 0 ise egri sag sarimimli, k, < 0 ise egri sol sarinimli bir egridir.
e Egerk, = sbt #0ve k, =0 ise egri yaricap1 r = kl olan ¢emberdir.
1
o [Eger k; Ve k, sifirdan farkli sabitler ise egri dairesel helistir.
o [Eger k, ve k, sabit degil fakat % orani sabitse egri bir genel helistir. (Lancert
2
teoremi)
o Eger kq ve k, egrilikleri
CRCONES
ky ko \k;
esitligini saglarsa egri $2(r) kiiresi iizerinde yatan bir egridir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.10. a:1 € R — E3 regiiler bir egri olsun. Eger a egrisinin tegeti sabit
dogrultu ile sabit a¢i yapiyorsa bu durumda « egrisine bir genel helis denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.11. a:1 € R - E3 bir regiiler egri olsun. Eger a egrisinin k, egriligi sabit

fakat k, egriligi sabit degilse bu egriye Salkowski egrisi denir (Salkowski, 1909).



Tamm 2.1.12. a:1 € R - E3 bir regiiler egri olsun. Eger a egrisinin k, egriligi sabit

fakat k, egriligi sabit degilse bu egriye Anti-Salkowski egrisi denir (Salkowski, 1909).

Tamm 2.1.13. a: 1 € R — E3 egrisi ile M € a noktasinda sonsuz yakin dért noktasi

ortak olan kiireye M € a noktasindaki oskiilator kiire denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.14. a:1 € R - E3 egrisinin egrilikleri k; ve k,, Frenet vektorleri
{T,N, B} olsun. M(s) € a noktasindaki oskiilator kiire merkezi a ise oskiilator kiire

merkezinin geometrik yeri,

a=M(s)+ki1N—<—) —B

denklemi ile verilir. (Hacisalihoglu, 2000).

Egriler icin diger bir karakterizasyon yontemi de iki egrinin Frenet vektorleri

arasindaki iliskilerdir.
Tamm 2.1.15. a:1 € R — E3, Frenet catis1 {T, N, B} olan birim hizl1 bir egri ve

S :] € R - E3, Frenet catis1 {T*, B*, N*} olan bir diger birim hizli egri olsun. Eger N
ve N* lineer bagimhi ise bu durumda (e, pf)egri ¢ifti Bertrand egri ¢ifti olarak
adlandirilir.  a’ya Bertrand egrisi, f’ya da a’nin Bertrand eslenigi adi verilir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.16. Eger N ve B* lineer bagimli ise bu durumda (a, ) egri ¢ifti Mannheim
egri ¢ifti olarak adlandirilir. @ ya Mannheim egrisi, f ya da @ nin Mannheim eslenigi

ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).
2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tamm 2.2.1. E3 Minkowski 3-uzay1; (xq, x5, x3), E3 in bir dik koordinat sistemi olmak

uzere
g = —dx? + dx? + dx?

olarak tanimlanan metrikle birlikte 3-boyutlu Oklid uzayidir (O’Neil, 1983).



Tamm 2.2.2. E3 Minkowski 3-uzaymda x = (xq,%5,%3),y = (V1,V2,y3) iki vektor

olmak iizere X ve Yy nin vektorel carpimi

e € e3
XXy = [xl X2 x3] = (X3Y2 — X323, X1Y3 — X3Y1, X1Y2 — X2¥1)
Yi Y2 V3

bi¢iminde ifade edilir (O’Neil, 1983).

Tamim 2.2.3. E3 Minkowski 3-uzayinda bir vektdriin normu

Ivll = y1g(w, v)|

olarak tanimlanir (O’Neil, 1983).

Tamm 2.2.4. v,w € E3 — {0} vektorleri i¢in g(v,w) = 0ise v ve w ortogonal iKi
vektordiir denir (O’Neil, 1983).

Tamm 2.2.5. v € E3 — {0} vektorii;

g, v) > 0 ise v spacelike vektor
g, v) < 0ise v timelike vektor

g, v) =0 (v # 0) ise v null (lightlike) vektor
denir. Ozel olarak v = 0 ise v spacelike vektdr olur (O Neil, 1983).

Tamim 2.2.6. a(s), E3 de keyfi bir egri olsun. Hiz vektorii a'(s) sirasiyla spacelike,
timelike veya null (lightlike) olursa egri sirasiyla, spacelike, timelike veya null
(lightlike) egri olarak adlandirilir (O’Neil, 1983).

Tamm 2.2.7. Bir spacelike veya timelike egri g(a'(s),a’(s)) = +1 durumunda birim

hizli egri olarak adlandirilir (O’Neil, 1983).

Tamim 2.2.8. E3 Minkowski uzayinda spacelike egrinin aslinormal vektdrii N, sifir

olursa pseudo null egrisi olarak adlandirilir (O’Neil, 1983).

Tanmim 2.2.9. E3 de teget, aslinormal, binormal vektdr alanlarindan olusan a egrisinin
hareketli Frenet gatis1 {T, N, B} olsun. Asagidaki sartlar altinda Frenet formiilleri ortaya

cikar.



1) a non-null bir egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T' 0 &2k 0 T
N'|=|—¢&1ks 0 &ky| N (2.1)
B, 0 _£2k2 0 B
Burada k; ve k, sirasiyla egrinin birinci ve ikinci egrilikleridir. Burada
g(T,T) =¢ =21 g(N,N) =¢, =41 g(B,B) =¢3==%1
g(T,N) =g(T,B) = g(N,B) =0
dir. Bu durumda asagidaki esitlikler elde edilir.
il) a null egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.
T' 0 Kk 0 T
N’ = k2 0 _kl N (22)
B’ 0 —k, O01LB

a egrisi bir dogru ise birinci egrilik k; = 0 dir. Diger durumlarda ise k; = 1 ortaya

¢ikar. Burada
9(T,T) =g(B,B) =g(T,N) =g =(N,B) =0
g(N,N) = g(T,B) =1
dir. Bu durumda asagidaki esitlikler elde edilir.
TXN=-T, NXB=-B, BXT =—-N (Walrave, 1995).

iii) a pseudo null egri ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir.

T' 0 keq 0 T
Nl=l 0 Kk, o ||n (2.3)
B, _kl O _kz B

a egrisi bir dogru ise birinci egrilik k; = 0 dir. k; = 1 ise diger tiim durumlarda ortaya

¢ikar. Bu durumda,

g(N,N) =g(B,B) = g(T,N) = g(T,B) =0



9(T,T)=g(N,B) =1
dir. Ustelik asagidaki esitlikler elde edilir.

TXN=N, NXxB=T, BXT =B (Walrave, 1995).



3. 3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA FRENET DUZLEMLERI VE EGRILER

Bir I SR agik araliginda tamimlanan birim hizli egri C:1 € R - E3 ve bu
egrinin Frenet catis1 {T, N, B}, yay parametresi, egriligi ile burulmasi sirasiyla s, kq, k,
olsun. Baska bir /] € R acik araliginda tanimlanan bir diger birim hizli egri ise C:] C
R — E® ve bu egrinin Frenet catis1 {T, NB}, yay parametresi, egriligi ile burulmasi

sirastyla §, kyve k, olsun.

C egrisinin her bir C(s) noktasinda {T,N},{T,B},{N,B} tarafindan gerilen
oskiilator, rektifiyan ve normal diizlemleri sirasiyla OP, RP, NP olarak gosterelim. C
egrisinin her bir C (s) noktasinda {T,N},{T,B},{N, B} tarafindan gerilen oskiilator,

rektifiyan ve normal diizlemleri ise sirasiyla OP, RP, NP olarak gosterelim.

r= Z—j olsun. Bu durumda asagidaki Frenet formiillerini yazabiliriz.

71 10 ki O[T

N'l=|-ki 0 [kf|N (3.1)
Bl Lo -k, ollB]

T' 0 ki 0]r7T

N'|=|-ki 0 k][N (3.2)
B' 0 —k, O0]lB

Bu boéliimde agagidaki soruyu soruyoruz:

“Verilen bir egrinin Frenet diizlemlerinden biri, bagka bir egrinin Frenet

diizlemleri olabilir mi?” Bu durumda 9 farkli durumla karsilasiriz.

Durum  C nin Frenet Diizlemi C nin Frenet Diizlemi  Sart

2 sp{T,N} = OP sp{N,B} = NP OP = NP
3 sp{T,N} = OP sp{T, B} = RP OP = RP

4 sp{N,B} = NP sp{T,N} = OP NP = OP



5 sp{N,B} = NP sp{N,B} = NP NP = NP
6 sp{N,B} = NP sp{T, B} = RP NP = RP
7 sp{T,B} = RP sp{T,N} = OP RP = OP
8 sp{T,B} = RP sp{N,B} = NP RP = NP
9 sp{T,B} = RP sp{T, B} = RP RP =RP

Simdi yukaridaki durumlari inceleyelim:
Durum 1. OP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin oskiilator diizlemleri, bagka bir uzay egrisinin

oskiilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim Ki bir C egrisinin oskiilator diizlemleri baska bir C egrisinin

oskiilator diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aT+bN, a#0, b+0, (3.3)

yazilabilir. Burada X ve X swasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve
b sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (3.3) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa,
T=(1+a —bk)-T + (aky +b') ;N + bk, =B (3.4)

elde edilir. T € sp{T, N} oldugundan,
T = AT + uN

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. (3.4) denkleminde bu deger yerine

yazilir ve her iki taraf B vektori ile i¢ ¢arpilirsa,
bk, =0 (3.5)
elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Bu durumda asagidaki teoremi elde ederiz:
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Teorem 3.1.

3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir C uzay egrisinin oskiilator diizlemleri baska

bir C uzay egrisinin oskiilator diizlemleri olamazlar.

Durum?2. OP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin oskiilatér diizlemleri, bagka bir uzay egrisinin normal

diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin oskiilatdr diizlemleri baska bir € egrisinin normal

diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aT+bN, a=#0, b+0, (3.6)

yazilabilir. Burada X ve X siasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, ave b
stfirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (3.6) denkleminin tlirevi alinir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa,
T=(1+a —bk)T+ (aky +b')sN + bk, B (3.7)

elde edilir. Bt = sp{T,N} = sp = {N,B} = T* oldugundan B vektorii ile T vektorii

birbirine paraleldir. (3.7) denkleminin her iki tarafi B vektorii ile i¢ garpilirsa,

bh=— (3.8)
elde edilir. (3.7) denkleminin her iki tarafi N vektori ile i¢ carpilirsa,

_1 ’
a=7b (3.9)

elde edilir. (3.8) denkleminin tiirevi (3.9) denkleminde yerine yazilirsa,

a=2(LEE L B(LYY (3.10)

T kg \kyds? | ds \k,

elde edilir. Bu durumda asagidaki teorem verilebiliriz.
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Teorem 3.2.

E3 Oklid uzayinda C egrisi egrilikleri sifirdan farkli k; ve k,, Frenet vektorleri
{T, N, B} olan birim hizl1 bir egri olsun. C egrisinin oskiilatdr diizlemleri baska bir C

egrisinin normal diizlemleri ise o zaman C egrisi,

Fec 1 1d2§+<1>'d§ T+1d§N
B ki, \k,ds? " \k,/ ds k, ds

denklemi ile verilir.
Sonug 3.1.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine
bagh yani s =5 ve k; = k, = sabit # 0 olsun. Bu durumda C egrisi bir kiiresel

helistir.

Durum 3. OP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin oskiilator diizlemleri, baska bir uzay egrisinin

rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin oskiilatér diizlemleri baska bir C egrisinin

rektifiyan diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aT+bN, a#0,b+0, (3.11)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b sifirdan
farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (3.11) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet formiilleri

kullanilirsa,
T=(1+a —bk)-T+ (aky +b') ;N + bk, B (3.12)
elde edilir. T € sp{T, N} oldugundan,
T = AT + uN

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.12) denkleminde yerine

yazilir ve her iki taraf B vektori ile i¢ ¢arpilirsa,
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bky~ =0 (3.13)
elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.
Bu durumda asagidaki teoremi verilebiliriz.
Teorem 3.3.

3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir C uzay egrisinin oskiilator diizlemleri baska

bir C uzay egrisinin rektifiyan diizlemleri olamazlar.
Durum 4. NP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin normal diizlemleri, bagska bir uzay egrisinin

oskiilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin normal diizlemleri baska bir C egrisinin oskiilatdr

diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0,b=+0, (3.14)

yazilabilir. Burada X ve X smasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (3.14) denkleminin tiirevi almir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa,
T=(1—ak) ;T + (@ —bky) =N + (ak, + b') 7B (3.15)
elde edilir. T € sp{N, B} oldugundan,
T =AN + uB

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.15) denkleminde yerine

yazilir ve her iki taraf T vektord ile i¢ garpilirsa,
1
a=— (3.16)

elde edilir. (3.16) degeri (3.15) denkleminde yerine yazilirsa
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T = ((ki) ' —bk2>§1v + (’;—1 +b')2B (3.17)

1

elde edilir. (3.17) denkleminin tiirevi alinirsa,

— 1\ 1
klNT' = <_ (k_1> kl + b k1k2>;T

(G e )i e

+(2(2) &y — bk3 +’;—21'+ b")1B

1

#((@) -sr)w+ (2 4+0)8) )
elde edilir. N € sp{N, B} oldugundan,

IV == AIN-I-HIB

yazilabilir. Burada A; ve p, sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.18) denkleminde

yerine yazilir ve her iki taraf T vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,

_kl’

b= o (3.19)
elde edilir. (3.16) ve (3.19) degerleri (3.14) denkleminde yerine yazilirsa,
T=x+in-Xlp (3.20)
- kq kokq? '

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.4.

E3 uzayinda C ve C egrilikleri sifirdan farkli uzay egrileri olsun. C egrisinin
normal diizlemleri baska bir C egrisinin oskiilatdr diizlemleri ise o zaman C egrisi, C

egrisinin oskiilator kiirelerinin merkezi olur.
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Durumb5. NP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin normal diizlemleri, baska bir uzay egrisinin normal

diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin normal diizlemleri baska bir C egrisinin normal

diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0,b=+0, (3.21)

yazabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b sifirdan
farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (3.21) denkeminin tiirevi alinir ve Frenet formilleri

kullanilirsa,
T =(1-ak));T + (@ —bk)~N + (ak, + b') 7B (3.22)

elde edilir. T+ = sp{N,B} = sp{N,B} =T+ oldugundan T vektorii ile T vektorii

birbirine paraleldir.
(T,T) =1 olur. (3.22) denklemi T vektorii ile i¢ carpilirsa,
a==01-7) (3.23)

elde edilir. (3.22) denklemi N vektorii ile i¢ carpilirsa,

1(1 !
b= (k—1 1-n) (3.24)
elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.5.

E3 Oklid uzayinda C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k, ve k,, Frenet vektorleri
{T,N, B} olan birim hizli bir egri olsun. C egrisinin normal diizlemleri baska bir C

egrisinin normal diizlemleri ise 0 zaman C egrisi,

C‘—C+1(1 d§>N+1 1(1 d§>,B
B k, ds ko \ Ky ds
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denklemi ile verilir.
Sonug 3.2.

Genellemeyi bozmadan C ve C egrilerinin ayn1 s parametresine sahip oldugunu

kabul edelim. Yanis = § ise 0o zaman C = C dir.
Durum 6. NP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin normal diizlemleri, bagka bir uzay egrisinin rektifiyan

diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin normal diizlemleri baska bir C egrisinin rektifiyan

diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#+0, b=+0, (3.25)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagl fonksiyonlar olsun. (3.25) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa,
T=(1—ak) T + (@ —bky) =N + (ak, + b') B (3.26)
elde edilir. T € sp{N, B} oldugundan,
T =AN + uB

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.26) denkleminde yerine

yazilir ve her iki taraf T vektori ile i¢ ¢arpilirsa,
1
a=— (3.27)

elde edilir. (3.26) denkleminin tiirevi alinirsa,

_ 1Y\ 1
TNr = —k, (k—1> ~ bk, )T

+((2) ~2p'k, — bl — 2

1 kq

)lN (3.28)

r
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+(2 (—1) ky — bk? + ’% +b"):B

(@) - v+ (2+9)5) ()

elde edilir. T+ = sp{N, B} = sp{T, B} = N oldugundan T vektorii ile N vektorii
birbirine paraleldir. (3.28) denklemi N vektorii ile i¢ carpilirsa,

v (i ()= (@) -D 56 6) (3.29)
elde edilir. Burada,

r=e+i@) v o=n(@ D@6
denirse,

b +yb=26
denklemi ortaya ¢ikar. Bu denklemin lineer ¢6ziimii ise
b(s) = e Tvas{[ elvds5ds + ¢}, te R

dir.
Teorem 3.6.

E3 Oklid uzayinda C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet
vektorleri {T, N, B} olan birim hizl1 bir egri olsun. C egrisinin normal diizlemleri bagka

bir C egrisinin rektifiyan diizlemleri ise o zaman C egrisi,

_ 1
C=C+k—N+<e‘deSU efyd56d5+t})B

1

4 !/ n 2 ! !
denklemi ile verilir. Burada y ::TZ+§G) , 0 :%((ki) —t—z) +%(ki) (%)
2 2 1 1 2 1

ve t € Rdir.
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Sonug 3.3

Genellemeyi bozmadan C ve C egrileri ayn1 s parametresine bagli, yani s = §

ve k; = sbt # 0ile k, = sbt # 0 ise

b=—S+t teR
2k,

olarak elde edilir. Bu durumda C bir dairesel helistir.
Sonug¢ 3.4.

Genellemeyi bozmadan C ve C egrileri ayni s parametresine bagli, yani s = § ve

ki, = sbt # 0 ve k, # 0, k, sabit olmayan bir fonksiyon ise

b=——+ t, teR

5 ki Jk,
olarak elde edilir. Bu durumda C egrisi E3 de bir Salkowski egrisidir.

Sonug 3.5.

Genellemeyi bozmadan C ve C egrileri ayn1 s parametresine bagli, yani s = § ve

k, # 0, k, sabit olmayan fonksiyon ve k, = sabit # 0 ise

I

b= —d
2k2 k1 f s+c, ceR

olarak elde edilir. Bu durumda C egrisi anti-Salkowski egrisidir.
Durum7. RP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin rektifiyan diizlemleri, baska bir uzay egrisinin

oskilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin rektifiyan diizlemleri baska bir C egrisinin

oskiilator diizlemleri olsun. Bu durumda,

X=X4+aT+bB, a+#0, b=*0, (3.30)
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yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b sifirdan
farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (3.30) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet formiilleri

kullanilirsa,
T=(Q+a) T+ (ak, —bky)=N +b'~B (3.31)
elde edilir. T € sp{T, B} oldugundan,
T = AT + uB

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.31) denkleminde yerine

yazilir ve her iki taraf N vektordi ile i¢ carpilirsa,
ak, — bk, =0 (3.32)
elde edilir. (3.31) denkleminin tiirevi alinirsa,
kNt = [a"T + (ky(1 + @') — k,b")N + b”B]} (3.33)
+[(1 + a)T + b'B] (%)
elde edilir. N € sp{T, B} oldugundan,

IV = AIT+H1B

yazilabilir. Burada A, ve y, sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.33) denkleminde

yerine yazilir ve her iki taraf N vektori ile i¢ ¢arpilirsa,
ki(l+a')—k,b' =0 (3.34)
elde edilir. (3.32) ve (3.34) denklemlerinden

ki b __ b
ky, a 1+a'

(3.35)

elde edilir. Bu durumda asagidaki sonuglari verebiliriz.
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Sonug 3.6.

M ve M sirasiyla C ve C egrileri iizerinde keyfi noktalar olsun. OM = X ve
OM = X konum vektdrleri olmak iizere (3.30) ve (3.31) denklemlerinden,

MM = aT + bB
T=(1+a)T+ b'B)} (3.36)

bulunur. (3.35) ve (3.36) esitliklerinden MM vektérii ile T vektorii birbirine paraleldir.
O halde MM vektorii C egrisine M noktasinda tegettir.

Sonug 3.7.
M € sp{T, B} oldugundan
MM = sinfT + cosOB

yazilabilir. MM vektoriiniin B vektorii ile yaptig1 aciya 6 denirse,
tanf = 7 (3.37)
elde edilir. (3.35) denkleminden,

tany =2 (3.38)

1

elde edilir. MM vektorii C egrisinin M noktasindaki Darboux vektdriine paraleldir.
Tamm 3.1.

MM vektoriine C egrisinin C € M noktasindaki rektifiyan dogrusu denir
(Ozkald1, 2014).

Sonuc 3.8.

MM vektoriiniin B vektorii ile yaptigi 6 agisi sabittir ancak ve ancak C egrisi bir

genel helistir.

(3.32) denkleminin tiirevi alinir ve (3.34) denklemi kullanilirsa,
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ak| — bk} =k, (3.39)

elde eldilir. (3.32) ve (3.39) denklemleri ortak ¢oziiliirse,

=—— (3.40)
&)
p=—L (3.41)
@ |
k1
elde edilir. Buradan da (3.40) ve (3.41) denklemleri kullanilarak,
iz _ ki(kE+K3)
IMM]||* = Tkl Kk (3.42)
elde edilir.
Sonug 3.9.
Eger a = 1 = sabit ise
7
kl — C1S
k—z—cze , c1,¢; ER
dir.
Sonug 3.10.
Eger b = k_Tl’ = sabit ise
kq
ks
P =cs+d c,d R

dir. Bu durumda C egrisi rektifiyan egridir. Bu egriler 1zumiya ve Takeuchi tarafindan

kanonikcal geodezik egri olarak adlandirilmistir (Izumiya and Takeuchi, 2004).
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Sonug 3.11.
Eger,
_ o ki(kf + kD)
MMIZ2 = 22" 27 _ cabit
IMIT|? = 3= = sabi
ise
k2 = sinh(cys + ¢3) c1,¢; ER

kq
bulunur. Bu durumda C egrisi bir Mannheim egrisidir (Liu and Wang, 2008).

Durum8. RP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin rektifiyan diizlemleri, baska bir uzay egrisinin normal

diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin rektifiyan diizlemleri baska bir C egrisinin normal

diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aT+bB, a#0, b+0, (3.43)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (3.43) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa,
T = (1+a')§T+(ak1—bkz)%Ner'}B (3.44)

elde edilir. Nt = sp{T,B} = sp{N,B} = T* oldugundan N vektorii ile T vektorii
birbirine paraleldir. (3.44) denklemi N vektorii ile i¢ garpilirsa,

ak1 - bkz =T (345)
elde edilir. (3.44) denklemi T vektorii ile i¢ carpilirsa,
a=-—s+c, c; € R, (3.46)

elde edilir. (3.44) denklemi B vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
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b =c,, c; ER (3.47)
elde edilir. (3.46) ve (3.47) degerleri (3.45) denkleminde yerine yazilirsa,
r=(—=s+c)ks + 3k, (3.48)
elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verilebiliriz.
Teorem 3.7.

E3 Oklid uzayimnda C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k,, Frenet vektorleri
{T, N, B} olan birim hizl1 bir egri olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemleri baska bir C

egrisinin normal diizlemleri ise 0 zaman C egrisi,
C=C+(—s+c))T + c,B, c1,¢; ER,

denklemi ile verilir.

Durum9. RP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin rektifiyan diizlemleri, baska bir uzay egrisinin

rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin rektifiyan diizlemleri baska bir C egrisinin

rektifiyan diizlemleri olsun. Bu durumda,
X=X+aT+bB, a#0, b+#0, (3.49)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlar olsun. (3.49) denkleminin tiirevi alinir ve Frenet

formiilleri kullanilirsa,
T=(Q+a).T+ (ak; —bky)~N +b'~B (3.50)
elde edilir. T € sp{T, B} oldugundan,
T = AT + uB

yazilabilir. Burada Ave u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (3.50) denkleminde

yerine yazilir ve her iki taraf N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
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elde edilir. (3.50) denkleminin tiirevi alinirsa,

kiNr = [a"'T + (ky(1 + ) — kb")N + b"B] - (3.52)
+[(1+a)T +'B] (2)

elde edilir. Nt = sp{T,B} = sp{T, B} = N* oldugundan N vektorii ile N vektorii
birbirine paraleldir. (3.52) denklemi T vektorii ile i¢ garpilirsa,

1 1\
a”—+(1+a’)(—) =0
r r

a=-s+c [rds+c, c1,¢; ER, (3.53)
(3.52) denklemi B vektorti ile i¢ ¢arpilirsa,
b4 b(2) =0 (3.54)
elde edilir. Bu denklemin ¢6ztiimii,
b=d, [rds+d, dy,dy € R (3.55)
dir.

Teorem 3.8.

Genellemeyi bozmadan C ve C egrileri ayni s parametresine sahip oldugunu
kabul edelim. E3 Oklid uzayinda C egrisi, egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet
vektorleri {T, N, B} olan birim hizli bir egri olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemleri

baska bir C egrisinin rektifiyan diizlemleri ise o zaman C egrisi,
C=C+(c;s+ )T + (dys + d,)B, 1, Cp, dy,dy € R, (3.56)
denklemi ile verilir. (3.53) ve (3.55) degerleri (3.51) denkleminde yerine yazilirsa,

2 o a3t (3.57)

k4 o dqs+d,



elde edilir. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.12.
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y , k . -
Eger c;d, — c,d; = 0 ise 0 zaman k—l = sabit olur. Bu durumda C egrisi, E3

2

Oklid uzayinda dairesel helis ya da genel helistir.

Ornek 3.1.

C(s) = (coss,sins,s) olsun.

egriliklerini bulalim.

Dairesel helisin  Frenet vektorlerini

C'(s) = (—sins,coss, 1)

IC' (Il = \cos?s + sin?s + 12 =2

C"(s) = (—coss,—sins, 0)

IC" ()| = \/coszs +sin?s+0=1

- C'(s) _(—Sins cos s 1)
Ic" sl VZ N2 W2
C"(s) ( ns,0)
=——=(—coSss,—sins,
Ic"” (sl
1 1 1
BeTxN —sSins coSS 1 (sins —CO0S S 1)
= X = —] = , ,—=
V2 V2o W2 V2§ N2 W2
—coss —sins O
I (T N) ((— coss —sins O) ( ] 0)
= , = , ,0],(—coss,—sins,
! V2 V2

veE
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sins —coss 1 ))

k, =(N',B) = ((sins,—cos s, 0)<WTE

Simdi C egrisi ile ayni rektifiyan diizleme sahip bir C egrisi oldugunu kabul

edelim. (3.56) denkleminde ¢; = d, = 0 ve ¢, = d, = /2 alinirsa
C(s)=C(s)+V2T +V2B

elde edilir. C, T, B degerleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
C(s) = (coss,sins,s + 2)

bulunur. Bu da gosterir ki E3 Oklid uzayinda Temel teoreme gore C(s) ve C(s)

egrileri kongurent egrilerdir.
Sonug 3.13.
(3.57) denkleminde d, = 0 alinirsa

k c 1
G_a, %2
k, dy dis

elde edilir. Bu durumda C egrisi, C egrisi ile ayn1 parametreye bagli rektifiyan egridir.
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA ORTAK SPACELIKE FRENET

DUZLEMLI EGRIi CiFTLERI

Bir I € R acik aralifinda tanimlanan birim hizli bir egri C:1 € R - E3 ve bu
egrinin Frenet ¢atis1 {T, N, B}, yay parametresi, egriligi ile burulmasi sirasiyla s, kq, k5
olsun. Baska bir /] € R acik aralifinda tanimlanan bir diger birim hizl1 egri ise C:] €
R — E3 olsun. Bu egrinin Frenet catis1 {T, N, B}, yay parametresi, egriligi ile burulmasi

sirastyla 3, k; ve k, olsun.

C egrisinin her bir C(s) noktasinda {T,N},{T,B},{N,B} tarafindan gerilen
oskiilatér, rektifiyan ve normal diizlemleri sirasiyla OP, RP, NP olarak gosterelim. C
egrisinin her bir C (s) noktasinda {T,N},{T,B},{N, B} tarafindan gerilen oskiilator,

rektifiyan ve normal diizlemleri ise sirasiyla OP, RP, NP olarak gosterelim.

s
ds_f

olsun. Bu boliimde asagidaki soruyu soruyoruz:

“Verilen bir egrinin spacelike Frenet diizlemlerinden biri baska bir egrinin

spacelike Frenet diizlemlerinden biri olabilir mi?”

Bu durumda 9 farkli durumla karsilasiriz.

Durum  C nin Frenet Dizlemi C nin Frenet Diizlemi  Sart

1 sp{T,N} = OP sp{T,N} = OP OP = OP
2 sp{T,N} = OP sp{N,B} = NP OP = NP
3 sp{T,N} = OP sp{T, B} = RP OP = RP
4 sp{N,B} = NP sp{T,N} = OP NP = OP
5 sp{N,B} = NP sp{N,B} = NP NP = NP
6 sp{N,B} = NP sp{T, B} = RP NP = RP
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7 sp{T,B} = RP sp{T,N} = OP RP = OP
8 sp{T,B} = RP sp{N,B} = NP RP = NP
9 sp{T,B} = RP sp{T, B} = RP RP =RP

Simdi yukaridaki durumlari inceleyelim:

C egrisinin oskiilator diizlemi sp{T, N} = OP spacelike diizlem ise T spacelike
vektor, N spacelike vektor ve B timelike vektordiir. Bu durumda asagidaki Frenet

formiillerini elde ederiz.

T' 0 k1 0 o
N’ = _kl O _kz N (41)
Bl lo —k, olls

Durum1. OP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike oskiilator diizlemleri bagka bir uzay

egrisinin spacelike oskiilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike oskiilatér diizlemi baska bir C egrisinin
spacelike oskiilator diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatdr diizlemi spacelike diizlem
oldugundan T spacelike vektdrii ve N spacelike vektorii tarafindan gerilir. Binormal
vektorii B, timelike vektordiir. £ = & = 1 ve & = —1 igin (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gére C spacelike egridir. Bu durumda,
X=X+aT+bN, a+#0, b+#0, (4.2)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagl fonksiyonlardir. (4.2) denkleminin tirevi alinir ve (4.1)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'=@@+a —bk)T + (ak, + b')N — bk,B (4.3

elde edilir. T € sp{T, N} oldugundan
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T = AT + uN

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (4.3) denkleminde yerine

yazilirsa,
(AT + uN) f'= (1 +a' — bky)T + (ak, + b')N — bk,B (4.4)
elde edilir. (4.4) denkleminin her iki tarafi B vektorii ile i¢ garpilirsa,
bk, = 0
elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.
Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.1.

C egrisinin spacelike oskiilatdr diizleminin C egrisinin spacelike oskiilator

diizlemi oldugu bir (C, C) egri cifti yoktur.
Durum 2. OP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike oskiilator diizlemleri baska bir uzay

egrisinin spacelike normal diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike oskiilator diizlemi baska bir C egrisinin
spacelike normal diizlemi olsun. C egrisinin normal diizlemi spacelike diizlem
oldugundan B spacelike vektdrii ve N spacelike vektorii tarafindan gerilir. Teget
vektorii T timelike vektordiir. & = —1 ve & = & = 1 i¢in (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gore C egrisi timelike egridir. Bu durumda,
X=X+aT+bN, a#0, b0, (4.5)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (4.5) denkleminin tiirevi alinir ve (4.1)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,

Tf' = (1+a — bk)T + (aky, + b')N — bk,B (4.6)
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elde edilir. (4.6) denklemi B vektorti ile i¢ garpilirsa,

__r
b=—1 4.7)

elde edilir. (4.6) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,

1

_1(ry
a=+(5) (4.8)
elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 4.2,

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin spacelike oskiilatér diizlemleri baska bir C
egrisinin spacelike normal diizlemleri ise 0 zaman C egrisi,

PP (1 d§)'T 1ds
B k, \k, ds k, ds

denklemi ile verilir.
Sonug 4.1.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine
sahip, s = 5 olsun. k; = k, = sabit # 0 ise 0 zaman C egrisi S? kiiresi iizerinde yatan
spacelike pseudo kiiresel helistir. Bu durumda C egrisi, k; = +k, ve k; =k, = k;

egriliklerine sahip ise HY kiiresi iizerinde yatan timelike pseudo kiiresel helistir.
Durum 3. OP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike oskiilator diizlemleri baska bir uzay

egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike oskiilator diizlemi baska bir C egrisinin
spacelike rektifiyan diizlemi olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi spacelike diizlem
oldugundan T spacelike vektorii ve B spacelike vektorii tarafindan gerilir. Normal
vektorii N timelike vektordiir. & = —1 ve & = & = 1 i¢in (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gére C egrisi spacelike egridir. Bu durumda,
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X =X+ aT + bN, a#0, b0, (4.9)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (4.9) denkleminin tiirevi alinir ve (4.1)

denklemindeki Frenet formilleri kullanilirsa,
Tf'=@+a —bk)T + (ak, + b')N — bk,B (4.10)
elde edilir. T € sp{T, N} oldugundan
T = AT + uN

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (4.10) denkleminde yerine

yazilirsa
(AT +uN) f'= (1 +a' — bk)T + (ak; + b')N — bk,B (4.11)
elde edilir. (4.11) denklemi B vektorii ile i¢ ¢arpilirsa
bk, =0
elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eligkidir.
Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.3.

C egrisinin spacelike oskiilatér diizleminin C egrisinin spacelike rektifiyan

diizlemi oldugu bir (C, C) egri cifti yoktur.

C egrisinin normal diizlemi NP = sp{N, B} spacelike diizlem ise o zaman
N spacelike vektor, B spacelike vektor ve T timelike vektordir. Bu durumda C egrisi

timelike egri olur. Bu durumda asagidaki Frenet formiillerini elde ederiz.

T'1 10 ki 07T
N'l=lk; 0 k||N (4.12)
B, 0 _kz 0 B

g(T,T)=-1, g(N,N) =1, g(B,B)=1
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Durum 4. NP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike normal diizlemleri baska bir uzay egrisinin

spacelike oskiilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike normal diizlemi baska bir C egrisinin
spacelike oskiilatdr diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatdr diizlemi spacelike diizlem
oldugundan T spacelike vektdrii ve N spacelike vektorii tarafindan gerilir. Binormal
vektorii B timelike vektordiir. & = —1 ve & = & = 1 i¢in (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gére C egrisi spacelike egridir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0,b=+0, (4.13)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagl fonksiyonlardir. (4.13) denkleminin tiirevi alinir ve (4.12)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf, == (1 + akl)T + (a, - bkz)N + (b, + akz)B (414)

elde edilir. (4.14) denklemi T vektorti ile i¢ capilirsa,

1
a=-+ (4.15)

elde edilir. (4.15) degeri (4.14) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf' = (a' — bk,)N + (b’ + ak,)B (4.16)
elde edilir. (4.16) denkleminin tiirevi alinirsa,
Tf" + (f)?kyN = (a'ky — bk,k)T + (" — 2b'k, — bky — ak3)N (4.17)
+(2a'k, + aky + b" — bk2)B
elde edilir. (4.17) denklemi T vektorti ile i¢ garpilirsa,

kl
b=—%
ko k2

(4.18)

elde edilir. (4.15) ve (4.18) degerleri (4.13) denkleminde yerine yazilirsa
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elde edilir. Bu durumda asagidaki teorem ortaya ¢ikar:
Teorem 4.4.

C egrisi egrilikleri sifirdan farkli k; ve k., , Frenet vektorleri {T, N, B} olan birim
hizli bir egri olsun. C egrisinin spacelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin

spacelike oskiilator diizlemleri ise o zaman C egrisi,

!

C=cC 11v+ le
Tk kpk?

denklemi ile verilir.
Sonug 4.2.

E3 Minkowski uzayinda C ve C egrileri sifirdan farkli birim hizli egriler olsun.
C egrisinin normal diizlemi C egrisinin oskiilator diizlemi ise o zaman C egrisi C

egrisinin oskiilator kiirelerinin merkezidir.
Durum5. NP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike normal diizlemleri baska bir uzay egrisinin

spacelike normal diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike normal diizlemi bagka bir C egrisinin
spacelike normal diizlemi olsun. C egrisinin normal diizlemi spacelike diizlem
oldugundan N spacelike vektorii ve B spacelike vektorii tarafindan gerilir. Teget
vektorii T timelike vektordiir. & = —1 ve & = & = 1 icin (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gore C egrisi timelike egridir. Bu durumda,
X=X+4+aN+bB, a=#0 b=*0, (4.19)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
stfirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (4.19) denkleminin tiirevi alinir ve (4.12)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
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Tf' =@+ ak)T + (a' — bk,)N + (b’ + ak,)B (4.20)

elde edilir. T+ = sp{N,B} = sp{N,B} =T+ oldugundan T vektorii ile T vektorii
birbirine paraleldir. (4.20) denklemi T vektorii ile i¢ ¢apilirsa

a=1"1 (4.21)
ki

elde edilir ve (4.20) denklemi N vektort ile i¢ ¢apilirsa,

p=2(L k‘l) (4.22)

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.5.

C egrisi egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizl1 bir egri olsun. C egrisinin spacelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin

spacelike normal diizlemleri ise o zaman C egrisi,

C—C'+1( 1+ds_>N+1 1( 1+ds_) ’B
- k, ds k, \ ky ds

denklemi ile verilir.
Sonu¢ 4.3.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine

bagli, yani s = § olsun. Bu durumda € = C elde edilir.
Durum 6. NP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike normal diizlemleri baska bir uzay egrisinin

spacelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike normal diizlemi bagka bir C egrisinin
spacelike rektifiyan diizlemi olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi spacelike diizlem

oldugundan T spacelike vektorii ve B spacelike vektorii tarafindan gerilir. Normal
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vektorii N timelike vektordiir. & = —1 ve & = & = 1 icin (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gére C egrisi spacelike egridir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a#0, b+0, (4.23)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (4.23) denkleminin tiirevi alinir ve (4.12)

denklemindeki Frenet formilleri kullanilirsa,
Tf' =@+ ak)T + (a' — bk,)N + (b’ + ak,)B (4.24)

elde edilir. (4.24) denklemi T vektorti ile i¢ ¢arpilirsa,

1

a=-—: (4.25)
bulunur. (4.25) degeri (4.24) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf' = (a' — bky)N + (b’ + ak,)B (4.26)
elde edilir ve burada,
1= a';f,”‘z u= b';‘,”‘z (4.27)
denirse,
T = AN + uB (4.28)
yazilabilir. (4.28) denkleminin tiirevi alinirsa,
—(f Yk N = AkyT + (X' — kyu)N + (Ak, + u')B (4.29)
elde edilir. (4.29) denklemi N vektorii ile i¢ garpilirsa
N —kou=0 (4.30)
elde edilir ve (4.27) degeri (4.30) denkleminde yerine yazilirsa
b b (f) =2 (4.31)

elde edilir. Burada
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_ ﬁ __a''-ak}
6= ™ ve y= TR (4.32)
denirse
b'"+bd=y (4.33)

elde edilir. Bu lineer denklemin ¢6zimii ise
b(s) = e~ 95{[ el 85y ds + t}, teR

dir. Burada

o, f kz
_ f’ké_f”kZ . (k]_) f +(k1) o k1
0= 2 Ve VT 2ky f' (4.34)

olarak bulunur. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.6.

C egrisi egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N,B} olan
birim hizl bir egri olsun. C egrisinin spacelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin

spacelike rektifiyan diizlemleri ise o zaman C egrisi,

_ 1
C=C—k—N+e‘f5d5{fef5dsyds+t}B

1
denklemi ile verilir. Burada
" ka
Fks ~ 7k, (&) @) £

T L 2of

dir.
Sonuc 4.4.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine
sahip, yani s = § ise ve k; = sbht # 0 ile k, = sbht # 0 olmak iizere
ka

b=—7—s+t teR
2k, >
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dir. Bu durumda C egrisi bir dairesel helistir.
Sonuc 4.5.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine
sahip, yani s = § ve k; = sabit # 0 ilek, # 0, k, sabit olmayan fonksiyon olmak

uzere,

1

1
—t,
2k\[key Jis

elde edilir. Bu durumda C egrisi bir timelike Salkowski egrisidir.

teR

f (k)2 ds +

Sonug 4.6.
Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri aym s parametresine
sahip, yani s = 5 ve k, = sabit # 0 ile k; # 0 sabit olmayan fonksiyonlar olmak tizere

b—_l(l)l+k211d+ €R
T k) T2 )T R

elde edilir. Bu durumda C egrisi E3 Minkowski uzayinda bir timelike anti-Salkowski
egrisidir.

C egrisinin rektifiyan diizlemi RP = sp{T, B} spacelike diizlem ise T spacelike
vektor, B spacelike vektor ve N timelike vektordiir. Bu durumda asagidaki Frenet

formiillerini elde ederiz.

T' 0 —ki O7pT
N=|=k, 0 k||N (4.35)
B, 0 _kz 0 B

g(T, T) =1, g(N,N) = -1, g(B,B) =1
Durum 7. RP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri baska bir uzay

egrisinin spacelike oskiilator diizlemleri olabilir mi?”
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Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemi bagka bir C egrisinin
spacelike oskiilatdr diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatdr diizlemi spacelike diizlem
oldugundan T spacelike vektdrii ve N spacelike vektorii tarafindan gerilir. Binormal
vektorii B timelike vektordiir. & = —1 ve & = & = 1 i¢in (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gére C egrisi spacelike egridir. Bu durumda,
X=X+aT+bB, a+0,b+0, (4.36)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (4.36) denkleminin tiirevi alinir ve (4.35)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'= (1 +a)T + (—ak, + bk,)N + b'B (4.37)
elde edilir. (4.37) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
—ak, + bk, =0 (4.38)
elde edilir. (4.38) denklemi (4.37) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf'=0Q+a)T+b'B (4.39)
elde edilir. (4.39) denkleminin tiirevi alinirsa,
Tf" + (f)?k;N =a"'T + (b'ky, —a'k,; —k,)N + b"'B (4.40)
elde edilir. (4.40) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
b'k,—a'ky —k; =0 (4.41)

elde edilir. (4.38) denkleminin tiirevi alinip (4.41) denkleminde yerine yazilirsa,

kiky ki 1

O o ) (442
2
p=—ta 1 (4.43)
T koky —kqky' (’,:_2)’ '
1

elde edilir. (4.42) ve (4.43) degerleri (4.36) denkleminde yerine yazilirsa,
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_ kik, ky?
X=X+— - T + —— B
koky — kik, koky — kiks,

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.7.

C egrisi egrilikleri sifirdan farkli k,; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri baska bir C

egrisinin spacelike oskiilator diizlemleri ise o zaman C egrisi,

_ kik, ky?
C=C+ ; - T — ; -B
k2k1 — klkz k2k1 — k1k2

denklemi ile verilir. Bu durumda asagidaki sonuglar1 verebiliriz.
Sonugc 4.7.

M ve M sirastyla C ve C egrileri iizerinde keyfi noktalar olsun. OM = X ve

OM = X konum vektdrleri olmak {izere (4.36) ve (4.39) denklemlerini diizenlersek

MM = aT + bB
{ (4.44)

T=(ﬂ+w0T+bB)%

elde edilir. (4.38) ve (4.41) denklemlerinden MM vektorii ile T vektorii birbirine
paraleldir. O halde MM vektorii C egrisine M noktasinda tegettir.

Sonuc 4.8.
M € sp{T, B} oldugundan,
MM = sindT + cosOB
yazilabilir. MM vektdriiniin B vektorii ile yaptig1 agiya 8 denirse,
tanB::% (4.45)

olur. (4.38) denkleminden,
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tanf = % (4.46)

1

elde edilir. MM vektorii C egrisinin M noktasindaki Darboux vektdriine paraleldir.
Tamm 4.1.

MM vektdriine C egrisinin C € M noktasindaki rektifiyan dogrusu denir

(Ozkald1, 2014).
Sonuc 4.9.

MM vektoriiniin B vektorii ile yaptig1 6 acisi sabittir ancak ve ancak C egrisi bir

genel helistir.
(4.38) denkleminin tiirevi (4.41) denkleminde yerine yazilirsa
ak] — bk} =k, (4.47)

elde edilir. (4.38) ve (4.47) denklemleri ortak ¢oziiliirse

ks 1

= (,;_1), (4.48)
2
-1
b= @ (4.49)
k1
elde edilir. Buradan da (4.48) ve (4.49) denklemleri kullanilarak
_ 2(1,241,2
M| = S0E) (4.50)
koki—kjky
elde edilir.
Sonug 4.10.
5 ki 1 _ it i
Egera = P (}%), sabit ise
kq
— = c,e“’, c;,c, ER
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bulunur.
Sonuc 4.11.
Eger b = % = sabit ise
k1

ks
—=cs+d c,d eR
kq
elde edilir. Bu durumda C egrisi rektifiyan egridir. Bu egriler Izumiya ve Takeuchi

tarafindan kanonical geodezik egri olarak adlandirilmistir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Sonug 4.12.
Eger
r kZ(k? + k2)
IMM||? = —————-— = sabit
ise 0 zaman

k—z = sinh(c;Ss+c¢;) ¢, ER
1

elde edilir. Bu durumda C egrisi bir Mannheim egrisidir (Liu veWang, 2008).

Durum 8. RP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri baska bir uzay

egrisinin spacelike normal diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemi bagka bir C egrisinin
spacelike normal diizlemi olsun. C egrisinin normal diizlemi spacelike diizlem
oldugundan N spacelike vektorii ve B spacelike vektorii tarafindan gerilir. Teget
vektorii T timelike vektordiir. & = —1 ve & =& =1 igin (2.1) deki Frenet

formiillerine gore C timelike egridir. Bu durumda,
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X=X+aT+bB, a=+0,b+0, (4.51)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve
b sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (4.51) denkleminin tiirevi alinir ve (4.35)

denklemindeki Frenet formilleri kullanilirsa,
Tf'=@+a)T+ (—ak, + bk,)N + b'B (4.52)

elde edilir. Nt = sp{T,B} = sp{N,B} =T* olup N vektorii ile T vektodrii birbirine
paraleldir. (4.52) denklemi N vektorti ile i¢ garpilirsa,

f' = —ak, + bk, (4.53)

elde edilir. (4.52) denklemi T vektorii ile i¢ carpilirsa,
a=-s+c¢, ¢ €ER (4.54)

elde edilir. (4.52) denklemi B vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
b = c,, c; ER (4.55)

elde edilir. (4.54) degeri (4.53) denkleminde yerine yazilirsa,

b =L o apit (4.56)
2

elde edilir. (4.54) ve (4.56) degerleri (4.51) denkleminde yerine yazilirsa,

f’+(—S+C1)k1
ka

)?=X+(—s+c1)T+< )B, ¢, ER

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.8.

C egrisi, egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri baska bir C

egrisinin spacelike normal diizlemleri ise o zaman C egrisi,

ds

dS + (_S + Cl) k1>> B, Cl E R,

- 1
C=C+(—s+c1)T+<—(
ka
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denklemi ile verilir.
Durum9. RP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri bagka bir uzay

egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemi baska bir C egrisinin
spacelike rektifiyan diizlemi olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi spacelike diizlem
oldugundan T spacelike vektorii ve B spacelike vektorii tarafindan gerilir. Normal
vektorii N timelike vektordiir. & = —1ve § = & = 1 icin (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gore C egrisi spacelike egridir. Bu durumda,
X=X+aT+bB, a#0, b+0, (4.57)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve
b sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (4.57) denklemininin tiirevi alinir ve (4.35)

denklemindeki Frenet formulleri kullanilirsa,
Tf'=@+a)T + (—ak, + bk,)N + b'B (4.58)
elde edilir. (4.58) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
—ak, + bk, =0 (4.59)

elde edilir ve (4.59) degeri (4.58) denkleminde yerine yazilirsa

Tf'=(1+a)T+b'B (4.60)
elde edilir. Burada
1+a’ b’
A—T ve ,ll—f—, (461)
denirse,
T =AT + uB (4.62)

yazilabilir. (4.62) denkleminin tiirevi alinirsa

—f'BN = X'T + (uky, — Ak)N + 1'B (4.63)
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elde edilir. (4.63) denklemi sirasiyla T ve B vektorleri ile i¢ carpilirsa

AA=0 wve u=0 (4.64)
elde edilir. Burada,

A =cy, u=d, (4.65)

denirse ve (4.61) denkleminde yerine yazilirsa,

{a:_Hlef' ds+c; c,c €R (4.66)

b:dlff,dS"}'dz, dl,dzeR

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.9.

Genellemeyi bozmadan C ve C egrileri ayn1 s parametresine sahip oldugunu
kabul edelim. E3 Minkowski uzaymda C egrisi, egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, ,
Frenet vektorleri {T,N,B} olan birim hizli bir egri olsun. C egrisinin spacelike
rektifiyan diizlemleri baska bir C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemleri ise o zaman

C egrisi,
C_ = C +(C1$ + Cz)T + (dls + dz)B Cl’ C2, dl’ dz € R (467)
denklemi ile verilir.

(4.66) degeri (4.59) denkleminde yerine yazilirsa,

- At (4.68)

k4 - dis+d;
elde edilir. Bu durumda asagidaki sonuglar verebiliriz.

Sonuc 4.13.

key

Eger ¢;d, —c,d; =0 ise 0 zaman — = sabit olur. Bu durumda C egrisi, E3

2

Minkowski uzayinda bir dairesel helis ya da genel helistir.



Ornek 4.1.

44

C(S)Z(%COShS —sinh s, —= S) E3 Minkowski uzayinda dairesel helis olsun.

'z

Dairesel helisin Frenet vektorlerini ve egriliklerini bulalim.

C'(s sinh s, — cosh s

) = (Gsinhs, Fcoshs, )

')l = \”— (TIE sinh s)2 + (TIE cosh s)z + (%)2

=1

C'"(s) = (\/%cosh s,\/_smhs 0)

1

V2

IC” ()| = \/|— (\/% cosh 5)2 + (%sinh 5)2 + 02

_C'(9) _(sinhs coshs i)
el \v2 T vz V2

CII(S)

= ——— = (—coshs, —sinhs, 0
Icron ¢ )

1 1 1
sinh s coshs 1 (—sinh s —coshs 1 )

V2 V2 2| vz vz V2

—coshs —sinhs O

B=TXN =

coshs sinhs

= (1,0 = (S

> , (—cosh s, —sinhs,0) )

cosh?s sinh?s

N

Sk

—sinhs —coshs 1)

k, = (N',B) = ((—sinh s, —coshs, 0),( 7z 'ﬁ )
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—sinh®s cosh®s

Z T

1

V2

Simdi C egrisi ile aym rektifiyan diizleme sahip bir C egrisi oldugunu varsayalim.

(4.67) denkleminde ¢; = d; = 0 ve ¢, = d, = V2 alinirsa,

C(s)=C(s)+V2T++V2B

elde edilir ve C, T ve B degerleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

_ 1 1 1
C(s) = (—=coshs,—sinhs,—s + 2
(s) (\/E 7 N )

elde edilir. Bu da gosterir ki E3 Minkowski uzayinda Temel teoreme gore C(s) ve

C(s) egrileri kongurent egrilerdir.
Sonug 4.14.
(4.68) denkleminde d, = 0 alinirsa

ki ¢ 1

k, d, dys
elde edilir. Bu durumda C egrisi, C egrisinin yeniden parametrelendirilmesiyle elde
edilen bir rektifiyan egridir.

Sonug 4.15.

C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemi C egrisinin spacelike rektifiyan diizlemi

ise (C,C) Bertrand egri ciftidir.
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5. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA ORTAK TiMELIiKE FRENET
DUZLEMLI EGRI CiFTLERI

Bir I € R acik araliginda tanmimlanan birim hizli bir egri C:1 € R — E3 ve bu
egrinin Frenet catis1 {T, N, B}, yay parametresi, egriligi ile burulmasi sirasiyla s, kq, k5
olsun. Baska bir /] € R acik araliginda tanimlanan bir diger birim hizl1 egri ise C:] C
R — E3 olsun. Bu egrinin Frenet catis1 {T, N, B}, yay parametresi, egriligi ile burulmas:

sirastyla §, k; ve k, olsun.

C egrisinin her bir C(s) noktasinda {T,N},{T,B},{N,B} tarafindan gerilen
oskiilatér, rektifiyan ve normal diizlemleri sirasiyla OP, RP, NP olarak gosterelim. C
egrisinin her bir C (s) noktasinda {T,N},{T,B},{N, B} tarafindan gerilen oskiilator,

rektifiyan ve normal diizlemleri ise sirasiyla OP, RP, NP olarak gosterelim.

s
ds_f

olsun. Bu boliimde asagidaki soruyu soruyoruz:

“Verilen bir egrinin timelike Frenet diizlemlerinden biri bagka bir egrinin

timelike Frenet diizlemlerinden biri olabilir mi?”

Bu sorunun cevabi i¢in asagidaki 9 durumla karsilagilir.

Durum  C nin Frenet Diizlemi C nin Frenet Diizlemi  Sart

1 sp{T,N} = OP sp{T,N} = OP OP = OP
2 sp{T,N} = OP sp{N,B} = NP OP = NP
3 sp{T,N} = OP sp{T, B} = RP OP = RP
4 sp{N,B} = NP sp{T,N} = OP NP = OP
5 sp{N,B} = NP sp{N,B} = NP NP = NP

6 sp{N,B} = NP sp{T, B} = RP NP = RP
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7 sp{T,B} = RP sp{T,N} = OP RP = OP
8 sp{T,B} = RP sp{N,B} = NP RP = NP
9 sp{T,B} = RP sp{T, B} = RP RP =RP

C egrisinin timelike oskiilator diizlemi OP = sp{T, N} timelike ise T vektorii
spacelike (timelike), N vektorii timelike (spacelike) ve B vektorii spacelike vektor olur.

Bu durumda asagidaki Frenet formiillerini elde ederiz.

T' 0 ngl 0 T
N'| =|—¢&1kq 0 kol IN (5.1)
B, 0 _Ezkz 0 B

g(T,T)=€1 g(N'N)=82 g(B'B)=1

Simdi tiim durumlar1 adim adim inceleyelim:

Durum 1. OP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemleri baska bir uzay

egrisinin timelike oskiilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike oskiilatdr diizlemi baska bir C egrisinin
timelike oskiilator diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatér diizlemi timelike diizlem
oldugundan T spacelike (timelike) vektorii ve N timelike (spacelike) vektorii tarafindan
gerilir.  Binormal vektorii B spacelike vektordiir.  (2.1) denklemindeki Frenet

formiillerine gore C egrisi spacelike (timelike) egridir. Bu durumda,
X=X+aT+bN, a#0, b+0, (5.2)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (5.2) denkleminin tiirevi alinir ve (5.1)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,

Tf'= (1 +a' — &,bk,)T + (,ak, + b")N + bk,B (5.3)
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elde edilir. T € sp{T, N} oldugundan
T = AT + uN

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (5.3) denkleminde yerine

yazilirsa,
AT + uN)f'= (1 + a' — &,bk,)T + (e,ak, + b")N + bk,B (5.4)
elde edilir. Her iki taraf B vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
bk, =0
elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.
Bu durumda asagidaki teorem ortaya ¢ikar.
Teorem 5.1.

C egrisinin timelike oskiilatdr diizleminin C egrisinin timelike oskiilator diizlemi

oldugu hicbir (C, C) egri ¢ifti yoktur.
Durum 2. OP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemleri ayn1 uzayda baska bir

uzay egrisinin timelike normal diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike oskiilator diizlemi baska bir C egrisinin

timelike normal diizlemi olsun. € egrisinin normal diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 2.1. N spacelike (timelike) vektdr ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 2.2. N ve B vektorleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum 2.1. N spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektdr oldugundan
T spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gore C egrisi spacelike
egridir. B+ = sp{T,N} = sp{N, B} = T+ oldugundan B vektorii ile T vektorii birbirine

paraleldir. Bu durumda,
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X=X+4+aT+bN, a=#0, b+0, (5.5)

yazilabilir. X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b sifirdan farkli
s ye bagl fonksiyonlardir. (5.5) denkleminin tiirevi alinir ve (5.1) denklemindeki

Frenet formulleri kullanilirsa,
Tf, = (1 + al - Elbkl)T + (gzakl + b’)N + bsz (56)

elde edilir. (5.6) denklemi B vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
b=L (5.7)
elde edilir. (5.6) denklemi N vektortii ile i¢ ¢arpilirsa,
=20 o8
elde edilir. (5.7) ve (5.8) degerleri (5.5) denkleminde yerine yazilirsa,
X=X—2G§T+ﬂw (5.9)

elde edilir.

Durum 2.2. N ve B vektérleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektdrler oldugundan C
egrisi (2.3) denklemindeki Frenet formiillerine gore pseudo null egrisidir. T =
sp{N, B} = sp{T, N} = B! oldugundan T vektérii ile B vektorii birbirine paraleldir. Bu

durumda,
X=X+4+aT+bN a#0b=+#0 (5.10)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagl fonksiyonlardir. Durum 2.1. de yapilan benzer islemler

uygulanirsa asagidaki esitlik elde edilir.

v yw_2(I\ .
X=x MQ)T+MN. (5.11)

Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.2.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin timelike oskiilatér diizlemleri baska bir C
egrisinin timelike normal diizlemleri ise o zaman C egrisi,
_ g (1 ds\ 1ds
—c- (=) T

_B2 (28 2By
L\l ds) © Tk, ds

denklemi ile verilir.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri aym s parametresine
sahip ve k; = k, = sabit # 0 olsun. O zaman C egrisi, SZ(HY) kiiresi iizerinde yatan

spacelike (timelike) kiiresel helistir.
Durum 3. OP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike oskiilator diizlemleri baska bir uzay

egrisinin timelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike oskiilatdr diizlemi baska bir C egrisinin
timelike rektifiyan diizlemi olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 3.1. T spacelike (timelike) vektor ve B vektorii timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 3.2. T ve B vektorleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum 3.1. T spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektdr oldugundan
N spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gére C egrisi spacelike
(timelike) egridir. Nt = sp{T,B} = sp{T,N} = B+ oldugundan B vektorii ile N

vektorii birbirine paraleldir . Bu durumda,
X=X+aT+bN, a#0, b%0, (5.12)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (5.12) denkleminin tiirevi alinir ve (5.1)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,



51

Tf, - (1 + al - Elbkl)T + (gzakl + b’)N + bsz (513)
elde edilir. T € sp{T, N} oldugundan,
T = AT + uN

yazilabilir. Burada A ve u sifirdan farkli sabitlerdir. Bu deger (5.13) denkleminde yerine

yazilirsa,
AT + uN)f'= 1+ a' — &, bk,)T + (e,ak, + b")N + bk,B (5.14)
elde edilir. Her iki taraf B vektorti ile i¢ ¢arpilirsa,
bk, =0
elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Durum 3.2. T ve B vektérleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektérler oldugundan C
egrisi (2.2) denklemindeki Frenet formiillerine gore Cartan null egrisidir. Nt =
sp{T,B} = sp{T,N} = B+ olup N vektorii ile B vektdrii birbirine paraleldir. Bu

durumda,
X=X+aT+bN, a#0, b+0, (5.15)

yazilabilir. Burada X ve X swasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve
b sifirdan farklis ye bagli fonksiyonlardir. Durum 3.1 de yapilan benzer islemler

uygulanirsa,
b kz = 0

elde edilir. b # 0 ve k, # 0 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Bu durumda asagidaki

teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.3.

C egrisinin timelike oskiilator diizleminin C egrisinin timelike rektifiyan diizlemi

oldugu higbir (C, C) egri ¢ifti yoktur.

C egrisinin normal diizlemi NP = sp{N, B} timelike diizlem oldugunda iki alt

durum ortaya cikar.
Durum A: N spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum B: N ve B vektorleri lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum A: N spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektor oldugundan

T spacelike vektordiir. Bu durumda C egrisinin Frenet vektorleri asagidaki gibidir.

T' 0 &2k 0 T
N’ = _k1 0 E3k2 N - (516)
BI 0 _Ezkz O B

g(T,T)=1 gN,N) = & g(B,B) = &3

Buradan 3 alt durum elde edilir.
Durum 4. NP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemleri bagka bir uzay egrisinin

timelike oskilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike normal diizlemi baska bir C egrisinin
timelike oskiilator diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatér diizlemi timelike diizlem
oldugundan T spacelike (timelike) vektorii ve N timelike (spacelike) vektorii tarafindan
gerilir. Binormal vektdr alan1 B spacelike vektdrdiir. (2.1) denklemindeki Frenet
formiillerine gore C egrisi spacelike (timelike) egridir. Bt = sp{T,N} = sp{N,B} =

T+ oldugundan B vektorii ile T vektdrii birbirine paraleldir. Bu durumda,

X=X+4+aN+bB, a=#0, b*0, (5.17)
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yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve
b sifirdan farkli s ye bagl fonksiyonlardir. (5.17) denkleminin tiirevi alinir ve (5.16)

denklemindeki Frenet formulleri kullanilirsa,
Tf'={1 —ak)T + (a’ — &,k,b)N + (b’ + agsk,)B (5.18)
elde edilir. (5.18) denklemi T vektorti ile i¢ garpilirsa,

a=— (5.19)

elde edilir. (5.19) degeri (5.18) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf' = (a' — &kyb)N + (b’ + agzk,)B (5.20)
elde edilir. (5.20) denkleminin tiirevi alinirsa,
Tf" +&(f)?kyN = (=a'ky + e,bk k)T
+(a" — 2&,b’k, — g5bk), — ey5ak?) (5.21)
+(2e3a’'ky + e5ak), + b" — e,65bk2)B

elde edilir. (5.21) denklemi T vektorti ile i¢ carpilirsa,

_ &k
b = pays: (5.22)

elde edilir. (5.19) ve (5.22) degerleri (5.17) denkleminde yerine yazilirsa

£2k1
ko k?

X=X+—-N-22p (5.23)
1

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.4.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, N timelike (spacelike) vektorii ve B spacelike
(timelike) vektorii tarafindan gerilen sp{N,B} timelike normal diizlemi baska bir C

egrisinin timelike oskiilatér diizlemi ise 0 zaman C egrisi,
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_ 1 &k
— N 2a
kq k,k?

denklemi ile verilir.
Durum5. NP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir uzay egrisinin

timelike normal diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin
timelike normal diizlemleri olsun. C egrisinin normal diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 5.1. N spacelike (timelike) vektdr ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 5.2. N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum 5.1. N spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektor oldugu icin
T spacelike vektordiir. Boylece (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gére C egrisi
spacelike egridir. T+ = sp{N,B} = sp{N,B} =T! oldugundan T vektorii ile T

vektorii birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+4+aN+bB, a#0, b+0, (5.24)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagl fonksiyonlardir. (5.24) denkleminin tiirevi alinir ve (5.16)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf, = (1 - akl)T + (a, - Ezkzb)N + (bl + a€3k2)B (525)

elde edilir. (5.25) denklemi T vektorti ile i¢ ¢arpilirsa,

_1=f
a== (5.26)

elde edilir. (5.25) denklemi N vektori ile i¢ garpilirsa,

b=2(:L ) (5.27)
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elde edilir. (5.26) ve (5.27) degerleri, (5.24) denkeminde yerine yazilirsa,

!

X=X+ (1;”) N2 (1;”) B (5.28)

elde edilir.

Durum 5.2. N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorler oldugundan C egrisi, (2.3)
denklemindeki Frenet formiillerine gore pseudo null egrisidir. T+ = sp{N,B} =

sp{N, B} = T oldugundan T vektorii ile T vektorii birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0 b=0, (5.29)

yazilabilir. Burada X ve X sirastyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. Durum 5.1 de yapilan benzer islemler

uygulanirsa,

X=X+ (1Z)N + i—z(%) B (5.30)

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 5.5.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, N timelike (spacelike) vektorii ve B spacelike
(timelike) vektorii tarafindan gerilen sp{N,B} timelike normal diizlemi baska bir C

egrisinin timelike normal diizlemi ise o zaman C egrisi,

C_=C+(1_f,)N+i—Z(1;—f,),B

- - ds _ VI
denklemi ile verilir. Burada f’ =d—z olup s ve § sirasiyla € ve C egrilerinin

parametreleridir.

Genellemeyi bozmadan varsayalim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine bagli

olsun. Yani s = 5§ ise 0 zaman C = C elde edilir.
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Durum 6. NP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemleri bagka bir uzay egrisinin

timelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin
timelike rektifiyan diizlemleri olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 6.1. T spacelike (timelike) vektdr ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 6.2. T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum 6.1. T spacelike (timelike) vektdr ve B timelike spacelike vektdr oldugu i¢in N
spacelike vektordiir. Boylece (2.1) deki Frenet formiiliine gore C spacelike (timelike)
egridir. N* = sp{T,B} = sp{N, B} = T* oldugundan T vektdrii ile N vektorii birbirine

paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=+0 b=+0, (5.31)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
stfirdan farkli s ye bagl fonksiyonlardir. (5.31) denkleminin tiirevi alinir ve (5.16)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf’ = (1 - akl)T + (a, - Szkzb)N + (b, + a€3k2)B (532)
elde edilir. (5.32) denklemi T vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,

a=-= (5.33)

elde edilir. (5.33) degeri, (5.32) denkleminde yerine yazilirsa,

Tf' = (a' — e,k,b)N + (b’ + aesk,)B (5.34)
elde edilir.
1= a,_;z,kZD ve u= b,+;f3k_2 (5.35)

olarak tanimlanirsa,
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T = AN + uB (5.36)

yazilabilir. (5.36) denkleminin tiirevi alinir ve (5.16) denklemindeki Frenet formiilleri

kullanilirsa,
(f)?k N = =k AT + (X' — g,k,u)N + (e5k,A + u')B (5.37)
elde edilir. (5.37) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
A —&k,u=0 (5.38)

elde edilir. (5.38) degeri (5.35) denkleminde yerine yazilirsa,

1 "’ ! 1 ' 144 Ikg
yop (L S~ af" _(k—) f —(E)f A
285k, f" B 26k, f"

elde edilir. 6 ve y asagidaki gibi tanimlanirsa

KL F —k, £
5= ’;k—ff (5.39)

1 ”f/_ 1 ,fll_i_flé
W U a0

dir. Buradan
b'+8b=y (5.41)

yazilabilir. Bu lineer denklemin ¢6ziimii ise
b(s) = e~/ 8ds U el 99syds + t}, teR

dir.

Durum 6.2. T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektérler oldugundan C egrisi (2.2)
denklemindeki Frenet formiillerine gore Cartan null egrisidir. N+ = sp{T,B} =

sp{N,B} = T+ olup N vektorii ile T vektorii birbirine paraleldir. Bu durumda,

X=X+4+aN+bB, a=#0 b=+0, (5.42)
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yazilabilir. Burada X ve X siasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, ave b

sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. Durum 6.1 de yapilan benzer islemler

uygulanirsa,
1
a= o (5.43)
elde edilir. Buradan,
KL ko !
5 ==Ll (5.44)

" I 2
@) e

y = T (5.45)
denklemleri ortaya ¢ikar. Bu lineer denklemin ¢6ziimii ise,
b(s) = e 1 995{[ el ¥dsyds + ¢}, t € R (5.46)

dir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 5.6.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, N timelike (spacelike) vektorii ve B spacelike
(timelike) vektorii tarafindan gerilen sp{N, B} timelike normal diizlemi baska bir C

egrisinin timelike rektifiyan diizlemi ise o zaman C egrisi,

_ 1
C=C+k—N+e‘f5d5{fef5d5yds+t}3, teR

1

denklemi ile verilir.

Burada

_ kaf'—kof"
§ === (5.47)

ve

(é)”f/_(é)’fu_l_f/%
285k, f!

y = (5.48)
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olmak iizere genellemeyi bozmadan C ve C egrileri ayn1 s-parametresine bagl ise, yani

s =35 isevek; = 1vek, # 0ve k, sabit olmayan bir fonksiyon olmak iizere,

1

1
—t,

burada t € R ve &, = g(N, N) dir. Bu durumda C egrisi E3 de bir timelike Salkowski

b =

f(kz)% ds +

egrisidir.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri aym s-parametresine

bagli ise, yani s = Sise ve k, = 1 ve k; # 0, k; sabit olmayan bir fonksiyon ise

y 1<1>'+1 1d+
T 2&, \ky 2&, ) kyq "

burada ¢ € R ve &, = g(N,N) dir. Bu durumda C egrisi E3 de bir timelike anti-

Salkowski egrisidir.

Durum B: N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorler olmak tizere, C pseudo null

egri ve k; = 1 i¢in asagidaki Frenet formiilleri elde edilir.

T' 0 k4 O T
Nl=l 0o Kk, o ||n (5.49)
B, _kl O _kz B

g(T,T) =1, g(v,\) =0, 9(B,B) =1

Buradan ii¢ alt durum ortaya ¢ikar.
Durum7. NP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir uzay egrisinin

timelike oskiilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike normal diizlemi baska bir C egrisinin
timelike oskiilator diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatér diizlemi timelike diizlem

oldugundan T spacelike (timelike) vektorii ve N timelike (spacelike) vektdrii tarafindan
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gerilir. Binormal vektdr alam B spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet
formiillerine gore C egrisi spacelike (timelike) egridir. B+ = sp{T,N} = sp{N,B} =

T+ oldugundan B vektorii ile T vektdrii birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0, b=0, (5.50)

yazilabilir. Burada X ve X swrasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b
sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. (5.50) denkleminin tiirevi almnir ve (5.49)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'=@—-b)T + (a’ + ak,)N + (b’ — bk,)B (5.51)
elde edilir. (5.1) denklemi T vektorii ile i¢ garpilirsa,
b=1 (5.52)
elde edilir. (5.52) degeri (5.51) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf'=(a' + ak,)N + (b’ — bk,)B (5.53)

elde edilir. (5.53) denklemi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa,

, _ =)’
a' +ak, = 2’ Bk (5.54)

elde edilir. (5.52) degeri (5.54) denkleminde yerine yazilirsa,
&)
a +ak, = —— (5.55)

—2k,

ve bu lineer denklem ¢oziiliirse,
a=e‘f’fzds[t—gfef"zds%ds], teR, (5.56)
elde edilir. (5.52) ve (5.56) degerleri, (5.50) denkleminde yerine yazilirsa,
)?=X+e‘f"2d5[t—%fef"2ds#ds]N+B, teR (5.57)

elde edilir.
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Teorem 5.7.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T,N,B} olan
birim hizli bir egri olsun. € egrisinin, N ve B null (lightlike) lineer bagimsiz vektorleri
tarafindan gerilen sp{N,B} timelike normal diizlemi baska bir C egrisinin timelike

oskiilator diizlemi ise o zaman C egrisi,

_ 1 5(f?
C=C+e‘f"zdslt—zfeszdslgcidslN+B, teR
2

denklemi ile verilir.
Durum8. NP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir uzay egrisinin

timelike normal diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin
timelike normal diizlemleri olsun. C egrisinin normal diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 8.1. N spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 8.2. N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum 8.1. N spacelike (timelike) ve B timelike spacelike vektor oldugu igin T
spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gore C egrisi spacelike
egridir. T+ = sp{N, B} = sp{N, B} = T* oldugundan T vektorii ile T vektorii birbirine

paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0 b=0, (5.58)

yazilabilir. Burada X ve X sirastyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b sifirdan
farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (5.58) denkleminin tirevi alimir ve (5.49)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'=@—b)T + (a’ + ak,)N + (b’ — bk,)B (5.59)

elde edilir. (5.59) denklemi T vektorti ile i¢ carpilirsa,
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b=1-f' (5.60)
elde edilir. (5.59) denklemi N vektori ile i¢ garpilirsa,
a' +ak, =0 (5.61)
elde edilir. (5.61) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii ise
a=e Jkds 1t teR (5.62)
dir. (5.61) ve (5.62) degerleri, (5.58) denkleminde yerine yazilirsa
X=X+ (e Tkd+t)N+(1-f)B, teR, (5.63)
elde edilir.

Durum 8.2. NveB lineer bagimsiz null (lightlike) vektorler oldugundan (2.3)
denklemindeki Frenet formiillerine gére C pseudo null egrisidir. T+ = sp{N,B} =

sp{N, B} = T+ oldugundan T vektorii ile T vektdrii birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0 b=+0, (5.64)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b sifirdan

farkli s ye bagli fonksiyonlardir. Durum 8.1 de yapilan benzer islemler uygulanirsa,
X=x+(e ke +t)N+(1~-f)B, tER, (5.65)

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.8.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k,, Frenet vektorleri {T, N,B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, N ve B null (lightlike) lineer bagimsiz vektorleri
tarafindan gerilen sp{N, B} timelike normal diizlemi baska bir C egrisinin timelike
normal diizlemi ise o zaman C egrisi,

C=C+(etl® 4N +(1- (g)') B, teR (5.66)

denklemi ile verilir.
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Durum9. NP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike normal diizlemleri bagka bir uzay egrisinin

timelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike normal diizlemleri baska bir C egrisinin
timelike rektifiyan diizlemleri olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 9.1. T spacelike (timelike) vektdr ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 9.2. T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum 9.1. T spacelike (timelike) ve B timelike spacelike vektdr oldugu i¢in N
spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gore C egrisi spacelike
(timelike) egridir. N+ = sp{T,B} = sp{N,B} =T+ oldugundan T vektorii ile N

vektori birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=+0 b=0, (5.67)

yazilabilir. Burada X ve X sirastyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b sifirdan
farkli sye bagli fonksiyonlardir.  (5.67) denkleminin tiirevi almir ve (5.49)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'= (1 —bk)T + (a’ + ak,)N + (b’ — bk,)B (5.68)
elde edilir. (5.68) denklemi T vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
b=1 (5.69)
elde edilir. (5.69) degeri, (5.68) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf' = (a' + ak,)N + (b' — bk,)B (5.70)

elde edilir. (5.70) denklemi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

: __auy
a' +ak, = 200 (5.71)
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elde edilir. (5.69) degeri (5.71) denkleminde yerine yazilirsa bu lineer denklemin

¢Ozimii,
a=e Jkeds [t —%feszds#ds], teR (5.72)
dir. (5.69) ve (5.72) degerleri, (5.67) denkleminde yerine yazilirsa,
)?=X+e‘f"2ds[t—§fef"2“#ds]N+B, teR (5.73)

elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 5.9.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorleri
tarafindan gerilen sp{N, B} timelike normal diizlemi baska bir C egrisinin timelike

rektifiyan diizlemi ise o zaman C egrisi,
N2
6=C+e<“ﬂﬂt—§th“i%ldsN+B, teR (5.74)
2

denklemi ile verilir.

Durum 9.2. T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorler oldugundan C egrisi, (2.2)
denklemindeki Frenet formiillerine gére Cartan null egrisidir. N+ = sp{T,B} =

sp{N, B} = T+ oldugundan T vektorii ile N vektorii birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+aN+bB, a=#0, b=+0, (5.75)

yazilabilir. Burada X ve X sirastyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b sifirdan
farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (5.75) denkleminin tirevi alinir ve (5.49)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf' = —bk)T + (a’ + ak,)N + (b’ — bk,)B (5.76)
elde edilir. (5.76) denklemi T vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,

b=1 (5.77)
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elde edilir. (5.77) degeri, (5.76) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf' = (a' + aky)N + (b’ — bk,)B (5.78)
elde edilir. (5.78) denklemi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa,
2(b" — bky)(a' + aky) =0 (5.79)

elde edilir. b’ — bk, = 0 veya a' + ak,=0 dir. b’ — bk, = 0 oldugunu kabul edelim.

Bu denklem (5.78) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf' = (a' + aky)N (5.80)
elde edilir. (5.80) denkleminin tiirevi alinirsa,
Tf" + (f)%k,N = (a" + 2a’k, + ak} + ak?)N (5.81)
elde edilir. (5.81) denklemi kendisi ile i¢ ¢arpilirsa,
() ()" =0
elde edilir. Burada f' = 0 veya k; = 0 dir. Bu durumda geliski elde ederiz.
O zaman a’ + ak, = 0 dir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,
a = e [kads (5.82)
dir. (5.77) ve (5.82) degerleri, (5.75) denkleminde yerine yazilirsa,
X=X+e Jedsy 4B (5.83)
elde edilir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.10.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorleri
tarafindan gerilen sp{N, B} timelike normal diizlemi baska bir C egrisinin T ve B lineer
bagimsiz null (lightlike) vektorleri tarafindan gerilen sp{T,B} timelike rektifiyan

diizlemi ise 0 zaman C egrisi,
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C=C+eJledsNy 4B (5.84)
denklemi ile verilir.

C egrisinin rektifiyan diizlemi sp{T, B} timelike diizlem ise iki alt durum ortaya

¢ikar
Durum A: T spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum B: T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.

Durum A: T spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektor oldugu i¢in N
spacelike vektordiir. Bu durumda C spacelike (timelike) egrisi i¢in asagidaki Frenet

formiillerini verebiliriz:

T' 0 ky 0 T
N'|= _glkl 0 €3k2 N (585)
Bl 1l o -k, olls

g(T,T) = 81' g(N'N) - 1' g(B'B) = 83
Buradan 3 alt durum elde edilir.
Durum 10. RP = OP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike rektifiyan diizlemleri bagka bir uzay egrisinin

timelike oskilator diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin T spacelike (timelike) vektorii ve B timelike
(spacelike) vektorii tarafindan gerilen sp{T, B} timelike rektifiyan diizlemi baska bir C
egrisinin timelike oskiilator diizlemi olsun. C egrisinin oskiilatdr diizlemi timelike
diizlem oldugundan T spacelike (timelike) vektorii ve N timelike (spacelike) vektorii
tarafindan gerilir. Binormal vektor alam1 B spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki
Frenet formiillerine gére C egrisi spacelike (timelike) egridir. N+t = sp{T,B} =

sp{T, N} = B* oldugundan B vektérii ile N vektdrii birbirine paraleldir. Bu durumda,

X=X+aT+bB, a+0,b=+0, (5.86)
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yazilabilir. Burada X ve X sirastyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve b sifirdan
farklis ye baghh fonksiyonlardir.  (5.86) denkleminin tiirevi alimir ve (5.85)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'=@@+a)T + (ak, — bk,)N + b'B (5.87)
elde edilir. (5.87) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
ak, — bk, = 0 (5.88)
elde edilir. (5.88) degeri (5.87) denkleminde yerine yazilirsa,
Tf'=0+a)T+b'B (5.89)
bulunur. (5.89) un tiirevi alinir ve (2.1) denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa
Tf" +&(f)?kyN=a"T + (ky + a’k; — b’k,)N + b"B (5.90)
elde edilir. (5.90) denklemi N vektorti ile i¢ carpilirsa,
ki+ak,—b'k,=0 (5.91)

elde edilir. (5.88) denkleminin tiirevi alinir ve (5.91) degeri kullanilirsa,

_ kiky _ ki 1
T koky'—kiky' T kg (k_l)’ (5.92)
k2
b= kq? _ 1
T koky —kiks | (kz)
2k1 1k2 (ﬁ)

elde edilir. (5.92) degeri, (5.86) denkleminde yerine yazilirsa,

= k 1 1
X=X+2—T-—B (5.93)
20y @

elde edilir.

Durum B: Durum B i¢in de aymi sonu¢ elde edilir. Durum A ve Durum B igin

asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.11.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k, ve k, , Frenet vektorleri {T,N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin timelike rektifiyan diizlemleri baska bir C

egrisinin timelike oskiilator diizlemleri ise o zaman C egrisi,

_ kik, ky?
C=C+ , T — , B
koky — kik; koky — kik;

denklemi ile verilir. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonuc 5.1.
Egera = %% = sabit ise
2 (i)
kq
— = (,e41%, c1,Cc; ER
k,
elde edilir.
Sonug 5.2.
Eger b = k‘zl, = sabit ise
k1
k,
—=c¢s+d, c¢deR
kq

elde edilir. Bu durumda C egrisi rektifiyan egridir (Chen, 2003).

Bu egriler Izumiya ve Takeuchi tarafindan kanonical geodezik egri olarak

adlandirilmigtir (Izumiya and Takeuchi, 2004).
Durum 11. RP = NP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike rektifiyan diizlemleri baska bir uzay

egrisinin timelike normal diizlemleri olabilir mi?”
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Varsayalim ki bir C egrisinin timelike rektifiyan diizlemi baska bir C egrisinin

timelike normal diizlemi olsun. C egrisinin normal diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 11.1. N spacelike (timelike) vektor ve B timelike (spacelike) vektordiir.
Durum 11.2. N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektdrlerdir.

Durum 11.1. N spacelike (timelike) ve B timelike (spacelike) vektorler oldugu igin T
spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gore C spacelike egridir.
Nt = sp{T,B} = sp{N,B} = T* oldugundan N vektorii ile T vektorii birbirine

paraleldir. Bu durumda,
X=X+aT+bB, a#0, b+0, (5.94)

yazilabilir. Burada X ve X sirastyla C ve C egrilerinin konum vektorleri, a ve b sifirdan
farkli s ye bagl fonksiyonlardir. (5.94) denkleminin tiirevi alinir ve (5.85)

denklemindeki Frenet formulleri kullanilirsa,
Tf'=@+a' )N + (ak; — bk,)N + b'B (5.95)

elde edilir. (5.95) denklemi sirasiyla N, T, B vektorleri ile i¢ garpilirsa sirasiyla,

ak, — bk, = f' (5.96)
a=-s+c¢ c€eR (5.97)
b'=0 (5.98)

elde edilir. (5.97) degeri, (5.96) denkleminde yerine yazilirsa,

_ —f'+(=s+0)ky
= -

b = sabit, c € R, (5.99)

elde edilir. (5.97) ve (5.99) degerleri (5.94) denkleminde yerine yazilirsa

—f'+(=s+0)k,

2

X=X+ (-s+T+( )B, cER, (5.100)

elde edilir.
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Durum 11.2. N ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorler oldugundan C egrisi,
(2.2) denklemindeki Frenet formiillerine gore pseudo null egridir. N+ = sp{T,B} =
sp{N, B} = T oldugundan N vektérii ile T vektorii birbirine paraleldir. Bu durumda,

X=X+aN+bB, a#0,b=#0, (5.101)

yazilabilir. Burada X ve X swasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve
b sifirdan farkli s ye bagli fonksiyonlardir. Durum 11.1 de yapilan benzer islemler

uygulanirsa,

—f'+(=s+0)kq

X=X+(—s+c)1v+( )B, cER, (5.102)

2

bulunur. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 5.12.

C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k, ve k, , Frenet vektorleri {T, N, B} olan
birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, T timelike (spacelike) vektorii ve B spacelike
(timelike) vektorii tarafindan gerilen sp{T, B} timelike rektifiyan diizlemi baska bir C

egrisinin timelike normal diizlemi ise 0 zaman C egrisi,

_ 1 ds
C=CH+(—s+)T+ —(——S+(—s+c)k1) B, c€ER,
k,\ ds

denklemi ile verilir.

Durum 12. RP = RP

“Verilen bir uzay egrisinin timelike rektifiyan diizlemleri baska bir uzay

egrisinin timelike rektifiyan diizlemleri olabilir mi?”

Varsayalim ki bir C egrisinin timelike rektifiyan diizlemi baska bir C egrisinin
timelike rektifiyan diizlemi olsun. C egrisinin rektifiyan diizlemi timelike diizlem

oldugundan iki alt durum elde edilir.
Durum 12.1. T spacelike (timelike) vektdr ve B timelike (spacelike) vektordiir.

Durum 12.2. T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektorlerdir.
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Durum 12.1. T spacelike (timelike) ve B timelike (spacelike) vektor oldugu i¢in N
spacelike vektordiir. (2.1) denklemindeki Frenet formiillerine gore C egrisi spacelike
(timelike) egridir. Nt = sp{T,B} = sp{T,B} = N' oldugundan N vektori ile N

vektori birbirine paraleldir. Bu durumda,
X=X+aT+bB, a#0, b+0, (5.103)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektdrleri, a ve
b sifirdan farkli s ye bagh fonksiyonlardir. (5.103) denkleminin tlirevi alinir ve (5.85)

denklemindeki Frenet formiilleri kullanilirsa,
Tf'=(1+a )T+ (ak, — bk,)N + b'B (5.104)
elde edilir. (5.104) denklemi N vektorii ile i¢ ¢arpilirsa,
ak, — bk, =0 (5.105)

elde edilir. (5.105) degeri, (5.104) denkleminde yerine yazilirsa,

Tf'=1+ad)T+b'B (5.106)
elde edilir. Burada,
1+a’ b’
A= 7 ve u= 7 (5.107)
olarak tanimlanirsa,
T =AT + uB (5.108)

elde edilir. (5.108) denkleminin tiirevi alinirsa,
f'kiN = AT + (Aky — puk,)N + u'B (5.109)
elde edilir. (5.109) denklemi T ve B vektorleri ile i¢ ¢arpilirsa sirasiyla,
A=0, A=c¢, cER, (5.110)

=0 u=d,, d;ER,
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elde edilir. (5.110) degeri, (5.107) denkleminde yerine yazilir ve bu diferansiyel

denklem c¢oziiliirse,
a=-s+c¢ [flds+c, (5.111)
b=d,[f'ds+d, (5.112)
elde edilir ve burada c;, ¢, d4,d, € R dir.

Durum 12.2. T ve B lineer bagimsiz null (lightlike) vektdrler oldugundan C egrisi
(2.2) denklemindeki Frenet formiillerine gére Cartan null egrisidir. N+ = sp{T,B} =
sp{T, B} = N oldugundan N vektorii ile N vektorii birbirine paraleldir. Bu durumda,

X=X+aT+bB, a#0, b=0, (5.113)

yazilabilir. Burada X ve X sirasiyla C ve C egrilerinin konum vektérleri, a ve b sifirdan

farkli s ye bagli fonksiyonlardir. Durum 12.1 de yapilan benzer islemler uygulanirsa,
a=-s+c¢ [flds+c, (5.114)
b=d,[f'ds+d, (5.115)
elde edilir. Burada cy, ¢c3,d4,d, € Rdir. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 5.13.

Genellemeyi bozmadan kabul edelim ki C ve C egrileri ayn1 s parametresine
bagh yani s = 5 olsun. C egrisi; egrilikleri sifirdan farkli k; ve k, , Frenet vektorleri
{T, N, B} olan birim hizli bir egri olsun. C egrisinin, T timelike (spacelike) vektori ve
B spacelike (timelike) vektorii tarafindan gerilen sp{T, B} timelike rektifiyan diizlemi

baska bir C egrisinin timelike rektifiyan diizlemi ise o zaman C egrisi,
C_‘ =C+ (C1S + Cz)T + (d15 + dz)B, (Cl, Co, dl) d2 S R)
denklemi ile verilir.

(5.105) denklemi kullanilarak,

ky _ c15+c;
k1 dqs+d,

(5.116)
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elde edilir. Bu durumda asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Sonug 5.3.

- . k .
Eger c¢;d, —c,d; =0 ise 0 zaman k—1 = sabit olur. Bu durumda E3 de
2

C egrisi bir dairesel helis veya genel helistir.
Sonug¢ 5.4.
Eger d, = 0 ise

k c 1
bh_a, %2
k, dy dis

dir. Bu durumda C egrisi bir rektifiyan egridir.
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