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OZET

BAZI OZEL REGLE YUZEYLER VE BU YUZEYLERIN PARALEL YUZEYLERI

Serpil KAYA

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danmisman: Yrd. Dog. Dr. Ali CAKMAK
Nisan 2017, 49 Sayfa

Bu tez calismasinda, Oklid 3-uzayinda regle yiizeylerin paralel yiizeylerini elde ederek,
yiizeylerin egrilikleri arasinda bagmtilar kurulmustur. Ozel olarak, dayanak egrisi striksiyon
¢izgisi olan agilamayan regle yiizeylerin paralel yiizeyleri elde edilmistir. Bu durumda, elde
edilen paralel yiizeylerin hangi kosul altinda regle yiizey oldugu kanitlanmistir. Yine bu kosulda,
yiizeylerin egrilikleri arasindaki iliskilerin daha 6zel oldugu gosterilmistir. Ayrica, bazi 6zel
hallerde striksiyon ¢izgisinin helis, slant helis, Bertrand veya Mannheim egrisi oldugu
ispatlanmistir. Son olarak, striksiyon ¢izgisinin paralel yilizey tizerindeki goriintiisii elde

edilmistir ve bu egriler diferensiyel geometri agisindan incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Regle yiizey, Paralel yiizey, Striksiyon ¢izgisi, Gauss egriligi, Ortalama

egrilik.



ABSTRACT

SOME SPECIAL RULED SURFACES AND PARALLEL SURFACES OF THESE
SURFACES

Serpil KAYA

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Science
Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ali CAKMAK
April 2017, 49 papers

In this thesis, by obtaining parallel surfaces of the ruled surfaces in Euclidean 3-space, the
relations between the curvatures of the surfaces are established. Specifically, the parallel surfaces
of the non-developable ruled surfaces of which the base curve is the striction line are obtained. In
this case, it is proved that these parallel surfaces obtained are ruled surfaces under which
condition. Under this condition, then, it is shown that relations between the curvatures of the
surfaces are more special. Besides, it is proved that striction line is helix, slant helix, Bertrand or
Mannheim curve in some special cases. Finally, the image of the striction line on the parallel

surface is obtained and this situation is examined in terms of differential geometry.

Keywords: Ruled surface, Parallel surface, Line of striction, Gauss curvature, Mean curvature.
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1.GIRIS

Bir M" paralel yiizeyi, M yiizeyinden yiizeyin normali boyunca sabit bir mesafedeki
noktalardan olusan M ye paralel yeni bir ylizey olarak tanimlanir. Bu sekilde sonsuz tane
paralel yiizey elde edilebilir. Ciinkii yiizeyin normali boyunca mesafe keyfi olarak secilmektedir.
Boyle bir tanimdan yola ¢ikarak, bir paralel yiizey, M den sifirdan farkli sabit bir r mesafedeki

M nin normalleri {izerindeki noktalarin kiimesi olarak goriilebilir.

Diizgiin egrilerin teget yiizeyleri olan silindirler ve koniler en basit regle yiizey
ornekleridir. Kabaca bir yiizey, bir dogrunun hareketi ile olusturuluyorsa, bu yiizey regle yiizey
olarak isimlendirilir. Hareket eden dogruya ylizeyin ana dogrusu ya da iireteci, regle yiizeyin
herbir dogrusunu kesen yiizey egrisine bu yiizeyin yonlendirici egrisi, dogrultman egrisi veya
dayanak egrisi denir. Eger yonlendirici egrinin denklemi

a=a(u)
seklinde, anadogrularin dogrultu birim vektorii de
b=b(u)
bi¢ciminde verilmis ise regle yiizeyin denklemi
X (u,v) =a(u) +vb(u)
biciminde olur. Burada v parametresi anadogru iizerindeki yiizey noktasinin yonlendirici

egriden olan uzakligidir.

Biz bu tez ¢aligmasinda n yiizeyin birim normali ve r sifirdan farkli bir sabit olmak

tizere denklemi
X"(u,v) = X(u,v)+rn(u,v)

olan  X(u,v) regle yiizeyinin paralel yiizeyinin diferensiyel geometrik &zelliklerini
inceleyecegiz. Ozellikle, birinci ve ikinci esas form katsayilar1 hesaplanarak, Gauss ve ortalama
egrilikler elde edilecek ve bu egrilikler arasinda bagintilar kurulacaktir. Regle yiizeylerden elde
edilen paralel ylizeylerin de hangi sart altinda regle yilizey ifade edecegi arastirilacaktir. Daha
sonra, tezimizin asil konusunu olusturan ve 6zel bir regle yiizey olarak tanimlanan striksiyon
cizgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paralel yiizeyleri elde edilecek ve
yiizeylerin egrilikleri arasindaki bagmtilar kurulmaya calisilacaktir. Yine bu yiizeylerin dagilma

parametreleri (dral) hesaplanacak ve karsilastirilacaktir. Son olarak, striksiyon ¢izgisi dayanak
1



egrisi olan regle yiizeylerin striksiyon ¢izgisinin egrilik ve burulmasinin hesabindan yola
cikarak, striksiyon egrisinin helis egrisi, slant helis egrisi, Bertrand egrisi veya Mannheim egrisi
olma sartlan elde edilecektir. Buna ek olarak, bu striksiyon ¢izgisinin paralel yiizey iizerindeki
gorlntiisii elde edilerek egri-yiizey ikilisinin egrilikleri hesaplanarak asil yiizeyin egri-ylizey

ikilisinin egrilikleri arasindaki iliskiler arastirilacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Diferansiyel geometrinin ilgi alanlarindan birisi olan paralel yiizeyler, ge¢misten giinlimiize
birgok matematik¢inin calistigi ylizey tiplerinden birisi olmustur. Craig, elipsoidin paralel
yiizeyleri lizerine ¢alisti [1]. Eisenhart “A treatise on the differential geometry of curves and
surfaces” isimli eserinde paralel yiizeylere ait bir bolim yazdi [2]. Nizamoglu, paralel regle
yiizeyi bir parametreye bagli bir egri olarak belirtti ve boyle bir yiizeyin bazi geometrik
ozelliklerini verdi [3]. Hacisalihoglu ve Tarakci sabit sirt uzaklikli yiizeyleri tanimlayarak,
paralel ylizeyin sabit sirt uzaklikli bir yiizeyin 6zel bir durumu oldugunu gosterdiler [4]. Yine
Hacisalihoglu ve Yasar, Lorentz uzayinda bir hiperyiizeyin paralel yiizeyini ¢alistilar ve yeni
karakterizasyonlar elde ettiler [5]. Coken, Cift¢i ve Ekici timelike regle yiizeylerin paralel
yiizeyleri iizerine calistilar [6]. Dae Won Yoon, Oklid uzayda paralel Weingarten yiizeylerini
calist1 ve bir ylizeyin Weingarten ylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sartin bu yiizeyin paralel
yiizeyinin de Weingarten ylizey olmasi gerektigini gosterdi [7]. Son yillarda Kiziltug, bir yiizey
tizerindeki egriyi ele alarak bu egrinin paralel yiizey tizerindeki goriintiisiinii elde edip, paralel
yiizey iizerindeki bu egrinin karakteristik ozelliklerini incelemistir [8, 9, 10]. Unliitiirk ve

Oziisaglam ise Minkowski 3-uzaymnda normal doniisiimle M iizerinde geodezik olan bir egrinin

M" paralel yiizeyindeki goriintiisiiniin de yine bir geodezik oldugunu gosterdiler [11].

Regle yiizeyler de diferansiyel geometride siklikla calisilan, 6rnek verilen yiizey
tiplerinden birisidir. 1951°de Miiller, [12] 3-boyutlu Oklid uzaymnda kapali bir regle yiizeyin
egim ve egim agis1 kavramlarini tanitti. [13, 14]” de yazarlar bizim bu ¢alismada kullanacagimiz

acilamayan regle yiizeylere ait baz1 kavramlar1 agagidaki gibi tanimladilar.

E3; 3-boyutlu Oklid uzay1 ve X (U,V); u ve v parametreleri ile verilen regiiler
parametrik bir yiizey olmak iizere, E°®’de agilamayan bir regle yiizey X (u,v) = a(u)+vb(u)
olarak tanimlansin ve b(U) birim kiiresel egrisi u yay parametresi ile verilmek iizere b’ (U) =1

olsun. Eger X (u,v) ‘nin a(u) dayanak egrisi ylizeyin striksiyon ¢izgisi olursa, bu durumda

a'(u)b'(u)=0 olur. Burada a'=% demektir.  x(u)=b(u), x'(u)=a(u) ve

y (u) =a (u ) X X (u) , secimi yapilarak, b (U) birim kiiresel egrisinin kiiresel Frenet formiilleri
3



x'(u)=a(u), (2.1)

a'(u)=—x(u)+k, (u)y(u), (2.2)

y'(u)=k, (u)a(u) 23)

olarak yazilabilir. Burada kg (u) kiiresel egrilik fonksiyonu olarak isimlendirilir. Ayrica,

{ X (u ) o4 ( u ) Y (U )} ueliisi, b (u ) kiiresel egrisinin kiiresel Frenet catis1 olarak isimlendirilir.

3-boyutlu Oklid uzayinda agilamayan regle yiizeyler i¢in egim fonksiyonu kavrami [14]’
de tanimlanmustir. Yazarlar, kiiresel egrilik fonksiyonunu, egim fonksiyonunu ve egim agisi
fonksiyonunu kullanarak, acilamayan regle yiizeyler ic¢in yapi fonksiyonlari kavramin

tanimlayarak bir siniflama yaptilar [13]. Yine [13]’de, yazarlar; a(u) striksiyon ¢izgisi dayanak
egrisi ve a'(u)=l (u)x(u)+m(u)y(u) olmak izere, X(u,v)=a(u)+vb(u) formundaki
agilamayan regle yiizeyleri, K, (u) da b(u) nun kiiresel egrilik fonksiyonunu gostermek {izere,
{k,(U)] (u),m(u)} tglisii ile belirlediler. Oklid 3-uzay1 ve Minkowski 3-uzayinda herhangi bir

acilamayan regle yiizey i¢in bu kavramlar1 genellestirdiler. Bu kavramlarin bazi 6zellikleri ve
uygulamalari yine [13, 14]’ de verilmektedir. [15]’de ise yazarlar, yukarida bahsi gegen regle
yiizeylerin striksiyon ¢izgisinin egriligi, burulmasi ve agilamayan regle yiizeylerin yap1

fonksiyonlart arasindaki iligkileri verdiler.

Bu tez calismasi bazi 6zel regle ylizeylerin ve Ozellikle agilamayan regle yiizeylerin

paralel yiizeyleri elde edilerek [13-15]" deki bulgular kullanilarak {iretilmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler verilecektir.
3.1. 3- Boyutlu Uzaymn Tanimi ve Bu Uzayda Egrilerle igili Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1 [16]. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun. V de

X=(X,X,,%X;) Ve Y=(Y,,Y,,Y;) olmak iizere

(,)1VxV > IR

(xy) > (% y) =20 %y,

seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, A afin uzayma 3-boyutlu Oklid uzay1 denir ve E’ile

gosterilir.

Tamm 3.1.2. E*de bir x vektoriiniin kendisi ile i¢c carpimmin karekdkii X vektdriiniin normu

olarak isimlendirilir ve ||| ile gdsterilir.

Tamm 3.1.3 [16]. IR? uzayinda, u= (u,,u,,u;) ve v=(v,,v,,V,) olmak iizere, u ile v nin gerdigi
diizleme dik olan ve
UXV = (U,Vy —UyV,,UgVy —UpVa, UV, — ULV, )
esitligiyle tamimlanan uxv vektoriine u ile v nin vektorel ¢arpimi denir. UxV # 0 olmak {izere,
u ile v vektorleri arasindaki ag1 8 ve 0<@< 7 ise
uxv =|ul|v|sin@

dir.

Tamm 3.1.4 [16 ]. | < IRbir agik aralik olmak {izere ( I ,a) koordinat komsulugu ile tanimlanan

a:l >E"

t— a(t)



diferensiyellenebilir fonksiyonuna E" de bir egri denir. | < IR aralifima o nin parametre araligi

ve tel degiskenine de o nin parametresi denir.

Tamm 3.1.5 [16]. M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger,VSel igin
||a'(s)||:l ise M egrisi, (I,&) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinins € |

parametresine yay parametresi denir.

Tamm 3.1.6 [16]. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.

Yani, Vsel i¢in '(s) =0 dur.

Tanmm 3.1.7 [16]. « sifirdan farkli birim hizli bir uzay egrisi ve T ="' bu egrinin teget vektor
alan1 olsun. Bu durumda egrinin her bir noktasmma T teget, N asli normal ve B binormal

vektorlerinden olusan bir {T, N, B} ortonormal ¢atis1 karsilik gelir. Bu hareketli {T, N, B} vektor

alani ti¢liistine « egrisi lizerindeki Frenet ¢atist denir ve

T(s)=a'(s)

ile gosterilir.

Tamim 3.1.8 [17]. « sifirdan farkli birim hizli bir uzay egrisi ve T =" bu egrinin teget vektor
alani olmak {izere egri boyunca ilerledigimiz zaman tegetin degisim oranini ifade eden
dT
& =

vektoriine egrilik vektorii denir ve k ¢arpanina egrinin birinci egriligi veya egrinin egriligi denir.

xN

Egrinin egriligi egrinin dogrudan ayrilmasini karakterize eder.

Tammm 3.1.9 [17]. « sifirdan farkli birim hizli bir uzay egrisi ve B egrinin bir noktasindaki

binormal vektori olmak lizere



esitligini saglayan r fonksiyonuna « egrisinin ikinci egriligi veya burulmasi denir.

Teorem 3.1.1. a sifirdan farkli x egrilikli ve z burulmali birim hizli bir uzay egrisi olsun. Bu

durumda Frenet-Serret formiilleri asagidaki gibidir:
T'(s)=x(s)N(s)
N'(s)=—x(s)T(s)+7(s)B(s)
B'(s)=—7(s)N(s)

3.2. 3- Boyutlu Oklid Uzayinda Yiizeylerle Tlgili Genel Kavramlar

Tanim 3.2.1 [18]. U, E? diizleminin baglantil1 agik bir alt kiimesi olsun. U ile homeomorf olan

E® Oklid uzayimn alt kiimesine sade yiizey denir.

Tamm 3.2.2 [19]. Bir ¢:U — E*koordinat komsulugu, E* nin bir U agik alt kiimesinden E® {in

igine bire-bir ve regiiler bir donlisiimdiir.

Tamm 3.2.3 [19]. M c E® olmak iizere VP €M igin, M nin i¢inde gorintiisi P nin bir
komsulugunu igeren uygun bir koordinat komsulugu varsa (¢ :¢(U ) —U siirekli) M ye bir

yiizey denir.

Tamm 3.2.4 [18]. M yiizeyi verilmis olsun. E? diizleminin U < E? bolgesinin homeomorf
7:U >M doniisimiinde yiizeyin P e M noktasmm, E® diizleminin P, e E®* noktasina
doniistiigli aciktir. P, noktasinin kartezyen koordinatlar1 uwvev ile gosterilsin. uvev ye

yiizeyin P noktasinin egrisel koordinatlari denir.  ya ise M ylizeyinin parametrizasyonu denir.

Siireklilige gore, U bolgesindeki her bir dogruya, yiizeyde herhangi bir egri karsilik
gelecektir. u=sht ve v=sht dogrularina, yiizeyde karsilik gelen egrilere yilizeyin koordinat

egrileri denir.



Tamim 3.2.5 [19]. ¢:U — E® koordinat komsulugu ile verilsin. Burada (u,v) - ¢(U,V) , uveya
v sabit tutuldugunda bir egri {iiretir. v =V,i¢in U — @¢(U,V,) egrisine u -parametre egrisi, U =U,

icin v — ¢(u,,V) egrisine de v -parametre egrisi denir.

Tanmm 3.2.6. E® de regiiler bir M yiizeyi ¢(u,v) parametrizasyonu ile verilsin. M nin birim

normal vektor alan1 n olmak lizere

b %P,

g <]

bigimindedir.

Tamm 3.2.7 [19]. M yiizeyi ¢:U — E® biciminde bir parametrizasyonla verilmis olsun. Birinci

temel form, ¢(U) icinde bir a:l — M egrisinin a(a) ve a(b)noktalarl arasinda kalan

parcasinin uzunlugu, ¢ '0a = ( B ﬂz) ,

E :<¢u7¢u>
F=(¢.4,
G=(4,.4,)

olmak tizere,

1/2

L:i(E,Bl'Z +2F BB, +GB)  dt

esitligi ile belirlidir. E*de koordinat fonksiyonlart u ve v olmak iizere, birinci temel form,

| = Edu® + 2Fdudv + Gdv® bigiminde de verilebilir.

Yiizeyin ikinci temel formu ise ylizey normali n ve ikinci temel form katsayilar

e=(ng,)
f=(ng,)
9=(N¢)
olmak tizere
Il = edu® + 2 fdudv + gdv?

seklinde tanimlanir.



Tammm 3.2.8 [16]. E®de bir yiizey M ve M nin birim normal vektdr alanm1 n olsun. D,
kovaryant tiirev operatdrii olmak iizere VX € y (M )igin

S(X)=Dyn
olarak tamimlanan S doniisiimiine M tizerinde sekil operatorii denir. Pp€M olmak iizere

S :T:M > T.M, S, (X, ) =Dy n déniisiimiiniin lineer oldugu agiktir,

Tamm 3.2.9 [20]. E® de bir M yiizeyinin birinci temel form katsayilari E,F,G ve ikinci

temel form katsayilar1 €, f,Q olmak iizere yiizeyin sekil operatoriiniin matrisi S

Ge-Ff Ef -Fe
Gf —-Fg Eg-Ff

1
EG-F?

seklindedir.

Tamm 3.2.10 [20]. M, E® de bir regiiler yiizey olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K ve

ortalama egriligi H; K, H :M —1[] olmak lizere sirasiyla

K (P)=det(S, )

H(P)=iz(S,)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.1[20]. M, E® de bir regiiler yiizey olsun. M nin Gauss egriligi ve ortalama egriligi

sirastyla

_eg-—f?
EG-F?

_eG-2fF+gE
2(EG-F?)

olarak hesaplanir. Burada E, F, G; M yiizeyinin birinci temel form katsayilar1 ve €, f, g ;

ikinci temel form katsayilaridir.

Tamm 3.2.11 [21]. M, E® de bir regiiler yiizey ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir P

noktasina karsihk gelen S, nin karakteristik (eigen) degerlerine M nin bu noktadaki asli



egrilikleri denir ve x;, k,ile gosterilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektor

olarak adlandirilan vektorlerin belirttigi dogrultulara da M nin bu noktasindaki asli egrilik

dogrultular1 denir.

Teorem 3.2.2 [20]. M, E®de bir regiiler yiizey, K Gauss egriligi, H ortalama egriligi ve asli

egrilikler de «;, x, olmak iizere
K=Kk,

_ K+,
2

H

dir. Buradan
K2 —2Hxk+K =0

yazilabilir. Bu durumda
K =H+VyH*-K

K, =H-vH?-K

olur.

Tamm 3.2.12 [19]. @, M yiizeyi lizerinde bir regiiler egri olsun. Eger a" ivme vektorii daima

M yiizeyine dik ise, a egrisine bir geodezik egri denir.

Tamm 3.2.13 [19]. a, M yiizeyi lizerinde bir regiiler egri olsun. Egera" ivme vektorii daima

M yiizeyine teget ise, a egrisine bir asimptotik egri denir.

Teorem 3.2.3 [22]. M yiizeyinin bir hiperbolik nokta komsulugundaki (eg -f?< O) #(u,v)

parametrizasyonu i¢in, parametre egrileri ayni zamanda asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve

yeter sart € =g =0 olmasidir. Burada e ve g, M yiizeyinin ikinci temel form katsayilaridir.

Tamm 3.2.14 [16]. M, E® de bir regiiler yiizey ve M iizerindeki bir egri a olsun. a nin teget
vektor alan1 T ve M nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alan1 a egrisi boyunca S nin

karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa a egrisine M iizerinde bir egrilik ¢izgisi denir.
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Teorem 3.2.4 [22]. Bir yiizey ilizerinde umbilik olmayan bir nokta komsulugunda parametre
egrileri ayn1 zamanda egrilik ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter sart umbilik olmayan bu noktanin
komsulugunda F = f =0 dir. Burada F yiizeyin birinci temel form katsayis1, f yiizeyin ikinci

temel form katsayisini gostermektedir.

Tamm 3.2.15 [21]. M, E? de bir yiizey olmak iizere, M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu

sifir ise bu ylizeye minimal yiizey denir.
3.3. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Egri-Yiizey ikilisinin Egrilikleri

Tamim 3.3.1 [8]. Diferensiyellenebilir bir M yiizeyi tizerinde bir « egrisi verilsin. « egrisi M
yiizeyi lzerinde oldugundan, her bir noktasinda Darboux c¢atisi olarak isimlendirilen ikinci bir

catt mevcuttur. Darboux ¢atisi, T teget, Y geodezik normal ve n yiizey normali olmak {izere

{T,Y,n} ortonormal koordinat sistemi olarak tanimlanir. Burada birinci vektor, egrinin bir P

noktasinda yiizeye ve egriye teget olan T birim teget vektor alanidir. n, ylizeyin P noktasindaki

birim normal vektdr alant ve Y =nxT catinin birim geodezik normal vektor alanidir.

Darboux tiirev formiilleri agsagidaki matris yardimiyla tanimlanabilir:

T 0 x, |7
Yil=|-x, 0 7, ||Y|
n' -k, -7, 0 J\n

Bu matriste ki «, ye geodezik egrilik, «, ifadesine normal egrilik ve r, ye de geodezik burulma

denir.

Tamm 3.3.2 [21]. M, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir yiizey ve «:1 —M bir egri olmak iizere
M yiizeyinin birim dik vektor alan1 n olsun. a” vektoér alani, n « vektor alanmin lineer

birlesimi ise « egrisine, M Yyiizeyi i¢inde bir geodezik egri denir.

Tamim 3.3.3 [21]. &1 & M birim hizli bir egri olsun.
K, (S):<a"(s),Y> (3.1)
esitligiyle belirli x,(s) sayisina (M ,a(s)) egri-yiizey ikilisinin ¢(s) noktasindaki geodezik

egriligi denir.
11



Tamm 3.3.4 [21]. M, 3-boyutlu Oklid uzayinda uzaymda bir yiizey ve a:l —>M bir egri

olmak iizere, VSse ligin a'(s) hiz vektori, a(S) noktasinda M yiizeyinin bir asimptotik

vektorii ise « egrisine, M ylizeyi i¢inde bir asimptotik egri denir.

Tamim 3.3.5 [21]. @ : | — M birim hizl1 bir egri olsun.
K,(s)=(a"(s).n) (3.2)
esitligiyle belirli, «, (S) sayisina (M ,a(S)) egri-yiizey ikilisinin a(S) noktasindaki asimptotik

egriligi denir.

Tamm 3.3.6 [21]. M, 3-boyutlu Oklid uzaymnda bir yiizey ve a: 1 — M bir egri olsun. Her
sel igin @'(s) hiz vektorii, a(s) noktasinda M yiizeyinin bir egrilik vektorii ise o egrisine,

M ylizeyi ig¢inde bir egrilik ¢izgisi (veya bas egri) denir.

Tamim 3.3.7 [21]. & : 1 — M birim hizli bir egri olsun.
Ty = —(n',Y) (3.3)

esitligiyle belirli, 7, (S) sayisina (M,a(s)) egri-yiizey ikilisinin a(s) noktasindaki geodezik

burulmasi denir.
3.4. Paralel Yiizeyler

Tamm 3.4.1 [1, 16]. M, ve M,, 3-boyutlu Oklid uzayinda iki yiizey ve M, in birim normal
vektor alant n olsun. r sabit bir say1 olmak tizere,
f:M, >M,, T(P)=P+rn,

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M,ve M, yiizeylerine paralel yiizeyler denir.

M yiizeyi verildiginde,
M"={P+rn,: PeM, rell ver=sht}

12



esitligi ile verilen M' climlesi, M ye paralel bir yiizeydir. M nin birim normal vektor alani n,

sekil operatorii S ve M' nin birim normal vektor alam1 n", sekil operatéri de S' ile
gosterilecektir. Burada

3 3
n= aii,aieC‘”(M,R)igin, ﬁi(f(P)):ai(P) olmak iizere il = éii
i=1 aXi i=1 aXi

ise, n" =n dir.

Teorem 3.4.1 [16]. E® de M yiizeyine paralel M" yiizeyi verilsin. X € y(M) X e y(M")

vektor alanlar1 VP €M, n" =7 igin, b (P):Ei(f(P)), 1<i<3n" =N olmak iizere

olarak verilsin. Bu durumda

i f.(X)=X+rS(X)

M ve M'arasindaki bagintilar diferensiyel geometri agisindan asagidaki teorem ile

verilebilir.

Teorem 3.4.2 [16]. E® de, f:M — M'olmak iizere, M nin bir paralel yiizeyi M"olsun. Bu

durumda,

I f |, liclincii temel form olma 6zelligini korur.

ii. f , umbilik nokta olma &zelligini korur.

iii. f, asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.

iv. M nin temel formlar1 sirasiyla I, Il ve Il ile gosterilmek ilizere VX,Y € y(M) ve
VP eM i¢in

f*(X), f*(Y)|f(P): I (XP,YP)+2I’II (XP,YP)+ r2l (XP,YP)
dir.
Ayrica, M ve M' paralel yiizeylerinin Gauss egrilikleri ile ortalama egrilikleri

arasindaki bagint1 agagidaki teorem ile verilebilir.
13



Teorem 3.4.3 [16]. E® de bir M yiizeyinin paralel yiizeyi M"olsun. P € M noktasinda M nin

Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla, K ve H, f(P)eM" noktasinda M'nin Gauss ve

ortalama egrilikleri de K" ve H"olsun. Bu durumda,

oK
1+rH +r°K
. H+2rK
H =—n——
1+rH +r°K
dir.
3.5. Regle yiizeyler

Tamim 3.5.1 [18]. Eger bir ylizey, bir dogrunun hareketi ile olusturuluyorsa, bu ylizeye regle
yiizey denir. Hareket eden dogruya ylizeyin ana dogrusu ya da iireteci, regle yiizeyin her bir

dogrusunu kesen yiizey egrisine de bu yiizeyin dogrultman egrisi (dayanak egrisi) denir.

Tamm 3.5.2 [23]. E*de bir regle yiizey;

F(a,d): I xE > E?® (3.4
(s,v) > F(a,d)(s,v)=a(s)+vd(s) '
doniisiimii ile tanimlanir. Burada, a:1 — E®, d: 1 — E*\{O}diferensiyellenebilir doniisiimler ve
| bir agik araliktir. & ya dayanak egrisi ve dye dogrultman egri denir. v— a(s)+vd(s)

dogrularina ana dogrular denir.

Tamim 3.5.3 [24]. Bir regle yiizeyin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir.

Tamim 3.5.4 [24]. Bir F( y,0 )regle ylizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin esas

dogrultman lizerindeki ayagina bogaz (striksiyon) noktasi ad1 verilir.

Tamim 3.5.5 [24]. Bir F( 7,6 ) regle yiizeyinin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle ylizeyin bogaz (striksiyon) cizgisi
(egrisi) ad1 verilir.
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Tamim 3.5.6 [24]. Eger d(s)xd'(s)=0 ise F(a,d)regle yiizeyine bir silindirik ylizey denir.

d(s)xd'(s) £0 ise regle yiizeye silindirik olmayan regle yiizey denir.

F(a,d) regle yiizey iizerinde o'(s).d’'(s)=0 olacak sekilde o(s) egrisini diisiinelim.
Bu egriye striksiyon egrisi (¢izgisi) ad1 verilir. F(«,d) silindirik olmayan bir regle ylizey ise, bu

regle ylizey iizerinde striksiyon ¢izgisi tek olarak vardir.

Tamm 3.5.7 [24]. Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki

komsu ana dogru arasindaki agiya oranina regle yilizeyin dagilma parametresi (drali) denir.

X (s,v)=a(s)+vd(s) igin (s,a nin yay parametresi) dagilma parametresi

_ det(er',d,d")

d : (3.5)
o]

seklinde hesaplanir.

Tammm 3.5.8 [24]. Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir.

Teorem 3.5.1 [19-24]. Bir X(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir.

3.6. Regle Yiizeylerin Oklid 3-Uzayinda Yap: ve Karakterizasyonu

Tamm 3.6.1 [13-15]. X (u,v)=a(u)+vb(u) herhangi bir agilamayan regle yiizey ve a(u);

a'(u)=A(u)x(u)+x(u)y(u) olmak iizere, X (U,V) nin striksiyon gizgisi olsun. b(u) kiiresel
egrisinin  kiiresel Frenet catist {ar(u),x(u)=b(u),y(u)} (u, b(u) nun yay uzunluk
parametresi) ve farzedelim ki, k,(u),b(u) nun kiresel egrilik fonksiyonu olsun. Boylece

X(u,v), E** de bir transformasyonla {kg(u),ﬂ,(u),,u(u)} tclisii ile  belirlenebilir.
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kg (u), l(u), ,u(u) fonksiyonlart E°® uzayinda X (U,V) striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan

acilamayan regle yiizey icin yap1 fonksiyonlar1 olarak isimlendirilir.

Tamm 3.6.2 [13-15]. X(u,v)=a(u)+vb(u) E*®’ de agilamayan herhangi bir regle yiizey ve
a(u); a'(u)=A(u)x(u)+u(u)y(u) olmak iizere X (u,v) nin striksiyon ¢izgisi olsun. b(u)
kiiresel egrisinin kiiresel Frenet catist a(u), x(u)=b(u), y(u) (u, b(u) nun yay uzunluk
parametresi) ve farzedelim ki, k; (u),b(u) nun kiiresel egrilik fonksiyonu olsun. Boylece,

A(u)#0 ise X(u,v) egimli regle yiizey olarak isimlendirilir. Aksi takdirde X (u,v)

egimlenemeyen regle ylizeydir.

Teorem 3.6.1 [15]. X (U,V) =a(u)+v.b(u) striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan
bir regle yiizey bz(u)zl : |b(u)| =1 ve a(u), X(u,v)’ nin striksiyon cizgisi olsun. Boylece
X (U,V) nin a(u) striksiyon ¢izgisinin K(U) egrilik fonksiyonu ve T(U) burulma fonksiyonu

o ko) (A4 p) o (2 =o'y (36)

(/12 +u° )3

f: (/l—ykg)(ﬂ,y'—ﬂ'y+(/lkg +,u)(ﬂ—,ukg))+(ﬂ',u—ﬂ,u')(2/1'—2kg,u'— Ky ') o

(/1—kg,u)2(/12+,u2)+(/1',u—/1,u')2

verilir. X (U,V) = a(u)+vb(u) striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan bir regle yiizey

ve ylizeyin yap1 fonksiyonlari ﬂ(u), ,u(u), K, (u) olsun. Bu durumda X(U,V)’ nin birinci

temel form katsayilari

E=2%(u)+u’ (u)+v° (3.8)
F=A4(u) (3.9)
G=1 (3.10)
ile verilir. Birim normal vektor
n:—,u(U)OC(U)—i—W(U), (3.11)
w1 (u)+v

ikinci temel form katsayilar
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- 3.12
° 17 (U)+V2 412
f __ e (3.13)

1 (U)+V2
g=0 (3.14)

olur. (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) (3.9) (3.10) ve (3.11) esitlikleri ve Teorem 3.2.1 kullanilarak

X (u, V) nin Gauss ve ortalama egriligi sirasiyla,

K (u,v :Lu)z (3.15)
(u¥) (/f(u)+v2)
Ky (U)V2 + ' (U)v+K, (u) g (u)+A(u)+ z(u)

2\/(,u2 (u)+v? )3

H(uyv)= (3.16)
olarak yazilabilir.

3.7. Helis, Slant Helis, Bertrand ve Mannheim egrileri ve Baz1 Karakteristik Ozelikleri

Tanim 3.7.1 [23]. y 'nin tanjant dogrulari, sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa » ya bir

silindirik helis (genel helis) denir. 7(S) nin bir silindirik helis olmasi igin gerek ve yeter sart

ifadesinin sabit olmasidir. Eger 7 ve xsifirdan farkli sabitler ise helise dairesel helis denir.

Tamm 3.7.2 [26]. y:1 — E®, ||;/(S)|| =1 olacak sekilde birim hizli egri olsun. x(s)#0 olacak

sekilde, eger y nin asli normal dogrulari, sabit bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yapiyor ise y egrisine
bir slant helis egrisi denir. Uyartyoruz ki bir silindirik helisin asli normal dogrulari, sabit
dogrultuya diktir. Yani her silindirik helis bir slant helisdir. O halde, slant helislerin notasyonu,

silindirik helislerin notasyonunun bir genellemesidir.
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Tamm 3.7.3 [26]. y:1 >E°, |y'(s)|=1 olacak sekilde birim hizh bir egri olsun.x(s)#0

olacak sekilde, eger (ij (s) sabit bir fonksiyon ise y egrisine, konikal geodezik egri denir.
K

Burada, K(S) ve Z'(S), y nin sirastyla egrilik ve torsiyonudur.

Onerme 3.7.1 [26]. 7, x(s)# Oolacak sekilde birim hizli bir uzay egrisi olsun. Bu durumda,

egrisinin bir slant helis egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
K T
o (s) = —3(_j (s) (3.17)
(K'2 +7° )5 K

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasidir.

Tamm 3.7.4 [16]. M,N c E® egrileri sirasiyla (I ,a),(l, Yo ) koordinat komsuluklari ile verilsin

s el yakarsilik gelen a(s) eM ve ,B(s) € N noktalarinda M ve N nin
{T(s):N(s).B(s)},{T"(5).N"(s).B" ()

Frenet 3- ayaklilar1 verildiginde Vsel igin {N (S), N*(S)} lineer bagimli ise (M , N) egri

ikilisine bir Bertrand ¢ifti denir.

Tamm 3.7.5 [25]. Eger bir egrinin biitiin noktalar1 bir diizlem tarafindan igeriliyorsa bu egriye

diizlemseldir denir.

Tamim 3.7.6 [25]. Bir kiire iizerinde yatan egriye kiiresel egri adi verilir.

Onerme 3.7.2 [26]. 7:1 — E® bir uzay egrisi olsun.
(1) Farz edelim Ki r(s) #0 olsun. Bu durumda » nin bir Bertrand egrisi olmasi igin gerek

ve yeter sart her sel i¢in, AK‘(S)-l— BT(S)Z]. olacak sekilde sifirdan farkli A, B reel

sayilarinin var olmasidir. Bu gercek bize, bir dairesel helisin bir Bertrand egrisi oldugunu

soyler.
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(2) Farz edelim ki y bir Bertrand egrisidir. Eger 7(s,)=0 olacak sekilde bir s, € | noktasi

varsa y bir diizlemsel egridir.

(3) 7, Bertrand ¢ifti y olan bir Bertrand egrisi olsun. O halde 7(s)z(s)=sbt>0 dur.

Burada 7(s), y nin torsiyonudur.

Sonu¢ 3.6.1 [26]. x(s)#0,7(s)#0 olmak iizere, y:1 —E® bir uzay egrisi olsun.y nim bir
Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart A(z"(S)K(S)—K'(S)z’(S))—z"(S):O olacak
sekilde sifirdan farkli bir A reel sayisinin var olmasidir. Burada y nin Bertrand ¢ifti

7(s)=7(s)+An(s) ile verilir.

Tamm 3.7.7 [27]. M,N c E? egrileri sirasiyla (I ,a),(l, L ) koordinat komsuluklari ile verilsin
S el yakarsilik gelen a(s) eM ve ﬂ(s) € N noktalarinda M ve N nin

{T(s). N(s), B(s)}.{T"(5). N*(s), B (s)}
Frenet 3-ayaklilar1 verildiginde Vsel igin {N(S), B*(S)} lineer bagimli ise (I\/I, N) egri

ikilisine bir Mannheim ¢ifti denir.

Teorem 3.7.1 [27]. Oklid uzayinda bir egrinin Mannheim egrisi olmast igin gerek ve yeter sart

egrinin, egrilik ve burulmasi sirasiyla ¥ ve z olmak iizere,
K'=C(K'2+T2) (3.18)

denklemini saglamasidir. Burada c sifirdan farkli bir sabittir.
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

4.1. Regle yiizeylerin paralel yiizeyi

Bu boliimde regle yiizeylerin paralel yiizeyleri elde edilecektir. Elde edilen bu yiizeylerin hangi
durumlarda regle yiizey oldugu gosterilecektir. Silindir yiizeyi i¢in aynit durum ele alinarak bu
yiizeyin egrilikleri hesaplanacak ve silindir yiizeyinin egrilikleri ile paralel yiizeyinin egrilikleri

arasinda bagintilar kurulacaktir.
4.1.1. Regle yiizeyin paralel yiizeyinin ifadesi

Tamm 4.1.1. E*de bir regle yiizey:
$(u, X):IxE—>E°

4.1)
(u,v) = #(u, X )(u,v)=a(u)+vX (u)
seklinde tanimlanir. Burada a:1 > E® X :1 > E® \{0} diferensiyellenebilir doniigiimler ve | bir

agik araliktir. a ya dayanak egrisi ve X e dogrultman egri denir. V—> a(u) +VvX (U) dogrularina

ana dogrular denir.

Eger ¢(u,v):a(u)+vX (U)seklindeki bir regle yiizey igin X (U) sabit ise bu regle
ylizeye genel silindir ylizeyi denir. Genel bir silindir a'( u ) x X (u) # Qise bu yiizey regiilerdir.
¢(u,v) = a(u)+vX (u) seklinde tanimlanan bir regle yiizeyin {¢u,¢v, np} bazina gore paralel

yiizeyinin denklemi, Tanim 3.4.1° e gore,

@(u,v)=g(u,v)+rm (u,v)=a(u)+vX (u)+r ”Z“ XZV” (4.2)

seklindedir. Regle yiizeyin herhangi bir P noktasindaki yiizey normali,
() b [2O X)X (). X (0]
" [ [(u), X (u)J+v[ X (u), X (u)]]

seklinde hesaplanir.
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Yiizeyin birim normali n ve a dayanak egrisi yay parametresi ile alinirsa T = a'(u) igin

(T, X)=0 olacak bigimde bir X vektérii segilirse {T,X,n} sistemi a boyunca ortonormal bir

sistem olusturur.

Lemma 4.1.1 [16]. M regle yiizeyinin dayanak egrisi, birim hizli ve bu egrinin her bir

noktasinda bu noktadan gegen ana dogruya dik olan bir egri olsun. Bu durumda

a=(T"X)
b=(T"n)
c=(X"n)
olmak iizere,
T'=aX +bn (4.3)
X'=-aTl +c¢n (4.4)
n'=-bT —cX (4.5)
dir.
Lemma 4.1.1 deki (4.3), (4.4) ve (4.5) denklemleri (4.2) de kullanilirsa regle yiizeyin
paralel ylizeyi
e(u,v)=a(u)- rev T+vX (u)+ rd-av) n
\/(l—av)z +c?v? \j(l—av)z +c?v?
@(u,v)=a(u)+vX (u)+ [ (1-av)n—cvT) (4.6)

1—av)’ +civ?
Ja-av)

olarak bulunur.

bs

Ornek 4.1.1. E° de, y(s)= acosﬂ;],asin[ > J birim hizh dairesel
JaZ +b? JaZ+b? ) Ja? +b?

helisini gdzoniine alalim. Us—> e X(s)= —COS(LJ,—SM[;J,O
\/a2+b2 ﬂfa2+b2 fa2+b2

olmak iizere,

21



#(s,t)
#(ust)

y(s)+tX(s)

(acosu,asinu,bu)+t(—cosu,—sinu,0)

(a t)cosu,(a— t)sinu,bu)
(

veosu,vsinu,bu)

helikoidi elde edilir. Bu helikoidin paralel yiizeyinin parametrik denklemi

@(U,V)=|VCosU ———— smu vsinu+r—bcosu N L Y 4.7

«/ W2 +b? W2 +b?
seklindedir. b=5, r =1 degerleri (4.7) denkleminde yerine yazilirsa helikoid ve paralel yiizeyinin
sekli asagidaki gibidir:

Sekil 4.1: Helikoid ve onun paralel yiizeyi

Teorem 4.1.1. Dayanak egrisi parametre egrisi secilen regle ylizeyin paralel yiizeyinin regle

yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart regle yiizeyin silindir yiizeyi olmasidir.

Ispat: Dayanak egrisi a(U)Ve dogrultman vektorii X (U) olan bir M regle yiizeyin denklemi,

¢(u,v)=a(u)+vX (u)
seklinde ise bu regle yiizeyin dayanak egrisi birinci parametre egrisi olarak segildiginde
¢, (uv)=a'(u)=T
olarak elde edilir. Buradan
¢,(u,v)=a'(u)+vX'(u)=(1-av)T +cvn
olarak bulunur. ¢, (u,v)=a'(u)=T oldugundan 1-av=1 ve cv=0 esitlikleri bulunur. Burada

Vv, regle yiizeyin ikinci parametre egrisinin yay parametresi oldugundan a=0 ve ¢=0 degerleri
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bulunur. Bu degerler daha 6nce elde edilen regle ylizeyin paralel yiizeyinin parametrik denklemi

olan (4.6) denkleminde yazilirsa

@(u,v)=a(u)+vX +rn (4.8)
olur. Burada

p(u)=a(u)+rn(u,v)
olarak almirsa ff egrisi, @ egrisinin paralel yiizey iizerindeki goriintiisii oldugundan

o(u,v)=p(u)+vX (4.9)

esitligi yazilabilir. Elde edilen (4.9) esitligi M regle yiizeyin paralel yiizeyi olan M " yiizeyinin
ifadesidir. Burada a=0 ve ¢=0oldugundan Lemma 4.1.1 deki (4.4) e gore X '(u)=0 olup X

sabittir. O halde X sabit oldugundan (4.9) esitligi silindirik yiizey denklemini ifade eder. Yani
M bir silindir yiizeyi olur.

Tersine, M bir silindir yiizeyi olsun. Bu durumda M" in regle yiizey olacag: agikardir.

Dolayistyla silindirik bir yiizeyin paralel yiizeyi de silindirik bir ylizeydir.

4.1.2. Silindir Yiizeyinin Paralel Yiizeyi

Dayanak egrisi a(U)Ve dogrultu vektorii de X (U) olan regle yiizeyin denklemi,

¢(u,v)=a(u)+vX (u)
seklindedir. Silindir ylizeyi aym zamanda bir regle yiizeydir. Regle ylizey denkleminde X
dogrultu vektori sabit alinarak bir silindir yiizeyi elde edilir. Silindir yiizeyinin paralel yiizeyini
bulmak i¢in regle yiizeyin paralel yiizeyi elde edilirken yapilan benzer islemlerle yine (4.6)

denklemi elde edilir.

Fakat burada, X dogrultmani sabit oldugundan Lemma 4.1.1 e gore, X'=—-aT +cn=0
olup Tve n lineer bagimsiz olduklarindan a=c=0 bulunur. Bu degerler (4.3) esitliginde
yerine yazilirsa (4.4) ve daha sonra (4.5) esitlikleri bulunur. Buradan hareketle silindir yiizeyinin
paralel yiizeyi de yine bir silindir yiizeyi olarak bulunmus olur.

Ayrica Lemma 4.1.1 deki (4.3), (4.4) ve (4.5) esitlikleri de
T'=bn (4.10)
X'=0 (4.11)
23



n'=—bT (4.12)

olarak elde edilir.

Ornek 4.1.2: E® de ¢(u,v)= (u, uz,v) denklemi ile verilen silindirin paralel ylizeyi

@(U,v)=|u+r

2u 2 r
»\/1+4u2’u V1+4u2 '

seklinde hesaplanir. Bu durumda silindir yiizeyinin ve r =1 ig¢in paralel yiizeyinin sekilleri

asagidaki gibidir:

Sekil 4.2: Silindir yiizeyi ve onun paralel yiizeyi

Simdi de silindir yiizeyinin ve silindir yiizeyinin paralel yiizeyinin Gauss ve ortalama

egriliklerini bulup karsilastiralim:

Dayanak egrisi a(U) ve dogrultu vektorii de X (U) olan regle yiizeyinin denklemi,

¢(u,v)=a(u)+vX (u)
ve paralel ylizeyinin denklemi de,
p(u,v)=a(u)+vX +rn (4.13)

olsun. (4.13) denkleminin u ve v ye gore kismi tirevleri alimir ve (4.10), (4.11), (4.12)

esitlikleri tlirev degerlerinde yerlerine yazilirsa
@, =T +r(-bT)=(1-rb)T
@, =X

elde edilir. Buradan

E=(¢,.0,)=(1-rb)’ (4.14)
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F :<(pu,(pv>:O (4.15)

G=(g.p)=1 (4.16)

ve

Po =P =0
@y =0
n"=n 4.17)
olmak tlzere
b(1-rb)’
e=(g,.n)= ( )2 (4.18)
(1-rb)
f=(@,,n)=0 (4.19)
g=(¢p,.n)=0 (4.20)

esitlikleri bulunur. Silindir ylizeyinin Gauss egriligi
K=0 (4.21)
dir. Daha 6nceden belirtildigi gibi silindir ylizeyinin paralel yiizeyi de silindir ylizeyi oldugundan
onun da Gauss egriligi (4.14), (4.15) ve (4.16), (4.18), (4.19) ve (4.20) esitliklerinden
_f2
KI‘ _ eg f _

S S— 4.22
EG-F? (4.22)
oldugu goriiliir.
Silindir yiizeyinin ortalama egriligi
:eG—ZfF+2gE: (4.23)
2(EG-F?)

oldugu goriilir. Silindir yiizeyinin paralel yiizeyinin ortalama egriligi ise yine (4.14), (4.15),
(4.16), (4.18), (4.19) ve (4.20) esitliklerinden

_ b-2rb? +(r?)b®
Lo _eG-2fF +gE _ (r*)

2(EG-F?) ( (1) )3

(4.24)

olarak hesaplanr.
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Teorem 4.1.2. Silindir ylizeyi ile silindir ylizeyinin paralel yiizeyinin Gauss ve ortalama

egrilikleri arasindaki baginti
K'=K =0 (4.25)
H—2rH? +(r*)H®

H =

( (1—rH)2)

(4.26)

3

seklindedir.

Ispat: Silindir yiizeyi ile silindir yiizeyinin paralel yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri
sirastyla (4.21), (4.22), (4.23) ve (4.24) esitlikleri ile gosterilmistir. Bu esitlikler yardimiyla
kolaylikla (4.25) ve (4.26) esitlikleri bulunur.

4.2. Striksiyon Cizgisi Dayanak Egrisi Olan Regle Yiizeylerin Paralel Yiizeyleri

Parametrik ifadesi X (u,v)=a(u)+vb(u) olan striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan
acilamayan regle yiizeyler i¢in birim normal (3.8) esitliginde gosterildigi gibi

| A()a() (o)

n(u,v)=
w1 (u)+v?

biciminde tanimlanmisti. Tanim 3.6.1 ve Tanim 3.6.2 den bildigimiz gibi
a'=A(u)x(u) + z(u)y(u) olmak iizere a(u) agilamayan regle yiizeyin striksiyon ¢izgisidir. Yine
bu tanimlarda kg (U), b(U) nun kiiresel egrilik fonksiyonu ve (a(u), x(u) = b(u), y(u))
ticliistiniin b(U) kiiresel egrisinin kiiresel Frenet c¢atist oldugu belirtilmisti. Boylece,
kg (u), /’L(u), ,u(u) fonksiyonlar1 3-boyutlu Oklid uzayinda X (u,v) acilamayan regle yiizeyler

icin yapt fonksiyonlarin1 gostermek lizere ve Tamim 3.4.1 geregi paralel ylizey tanimindan

hareketle X (u,v) acilamayan regle yiizeyler i¢in paralel ylizey ifadesi
X" (u,v)=X(u,v)+rn(u,v)
olarak yazilabilir. Birim normal yerine yazilirsa,

—#(u)a(u)+vy(u)
w1 (u)+v?

X"(u,v)=a(u)+vb(u)+r (4.27)

esitligini elde ederiz.
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4.2.1. Striksiyon Cizgisi Dayanak Egrisi Olan Regle Yiizeylerin Paralel Yiizeylerinin

Egriliklerinin Hesaplanmasi

Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paralel ylizeylerini veren
parametrik ifade X' (u,v) =X (u,v)+ r n(u,v) olmak {iizere (4.27) denklemi ile elde edilmisti.

Bu esitlikte u ve v ye gore kismi tiirevler alinirsa

Xr(U,V)= /1+r—(ﬂ3+ﬂvzg) X+ ﬂ+r(_kgﬂ3_kgﬂvzg_ﬂ'ﬂ) y+ v+r<_kgﬂzv_ﬂlvzg_kg\/3) a (4.28)
(;12+v2)E (y2+v2)5 (;¢2+v2)E
Xy (u,v)=x+ r”—z3 y+ r’u—v3 a (4.29)
(y2+v2)5 (yz+v2)E

olarak elde edilir.

Benzer sekilde n birim normal vektoriiniin u ve v ye gore kismi tiirevleri;
(y3(u)+,u(u)v2)x(u)
+(—kgy3(u)—kg,u(u)v2—,u(u)y'(u)v)y(u)
()= +(—kgy2(u)v—y'(u)v2—kg;/3)a(u) .30
(2 (u)+v?)2
4 (0)y(u) + () (u)v

(2 (u)+v?)

n, (u,v)= (4.31)

N w

seklinde bulunur.

Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paralel yiizeyleri i¢in
birinci temel form katsayilari olan E',F" ve G" (4.28), (4.29) esitlikleri kullanilarak sirasiyla;

E"=(X;. X!)

2 2 2
3 2 1 2 1,2 3
E=|a+r—2 |4 u—r(k‘-’” eyt :” “) + V_r(kgvav tkgv) (4.32)
(yz+v2)E (yz+v2)E (;12+v2)E

Fr=(X/,X})
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,u‘q’(kg,u2 +kgV2 +,u')+,uv2(kg,u2 +,u'v+kgV2)

S | G — . (4.33)
) (v )
ve
G'=(X},X!)
G =1+r 2 +r? HV: _qryp MY
U V2 3 (qu 2)3 (qu_'_v )3
G =1+r’y =141 K . (4.34)
1%+ V2 (1 +V?)

seklinde bulunur.
Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paralel yiizeyleri i¢in

ikinci temel form katsayilar1 olan €', f" ve g" (4.28), (4.29), (4.30), (4.31) esitliklerinden

yararlanarak,

- (Y, R
2+v2 +v +v 2yv?)e
(u (1 Vs (12 +v)

(4.35)
(k,u +,uv+kv (k,u +,uv+kv
+v?
(1 +v ) (1 +v )
fr=—<nu,er>
2 2 1 2
fre M iy (Kot +kov :”)+ryv2(kg” +”V+3kgv) (4.36)
(22 +V?)? (4 +v?) (4 +v?)
ve
gr:_<nv’x\:>
Sy 4.37
g r(,u2+v2)2 (4.37)

olarak hesaplanir.
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Sonuc 4.2.1. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle ylizeylerin paralel yiizeyleri
icin Gauss egriligi K" ve ortalama egriligi H"; (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36) ve (4.37)

esitlikleri Teorem 3.2.1 de yerine yazilarak kolaylikla hesaplanir.

Teorem 4.2.1. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan regle yiizeylerin paralel yiizeylerinin de

regle yiizey olmast icin gerek ve yeter sart z° +v* =1 olmasidr.

Ispat: Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan regle yiizeylerin parametrik denklemi

X (u : V) = a(u ) +Vb (u ) olmak lizere paralel yiizeyleri (4.27) denkleminden

Xr(u,v):a(u)+vb(u)+r[’u(u)j(zu)_:/y(u)} olarak elde edilmisti. z°+v?>=1 alinip,
1 +v

yerine yazilirsa

X" (u,v)=a(u)+vb(u)—r[ g(u)a(u)-vy(u)]=a(u)-rue(u)+v(b(u)+ry(u))
esitligi elde edilir. Burada, ﬁ(u)=a(u)—ma(u) ve y(u)=b(u)+ ry(u) secilerek,
X" (u,v)=p(u)+vyr(u)

regle yiizey denklemi elde edilir.

Tersine; striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan regle yiizeyin paralelinin de regle oldugu

kabul edildigi takdirde u*+v* =1 oldugu kolaylikla gdsterilebilir.

_ Ha(u)-vy(u)
\/,u2+V2

Sonug 4.2.2. X" (u,v)=a(u)+vx(u)+ r[ ]denkleminde 1 +v® =1 alindiginda

elde edilen paralel yiizey denklemi
X" (u,v)=a(u)+wx(u)-r[ x(u)a(u)-vy(u)] (4.38)

dir. (4.38) denkleminin u ve v ye gore kismi tiirevleri;

Xur(u,v):[ﬂ,+r(y3(u)+y(u)v2)]x(u)

+[u(u)+ r (kg (u) = kg (u)v? —,u'(u),u(u))}y(u) (4.39)
+[v+ r(—kg,uz(u)v—y'(u)v2 —kgv3)]a(u)
XJ(u,v)= x(u)+[ry2 (u)] y(u)+[ ru(u)v]a(u) (4.40)
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olarak bulunur.

Teorem 4.2.2. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paraleli olan
regle yiizeylerin de dayanak egrilerinin striksiyon ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter sart kiiresel

egrilik fonksiyonu olan k, nin, k, =1 sartini saglamasi veya yapi fonksiyonlaridan g(u) nun

sabit olmasidir.

Ispat: Striksiyon cizgisi dayanak egrisi olan regle yiizeye paralel olan regle yiizey Sonug 4.2.2
deki (4.38) esitliginde tanimlanmisti. Buna gore

X" (u,v)=a(u)+Vvb(u)+r(—ua(u)+vy(u))=a(u)-rua(u)+v(b(u)+ry(u))
olur. Burada, S(u)=a(u)—-rua(u) ve y(u)=b(u)+ry(u) segilerek,
X" (u,v)=p(u)+vyr(u)
elde edilir. Tanim 3.5.6 dan biliyoruz ki,
B'(u).y'(u)=0
olmasi durumunda /3(u) dayanak egrisi X" (u,v) yiizeyinin striksiyon izgisi olur. Buna gore,
(B'W),y'W)=(a'(u)-ru'a—rua'b'(u)+y')=0
esitligi ve (2.1), (2.2) ve (2.3) esitlikleri de kullanilarak
<lx+,uy—ry'a—ry(—x+kgy),a—kga>=0
(Ax+py—ru'a+rux—ruk,y,a—k,a)=0
—rp+rptky =0=>ru'(k,~1)=0
bulunur. Bu esitligin saglanmasi igin =0 oldugundan ya k, =1 ya da x niin sabit olmasi

gerekir.

Teorem 4.2.3. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paraleli olan

regle yiizeyler silindirik olmayan yiizeylerdir.

Ispat: Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan X (u,v)=a(u)+Vvh(u) regle yiizeyi i¢in
paralel yiizey denklemi ﬁ(u) = a(u) - r,ua(u) ve 7/(u) = b(u) + ry(u) olmak iizere

X" (u,v)=p(u)+vy(u) olarak verilmisti. Tamm 3.5.6 dan biliyoruz ki,
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y(U)xy'(u)£0
ise X" (u,v) silindirik olmayan bir yiizey olur. Buna gdre y(u) nun degeri yerine yazilip (2.1),
(2.2) ve (2.3) esitlikleri de kullanilirsa,
(b(u)+ry())=(b(u)+ ry(u)) 40

bulunur. Dolayisiyla X' (u,v) silindirik olmayan bir yiizeydir.

4.2.2. 1” +v* =1 Sart1 Dahilinde Egriliklerin Hesaplanmasi

Parametrik ifadesi X (u,v)=a(u)+vb(u) olan ve dayanak egrisi a'=Ax+ uy sartim saglayan
striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin paralel yiizeyinin birinci temel

form katsayilar1 E",F" ve G"olmak iizere, 1° +v* =1 sart1 dahilinde;

E'=[2+ru] +[y—ry(kg +y')]z +[v—rv(kg +y'v)]2
F' =/1+2r,u—r2/f(kg+,u')—r2,uv2(kg+,u'v) (4.41)
G =1+r°u’

olarak hesaplanir. Benzer sekilde ikinci temel form katsayilari da e, f" ve g'

e’ :—,u[ﬂ.+l’,u]+,u2[kg + =1 (K, +,u')2}+v2[kg +u'v—r (K, +,u'V)2}
fr:—/,1+r,u3(kg+y')+ryv2(kg+y'v) (4.42)
9" =—ru’

seklinde bulunur.

Bildigimiz gibi (3.12) ve (3.13) esitliklerinde sirasiyla Gaus ve ortalama egrilik
1P KV +u'v+K i+ 2,
K (u,v)=—2%— H(u,v)=—-2 A
2, \2 2, 2)\°
(12 +v?) 24 +v?)

olarak gosterilmisti. ,uz +v? =1 alinmasi durumunda, K (u,v) = —,u2 bulunur. Buradan,
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(uv)=—2pu°

. —K'(u,v)

,U=T (4.43)
v=1-1*

V=K (4H =2k )+ K 'V1+ K

Au)= 2K

esitlikleri elde edilir. (4.41), (4.42), (4.43) esitlikleri ve Teorem 3.2.1 den striksiyon ¢izgisi

Yz
K

dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeyin paralel regle yiizeyinin sirasiyla Gauss ve ortalama

efriligi
[—,u(ﬂ,+r,u)+,uz(kg +y')[l—r(kg +ﬂﬂ](—m2)
+v? (K, Jr,u'v)[l—r(kg +,u'v)]
—[—,qu ru (kg +p')+ 1 av? (kg +y'v)]2
([/H rul’ + i [1—r(kg +,u')]2 +v2 [1— r(k, +,u'v)T)(1+ r’u)

—(/1+2r,u— r’ [,us(kg +,u')+,uV2 (kg +,u'v)])2

l pA+ru]+ [k +,u+r(kg+y) }}[1”2#2]

+v2[k F UV k + U v)z}

K" = (4.44)

ve

2[ H+ru (k +,u)+r,uvz(k +u V)}
+[/1+2r,u—r,u (kg+,u)— oy (kg+,u'vﬂ

+(_”‘2){[/1+ rul +[y— ru(k, +u')]2 +[v—rv(kg +y'v)]2}
2 {[ﬂ”u]zﬂf [1-r(k, “")T 7 [1-r(k, +”'V)T)(1+r2”2)

—[/1+2ry— r’u’ (kg +,u')— r’ uv? (kg +y'v)]2

H' =

(4.45)

olarak bulunur. Buna gore asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.2.4. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan regle yiizeyin x°+v* =1 sart1 dahilinde
paralel regle yiizeyinin Gauss egriligi K" ve ortalama egriligi H" (4.44) ve (4.45) esitlikleri ile

ifade edilir.
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Elde edilen (4.44) ve (4.45) denklemlerinde
W=A+ru,
=K, +u',
t=k,+u'v
k=1-rz,

I =1-rt,
m =’z +Vv’t

(4.46)

secilerek denklemlerde ilgili yerlere yazildig: takdirde
(—,uW+ 1o zk + vl ) (—I’,u2 ) - [—,u + r,um]2

K' =
(W2 + 7K V) (1P ) — (W T g — rzym)2

(4.47)

|:_/UW+ 1 (z + rzz)+v2 (t+ rtz)](lJr r2y2)+ 2,Ll(1— I’m)(w+ A rz,um)
_r,u2 |:W2+(/u_r,uz)2+(V—rvt)2}
2[(W2 + uk? +(v— rv(kg +’UIV))2)(1+ I’Z,Uz)—(w+ e rzlum)z}

(4.47) ve (4.48) olarak elde edilir.

H' =

(4.48)

Sonug 4.2.3. Striksiyon cizgisi dayanak egrisi olan acilamayan regle yiizeyin z°+v* =1 sarti
dahilinde Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H ve paralel regle yiizeyin Gauss egriligi K"

ve ortalama egriligi H' olsun. Bu durumda (4.43), (4.44), (4.45) ve (4.46) denlemlerinden
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2H Kk (1+K) K'VI+K
K J-K J-K 2K Y
Kk
+\/__Ig<+r\/? . < ,
' o —J—_K+r(—K)5 kg ——F—
_K{kg_KH[kg_K” (1<)~ ( 2K )
. 2K R ()~ K VK
¢ 2J-K
Ky — 2\/_\/1+K
+(1+K){ K 2]
. +r(kg_zﬁmj 7
I 2H _kg(l+K)_K'm :
J-K  JK K|, K
LAY - (2H  k(1+K) KVIFK | Kk, ’
A [JI Y= T e ”_j
+{«/—_K—r\/—_K[kg—%H (1-r’K)- +2rJ—_K—r2(—K)2(kg—2J__Kj (4.49)
' 2 5 K"
VR TR [, V)| - VR @)y = 5 e VK
—Kw—Kzk + 1+ K)(k, - 1+K)(1 r(k, — l+K)D(rK)
& a1t [ R
—| V=K +ry-K (—Kz +(1+ K)(k, —Lx/1+ K)j
K= 2V-K (4.50)

2 12 _ _ K' : N
(w Kk K+(1+K)[l r(k, 2\/__Kx/1+|<)j ](1” J=K)

)|

K
2-K
[—ﬁw— K(z+rz%)+(1+K)(t+ rtz)}(l— r’K)

+24-K (1~ rm)(w+ —Kr(l—rm)) +rK [wz ~K(1-rz)’ +(1+K)(1- rt)z}

H = = ” = (4.51)
w2 ++/—-K 2+(1+K)[1—r(kg—}<2\/\/¥D J(l_rZK)

—(W+ r\f—_K(l—rm))2

seklinde bulunur.

4.2.2 1 +v* =1 Sart1 Dahilinde Paralel Regle Yiizeylerin Dagilma Parametresi
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Parametrik ifadesi X (u,v) = a(u)+vb(u) olan striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan
acilamayan regle yiizeyler i¢in dagilma parametresi (3.5) esitligi a'=AX+ uy ve (2.1), (2.2) ve
(2.3) esitlikleri kullanilarak

oo (@) _(ruyxa) A(xxa)eulyxa) (4.52)

o jof L

olarak hesaplanir. Buradan (4.38) esitligindeki regle yiizeyin paralel regle yiizeyinin drali
o r((a(u)— rper(u)),b(u)+ry(u),(b(u)+ ry(u))')
- 2
(b(u)+ry(u))]

olur. Yine benzer sekilde a'=Ax+ uy, (2.1), (2.2) ve (2.3) esitlikleri kullanilarak

(a'—ru'a—rua’, x+ry,a+ry') B (/1X+ﬂy—rﬂ'0!—rﬂ(—x+kQY),X+ ry,a—fkﬂ)

D' =

e +ry (1-rk, )2
n ((/1+r,u)x—ry'a+(y—rykg)y,x+ ry, a(1-rk, ))
) (1-rk, )’
Y —(1- rkg)(r(/1+ry)—(y—rykg))
(l_rkg )2

elde edilir. Boylece 1-rk, # 0 igin

B —r - pu(r® +rk, ~1)

D" = 4.53
1- rkg ( )

olarak bulunur.

Teorem 4.2.5. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan acilamayan regle yilizeyin dagilma
parametresi D ve x°+v®=1 sart1 dahilinde paralel regle yiizeyin dagilma parametresi D"
olmak iizere

—rA+ D(r2 +rk, —1)

D" = 4.54
1—rkg ( )

dir.

Ispat: (4.52) ve (4.53) esitliklerinden kolaylikla (4.54) esitligi elde edilebilir.
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4.3. Striksiyon Cizgisinin Egriliklerinden Elde Edilen Sonuclar

Bu boliimde striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeyler i¢in striksiyon
cizgisinin (3.6) ve (3.7) denklemleri ile ifade edilen egrilik ve burulma fonksiyonlar1 vasitasiyla
bu egrinin hangi sartlarda helis, slant helis, Bertrand ve Mannheim egri olma durumlari

incelenecektir.
4.3.1. Striksiyon Cizgisinin Helis Egrisi Olma Durumu

Bir egrinin helis egrisi olmasi i¢in, Tanim 3.7.1 den biliyoruz ki L nin sabit olmasi gerekir.
K

Buna gore ele aldigimiz striksiyon ¢izgisinin (3.6) ve (3.7) ile ifade edilen egrilikleri L
K

ifadesinde yerine yazilirsa;
(l—ykg)(iy"—ﬂ"y+(/lkg + ) (A - pk, ))+(,1'ﬂ—ﬂu')(2,1'— 2k, 11—k, " 11)
2
_ (2-k;) 2(12 Hp) (2 ) @55)
(i—kg,u) (/12 +u2)+(/1',u—l,u')2
)

A=

olur. (4.56) denkleminde eger; A sabit olarak ele alinirsa A'py—Au'=0 olur. Buradan
U

Au"— A" =0 elde edilir. Boylece

o (G2 ) (Ampiky) (204 NE i

- : . (4.56)
e () ()T

esitligi bulunmus olur. Yani;

N

k, +
=—23 (4.57)
A=K u

g

N

x| =

olur. Eger striksiyon ¢izgisi helis egrisi ise (4.57) esitligi bir sabit olmalidir. O halde,
AK, + u _
A=Kk u

¢, (celR)

_CA-pu

k —
A+Cu

g

(4.58)

elde edilir. Buna gore asagidaki teoremi ifade edebiliriz:
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Teorem 4.3.1. Striksiyon cizgisi dayanak egrisi olan agilamayan bir regle yiizeyde striksiyon

cizgisinin bir helis egrisi olmasi i¢in striksiyon ¢izgisinin yapi fonksiyonlar1 olan A, i ve k, nin

CA—u

A sabit ve k, = , (c €[] ) sartlarmi saglamasidir.

U

4.3.2. Striksiyon Cizgisinin Slant Helis Olma Durumu

Bir egrinin slant helis egrisi olmasi i¢in, Onerme 3.7.1 geregi (3.17) denklemindeki o (s) in

sabit fonksiyon olmas1 gerekir.

Buna gore yay parametresi ile ele aldigimiz striksiyon ¢izgisinin yapi fonksiyonlart olan

A ve u yine A sabit olarak ele alindiginda (3.6) ve (3.7) ile ifade edilen egrilikleri x ve z
U

sirastyla
A-k
P (4.59)
A+ u
Ak, +
r=la 8 (4.60)
A +u

olarak hesaplanir. (3.17) esitliginde birim hizli bir egrinin slant helis olma sartt

, .
£<ZK—2)[£)}(S)=O‘(S) olmak tizere, O'(S) in sabit bir fonksiyon olmasi gerektigi
K +7° )\ Kk

belirtilmisti. (4.59) ve (4.60) esitliklerinden,

1+k?
a2 (4.61)
ve
(zjr _(lkg _’_ﬂj' B (/?.'kg +/1kg' +,u')(ﬂ,—kg/1)—(ﬂ'— kg',u—kg/l')(/lkg +,u) ~ kg'(/lz +,112) (4.62)
k) | A—ku (2=kos) (A=kost)

olarak bulunur. Buna gore (4.59), (4.60), (4.61) ve (4.62) denklemleri (3.17) de yerine yazilirsa;
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g k
elde edilir. Burada —2—

(1+ k )5

= C sabitine esitlenip bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

k .
2 —cu+d,(c,d sabit)

2
1+ kg

z

bulunur. Buradan asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.3.2. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan bir regle yiizeyde; eger u Yyay

parametresiyle verilmis striksiyon ¢izgisi bir slant helis ise striksiyon ¢izgisinin yap1

: . k
fonksiyonlar1 olan 4,4 ve k;, nin A sabit ve —L—=cu+d (c,d sabit) sartlarmni
u ﬂy1+ ks

saglamasidir.

4.3.3. Striksiyon Cizgisinin Bertrand Egrisi Olma Durumu

Bir uzay egrisinin egrilikleri =0, 70 olmak iizere, Sonu¢ 3.6.1 den biliyoruz ki; egrinin
Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A(T'K—TK'):T' (4.63)
olacak sekilde bir A=0 reel sayisinin olmasidir.

Buna gore (4.63) esitligi diizenlenirse;

(1] K*A=1' (4.64)

elde edilir.
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Buna gore yay parametresi ile ele aldigimiz striksiyon ¢izgisinin yap1 fonksiyonlari olan

A Ve u igin 4 yine sabit olmak tizere, (4.62) de elde ettigimiz (ij , (4.59) (4.60) da ki x ve
Y7, K

7 degerleri (4.64) te yerine yazilir ve A+ 1* =1 oldugu goz oniine alinirsa,

’ 2
k(g (z%;;)iftzﬂkz;z A2k 42K 4
A=k, A"+ u

AL
k ’

g9

A=A (4.65)

esitligi elde edilir. A nin sifirdan farkli bir reel say1 olmasi i¢in A ve u sabit olmalidir. O halde

asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.3.3. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan bir regle yiizeyde; yay
parametresiyle verilmis striksiyon ¢izgisinin bir Bertrand egrisi olmasi igin yeter ve gerek sart

striksiyon ¢izgisinin yap1 fonksiyonlari olan 4 ve x niin sabit olmasidir.
Sonu¢ 4.3.1. 4 ve u niin sabit olmasi durumunda (4.65) esitliginde A=A oldugu goriiliir.

4.3.4. Striksiyon Cizgisinin Mannheim Egri Olma Durumu

E®de bir uzay egrisinin bir Mannheim egrisi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Teorem 3.7.1 ve
(3.18) esitliginden bildigimiz gibi egrinin egrilikleri x ve 7 olmak lizere K‘ZC(K2+TZ)

esitliginin saglanmasi gerekir. Burada ¢ #0 olmak iizere bir sabittir.

Buna gore agilamayan regle yiizeyde dayanak egrisi olan yay parametreli striksiyon

¢izgisinin yap1 fonksiyonlar1 4, u ve k, olmak iizere daha 6nce (4.59) ve (4.61) ile ifade edilen

K Ve k° +1° degerleri (3.18) de yerine yazilirsa;
1+ kg2 A=K, u
C e 277 =2
A+ A+u

olur. Buradan,

(4.66)




olarak bulunmus olur. Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz:

Teorem 4.3.4: Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan bir regle ylizeyde, striksiyon ¢izgisinin bir
Mannheim egrisi olmas1 i¢in gerek ve yeter sart striksiyon c¢izgisinin yapi fonksiyonlar1r olan

A-k

A ve k, nin A sabit ve c sifirdan farkli bir sabit olmak {iizere C:—gzﬂ sartini

U 1+k,

saglamasidir.
4.4. Striksiyon Cizgisinin Geodezik, Asimptotik ve Egrilik Cizgisi Olma Durumlari

Bu boliimde striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeyler igin striksiyon

cizgisinin egri ylizey ikilisinin egrilikleri hesaplanip bazi sonuglar ¢ikarilacaktir.

X (u,v)=a(u)+vb(u) bicimindeki striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan
regle yiizeyin u yay parametres ile verilen a(u) striksiyon egrisi i¢in, a'(u)=Ax+uy olmak

tizere Tanim 3.3.1 den Darboux ¢at1 elemanlari

T =X+ uy (4.67)

no _HEtVy (4.68)
/,u2+V2

Y =nxT = @*X— AVa — Auy (4.69)

icin; T =Ax+uy, Y = 1°X—Auy, n=—a.
Buradan Tanim 3.3.3 ve (3.1) esitliginden striksiyon ¢izgisinin ikinci tiirevi ve (4.69) gz 6niine
almarakv=0; i¢in u parametre egrisinin a(Uu) noktasmdaki (X , a(u)) egri-ylizey ikilisinin
geodezik egriligi
Kk, =(a"Y)= </1’x+(ﬂ—,ukg )a+,u’y,,u2x—/1,uy>
Ky =pu(Apu—p) (4.70)

(4.70) olarak kolayca hesaplanabilir.

Teorem 4.4.1. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin striksiyon

C o . A . .
cizgisinin geodezik egri olmasi icin gerek ve yeter sart — nin sabit olmasidir.
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Ispat: Geodezik egrilik sifir oldugunda egri geodezik egri oldugundan, (4.70) esitligi sifira
esitlendigi takdirde

Ky = (A u—2u')=0
olur. Burada u#0 oldugundan A'u—Au' =0 olup, % niin sabit oldugu sonucu ortaya ¢ikar.
Tanim 3.3.5 ve (3.2) esitliginden striksiyon ¢izgisinin ikinci tiirevi ve (4.68) gz oniine
alinarakv=0; i¢in u parametre egrisinin a(U) noktasindaki (X , a(u)) egri-yiizey ikilisinin
asimptotik egriligi
Kk, =(a",n)= <l’x+(/1—ukg )a+y'y,—a>
K, = K, — 4 4.71)

bulunur.

Teorem 4.4.2. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeylerin striksiyon
¢izgisinin asimptotik egri olmast i¢in gerek ve yeter sart k, = 4 olmasidir.

7
Ispat: x, =0 oldugunda egri asimptotik egri oldugundan (4.71) esitligi sifira esitlenirse,

K, = pk, — A =0

ve buradan kg :i elde edilir.
MU

Tanim 3.3.7 ve (3.3) esitligi gbz Oniine alinarak (4.68) in tiirev degeri ve (4.69) esitligi
(3.3) de yazilirsa v=0; igin u parametre egrisinin a(u) noktasindaki (X,a(u)) egri-yiizey
ikilisinin geodezik burulmasi
r, =—(n"Y) :—<x—kgy,,u2x—ﬁyy>
zy =—p(p+Ky) (4.72)

olarak hesaplanir.
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Teorem 4.4.3: Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan acilamayan regle yiizeylerin striksiyon

¢izgisinin egrilik gizgisi olmasi igin gerek ve yeter sart k, = —% olmasidir.

Ispat: Geodezik burulma sifir oldugunda egri egrilik ¢izgisi olur. O halde (4.72) denlemi sifira

esitlenirse,

7, =—,u(,u+ikg)=0

ve buradan u# 0 oldugundan u+ Ak, =0 olup, K, :—% elde edilir.

4.5. Striksiyon Cizgisinin Paralel Yiizey Uzerindeki Goriintiisii

Bu boliimde striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeyler igin striksiyon
cizgisinin paralel yiizey lizerindeki goriintiisii elde edilerek bulunan egrinin egri yiizey ikilisinin

egrilikleri hesaplanarak bazi sonuglar elde edilecektir.

Parametrik ifadesi X (u,v) = a(u) + vb(u) olan striksiyon c¢izgisi dayanak egrisi olan
acillamayan regle yiizeyler i¢in a'= A(u)x(u)+ x(u)y(u) biciminde tanimlanmisti. Yine bu
tanimlarda K, (u), b(u) nun kiiresel egrilik fonksiyonu ve {0{ (u),x(u)=b(u),y(u )} ligliisiiniin
b(u) kiiresel egrisinin kiiresel Frenet catisi oldugu belirtilmisti. Boylece, K, (u), l(u), ,u(u)

fonksiyonlar1 3-boyutlu Oklid uzayinda X (U,V) acillamayan regle yiizeyler i¢in yap1
fonksiyonlarin1 gostermek iizere ve (3.8) ile tamimli ylizey normali n olmak iizere, paralel ylizey
tanimindan hareketle

B(u)=a(u)+rn
paralel ylizey iizerindeki egri olarak tanimlanabilir. Bu durumda onceki bolimdeki benzer
hesaplamalarla paralel yiizey tizerinde ki egri-yiizey ikilisinin T*, Y*, n" ¢at1 elemanlart;

T = L 2 [(1+ r(A—pk, ))T+r(,u+/1kg)Y} (4.73)

Jer (2, ) +(r(,2))

v 1 [(_r(y+/1kg ))T +(1+r(/1—ykg))Y} (4.74)

Y r (2 )) (e (k)
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n“=n (4.75)
olur. Yine onceki boliimdeki benzer hesaplamalarla, geodezik egrilik, asimptotik egrilik ve
geodezik burulma sirastyla;

2 (gt kg2 (A= kg — kg ) = (A= ') (KA
2 ! ! ! ! !
* —[1+ r(A-uk, )] (A=A ) =r @+ T(A—pk ) (1 + KA+, A) @76)
K, = .
g @ r(A—pk, )2+ (s 2)’

= (A aaky ) (L (2 )) = (4, 2) 4.77)
o —(ﬂ+2kg/1) (4.78)
Y e (2, ) (k)

olarak hesaplanir. Bu durumda asagidaki teoremleri ifade edebiliriz:

Teorem 4.5.1. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle ylizeyin striksiyon
cizgisinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart striksiyon c¢izgisinin paralel yilizey

tizerindeki goriintiistiniin de egrilik ¢izgisi olmasidir (z'g =07, = O).

Teorem 4.5.2. Striksiyon egrisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi

asimptotik egri olsun. Bu durumda;

(=24 (72 (4 20, ) )= (20 4,2

K = (4.79)
g \/1+r2(y+ﬂkg)2

K =1 (k) (4.80)

O A (4.81)

i _\/1+r2(/,¢+/1kg)2 |

Teorem 4.5.3. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan regle ylizeyin striksiyon ¢izgisi egrilik

¢izgisi olsun. Bu durumda
K =i(ﬂ,',u—ﬂ,,u')<l+ r(A-pk,)) (4.82)

i, = (=A+ kg ) (1+ 1A —rk p1) (4.83)
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T, =1, (4.84)

Sonu¢ 4.5.1. Striksiyon ¢izgisi egrilik ¢izgisi ise striksiyon ¢izgiSinin paralel yiizey {lizerindeki

gortintiistiniin asimptotik egri olmas igin gerek ve yeter sart striksiyon ¢izgisinin k, = — sartini
7

saglamasi yani asimptotik olmasidir.
Sonuc¢ 4.5.2. Striksiyon ¢izgisi egrilik ¢izgisi ise striksiyon egrisinin paralel yiizey iizerindeki
goriintlislinlin geodezik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart striksiyon ¢izgisinin geodezik egri

olmasidir (Yani; i niin sabit olmasidir).
U

Teorem 4.5.4. Striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan agilamayan regle yiizeyin striksiyon
cizgisinin asimptotik egriligi x, =— olsun. Bu durumda striksiyon ¢izgisinin paralel yiizey
r

lizerindeki goriintiisiiniin geodezik egriligi «, asimptotik egriligi «, ve geodezik burulmasi 7,

asagidaki gibidir.
:—T-r(/”t'y—/l,u')(u+lkg) (4.85)
K, =t (u+ 2k, ) (4.86)
. 1
Tg = —F (487)

Sonug 4.5.3. Striksiyon ¢izgisinin asimptotik egriligi k, == ise striksiyon ¢izgisinin paralel
r
yiizey lizerindeki goriintiisiiniin geodezik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart striksiyon ¢izgisinin

geodezik (yani 4 niin sabit) olmasidir.
y7;
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5. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde oncelikle bu tez ¢alismasinda ele alinan sonuglar 6zetlenecek, daha sonra bu konu

ile ilgili baska nelerin yapilabilecegi hakkinda oneriler verilecektir.

5.1. Sonuclar

Bu tezde, Oklid uzayda regle yiizeylerin paralel yiizeyleri incelenmistir. Bunun igin 6ncelikle
herhangi bir regle ylizeyin paralel yiizeyi elde edilmis, elde edilen bu yiizeyin regle yiizey olmasi
i¢in silindirik bir yiizey oldugu gosterilmis ve egrilikler arasindaki iligkiler belirtilmistir. Sonra
tezimizin asil belirleyici kismi olan striksiyon c¢izgisi dayanak egrisi olan acilamayan regle

yiizeylerin paralel yiizeyleri elde edilerek, asil yiizey ile paralelinin Gauss ve ortalama egrilikleri
arasindaki iligkiler belirtilmistir. Yine elde edilen paralel yiizeyin #*+v? =1 sarti dahilinde

regle yilizey oldugu gosterilmistir. Bu sart dahilinde yeniden egrilikler hesaplanarak, geometrik
sonuglar ¢ikarilmistir. Son olarak, striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olan bir regle yiizeyde; yay
parametresiyle verilmis striksiyon ¢izgisinin egrilikleri kullanilarak, bir Bertrand egrisi, helis
egrisi slant helis ve Mannheim egrisi olma sartlar1 elde edilmistir. Bu striksiyon egrisinin paralel
yiizey lUzerindeki goriintiisii elde edilerek egri-yiizey ikilisinin egrilikleri hesaplanarak asil
yiizeyin egri-ylizey ikilisinin egrilikleri arasindaki iligkiler arastirilmistir. Bu sonuglar Bulgular
ve Tartigma boliimiinde verilmistir. Bu sonuglara ulasabilmek icin gerekli lemmalar, teoremler

ve yardimci sonuglar Materyal ve Yontem baslig altinda verilmistir.

5.2. Oneriler

Tezde, 6zellikle striksiyon egrisi dayanak egrisi olan regle yiizeyin paralel yiizeyi elde edilerek,
yiizeyler arasindaki geometrik 6zellikler incelenmistir. Ayrica, striksiyon ¢izgisinin helis, slant
helis, Bertrand ve Mannheim egri olma sartlar1 elde edilmistir. Bu striksiyon ¢izgisinin paralel
yiizey iizerindeki goriintiisii elde edilerek egri-ylizey ikilisinin egrilikleri hesaplanarak asil
yiizeyin egri-yiizey egrilikleri arasinda bagmtilar kurulmustur. Bu ¢alisma, Oklid uzay yerine

Lorentz uzay secilerek burada elde edilen bulgularin yeniden degerlendirilmesi onerilir.
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