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OZET

Bu tezde, dogrusal karisik-etki modellerindeki parametrelerin tahmin ve ¢ikarim yontemleri
incelenmistir. Model parametreleri ile ilgili ¢ikarim yapmak i¢in literatiirde hipotez testleri
ve giiven araliklart yontemlerine basvurulur. Tekrarlanan Ol¢iimlii ve uzun vadeli
calismalarda siklikla kullanilan bazi dogrusal karisik-etki modelleri incelenmistir. Ilgili
modellerin sabit etki parametreleri i¢in literatiirde kullanilan giiven aralig1 metotlar1 ve yeni
uyarlanan giiven aralign metodu dogru sonu¢ verme agisindan karsilastirilmistir. Giiven
araliklarinin  kurulmas1 bazi dagilimsal varsayimlarin belirlenmesini  gerektirir. Bu
dagilimsal varsayimlar saglanmadiginda veya kiiciik ornek caplarinda literatiirde yer alan
standart analitik metotlar dogru sonu¢ vermemektedir. Bu nedenle alternatif olarak
parametrik bootstrap giiven araligi, profil olabilirlik ve yapay-skor (pseudo-score) giiven
arali1 yontemine bagvurulabilir. I¢-ige hata regresyon modelinin sabit etki parametresi igin
gergeklestirilen simiilasyonlarda kiigiik 6rnek ¢aplarinda parametrik bootstrap metodunun iyi
bir alternatif oldugu goriilmiistiir. Ayrica i¢-ice hata regresyon modeli i¢in deney birimi i¢i
korelasyon orta dereceli oldugunda ve orta 6rnek capr biiytikliikleri igin profil olabilirlik
metodunun kapsama olasilig1 bakimindan 1yi sonug verdigi goriilmiistiir. Yapay-skor giiven
araligi, ilk olarak bu tezde dogrusal karisik-etki modellerinin sabit etki parametresi igin
uyarlanmistir. Yeni uyarlanan yapay-skor metodu ve literatiirde var olan diger giiven aralig
metotlarinin  performaslarinin  bagimli  degiskenin farkli kovaryans yapilarinda nasil
degistigini gorebilmek amaciyla genis bir simiilasyon ¢alismasi gerceklestirilmistir. Kiiciik
ornek caplarinda ve bagimli degiskenin otoregresif kovaryans yapisi durumunda yapay-skor
metodunun diger metotlara gore kapsama olasilig1 ve ortalama uzunluk bakimindan daha iyi
sonu¢ verdigi goriilmiistlir. Yapay-skor metodu dogrusal karisik etki modellerinin sabit etki
parametresi i¢in yeni bir giiven aralig1 yontemi olarak istatistik literatiiriine kazandirilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, estimation and inference methods of linear mixed model parameters are
examined. Hypothesis testing and confidence interval procedures are performed in the
statistics literature in order to make inference about model parameters. Some set of linear
mixed- effect models, which are frequently used in repeated measures and longitudinal
studies, are investigated. The existing confidence interval methods and new adaptation
method for fixed effect parameters of the models are compared in terms of providing the
accurate results. Constructing a confidence interval requires to be determined some
distributional assumptions. Standard analytical confidence interval methods do not produce
consistent results when the distributional assumptions are not met or small sample sizes are
used. For this reason, parametric bootstrap confidence interval, profile likelihood and
pseudo-score confidence interval method can be applied as an alternative method. It is seen
that parametric bootstrap is a good alternative for small sample sizes in the simulation
study for fixed effect parameter of nested error regression model. In nested error regression
model it is reported that profile likelihood confidence interval method provides better
coverage probability results under medium sample sizes and moderate intra-class
correlation. The pseudo-score confidence interval method is firstly adapted for fixed effect
parameters of linear mixed models. An extensive simulation study is conducted in order to
see how the performances of the new adaptive pseudo-score and the other existing methods
change under the different covariance structure of response variable. In the cases of small
samples and autoregressive covariance structure of response variable pseudo-score method
provides better coverage rates and average expected lengths than the existing methods.
Therefore, pseudo-score confidence interval method is introduced into the statistics
literature as a new confidence interval method for fixed effect parameters of linear mixed-
effect models.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklamalar

BM Beklenti ve Maksimizasyon

BS Bootstrap

BS-t-KR Bootstrap-t-Kenward Roger

DEIDYTE Deneysel en iyi dogrusal yansiz tahmin edici
DEIDYK Deneysel en iyi dogrusal yansiz kestirim
DGEKK Deneysel genellestirilmis en kiigiik kareler
DKE Dogrusal karigik-etkili

ECO En ¢ok olabilirlik

EiDYTE En iyi dogrusal yansiz tahmin edici
EiDYK En iyi dogrusal yansiz kestirim

EKK En kiiciik kareler

GEKK Genellestirilmis en kiiclik kareler

HKO Hata Kareler Ortalamasi

KECO Kisith en ¢ok olabilirlik

KO Kapsama Olasilig1

KTG Kareler toplami grup

KTH Kareler toplam1 hata

ou Ortalama Uzunluk

PBS Parametrik bootstrap

SKK Sinif i¢i korelasyon katsayisi



1. GIRIS

Dogrusal karisik-etki modelleri genetik, egitim, miithendislik, biyoloji, sosyal bilimler gibi
bir ¢ok uygulama alaninda oldukca giiglii ve popiiler bir aractir. Bir dogrusal model yanit
degisken ve aciklayici degisken arasindaki iliskiyi belirler. Dogrusal model hem sabit hem

de rasgele etki igerdiginde, dogrusal karisik-etki modeli olarak adlandirilir.

Dogrusal karisik-etki (DKE) modelleri i¢in birgok teorik ve uygulamali bilgi ile istatistik
literatiiriine katkida bulunulmustur. DKE modelleri metodolojisi istatistik bilimini yeni bir
seviyeye tagimistir. DKE modellerinin teorik yapisi, parametre tahmin yontemleri ile ilgili
en genis kaynaklar: Searle, Casella, ve Mc-Culloch (1992); Molenberghs ve Verbeke
(2000); Diggle (2002); Demidenko (2004); Fitzmaurice, Laird ve Ware (2004); Mc-
Culloch, Searle, ve Neuhaus (2001); Jiang (2007) olarak verilebilir. Istatistiksel
yazilimlarla DKE modellerinin uygulanmasina yonelik en genis kapsamli kaynaklar:
Verbeke ve  Molenberghs (1997); Raudenbush ve Bryk (2002); Faraway (2016);
West,Welch, ve Galecki (2014); Brown ve Prescott (2014); Littell, Milliken ve Wolfinger,
(2006); Hox, Moerbeek ve van de Schoot (2010)’dur.

Dogrusal karisik-etki modelleri, yiizey (spatial) verisi, zaman ig¢inde uzun-vadeli 6l¢iim
verisi (longitudinal), tekrarlanan Sl¢imlii (repeated measures) veriler gibi verilerin bazi
smiflama faktorlerine gore gruplanmis fiziksel, biyolojik, ve sosyal bilimler
arastirmalarinda olduk¢a kullamighdir. Klasik istatistik modellerinde en Onemli
varsayimlar, gdzlemlerin ayni kitleden gelmesi, bagimsiz ve ayni dagilimli olmasidir. DKE
modellerinin verisi daha kompleks, cok diizeyli ve hiyerarsik bir yapida olmaktadir. Ayn
siiftan/ diizeyden/ deney biriminden olan birimler bagimli, smiflar/ diizeyler/ deney
birimleri arasinda gozlemler birbirinden bagimsiz yapida olmaktadir. Bu durumda iki
degiskenlik ortaya c¢ikmaktadir: birisi siniflar/ diizeyler/ deney birimleri igindeki
degiskenlik, digeri de siniflar/ diizeyler/ deney birimleri arasindaki degiskenliktir.

DKE modellerinin ismindeki dogrusallik modeldeki parametrelerin dogrusalligi, karigik
denmesi de modeldeki bagimsiz degiskenlerin diizeylerinin sabit veya rastgele olmasindan
gelmektedir. DKE modelinin kullanim alanlar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir (Demidenko,
2004: 2);



e Kompleks olarak siniflanmis ve zaman iginde 6l¢iilmiis verileri modellemek igin,
e Farkli degisken kaynaklarina sahip verileri modellemek igin,
e Biyolojik ¢esitliligi ve heterojenligi modellemek i¢in,

e Bayesci ve frekans¢1 yaklagimlar arasinda bir koprii kurmak igin.

Zootekni alaninda bir¢ok c¢alismada sigircilik alaninda toplanan veri setleri modellenerek
sigir wrklarinin 1slaht DKE modelleri ile belirlenmistir. Ortaya ¢ikan bir¢ok asilama ve
yabanci irklarin karismasi gibi birgok zorluga ragmen bu modellerin esnekligi sayesinde
genetik 1slah ¢alismalari basariya ulastirtlmistir (Onyango, 2009). Psiko-dil bilimciler ve
diger kavramsal psikologlar deneyleri i¢in genellikle c¢alistiklar1 {iniversitedeki
goniillillerden goézlem toplarlar. Dil sadece o iiniversitede konusulmadigindan; diger
insanlar ve dili yeni 6grenenler tarafindan kullanildig: i¢in burada goniilliiler rastgele etki
olarak ele alinir. Goniilliiler arasindaki genetik, ¢evresel, politik veya diger farkliliklar
rastgele etki olarak modellenmis olur. Munofo, Moore, Payne, Walton ve Flint (2003)
genler ve psikolojik kisisel 6zellikler arasindaki iliskiyi modellemek i¢in DKE modelinin
0zel hallerini kullanmislardir. Genetik yapmin kisisel 6zellikler arasinda etkisinin olup
olmadig1 arastirllmistir. Bir genin cekinik veya baskin olma ozellikleri bu modeller
sayesinde belirlenebilmistir. Ayrica, farkli islerde parmaklarin giiclerinin koordinasyon
yapilarin1 anlamak icin biyomekanik veriler elde edilip DKE modelleri ile analiz
edilmislerdir (Bazzoli, Letu¢ ve Martinez, 2014). Calismada bu modellerin kullanilma
sebebi klasik varyans analizi metotlarinin yeterli olmayacaginin diistiniilmesidir. Ciinkii es-
zamanli ayni bireyden alinan verilerin tekrarli olarak alinmasindan kaynaklanan bagiml

veri yapisi ancak DKE modelleri ile ¢oziilebilecektir.

Bu modeller ayrica genetik ¢alismalarda olduk¢a yaygm kullanilir. Ornegin fenotip ve
genotip arasindaki iligkiyi modellemek i¢in genom kapsamli iligki caligmalari (Genome-
wide association studies (GWASs)) olarak adlandirilan deneylerin modellenmesinde ¢ok

onemli bir yere sahiptir. DKE modellerinin en genel gdosterimi Es.1.1°de ifade edilir:

Y=Xp+Zb+e (1.2)

Klasik istatistiksel modellerle yapilan bir ¢ikarim iki degisken arasinda negatif bir iligkiyi
isaret ederken diger taraftan DKE modelleri ile analiz edildiginde tam tersi bir durum

ortaya ¢ikabilir. Ornegin farkli iiriinlerin fiyatlari ile iiriine olan talep arasindaki iligkiyi



diistinelim. Veriye klasik regresyon modeli uygulandiginda ve asagidaki grafik elde
edildiginde (Demidenko, 2004: 3) regresyon dogrusu negatif bir iliskiyi gostermektedir. Bu
veriler farkli Uiriinlerden toplandigi i¢in aslinda her {iriinlin gozlem degerleri kendi icinde
degerlendirilmelidir. Bu ise DKE modeli metodolojisi kullanilarak yapilabilir. Sekil
1.1°deki grafikten goriildiigii gibi iriinler kendi i¢inde degerlendirildiginde iriiniin fiyati
ve talep arasinda pozitif bir iliski goriilmektedir. ifade edildigi gibi model se¢imi dogru

yapilmadiginda analiz arastirmaciy1 yanlis sonuglara ve yorumlara gotiirebilir.

Regresyon Modeli yaklasim Kansik-etkili Model yaklasim
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Sekil 1.1. Fiyat-talep verisi i¢in klasik regresyon ve DKE model yaklagimi

Yukarida bahsedilen caligmalarda model segildikten sonra o modelin parametreleri ve
fonksiyonlariyla ilgili ¢ikarimlar yapmak deneyi sonuglandirip yorumlayabilmek agisindan
¢ok 6nemli bir agamadir. Birgok uygulama dogrusal karisik-etki modellerinin parametreleri
ile ilgili ¢ikarim yapmay1 gerektirir. Bu ¢ikarimlar dogru tahmin edici yontemleri ve ilgili
tahminlerin hata kareler ortalamasi bulunarak gerceklestirilebilir. Kackar ve Harville
(1984) dogrusal karisik modellerde sabit ve rasgele etkinin tahminleri i¢in hata kareler
ortalamalarin1 arastirmiglardir. Harville ve Carriquiry (1992), klasik ve bayesgil tahmin
yontemlerini dengeli olmayan karisik dogrusal modellere uygulamislardir. Lahiri ve Rao
(1995), kiigiik alan tahminlerinde (small area estimation) hata kareler ortalamasinin (HKO)

tahmini i¢in saglam tahmin ediciler 6nermistir. Das ve Krishen (1999) dogrusal olmayan



karisik-etki modellerinde parametrelerin standart hatalarini tahmin etmek igin bootstrap
metodlarini kullanmiglardir. Chatterjee, Lahiri ve Li (2008) dogrusal karisik modellerde
kullanilan deneysel en iyi dogrusal yansiz tahmin edicinin (DEIDYTE) (EBLUE-empirical
best linear unbieased estimator) dagilimini ve onunla ilgili tahmin araliklarini bulmak icin
parametrik bootstrap yaklasimini kullanmislardir. Kenward ve Roger (1997) kiigiik
orneklemlerde kisitlt en ¢ok olabilirlik (KECO) fonksiyonundan sabit etkiler i¢in ¢ikarim
yontemi arastirmislardir. Istatistiksel ¢ikarimlar parametreler igin hipotez testleri veya
gliven araligl/ bolgesi kurularak gergeklestirilmektedir. Harville (1976) sabit ve rasgele
etkilerin dogrusal kombinasyonlar1 i¢in giiven bolgeleri (confidence regions)
olusturmustur. Bates, Maechler, Bolker ve Walker (2014) Ime4 isimli R kiitiiphanesinde
DKE modeli parametrelerinin ECO ve KECO tahmin edicilerini elde etmistir. Ayrica Wald

ve profil olabilirlik gliven araliklarini Ime4 kiitiiphanesine dahil etmistir.

Diciccio ve Efron (1996), BC, bootstrap-t, ABC ve calibration bootstrap giiven araligi
olusturma metodlarini, bu metodlarin arkasindaki teoriyi ve ayrica bu metodlarin en g¢ok
olabilirlik (ECO) tabanli giliven araliklar1 ile arasindaki baglantiyr gostermislerdir.
Ozellikle fonksiyonlar dogrusal olmadi§inda giiven araliklarmin dogrudan hesaplanmasi

miimkiin degildir veya hesaplamalar1 oldukga giictiir.

Dogrusal regresyon modelinde, regresyon parametrelerinin en kiiglik kareler tahmin
edicileri (EKK) yansizdir, yani EKK tahmin edicisi tekrarli o6rneklemede ilgili
parametrenin degerini sistematik olarak fazla ya da daha az tahmin etmez. Dogrusal yansiz
tahmin ediciler arasinda, EKK tahmin edicileri minimum varyansa sahiptir.Yani hicbir
dogrusal yansiz tahmin edici EKK tahmin edicilerinin érnekleme dagilimi kadar parametre
degeri etrafinda yogunlagamaz. Minimum varyansli dogrusal tahmin edici en iyi dogrusal
yansiz tahmin edici (EIDYTE) olarak bilinir. EKK tahmin edicileri bilinen standart hata
formiillerine sahiptirler, test istatistiginin gozlenen degerinin hesaplanmasi ve varyans
tahmininin hesaplanmas1 kolaydir. Ayrica, herhangi bir regresyon katsayisinin test
istatistigi bilinen serbestlik dereceli Student t dagilimina sahiptir. Karisik etkili modellerde,
durum daha zor olmaktadir. Sabit etkilerin en iyi yansiz dogrusal tahmin edicileri
modeldeki rasgele terimlerin varyanslarina baghdir. Rasgele terimlerin varyanslari
genellikle bilinmezdir ve tahminleri arastirilir. Bu varyanslar genellikle bilinmezdir ve
yaklagimlarini aragtirmak gerekir. Modelin varyans tahminleri kullanilarak olusturulmus

sabit etki tahmin edicilerinin kapali formda yazilamayan ornekleme varyanslar1 ya da



standart hatalar1 vardir. Sabit etkilerden yararlanarak elde edilen test istatistikleri ve
ornekleme varyanslarinin yaklagimlart sonlu 6rnek c¢aplarinda bilinmeyen bir dagilima
sahiptirler. Sonug¢ olarak, bu standart metodlar1 kullanarak yapilacak olan ¢ikarimin iki

potansiyel hata kaynagi oldugu sdylenebilir.

Yukarida bahsedilen bu giicliikler sabit etki parametresi i¢in parametrik bootstrap giiven
araliklar1  kurularak iistesinden gelinebilecegi son yillarda yapilan c¢alismalarda
gosterilmistir. Bu yaklasim altinda, dogru ¢ikarimlar varyans tahminin yaklagimina ve test
istatistiginin bilinen dagilimmna ihtiyag duymadan parametrik bootstrap yontemleri ile
yapilabilir. Yontemin avantajlarina ve diger analitik yontemlere gore kolayligina ragmen,
bu metodun yaymlanmis uygulamasi olduk¢a sinirlidir. Bu yontemi en son Staggs (2009)
calismasinda bazi dogrusal karisik etki modellerinin sabit etki parametreleri i¢in
kullanmistir. Ayrica Liu (2013) calismasinda dogrusal karisik modeldeki parametrelerin
fonksiyonlari icin parametrik bootstrap yontemini kullanmistir. Akdur, Ozonur ve Bayrak
(2016) DKE modellerinin 6zel bir hali olan i¢ ice hata regresyon modelinin sabit etki
parametresi i¢in parametrik bootstrap giiven araligi yontemini analitik gliven aralig
yontemleriye karsilastirmistir. Parametrik bootstrap giiven araligi yonteminin handikap1

oldukca zaman ve maliyet gerektiren bir yontem olmasidir.

Wald-tipi olarak bilinen giiven araliklari en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin asimptotik
ozelliklerine bagli olarak olusturulmus analitik gliven araligi metotlaridir. Ayrica analitik
metod olarak gosterilen diger bir metod da profil olabilirlik yontemine dayanan giiven
araligt metodudur. Bir digeri ise Pearson Ki-kare testinin giiven araligi i¢in uyarlanan
metodudur. Bu metodun yaymlanmis uygulamasi olumsallik tablolarinin parametreleri ve
lojistik regresyon parametreleri i¢indir. Lang (2008) skor ve profil olabilirlik metotlarini
olumsallik tablolarinin parametreleri i¢in giiven araligi olustururken kullanmistir. Agresti
ve Ryu (2010) yapay-skor (pseudo-score) ve profil olabilirlik giiven araliklarin1 kategorik
veri analizinde kullanmak i¢in olusturmustur. Bu modellerde yapay-skor metodunun giiven
araligi yontemi olarak iyi sonug¢ verdigi gosterilmesine ragmen DKE modellerinde

uygulamasi literatiirde goriilmemistir.

Bu tez calismasinda bu konuda ¢aligan arastirmacilara ve uygulamacilara katki verecegi
diistincesiyle DKE modelleri iizerinde yapay-skor giiven araligi metodu uyarlanacaktir. Bu

tez calismasinin temel olarak iki 6nemli amaci vardir. Birincisi kiigiik 6rnek ¢aplarinda ve



farkli kovaryans yapilarinda literatiirde var olan gliven aralifi metodlarinin sabit etki
parametresini kapsama olasiligi bakimindan performanslarini incelemektir. Bir diger
onemli amag ise yapay-skor metodunun yeni bir analitik giiven araligi metodu olarak DKE
modelleri i¢in uyarlamaktir. Tezde deginilen giiven araligi metodlarinin performanslarinin
modelin bagimli degiskeninin kovaryans yapisinin degisiminden nasil etkilendigini
inceleyerek aragtirmacilara en dogru yontemi sunmak bu tezin en 6nemli katkilarindan biri
olacaktir. Ayrica bu tezde tekrarlanan 6l¢limlii ve uzun vadeli ¢alismalarda ortaya c¢ikan
veri setlerinin bagimlilik yapisindan olusan kovaryans yapilart ve DKE modelleri ile
analizi ele alimmustir. Bu tiir ¢alismalarda ortaya ¢ikan veri setleri dogru kovaryans

yapisinin se¢cimiyle DKE modelleri ile analiz edilebilmektedir.



2. KLASIK YONTEMLERIN TANITILMASI

Dogrusal karisik-etki modeli tanitilmadan once asagida yaygin olarak kullanilan iki metod
tanitilip bu metodlarin DKE modelleri ile iliskisi agiklanacaktir. DKE modeli, ilk olarak
Laird ve Ware (1982) tarafindan gelistirilmistir. Demidenko (2004, 4-5) DKE modelini;
varyans analizi (ANOVA), varyans bilesenleri (VARCOMP) ve regresyon modellerinin bir
kombinasyonu olarak tanimlamistir. Ornegin, en basit haliyle, tek yonli ANOVA modeli

asagida regresyon formunda ifade edilmistir.

Y; =B +e;, i=1..n, j=1...,m (2.1)

n terimi modeldeki deney birimi, kiime, grup veya smif sayisini, m.terimi her bir deney
birimden almms gézlem/ Olgiim sayisii, y; i. grubun j. Olgiim degZerini
gostermektedir. {eij} i. grubun j. bireye ait hata terimi olup, N(0, o) parametreli

normal dagilima sahiptir. Onemli ama genellikle ¢okca vurgulanmayan diger bir ANOVA

varsayimi da { ﬁl,...,ﬁn} parametrelerinin sabit etki parametreleri olmasidir. Her deney

birimi i¢in, gézlemler {yil, Yizr-s Yim } ayn1 dagilimli bagimsiz ve S ortalamali olduklar:

goriilebilir. Bilinen ANOVA hipotezi birimlerin/ deneklerin (units/subjects) ayni olmasi,
veya H,:pf =...=/f, olarak ifade edilebilir. ANOVA modeli ayrica dogrusal regresyon

modelinin 6zel bir halidir,
y=X/p+e, (2.2)

y vektori N X 1’lik gozlem vektorii, X matrisi N x pboyutunda tasarim matrisi 3 ise

p x 1 boyutunda parametre vektdriidiir. Ornegin tek-yonli ANOVA modeli regresyon

formunda ifade edilebilir. goézlemleri y vektoriinde N :Zmi olmak iizere X tasarim
i=1

matrisinin elemanlar1 0 ve 1 ve grup sayist veya deney birimi sayist modeldeki parametre

sayisina esit olur yani p =n’dir. Cesitli ANOVA modelleri dogrusal model olarak Searle

(1971)°’de gosterilmistir. Tiim ANOVA modellerinin iki onemli 6zelligi vardir:



parametreler { By ﬁp} en kiiclik kareler yontemi ile tahmin edilir ve F-testi dogrusal

hipotez testi i¢in kullanilir. Es. 2.2 ve 2.1 sabit etkili modellerdir.

{ ,B,} parametrelerinin rasgele oldugu varsayilirsa farkl bir istatistik modeline gidilecektir.
Bu parametrelerin ortak ortalamas1 £ ve varyanslari da aé olarak normal dagilimli oldugu

varsayilirsa, S ~ N(ﬂ,cf;) , B =p+b olmak iizere varyans bilesenleri modeli asagidaki

gibi yazilir;

Yii = p+b +€; (2.3)

b, terimi rasgele etki olarak adlandirilir. ANOVA modeli sabit etki modeli varyans

bilesenleri ise rasgele etki modelidir. Es. 2.1 ve Es. 2.3 benzer goriinseler de, farkl
istatistiksel Ozelliklere sahiptirler. ANOVA modelinde birimler i¢inde gézlemler bagimli

degildir, varyans bilesenleri modelinde ise birimler icinde gozlemler birbirlerine bagimlidir
ve korelasyon katsayisi O';/ (o? +a;) olarak formiile edilir. Gauss Markov teoremine
gore, Es. 2.1 EKK tahmin edicileri en ¢ok olabilirlik (ECO) tahmin edicileriyle aynidir
tutarhidir ve etkindir, ama bu durum Es. 2.3 modeli i¢in saglanmaz. Ayrica, m,’ler farkl

oldugunda ECO tahmin edicilerinin kapali formlar1 i¢in ¢6ziim yoktur.

Karisik etkili modeller ANOVA ve varyans bilesenleri modellerinin bir kombinasyonudur.

Ornegin, n (i=1,..,n) kisi igin ti 6y, b, gibl farkll zamanlarda alinan kan basinci
degerlerinde; y;, 1. kisinin t;. zamandaki kan basimnci degerini gostersin. t; zaman
vektorit X; tam tasarim matrisinde igerilsin. Es. 2.3’deki model kan basinci degerinin

kisiden kisiye degisiklik goOsterip gostermedigini anlamak i¢in yeterli olabilir. Aym
zamanda kan basinci farkli zamanlarda kisinin farkli yas araliklarina denk geldigini
diisiiniiliirse zaman degiskeninin etkisi de 6grenilmek istenebilir. Bu durumda, varyans

bilesenleri modeli karisik-etki modeline doniisiir,

Yi = Xiljﬂ+b| +€; . (2.4)



3. DOGRUSAL KARISIK-ETKI MODELI

Basit dogrusal regresyon modelinde, Y = ) + X +e, regresyon katsayilari sabit etkilerdir.

Bu parametreler tiim kitleyi temsil eder; sabit terim X =0noktasinda Y vektoriiniin
ortalamasini, egim parametresi X ’deki bir birimlik artisin Y ’deki ortalama degisimini

gosterir.

Sabit etkinin tersine, rasgele etki kitleyi biitiin olarak karakterize etmez. Etki rasgeledir
clinkii, elde edilen etkinin degeri kitleden alinan rasgele bazi 6zel birimlere baghdir.
Ornegin, tekrarlanan dlgiimlii tasarimlarda, calismadaki yamit degiskenin degerlerinin bir
kism1 deney birimleri arasindaki farkliliktan kaynaklanmaktadir. Bu kendine 6zgli deney
birim etkisi rasgele etki yoluyla modellenebilir. Benzer sekilde, 6grenci basar1 skorunun
belirlenmesi calismasinda her bir sinifa ait olan etki rasgele etki yoluyla modellenir.

Dogrusal regresyon modelindeki hata terimi de aslinda bir rasgele etkidir.

Asagidaki model ve varsayimlarla birlikte matris formunda genel DKE modeli

gosterimidir;
y, =X, B+Zb +e, i=1..,n
b~ N(0,G) (3.1)
e ~N(OR) '
b,...b,,e,....e, kov(b,e)=0

Es. 3.1 modelinde Y, i. deney birimi i¢cin mveya m, boyutlu yanit degisken vektorii,
1<i<n, ndeney birimi sayisi, X, ve Z, sirastylamx pve m x gboyutlu agiklayici
degisken (tasarim) matrisleri, £ p boyutlu sabit etki vektorii, b. q boyutlu rasgele etki

vektorli, €, mboyutlu hata terimlerinin vektoriidiir.

Es. 3.1 modelinde kov(b)=G olacak sekilde, b, rasgele etki vektorii ve Z; ilgili tasarim
matrisidir. Z;’nin siitunlar1 X, nin siitunlarinin bir alt seti olabilir. Rasgele farklilasmasi
istenen S regresyon parametrelerinin belli bir boliimii Z,’nin siitunlarini olusturan X;

sutunlar ile belirlenebilir.
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X;’nin gerekli siitunlar1  Z,’ye eklenerek [ ’daki istenen parametrelerin rasgele
farklilagmas: saglanabilir. Rasgele etkiler, b, G kovaryans matris ve sifir ortalama
vektorli ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir. Prensipte, b, icin herhangi bir ¢ok
degiskenli dagilim varsayilabilir ama pratikte b, 'nin ¢ok degiskenli normal dagilima sahip
oldugu varsayilir. {yi} vektorlerini birlestirerek Zmi X 1boyutlu y vektorii ve {Xi}
matrislerini  birlestirerek Zmixp boyutlu X matrisine ve {Zi} matrisleri de

Z =diag{Z,,...,Z,} olarak tam bir matris esitligine doniistiiriilebilir;
y=Xp+Zb+e (3.2)

Es. 3.2°de verilen model bir dogrusal model gibi goriinse de, varyans parametrelerinin
(genellikle) bilinmez olmasi nedeniyle tahmin metodolojisinde bu model dogrusal olmayan
istatistik kategorisinde incelenmektedir. Z matrisinin elemanlart grup tiyeligini belirten O
veya 1 degerlerinden ve X matrisinin siitunu kesim (intercept) terimini gosteren 1

degerlerinden olusursa bu modele varyans bilesenleri modeli denir.

Eger R = (72|mi olarak alinirsa Es. 3.1 kosullu bagimsizlik modeli olarak bilinir. i. deney
biriminden alinmis m. gozlemin b, ve g kosulu iizerinden bagimsiz oldugunu ifade eder.
R. esnetilerek baska kovaryans modellerine sahip olmasi istenirse i. deney biriminden
alinmis m, gozlemin b,ve £ kosulu lizerinden bagimsiz oldugunu ifade edilemez. Y, nin
b, iizerinden kosullu dagilimi X, +Zb ortalama ve R, kovaryans matrisi ile normal

dagilmhdir. f(y, |b) ve f(b) ilgili olasilik yogunluk fonksiyonlarini géstermek iizere;

Yy, 'nin marjinal yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir;

f(%) =] f(y [b)f(0)db,

Boylece y,, X, ortalama vektorii ve V, =2Z,GZ,'+ R, kovaryans matrisi ile m, (veya

dengeli durumda m) boyutlu normal dagilima (marjinal dagilimi) sahip olur. Bu yaklasim

SAS PROC MIXED prosediiriinde kullanilmaktadir. Cikarimlar Yy, ’nin marjinal dagilimina
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gore yapilir. Tezde dengeli durum ele alindigl i¢in deney birimi icinde gozlem sayisi

genellikle m olarak ifade edilmistir.

Rasgele etkiler ve hata terimleri i¢in normallik varsayimlart model kurulumunda gerekli

olmasa da parametre tahminleri, hipotez testleri ve rasgele etkilerin kestirimleri i¢in gerekli
bir varsayimdir. « vektorii V, =Var (Yi) ’deki varyans ve kovaryans parametrelerini iceren
vektor olsun. o vektoérii G matrisinin elemanlarin1 ve R,’deki tiim elemanlar: igerir.
Y, ’nin marjinal modelinde bulunan tim parametrelerin vektéri &= (8", «") ile ifade

edilsin. Marjinal olabilirlik fonksiyonundan elde edilen tahminlere gore yapilan
yaklagimlar klasik yaklasimlardir. Es. 3.1°de verilen modelin varsayimlari altinda DKE
modelleri i¢in marjinal olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonunun genel yapisi asagidaki
gibidir;

i=1

I—ECO (Ba)= ﬁ(”)imi/z |Vi (a)| zxexp(_%(Yi - XiB) 'Vili ()Y, — Xiﬁ)) ,
1(.0)=InL(8,2) =~ NIn2a) 2 S In(M (@) -5 30 - XAV 4 (@0 - X,6) (33)

Ik olarak modelin varyans parametrelerinin bilinir oldugu varsayilirsa £ nin en gok

olabilirlik tahmini Es. 3.3 maksimize edilerek elde edilir (Laird ve Ware, 1982),
n 1 h

W, =V, () olmak iizere /= [Z X\ W, xi] DX Wy, (3.4)
i=1 i=1

-1

Var(;ﬁ){ix WXJ (Zx 'ivvivm)vvixij{ix WXJ (35)

Var(p) = (Z X" Wixi)_ (3.6)

i=1

E(Y,) ortalamasi, X,/ olarak dogru sekilde belirlendiginde Es. 3.4 i¢in yeterlilik kosulu

yansiz olmasidir. Es. 3.5 ve 3.6 kovaryans matrisinin dogru olarak belirlendigini varsayar.
Boylece Es. 3.6’ya gore yapilacak olan analizler kovaryans matrisinden sapmalardan

etkilenecektir ve saglam (robust) ¢ikarimlar olmayacaktir. Bu sapmalardan etkilenmeyecek
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Var( ,@) icin bir tahmin edici sandvi¢ tahmin edici adiyla Liang ve Zeger (1986) tarafindan

onerilmistir. Es. 3.5’de verilen V(Y,) yerine r, =yi—Xiﬁ olmak {iizere rr' yazilr.

Ortalama dogru belirlendigi takdirde bu tahmin edici tutarli olacaktir. Modelin varyans
parametreleri ¢ bilinmediginde eger tahmini elde edilebiliyorsad, V. =V,(&)=W*
olarak almir. S sabit etki parametre vektoriiniin tahmini Es. 3.4’de W, yerine V\A/i

kullanilarak elde edilir. 3 ’nin standard hata tahminleri Es. 3.5 ve 3.6’de « yerine &

kullanilarak elde edilir. SAS PROC MIXED ve R’in Ime4 paketinden ilgili tanminler elde
edilebilir. Bu yazilimlar sayisal algoritmalar yoluyla ECO tahminlerini bulur. Asagida
siklikla kullanilan bazt DKE modelleri tanitilacaktir.

3.1. Tek Yonlii Rasgele Etkili ANOVA Modeli (RANOVA)

Bu model DKE model tanima tam olarak uymamaktadir, ¢iinkii modelde sabit etki yoktur.
Scheffe, (1956)’ya gore bu model ilk olarak 1886 yilinda bir astronomun farkli gecelerde
tekrarli teleskopik gozlemler almasi sonucu ortaya ¢ikmustir. Tek yonlii rasgele siniflama
modeli olarak da bilinir. Tek faktorlii rastgele etki modeli zootekni, biyoloji, klinik deney
caligmalari, giivenilirlik analizi, ¢evresel deneyler gibi istatistifin bircok uygulama
alaninda siklikla kullanilmaktadir. Ozellikle son yillarda laboratuvarlar arasi yapilan
caligmalarda laboratuvar etkisini modellemek icin kullanilmistir. Model asagidaki gibi

yazilir;
Yij =p+ao;+e, (3.7)

Y; terimi i. simftaki j. gdzlemi gosterir, ¢ i. simftaki rasgele etkiyi, ; ise Y;ile ilgili
rasgele hatayr gostermektedir. g modelin genel ortalama ve sabit etki terimidir. e,

terimleri aym dagilmli ve bagimsizdir, N(0, 67). ¢,

. terimleri ayni1 dagilimh ve

bagimsizdir, o, ~ N(0, &2). e; Ve «; terimleri bagimsizdir. Rasgele etkinin varligini test
etmek i¢in H,: Jj =0; H,;: Gj #0 hipotezi kurulur. Modeldeki toplam grup/ sinif/
deney birimi sayis1 n ve i. smiftan alinan 6lglim/ gézlem sayis1 m; ile gosterilir. Dengeli

veri setleri i¢in her siiftan ayni sayida gozlem alinir ve m ile gosterilir.
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Sinif i¢i korelasyon katsayisi, hem birim hem de varyanslari bakimindan ayni gruba ait
olciimler arasindaki iliskiyi belirlemek amaciyla gelistirilmistir. Ornegin, bir batinda dogan
yavrularin agirliklart arasindaki iliski, ikizlerin 1Q degerleri arasindaki iliskinin 6lglimiinde
smif i¢i korelasyon katsayis1 (SKK) kullanilir. SKK, ayni1 denekten elde edilen 6l¢limlerin
degiskenligini, denekler ve gdzlemler iizerinden elde edilen toplam degiskenlik ile

kargilagtirir ve p=0>/(c> +07)olarak tanimlanmigtir. Ayrica bu katsay1 yerine bazen
varyans orani kullanilmaktadir, ¥ = 6 / . Bu iki terimin aralarindaki iliski . p = y / y +1.

olarak tanimlanir.
3.2. Fay-Herriot Model

Kiiglik alan tahmini (small area estimation) i¢in anket Orneklemelerinde ¢ok az Ornek
birimi igeren kiigiik cografi alanlarda ¢ikarim ve kestirim yapmak i¢in kullanilan bir
modeldir (Hulting ve Hartville, 1991; Fay ve Herriot, 1979) Model asagidaki gibi ifade

edilir;
Y, =X,f+b +¢, (3.8)

b, ve e ’ler birbirlerinden bagimsiz dagilimlar1 b ~ N(0,57), € ~ N(0,57) olan rasgele
degiskenlerdir. &7’lerin genellikle bilinir oldugu varsayilir veya daha onceki anket

caligmalarindan tahminlerine genellikle ulasilabilir.
3.3. I¢ ice Hata Regresyon Modeli

Fay-Herriot model ve tek-yonli RANOVA modeli i¢ ige hata regresyon modelinin 6zel

durumlaridir, asagidaki gibi gosterilir;

Y, =X, B+b+e, i=Ll.,n,  j=Ll..m (3.9)

b, ve e; ’ler birbirlerinden bagimsiz dagilimlar1 b ~ N(0, o), & ~ N(O, o?) olan rasgele
degiskenlerdir. Simiilasyon ¢alismasinda ele alman Y; =/ + X +b +¢e; i¢c ice hata

regresyon modelinin 6zel bir durumu i¢in modelin parametreleri ile ilgili tanimlamalar
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yapilacaktir. Bu bdliimde hata terimlerinin bagimsiz ve sabit varyansl oldugu varsayimi

altinda modelle ilgili tahmin ediciler verilmistir.

Y, =(Y,....Y;n )" olmak iizere bir genel kanonik model gdsterimi asagidaki gibi verilir,

Y, =X,B+Zb +e, i=1..n, b~N(@OG) e~N(@OR =057 (3.10)

I¢ ige hata regresyon modeli i¢in bu terimler; b =(b) rastgele etki sabiti, S=(3,,4)"

sabit etki vektorl, X; =(L x;),,, sabit etkiler i¢in tasarim matrisi, Z; = (1),,, rastgele etki

mx1

terimi i¢in tasarim matrisie, =(e,,...,&, )" gosterilebilir. ilgilenilen parametre vektorii

0=(p,.B..0%.0%, p), ve genel parametre fonksiyonu g(0)ile ifade edilecektir.

Varyanslar bilinir oldugunda veya elde edilen tahminleri asagidaki esitliklerde yerine

koyularak sabit etki tahminleri asagidaki gibi elde edilir (Jiang, 2007: 71).

d, =m /(o7 +moy; ), olmak iizere dengeli ve dengesiz veri-seti durumunda sabit etkilerin

EIDYTE’leri asagidaki gibi ifade edilebilir;

QL dx)C. L dy) -4, .)(Z % Yi)

BBLUEO
(Z -1 |)(Z. L% )_(Zi=1
B Z| =1 ')(Z| =11 'yi )_(Zin:l ')(ZI =1 '

(Z| -1 ')(Z—l i )_(Zi=l

m. =m olarak yazilirsa dengeli tasarim olarak ifade edilir ve sabit etkilerin EIDYTE’leri

asagidaki gibi olur:
ﬁ (ZI =i )(ZI 1y') (ZI =1 l)(ZI =1 iy
e n(2| S ) (Z| 1X')

i 2 =XV -Y)
EDYTE1 — zizl(xi _2)2

Yukaridaki esitlikte goriildiigii gibi dengesiz tasarim durumunda sabit etki tahmin edicileri

varyans bilesenlerine baglidir, ama dengeli durumda varyans bilesenlerinden bagimsizdir.

Sabit etki tahminlerinin A . = (ﬁEjDYTE’O, ﬁAEiDYTE,l)' varyans1 da asagidaki gibidir;
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Var(f e ) = (XVEX)™? (3.11)

Bu model i¢in tahmin edicilerin varyanslarinin acgik hali

D= (zn d)(Z:In d.x?) —(Z?Zldixi)2 olmak tizere asagidaki gibi yazilir;

i=1 =11

1 Zinzldixiz _Zinzldixi

Var(ﬁEiDYTE) ="

0-82 _Z::1dixi Z::1di

EIDYTE iginde varyans bilesenleri mevcut oldugunda bunlarin tahminleri yerine yazabilir.
Sonugta elde edilen tahmin edicileri deneysel EIDYTE (DEIDYTE) olarak adlandirilir.
Normal dagilim varsayimi altinda, varyans bilesenlerinin tahminleri en ¢ok olabilirlik
tahminleri oldugunda, DEIDYTE en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri ile ayn1 olacaktir.
DEIDYTE oldukga karmasiktir. Ozellikle y icinde dogrusal degildir. Ayrica, Es. 3.11°de

V varyans bilesenleri tahminleriyle yer degistirirse, DEIDYTE’daki ger¢ek varyasyonun
az tahmin edilecegi diisiiniilmektedir. Kackar ve Harville (1984), DEIDYTE nin ﬁ’EBLUE ,
icin yansiz tahmin edici oldugunu varyans bilesenlerinin tahmin edicilerinin diizgiin ve
degismez oldugunu normallik varsayimi altinda gostermistir, yani E(,@DE,DYTE) = dir. Ek

olarak, normallik varsayimi altinda herhangi verilen bir a vektorii i¢in asagidaki esitlik

gosterilmistir;
A A A A 2
var(a' 3) =Var(@' Bupyre) + E{a'(B— Bepre)} (3.12)

var(a' bA’E[»DYTE) = a'Var(,éE,DYTE)a oldugundan, Es. 3.12’nin sagindaki ilk terim Es. 3.11°de
varyans bilesenlerinin tahminleri yerlestirilerek tahmin edilebilir. Es. 3.12°nin son terimi
bu sekilde tahmin edilemez. Bu durum biiyiik 6rneklemlerde ¢cok 6nemli bir sorun teskil
etmez. Kiigiik 6rneklemlerde ise Kackar ve Harville (1984) ve Kenward ve Roger (1997)
bu tahmin edicilerin varyanslari i¢in diizeltmeler Onermislerdir. En azindan biiyiik
orneklem durumlarinda sabit etkiler i¢in giiven aralifi kurulumunda bu zorluk bir

probleme yol agmaz. ANOVA modelleri i¢in Jiang (1998b) varyans bilesenleri kisitli en

cok olabilirlik tahminleri oldugunda Es.3.11 ,8 ‘nin asimptotik kovaryans matrisidir.

Ayrica varyans bilesenleri en cok olabilirlik tahminleri oldugunda Es.3.11 ,5' ‘nin



16

asimptotik kovaryans matrisidir (Miller, 1977). V varyans bilesenlerinin en ¢ok olabilirlik
veya kisitli en cok olabilirlik tahminleri olmak {lizere a'f ig¢in biiylik 6rneklemlerde
asimptotik giiven aralig1 (Wald giiven aralig );
{a'ﬂ— 2y, {a'(X '\7‘1X)‘1a}1/2 a'f+z,, {a'(X '\7‘1X)‘1a}m} olarak ifade edilir.

2 2
B, icin bityiik drneklemlerde asimptotik giiven araligi &> ve &7 varyans bilesenlerinin

kisith  en ¢ok olabilirlik veya en ¢ok olabilirlik tahminleri a'=(0,1)",

n

d=m/(62+mé?), D= d)C. dx) - dix)* olmak iizere,

n 1/2 n 1/2
>d >d
I 1
B-z, | B+z, | o ile ifade edilir
1 l-a 2 A VM1 1-a 2 A .
2 | 0,D 2 | 0,D

3.4. Dogrusal Karisik Etki Modellerinde Kovaryans Yapilari

Dogrusal karisik etki modelleri gruplanmis veri setlerinin yani sira uzun vadeli
(longitudinal) caligmalarda ve tekrarli Ol¢iim  verilerinin  analizinde siklikla
kullanilmaktadir. DKE modellerinin altinda yatan temel dayanak bazi regresyon parametre
setinin bir deney biriminden digerine degismesidir, bu sebeple kitledeki dogal
degiskenligin kaynagi hesaba katilir. Her deney birimi i¢in kendi ortalama yanit egrisi
olusturulur ve regresyon parametre setinin rasgele oldugu diisiiniilir. DKE modellerinin
ayirt edici Ozelligi; yanit degiskenin ortalama degeri tim deney birimleri tarafindan
paylasildigr varsayilan kitle karakteristigi £ ve deney birimine 06zgii rasgele etkiden
olusur. Littell, Pendergast ve Natarajan (2000) tekrarli 6l¢iim verilerini analiz etmek igin
DKE modellerinin nasil kullanilacagini farkli kovaryans yapilar ile birlikte SAS Proc
Mixed fonksiyonu yardimiyla agiklamigtir. Dawson, Gennings ve Carter (1997) tekrarl

Ol¢timlerde kovaryans yapilarini belirlemek i¢in grafiksel teknikleri kullanmiglardir.

Bu béliimde DKE modellerinde ortaya ¢ikabilecek olasi kovaryans yapilar1 ve uzun vadeli

DKE modelleri incelenecektir. Bir ¢ok ¢alismada, R =Var(e,) diyagonal matris olarak

almir ; I, mxm boyutlu birim matris olmak iizere R;=c’I  gdsterilir. Bu durumda hata

m

terimlerinin deney birimi i¢inde bagimsiz oldugu varsayilir; kov(e;,e,)=0. Bu ¢ok



17

siirlayict bir durumdur, tekrarlanan 6l¢iim ve uzun vadeli ¢aligsmalara uygun olmayan bir

yapudir. R, i¢in uygun kovaryans yapilar1 AIC, BIC, AICC gibi bilgi kriterlerine gore
belirlenerek secilmelidir (Gurka, 2006). Ayrica teoride G, =Var(b.) olarak yazilabilir, yani

gruplar aras1 kovaryans matrisi farkli olabilir ama genellikle ayn1 oldugu varsayilir. Iki

farkli G, nin uygun olacag bir calismay1 Lee ve Bryk (1989) literatiire kazandirmustir.

Dogrusal modelde bir rasgele etki terimi olmasi yanitlar arasinda kovaryansa neden olur ve

kov(Y;) =V, rasgele etki igin ayr1 bir yapiyr barndirir. Dogrusal bir modele rasgele

i
etkilerin dahil edilmesiyle zamanin bir fonksiyonu olarak tekrarli 6l¢iimlerin kovaryansi
aciklanir. Deney birimleri i¢indeki degiskenlik ve deney birimleri arasindaki degiskenlik
DKE modelleri ile agik¢a ayirt edilir. Olgiim veya tekrar sayisindan bagimsiz olarak
modeldeki rasgele etkilerin kovaryans yapilar1 genellikle az sayida parametreyle aciklanir.
DKE modelleri, uzun vadede toplanmis yanit degisken degerlerinin deney birimleri i¢i ve
deney birimleri arasi analizini gergeklestirebilir. Kitledeki yanit degiskeninin ortalama
degisimini aciklayan parametreleri tahmin etmenin yani sira her bir deney biriminin
zaman/ 6l¢iim i¢indeki kendi degisimini de agiklar. Bagimli degiskenin kovaryans matrisi
V,; R, deney birimleri i¢i degiskenligi 6lgen ve Z,GZ, deney birimleri arasinda

degiskenligi Olgen iki farkli yapidan olusur. Bazi kaynaklarda bagimli degiskenin
kovaryans1 dogrudan R; yoluyla modellenmistir. Little ve digerleri (2000) tekrarli
olciimlerde bagimli degiskenin kovaryans matrisi V.’yi R. matrisini toeplitz, otoregresif,
birlesik simetrik gibi degisik yapilar secerek ve G =0 alarak modellemistir. Yine aym
calismada G ve R matrislerinin her ikisini de otoregresif yapida segerek ayni deney
biriminden alinan gozlemler arasindaki kovaryansin iki farkli kaynaktan gelmesini
saglamistir. Tezde bu caligmadan esinlenerek goézlemler arasi kovaryansin iki farkl
kaynaktan gelmesi saglanmasi amaciyla SAS PROC Mixed prosediiriine benzer olarak V,
, G ve R, hilesenleri yoluyla modellenmistir. Bunun nedeni V. "nin daha esnek bir yapiya

sahip olabilmesidir. Ayrica DKE modelleri dengeli olmayan 6rnek caplariyla kolaylikla
bas edebilir. Her deney biriminden ayn1 sayida dl¢lim alinmasi gerekmez. Sonug olarak,
DKE modelleri dengesiz uzun vadede toplanmis (longitudinal) veya tekrarlanan 6lgiimlii

verileri (repeated measures) analiz etmede oldukga kullaniglidir.
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3.4.1. Rasgele kesim modeli

Rasgele kesim modeli (random intercept model) deney birimine gore degisimi igeren bir

rasgele etkiye sahip dogrusal modeldir;
Y, = XijﬁerI +6;, (3.13)

burada b;rasgele deney birimi etkisi ve e;rasgele hata terimidir. i. deney biriminin j.

Durumdaki yanit degisken degerinin kitle ortalamasi X; 3 den b, +e; kadar farkli oldugu

varsayilir. Rasgele etki terimi ve hata teriminin rasgele, ortalamalarinin 0 ve varyanslarinin

sirastyla Var(b)=o; ve V&ll’(eij):ag2 oldugu varsayilir. Bu model kitledeki ortalama
yanit profilinin E(Y;) = Xi'j p yani swra her deney biriminin ortalama yanit egrisini
E(Y; |b)=X;B+b ifade eder ve deney birimine dzgii b, etkisi verildiginde Y; nin
kosullu ortalamasmi gosterir. Deney birimine 06zgii rasgele etkilerin dagilimi

tizerinde E(Y;) = Xi'j B terimi Y, nin marjinal ortalamasini gosterir. Her iki durumda da

ortalama yanit degisken degeri kosullu olarak agiklayici degisken X degerlerine baghdir.
Es. 3.13 modelindeki parametrelerin izahi diigiiniiliirse; regresyon parametresi £ ortalama
yanitin Ol¢lim/ zaman iginde degisim yapisimi ifade eder. b, i. deney biriminin 6l¢lim/
zaman ic¢inde kitle ortalamasindan farklilagsma trendini ifade eder. Aciklayici degiskenlerin
etkisi hesaba katildiginda b, deney biriminin kitle ortalama kesiminden (population mean
intercept) ne kadar uzaklastigin1 gosterir. Es. 3.13 modeli agsagidaki gibi acik olarak ifade
edilir;
Y, = X;8+b +g
= B X+ Bo Xy +-o o+ B, Xy, +b, +€;
=B+ B, Ko oo+ B Xy, 0 18y
=(B+b)+ B, X +...+ B, X, +b +e,

(3.14)

burada tiim . i ve j’leri¢in X;, =1 oldugunda B sabit etki i¢in kesim terimi olur. Model
bu sekilde ifade edildiginde i. deney birimi igin kesim (intercept) A, +b bir deney
biriminden digerine rasgele degisimini agikca ifade edebilir. Ciinkii b, rasgele etkisinin

ortalamasinin 0 oldugu varsayilir, b, i. deney biriminin kesiminin g +b, kitle kesimi
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p,’den ne kadar farkli oldugunu ifade eder. Model denkleminin grafiksel gdsterimi

diistintilerek DKE modellerinin bu basit 6rnegi daha iyi anlasilabilir. Sekil 3.1 marjinal
ortalama yanit degisken degerlerinin zaman/ Ol¢iim i¢inde kitledeki dogrusal degisimini
(kesiksiz ¢izgi ile ifade edilmistir) ayrica kosullu ortalama yanit degisken degerlerinin iki

deney birimi A ve B i¢in kitle trendinden farklilig1 (kesikli ¢izgilerle) ifade edilmistir.

Yamt Degisken

0 1 2 3 4 o)

Zaman/ Olgiim

Sekil 3.1. Zaman i¢inde yanit degiskenin marjinal ve kosullu degisimi

Sekil 3.1°deki gosterimde deney birimi A kitle ortalamasindan daha fazla yanit vermistir
(responds) boylece pozitif bir b, ’ye sahip olmalidir. Bir diger taraftan deney birimi B kitle
ortalamasindan diisiik yanit vermistir ve negatif bir b, ’ye sahiptir. Rasgele kesime sahip
karisik etki modeli A ve B deney birimlerindeki tekrarli 6l¢timler i¢in miikemmel bir

sekilde yayilan deney birimine ait egrileri varsaymaz. e; hata teriminin eklenmesi deney

birimine 6zel egrinin altina ve iistiine diisen rasgele 6l¢iimlere izin vermis olur. Bu durum

Sekil 3.2°de gosterilmistir. Ayni deney birimindeki farkli tekrarli Slgiimler i¢in marjinal
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kovaryansi ele alinsin. Deney birimine 6zgii etki lizerinde ortalama alindiginda Y; igin
marjinal ortalama E(Y;)= g =Xi'jﬁ “dir. Y ler arasi marjinal kovaryans, Y, ’nin

marjinal ortalamasindan farklilig1 bakimindan tanimlanir.

o
A
o
o o
g
[e] I__.-"'""II
=
0,2
o
Yamt Degiskeni
B
o 0
" e 0
o 9.7 O
___..-"
Qe
=] IId_ﬂ.--"
,,,,,, )
o o

I I T T T T

°c 1 2 3 4 5

Zaman' Olgiim

Sekil 3.2. Hata terimi ile marjinal ve kosullu yanit degiskenin degisimi

Ornegin, Sekil 3.2°de bu farkliliklar A deney birimi igin biitiin 6l¢iimlerde pozitif, B deney
birimi i¢in ise negatif olmustur. Boylece yanitlar arasinda marjinal olarak zaman/ 6lgiim
icinde pozitif bir korelasyonu gostermektedir. Rasgele kesim modeli icin her yanit
degisken degerinin marjinal varyansi asagidaki gibi gosterilir;
Var(Y,) =Var(X;5+b +e;)

=Var(b, +¢;)

=Var(b)+Var(e;)

— 2 2
=0, +0,
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Herhangi ayni deney biriminden alinmus iki yanit degisken olgiimii Y, ve Y, arasindaki

kovaryans agagidaki gibidir;

kov(Y; , Y, ) =kov(X;B+b +e; , X, B+b +e,)
=kov(b, +e; ,
=kov(b, , b)
=Var(b) = o}

bi + eik)

Ayni deney birimi i¢in tekrarli dl¢limlerin marjinal kovaryans matrisi asagidaki birlesik

simetrik (compound symmetry) yapisina sahip olur;

2 2 2 2 2

o, +o o, o, o,

2 2 2 2

o, o, +0- o, o,

— 2 2 2 2 2

kov(Y))=| o, o, o, +0. o,
2 2 2 2 2
o, o, o, o, +0-

Ayni deney biriminden alinmis iki 6lgiim arasindaki kovaryans o ve korelasyon

2

korr(Y; , Yi) = Zo-b > olacaktir. Korelasyonun bu basit tanimi karigik etki modellerinin

Oy, +0,

onemli bir 6zelligini vurgular: b, rasgele etkisinin dogrusal modele dahil edilmesi tekrarli

Olciimler arasinda korelasyona neden olmustur. DKE modelinin en basit hali olan bu model
genellikle uzun vadeli verilerin analizi i¢in uygun olmaz. Bu nedenle diger bdliimde daha
genellestirilmis DKE modellerine yer verilecektir. DKE modelleri igin ortaya ¢ikabilecek

farkli kovaryans yapilar ileriki boliimlerde tanitilicaktir.

3.4.2. Rasgele egim modeli

Bu boliimde rasgelelik gosteren ek regresyon parametrelerinin dahil edilmesiyle daha genel
bir DKE modeli olan rasgele egim (katsay1) modeli (random slope (coefficient) model)
tanitilacaktir. Ayrica DKE modellerinin bazi 6nemli 6zellikleri iizerinde durulacaktir. DKE
modelinin en énemli prensibi bazi regresyon parametreler setinin deney biriminden deney
birimine degismesidir. Yukaridaki en basit 6rnekte yalnizca kesimin rasgele olmasina izin
verilmistir. Bu tek rasgele etkinin modele dahil edilmesi tekrarli 6lgiimler arasi sinirl bir

formda olmasina ragmen kovaryansa neden olmustur. Bazi regresyon parametrelerinin
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rasgele olmasina izin vererek uzun vadeli veriler i¢in daha uygun bir kovaryans yapisi elde
edilebilir. Ornegin zaman icinde alman tekrarlanan &lgiimlii bir calisma ele almsin.
Yetiskinlikte degisen kisisel 6zelliklerin orani tahmin edilmek i¢in kisilik Olglimleri
deneklere belli yillarda belirli bir zaman o6l¢eginde uygulanarak gerekli degerler
toplanmistir (Terracciano ve ark., 2005). Arastirmaci denekler i¢i skor siniflandirmalarini
gormezden gelip kisilik Ozellikleri ve deney birimi yasina gore regresyon modeli
kurulabilir. Bu sonug, degisim oraninin yansiz bir tahmin edicisini verebilir, ama deney
birimi i¢inde hatalarin 1iligkili olmasi dogrusal regresyon modelinin EKK model
varsayimini bozacaktir. Boylece egim parametresinin tahmininin standart hatasin
kullanarak yapilan ¢ikarimlar giivenilir olmayacaktir .Bu nedenle DKE modeli veri setinin
analizinde uygun olur. Asagidaki biliyiime egrisi (growth curve) modeli veri setine

uydurulmustur;

Yij =P +YASij:B2 +by; + YASiiji t+¢€; (3.15)

Y; : 1. denek i¢in j. zaman noktasinda kisisel 6zellik skoru,

S, sabit terim,

B, : egim terimi (denekler arasi ortalama egim ),

YAS; : 1. denegin j. zaman noktasindaki yasi,

b, : 1. denegin sabit teriminin ortalama sabit etkiden, f, rasgele sapmasi,

b,, :i. denegin egim teriminin ortalama egim teriminden, S, rasgele sapmasi,

€, - 1. denegin j. zaman noktasinda ilgili rasgele hata terimi.

e; hata terimlerinin bagimsiz ve N (O, o) normal dagilimli oldugu veya hata terimlerinin
de tekrarh 6l¢timlerden dolay1 deney birimi i¢inde bagimli oldugu bir kovaryans yapis1 R,
ele alinabilir. b; ve b, terimlerinin ¢, ’lerden bagimsiz ve ortak (joint) dagilimlarinin

N(0,G) oldugu varsayilir. G ise 2x2 boyutlu bir varyans-kovaryans matrisidir.

Bu modelde, sabit egim terimi (fixed slope) i¢in EIDYTE rasgele terimlerin bilinmeyen
varyanslarina baglidir. Bu varyanslarin formiildeki parametrelerinin EIDYTE’leri i¢in
yerine kullanilacak tahminleri varsa, bulunan tahmin edicinin 6rnekleme varyanslar1 kapali
formda yazilamaz ve yaklasik olarak bulunmalidir. Egim parametresi i¢in giiven aralig1 ve

yokluk hipotezinin testi 3, =0 (kisisel ozellikler yasa bagli olarak degismez) uygun test
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istatistiginin yeterli sekilde yaklasik olmasina ve varyans tahminin dogruluguna bagh

olacaktir.

Bu fikri daha iyi agiklamak i¢in deney birimleri arasi kesimi ve egimi degisen i. deney

biriminin j. 6l¢lim durumu i¢in asagidaki model ele alinsin;

(3.16)

Yij :,B’l+,82tij+bli+b2itij+eij , j=1...m

Bu modelde, her deney biriminin yanit degiskeni kendi alt diizeyine gore farklilasmasinin

yani sira zaman i¢inde yanit degiskeninin degisimine gore de farklilagsmustir.

Yamt Degisken

Zaman / Olctim

Sekil 3.3. Hata terimi ile marjinal ve kosullu yanit degiskenin degisimi

Bu durumu igeren model denkleminin grafiksel gosterimi Sekil 3.3 ile daha 1yi anlagilir.

Sekil 3.3 marjinal ortalama yanitin zaman / 6l¢iim i¢inde dogrusal olarak nasil degistigini



24

ayrica iki farkli deney biriminin (A ve B) kosullu yanit ortalamalarinin kitle trendinden

nasil farklilastigini géstermektedir.

DKE modelindeki en onemli farklilik Y;’nin marjinal ortalamasi ve kosullu ortalamasi
arasindaki farktir. b, verildiginde Y;’nin kosullu veya deney birimine o&zgi

ortalamas1 E(Y, |b.) = X, 8+ Z,b, seklindedir.

Y, ’nin marjinal veya kitlenin hepsinden ( b, ’nin dagilimi iizerinden ortalanmis ) elde

edilmis ortalamasi,

E(Y,) =4
=E{E(Y; |b)} =E(X;8+Zb,) olarak ifade edilir.
=X f+ZEW)=Xf

DKE modellerinde regresyon parametreleri S ’lar her deney birimi i¢in ayni kabul edilir ve
kitle-ortalanmis (averaged) yorumlar: vardir. £ ’nin tersine b, vektori (ilgili sabit etki ile

birlestirildiginde) deney birimine-6zgli regresyon terimlerini olusturur. Rasgele etkiler
sabit etkilerle birlestiginde her deney birimi i¢in ortalama yanit profillerini olustururlar. i.

deney birimi i¢in ortalama yanit profili agagidaki gibidir;
E(Y,|b)=X,+Zb.

Bir ¢ok calismada, R; diyagonal matris olarak alimr ; I, m; x m; boyutlu birim matris
olmak iizere Ri=c721mi gosterilir. Bu durumda hata terimlerinin deney birimi iginde

bagimsiz oldugu varsayilir; kov(e;,€,)=0. Bu ¢ok smirli bir durumdur ve R; igin farkli

kovaryans yapilarini diisiinmek en dogru olana karar vermek daha dogrudur. Es. 3.16’daki

spesifik model denkleminin matris ve vektor gosterimleri agagidaki gibi segilebilir;
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Burada, g=p=2 ve Z, X, nin iki siitunundan olusmustur. Bu model her deney biriminin

yanit degiskenindeki alt diizeylerinin farkliliginin yani sira zaman/ 6l¢tim iginde ortalama
yanit degiskenindeki degisimin de farklilasabilecegini modellemistir. Agiklayic
degiskenlerin etkileri (faktorler, maruz kalmalar, deney birimlerinin arka plan 6zellikleri)
bu agiklayict degiskenlere bagli kesim ve egim terimlerinin farkli grup ve faktor

diizeylerinde farklilasmasina izin verilerek kapsama alinabilir.

Omegin, kontrol ve islem grubu olan iki gruplu bir ¢alismay1 ele alinsin. Yanit degiskeni
zaman/ dl¢lim i¢inde dogrusal bir egilimde degisiyorsa kesimlerin ortalamasi ve egimler

gruplara bagliysa asagidaki DKE modeli uydurulabilir;
Y = B+ Bty + £Grup, + B, xGrup; + by + b.ztij +&

Eger deney birimi islem grubuna atanmigsa Grup, =1 degerini alir, ve eger kontrol grubuna
atanmigsa Grup, =0 degerini alir. Bu modelde kontrol grubu i¢in X, asagidaki gibi olur:

1 t,0 0
1,00
Xi=l. ...

i
1400
Islem grubu icin tasarim matrisi asagidaki gibi olur:

1 t,11
1 t,11
X=: R

1t,11

Z, tasarim matrisi kontrol ve islem grubu i¢in ayn1 kalacaktir:
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3.4.3. Rasgele etkiler icin kovaryans yapilari

Y, yanit degisken vektoriiniin kovaryans matrisi V, = Z,GZ, '+ R, olarak gosterilir. Tezde G

rasgele etkiler i¢in kovaryans matrisinin her deney birimi i¢in ayni1 oldugu varsayilacaktir.
Fei et al. (2016) calismasinda farkli rasgele etkilerin her deney biriminde farkli kovaryansa
sahip olabilecegini ifade etmistir. Genellikle literatiirde goriilen kovaryans matrisleri
varyans bilesenleri yapisinda veya yapisiz bir matris seklinde goriilmiistiir. Fei ve digerleri
(2016) calismasinda rasgele etkilerin kovaryans yapilarin1 varyans bilesenleri, yapisiz ve
AR(1)  olarak  se¢mistir. 3  rasgele etkiye sahip DKE  modelinde
Y =By + B + Bty +by +0, % +hyt; +e; i=1...,n; j=1...m asagida en c¢ok

goriilen rasgele etkiler icin kovaryans yapilar1 6zetlenmistir.

a. Genel simetrik pozitif tanimli kovaryans yapisi (yapisiz ):
2
O Ohb o
2
G=Var(b)=|0,, 0, Oy
2
bt bbby

b. Birim matrisle ¢arpilan ayni varyansh (homojen) kovaryans yapist:

Q
o o

2

QA o

G=Var(b) =

o O
o
Q
N

c. Birlesik simetrik (compound symmetry) kovaryans yapist:

2 2 2 2 2 2 2
o, +0, o] o, o’ o o
G=Var(b)=| o7 ol + o7’ o’ G=Var(b)=|c? o°* o?
I 1 1 2 1 ! I 1 1|
2 2 2 2 2 2 2
o, o] o, +0, o, o, O

1 p
G=Var(b)=c’|p 1
p P

P X
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d. Birinci mertebeden gegici otokorelasyonu modellemek igin kullanilan otoregresif

kovaryans yapist:

1 p p
G=Varb)=c’| p 1 p|.
P p 1

e. Heterojen birlesik simetrik kovaryans yapisi:
o; 0,0,p 0,030
G=Var(b)=|oc,0,p 0o, o000

2
030.p 030,p O

f.  Heterojen gecici otokorelasyonu modellemek i¢in kullanilan otoregresif kovaryans
yapist:
oy 0,0,p G,03p"°
G=Var(b)=| o,0,p o) 0,03P

2 2
030, 0 030,p O

Yukarida gosterimi yapilan kovaryans yapilari rasgele etkiler i¢in siklikla kullanilan

yapilardir.

3.4.4. Hata terimleri icin kovaryans yapilari

Bu boliimde, literatiirde siklikla goriilen hata terimlerinin sahip olabilecegi kovaryans
yapilarindan bahsedilecektir. Bu yapilar 6zellikle uzun vadeli zaman i¢inde yapilan tekrarh
Olciim c¢alismalarinda ortaya cikmaktadir. Veri seti belli bir kovaryans yapisina
uymadiginda veya uydurulamadiginda az veri ile ¢ok sayida parametre tahmin etmek
zorunda kalinir. Bir yapiya uydurulmamis kovaryansin en énemli eksikligi az veri ile ¢cok

saylda parametre tahmini yapilmasidir. Bu durumda ilgilenilen parametre vektorii S nin
tahmininin dogrulugu azalir. Béylece g igin yapilan ¢ikarimlar yanlis olur. Ayni sekilde
uygun olmayan bir kovaryans modeli segilirse yine S c¢ikarimlari dogru olmayacaktir.

Hata terimlerinin kovaryans modeli segilirken bu iki durum iyi dengelenmelidir.



28

Zaman serileri icin gelistirilmis bir ¢ok yapi seri korelasyon igeren uzun vadeli ¢aligmalar
icin kullanilabilir. Uzun vadeli veri setleri daha az Ol¢lim ve deney birimi igermesi
bakimindan zaman serileri verisinden biraz farkli olsa da ortak bir karakteristige
sahiptirler: tekrarli Olglimler pozitif veya negatif korelasyonludur ve yakin zamanlarda

alinan dl¢iimler arasi korelasyon daha giicliidiir.

Birlesik simetrik kovaryans yapisi

Tekrarli 6lglim verilerinde ilk kullanilan kovaryans yapisidir. Bu yapt Olglimler arasi
varyansi ve korelasyonu sabit kabul eder, o, ve tim i ve k igin korr(e;,e,) = p dur.
Literatiirde, uzun vadeli veri setlerinde genellikle korelasyonun zaman i¢inde gozlemler
arasinda azaldigi goriilmiistiir. Zaman i¢inde korelasyonun sabit olmasi bu calismalarda

genellikle gercekeci degildir ¢ok az calismada bu duruma rastlanmistir. —1< p<1

sinirlamasi olmak tizere bu yapinin matris formu asagidadir;

kov(e) = o°

™D
N
i)

-

Bu yap1 genellikle rasgele kesim modelinde goriilmektedir. Bu en basit DKE modelinin
kovaryans matrisi bir dnceki boliimde agiklandigi gibi marjinal olarak birlesik simetrik

yapiya sahip olmaktadir.

Toeplitz kovaryans yapisi

Zaman icinde esit olarak ayrilmis 6l¢timler arasinda ayni korelasyonu varsayar. Kovaryans
Toeplitz yapisinda oldugunda Slgiimler arasi varyans ayni oldugu varsayilir, o, ve tiim i
ve k icin kor(g;,€;,, ) = p, 'dir. Toeplitz kovaryans yapisi birbirine en yakin olan dlgiimler

arast gozlemlerin korelasyonunun sabit oldugunu varsaydigindan ol¢iimler esit zaman

araliklartyla yapilmalidir.



29

L p p e P
P 1 P P
kov(e) =o°| p, %) Lo P
Pm-1 Pme2 Pmz - 1

Otoregresif kovaryans vapisi

Otoregresif yap1 durumlar aras1 varyansin ayni oldugunu varsayar, ¢, ve tiim i ve K igin

kor(e;,&;..) = P dir. Oldukga yaygim kullanilan bir yapidir ve 6l¢iim sayisindan bagimsiz

sadece iki parametresi vardir. Otoregresif kovaryans yapist Toeplitz’in 6zel bir formu
oldugundan o6l¢iimler esit zaman araliklarinda oldugunda uygun olur. Tekrarli dl¢timler

zaman uzaklig arttik¢a korelasyonun zaman iginde azalacagini varsayar.

Ayni deney biriminden alinan gozlemler zaman i¢inde korelasyonlar1 genellikle ¢ok hizli
bir sekilde dismez. e; hata terimi e, ~ N(0, o) ile baslayan ve & ~ P8 W,

2 2 . . . . .
W, ~N(0,0°[1-p°]) yapisia sahipse teorik olarak ototregresif bir proses oldugu
sdylenir. j. durumdaki hata terimi bir énceki durumdaki hata terimi pe; ; ve ek bagimsiz

hata teriminin w; deterministik bir fonksiyonudur. Bu proses i¢in asagidakiler yazilabilir;

1 p pz pm—l

| p 1 p P

Var(e;) = o kov(e,,e,) =20’ ™, kov(e) =c?| o> p 1 s
pm—l pm—Z pm—3 1

Birlesik simetrik, Toeplitz ve otoregresif kovaryans zaman iginde varyanslarin sabit

oldugunu varsayar. Bu varsayim esnetilebilir. Heterojen varyansin oldugu modelde,
Var(eij):aj2 diistintilebilir. Bu yapt m varyans parametresi ve bir korelasyon

parametresine sahiptir.
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Bdylece heterojen otoregresif kovaryans modeli asagidaki gibi verilebilir;

2 2 m-1
0y PO10, pP 003 ... P 0,0,
2 m-2
P00, 0, pPO0; ... P 0,0,
— 2 2 m-3
kov(e) =| p°o,0; PO,0;, o, e P O0,
m-1 m-2 m-3 2
P 00, P 0,0, P 00, - On

Bantli kovaryans vapisi

Belirlenmis bir araliktan sonra korelasyonun sifir olacagini varsayan bir kovaryans

modelidir. Ornegin bant derecesi {i¢ olan kovaryans modeli k >3igin kor(e;,€;,.) =0

oldugunu varsayar. Bu boliimde bahsedilen kovaryans yapilarina bantli yapi uygulanabilir.

Ornegin iki bantl Toeplitz yapis1 asagidaki gibi gosterilebilir;

1 p 0 0
Al op 0
kovie)=c’| 0 p, 1 0
0O 0 o0 .. 1

Bantli kovaryans yapisi tekrarli dl¢limler arasi zaman aralif1 arttik¢a korelasyonun hizli bir
sekilde sifira ulagtigin1 varsayar. Genellikle tibbi arastirmalarda ¢alisma ¢ok uzun bir

zaman aralig1 ile yapilsa da korelasyonun sifir olmasi genellikle gézlenmez.

Ustel kovaryans yapisi

Olgiimler zaman icinde esit araliklarla alinmadiysa otoregresif kovaryans modeli
genellestirilebilir;
{til,...,tim} I. deney biriminden alinan goézlemlerin zamanlarim1 temsil etmek iizere tiim

‘tij *tik‘

ol¢iim durumlarinda sabit o varyans varsayilirsa p >0 igin kor(e;, &) =p olur. iki

tekrarli 6l¢lim arasinda zaman aralig1 arttikca korelasyon iistel olarak azalir. Bu yapi iistel

kovaryans olarak asagidaki gibi ifade edilir;
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2 ‘tij _tik‘

Kov(e;,e,)=0"p

v 2 , 0=—log(p) veya p=exp(-0), 6>0

=c exp(—H‘tij —tik‘)
Zaman 0Olgeginin dogrusal doniisiimleri altinda {istel kovaryans modeli degismezdir. Eger
t;, (a+bt;) ile yer degistirilirse (Ornegin zaman Olgegi giinden haftaya degisirse)
kovaryans matrisi yine ayn1 forma sahip olur. Ustel kovaryans yapisinda, ayn1 durumdan
tekrarli olarak yapilan Ol¢limlerin (veya ayni durumda deney biriminden alinmis
tekerriirlerin) korelasyonun bir oldugu ve Ol¢iimler arasi zaman araligi arttikga
korelasyonun hizlica sifir oldugu varsayilir. Ilk 6zellik dlgiimlerin hatasiz oldugu
varsayimin1 ortaya cikarir; bu genellikle tibbi calismalarda gergek¢i olmayan bir

varsayimdir. Ikinci dzellik de korelasyonlarm tekrarli dlgiimler arasinda sifira yaklagmasi

uzun vadeli tibbi ¢caligmalarda pek rastlanmayan bir durumdur.

Hibrid kovaryans yapilari

Otoregresif ve birlesik simetrik kovaryans yapilari bir araya getirilerek uzun vadeli
caligmalarda ortaya ¢ikan bir ¢cok istenmeyen durum hibrid yapilarla iistesinden gelinebilir.
Ornegin 6lciimler arasi korelasyon zaman araliklari arttikga otoregresif durumda hizlica
sifira yaklasir ama bu korelasyonun belli bi degerde sabitlenmesi istenirse otoregresif yap1
birlesik simetrik yapi ile birlestirilebilir. Boylece bu istenmeyen durum hibrid bir

kovaryans modeli ile ¢oziilebilir. Asagidaki kovaryans modelleri ele alinsin;

[tia-ti2l fi1-tig| [ti1~tim|

ol opoop P, 1 o p
Z12612 P P 1 ... £l 222622 p‘;r‘il‘ p\2‘i3“i2\ 1 p\ztia-tim\
P P P 1 ftim=tia] ftim~ti2] ftim~ti|

o £ o) 1

olmak iizere kov(e)=2X, +X,yazilir. Bu kovaryans modeli igin asagidaki ifadeler elde

edilir:

Var(g;) = ol +0;
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) bi-wl
kov(e;,ey) =po; +0, O,
2, TR
O. O
kor(eij,eik):’ol 12p22 z
O'1 +02

Aynt durumdan deney biriminden alinmis tekrarli Olgiimler arasi korelasyonu

2 2
PO T ‘dur. p, <1 oldugunda bu korelasyon birden az olur. Ayrica, zaman aralig1

ol +0o)
X
arttikca, korelasyonun birden sifirlanmasi yerine en az ——— olur (Fitzmaurice ve
o, +0o,

digerleri, 2004: 173).
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4. DKE MODELLERINDE TAHMIN VE KESTiRiM METODLARI

Bu béliimde DKE modelinin istatistikleri tizerinde durulacaktir. DKE modelinin rasgele ve
sabit etkilerinin tahmin edilebilmesi i¢in 6ncelikle modeldeki varyans parametrelerinin
tahmin edilmesi gerekir. Istatistik literatiiriinde cesitli varyans tahmin metodlar1 vardir,
bunlar ANOVA, en ¢ok olabilirlik, kisitli veya artik en ¢ok olabilirlik metodlaridir. DKE
modelindeki sabit etki parametrelerinin tahminleri ECO ve KECO yontemlerine gore

sayisal algoritmalar yoluyla bulunur.

4.1. ANOVA Tahmini

Fisher, varyans ve varyans analizi terimlerini 1918’de istatistik literatiiriine kazandirmistir
(Schefte, 1956). Dengeli verilerde varyans parametreleri icin ANOVA tahmini, gbzlenen
degerlerden ortalamalar1 ¢ikarilip kareleri alinarak olusturulan denklemlerden elde edilir.

Ormegin, n sinif ve her simfta M  gozlemi olan tek yonlii ANOVA modelinde grup ici
hata kareler ortalamasi E(KTH)=n(m-1)c?. ve gruplar arasi hata kareler ortalamasi
E(KTG)=(n-1)o? +m(n—-1)c’ olarak ifade edilir. o> terimi dengeli olmayan veri
setlerinde negatif olabilir. ANOVA varyans tahminlerinin dengeli olmayan durumlarda

genellikle elde edilmesi zordur. Henderson (1953) bu durumda kendi adii tasiyan ig

metod Onermistir (Searle ve digerleri ,1992: 34).

4.2. En Cok Olabilirlik Tahmin Metodu

En ¢ok olabilirlik metodunun Fisher’e dayanan bir tarihi vardir. Hartley ve Rao (1967)’ye
kadar karisik etkili modellerde kullanilmamiglardir. Boliim 3°de bahsedildigi lizere Es. 3.1

marijnal model olarak bilinir ve Y, ~ N(X,3, ZGZ, +R) oldugunu ifade eder.

f yerine olabilirlik fonksiyonunda Es. 3.4 yazildiktan sonra, « ’nin en ¢ok olabilirlik

tahminleri Eg. 3.10’°daki olabilirlik fonksiyonu « ’ya gére maksimize edilerek elde edilir.
o ve [’nin ayni anda (simultaneously) tahmini Es. 3.3’deki birlesik (joint) log-olabilirlik

fonksiyonunun maksimize edilmesi ile miimkiin olur.



34

Sonugta elde edilen tahminler dy, Ve Sy, olarak ifade edilir. Standard hatalar Fisher
bilgi matrisinin tersi yoluyla elde edilir. Bu yaklasim « ’nin tahmini sonucu ortaya ¢ikan
ekstra degiskenligi dikkate alan ,6A’ECO ‘nin kovaryans matrisini ortaya c¢ikarir. Bu yontem

SAS’in PROC MIXED prosediiriinde kullanilmaz. Es. 3.3’de verilen birlesik (joint)
olabilirlik fonksiyonu kompakt model Es.3.2 i¢in asagidaki gibi yazilir;

1 1
f(y)zmexp{——w—xmvl(y—xm}
20" V| 2

o vektorii V ’deki tiim varyans bilesenlerini igermek {izere log-olabilirlik fonksiyonu

asagidaki gibi yazilir;

I(p.2)=c=—logV| -2 (y= X AV H(y =X ). (4.1)

a, r. varyans bileseni ve gqv o vektoriiniin boyutu olmak iizere parametrelere gore log-

olabilirlik fonksiyonu tiirevlenerek asagidakiler elde edilir;

8' 1 -1 _ 1 -1

%_xv y—X'VIXB, (4.2)
a 1 w2 OV [y, 0V _
a_a,_i{(y_xﬂ)v a—arv (y—Xﬂ)—lz[V Ej} r=_L..ov. (4.3)

ECO tahmini bulmak icin kullanilan standart prosediir ol /68 =0, odl/da, =0 ECO

denklemlerini sifira esitlemektir. Es. 4.2 ve 4.3’de verilen ¢oziimler her zaman ECO

tahminleri olmayabilir. p, g vektoriinin boyutudur ve X tam (siitun) rankli matris
oldugundan rank(X) = p’dir. Varyans bilesenlerinin ECO tahminleri V =V (&) icerilmek
lizere Es. 4.2°den asagidaki elde edilir;

B=(X'VIX)XVly (4.4)
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Boylece, o yani varyans parametreleri icin ECO tahmini bulunursa, S ’nin kapali-form

ifadesi Es. 4.4°deki gibi elde edilir. Es. 4.3 ve 4.2 o ’nin ECO tahmini i¢in asagidaki
ifadeyi gostermeye olanak saglar;

P=V-VIX(X'VX)'X'V?,

y'P%Py:iz(V*%]. (4.5)

B nin hesaplanabilmesi i¢in 6ncelikle Es.4.5 ¢oziilmelidir. ECO tahminlerinin asimptotik

ozellikleri tutarlilik asimptotik normallik gibi ilk olarak Hartley ve Rao(1967) tarafindan

incelenmistir.

Uygun kosullar altinda ECO tahminleri tutarli ve Fisher bilgi matrisinin tersine esit olan

asimptotik kovaryans matrisi ile asimptotik olarak normal dagilir. Hz(ﬁ ',a') olmak

iizere diizenleyici kosullar altinda Fisher bilgi matrisi asagidaki gibi olur;

Var(a—lj=—E( o' j (4.6)
00 0600'

Es. 4.2 ve 4.3 yoluyla Es. 4.6’nin elemanlar igin sonraki ifadeler elde edilebilir. Ornegin

V ’nin iki kez siirekli olarak parametrelere gore tiirevlenebilir oldugu varsayilirsa,

E[ il j:—x VX,
Opop’

o°l
E =0, 1<r<qv,
opoc,
2
E ol :—liz V‘lﬂV‘lﬂ , 1<r, s<qv 4.7
oa, Oa, 2 oa, oo,

Es. 4.6’'nin S ’ya bagh olmadigi goriilmiistiir. Bu nedenle Es. 4.6 I(a) olarak ifade

edilebilir.
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4.3. Kisith En Cok Olabilirlik Tahmin Metodu

DKE modelleri genellikle bir ¢cok sabit etki igerir. Sabit etkiler tahmin edilirken ortaya
cikan serbestlik derecesinin kaybolmasi problemi agik bir sekilde ele alinarak varyans
bilesenlerini tahmin etmek 6nemlidir. Kisitli en ¢ok olabilirlik tahmini bu kaybi 6nlemeye
olanak saglar. KECO yonteminde varyans parametrelerinin ECO tahmin edicileri
bulunmadan o©nce sabit etkiler ECO fonksiyonundan ¢ikarilir (Patterson ve
Thompson,1971). X tizerinden Y ’nin dogrusal regresyonundan artiklar hesaplanarak
EKK regresyonundan elde edilen artiklar vektorii Y vektorii olarak karisik etkili modele
uydurulurken kullanilir, bu yeni vektor {izerinden ECO tahmin edicileri hesaplanir (EKK
artiklar1 bagimh gozlemler olarak kullanilir). Orijinal model i¢in son bulunan ECO varyans
parametre tahminleri KECO olur. ECO ve KECO tahmin edicileri tutarli, asimptotik olarak
yansizdir. Sabit etki tahmin edilirken serbestlik derecesi kaybi KECO tekniginde ek bir
avantaj olarak diizeltilir ama ECO tekniginde bu diizeltme yoktur. Sabit etkileri yok etmek
icin veride doniistiirme yapilir daha sonra doniistiiriilmiis veri varyans bilesenlerinin
tahmini i¢in kullanilir. Dengeli veri i¢in 6rnek ¢apindan bagimsiz olarak KECO tahminleri
yansizdir (Searle ve digerleri, 1992: 91). ECO tekniginde bu diizeltme gozardi edildiginden
tahminler yanlidir. Es. 3.1°deki modeldeki tiim n adet deney birimine 6zgii regresyon
modelleri bir araya getirilerek Es. 3.2°de kompakt model olusturulur. Z matrisi ana
diyogonalinde Z, matrislerini iceren ve diger elemanlarinin sifir oldugu blok-diyagonal bir

matristir. Y *nin boyutu »'m, *dir ve N ile ifade edilir.

i=1

Y gozlem degerlerinin vektorii X f ortalama vektorii ve ana diyagonal bloklarinda V,

matrislerinin oldugu diger elemanlar: sifir olan V («) blok-diyagonal kovaryans matrisli

normal dagilima sahiptir. a varyans bilesenlerinin kisitl en ¢ok olabilirlik tahminleri

(KECO) X matrisinin siitunlarina ortogonal siitunlar1 olan N x (N — p) boyutlu tam-rank

K matrisinin oldugu hata kontrastlari1 iceren U = K'Y setinin bir fonksiyonu olan
olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesi ile elde edilir.
K'Y =K(Xg+e)=Ke~N(0,K'VK) vyani U vektorii sifir ortalama vektorlii ve

K'V (@)K kovaryans matrisli normal dagilimlidir. U bdylece f’ya bagliligini yitirir.
V ’deki parametrelerin tahmini i¢in K'Y kullanilir. Harville (1974) hata kontrastlarinin

olabilirlik fonksiyonunu f Es. 3.4’de verilmek iizere asagidaki gibi gostermistir;
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1/2 -1/2

L(a) = (27) NP2

n 1/2 n
;xi'xi 1:1[|vi|

X exp{_%zn:(Yi - Xiﬁ) IViil(Yi - Xiﬁ)}

zn: X, 'V.X,
= (4.8)

a varyans bilesenlerinin  KECO tahmini hata kontrastlarna bagl degildir. DKE
modellerinde sabit etkiler vektoriiniin ECO tahminleri KECO tahminleri ile ayn1 olmaz.

Es. 4.8°deki olabilirlik fonksiyonu L. (8,a) =Lco(0),C «a ’ya bagli olmayan bir sabit
ve W () =V, *(«) olmak iizere Es. 3.3°de verilen en ¢ok olabilirlik fonksiyonu asagidaki

esitlige denktir;
-1/2

X W(@)X,| Lo (B(@).@) 4.9)

i=1

L(e)=C

Es. 4.9°da Z:Xi'Wi (a)Xi‘ p’ya bagl degildir. Asagida verilen KECO olabilirlik

i=1

fonksiyonunun o ve B parametrelerine gore maksimize edilmesiyle & ve g ’nin KECO

tahminleri bulunur;

-1/2

LKE(;O (‘9) = LE(;O (9) (4- 10)

ixi W (a) X;

Ayrica BKE(;O =(X '\7K_Elcox)_lx I\irglzl(;oy Ve Var(BKEQO) =(X I\7I<_I51QOX)_1 olur.
Es. 3.2°deki DKE modellerinin kompakt matris formu i¢in KECO yo6ntemi asagidaki gibi

ifade edilir :
U ~ N(0, K'VK) bdylece U ’nun birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

f.(U) _—exp {—%U (K 'VK)‘lu} (4.11)

1
)™ P2 |K VK]

I (0)=c —% log(|K 'VK]) —%U '(K'VK)'U (4.12)

KECO tiirevlenerek y bakimindan asagidaki ifade elde edilir,

o, 1 oV .oV .
——=—Jy'P—Py—-iz(P—)¢, 1=1..qv 4.13
oq, Z{y oq, Y=tz Gai)} | @39

P=K(K'VK)'K'=V -V IX(X'V X)X 'V (4.14)
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Es. 4.12 maksimize edilerek « i¢in KECO tahminleri elde edilir. ECO durumunda oldugu
gibi KECO esitligi ol / 0 =0 saglayan degerler bulunur. KECO tahminleri K matrisinin

dontistimiine dayal1 olsa da tahminler K’ya bagh degildir. Es. 4.13 ve 4.14’den goriilebilir.
Bu sonug¢ dnemlidir, ¢iinkii K’nin se¢imi tek (unique) degildir ve tahminin K’nin se¢imine

bagli olmasi istenmeyen bir durumdur.

Uygun kosullar altinda KECO tahminleri tutarli ve Fisher bilgi matrisinin tersine esit olan

asimptotik kovaryans matrisi ile asimptotik olarak normal dagilir. Hz(ﬂ ',a') olmak

iizere diizenleyici kosullar altinda kisitlayici Fisher bilgi matrisi asagidaki gibidir;

2
Var (al—Kj =-E Ol (4.15)
oa oaoc'

V ’nin iki kez siirekli olarak (continuously) parametrelere gore tiirevlenebilir oldugu

varsayilirsa;
2
el O |__1;,[ya VM , 1<i, j<qv (4.16)
oa,0a, 2 oa, oo,
yazilir.

En ¢ok olabilirlik tahminlerinin bazi1 koti 6zellikleri;

e ECO tahminleri genellikle yanhdirlar.

e ECO tahminleri tek olmak zorunda degillerdir.

e ECO tahminleri her zaman elde edilemeyebilirler.

e ECO tahminlerini genellikle analitik olarak elde etmek zordur. Sayisal yontemlerle
(Beklenti ve Maksimizasyon ve Newton-Raphson algoritmasi gibi) elde edilebilirler.
Bu yontemlerin tek handikab1 tahmin edicilerin baslangi¢ degerlerinden 1yi veya kotii
bir sekilde kolayca etkilenmeleridir. Algoritmalara iyi bagslangic degerleriyle

baslanirsa iyi parametre tahminleri elde edilebilir.
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En ¢ok olabilirlik tahminlerinin baz1 iyi 6zellikleri;

én “biiyiik” 0rnek ¢aplarinda € i¢in tutarli tahmin edicidir,

lim

Nn—o0

9,-6]=0

Yani ECO tahmini 6rnek ¢api arttikga gercek parametre degerine yaklagmaktadir.

én, asimptotik olarak yansizdir, lim E(én) =6 . Yeterince “biiyiik” drnekler i¢in, ECO
nN—o0

tahmininin ornekleme dagilimi gergek popiilasyon degeri etrafinda yogunlasir. ECO
tahminleri yanh olsa da, 6rnek capi arttikca bu yan dnemsiz olacaktir. Ornek olarak,

X,,..., X, rasgele érnegi parametreleri zve o olan normal dagilimdan gekilmis olsun,

n 2
o’ i¢in ECO tahmini &° =£Z:(Xi —X) olacaktir. Bu tahmin edici yanlidir. Bu
n

i=1
1 ’
nedenle genellikle yansiz hale gelmis s :—]_Z(Xi—i) tahmin edicisi
4=l

kullanilmaktadir.

A

0

|, asimptotik olarak etkindir. Yani, biitlin yansiz tahmin ediciler i¢inde minimum

varyansa sahiptir. Diger bir deyisle en kesin tahmin olmaya egilimlidir.

én ’in varyansi asimptotik olarak biiyiik 6rneklemlerde bilinirdir. 1 (8)™, Fisher bilgi

matrisinin tersi olmak iizere (no6rnek ¢api igin) Var(én) =1 (6)" olacaktir. Bu ¢ok

onemli bir sonuctur ¢iinkii ECO tahmininin standart hatasin1 hesaplamamiza olanak
saglamaktadir. Bu durum genellikle biiyiik orneklemlerde saglanmaktadir. Kiiciik
orneklemlerde bu tahmin edici giivenilir olmadig1 i¢in literatiirde bircok diizeltme
onerilmistir.

A

6, , asimptotik olarak normal dagilir. ECO tahmininin 6rnekleme dagilimi en azindan

biliylik 6rnek caplarinda bilinirse bir onceki Ozellikle birlikte hipotez testlerinin ve

giiven araliklarinin olusturulmasi i¢in bir temel saglanmis olur.

4.4. Karma Etkiler icin Nokta Tahmini

Modeldeki varyans parametre tahminleri biliniyorsa, karma modeldeki sabit ve/veya

rasgele etkilerin tahminleri yapilabilir. Karma etki, sabit ve rasgele etkinin tahmin
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edilebilir bir fonksiyonudur. k ve | sabit vektdrler olsun. Karma etki T =k B+1b olarak
gosterilsin. Ornegin, Fay-Herriot modelinde i. kiigiik alan ortalamas1 T = x 3+h olarak
yazilir. T 'nin gozlenen degerinin her kii¢lik alan i¢in gbzlenen veriler yardimiyla tahmin
etmek kiiciik alan ¢alismalarmin amacidir. Karma etki kestirimi T =k #+1b hem tahmin
(k' /3 ,sabit bilesen oldugu i¢in) hem de kestirim (prediction) (Ib, rasgele bilesen) igerir.

Bu tezde tahmin sabit etkiler i¢in, kestirim de rasgele ve karma etkiler i¢in kullanilacaktir.

Karma etki T igcin en iyi dogrusal yansiz kestiim (EIDYK) (BLUP),
t(0) =K Begux +1'GZ'V (Y — X Bei) Olarak Goldberger (1962) ve Henderson (1953)

tarafindan gosterilmistir. DKE modellerinin her deney birimi ya da sinifin kendine 6zgii
parametreye sahip olma varsayimindan ortaya ¢ikmis 6nemli bir 6zellik de ilgili deney
biriminin gozlem sayis1 tahmin edilecek (sabit etki) parametresinden az olsa da deney

birimine 06zgili kestirimler yapilabilir. S, genellestirilmis en kiiciik kareler

denklemlerinden elde edilir (Aitken,1936).

XV =X'V*B ve buradan da B =(X'VX)'X'VY olarak elde edilir.
Poe» B nin en iyi yansiz dogrusal tahmin edicisi olmanin yanisira, S , herhangi

verilen bir V i¢in A ’nin ECO tahmin edicisidir (Birkes ve Wulf, 2003).

Uygulamada, genellikle 6 vektoriindeki varyans parametreleri bilinmezdir, £ ’nin tahmini
ve T ’nin kestirimi iki adimli bir yaklasim gerektirir. Oncelikle varyans parametre
tahminleri hesaplanir.G ve V varyans-kovaryans matrislerinin tahminleri G ve V ’yi
olugturmak i¢in kullanilir. Olusturulan bu tahminler t(0) ve Syg formiillerinde yerine
konulur. fe formiilinde V yerine V *yi kullanmak, £ ’nin deneysel (tahmin edilmis)
genellestirilmis  en  kiicik  kareler (DGEKK, EGLS) tahminini  verir,
Bocer = (X VX)X VY olarak gdsterilir. t(0) formiilinde G, V Ve foge Yerine
konularak elde edildiginde, sonu¢ T icin deneysel en iyi yansiz dogrusal kestirim

(DEIDYK) (EBLUP) olur, t(0) =K Bocecx +M'GZ'V Y = X foge)
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Formiilde G, V Ve B« ANOVA, ECO veya KECO tahmini yerine koymak t(6) *yi

hesaplarken beklenen degeri degistirmez (Das, Jiang ve Rao, 2004; Kackar ve Harville,
1984). Yani, DEIDYK, EIDYK gibi yansizdir.

4.5. Sabit Etkiler icin Nokta Tahmini

Bir¢ok karisik etkili model uygulamasinda, arastirmaci oOncelikle sabit etkilerle ilgili

cikarimlarla ilgilenir. Sabit etkilerin dogrusal kombinasyonlar1 yukarida anlatilan karma
etkilerin kestirimi probleminin &zel bir durumudur, T =k B+1b formiiliinde | sifir olarak
alinirsa T =k S formiiliine yani sabit etkiyi tahmin etmeye ydnelik olur. Karma etki icin
onerilen teorik sonuglar sabit etki durumu icin yeniden diizeltilebilir. Rasgele etkilerin
olmadigi durum T =k Bkestirim yerine tahmin gerektirir. Sabit etki, T =k Sigin,
EIDYTE t(0) =K Bug *dir. EIDYK tahmin edicisinin 6zel durumu olan EIDYTE, yansiz

ve minimum varyansli tahmin edicidir. Rasgele etkilerin varyans-kovaryans matrisi bilinir
oldugunda genellestirilmis EKK ile sabit etkilerin tahminleri bulunur. EIDYK durumunda

oldugu gibi varyans parametreleri bilinir olmadiginda S, hesaplanamaz ve [
formiiliinde V yerine vV yazilarak £ ’nin tahmin edilmis genellestirilmis en kiiciik kareler
tahmin edicisi Syggq tahmin edilir. t(0) i¢in formiilde S, Yerine Sye Konularak T

icin DEIDYK, t(6) =K fogg bulunur. Birgok DKE modelinde DEIDYK ve DEIDYTE

ile ilgili problem hata kareler ortalamalarinin (HKO) kapali formunun olmamasidir

(Hulting ve Harville, 1991).
4.6. Hata Kareler Ortalamasi i¢in Yaklasimlar
4.6.1. Naive hko yaklasim

Kackar ve Harville (1984), bir ¢cok popiiler varyans parametre tahmin edicisinin (KECO ve
ECO dahil olmak iizere), DEIDYK veya DEIDYTE’nin varyansi, HKO(t(0)) , asagidaki
gibi gostermistir;

HKO(t(8)) = HKO(t(0)) + E(t(8) —t())? .
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Bilinen varyans parametreleri icin, EIDYK in varyans;, HKO(t()) bilinirdir. Geleneksel
naive yaklasimda HKO(t(6)) icin olan formiilde V yerine V yazilarak HKO(t(6)) elde

edilir. Bu naive yaklasim HKO [t(@) | é] olarak gosterilsin.

Naive yaklasim iki potansiyel hata kaynag: igerir. ilk hata kaynagi, V ’nin, HKO(t()) y1
tahmin etmek igin V yerine kullamlmasidir. ikinci hata kaynagi, V ’nin t(@)’y1 tahmin
etmek icin V yerine kullanilmasidir, bu durum t(6) ve t(6) arasinda uyusmazlhiga neden

olur, bu uyusmazlik E(t(8)—t(6))? naive yaklasimda tamamen gérmezden gelinmektedir.
Bir baska deyisle, DEIDYK 'deki varyans, varyans parametreleri tahminlerini hesaplamak
icin kullanilan Orneklemdeki degiskenlik tarafindan sisirilir. Naive yaklagim ‘varyans

yayilma’ olarak adlandirilan bu durumu hesaba almakta basarisizdir (Littell, 2002).

ECO ve KECO metodlar tutarli tahmin ediciler sagladigi igin, 6rnek ¢api arttikca V ’nin
tahmini olan V gelismektedir, naive yaklasmmin beklenen hatasi sifira yaklasmaktadir
(Littell, 2002). Kiiciik veya ortalama sayida smif/ deney birimi i¢in, HKO(t(0)) degeri

ciddi bi¢gimde az tahmin edilebilir, bu durum kiiciik 6rneklemler i¢in sasirtict degildir.
Ayrica, naive yaklasimlarla gergeklestirilen hipotez testlerinin kiiciik 6rneklemlerde 1. Tip
hata orani artabilir (Catellier ve Muller, 2000; Schaalje, McBride, ve Fellingham, 2002,
Kenward ve Roger, 1997).

4.6.2. Sabit etki tanminleri icin Kenward-Roger varyans- kovaryans yaklasim

Naive yaklasimlarin eksikliklerini bilen bir ¢ok arastirmaci Taylor serisi agilimlarin ¢esitli
DKE modellerinin varyans parametreleri tahmininde, DEIDYK’nin HKO’smin analitik
yaklagimlarini gelistirmek i¢in ¢alismislardir (Das ve digerleri, 2004; Datta ve Labhiri,
2000; Prasad ve Rao, 1990). Birinci mertebeden Taylor serisi agilimina gore, Kackar ve
Harville (1984) yilinda HKO yaklagimlar1 6nermistir. Harville ve Jeske (1992), Kackar ve
Harville yaklagimin1 2. mertebeden Taylor a¢ilimini kullanarak, HKO(t(€)) 'nin tahmin

edicisi HKO [t(e) | E?J ‘nin yanin diizeltmek i¢in modifiye etmiglerdir. DKE modellerinde

sabit etki tahminlerinin kesinlikleri/ hassasiyetleri asimptotik dagilimlarina gére tahmin

edilmektedir. Aslinda, bir onceki verilen boliimde bahsedilen bu tahmin genellikle yanli
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olup ve sabit etki tahmin edicisinin varyansini normalden az veya fazla tahmin etmektedir.
Kenward ve Roger (1997) sabit etki parametrelerinin KECO tahmin edicilerinin
varyanslar1 i¢in bir diizeltme onermistir. Bu yaklasimin orjinal makaledeki hali daha genel
bir aciklama olmasi agisindan asagida verilmistir. DKE modelleri i¢in 6zellestirilerek
simiilasyon c¢alismasinda bu yaklagim sabit etki tahminlerinin kovaryans matrisini elde

etmek icin kullanilmistir.

Y N x1 boyutlu normal dagilima sahip dogrusal modelin gozlem vektorii olsun. Y ig¢in

N x pboyutlu ve ptam rankli tasarim matrisi X , p x 1 bilinmeyen sabit etki parametre
vektorii f ve N X N boyutlu ve elemanlan o,, =(0o,,...,0,)" olan 2 kovaryans matrisi
olmak tlizereY ~ N(X ,2.) oldugu varsayilsin. Kenward ve Roger (1997) verinin bagimsiz

gruplar1 igeren goézlemlerden olustugunu dolayisiyla . kovaryans matrisinin DKE
modellerinde oldugu gibi blok-diyagonal bir matris oldugunu varsaymistir. Tekrarlanan
olglimlii, gruplanmis veya yiizey (spatial) modellerinde kullanilan veri setlerine uygun

olarak diigtiniilmiistiir.

B’nin GEKK tahmin edicisi S=(X'>*X)?X'>y, ve bu tahmin edicinin varyans-
kovaryans matrisi ®(c) = (X 'Y (o)™ X)*olarak gosterilir, yani buradaki 4 tahmininde

varyans parametrelerinin bilinir oldugu varsayilir. o ’nin KECO tahmin edicisi 6, ve

p’nn KECO tahminine dayali  genellestirilmis  tahmini EKK  tahmini
B=(X"THEHX)X'THS)y veya S=D(6)X T (S)y olarak gdsterilmistir. Kackar
ve Harville (1984) A’min B igin yansiz bir tahmin oldugunu gostermislerdir. 8 mn
tahmininin kesinligi lizerinde farkli kovaryans yapilarinin, modelin ve 6rnek capinin etkisi
olur. Ancak geleneksel asimptotik Ozelliklere dayali yaklasim 2 ’nin tahmininden
kaynaklanan degiskenligi hesaba katmaz. Boyle durumlarda asimptotik yaklasima dayali

Wald-tipi giiven araliklarinin giivenilirligi azalir.

D =D(6), Var(,@) icin kiiciik 6rnek ¢aplarinda tahmin edici olarak kullanildiginda iki
potansiyel hata kaynag: icerir: ilki, &, ®’y1 oldugundan az tahmin eder, nedeni ise
®=Var(f), &6’ nn ,3 = B(8)igindeki degiskenligini hesaba katmaz. ikincisi de

0 =®(5) tahmin edicisi ®(o) i¢in yanlhidir. Kackar ve Harville (1984) ,3 nin i¢indeki
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degiskenligi Var(,é) =d+ A seklinde iki parcaya bolmistir A’yr yani ikinci hata
kaynagini, ele almislardir. A =Var(B— f)olarak gosterili. A geleneksel asimptotik

kovaryans matrisinin Var(f) icindeki degiskenligi ne kadar az tahmin ettigini gosteren

miktar1 igeren bilesendir. ilk hata kaynaginmn diizeltilmesi i¢in bir yaklasim Harville ve

Jeske (1992) tarafindan oOnerilmistir. Kenward ve Roger (1997) ilk hata kaynagini

diizeltmeyi de birlestirerek hesaplamislardir. Kackar ve Harville, o etrafinda Taylor serisi

-1 -1 -1
actlimini  kullanmuslardir. P=X 02 X, Q= X' 0x z 02 X

0o; do;, 0o,

W =V [6‘] ‘nin (i, ). elemani olmak {izere, A ’y1 asagidaki gibi ifade etmislerdir;

A~ ‘D{ZZWU (Q ~PoP )}CD (4.17)
=1 j1

Kenward ve Roger, (i)=d)(6) tahmin edicisinin ®(o) i¢in yanliligin1 dikkate alip, o

etrafinda Taylor serisi agilimim kullanarak, & = ®(&)’y1

2
O~ CD+Z o; acI) 122 ( O'J-) P olarak ifade etmislerdir.

80‘ 23 = 00,00

Buradan, > = Z(&) olmak tizere,
2 2
RijZX'Zfl 02 ve o°®
00,00, 80‘i80'j

E[@]-0+3 ZZ i 80‘60‘ (4.18)

|lrl

=®(PDP, +POR-Q,; -Q; +R; )@

Boylece, Kenward ve Roger kiiciik 6rneklemler i¢in diizeltilmis ,3 ‘nin varyans-kovaryans

matrisini Es. 4.17 ve 4.18’den asagidaki gibi elde etmislerdir;

= +2d {ZZW, (Q” ~POP, —% R, j}é (4.19)

i=1 j=1

Kovaryans yapisinin dogrusal bir formda tanimlanmis 6nemli bir sinifi asagidaki gibi

gosterilir;
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Bu smif karisik etkili modellerden ortaya c¢ikan yapilart da igerir. Boyle kovaryans

2

yapilarinda tim (i, j) ciftleri i¢in =0 ve R; =0olur. Boylece Es. 4.19 asagidaki

00,00,
ifadeye doniisiir;
- R el o°D
O, =0- W, — 4.20
T 3w (4.20
=d+2A (4.21)

W, & igin yaklasik varyans kovaryans matrisi olmak {izere gozlenen veya beklenen bilgi
matrisinin tersinden elde edilebilir. Kenward ve Roger yaklagiminin teorik genisletilmis
elde edilisi ve farkli bir versiyonu ile ilgili genis bir agiklama Alnosaier (2007) tezinde
bulunabilir. Bu yaklasim Bootstrap-t yontemiyle aralik olustururken kullanilmistir ve
Bootstrap-t-Kenward Roger olarak ifade edilmistir (BS-t-KR). Ayrica yapay-skor giiven

aralig1 olusturulurken de bu yaklagimdan yararlanilmigtir.

4.7. DKE Modelinde Sabit Etkiler icin Analitik Yaklasimlar

Sabit etki durumunda, Sy ig¢indeki tiim tahmin ediciler Y ’nin normal dagilima sahip
dogrusal kombinasyonlaridir. Bu nedenle, DEIDYTE, t(0) =k B, normal dagilima
sahip olacaktir. DEIDYTE, yansiz oldugunda varyansi, o; HKO’suna esit olur. &/ ’nin
bilindigi durumda, test istatistigi [t(é)—T]/ o, standart normal dagilima sahip olur.
T =k B i¢in 1-a giiven araligi P(-z,, < [t(é) —T}/o-t <2, ,,)=1—a esitliginden elde

edilir. Yani T igin aralik [t(0)—z,_,,0,,t(0)+z,_,,0,] olarak ifade edilir.

o’ nin bilindigi durumda, test istatistigi [t(é)—T}/atpivotudur. Pivot, parametre(ler)in
ve verinin bir fonksiyonu olmakla birlikte dagilimi parametreden bagimsizdir. o7

t

bilinmediginde pivot [t(é)—T}/st , s2'nin o} ’ye yaklasim kullanilir. [t(@) —T]/St
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yapay-pivotunun dagilimi genellikle Student-t dagilimma yaklasir. Verilen bir t

istatistiginin serbestlik derecesi i¢in, 1—a giliven aralig1 asagidaki gibi yazilir;
[t(0) ~t 0125 10) +1 8] - (4.22)

Bu yaklagim altinda giiven alt ve st siirlarin1 hesaplamak igin bir segenek, s?'nin Naive
yaklagimini alip N toplam gdzlem sayisi ve p toplam sabit etki parametre sayis1 olmak
tizere N — p’yi t dagiliminin serbestlik derecesi olarak kullanmaktir (Demidenko, 2004:

131). Naive yaklasimin eksi yanlilig1 veya serbestlik derecesinini yanlis olmasi sonucu
yapay-pivot dagilimi t dagilimindan daha agir kuyruklara sahip olabilir (Harville ve
Carriquiry, 1992). Aralik kapsama orani belirlenen nominal seviyeden daha az olabilir, bu
durum McLean ve Sanders (1988) simulasyon ¢alismasinda gdsterilmistir. Giesbrecht ve

Burns (1985), N — pserbeslik derecesini kullanmak yerine Satterwaite’in (1941, 1946)

serbestlik derecesi yaklasim metodunu adapte etmistir. Kenward ve Roger (1997) sabit
etkilerin dogrusal kombinasyonlarini test etmek icin, Prasad-Rao (1991) HKO yaklagimina
dayal1 F test istatistigini Onerip bu F istatistiginin paydasinin serbestlik derecesi i¢in de ayr1
bir yaklagim onermiglerdir. Bu yeni Onerilen serbestlik derecesi aslinda Giesbrecht ve

Burns (1985) tarafindan kullanilan Satterthwaite (1941,1946)’1n adapte edilen serbestlik

derecesi yaklasimi ile aymdir. T =k B dogrusal kombinasyonu icin Kenward-Roger F

istatistiginin kare kokii yapay-pivot (s’ Prasad-Rao yaklasimindan elde edilmek iizere)
[t(é) —T] /s, ile aynmidir. Bu yapay-pivotun dagilimi t dagilimina yaklasir ve Es. 4.22°deki

formiilde giiven limitleri olusturmak i¢in kullanilabilir. Kenward-Roger metodu, serbestlik
dereceleri ve Prasad-Rao yaklasimi DDFM=KR se¢enegi ile SAS PROC MIXED’de

hesaplanabilir. Bu bélimde o bilinmedigi durum igin anlatilan metodlarin dogrulugu

secilen HKO yaklagiminin dogruluguna ve yapay-pivot dagiliminin student-t dagilimina ne

kadar benzedigine baglidir.
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5.DKE MODELLERINDE SAYISAL ALGORITMALAR VE
ISTATISTIKSEL YAZILIMLAR

ECO ve KECO tahminlerinin hesaplanmast DKE modellerinin analizindeki en zorlu
asamadir. Normal dagilimli DKE modellerinde olabilirlik ya da kisith olabilirlik
fonskiyonlar1 kapali-formda ifade edilebilir. Bu fonksiyonlar Newton-Raphson, Fisher—
Scoring, beklenti ve maksimizasyon (BM) (expectation and maximization-EM) gibi sayisal
yontemlerle maksimize edilir. En dogru algoritma DKE modelinin 6zel yapisina uygun

olarak se¢ilmelidir.

5.1. BM Algoritmasi icin Baz1 Tanimlamalar ve Gosterimler

Klasik Ustel Aile (Regular Exponential Family)

s(y): kx1 boyutlu yeterli istatistik vektorti,
c(0): kx1 boyutlu parametre vektori,

0,,€Q , d-boyutlu bir konveks parametre uzaymda ve f(y;&)olasilik yogunluk
fonksiyonu; b(y) ve a(@) scalar degerler olmak iizere bir iistel ailenin bilesik olasilik

yogunluk fonksiyonu asagidaki formda yazilir;

f(y;0) =b(y)exp{c(0)"s(y)}/a(d).

c(@) dogal veya kanonik parametre vektorii olarak adlandirilir. k=d ve c¢(6)’nin
Jakobyeni, S—; kxk boyutlu tam rankli bir matrisse, f(y;6) nin istel ailede oldugu
bilinir. Bu durumda,

f (y;:0) =b(y)exp{0"s(y)}/ a(6)

Tam-veri seti skor vektorii

sy =200
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Gozlemlenmig-veri seti vektorii

N(G; Yy, )
Sgﬁz (9’ ygbz) = Tog

Ayrica beklenen deger operatoriiniin ve tiirev operatoriiniin degisiminin olabilecegi sartlar

icin asagidaki ifade verilebilir;

Se: (0 Yee) =Ep [8(0; Yl ygﬁz]

Tam-veri seti Bilgi Matrisi (Fisher Information Matrix)

—0°1(0: y)

1(0;y) = 000"

Tam-veri seti Beklenen Bilgi Matrisi

1(6;y)=E,[16;y)]

Gozlemlenmis-veri seti Bilgi Matrisi

—0°1(6; Y y,)
4 (03 Vo) ZWQTQ

Gozlemlenmis-veri seti beklenen Bilgi Matrisi

Igbz (0’ ygﬁz) = E9 I:I(e! ygdz):l

Gozlemlenmis-veri seti beklenen kosullu Bilgi Matrisi

Ig(jz (91 ygﬁz) = EH [1(91 y) | ygﬁz:|

Kay1p Bilgi Prensibi

lys: (05 Yoo, ) =1(0;Y) =109 T, (Vi | Vg @) Oldugu  hatirlanirsa  6’ya gore tiirev  alimirsa
asagidaki ifade bulunur,

02109 f,(Yiay | Yer: 6)

Igt’)z (0! ygt’)z) =1 (9’ y) + 6660T
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Y| Yy Uzerinde kosullu beklenen deger alinirsa:

L, é; ygéz) = loguin é; ygéz) — |,my(¢9; ygdz) elde edilir.

Bu ifadeden kayip bilgi matrisi asagidaki gibi elde edilir:

82 f2 (ykay | ygﬁz ’ 0) |
0600’ o

Igdz (01 yg('jz) = _EH {

Kayip bilgi prensibi asagidaki esitligin oldugunu gosterir:

Gozlemlenmis Bilgi = Tam Bilgi— Kaywp Bilgi
5.2. Beklenti ve Maksimizasyon Algoritmasi

ECO ve KECO tahminleri profil log-olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesi ile elde
edilir. Bu dogrusal olmayan bir optimizasyon problemidir. Newton-Raphson gibi standart
sayisal prosediirler olsa da bunun gibi prosediirlerin sikintis1 genellikle baglangic
degerlerine oldukca duyarli algoritmalar olmasidir. Baslangi¢ degerleri kotii oldugunda
yakinsama problemleri ortaya ¢ikar. Bu nedenle bu tezde en ¢ok olabilirlik fonskiyonunun
maksimize edilmesi probleminde daha iyi bir sayisal algoritma olan beklenti ve
maksimizasyon sayisal yontemi ele alinmistir. Beklenti ve Maksimizasyon algoritmasi
diger yontemlere gore yavas olsa da baslangic degerlerine karsi daha saglamdir ve
baslangic degerlerinden fazla etkilenmez. Kotii baglangic degerleri algoritmaya
verildiginde yakisamasi yavaslar. iki ydntemin avantajlar1 bir algoritmada birlestirilebilir.
Ornegin kotii baslangig degerleri segilirse ilk olarak BM algoritmasi ile baslanir belli
adimdan sonra Newton-Raphson algoritmasina gegilebilir. Bu tezde BM algoritmasi bazi

DKE modelleri i¢in tanitilacaktir.

Beklenti ve maksimizasyon algoritmasi bazi rastgele degiskenlerin gdzlemlenemedigi
eksik oldugu veya tamamlanamadigi durumlarda en c¢ok olabilirlik yontemiyle parametre
tahmini i¢in kullanilan olduk¢a genel, yinelemeli bir algoritmadir. BM algoritmas1 veri
setinde bazi eksiklikler oldugunda parametre tahmini ic¢in sezgisel bir fikri
formiillestirmistir;

1. Eksik degerler tahmin degerleriyle yer degistirilir,

2. Parametreler tanmin edilir,
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Yukaridaki iki adim asagidakiler uygulanarak yakinsama saglanana kadar tekrarlanir;

1. adimda tahmini parametre degerlerini gercek degerler gibi kullanilarak,
2. adimda tahmini degerleri gozlenmis degerler olarak alinarak, yakinsama gergeklesene

kadar dongii devam ettirilir.

Genel teorik cercevesi Orchard ve Woodbury (1972)’nin kayip bilgi prensibinde
verilmeden 6nce de BM algoritmasi kullanilmaktaydi. Beklenti ve maksimizasyon terimi
ilk olarak algoritmanin farkli durumlarda davranisi ve oldukc¢a fazla sayida uygulamasiyla

birlikte Dempster, Laird ve Rubin (1977) tarafindan istatistik literatiiriine kazandirilmistir.

p -boyutlu parametre vektorine € € ® < R sahip y rastgele vektorii igin bilesik olasilik
yogunluk fonksiyonu f(y;®)olarak gosterilsin. y rastgele vektorii icin tam bir veri seti
y gozlemlendiyse, Yy ’nin dagilimma baglh olarak @ ic¢in en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerini elde etmek en 6nemli amagtir. y igin log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir

ve maksimize edilmesi gerekir;

log L(6;y)=1(6;y) =log f(y;6)

Kayip veri olmasi durumunda tam veri setinin sadece bir fonksiyonu gozlemlenmis olur.

Yo, g0zlemlenmis ama “tamamlanmamis” veriyi ve Y,, gozlemlenmemis kayip veriyi
temsil etmek {izere bu fonksiyon (ygoz, ykay)olarak tanimlanir. Tanimin sadeligi

bakimindan, kayip verinin rastgele oldugu varsayilsin f, , vy, ’lin bilesik olasilik

yogunluk fonksiyonu olmak iizere,
f (y,@) = f (ykay’ ygoz;e)
= fl(ygijz ; 9) f2 (ykay | yg'c)z : 0) ’

yazilabilir. Boylece 1, (6;Y,,) gdzlemlenmis-verinin log-olabilirligi  olmak  tizere

asagidaki esitlik yazilir;

Ig()z (61 ygéz) = |(61 y) - IOg f2(ykay | ygﬁz ; 9) '

|, "in maksimize edilmesinin zor ama tam-veri setini maksimize etmenin kolay oldugu

durumlarda BM algoritmas: faydalidir. ytam-veri seti olarak gdzlemlenemedigi igin,
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1(0;y) tam olarak degerlendirilemez dolayisiyla maksimize edilemez. BM algoritmasi,
Yge, Verildiginde kosullu bekleneniyle yer degistirerek 1(6;y)’yr yinelemeli olarak

maksimize etmeyi amaglar. Bu beklenen 6’nin o yineleme i¢in gegerli degerindeki tam-
veri setinin dagilimma gore hesaplanir. Yani, 6, 6 igin verilen ilk degerse, ilk

yinelemede Q(#,6®)=E O [I(&; y) | ygm] ‘nin  hesaplanmasini  gerektirir.  Q(8,6),

0’ya gore maksimize edilmis olur ve asagidaki esitsizligi saglayacak sekilde 0“ ’i bulmak
i¢in kullanilir; Q(6®,0)>Q(8,6) ; 8<®. Sonug olarak, BM algoritmasi, Tahmin
adimi (T-adim) ve onu takip eden Maksimizasyon-adimini (M-adim) igerir ve asagidaki

gibi tanimlanir.

Tahmin-Adimi (T-Adim): Q(6,6™) hesaplanr;

Q6.6°)=E,, [16: V) Yy, |

Maksimizasyon-Adimi (M-adim): O i¢inde Q(6“",0™)>Q(6,6™)olacak sekilde 6
bulunur. L(Q(”l)) — L(Q(t)) arasindaki fark onceden belirlenen ¢ok kiiciik bir 6 *dan kiigiik

olana kadar yinelemeye devam edilir. Log-olabilirlik fonksiyonun @ igin bulunan bir
yeterli istatistikte dogrusal oldugu gosterilebildiginde bu iki adimin hesaplanmasi oldukga
basitlesir. Tam-veri setinin dagiliminin {istel aile formatinda olmasi bu durumu olas1 hale
getirir. Bu durumda T-adimi, gozlemlenmis veri verildiginde tam verinin yeterli
istatistiginin beklenen degerini hesaplamaya indirgenir. Tam-veri setinin dagilimi {istel
aileden oldugunda M-adimi da kolaylasir. M-adimi, T-adiminda hesaplanan log-olabilirlik
fonksiyonunun beklenen degerini maksimize etmeyi igermektedir. Tam-veri setinin
dagilimi istel oldugunda, diger yinelemeye devam etmek igin tiim log-olabilirlik
fonksiyonunun beklenen degerinin maksimize edilmesi yerine T-adiminda hesaplanan
yeterli istatistigin beklenen degeri maksimize edilmeye ¢alisilir. Boylece M-adimi ve T-
adim1 oldukca kolaylasmis olur. Ustel dagilima ait bazi 6rnekler bu adimlarla birlikte

asagida incelenecektir.

Karmagik en ¢ok olabilirlik fonksiyonu hesaplamalari i¢in sayisal algoritmalar i¢inde BM
algoritmas1 Newton-Raphson algoritmasi gibi algoritmalara gore daha iistiin 6zelliklere
sahiptir. En 6nemli 6zelliklerinden ilki, tam-veri setinin hesaplamalarina dayali oldugu i¢in

uygulamasi genellikle daha kolaydir: T-adiminin her yinelemesi sadece tam-veri setinin
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kosullu dagiliminin beklenen degerini bulmayi igerir iistel aile formati algoritmayi daha
kolaylastirir. M-adiminin her yinelemesi tam-veri seti i¢in uygun olan en ¢ok olabilirlik
tahmin edicilerinin basit kapali formlarim1 igerir. Ayrica sayisal olarak dengeli bir
algoritmadir: her yineleme en ¢ok olabilirlik fonksiyonunun 1, (€;y,,) degerini artirmayi

gerektirir. 1 ., (6;y,,) eger smirhysa, Igbz(ﬁ(t);ygdz) dizisi bir degere yakinsayacaktir.

0" dizisi yakinsarsa, bu | (0; Yg,) un ya bir yerel maksimum noktasina ya da bir eyer

goz

noktasina (saddle point) sahip olacaktir ve |, (8;Y,,) tek modlu bir fonksiyonsa en gok

olabilirlik tahmin edicisi tek olacaktir.

Ornek. y=(y,,..,y,)" tam-veri seti vektdriiniin normal dagilimli N (o) bir rastgele

orneklem oldugu varsayilsin.

f(y,,u,O'Z) :(Zjo-zj exp{ Z(y| lu) }

1)
= (Zzazj exp {—1/ 20° (Z yi=2u) Y, +nu j}

(Z Yir Z yfj ’nin normal dagilimin parametreleri 8 = (1, o%) icin yeterli istatistikler

oldugu bilinmektedir. Tam-veri setinin en ¢ok olabilirlik fonksiyonu;
(0% y)=— n —log(c?) Z(y' H)” +sabit
o’

2
Zy.

n
=——log(c®
5 g(o

Boylece, tam-veri setine dayali en ¢ok olabilirlik fonksiyonu tam-veri seti yeterli

istatistiklerinde dogrusaldir. y, vektdriiniin N(z, o) sahip ayni dagilimli normal oldugu,
Y., i=1..,m gozlemlenmis ve Y, i=m+1..,n kayp veri (rastgele) vektorii oldugu
varsayilsin. Gozlemlenmis veri vektorii Yy, = (Y, y.)" olarak gosterilsin. Tam-veri seti

y 'nin vektori Ustel aileden oldugu i¢in, T-adimi asagidaki ifadelerin hesaplanmasini

gerektirir;

EG (Z yi | ygt‘)z} ve Ee (Z yi2 | ygbz]
i=1 i=1
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Yani, tim-veri setinin en cok olabilirlik fonksiyonunun hesaplanmasi yerine yeterli

istatistiklerin kosullu beklenen degerlerinin hesaplanmasi yeterli olacaktir (Little ve Rubin,

20 (u,0°) igin iterasyonun

1987: 131). Boylece, T-adimin t. yinelemesinde 4 ve o
yeni tahminleri E ,, ., (y;) = 1Y ve E 0 0 (V)= 17V + 0" olmak iizere asagidakiler

hesaplanir;

n
® _
S = Eﬂ(t)vgzm [Z Yi | ygsz
i=1
m

= Z yi+(n- m),um

i=1

(5.1)

n
t) _ 2
S = E#m'ozm (Z Yi | ygo’z)
i=1

= IZ:: > +(n—m) [02‘” + ,u(t)]

(5.2)

n

ZYi

M-adiminda, (u,0°) icin tam-veri setinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri: 2 =12— ve
n

n 2

Z Yiz Z Yi
2 — i=1 i=1 ,dir.
n n

A

4 Ve o’ ’nin yeni yinelemelerini elde edebilmek i¢in yukaridaki ifadelerin sag tarafindaki
tam-veri setinin yeterli istatistikler i¢cin T-adiminda hesaplanan beklenen degerler yerine
konularak M-adim1 tamimlanacaktir. y=(y, ,,..,Y,)" gozlemlenemeyen kismi oldugu igin

tam-veri setinin yeterli istatistikleri dogrudan hesaplanamayacaktir. Bu durumda asagidaki

ifadelerden yararlanilacaktir;

(t+1) s
p == (5.3)
n
O_2(t+1) — ir:) _ ﬂ(t+l)2 (5.4)

Boylece, u” ve o baslangic degerleriyle baslayarak Es. 5.1 ve 5.2 T-adiminda

hesaplanir. Bir sonraki adimdaki # ve o®® degerleri Es. 5.3 ve 5.4  bir 6nceki
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baslangi¢ degerleri yerine konularak M-adiminda hesaplanir ve yakinsama gerceklesene
kadar yinelemelere devam edilir. Boylece, BM algoritmasi Es. 5.1, 5.2, 5.3 ve 5.4 arasinda

yenilenir. Aslinda (u,?) igin en gok olabilirlik tahmin edicileri agik¢a 1 = ZL y,/m ve

6° :ZL y2/m—47 ile ifade edilebildiginden, BM algoritmasinin kullanimi gerekli

degildir. Bu 6rnek sadece BM algoritmasini basit¢e tanitmak i¢in verilmistir.
Ornek. Varyans Bilesenleri Tahmini (Little ve Rubin, 1987: 150)

Ineklerin yapay dollenmesiyle ilgili bir calismada, rastgele secilen bogalardan alinan sperm
ornekleri, gebelik iiretme kabiliyetlerine gore test edilmistir. Alinan sperm 6rnekleri sayisi
bogadan bogaya degismistir ve yanit degiskeni her 6rnekten elde edilen gebe birakma
yiizdesidir. Bu ¢aligmada boga etkisi rasgele etki olarak varsayilmistir. Veri seti Cizelge

5.1°de verilmistir.

Cizelge 5.1. Yapay dollenme veri seti

Boga(i) | Gebe birakma yiizdesi m.

1 46, 31, 37, 62, 30

2 70, 59

3 52,44, 57, 40, 67, 64, 70
4 47,21, 70, 46, 14
5

6

T

42,64, 50, 69, 77, 81, 87
35, 68, 59, 38, 57, 76, 57, 29, 60

WO ~NOINDN Ol

oplam

Boyle bir veri setini analiz etmek i¢in tek faktorlii rastgele etki modeli uygun olacaktir;

Vi =& +&;, i=1..m, i=1..,n,

Boga etkisinin normal dagilimh, bagimsiz; a ~ N(u,07), boga etkisi-i¢i hata terimleri
2 < . < ,
&; ~N(0,0°) normal dagilimli, bagimsiz oldugu varsayilir. Ayrica @ Ve g nin

birbirinden bagimsiz rastgele degiskenler oldugu varsayilsin. Bu model varyans bilesenleri
modelidir, yeniden parameterize edilerek DKE modeline uygun hale getirilir. Dempster,
Laird ve Rubin (1977) varyans bilesenlerinin ECO tahminlerini BM algoritmasina dayali

olarak elde etmislerdir.
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Cizelge 5.2. Tek faktorlii rastgele etki modeli i¢in varyans analizi tablosu

Degisimin | Serb.Der. | Kareler Kareler F Beklenen Kareler
Kaynagi Toplam1 Ortalamasi degeri | Ortalamasi

Bogalar |5 3222,059 664,41 2,68 % +5,6707

Aras (502 +28,34 62)I5
Bogalar | 29 7200,341 248,29 o2

Ici (Hata)

Toplam 34 10522,400

A

Hata teriminin varyansmmin ANOVA tahmini Cizelge 5.2°de & =248,290larak elde

edilmistir. Boga rastgele etkisinin ANOVA tahmini

(664,41—248,29)/5,67 = 67 = 73,39 olarak elde edilir.

varyansinin

En ¢ok olabilirlik tahmin edicileri 6 = (u,52,05°)elde etmede BM algoritmasi kullanmak

icin oncelikle y*=(y,a)" 'nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu y*tam-veri seti
varsayilarak bulunmalidir. Bu bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu iki faktoriin ¢arpimi

olarak yazilabilir: ilk par¢a g, verildiginde Y; 'nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu ve

ikinci parga da @, ’nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu olarak se¢ilmelidir.

f(y*0)=fi(yla0)f,(a;0)

,iz( . _%(ai_/‘)z
:Hinj Le 252 Hi 1 e 20
270 2o,

Boylece, asagida verilen tam-veri seti igin yeterli istatistiklerde en ¢ok olabilirlik

fonksiyonu dogrusal olacaktir.

.= 4
T,=) a°

n m 2

L= (v-a) =X (%-%) +Zmi(7i-_ai)

| [ |

Tam-veri olmas1 y ve a’nin tamamen ulagilabilir oldugunu varsayar. Sadece y gozlendigi

icin, y;.jz =y olarak yazilir.
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BM algoritmasinin  T-adimi y;bz verildiginde T,T,,T, ’lin beklenen degerlerinin
hesaplanmasini gerektirir. Bu beklenen degerleri hesaplamak i¢in y verildiginde a’nin

kosullu dagilimma ihtiyag vardir. y*=(y,a)" ’nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,
N =Z:mi boyutlu birlerin  vektorii  j,, =), p=pjy, 4, =pj, Ve

>* (N +n)x(N +n) boyutlu matris olmak iizere (N +n) boyutlu ¢cok degiskenli normal

dagilima N(g*,2*) sahiptir. J mxm, boyutlu birlerin matrisi olmak {izere

mj

z, =0’l, +0.J , mxm boyutlu bir matristir,

Z*_L > zlzj
=T &
12 a

y ’nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonunun kovaryans matrisi X ; ayni boga icin olan
gdzlemler arasindaki kovaryans o’ ve farkli bogalar arasindaki kovaryans 0, y; "ler ortak
normal dagilimli ve genel ortalamasi u ve genel varyanst o +o parametrelerine sahiptir.

Kovaryanslar asagida 6zetlenmistir;

=c’+0. egeri=i,j=]j,
=c’ eger i=i,j#]j,
=0 eger i#i.

kov(yij,a1)=a§ eger i=i; kov(y;,a)=0 eger i#i oldugundan X,; yve a’nm

kovaryansidir. y verildiginde a’nin kosullu dagilimint bulmak i¢in X 'nin tersine ihtiyag

2
vardir ve X' = iz{ l, ————Jn } olmak {izere asagidaki gibidir;
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Cok degiskenli normal teoriden bilindigi lizere, y verildiginde a’nin kosullu dagilimi
a=u +T,2(y-u) Vve A=021-3,3'%, olmak iizere a~N(a,A)’ dr.

2
(o

ml
W =——"— , y, = (Z y;)/m, ve V, =W’ olmak lizere
o +Mo, j=1

a.d.b.
aly ~ Nwu+@-w)y,,v;) olur. y (veyayy,) verildiginde T,T,,T,’tin beklenen
degerlerinin hesaplanmasi i¢in bu kosullu dagilima ihtiya¢ olacaktir. T -adiminin t.

yinelemesi asagidaki gibi gergeklesir;

Tl(t) — ZI:Wi(t)lu(t) +(1- Wi(t))yi:l
2

0= 3 (WO A=)y, ]+ 3
—\2 —
Tz(t) = ZZ(YU - yi.) + Z m; [Wi(t)z (,U(t) - yi.)2 +Vi(t):|
i j i
Boylece tam-veri seti en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri asagidaki gibi olacaktir;

n
n

-

b=

T -adimindaki ifadeler kullanilarak M-adiminda yeterli istatistiklerin beklenen degerleri

yerine konularak en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilir;

T(t)
At+) 1
ILl P —
n
T (t)
A2(t+l) 1o A (t+1)2
Gy =———j1
n
(t+1)
62(t+1) — T3 "

N
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Bu iki denklem seti arasinda yinelemeler yapilarak BM algoritmasi isletilir. Baslangic

degerleri olarak parametrelerin ANOVA tahminlerine yakin degerler kullanilir: 2 =54,
05(0) =54,827, o*9=70. 30 yinelemenin sonunda en ¢ok olabilirlik tahminleri

=53,3184 ,57 =54,827 ve 6° = 249,22 olarak elde edilir.

5.3. Kanisik Etki Modelleri icin BM Algoritmasi

BM algoritmasi karisik etkili modeler i¢in kullanilirken rasgele etkilere kayip gozlem

olarak bakilir. y,, gozlemlenmis rastgele vektéor X, ve Z,, bilinen degerli tasarim

Nxp Nxg;

matrisleri, bilinmeyen parametre vektorii S ,ve b gézlemlenemeyen rastgele etkilerin

px1
;X1 boyutlu vektorleri olmak lizere BM algoritmasinin daha acik ifade edilebilmesi i¢in

varyans bilesenleri modelinin asagidaki formu verilmistir bu form DKE modelleri i¢in de

kullanilabilir (Searle ve digerleri, 1992: 298);

y:X,B+iZibi +e

eya ~N(O,oely), b ~N,(0,5°%) i=1..r

Hata terimlerinin N boyutlu ¢ok degiskenli normal dagilimli oldugu, rastgele etkilerin her

birinin de ¢, boyutlu ¢ok degiskenli normal dagilima sahip oldugu ve hata terimlerinden

ve birbirlerinden bagimsiz oldugu varsayisin. Tam-veri seti vektori (y,hb,..,b.)ve

y gbzlemlenmis (tam olmayan) veri vektorii olarak gosterilsin. q = Zqi ve ¢, =N olmak
i=0

lizere y i¢in kovaryans matrisi asagidaki gibi ifade edilir;

kov(y, b,)=kov(X B+ 2, b)) =Z kov(b,, b;) = ?Z,

V:var(y):iZiZi o ZZ,Z, ol +all,
i=0
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XB r
0 \%

/uqxl = ve Z

| olmak tzerey ve b,...,b icin bilesik
= ezt o]
0 izt 4T TG iy

dagilim da q-boyutlu ¢cok degiskenli normal dagilima sahip olacaktir, N(z,X). Boylece
T .7 T =0t 1 1o
=[(y—Xﬁ) b',...b r} olmak iizere f(y,b,...b)=(27) ? [3| 2exp[—5w D Wj,

(y,by,...,b, ) *nin olasilik yogunluk fonksiyonu olarak yazilir.

\Y b
Z = 'r=1 parcali bir matristir ve 4 par¢anin da tersi mevcuttur. r

X 2

¥ {O- Z } | d{ai Iqi}izl

alt indisi satir vektorii, ¢ alt indisi siitun vektori, d alt indisi diyagonal matrisler olarak
yazilacagin1 gosterir. Bu matrisin determinant ve tersi V ’nin Schur bileseni yoluyla

bulunur (Searle ve digerleri, 1992:445, 453). Yukarida verilen bilesik oyf’u f (y, b,..., br)

daha basitlestirmek i¢in:

=] foit, \N (72, {(o7) 1] (o27)
(o) v -2tz
=1j<af>q'\ao
-T](er)'
0 0 I
>t {o d {G.ZIq.}ier{c {ziT}}d‘)_ZIN (1 {Z}] (Searle ve digerleri, 1992: 450).

Tam-veri seti log-olabilirlik fonksiyonu by=y-XB-> Zb =e olmak iizere asagida

i=1

verildigi gibidir;

r r wi
1=-1qlog2m) -2 Y g logo? -2y 22
2 2% 2%
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Buradan vyeterli istatistikler: b'b, i=1..,r ve y—ZZibi en ¢ok olabilirlik tahmin
i=1
edicileri;
T
O/\'izzm iZO,l,...,I'
q;

B:(XTX)XT(y—Zr:ZibiJ.

5.3.1. Iki varyans bilesenli karisik-etki modeli

y=XB+Zb+e ve e, ~N(,0cl,); b ~N(00c/Z) ve y’nin kovaryans matrisi
V =Z,Z 6} +0¢l, olarak yazilir.

b,=y—-Xp—-2Zb =e olmak iizere tam-veri seti log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki
gibidir;

1 1 1&b'b
| =—=qlog(27)-= Jogo2-—=N"0 1
2q 9(27) > i§=0’ql go; > >

i=0 Oj
En ¢ok olabilirlik tahmin edicileri asagidaki gibi olacaktir;

.
&sz i=01

i q;
B=(X"X) X" (y-Zh,)
Yeterli istatistiklerin, biT b,i=01 ve gozlemlenmis veri-seti vektori y iizerine

kosullanmis y—Z,b beklenen degerlerinin bulunmasi gerekir: b |y, @, -boyutlu ¢ok

degiskenli normal dagiliml oldugu i¢in,

bly~N, (672N (y-Xp), <7i2|qi —-0'2,'V'Z,) olarak yazilir,

E(o, | y) =05V (y=XA),

E(bb, |Y) =05 (y=XB)'V'Z,Z, 'V (y- Xﬂ)+iz(0§|q0 -oyZNTZ), Z,=1,.

Yeterli istatistiklerin beklenen degerleri asagidaki gibi olacaktir;
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EQ'D 1Y) =o' (y- XAV ZZ NV y-X ) +iz(o?l, ~o'ZV 7))

E(y=Zhb |y)=XB+0V (y—Xp).

BM Algoritmasi adimlari

Adim 1 (Tahmin-Adimi);

VO =72"6792"1 , i=0,1 agsagidakiler hesaplanir:

SO =E@B 1Y), 0 e
= O-i4(t) (y=XB9)'v (tHZiZiTV O3 (y—XpY)+ iz(o'iz(t) I, — O_izl(t)ZiTV (t)_lzi)
W = E( =21, o= X B =TV Oy =X )
Adim 2 (Maksimizasyon Adimzi);
Gi2(1+1) — §i(t) / a

L = (XTX)TXTWY elde edilir.

Ornek. Domuz iiretilen bir ¢iftlikte 5 erkek domuz igin 2 farkli disi domuz rastgele
secilerek her biri ile eslestirilmistir. Bir defada dogan her iki domuz yavrusunun giinliik
aldiklar1 kilo miktar1 pound cinsinden &l¢iilmiistiir. ilgili veri seti Cizelge 5.3’de verilmistir
(Snedecor ve Cochran,1967). «; i. erkek domuzla iliskili sabit etki, S i.erkek domuz ve
J - disi domuzla iligkili rastgele etki, e, hata terimidir. Tahmin edilmesi gereken model iki
varyans bileseni ve bir sabit etki terimine sahiptir, burada bir rasgele etki terimi vardir yani

b =4 , r=1ve g rasgele etkisinin 5x 2=10 diizeyi vardir dolayistyla g, =10 oldugu

igin B; ~ Ny (0, o7ly) yazilabilir; Model: y,, = p+a; + B, +e
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Cizelge 5.3. Domuz ¢iftliginde yavrularin agirlik artis veri seti

Erkek Domuz | Disi Domuz | Agirlik Erkek Disi Domuz | Agirhik
Artimi Domuz Artimi
(pound)

1 1 2,77 3 2 2,72

1 1 2,38 3 2 2,74

1 2 2,58 4 1 2,87

1 2 2,94 4 1 2,46

2 1 2,28 4 2 2,31

2 1 2,22 4 2 2,24

2 2 3,01 5 1 2,74

2 2 2,61 5 1 2,56

3 1 2,36 5 2 2,50

3 1 2,71 5 2 2,48

Veri setinin analizi yazilan program koduna uygun olmasi amaciyla varyans bilesenleri

modelinde ¢ ile ifade edilen son domuzun kategorisi referans kategorisi olarak alinarak

asagidaki DKE modeline uydurulmustur. Bu 6rnekle birlikte varyans bilesenleri modeli
DKE modeline doniistiirebilmek i¢in yeniden parametrelendirilmistir. Yukaridaki
tablolarda verilen veri setinin sabit etkilerle iligkili tasarim matrisi X ve rasgele etkiler ile
iligkili tasarim matrisi Z , sabit etkilerin tahminleri ve varyans bilesenlerinin tahminleri ve

DKE model denklemi asagida verilmistir.
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X Tasarim Z Tasarim Matrisi Model Denklemi
Matrisi
11 0 0 0] [1 00 0 0O0O0OO O O] e,
11000 1000000000 e
11000 01 00000UO0TO0O0 e,
L' 00 o 0100000UO0TUO0O0 €.
1 0010000UO0TO0O0 &)
10100 0010000UO0TO0O0 5. | e
10100 0001000U0TO0O0
ﬁlZ e22]
10100 0001000U0TO0O0 B e
-7 21 222
10100 000O0100O0TO0TD0 %o
ﬂ22 e31]
10010 000O0100O0TO0D0 P A e |
10010l 0000010000 Y=Xa2+2ﬂ31+e31‘
10010 000O0OTU1O0TUO0TU OO Q . N
10010 0000O0DO0T1000 | %, | Pa] | &
10001 ﬂ42 e4l]
0000O0O0T1@0UO00 5 o
1000 1 o “
0000O0O0UOTI1@O00 4 )
10001/ 199000000100 R N
Looo il to0o00000010 o
10000 0000O0O0O0GOT10 es”
10000 00000O0O0GO0G 01 ;”
10000 00000O0O0GO0GO01 ]
100 0 0] - ) 852

Cizelge 5.5. Beklenti ve maksimizasyon adimlari

Iterasyon No Log-Olabilirlik Degeri | Hata Terimleri Rasgele Etkilerin
Varyans Tahmini Varyans Tahmini

256 20,639 0,03869933 0,0088285

257 20,639 0,03869935 0,008828467

260 20,64 0,03869941 0,008828376

261 20.64 0,03869943 0,008828347

262 20.64 0,03869945 0,00882832
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Cizelge 5.6. DKE modelinin sabit etkileri ve varyans bilesenleri tahminleri

Q, =2,57 4,=00975 @,=-004  &=00625 @, =-0,10

62 =0,0387 62 =0,0088

5.3.2. i¢ ice hata regresyon modeli i¢cin BM algoritmasi

I¢-ice hata regresyon modeli (nested error regression model) iki varyans bilesenli dogrusal
karisik etki modelinin 6zel bir halidir. Yukaridaki Ornekte sabit etkiler icin bagimsiz
degiskenler kategoriktir bu modelde ise siireklidir. Tezin simiilasyon asamasinda bu
modelle ilgilenilmistir ve modelin sabit etki parametresi i¢in farkli giliven araliklar
incelenmistir. Bu ornekte BM algoritmas: kullanilarak belli bir kombinasyon i¢in ve
normallik varsayimi altinda modelin parametreleri tahmin edilecektir. BM algoritmasi igin
kodlar R programinda yazilarak asagidaki model i¢in parametrelerin BM yo6ntemi ile en

¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilmistir ;

Y, = By + BX; +b ey 1=12; j=12,3;, n=2,m=3
i=1..,n j=1..m b ~N(00ol,) e ~N(,0cl,)

Cizelge 5.7. I¢ ige hata regresyon modeli igin iiretilen veri seti

Y X zZ Model Denklemi

(2,660 | [1 0,506 | [[1 O] e
0,034 || |1 -4561|||1 0 3
1,047 | ||1 7,447 || |1 © e

2372 | | |1 —19,468] | |0 1| "~ {Z’}z{i} ez
1911 | ||1 -11493] |0 1 e,
1443 | ||1 6126 | [[0 1 e,

R programinda {iretilen Cizelge 5.7°deki veri seti kullanilarak model i¢in BM algoritmasi
yoluyla i¢-ige hata regresyon modelinin sabit etkileri ve varyans bilesenlerinin parametre

tahminleri elde edilecektir.
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Modeldeki sabit etki parametresinin ilk degeri olarak modelde rastgele etki yokmus gibi
diistintilerek veri seti dogrusal regresyon modeline uydurularak dogrusal regresyon tahmin

edicisi ilk deger olarak alinmistir.

Cizelge 5.8. i¢-ige hata regresyon modelinde parametre tahmini i¢in baslangi¢ degerleri

{9 = 0,03746 (© =_0,10711
o2® =2,317 cX® =1,94

Rastgele etki ve hata teriminin varyanslarinin ilk degerleri yine benzer bir mantikla
modelde sabit etki yokmus gibi diisiiniilerek veri seti ANOVA modeline uydurulmustur.
Buradan ANOVA tahminleri varyans bilesenlerinin ilk degerleri olarak segilerek

algoritmada kullanilmistir.

Cizelge 5.9. Ig-ice hata regresyon modeli parametre tahminleri BM adimlari

Iterasyon No | Log-Olabilirlik Degeri | Hata Terimleri Varyans | Rasgele Etkilerin Varyans
Tahmini Tahmini
106 -4,914936 1,470034 0,5568394
107 -4,914936 1,470036 0,5568322
108 -4,914936 1,470039 0,5568256
109 -4,914936 1,470041 0,5568195
110 -4,914936 1,470043 0,5568138
111 -4,914936 1,470045 0,5568085
112 -4,914936 1,470047 0,5568037
113 -4,914936 1,470048 0,5567992
115 -4,914936 1,470051 0,5567912
117 -4,914936 1,470054 0,5567843
118 -4,914936 1,470055 0,5567813

Cizelge 5.10. I¢-ice hata regresyon modelinde parametre tahminleri

A

/3, =0,14459

A

/3, =—0,08956

67 =0,5567

62 =1,4700
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5.4. Dogrusal Kansik Etki Modellerinde Kullamlan fstatistiksel Yazihmlar

Normal dagilimli DKE modellerinin analizi i¢in prosediirler ve paketler SPSS, S-Plus,
SAS, STATA ve R gibi istatistiksel yazilimlarda mevcuttur.

Bir ¢ok yeni yazilim prosediirii gruplanmig veya uzun-vadede toplanmis tekrarlanan
Olctimlii veri setlerinin her grup veya deney birimi i¢in gozlem sayisi kadar satira sahip
“uzun” veya “dikey” formatta olmasmni gerektirir. Genellikle tekrarlanan Ol¢limlii
caligmalarda yaygin olan genis formatta girilmis veri setleri SPSS (VARSTOCASES
komutuyla), Stata gibi hazir menii yazilimlariyla yeniden sekillendirilerek dikey formata
donitistiirtiliir. Model denklemini baz1 yazilimlar menii yoluyla (6rnegin SPSS MIXED)
bazi yazilimlar (SAS PROC MIXED, R Ime paketi gibi) komutlar yardimiyla belirler. Yeni
gelistirilen yazilimlar kullaniciya tahmin yontemini se¢cme 06zelligi vermektedir. Model
uydurulma asamasinda ECO veya KECO tahmin yontemi olarak segilebilir. SAS PROC
MIXED fonksiyonu kovaryans parametrelerinin tahmininde kullaniciya algoritmanin
baslangi¢ degerlerini belirleyebilme 6zelligi sunmustur. Ayrica Newton-Raphson ve BM
algoritmasi gibi sayisal yontemler birlestirilerek ve olabilirlik fonksiyonu optimize edilerek
tahmin degerlerine ulasan istatistiksel yazilimlar son yillarda gelistirilmistir. Bir ¢ok
yazilim capraz (crossed) rasgele etkilerle model uydurulmasma olanak saglamasina
ragmen, DKE modellerinin en 6nemli Ozelliklerinden biri olan veri setinin farklh
gruplarinda/ deney birimlerinde farkli varyans-kovaryans yapilarina izin vermekte ciddi
bosluklar vardir. R Ime4 paketi kullanicinin rasgele etkilerin kovaryans yapisini
belirlemesine izin verir. SAS PROC MIXED prosediirii hem rasgele etkilerin hem de hata
terimlerinin kullanici tarafindan belirlenmesine izin vermistir. Bununla birlikte gruba/
deney birimine 0Ozel rasgele etki ve hata terimlerinin kovaryans matrislerinin
belirlenmesine de SAS PROC MIXED, SAS PROC GLIMMIX, WinBugs, SPSS: MIXED
/ GENLINMIXED yazilimlar1 olanak verir. Kovaryans matrislerinin G, R, V varyans
elemanlarinin  tahminleri negatif olmamalidir. Bu nedenle bir ¢ok yeni yazilim
prosediiriiniin i¢inde varyans bilesenlerinin tahminlerinin negatif olmamasi i¢in tahmin

yontemleri algoritmalarina parametre uzaylari i¢in kisitlar yerlestirilmistir.
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6. GUVEN ARALIGI

Parametrenin degerinin nokta tahmini ile birlikte, tahminin gercek degere ne kadar yakin
oldugunu bilmek gereklidir. Tahmin edicinin varyansi veya hata kareler ortalamasi
bulanarak bu soruya az da olsa bilgi saglanabilir. Bagka bir yaklasim da aralik tahminlerini
distinmektir; ger¢ek parametre degerini bu araligin hangi olasilikla i¢erecegi énemli bir

problemdir.

Ornek 6.1. n=40 rasgele ornegi X, ~exp(d) istel dagilimdan gekilmis olsun ve @

parametresi ortalama yasam siiresini temsil etsin. Ornek ortalamas1, X ,6 parametresi i¢in
UMVUE (diizglin minimum varyansli yansiz tahmin edici) olsun. Verilmis bir veri seti i¢in
@tahmini X =93.1 ay olarak elde edilsin. Bu tahmin edicinin en iyi ve optimal 6zelliklere
sahip bir tahmin edici oldugunu bilmemize ragmen, nokta tahmini kendi basina dogrulugu
hakkinda bir bilgi saglamamaktadir. Bu probleme ¢6ziim, u¢ noktalar1 rastgele degisken
olan ve bu noktalar arasinda 1’e yakin bir olasilikla, 0.95 gibi, gercek parametre degerini

igeren bir aralik olusturmak olacaktir.

2nX /6 ~ x*(2n) olmak iizere ki-kare dagiliminin yiizdeliklerini kullanarak yukaridaki

ornek icin gliven aralig1 olusturulsun;

N=40,v=80, ¥,us (80) =57.15, ¥, (80) =106.63,
P[57.15 <80X/6< 106.63] =0.975-0.025 ve sonug¢ olarak & icin giiven aralig

P[SO)Z /106.63 < 6 <80X /57.15] —0.95 olacaktir.

Genel olarak, rasgele ug noktalara sahip olan aralik, rasgele aralik olarak adlandirilir.

(80)? /106.63,80X /57.15) aralig1 gercek parametreyi 0.95 olasilikla iceren rasgele bir

araliktir. X yerine X =93.1 tahmini konulursa aralik (69.9,130.3) olarak bulunacaktir. Bu

araliga € icin % 0.95 giiven araligi denir. Tahmin edilmis aralik bilinen u¢ noktalari
icerdiginden, 0.95 olasilikla gergek parametre degeri 6’y1 igcerdigini sOylemek uygun
olmayacaktir. € parametresi bilinmez olmasina ragmen bir sabittir ve bu spesifik aralik

0°y1 igerebilir de igermeyebilir de. Tahminden Once rasgele araligin % 0.95 olasilikla
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gercek parametreyi igerecegini sOylemek, 69.9 < 6 <130.3araliginin gercek parametre

degerinin icerilmesinde % 0.95 giivende olundugunu iddia etme sonucuna gotiiriir.

Giiven araliklar1 bu béliimde formiilsel olarak tanimlanacaktir (Bain ve Engelhardt, 1992:
360);
Xy X, rasgele degiskenler Q bir aralik ve 8€Q olmak iizere bilesik olasilik

yogunluk fonksiyonu f(x,...,X,;6) seklindedir.L veU istatistikleriL =1(X,,..., X)) ve
U =u(X,,.., X,) seklinde tamimlansmn. X;,...,x, veri seti bir denemenin sonucunda
gozlenmis degerler olsun, | ve u i¢in gozlenen degerler 1(x,..., X,) ve u(x...,X,) seklinde

yazilabilir.

6.1. Tamim P[(I(xl,...,xn)<6?<u(x1,...,xn))]:;/, 0<y <1 olarak gosterilen araliga 6

igin (1(X;, ..., X, ), U(X;, ..., X;)) % 100y giiven araligi denir. Gozlenen degerler I(x,,...,X,) ve

u(x,..., X,) alt ve iist giiven sinurlar1 olarak adlandirilir.

[statistik literatiirinde 6, ve 6, ile sirasiyla alt ve iist giiven limitleri gdsterilebilir. Bazen
kisaltilmis ifadeler 1(x) =1(x,...,x,)ve u(x)=u(X,...,X,) gozlenen limitleri gostermek

i¢in kullanilabilir.

Rastgele aralik ve gozlemlenmis aralik arasindaki ayrim iyi yapilmalidir. Bu ayrim nokta

tahmini konusundaki tahmin edici ve tahmin arasindaki ayrima karsilik gelir. (L,U) aralik
tahmin edicisini , (1(x),u(x)) de aralik tahminini gsterir. y olasilik diizeyine giiven

diizeyi denir. Giiven araligi kavraminin en yaygin tanimi olasihigin frekans ozelligine
dayalidir. Aralik tahminleri bir¢cok farkli o6rnekten hesaplanirsa, uzun vadede yaklasik

% 100y olasilikla araligin gergcek parametre degeri € ’y1 kapsayacagi beklenir.

Bazi arastirmalarda alt ve tist sinirlardan herhangi birisi ilgi konusu olabilir. Asagida tek

tarafli gliven sinir1 tanimi verilmistir.
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6.2. Tanim. Tek Tarafli Giiven Sinirlari;

L P14 %,)<0)]=y ve 1(x)=1(x,...x,) @icin tek tarafli %100y giiven
diizeyinde alt giiven sinir1 denir.

2. P[(9<U(X1,...,Xn))]=7 ve u(x)=u(x,..,X,) € icin tek tarafli % 100y giiven

diizeyinde iist gliven sinir1 denir.

Yukaridaki tanimlar1 saglayan giiven sinirlarini elde etmek her zaman ¢ok acgik degildir.
Yeterlilik kavrami genellikle bu problem igin iyi bir ¢oziimdiir. Yeterli istatistik

bulundugunda, bu istatistigin fonksiyonu olan giiven sinirlar1 elde edilebilir.

Ornek 6.2. X, ~exp(d) dagilimmdan n &rnek hacimli rasgele 6rnek iistel dagilimdan

se¢ilmis olsun ve @ igin tek tarafli alt giiven smir1 elde edilsin. X istatistiginin 6 icin

yeterli bir istatistik ve 2nX /@ ~ z*(2n) oldugu da bilinmektedir. Béylece,

y=P[2nX/6< z*(2n)]
=P[2nX/ z*(2n) < 6]
X gozlenirse, tek tarafli % 100y giiven diizeyinde alt giiven limiti 1(X) =2nX/ ;(f (2n), ve

tist giiven limiti de benzer olarak u(x) =2nx/ ;(1277 (2n) seklinde gosterilir.

0 icin % 100y giiven araligr olusturulmak istensin. o, >0 ve «, >0degerleri
a,+a,=a=1-y olacak sekilde segilir ve boylece giliven araliklart asagidaki gibi

olusturulur;

Pl @n)<2nX10< 2 2@ |=1-0,-a,,

P[20X/ 4, *(2n) <O <2nX [ z,(20) |= 7.

Genellikle uygulamada ¢, = a, olarak belirlenir ve esit kuyruklu se¢im olarak bilinir, yani

a, =a, =al 2. Bu forma uyan giiven aralig1 (ZnX !y . 2(@2n), 2nX/ yx ? (2n)) seklindedir.

Belirlenmis bir giiven diizeyi igin, en kiigiik uzunluk gibi bazi optimal 6zellikleri iceren

metotlarin kullanilmasi gerekir. U —L ilgili gliven araliginin uzunlugu da bir rastgele
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degisken olacaktir, bu uzunlugun minimum beklenen uzunluk olmasi istenir. Bazi

problemler i¢in, ¢; Ve «, nin esit kuyruklu secimi minimum beklenen uzunlugu saglar,

ama diger secimlerde saglanmaz.

Ornek 6.3. Normal dagilimdan bir rasgele ornek segilmis olsun, X, ~ N(u,o%)ve o’
bilindigi varsayilsm. Bu durumda X, pwigin yeterli bir istatistik olur, ve
Z :\/ﬁ()? —u)loc~N(0,1) oldugu da bilinir. Dagilimin simetrik olmasi 6zelliginden

z,,=-12,, U igin giiven araligl,

l-a= P|:_Zl—a/2 <In(X-p)/o< Zl—a/Z]
:P[)z —Zlfa,za/x/ﬁ<y< X+Zl—a/20/\/ﬁ:|
picin % 100y giiven araligt da (X -2, ,,,0/\,X+2,_,,,0//n) olarak ifade edilir.

o’ ’nin bilinmedigi durumda bu ¢dziim farklilasir, ciinkii giiven sinirlari bilinmeyen
parametreye bagli olacagindan hesaplanamaz. Giiven araligini olusturma yonteminde
kiiciik bir degisiklik yaparak g icin & ’nin bilinmeyen bir parametre olmasi durumunda
da giiven aralig1 olusturulur. Aslinda en biiyiik zorluk birden ¢ok bilinmeyen parametrenin
oldugu durumlardir. Genellikle bu tiir durumlarda birden ¢ok parametreye ayni anda
uygulanan bilesik giiven alani olusturulur. Pivot kavrami bu bilinmeyen parametre
oldugunda nasil giiven aralig1 kurulacagi sorusuna cevap olarak ortaya ¢ikmistir. Bundan

sonraki boliimde pivot kavrami tizerinde durulacaktir.
6.1. Pivot Ol¢iim Metodu

X,s..» X, ’in bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu f(x,...,X,; &) olsun. Bir ¢ok bilinmeyen

n?

parametrenin de i¢inde oldugu @ i¢in giiven limitlerini elde etmek isteyebiliriz.

6.1.1. Tanim: Sadece X,,..., X, ve @ nin bir fonksiyonu olan Q =q(X,,..., X,;6) rastgele
degiskenine pivot 6lgiim denir. Q =( ( Xiveon X3 0) Ol¢iislinlin dagilim1 € veya bilinmeyen

diger parametrelere bagl degildir (Bain ve Engelhardt, 1992: 363).
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Ornek 6.1.1. Ornek 6.1’de ki-kare dagilimma sahip rastgele degisken incelendi. Buradaki
Q=2nX /@ olarak tanimlanan Q pivot dl¢iim tamimma tamamen uymaktadir. € icin

giiven sinirlar1 elde ederken Q hakkinda bir olasilik ifadesinden yararlanilmistir.

Genel olarak , @ igin bir pivot dl¢lim varsa ve bu pivot dl¢iimiin ytizdelikleri ¢, ve g, elde

edilebiliyorsa, giiven araligi elde etmek olasi hale gelmektedir.
P[q1 <q(Xy,.., X 50) < qz] =7

Gozlenen Orneklem  Xx,..,X, olmak {izere @ icin % 100y giiven alani
a, <9(X,..., X,;6) <0, esitsizligini saglayan 6 € Q setidir. Boyle bir giiven alan1 bir aralik
olmak zorunda degildir ve genellikle daha karmagsiktir. Ama bazi durumlarda giliven

araliklart elde edilebilir. X,..., X, sabit degerlerinin her bir seti igin, q(X,,...,X,;¢) 6’nin

monoton artan (veya azalan) bir fonksiyonu ise her zaman bir gliven araligin1 olusturmak
miimkiindiir. Pivot dl¢limleri ortaya ¢ikaran dagilimlarin belli 6zelliklerini saptamak ayrica

miimkiindiir. Olasilik yogunluk fonksiyonu (oyf) f(x;0)= f,(x—6) formundaysa 6
konum parametresi olur. Oyf f(x;8)=(1/6) f,(x/ &) formundaysa € 6lgek parametresidir.
6, ve 6, parametreleri icin oyf f(x;6,,6,)=@1/6,)f,(x—6)/6,) seklinde ise konum-
Olgek parametreleri sirasiyla 6, ve 6,0lacaktir. Bu durumlarin herhangi birinde ECO

tahmini elde edilebilirse, pivot dl¢iim olusturmak i¢in kullanilir.

Yardimci1 Teorem 6.1.1. (Bain ve Engelhardt, 1992: 363) X,,..., X,’in oyf f(x;0) 8Q

olmak tizere ve 6 i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi de 6 olsun. @konum parametresi
olmak iizere, Q=0—0 pivot dlgiimiidiir. 6 dlcek parametresi olmak iizere, Q=0/6

pivot olctimiidiir.

Ornegin, X, ~N(u,0°) ve o’ bilinsin, x# konum parametresinin ECO tahmin edicisi
X ve boylece X —u pivot Olgiim olacaktir. X, ~exp(d)oldugunda € icin en gok

olabilirlik tahmin edicisi X ve Q=X/60 da pivot 6lciim olacaktir. Bazen kiiciik

degisiklikler yaparak (bilinen bir 6lgek faktorii ile carpmak gibi) pivot 6l¢limiin dagilimi
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bilinir hale getirilebilir. Ornegin, iistel dagilim i¢in, Q= X/ pivot dlgiimii yerine

yiizdeliklerinin bilinmesi nedeniyle 2nX /8 ~ x°(2n) olarak segmek daha iyi olacaktir.

Yardimc1 Teorem 6.1.2. (Bain ve Engelhardt, 1992: 364) X,,..., X, in oyf konum-dl¢ek

parametreli bir dagilima f(x;6,,0,) = (gi) f, (M) sahip rasgele o6rnek olsun. 6, ve
2 2

6, parametreleri igin ECO tahmin edicileri 6,ve 6, mevcutsa (6,—6,)/6, ve 6,16,

sirastyla 6, ve 6, parametreleri igin pivot dlgiimlerdir.

Ornek 6.1.2. X, ~N(u,0°) u ve o’ bilinmeyen parametreli normal dagilimdan bir
rasgele 6rnek olsun. g ve &, uve o igin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri olsun.
Birinden biri bilinmeyen parametre olarak diisiiniiliip her parametre i¢in giiven araligi
kurmak i¢in gerekli pivot Olgiimler sirasiyla ( - ,u)/ 6 ve &/o olacaktir. Bazi bilinen
dagilimsal o6zelliklerden yararlanmak ig¢in S =n&’ /(n—l) yansiz tahmin edicisi

bakimindan sonuglar asagidaki gibi ifade edilir,

—X_”~t(n—l) ve (n-1)s* 2°(n-1) .
(o

s/n =

(n—1) serbestlik dereceli t dagiliminin 1-a/2 yiizdeligi t,__,, =t,__,(n—1)olmak iizere

l-a= P|:_t1—a/2 < ;(/;Iu <t1—a/2:| = P[)z 128 INn<u<X +1_o2S /\/ﬁ]
n

X ve s gozlenen degerler olmak tizere x4 i¢in % 100(1— ) gliven aralifi

(Xt o8/, X4t 8/ /) “dir,
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7. DKE MODELINDE GUVEN ARALIGI METODLARI

Bu boliimde DKE modellerinin sabit etki parametreleri i¢in kullanilan standart giliven
aralig1 metotlariyla birlikte son yillarda sabit etki ve karma etki i¢in kullanilan parametrik
bootstrap giiven araligi yontemi agiklanacaktir. Ayrica daha once kategorik modellerin
parametrelerinde kullanilan yapay-skor (pseudo-score) metodu DKE modellerinin sabit

etki parametresi i¢in ilk olarak bu tezde uyarlanacaktir.

7.1. Profil Olabilirlik Giiven Aralig1 Metodu

Profil olabilirlik giiven araligi (POGA) olabilirlik oran istatistiZinin asimptotik olarak ki-
kare dagilmasi 6zelligine dayalidir. Ornek ¢apimin kiigiik oldugu durumlarda Wald giiven
araligt metodundan daha iyi sonug¢ verdigi goriilmiistiir. Bu ¢alismada DKE modellerinin
sabit etki parametresi icin POGA metodu kullanilacag i¢in notasyonlar DKE modelleri

icin uyarlanmistir.

Herhangi bir DKE modelinin bilinmeyen parametre vektori Hz(ﬂk,é), B, ilgilenilen
sabit etki parametresi, 6 modeldeki ilgilenilmeyen parametre vektorii ve ﬂk(o) ilgili
parametrenin aldif1 sabit bir deger olmak iizere f, = ﬂk(o) hipotezi test edilmek
istensin. L(/3,,6) modelin olabilirlik fonksiyonu ve p, igin profil olabilirlik fonksiyonu

L, (B )=maxL(f,,5) olarak gdsterilsin. S, i¢in almnan her sabit B degerinde bu

indirgenmis modeldeki diger parametrelerin ECO tahminleri iizerinden L1( ,Bk(o))

fonksiyonu maksimize edilir. Yani profil olabilirlik fonksiyonu (POF) bir olabilirlik

fonksiyonu degildir; POF’daki her nokta olabilirlik fonksiyonunun maksimum degeridir.

ﬁk , B, parametresi i¢cin 5das parametre vektorii i¢in tam modelde ECO tahminleri,

¢ 1 serbestlik dereceli ki-kare dagilimi ve S, = ﬂk(o) indirgenmis modelde o parametre

vektori i¢in ECO tahminleri 50 olmak {izere bu test i¢in olabilirlik oran (likelihood ratio,

LR) istatistigi asagidaki gibidir;
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(5.5)

LR = 2log ~ 72 (7.1)
L(ﬂk(o)’5o)

;(fa 1 serbestlik dereceli ki-kare dagiliminin 1-o c¢eyrekligi olmak iizere f, i¢in
%100(1—05) profil olabilirlik gliven araligi asagidaki esitsizlii saglayan (S, =,Bk(0)
hipotezinin reddedilemedigi) :Bk(o) degerlerini igerir:

e
2

Z[IogL(/S’k,S)—IogL(ﬁk(o),SO)J<;gfa veya IogL(ﬂk(O),$0)>IogL(,ék,S)

o -_j_ﬂ Esitsizligi saglayan
- alan
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Sekil 7.1. Profil olabilirlik gliven aralig1 gosterimi

2

Zl,a

IogL(ﬁ’k,S) ve degerleri sabit degerler oldugu i¢in |0gL(ﬂk(0),50) degerinin

IogL(,@’k,S)—Zg“

degerinden biiyilk olmasini saglayan ﬂk(o) degerleri Sekil 7.1°de

gosterildigi gibi S, i¢in giiven aralig1 olusturucaktir.
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Profil olabilirlik giiven aralig1 algoritmasi

Tam modelden log-olabilirlik fonksiyonunun degeri ve parametrelerin tahmin degerleri

elde edilir. Ilgilenilen sabit etki /3, i¢in hesaplanan tahmin degeri ve standart hatasi alt

sinir belirlemek i¢in kullanilir.

Profil log-olabilirlik fonksiyonu maksimum degerinin solunda kalan alanin Sekil 7.1°de

verildigi gibi artan bir fonksiyon oldugu varsayilsin. Alt giiven limitini hesaplamak igin

asagidaki algoritma verilmistir;

1. ¢=1.96 gibi sabit bir deger olmak iizere alt giiven limitini hesaplamak i¢in mantikl
bir alt sinir belirlenir, g, = ﬂAk —Cc*SH (ﬁk )

2. ﬁk "den 3, ’e kadar olan aralik esit olarak, rnegin 100 noktaya boliiniir.

A

3. Herp,, degeri igin, J; degerlerinde In L(,Bk(i),S(i)) maksimize edilerek profil
olabilirlik InL, (/) degeri hesaplanir.
4. IL(B)2InL(A,,5)-1.92 esitsizligini saglayan en kiigik /4, degeri f, ’nm alt

giiven limiti olarak belirlenmis olur. Ust giiven limiti bu algoritmayla benzer sekilde

elde edilir.
7.2. Wald Giiven Aralig1 Metodu

Wald istatistigine dayali giiven araligt hesaplama basitligi nedeniyle siklikla
kullanilmaktadir. Wald giliven araligit ECO tahmininin asimptotik olarak normal dagilima
sahip olmasi 6zelligine gore olusturulmustur. Genel olarak, Wald metodu en ¢ok olabilirlik

metodunun kuadratik bir yaklasimina dayalidir. Y, ’nin marjinal modelinde bulunan tiim

parametrelerin vektori 8= (f8",«") ile ifade edilsin. 8 vektorli, o vektorii G matrisinin
ve R =Var(e) ’deki tiim elemanlar igerir. 6, herhangi bir DKE parametresi @ i¢in ECO
tahmini ve SH (6) , 0 icin standart hata olmak tizere Wald istatistigi asagidaki gibi yazilir,

N

@ (7.2)
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6, ECO tahmin edicisi oldugu i¢in biiyiik 6rneklemlerde dagilimi yaklasik olarak normal

dagilima uymaktadir. Hessian matrisinin negatif bekleneni Fisher bilgi matrisi 6’nn

standart hatasini elde etmek i¢in kullanilabilir. Es. 3.3’de marjinal 1(f,«) logaritmik en
cok olabilirlik fonksiyonu, f sabit etki parametrelerinin vektorii ve o varyans

parametrelerinin vektorii olmak iizere Hessian matrisi asagidaki gibi ifade edilir;

o°l o°l

H:[Hﬂﬂ Hﬂa]: opop  opoa
H, He. ol &
oo Oada

Jenrich ve Schluchter (1986) dogrusal karisik modellerde Hessian matrisinin elemanlari

icin agagidaki ifadeleri vermistir:

H,, == XV X,

i=1

[Haﬂ]rj :[Hﬂa]jr =_ixi'jvi_]virvi_lei7 J =1..,p;r=1..,qv

[Haa ]rs = _% i iz (Vifjv.irvifl (zeiei' —Vi )Viflv-is )

+%Zn:iz(vi_l(eiei' _Vi)Vi_l\./Lrs), r,s=1..,qv
i1

Buradae, =Y, - X,8-Zb, x, X, ninj. situnu V, =8V, /0, , ve V, =0, /da,0c, .

1

V, ve V,  matrislerinin elemanlari sirasiyla a,...,a,, vektdriine gore V, ’nin birinci ve

ikinci tiirevlerinin elemanlanidir. V, kovaryans matrisinde qv toplam varyans parametre

sayisini gosterir.

Fisher bilgi matrisi negatif Hessian matrisinin beklenen degeridir. T,, qv x qv boyutlu
matris ve elemanlar Tjir =%iz(\/i]’\/ijvil\/ir), j=1..,p; r=1..,qv olmak iizere, Fisher

bilgi matrisi asagidaki gibidir;
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S XV, 0
1(0)=E(-H)=| 7 i
0 2T

Gozlenen bilgi matrisi, 1(9), 1(0) =—H olarak gosterilir. H, ECO tahmin edicisi 6°dan

elde edilmistir. ECO tahmin edicisi 6’nmn varyansi bilgi matrisinin tersi hesaplanarak elde
edilir:
-1

var(@) =[ 1(0)™" | =(-E[ A (49)})7l sy VeYa var(@ =[ ()™ |=(-[ ¥ (9)}) A

Yani, 6’ nin standart hatasi yukaridaki beklenen veya gozlenen bilgi matrislerinden elde

edilmis varyans-kovaryans matrisinin kosegen elemanlariin karekokii olacaktir.

DKE modelinde g, (k=1,...,p) bir sabit etki parametresi ve A, onun ECO tahminini ve

SH(p, ) de S, tahminin standart hatasin1 gostersin. ECO tahminlerinin standart hatalari

Hessian matrisinin negatif beklenen veya gozlenen deger matrisi (Fisher Bilgi Matrisi)

kullanilarak elde edilir. Sabit etki parametresine iliskin Wald istatistigi asagidaki gibidir;

ﬂk _:Bk
oH (ﬂk) , (7.3)

Es.7.3’deki giiven araligi kurmak icin gerekli olan pivottur ve dagiliminin asimptotik

standart normal oldugu varsayilir. Yeterli 6rnek caplarinda bu varsayimin dogrulugu

altnda z , standart normal dagilimm 1—% geyrekligi olmak iizere %100(1-«)
1%
2

asimptotik Wald giiven aralign g, +z _SH ( ,Bk> olarak yazilir.
1-=
2
7.3. t-Naive Giiven Arahig1 Metodu
Wald giiven araligt olusturulurken Es.7.3°deki pivotun dagilimimin asimptotik standart

normal dagilimli oldugu varsayilmistir. Bu durum yeterli 6rnek ¢aplari i¢in dogru olsa da

kiiciik ornek c¢aplarinda gilivenilir bir varsayim degildir. Demidenko (2004: 131) z-
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dagilimmin c¢eyreklikleri yerine student-t dagiliminin ¢eyrekliklerini kullanmay1

Onermistir. t

n*m-p

n*m-—p (dengeli veri seti durumunda) serbestlik dereceli student-t

gt

dagiliminin 1—% ceyrekligi olmak ilizere S, igin %100(1—a) t-naive giliven aralig1

A

B+t _SH (/?k) olarak elde edilir.

n*m-p;1-—
P 2

7.4. Yapay-Skor (Pseudo-Score) Giiven Arahigi Metodu

Diger boliimlerde bahsedilen analitik gliven araligi metodlarina ek olarak ilk defa bu tezde
yapay-skor giiven araligi metodu dogrusal karigik-etki modellerindeki sabit etki
parametreleri i¢in tanitilacaktir. Yapay-skor giiven araligt metodu ilk olarak kesikli
bagimsiz degiskenlere sahip istatistiksel modellerin parametreleri i¢in kullanilmistir
(Agresti ve Ryu, 2010). Modeldeki ilgilenilen sabit etki parametresi farkli sabitlenmis
degerler aldiginda bu modeller icin olusturulan bagimli degiskenin tahmini degerleri (fitted
values) ile tam (full) modelin tahmini degerlerini karsilastiran Pearson Ki-Kare test
istatistigine dayali bir metottur. Profil-olabilirlik giiven araligit metodunun calismadigi
durumlarda bu giiven araligi metodu kullanilabilir. Istatistiksel ¢ikarimlar profil olabilirlik

metodunun ¢ikarimlarina asimptotik olarak alternatiftir.

DKE modelindeki bagimli (yanit) degiskeninin gézlenen deger vektori Y, i=1...n ve
ﬁ’ler ECO (veya KECO) tahmini deger vektoriinii ifade etsin. Ilgili sabit etki

parametresinin S, belli bir aralikta sabit degeri ﬂk(o) alinarak elde edilmis indirgenmis

modelin ECO tahmini deger vektorii YAiO olarak ifade edilsin. Bu tez ¢alismasinda Pearson
istatistiginin genellestirilmis formu (Lovison, 2005) kullanilarak bu tezde R programi
icinde gelistirilen bir sayisal algoritma yoluyla DKE modellerinin sabit etki parametreleri
icin yeni bir giiven araligi metodu olusturulmustur. Genellestirilmis Pearson istatistiginin
yapisi asagidaki gibidir;

5 Yo (v vV (v _y
X _Zvar(\fm) (Y =Yo) Vo (Y —Y5) . (7.4)
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burada var (Y,O) indirgenmis model altinda Y, vektoriiniin tahmini varyans degerlerini ve

\70 da ilgili degerleri iceren varyans-kovaryans matrisini gostermektedir. Tez ¢alismasinda
bu metod i¢in tahmini varyans-kovaryans matrisleri Kenward-Roger (1997) yaklasimi

kullanilarak elde edilmistir. YAiO degerleri S, = ,Bk(o) kisit1 altinda belli bir aralikta segilen
ﬂk(o) degerleri i¢in elde edilen indirgenmis modellerden elde edilir. ;(fa 1 serbestlik
dereceli Ki-Kare dagilimimin (l—a) ylzdeligini gostersin. £, sabit etki parametresi
icin % 100 (1—a) giiven aralig1 Es. 7.4°deki istatistik yoluyla elde edilir. Esitsizlik 7.5°1

saglayan ﬂk(o) degerleri asimptotik yapay-skor giiven araligini olusturur;

()= L O

var (YL ) <Zla (7.5)

7.5. Parametrik Bootstrap Giiven Arahg Metodu

Bootstrap yaklagimi ilk olarak Efron (1979) tarafindan bilimsel literatiire kazandirilmistir.
Chernick (2008) kitabinda yeni gelistirilen bootstrap tekniklerini ve uygulamalarini ¢ok
genis tarihsel notlarla birlikte gegmisten bugiine yapilan bir¢cok bootstrap ile ilgili

caligmanin referanslarini bilimsel literatiire sunmustur.

Bilinen bir F dagilimmin, bilinmeyen parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri
gozlenen verilerden hesaplanabilir.  Bu tahminlere bagli olarak {iretilen bootstrap
setlerinden elde edilen F ’in tahmini dagilimi1 deneysel (emprical) dagilimi olarak bilinir.
Bu tezde, sekli bilinen fakat parametreleri bilinmeyen normal dagilima dayali parametrik
bootstrap (PBS) tizerinde durulacaktir. Burada, F bilinmeyen ortalamali ve varyansh
normal dagilim olarak varsayilsin, F ’in deneysel dagilimi Ornekten elde edilmis
ortalamanin etrafinda konumlanmis ve yine 6rnekten elde edilmis en ¢ok olabilirlik tahmin
edicisine esit olan varyansa sahip normal dagilim olacaktir. Parametrik bootstrap
durumunda, bootstrap (BS) orneklemleri deneysel dagilimdan elde edilmis rastgele
orneklemler olacaktir. X bir bootstrap drnegi olarak gosterilsin. T ilgilenilen parameter
ve onun ECO veya KECO tahmini t olsun. Her bir bootstrap 6rnegi i¢in, elde edilen

bootstrap tahminine t” denilsin. Cok biiyiik sayida bootstrap drnekleri alinarak ve bootstrap



80

orneklerinden hesaplanmis t 'nin gozlenen degerlerinin belirlenen araliga diisenlerinin

oranin olasilig1 bulunarak, t” istatistiginin 6rnekleme dagilimi olusturulur. t” *nin bootstrap

dagilimi ilgilenilen istatistik t’nin Ornekleme dagilimimnin tahmini dagilimi olarak

kullanilabilir.

PBS metodunun standard analitik metodlarda (en ¢ok olabilirlik tabanli metodlar gibi)
oldugu gibi DKE modellerinde kullanirken rasgele terimlerin normal dagilima sahip olmasi
varsayimi gibi bir kisitlamasi vardir. Bootstrap aralik yaklagimi altinda giliven sinirlar, t
veya z dagiliminin kesim noktalarma (cutoffs) degil bootstrap dagiliminin kesim
noktalarina bagli olacaktir. PBS metodunun aralik olusturmaya yonelik uygulamalar1 DKE
modellerinde yaygin degildir. Carpenter, Goldstein ve Rasbash (2003), PBS ve parametrik
olmayan artik bootstrap metodlarini normal olmayan hata terimleri ve normal olmayan
rasgele etkilere sahip rasgele katsayr modeli altinda bootstrap ornekleri tireterek Efron
yiizdelik araliklarinmi sabit etkiler i¢in olusturmuslardir. Chatterjee ve digerleri (2008) ¢C
sabit degerli bir vektor olmak iizere T =c'(X S+ 2Zb) formunda bir karma etkinin giiven
araligin1 kurmak i¢in PBS metodu gelistirmistir. Chatterjee ve digerlerinin (2008) karma
etki i¢in kullandig1 parametrik bootstrap-t metodunu modifiye eden Staggs (2009) yapay

pivotu DKE modelinin sabit etki parametresi i¢in uyarlamistir.

DKE modellerinde parametrik bootstrap metodunun algoritmasi asagidaki gibidir (Staggs,
2009);

e b ve e’nin normal dagildigi varsayimi altinda ayrica X ve Z sabit degerli tasarim
matrisleri kullanilarak parametrik bootstrap gerceklestirilir. b ve e rasgele etki ve hata
terimlerini  iiretebimek i¢in orjinal veri setinden varyans ve kovaryans
parametrelerinin (ECO veya KECO) tahminleri elde edilir.

e b ’nin bootstrap rasgele etki vektorii b* grup veya deney birimi sayisi (n adet) kadar
sifir ortalamali ve tahmini kovaryans matrisli normal dagilimdan tretilir.

e Her grup veya deney birimi ic¢in ayrica m’er (gruptaki gézlem sayis1 veya olgiim
sayis1) adet rasgele hata vektorii sifir ortalamali ve tahmini kovaryans matrisli normal
dagilimdan iiretilir.

e e* m*n boyutlu rasgele hata vektorii; tiretilen her bir deney birimi i¢in bootstrap

hata vektorleri bir araya getirilerek olusturulur.
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. ,5’DEIDYTE sabit etkinin orijinal veriden elde edilen KECO tahmini olmak iizere bdylece

bootstrap gozlem wvektori Y*, Y*=X ﬁDEI-DYTE+Zb*+e* esitligi  kullanilarak
olusturulur.

e Bu bootstrap prosediirii N =n*m (dengeli veri seti durumu igin) boyutlu istenen
sayida Y * bootstrap gozlem vektorli olusturulana kadar yukaridaki adimlar tekrar
edilir.

o Her bootstrap veri seti i¢in orijinal veri lizerinde kullanilan parametre tahmin yontemi
kullanilarak sabit etki parametre tahminleri elde edilir.

e Bootstrap Orneklerinden elde edilen sabit etki tahminlerinin &rnekleme dagilimi
bootstrap dagilimindan elde edilmis olur. Boylece tezde ilgilenilen sabit etki
parametresi i¢in bootstrap parametre tahmin vektord, orjinal veriden elde edilmis sabit
etki tahmini ve boostrap sabit etki tanminlerinin standart hatalar1 kullanilarak yapay-
pivot olusturulur. Yapay pivotun dagiliminda ilgili yiizdelikler kullanilarak giiven

aralig1 kurulumu gerceklestirilebilir.

Literatiirde Efron’un yiizdelik aralig1 (Efron ve Tibshirani, 1993), Hall’iin yiizdelik aralig
(1992), yanli tahminler icin yani diizeltilmis aralik ve bootstrap-t araligi gibi boostrap
yontemleri mevcuttur. Incelenen literatiirde genellikle bootstrap-t’nin daha iyi sonug
verdigi goriilmiistiir. Bu nedenle tezde parametrik bootstrap metodu olarak boostrap-t

metodu ele alinmstir.
7.5.1. Bootstrap-t giiven arahigi

Bootstrap-t (veya yiizdelik-t) araligt DKE modellerinde sabit etki parametresi igin
T=c'(Xp) ve t KECO/ ECO tahmini olmak fiizere (t—T)/s, yapay-pivotunun

ornekleme dagiliminin BS tahminine gére olusturulur. Bootstrap tahmini t ve t" ’nin
standart hata tahmini s igin q =(t" —T)/s, BS pivot yaklasimi olarak gosterilsin. Es.
7.6°daki olasilik bu sekilde varsayilirsa,

1-a~P(q,, <t -T)/s <q,,,) ~P@,,<t-T)/s <q",,) (7.6)

Es. 7.6.”daki olasilik dikkate alinarak T ig¢in yaklagik 1— ¢ giiven araligi,

l-—a~(t=0" S t=0",,s ) olur.
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Burada, g =(t'—T)/s, yapay pivotunun bootstrap dagilimi i¢in « kesim noktasi q

olarak gosterilir. Bootstrap-t araligi, (t'—T)/s ’yi pivot olarak kullandigi igin diger
parametrik bootstrap giiven araligi yontemlerinden daha iyi performans gosterir. Cilinki

(t"=T)/s parametre tahminlerine daha az bagl oldugu i¢in pivot gibi davranir.

DKE modellerinde 3, sabit etki parametresi igin DEIDYTE, KECO tahmini ﬁk ve
standart  hata SH(ﬁk) olmak iizere bootstrap-t ~metodunun yapay-pivotu
q = ( ﬂAk* — ﬁA’k)/ SH (ﬁ; ) olarak yazilir. Tahmin edicinin standart hatasi olarak Wald giiven

aralig1 yonteminde bahsedilen gdzlenen bilgi matrisinden (Hessian matrisi yoluyla elde
edilmistir) elde edilen standart hata ile bolim 4.6.2°de verilen Kenward-Roger (1997)
standart hatas1 kullanilmistir. Boylece geleneksel (naive) yontem ve Kenward-Roger

yontemi simiilasyon ¢alismasinda karsilastirilmistir. Aslinda bootstrap-tabanli metodlardan
biri SH(,BK) 'nin tahmininde kullanabilir ama bu ekstra bir hesaplama zamani gerektirir.
Yapay-pivotun paydasinda kullanilan SH (ﬁ; )’nin  tahminin kalitesi bootstrap-t
yaklasiminin performasini belirler. S, sabit etki parametresi i¢in yaklasik 1—e« giliven
aralig1 asagidaki gibi verilir,

l-a~= (ﬁk _q*l—aIZSH(ﬁk) ﬁk _q*a/st(:ék))'
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8. SIMULASYON CALISMALARI VE VERI ANALIZLERIi

Bu boliimde DKE modellerinin bazi uygulamalarina ve veri analizlerine yer verilmistir.
Uzun vadeli bir ¢alismadan toplanmis veri seti SAS ve R programlar1 ile analiz
edilmistir.Yine tekrarli dl¢limlerden olugmus depresyon hastaligi ile ilgili bir veri seti R
programi ile analizi gergeklestirilerek 7. boliimde ele alinan giliven araligi metotlart
modeldeki sabit etkiler i¢cin olusturulmustur. Ayrica iki farkli DKE modeli ele alinarak
Bolim 7’de verilen giiven aralifi metotlart bu modellerin sabit etki parametrelerini
kapsama olasilig1 bakimindan performanslart incelenmigstir. Bélim 3’de tanitilan i¢ ice

hata regresyon modeli ile rasgele egim modelinin sabit etki parametreleri ele alinmistir.
8.1. Uygulama: 6 Sehir Calismasi

Model parametrelerinin yorumlara egilmek igin bu boliimde gercek bir veri setinin
analizine yer verilmistir. Saglik ve hava kirliligi kurumu yetiskinlerde ve g¢ocuklarda
akciger fonksiyonunundaki degisimlere gore akciger gelisimini karakterize etmek ve onu
etkileyen faktorleri belirlemek i¢cin uzun vadeli bir ¢alisma tasarlanmistir (Dockery ve
digerleri, 1993). 1967°den sonra dogmus Amerika Birlesik Devletleri’ndeki 6 farkl
eyaletin sehirlerinden 13379 ¢ocuk calismaya kaydedilerek izlenmistir. Bir¢ok c¢ocuk
caligmaya ilkokul birinci ve ikinci smifta (6 ve 7 yaslar1 arasinda) kaydedilmistir ve
Ol¢timler liseden mezun olana kadar veya izleme kaybedilene kadar senelik olarak elde
edilmistir. Her senelik incelemede, akciger fonksiyonu ol¢iimii spirometri testi yapilip
cocugun resmi ailesi veya koruyucusuna bir solunum saglik anketi doldurtulmustur. Basit
spirometrideki temel manevra kapali bir konteynira olabildigince hizli nefes vermeyi
izleyen maksimum nefes almadir. Birgok farkli 6l¢iim ¢esidi olsa da bu c¢aligmada

manevradaki ilk saniyede verilen nefesin hacmi 6l¢tim olarak alinmistir (FEV1).

Bu béliimde 6 sehirden toplanan verilerin bir boliimii analiz edilecektir. Veri seti Topeka,
Kansas’da yasayan rasgele secilen kiz g¢ocuklarinin uzunluk, yas, FEV1 degerlerini
icermektedir (Fitzmaurice ve digerleri, 2004: 210-216). Rasgele 6rnek, 300 kiz ¢ocugunun
zaman i¢inde en az bir en fazla on iki gozleminden olusmustur. Sadece bir gézleme sahip
olan kiz c¢ocuklarinin uzun vadede degisime veya zaman iginde birey i¢i degisime

dogrudan bir katkis1 olmasa da bu ol¢iimler bireyler arasi etkilere ve varyanslara katkisi
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oldugu i¢in ¢aligmaya alinmustir. Veri seti, Prof. Dr. Garrett Fitzmaurice’in web sitesinden

alinmistir (https://www.hsph.harvard.edu/fitzmaur/ala/).

Zaman ig¢inde bu veri seti dengeli degildir her bireyden farkli sayida 6l¢iim vardir. Ayrica
calismaya her ¢ocuk farkli yaslarda girmistir. Yas zaman i¢in degisim oOlgiisii olarak
kullanildiginda, yas ve FEV1 arasinda iki bilgi ortaya ¢ikacaktir. Birincisi farkli yaslarda
calismaya alinmis cocuklardan kaynaklanan bilgi veya kesitsel bilgidir. Ikincisi
cocuklardan zaman icinde tekrarli dlgiimlerinden ortaya ¢ikan deney birimi iginde farkl
zamanlardaki FEV1 ol¢iimleridir. FEV1 ve yas arasinda iki potansiyel cakisan bilgi
kaynag1 oldugu igin, kesitsel ve uzun vadeli yasin FEV1 iizerindeki etkilerin farkli

tahminlerine olanak saglayacak bigimde veriyi modellemek onemlidir.

6 sehir calismasi 6 ve 18 yasindaki ¢ocuklarin akciger fonksiyonlarinin biiyiimesini
karakterize edebilmek i¢in tasarlanmistir. Fitzmaurice ve digerleri (2004)’nin analizine
benzer olarak veri setinin analizi SAS yaziliminda gerceklestirilmistir. Zaman iginde alinan
FEV1 Ol¢limii ile belirlenen akciger fonksiyonu gelisimi yas ve boy uzunluguna baglh
olarak nasil degistigi SAS yazilimmin DKE modeli i¢in kullanilan Proc Mixed fonksiyonu
yardimu ile analiz edilmistir. FEV1 6l¢limiiniin logaritmik doniisiimiiniin yas ve uzunlugun
logaritmik doniisiimii ile dogrusal bir baglantisi oldugu daha 6nceki galismalarda ifade
edilmistir. Bu veri seti dengeli olmadigindan rasgele etki yapisi ile ayni ¢ocuktan alinan
tekrarli 6l¢iimlerin kovaryansi modellenebilmistir. Analizde ayrica yas degiskeninin kesim

ve egiminin ¢ocuktan ¢ocuga rasgele degismesine olanak saglanmistir. log(FEV1) bagimh

degiskenine asagidaki model uydurulmustur,

E(Yij |b) =2 +:82Ya~5ij + 5 Iog(boy)ij + BYas, + f; log(Uz),, + by +b2iya‘$ij .

Bu modelde Y;i. ¢ocufun j. dlgiimdeki log(FEV1) degeridir. Yas;, ve log(boy), i.
cocugun calismaya alindigindaki yas ve boy uzunlugunun logaritmik degeridir. Alinan
rasgele 300 kiz ¢ocugunun birinin tek bir Ol¢limii olmasi nedeniyle veri setinden
cikarilmistir. Yani analize 299 deney birimi (kiz ¢ocuklari) ve toplamda 1993 o&lgiim
alinmistir. Cizelge 8.1’de SAS Proc mixed ve R Ime4 paketi ile analizinden modeldeki
sabit etki parametrelerinin KECO tahminleri, standart hatalar1 ve z ve t degerleri

verilmistir.
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Cizelge 8.1. Sabit etkilerin KECO tahminleri ve standart hatalari

Degisken Tahmin Standart Z-deg
Hata
Kesim -0,2883 0,0387 -7,45
Yas 0,0235 0,0014 16,86
SAS | Log(boy) 2,2372 0,0435 51,39
Ik Yas -0,0165 0,0075 -2,21
Ik log(Boy) 0,2182 0,1455 1,50
t-deg
Kesim -0.2690 0.0424 -6.34
Yas 0.0235 0.0014 16.79
R Log(boy) 2.2400 0.0437 51.26
Ik Yas -0.0238 0.0081 -2.93
Ik log(boy) 0.3714 0.1585 2.34

B,Vve B, yas ve boy uzunlugunun “uzun vadedeki” etkileridir. ( B, + ,34) ve ( B+ ﬁs) yas
ve boy uzunlugunun “kesitsel” etkileridir. 5, ve g, log(boy) ve yasin kesitsel ve uzun
vadeli etkileri arasindaki farki temsil eder. S, ve A;’in tahminlerinin standart hatalarina
iliskin goreli biiyliklikleri yasin uzun vadeli ve kesitsel etkisi arasinda énemli bir fark
oldugunu gostermistir (0.0235 uzun vadeli etkisi, 0.007 kesitsel etkisi). log(boy)’un
kesitsel ve uzun vadeli etkileri benzerdir (2.46 ve 2.24). Yasin log(FEV1)iizerinde uzun
vadeli ve kesitsel etkileri (€% ~1.025 ve e*® ~1.007 ) oldukca farklidir. Bunun nedeni
caligma boyunca yasin degisimine gore calismaya alinma yasinin benzer olmasidir.

Boylece yasin kesitsel etkisi tam olarak tahmin edilememistir. Uzun vadeli yas ve log(boy)

degiskenlerinin log(FEV1) degisimi lizerinde etkisi vardir.

Deney birimine 6zel rasgele etkilerin dagilimi iizerinde ortalanmis ortalamanin modeli
asagidaki gibidir;
E(Yij) =4 +ﬂ2Ya§ij + /5, Iog(boy)ij + B Yas, + b log(boy),, -

Ayrica bu model iki model bakimindan yeniden ifade edilebilir, kesitsel ve uzun vadeli

model. Ilki asagidaki gibidir;

E(Y,) = B, + B,Yas, + f;log(boy),, + B, Yas,, + B 109(boy),,
=B, + (B, + Bu)Yas, +(B; + B5) 10g(boy),,

ve uzun vadeli model asagidaki gibidir;
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E(Yij YY) =B+ ﬂzYa§ij + 5 Iog(boy)ij + B, Yas;, + B log(boy),
{8, + B.Yas, + B;1og(boy),, + B,Yas, + B; 109(boy) . } -
=5, (Ya§ij —Yag,) + ﬂ3(|Og(b0y)ij —log(boy);)

Belirli bir yas araliginda degisim (6rnegin iki yillik zaman araligr) i¢in log(boy)’taki tek
birimlik artisin log(FEV1) ortalamasindaki degisimi S, uzun vadeli log(boy) etkisi ifade
eder. Benzer sekilde, log(boy)’daki belirli bir degisim icin yastaki bir yillik artisin
log(FEV1Y) ortalamasindaki degisimini f, uzun vadeli yas etkisi ifade eder. log(boy) i¢in
katsay1 2.24 dogrudan yorumlanmasi yanlis olur ¢iinkii log(boy)’ta olan tek birimlik artig

boydaki neredeyse 3 kat artisa denk gelir (€"° =2.7 ). Bunun yerine boydaki %10’luk
artisin etkisi bakimindan yorum yapmak daha dogru olur. Logaritmik 6lgekte, log(boy) igin
bu 0.1'lik artisa denk gelir, boylece €' ~1.1. Sonug¢ olarak, boydaki %10’luk artis
(log(boy)’ta 0.1°1ik artisa denk gelir) log(FEV1)’de 0.224 artisla ilgilidir. log(FEV1) ’deki

0.224’liik artis FEV1’de %25’lik artisa denk gelir (%% ~1.25). Bir diger taraftan, yasin
katsayisi, 0.024, dogrudan yorumlanabilir. Yasin uzun vadeli etkisinin tahmini boydaki
sabit bir degisim i¢in yastaki bir yillik artis log(FEV1) ’de 0.024’liik artisa denk gelir ya da

FEV1’de yaklasik %2.5’luk bir artisa denk gelir (€°%* ~1.025).

Asagidaki tabloda 7-18 yas arasinda ¢ocuklarin log(FEV1) tekrarli Ol¢limleri arasinda

tahmini marjinal korelasyonlarini gosteren Cizelge 8.2°de 12x12 boyutlu korelasyon

matrisi verilmistir.

Cizelge 8.2. log(FEV1) tekrarlanan 6l¢iimlerinin korelasyon matrisi

1,00 0,70 [ 0,69 0,68 0,67 0,66 0,64]062]060] 058|056 | 0,54
070 |100 |07 [069]068]067]|066]065]|063]061]0,60|0,58
069 |070 [1,00]070]0,70 0,69 | 0,68 |0,67]066]064]063]0,61
068 | 069 |070]1,00]070[0,70|070069]068]067]0,66|0,64
067 |068 |0700,70 | 1,00 [0,71]0,71] 0,70 | 0,70 [ 0,69 | 0,68 | 0,67
066 | 067 |069]070]071[100|072072]071]071]0,70 0,70
064 | 066 |068]070|071]0,72]|1,00]|073|073|073]072] 0,72
062 | 065 |067]|069]070]|0,72|073|1,00]074]| 074074074
060 | 063 |066]068]070|071[0730,74]100]075]0,75]0,75
058 | 061 |064]|067]069]|071|0730,74]075]|1,00]0,76 0,76
056 | 060 |063]066]068]070|072|074]075]|0,76] 1,00 |0,77
054 | 058 |061]064]067 0700720774 ]075] 0,76 | 0,77 | 1,00




87

Cizelge 8.2°deki korelasyon matrisi log(FEV1) tekrarli olgiimleri arasinda giiglii bir

korelasyon oldugunu ve dlgiimler arasi zaman araligi arttik¢a korelasyonun az bir sekilde

diistiigtinii gostermistir (Fitzmaurice ve digerleri, 2004: 215).

Cizelge 8.3. Rasgele etkilerin varyans, kovaryans ve standart hata tahminleri

Degisken Tahmin Standart Hata | Z
(x100)

Var(b,) 1,2207 0,1924 6,34

Kov(b;,b,;) -0,0435 0,0122 -3,55

Var(b,,) 0,0050 0,0010 5,11

Var(e)=o’ 0,3629 0,0133 27,21

8.2. I¢-ice Hata Regresyon Modeli icin Simiilasyon Calismasi

Tek faktorli rastgele etki modelinden Y; = u+a; +¢; lretilen veri setleri olusturulduktan
sonra Y, =/, + BX; +b +e; modeline uydurulmustur. Modelin parametre vektori

0=(B,,B.,0;,02,p) seklindedir. Bu simiilasyon deneyinde dikkate alinan parametre f3,

sabit etki parametresi olacaktir. % 95°lik esit kuyruklu giiven araliklari sabit etki
parametresi i¢in olusturulacaktir. Bu sabit etki parametresinin gercek degerini kapsama
olasiliklart bakimindan Wald-tipi giiven araligi metodlari, profil olabilirlik, Boostrap-t ve
Kenward-Roger standart hatasina dayali Bootstrap-t giiven araligi metodlari
karsilastirilacaktir. Ilgilenilen parametre icin kapsama ozelligini etkileyen bir takim
parametreler olacagi acgiktir. Bu nedenle modeldeki parametrelerin ve 6rnek caplarinin

farkli kombinasyonlar1 dikkate alinmistir.

Grup ici korelasyon terimi p =0.25ve p=0.5 dikkate alinmistir. p =0.25i¢in modeldeki
rastgele etki terimi ve hata terimi sirasiyla o~ N(0,1) ve ve e~ N(0,3) olarak
tiretilmistir. p =0.5i¢in ise modeldeki rastgele etki terimi ve hata terimi « ~ N(0,3) ve
e ~ N(0,3) parametreli normal dagilimdan {iretilmistir. Deney birimi (sinif/ grup) sayisi
n=2,4,6,10,12,16,20 olarak belirlenmistir. Her grup i¢in tekerriir (grup i¢indeki gdzlem
sayist)m=23,9,15olarak secilmistir. [, degerleri /3, ~ Tekduze(—10,10) parametreli tek
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diize dagilimdan tretilmistir. Sabit etki terimi A, i¢in x; ~ N(0,100) degerleri normal
dagilimdan Uretilmistir. Her Uretilmis veri seti Y; = £ + B x; +b, +¢; i¢ ice hata regresyon
modeline uygulanmistir. x; ’ler tek faktorli rastgele etki modelinden bagimsiz olarak

iretilmistir. Simiilasyon caligmasinda dikkate alinan kombinasyonlar Cizelge 8.4’de

Ozetlenmistir.

Cizelge 8.4. Simiilasyon semasi

n=2,4,6,10,12,16,20 ve m=3,9,15

7:05/0_::0,333 }/:6;/0-92:1
3, ~ Tekdlze(-10,10)
x. ~ N(0,100) p=o.l(c,+0c?)=0,25 p=0c’1(c’+052)=05
i )
a~N(0,02 =1) c’=1 c2=3
a~N(0,62 =3)
(e~N(0,07 =3)) o’=3 c2=3

R istatistik yaziliminin bir paketi olan Ime4 paketi (Bates ve digerleri, 2014) karisik etkili
modellerin tahminleri ve testleri i¢in olusturulmus bir R kiitiiphanesidir. Bu kiitiiphane
gozlenen bilgi matrisinden elde ettigi standart hatayr kullanarak Wald giiven araligini
olusturmustur. Bu tezde dogrusal karisik-etkili model parametrelerinin ECO ve KECO
tahminleri ve Wald giiven araligini elde etmek i¢in bu paket kullanilmistir. Ayrica sabit
etki teriminin Kenward-Roger standart hatas1 pbkrtest paketinden (Halekoh ve Hgajsgaard
(2014)) elde edilerek bootstrap-t-KR giiven araligini olusturmak i¢in kullanilmistir. Profil
olabilirlik, bootstrap-t giiven araliklart gliven araligi metotlar1 i¢in kodlar fonksiyon
bigiminde R programi kullanilarak olusturulmustur. Asagida simiilasyon ¢alismasinin

algoritmasi verilmistir;

1. Her (n,m, p) kombinasyonu i¢in tek faktorlii rastgele etki modeline uygun veri setleri
retilir.

2. Profil olabilirlik, Wald, t-naive giiven araliklar1 Bélim 7.1, 7.2 ve 7.3’de anlatildig1
gibi olusturulur.

3. Bootstrap-t ve Bootstrap-t-Kenward Roger giiven araliklarim1 elde etmek igin
parametrik bootstrap boliimiinde anlatilan algoritmaya gore 2000 adet bootstrap d6rnegi

iiretilir. Ilgili standart hata degerleri ve parametre tahminleri elde edilerek 2000 adet
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yapay-pivot olusturulur.  Yapay-pivotlarin  bootstrap  ornekleme dagilimlar
olusturularak istenen yiizdeliklerdeki degerler elde edilir. Bu ylizdelik degerleri ve
ilgili standart hata degerleri kullanilarak giiven araliklar1 olusturulur.

2. ve 3. adimda elde edilen giiven araliklar1 sabit etki parametresinin gercek degeri
olan 0’1 igeriyorsa belirlenen saya¢ degiskeni 1 degerini alir igermiyorsa sayag
degiskenine sifir degeri verilir.

I’den 4’e kadar olan adimlar 2000 kez tekrar edilerek toplam simiilasyon sayisinin

toplam sayac degiskenine orani hesaplanarak kapsama olasiliklar1 her bir metot i¢in

elde edilir.
m=3, icc=0.25
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Sekil 8.1. m=3 ve p=0.25 kombinasyonu i¢in kapsama olasilig1

Grup i¢i korelasyon katsayist p =0.25, her bir grup igin tekerriir sayist m=3 durumunda

Kenward Roger (BS-t-KR) standart hata terimine parametrik bootstrap metodu diger

metotlara gore en iyi kapsama olasiligina sahiptir.
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Kapsama Olasiliklar
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Sekil 8.2. m=9 ve p=0.25 kombinasyonu i¢in kapsama olasilig1

Grup i¢i korelasyon katsayist p =0.25, her bir grup i¢in tekerriir sayist m=9 durumunda

BS-t-KR ve BS-t metotlar1 birbirine yakin kapsama olasiliklarina sahiptir ve diger

metotlara gore daha yiiksek kapsama olasiliklar1 saglamiglardir.
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m=15, icc=0.25
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Sekil 8.3. m=15 ve p=0.25 kombinasyonu i¢in kapsama olasilig1

Grup i¢i korelasyon katsayisi o =0.25, her bir grup i¢in tekerriir sayist m=15 durumunda
kiiciik ornek caplarinda BS-t, BS-t-KR ve t-naive metodlar1 birbirine yakin kapsama
olasiliklarina sahiptir. Ornek capi arttikga n=12,16,20 kombinasyonlari i¢in t-dagiliminin
kesim noktalarina dayali olan analitik metot (t-naive) digerleri arasinda daha yiiksek

kapsama olasiligini saglamistir.
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m=3, icc=0.5
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Sekil 8.4. m=3 ve p=0.5 kombinasyonu i¢in kapsama olasilig

Grup i¢i korelasyon katsayisi p =0.5, her bir grup i¢in tekerriir sayist m=3 durumunda
n=2, 4 icin BS-t-KR ve BS-t metotlar1 birbirine yakin ve diger metotlara gore daha

yiiksek kapsama olasiliklarina sahiptir. Orta ve biiyiik 6rnek ¢aplarinda POGA metodunun

kapsama olasilig1 diger metotlara gore daha yiiksek olmustur.
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m=9, icc=0.5
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Sekil 8.5. m=9 ve p=0.5 kombinasyonu i¢in kapsama olasilig

Grup i¢i korelasyon katsayisi p =0.5, her bir grup i¢in tekerriir sayist m=9 durumunda
n=2, 4 i¢cin BS-t-KR ve BS-t metotlar1 birbirine yakin ve diger metotlara gére daha

yiiksek kapsama olasiliklarina sahiptir. Orta ve biiyiik 6rnek ¢aplarinda POGA metodunun

kapsama olasilig1 diger metotlara gore daha yiiksek olmustur.
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m=15, icc=0.5
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Sekil 8.6. m=15 ve p=0.5 kombinasyonu i¢in kapsama olasilig1

Grup igi korelasyon katsayisi p =0.5, her bir grup i¢in tekerriir sayist m=15 durumunda

tim n degerleri i¢in POGA metodunun kapsama olasiligi diger metotlara gore daha
yiksektir.  Grup i¢i tekerriir sayisi m=15oldugunda Wald-tipi metodlarin kapsama

olasiliklar1 yiikselmistir.

Giliven araligi, hipotez testi iliskisi

Iki yanli, H,: 3 =0hipotezinin & =0.05 énem diizeyinde testi yapmak istenirse giiven
araliklarinin sifir1 icermemesine gore yokluk hipotezi red edilerek hipotez test edilebilir.
Ciinkii bu calismada f, =0alinarak veri setleri olusturulmustur. Giiven aralifi tabanli
hipotez testinin 1. Tip hatas1 sifir1 igermeyen araliklarinin sayisinin toplam giiven aralig

sayisina orani olarak elde edilecektir. Ya da gozlemlenmis kapsama olasiliginin degeri

1’den ¢ikarilarak da ayni 1. Tip hata degeri elde edilebilir.
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8.3. Rasgele Egim Modeli icin Simiilasyon Calismasi

Boliim 7°de verilen analitik giiven araliklarinin performanslar1 bagimli degiskenin farkl
kovaryans yapilarina sahip oldugu durumlar i¢in simiilasyon ¢alismasinda genis olarak
incelenecektir. Simiilasyon c¢alismasinda, asagida verilen rasgele kesim ve rasgele egim

terimi igceren DKE modeli ele alinmistir;

Y =B+ B + Bty +by +b,t +e i=L...,n; j=L...m. (8.1)

Es. 8.1°de verilen DKE modelinde sabit etki parametreleri f,, f3,, S, olarak ifade edilir.
Sabit etki parametreleri kitleye 6zgii parametrelerdir. Rasgele etki parametreleri verideki
her deney birimine 6zgii b, ve b, i=1,..n parametreleridir. DKE modellerinde
bilindigi lizere iki farkli 6rnek ¢apr kavrami bulunmaktadir. n g¢aligmaya alinan deney
birimi/ grup/ kiime sayisim1 ifade eder. m deney birimlerinden alinan gozlemler veya
Ol¢iimlerin sayisini ifade eder. Simiilasyona alinan modelde iki rasgele etki oldugu igin

ilgili kovaryans matrisi 2X2 boyutlu ve biitiin simiilasyon durumlarinda yapisiz
o. o

G :Var(bi ) =| blébz olarak ele alinacaktir. Ayni ortalama modeli ve ayni rasgele
O, b,

etki kovaryans yapisi altinda, hata terimlerinin kovaryans yapilar1 R; degistirilerek bagimli

degiskenin kovaryans yapist V (Yi) i¢in bir¢ok farkli kovaryans modeli olusturulmustur.

p, sabit etki parametresi icin simiilasyon ¢alismasinda giiven araliklar1 olusturulacaktir.

Wald, t-naive ve yapay-skor giiven aralifi metodlarinda S, sabit etki parametresi igin

KECO tahmini kullanilacaktir. POGA metodu i¢in ECO tahmin edicisi kullanilmistir. f

sabit etki parametresi i¢in ECO ve KECO tahminleri, Wald giliven araliklari, bagiml
degiskenin klasik varyans-kovaryans tahmini Ime4 R paketiyle elde edilmistir. Kenward ve
Roger yaklagimina dayali bagimli degiskenin varyans-kovaryans tahmini pbkrtest R
paketiyle elde edilmistir.

Ayrica yapay-skor degerlerinin bazi simiilasyon durumlarindaki asimptotik dagilimlar
incelenmistir. Ornek olarak n=5 m=20 icin bantli kovaryans yapisinda elde edilen
yapay-skor degerlerinin histogrami verilmistir. Yapay-skor degerlerinin 6rnekleme

dagiliminin 1 serbestlik dereceli Ki-Kare dagilimina (egri) uydugu goriilebilir;
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Sekil 8.7. n=5, m=20 i¢in banth kovaryans yapisinda yapay-skor degerleri histogrami

Tiim simiilasyon durumlarinda kullanilan parametre yapis1 Cizelge 8.5’de 6zetlenmistir.

Cizelge 8.5. Simiilasyon semasi

n=3510 m=5,10,20

~ (i 455 0.8183
B, ~ Tekdiize(3,5) G Var(b) { }
B =3 0.8183 1.0238
B, =084
X ~ N (1,10) bi ~N(0,G) € ~ N (O, Ri)

Cizelge 8.5’deki parametre degerleri, Es. 8.1°deki model yapist ve varsayimlarina uygun

olarak wveri setleri iretilmistir. 8, parametresi igin %95 giiven diizeyinde farkli

simiilasyon kombinasyonlarinda her metod i¢in 5000 giiven aralig1 olusturulmustur. Giiven
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araliklart metodlarinin £, parametresinin gercek degerini kapsama olasiligi (KO) ve giiven

araliklarmin ortalama uzunluklar1 (OU) hesaplanmistir. Simiilasyon ¢alismasinda alinan

hata terimlerinin farkli varyans-kovaryans R; yapilar1 asagida listelenmistir.

Durum 1. R;’nin homojen varyansl o =5.84 oldugu ve hata terimlerinin deney birimleri

icinde bagimsiz oldugu varsayilmistir.

Durum 2. R ’nin birinci mertebeden otoregresif AR(1) ve o’=584 oldugu

varsayllmistir. Otokorelasyon katsayilarinin  p=0.25,0.5,0.75 degerleri simiilasyon

caligmasinda incelenecektir. Bu yapinin kullanilmasi i¢in deney birimleri i¢cinde yapilan
Olciimler esit araliklarla yapilmalidir bu nedenle Es. 8.1°de kullanilan zaman vektorii
ornegin m=20 igin,

t;, = [1, 2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 19, 20] olarak alinmistir.

Durum 3. R ’nin birlesik simetrik yapida ve o’ =5.84 oldugu varsayilmistir. Deney

birimi i¢inde hata terimlerinin zaman i¢inde korelasyonlarinin degismedigi diisiiniiliir.

Durum 4. R, ’nin iistel kovaryansa sahip ve o’ =5.84 oldugu varsayillmistir. Ustel yap1
otoregresif yapinin zaman ig¢inde Olglimler esit aralikli zaman araliginda yapilmadiginda
genellestirilmis halidir. Tekrarl 6l¢timler arasinda zaman araligi arttikga korelasyon tistel

olarak azalir. {til, O | }, I. deney birimi i¢in yapilan dl¢limlerin zamanlarini temsil etsin.

1 him

Deney birimleri i¢inde hata terimlerinin ilgili korelasyonlar1 ve kovaryanslar1 sabit varyans

varsayimi altinda @ =—log(p) olmak iizere ;

‘tij _tik‘

.ve kov(e;,e, )= ot = o*exp (-0t 1),

korr (e.e, )= p i

Es. 8.1°de kullanilan zaman vektorii 6rnegin m =20 igin,

t,=12,3,5,8,9, 10, 13, 15, 19, 20, 24, 26, 29, 30, 33, 35, 38, 40, 41, 44]

olarak alinmustir.

Durum 5. R ’nin bantli kovaryans yapisina sahip oldugu varsayilmistir. Bu yapi simdiye

kadar bahsedilen kovaryans yapilarina uygulanabilir. Bu ¢alismada yapisiz kovaryans
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yapist secilerek bantli yapt uygulanmistir. Bantli yapiy1 elde etmek igin
FinCovRegularization R paketi kullamilmistir. m=5 and bant parametresi c=1 olmak

iizere yapisiz bantli kovaryans matrisi 6rnegi asagidaki gibidir,

(28 01 0 0 0 |
01 03 02 O 0
R =0 02 04 01 O
0 0 01 05 028
0 0 0 023 06

Durum 6. R,’nin AR (1) ve bantli yapisiz kovaryans matrislerinden olusmus hibrid yapida

oldugu varsayilmigtir. Farkli kovaryans modelleri bir araya getirilerek uzun vadeli
calismalarda ortaya c¢ikan birgok istenmeyen durum hibrid modellerle iistesinden

gelinebilir.

Durum 7. R, ’nin istel ve birlesik simetrik kovaryans matrislerinden olusmus hibrid yapida

oldugu varsayilmistir.

Ime4 R paketi POGA metodu icin bir fonksiyon igcerse de birgok durumda sonug
saglamamistir. Dolayisiyla yeni bir POGA fonksiyonu sayisal algoritma yoluyla
olusturulmustur. Buna ragmen n=3 durumunda olusturulan algoritma sonu¢ vermemistir.
Bunun sebebi kii¢iik drnek caplarinda profil olabilirlik fonksiyonunun yapist dolayisiyla
algoritmada verilen alt ve st siir degerlerinin profil olabilirlik fonksiyonu sinirlari
disinda olmasidir. Bu nedenle simiilasyon sonug tablolarinda bu alanlar bos birakilmistir.
Ayrica yapay-skor giliven aralifi icin sayisal algoritmaya dayali bir fonksiyon

olusturulmustur.

Yukarida ifade edilen tiim durumlar i¢in giiven araligi metodlarinin performanslart %95

giiven diizeyinde asagidaki cizelgelerde 6zetlenmistir.



Cizelge 8.6. Durum 1°de /e iliskin KO ve OA sonuglar1
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Ornek

Caplari Kapsama Olasiliklar Ortalama Uzunluklar

nl m| Wald Profile T-Naive | Yapay-Skor Wald | Profile| T-Naive| Yapay-Skor
3 |5 ]08775 0,9515 0,9178 3,0141 4,2046 3,6184
3 |10 |0,9278 0,9575 0,9361 2,0313 2,3432 2,1213
3 |20 |0,9442 0,9567 0,9335 1,4083 1,4975 1,3600
5 |5 10,9020 |0,9820 0,9495 0,9235 2,3631 |3,5884 |2,8453 2,5859
5 |10 |0,9330 |0,9780 0,9464 0,9264 15857 |2,0412 |1,6877 1,5440
5 |20 |0,9392 |0,9647 0,9490 0,9210 1,0943 |1,2837 |1,1300 1,0159
10 |5 |0,9300 | 0,9792 0,9540 0,9325 1,6761 |2,1986 |1,8380 1,6907
10 |10 |0,9380 | 0,9622 0,9465 0,9230 1,1272 |1,2862 |1,1704 1,0559
10 |20 |0,9499 | 0,9588 0,9555 0,9198 0,7757 |0,8209 |0,7864 0,6816

n=3510 ve m=5 durumlan i¢in yapay-skor metodunun kapsama olasiligt Wald

metodundan yiiksektir. N=3510 ve m=20 durumlari i¢in yapay-skor metodunun

ortalama giiven araligi uzunlugu diger metodlardan diistiktiir.

Cizelge 8.7. Durum 2’de p =0.25 icin f, e iliskin KO ve OU sonugclar1

Ornek

Caplart Kapsama Olasiliklari Ortalama Uzunluklar

ni m| Wald Profile T-Naive | Yapay-Skor Wald | Profile| T-Naive| Yapay-Skor
3 |5 [0,8713 0,9018 0,8930 0,6916 0,7688 0,7526
3 |10 |0,9270 0,9370 0,9318 0,4751 0,4974 0,4920
3 |20 |0,9378 0,9423 0,9395 0,3339 0,3412 0,3391
5 |5 [0,9103 |0,9785 0,9285 0,9283 0,5420 |0,7933 |0,5734 0,5716
5 |10 [0,9428 |0,9810 0,9478 0,9473 0,3739 |0,4859 |0,3838 0,3834
5 |20 ]0,9450 |0,9785 0,9480 0,9480 0,2601 |0,3176 |0,2633 0,2633
10 |5 ]0,9290 |0,9743 0,9358 0,9355 0,3917 |0,4986 |0,4020 0,4020
10 |10 |0,9375 | 0,9688 0,9420 0,9420 0,2668 |0,3132 |0,2702 0,2702
10 |20 |0,9525 | 0,9698 0,9540 0,9540 0,1844 |0,2075 |0,1856 0,1856

Cizelge 8.8. Durum 2’de p=0.5 i¢in £, e iliskin KO ve OU sonuglari

Ornek

Caplan Kapsama Olasiliklar1 Ortalama Uzunluklar

n |m Wald Profile T-Naive | Yapay-Skor Wald | Profile| T-Naive| Yapay-Skor
3 |5 10,8703 0,9008 0,8945 0,6256 0,6954 0,6846

3 |10 |0,9240 0,9353 0,9300 0,4435 0,4643 0,4597
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Cizelge 8.8. (devam) Durum 2’de p =0.5 i¢in }, e iliskin KO ve OU sonuglari

3 |20 [0,9430 0,9480 0,9453 0,3207 0,3276 0,3261
5 |5 ]0,9095 |0,9745 0,9268 0,9258 0,4962 |0,7234 |0,5251 0,5239
5 |10 |[0,9416 |0,9774 0,9471 0,9463 0,3487 |0,4566 |0,3579 0,3576
5 |20 |0,9465 | 0,9818 0,9488 0,9488 0,2498 |0,3089 |0,2529 0,2529
10 |5 ]0,9345 |0,9748 0,9425 0,9425 0,3573 |0,4552 |0,3667 0,3667
10 |10 |0,9433 |0,9733 0,9453 0,9453 0,2491 |0,2950 |0,2522 0,2522
10 |20 |0,9475 |0,9705 0,9490 0,9490 0,1772 10,2017 |0,1783 0,1783

Cizelge 8.9. Durum 2’de p=0.75 i¢in f, e iliskin KO ve OU sonuglar1

Ornek

Caplart Kapsama Olasiliklart Ortalama Uzunluklar

n |m |Wald |Profile T-Naive Yapay-Skor | Wald Profile | T-Naive | Yapay-Skor
3 |5 10,8580 0,9000 0,8880 0,5425 0,6031 0,5918
3 |10 |0,9344 0,9457 0,9447 0,3885 0,4067 0,4043
3 |20 |0,9341 0,9381 0,9361 0,2891 0,2953 0,2949
5 |5 10,8948 |0,9724 0,9129 0,9122 0,4315 |0,6249 |0,4566 0,4563
5 [10 |0,9471 |0,9844 0,9507 0,9495 0,3052 |0,3994 |0,3133 0,3132
5 |20 |0,9475 |0,9795 0,9503 0,9503 0,2260 |0,2831 |0,2289 0,2289
10 |5 |0,9285 |0,9715 0,9333 0,9333 0,3113 |0,3935 |0,3195 0,3195
10 |10 |0,9396 | 0,9691 0,9440 0,9440 0,2163 |0,2576 |0,2191 0,2191
10 |20 |0,9479 |0,9717 0,9495 0,9495 0,1603 |0,1862 |0,1613 0,1613

Durum 2’de otoregresif yapinin farkli otokorelasyon katsayilarinin giiven araligi metodlar

tizerindeki etkisi incelenmistir. N=3 ve p=0.25,0.5,0.75 icin yapay-skor metodu Wald

metodundan yiiksek ve t-naive metoduna ¢ok yakin kapsama olasiligina sahiptir. n=5,10

ve p=0.25,0.50.75 kombinasyonunda yapay-skor ve t-naive metodu birbirine yakin

sonuglar vermistir ama genel olarak yapay-skor metodunun ortalama giliven aralig

uzunlugu daha disiiktir. n=5,10

icin POGA metodu genellikle yiiksek kapsama

olasiligina sahiptir ama diger metodlara gdre ortalama uzunlugu daha yiiksektir.




Cizelge 8.10. Durum 3’de p =0.25 i¢in }, e iliskin KO ve OU sonuglari
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Ornek

Caplar Kapsama Olasiliklar1 Ortalama Uzunluklar

n |m |Wald |Profile T-Naive Yapay-Skor | Wald Profile | T-Naive | Yapay-Skor
3 |5 10,8755 0,9503 0,9135 2,6319 3,6544 3,1337
3 |10 |0,9158 0,9513 0,9213 1,7721 2,0326 1,8325
3 |20 |0,9415 0,9568 0,9268 1,2223 1,2957 1,1644
5 |5 10,9075 ]0,9768 0,9513 0,9280 2,0434 13,0434 |2,4552 2,2189
5 |10 |0,9358 |0,9713 0,9470 0,9273 1,3816 |1,7544 |1,4872 1,3488
5 |20 |0,9455 |0,9675 0,9528 0,9188 0,9504 |1,1161 |0,9769 0,8646
105 ]0,9260 | 0,9755 0,9493 0,9220 1,4686 |1,8914 |1,6057 1,4644
10|10 |0,9420 | 0,9618 0,9500 0,9190 0,9864 11,1189 |1,0198 0,9071
10120 |0,9463 | 0,9558 0,9498 0,9002 0,6746 |0,7202 |0,6824 0,5782

t-naive metodu genellikle giiven diizeyine yakin sonuglar saglamistir. n=3 ve m=5,10 ;

n=5 ve m=5, yapay-skor metodu Wald metodundan daha iyi kapsama olasiligina

sahiptir. n=510 icin genellikle yapay-skor metodu en diigiik ortalama uzunluklari

saglamistir. p=0.5,0.75 durumlarinin tablolar1 p =0.25 sonuglarina benzer oldugu i¢in

dahil edilmemistir.

Cizelge 8.11. Durum 4’de p=0.5 i¢cin f, e iliskin KO ve OU sonuglari

Ornek

Caplart Kapsama Olasiliklart Ortalama Uzunluklar

n |m |Wald |Profile T-Naive Yapay-Skor | Wald Profile | T-Naive | Yapay-Skor
3 |5 10,8708 0,9425 0,8863 2,4704 3,3551 2,7717
3 |10 |0,9230 0,9523 0,9153 1,8838 2,1481 1,8944
3 |20 |0,9395 0,9498 0,9205 1,3582 1,4356 1,2852
5 |5 ]0,9130|0,9703 0,9500 0,9208 1,9719 |2,7479 |2,3087 2,0548
5 |10 |0,9320 | 0,9655 0,9487 0,9153 1,4786 |1,8153 |1,5719 1,4218
5 |20 |0,9483 |0,9698 0,9525 0,9243 1,0594 [1,2194 |1,0872 0,9711
10|5 10,9330 |0,9718 0,9490 0,9195 1,4320 |1,7345 |1,5348 1,3940
1010 |0,9383 |0,9528 0,9453 0,9178 1,0547 [1,1657 |1,0831 0,9694
10 [ 20 |0,9470 |0,9500 0,9483 0,9053 0,7501 |0,7868 |0,7581 0,6534

Durum 4’de p=0.25,0.75 sonuglar1 p =0.5 sonuclarina benzer oldugu i¢in tablolar dahil

edilmemistir. n=3,5, m=5 oldugunda yapay-skor metodu Wald metodundan daha iyi



102

kapsama olasilig1 saglamistir. Yapay-skor metodu genellikle daha diisiik ortalama

uzunluklara sahiptir.

Cizelge 8.12. Durum 5 i¢in /3, e iliskin KO ve OU sonuglar

Ornek

Caplan Kapsama Olasiliklar1 Ortalama Uzunluklar

n |m |Wald |Profile T-Naive Yapay-Skor | Wald Profile | T-Naive | Yapay-Skor
3 |5 10,8798 0,9553 0,9075 3,6074 5,0193 4,1657
3 |10 |0,9285 0,9588 0,9293 2,9875 3,4114 3,0570
3 |20 |0,9423 0,9558 0,9308 2,9521 3,1465 2,8945
5 |5 ]0,9040 |0,9625 0,9483 0,9183 1,7879 [2,3691 |2,1210 1,8835
5 |10 [0,9239 |0,9607 0,9386 0,9157 1,6337 19682 |1,7576 1,5971
5 |20 ]0,9455 10,9734 0,9530 0,9270 1,5223 |1,8056 |1,5736 1,4396
10 |5 [0,9343 |0,9570 0,9538 0,9303 1,3427 |1,5281 |1,4592 1,3207
10 |10 |0,9436 | 0,9551 0,9495 0,9239 1,1493 |1,2302 |1,1867 1,0708
10 | 20 |0,9404 |0,9561 0,9438 0,9165 1,0804 |1,1494 |1,0961 0,9875

POGA ve t-naive metodu genellikle yiiksek kapsama olasiligt ve yiiksek ortalama

uzunluklara sahiptir. n=510 i¢in en diisiik ortalama uzunluklari yapay-skor metodu

saglamigtir.

Cizelge 8.13. Durum 6 i¢in /3, e iliskin KO ve OU sonuglar

Ornek

Caplari Kapsama Olasiliklari Ortalama Uzunluklar

n |m |Wald |Profile |T-Naive |Yapay-Skor | Wald Profile T-Naive | Yapay-Skor
3 |5 10,8738 0,9485 0,8758 3,8194 5,3476 |4,1835
3 |10 |0,9318 0,9603 0,9205 2,6615 3,0548 |2,6631
3 |20 |0,9445 0,9558 0,9255 1,8484 1,9622 |1,7780
5 |5 ]0,9085]0,9773 |0,9525 0,9090 3,0282 |4,4449 3,6414 |3,1786
5 |10 |0,9342 |0,9796 |0,9522 0,9272 2,0844 |2,6728 2,2404 | 2,0487
5 |20 |0,9317 |0,9712 0,9353 0,9245 1,4443 |1,7283 14873 |1,3631
10 |5 ]0,9258 |0,9695 |0,9483 0,9250 2,1703 | 2,7462 2,3677 |2,1794
1010 |0,9384 |0,9635 |0,9450 0,9215 1,4826 |1,6939 1,5320 |1,4077
10120 |0,9483 |0,9397 [0,9483 0,9310 1,0252 |1,1137 1,0374 |0,9310

m=5 ve n=3,5 i¢in yapay skor metodu Wald metodundan yiiksek kapsama olasiligina

sahiptir. n=5,10 i¢in yapay-skor metodunun ortalama uzunluklar1 daha diisiiktiir.
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Cizelge 8.14. Durum 7 i¢in /3, e iliskin KO ve OU sonuglari

Ornek

Caplar Kapsama Olasiliklar1 Ortalama Uzunluklar

n |m |Wald |Profile T-Naive Yapay-Skor | Wald Profile T-Naive | Yapay-Skor
3 |5 10,8748 0,9075 0,8860 1,5932 17711 |1,6424
3 |10 [0,9233 0,9350 0,9210 1,3699 1,4341 [1,3910
3 |20 10,9343 0,9383 0,9218 1,2592 1,2865 |1,2472
5 |5 10,9092 |0,9810 0,9224 0,9188 1,2160 |1,8820 1,2875 |1,2777
5 |10 |0,9318 |0,9870 0,9375 0,9330 1,0729 |1,5001 1,1012 [1,0914
5 |20 |0,9383 10,9851 0,9415 0,9389 0,9762 |1,3156 0,9885 |0,9792
10|5 ]0,9330 | 0,9833 0,9385 0,9383 0,8956 |1,2030 0,9193 |0,9184
10|10 |0,9418 | 0,9825 0,9433 0,9430 0,7553 |0,9606 0,7648 |0,7639
10120 |0,9455 | 0,9778 0,9473 0,9465 0,6883 |0,8486 0,6926 |0,6918

Tim 6rnek ¢ap1 durumlarinda yapay-skor metodu genellikle Wald metodundan daha iyi
kapsama olasiliklar1 iiretmistir. Ornek capi arttikca yapay-skor metodunun kapsama

olasiliklar1 t-naive metoduna yaklagmastir.

8.4. Uygulama

7. Bolimde ele alinan analitik giiven araliklar1 gergek veri setine uydurulmus modeldeki
sabit etki parametreleri igin olusturulacaktir. Bilissel davranisg terapisi (cognitive
behavioural therapy), endise bozuklugu ve depresyon tedavisinde iyi sonuclar vermeye
baslamis yeni bir tedavi yontemidir. Proudfoot ve digerleri (2003) interaktif multimedya
programi gelistirerek Beating the Blues (BTB) tedavisi adi altinda biligsel davranis terapi
yontemi olarak depresyon ve endise bozuklugu hastalarina uygulamislardir. Yeni tedavi
yontemi BTB’nin daha iyi sonu¢ verdigini gostermek amaciyla heniiz hicbir tedaviye
baslanmamis depresyon ve endise bozuklugu olan 18-75 yas aras1 167 yetiskin kontrollii
rasgele tasarlanmig bir ¢alismaya alimmustir. Hastalar rasgele olarak BTB tedavisi ve
geleneksel tedavi yonteminin uygulandigi iki gruba ayrilmistir. Tedavi uygulanmadan 6nce
tiim hastalardan Beck Depresyon Olgegi’ne (Beck, Steer ve Brown, 1996) gére depresyon
skorlar1 dlgiilmiistiir. Elde edilen ilk ol¢iim agiklayict degisken olarak modele alinmistir.
Ayrica hastalarin ne kadar siiredir hasta olduguna gore iki kategoriye ayrilmislardir. 6
aydan az siiredir hasta olanlar siire=0 olarak kodlanmis ve 6 aydan fazla siiredir hasta

olanlar siire=1 olarak kodlanmistir. Bagimli degisken olarak o&lgiilen depresyon skoru 5
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farkli 6l¢iim noktasinda alinmistir. Tedaviden Once alinan ilk 6l¢iimden 2 ay sonra sonra 2.
Ol¢iim alinmustir. 2. dlglimden 1 ay sonra 3. 6l¢iim alinmustir, 3.’den 2 ay sonra 4. dlgiim
alimmustir. 4. 6l¢glimden 3 ay sonra 5. son Ol¢iim alinmistir. Analizden 6nce tezde dengeli
veri seti incelendiginden Ol¢iimii eksik olan hastalarin verileri orijinal veri setinden
cikarilmistir. Boylece analize tiim zaman noktalarinda 6l¢limii tam olan 45 hasta dahil
edilmistir. Veri setine uydurulan rasgele kesim ve egim terimine uydurulan her i. hasta

i=1...,45; j=1,...,4, i¢in model asagidadir,
Y; =B, + BTedavi+ B,Sure + Billk + Bt +b; +b,t; +e; 1=1...,45; j=1...,4.

itij

Veri setinin belli bir boliimii Cizelge 8.15°de verilmistir.

Cizelge 8.15. Uzun vadeli depresyon ¢aligmasi verisinin bir alt seti

Deney Tedavi Y Depresyon

Birimi Siire Tiiri Ik Olgiim | Ay Skoru
2 1 1 32 2 16
2 1 1 32 3 24
2 1 1 32 5 17
2 1 1 32 8 20
4 1 1 21 2 17
4 1 1 21 3 16
4 1 1 21 5 10
4 1 1 21 8 9
7 0 0 17 2 7
7 0 0 17 3 7
7 0 0 17 5 3
7 0 0 17 8 7

Cizelge 8.15’de goriildiigii gibi depresyon skoru oOlciimleri esit aralikli zamanlarla
alinmamistir. Dolayisiyla bagimli degiskenin deney birimi i¢inde 6l¢iim korelasyonunun
iistel kovaryans yapisina uygun olmasi beklenir. Cizelge 8.16’da sabit etki parametrelerinin

tahminleri ve giiven araliklar1 6zetlenmistir.



Cizelge 8.16. Parametre ve giiven araligi tanminleri
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Parametre | Tahmin | Standar | t-degeri | Wald Profile t-naive Yapay-Skor
KECO | tHata
ﬂ 10,499 3,442 3,050 (3,752; (3,854;17,106) (3,566;17,431) (3,742; 16,924)
0 17,245)
i 0,617 | 0172 |-3577 | (-0,955; - | (-0,959; -0,275) | (-0,958;-0,276) | (-0,905;-0,329)
1
0,279)
B 7319 | 2,125 | -3444 | (-11.485; | (-11,611;-3,027) | (-11,615; (-11,536; -
2 3,153) 3,023) 3,103)
B 5,383 2,295 | 2,345 (0,884; (0,918;9.848) (0,744;10,022) | (0,826; 9,940)
3 9,882)
54 0,304 0,118 2,574 (0,072; (0,077; 0,531) (0,065; 0,543) (0,098; 0,491)
0,535)

Cizelge 8.16’da sabit etkilerin KECO tahminleri, standart hatalari, t-degerleri ve 95%

given diizeyinde giiven araligi tahminleri verilmistir. Lme4 paketinin gelistiricileri

parametre tahminlerinin dagilimlarinin giivenilir olmadigimi diisiindiigii icin p-degerlerini

rapor etmekten kaginmiglardir.
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9. SONUC VE ONERILER

Tez calismas1 genel olarak heniiz ¢ok calisilmayan bir problemi ele almay1 amaclamistir.
Dogrusal karisik etki modellerinin kiiglik 6rnek ¢apt ve bagimli degiskenin farkl
kovaryans yapist durumlarinda sabit etki tahminlerinin ve ilgili gliven araligi metotlarinin

ozelliklerini ortaya ¢ikarmak i¢in yola ¢ikilmistir.

Dogrusal karisik etkili model literatiiriinde var olan analitik metotlarin 6zellikle kiiciik
ornek caplarinda yeterli olmadigimi diisinen aragtirmacilar (Staggs, 2009; Liu, 2013;
Akdur ve digerleri, 2016) son yillarda parametrik boostrap yoOntemini kullanmaya
yonelmislerdir. Parametrik bootstrap metodunun kiiciik 6rnek caplarinda iyi sonug¢ verdigi
goriilse de olduk¢a zaman ve maliyet gerektiren bir yontemdir. Bu nedenle daha hizl
sonu¢ alinabilen gilivenilir bir analitik gliven araligi metodunun aranmasi bu g¢alismanin

onceligi olmustur.

Birinci simiilasyon ¢alismasinda literatiirde var olan analitik yontemlerle parametrik
bootstrap giiven araligi yontemi DKE modellerinin 6zel bir formu olan i¢ ige hata
regresyon modelinin sabit etki parametresini kapsamasi bakimindan simiilasyon

caligmasinda karsilastirilmistir.

Gliven arali@1 yontemlerinin karsilagtirilmasinin yani sira sabit etki tahmini i¢in iki farkl
HKO yaklagimi bootstrap yonteminde igerilerek karsilastirilmasina olanak saglanmistir.
Aynmi grup iginde gozlemler arasi korelasyonun zayif oldugu ve Ornek capinin kiigiik
oldugu durumda Kenward-Roger (1997) HKO yaklasimina dayali parametrik bootstrap

metodunun en iyi kapsama olasiliklarini sagladigi goriilmistiir.

[k simiilasyon ¢alismasinda giiven araliklarinin ortalama uzunluklari dikkate alimmamistir
yorumlar yalnizca kapsama olasiliklarma goére yapilmustir. Ornek ¢ap1 ve korelasyon
arttiginda profil olabilirlik metodunun kapsama olasiligi diger metotlara gore daha iyi

sonug vermistir.

Ikinci simiilasyon ¢alismasinda, DKE modellerinin bagimli degiskeninin kovaryans yapisi
iki farkli yapinin bir araya getirilmesiyle olusturulmustur: birinci yapi rasgele etkilerin

kovaryans yapisi digeri de deney birimi / grup i¢inde rasgele hata terimlerinin kovaryans
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yapisidir. BoOylece bagimli degiskenin kovaryans yapist hibrid bir yapi olarak elde
edilmistir. Ayrica deney birimi i¢inde rasgele hata terimlerinin kovaryans yapisi da
simiilasyon ¢alismasinda iki farkli hibrid durumdan olusturulmustur. t-naive metodu orta
ve biiyiikk 6rnek caplarinda genellikle %95 giiven diizeyine yakin sonuglar saglamistir.
Wald metodu kiigiik ve orta ornek caplarinda genellikle liberal kapsama olasiligina
sahiptir. Profil olabilirlik metodu genellikle %95 giiven diizeyinden fazla kapsama
olasiliklarina sahiptir ve ortalama giiven aralig1 uzunluklar diger metodlara gore yiiksektir.
Yapay-skor metodunun sonuglari 6rnek ¢apinin kiigiik oldugu durumlarda Wald metoduna

ve ornek capi arttikga t-naive metoduna yakin sonuglar vermistir.

Yapay-skor metodu kiigiik Ornek c¢aplarinda Wald metodundan daha iyi kapsama
olasiliklarina sahiptir ve ortalama giiven araligi uzunluklar1 t-naive ve profil olabilirlik
metodundan diisiiktiir. Wald ve t-naive metodu hata terimlerinin gili¢li korelasyonlu
otoregresif yapisinda diger kovaryans yapilarina gore en diisiik kapsama olasiklarina sahip
olmustur. Profil olabilirlik metodu en diisiik kapsama olasiliklarini hata terimlerinin
yapisiz banthi kovaryansa sahip oldugunda iiretmistir. Yapay-skor metodu en diisiik
kapsama olasiliklarini hata terimlerinin kovaryansi iistel oldugu durumda vermistir. Hata
terimlerinin kovaryans matrisi otoregresif oldugu durumda en iyi giiven araligi metodunun
yapay-skor oldugu hem kapsama olasiligi bakimindan hem de ortalama uzunluk

bakimindan sdylenebilir.

Yapay-skor metodu, profil olabilirlik ve t-naive metodlar: tarafindan saglanan uzun giiven
araliklar1 dezavantajint ve ayrica Wald metodunun sagladigi diisiik kapsama olasiligi
dezavantajini bir ¢ok durumda diizeltmistir. Boylece var olan metodlarin iki dezavantajini

dengelemistir.

Bu tez calismasinda yapay-skor metodu Kenward-Roger varyans tahminiyle birlikte
kullanilarak yeni bir giiven araligi metodu ortaya ¢ikarilmistir. Simiilasyon calismasi bu
yeni metodun kapsama olasilig1 ve ortalama giiven araligr uzunluklari bakimindan bir¢ok
durumda o6zellikle kiigiik 6rnek ¢aplarinda iyi bir alternatif olabilecegini gostermistir.

lleriki calismalarda farkli DKE modelleri ele alinarak giiven araligi metotlarinm
performanslar1 incelenebilir. Beklenti ve maksimizasyon algoritmasi farkli kovaryans

yapilarinda parameter tahminleri igin genisletilebilir. Ayrica rasgele etkiler igin giiven
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aralig1 metotlar1 ele alinabilir. Belirlenen giliven diizeyine ulasmak i¢in her giiven araligi

metodu i¢in gerekli 6rnek ¢api biiytikliikleri simiilasyon ¢alismalarinda incelenebilir.
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