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1. GIRIS Hiilya TOSUN

1. GIRiS

Istatistik, verileri anlamlandirma bilimidir ve insan aktivitelerinin oldugu
hemen her yerde kaginilmaz bir rol oynar. Verileri anlamlandirmak igin farkli veri
tiplerine uygun farkli istatistiksel yontemler gelistirilmigtir. Regresyon analizi,
tahmin problemi, hipotez testleri, 6rnekleme teorisi ve verilerin simiflandiriimasi ve
gruplandiriimas1  gesitli alanlarda birgok uygulamaya sahip temel istatistik
yontemlerinin bazilaridir. Bununla birlikte tiim istatistiksel iglemler uygun formiilize
edilmis optimizasyon problemlerinin ¢dzlimleridir.

Birgok birimin her biri i¢in degiskenlerin degerleri Olgiildiigiinde verilerin
genel yapist meydana gelir. Ornegin; endiistriyel bir deneyde bir kimyasalin 20
birimi i¢in reaksiyon zamani, reaksiyon sicaklifi ve ¢ikan liriin miktar kaydedilir.
Bu veriler kullanilarak bir degiskenin (6rnegin ¢ikan iriin miktarinin) diger
degiskenlerle (reaksiyon zamani ve reaksiyon sicakligl ile) arasinda nasil bir iligki
oldugu ile ilgilenilir. Lineer regresyon analizi genelde boyle verileri incelemek igin
kullanilan bir istatistiksel yontemdir. Regresyon, veri analizi i¢in mevcut istatistiksel
yontemler arasinda en kapsamli ve ayrintili yontemlerden biridir. Regresyon teorisi
bagiml degisken olarak adlandirilan bir ya da daha fazla degiskenin bagimsiz
degiskenler olarak adlandirilan diger degiskenler bazinda tahminine dayanir. Bu tir
problemlerle deneysel bilimin ve teknolojinin hemen her dalinda karsilasilabilir.

Regresyon analizi yapilmasi, gozlenen veriyi tammlamak igin stokhastik bir
model secilmesi, kullanisli verilerden sonug ¢ikarilmasi veya hipotez testi yapilmasi
problemlerinde bilinmeyen parametreler iizerinde verilen kisitlamalara gore
minimum ya da maksimum yapilmak istenen bir amag fonksiyonu se¢meliyiz. Klasik
optimizasyon metodlart diferansiyel hesaplamaya dayanir ve gok kisithdir. Klasik
optimizasyon metodlarini istatistiksel caligmalarda ortaya ¢ikan bircok durumda
uygulamak zordur ya da olanaksizdir. Son otuz yil boyunca genis uygulamaya sahip
diger oﬁtimizasyon teknikleri bulunmaya calisilmustir. Istatistikte etkili uygulamaya
sahip tekniklerden biri matematiksel programlamadir. Istatistigin gesitli alanlarinda
matematiksel programlamanin uygulamalan ile ilgili birgok ¢alisma yapilmig ve

halen de yapilmaktadir.
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Bu konudaki temel calisma Charhes,A ; Cooper,W.W. ve Ferguson,R.O.
(1955) tarafindan yapilan istatistikte matematiksel programlamanin uygulamalandir.
Bunlar lineer regresyonda en kiiglik kareler (EKK)’e alternatif olarak sapmalarin
mutlak degerinin toplamini minimize etmeyi (MINMAD) sectiler ve MINMAD
problemi ve lineer programlama problemi arasindaki denkligi gosterdiler. Istatistikte
matematiksel programlamanin diger uygulama alanlar1 ayn1 anda gelisti. Lee, T.C. ;
Judge, G.G. ve Zallner, A.(1968) maksimum olabilirlik tahminde, Rao, J.N.K.(1979)
orneklemede, Liittschwager,J.M. ve Wang, C.(1978) kiime analizinde, Meeks, H.D.
ve Francis, R.L. (1973) ve Pukelsheim, F. (1978) hipotez testinde matematiksel
programlamay: kullandilar.

Bu calismanin amact da istatistikte matematiksel programlamanin
uygulamalar1 {izerindeki elde edilebilir sonuglarin ¢cogunu bir araya getirmek, yeni
uygulama alanlar1 bulmaya c¢aligmak ve bdylece gerek teorik gerekse uygulamali
istatistik calisan aragtirmacilara 151k tutmaktir.

Bu ¢alisma {i¢ ana boliimden olugsmaktadir. Caligmanin birinci boliimii olan
girig boliimiinde regresyon ve matematiksel programlama problemleri hakkinda
kisaca bilgi verilmistir ve tezde anlatilan konular tamtilmustir. Ikinci béliimde
regresyon analizi ele alinmig ve basit tek bagimsiz degiskenli durumda farkhi
optimizasyon kriterleri tamitilmigtir. Mutlak sapmalarin ortalamasinin minimum
yapilmasit (MINMAD) (bir baska adiyla LAD) regresyon hakkinda bilgi verilmis ve
ardindan g¢oklu regresyonda MINMAD bir 6rnekle agiklanmigtir. MINMAXAD ve
MINSADBED regresyonlara deginilmistir. Daha sonra MINSADBAD regresyon
hakkinda kisaca bilgi verilmistir.

Uclincii  boliimde regresyon analizinde matematiksel programlamanin
kullanimi ele almmustir. Ik olarak MINMAD regresyonun bir matematiksel
programlama problemi olarak nasil ele alindifi anlatilmigtir. Ayrica, “en uygun
sonuca ardisik yaklasim yoluyla ulagmak” seklinde tanimlanan simpleks yontemi
MINMAD regresyon igin gelistirilmigtir. MINMAD problemi i¢in 6zel bir algoritma
tanimlanmustir. Bir baslangic ¢oziimii ile baslayip ardigik iterasyonlarla optimal

¢6ziim elde edilmistir. Daha sonra genel lineer programlama problemi hakkinda bilgt

N



[. GIRIS : Hiilya TOSUN

verilmigtir. MINMAD regresyonda ve lineer programlamada modelin ¢oziimiine
kolaylik saglayan dualiteden bahsedilmigtir.

Hatalar simetrik dagilima sahip ve E(g)=0 olsa bile MINMAD probleminin
bir ¢oziimii § nin yansiz tahminini vermeyebilir. Bu yilizden eklenen kisitlamalar ile
birlikte MINMAD icin alternatif bir formiilasyondan bahsedilmigtir. € un simetrik
dagilima sahip ve E(g)=0 oldugunun kabulii ile MINMAD kullanarak yansiz
tahminler elde edilmistir. Ardlnde-m maksimum likelihood ve MINMAD
tahminlerinden bahsedilmistir. Ayrica farkli lineer programlama formiilasyonlar
kullanilarak MINMAXAD Kkriteri ve problemin geometrik 6zellikleri ele alinmigtir.
Son olarak da MINMAD ve en kiigiik kareler arasinda bir uyusma olarak bu ikisinin

bir konveks kombinasyonu ele alinmistir.
1.1 Matematiksel Programlama Problemi

Bir matematiksel programlama problemi

f(x)<f(x) (tim xe F igin) (1.1.1)

olacak sekilde bir x* bulma seklinde ifade edilebilir. Burada F, uygun kiime olarak
adlandirtlir. F, R" in bir alt kiimesi olmas: gerekmeyen herhangi bir kiimedir. f, F
iizerinde tanimli reel degerli bir kiimedir. Bu sekilde bir x* n bulunuyor olmasi
genelde garanti degildir. Bununla birlikte, bu problemin ¢6ziimii, bdyle bir x
bulmak veya olmadigini géstermek seklinde anlagilabilir.

F, R" in bir alt kiimesi olarak verildiginde asagidaki gibi ifade edilen bir

lineer olmayan programlama problemine sahip olunur.

F z{xlgi (x)<b,i=1,..,mx2 0} iken

f (x*)s f(x) olacak sekilde bir x" € F nin (1.1.2)
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bulunmast , (tim xe€ F icin)

Burada f, amag fonksiyonudur. g;(x)<b, ler, g, F de tanimh reel degerli

fonksiyon iken problemin kisitlamalaridir. x>0 kisitlamasi da negatif olmayan

kisitlama olarak bilinir. Bu problem genellikle agagidaki gibi ifade edilir:

- Min f(x) -
g (x)sh, , i=1..m

x20
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2. LINEER REGRESYON ANALIZi

Istatistik, verileri anlamlandirma bilimidir. Verilerin ne anlama geldigini
belirtmek amaciyla, verilerden uygun bilgiler ¢ikarmak icin farkli veri tiplerine
uygun farkli istatistiksel teknikler gelistirilmistir. Bir¢cok birimin her biri igin
degiskenlerin degeri 6l¢iildiigiinde verilerin genel sekli meydana gelir. Ornegin; tibbi
bir ¢alismada 100 birimlik bir grubun agirhigi, boyu, ve kan basinci kaydedilebilir.
Burada doért degiskenin degeri 100 birimin her biri igin 6lgiiliir. Béyle veriler bir
degiskenin digerine nasil bagl oldugunu gérme amactyla toplanir. Yani kan basinci,
ile kiginin yasi, boyu ve agirligi arasinda nasil bir iliski oldugu ile ilgilenilebilir.
Lineer regresyon analizi genelde boyle veriler icin kullanilan bir istatistiksel
tekniktir.

Veri analizi i¢in, mevcut istatistiksel metotlar arasinda en kapsamli ve
ayrintili metotlardan biri de regresyondur. Regresyon teorisi bagimlr degisken olarak
adlandirilan bir ya da daha fazla degiskenin bagimsiz degiskenler olarak adlandirilan
diger degiskenler bazinda tahminine dayanir. Bu tarz problemlerle deneysel bilimin
ve teknolojinin hemen her dalinda karsilagilabilir.

Model, bagimsiz degiskenler ile bagimlt degisken arasinda lineer bir iligki
oldugu varsayimu ile agiklandiginda bir lineer regresyon modeline sahip olunur. Aksi
halde lineer olmayan bir regresyon modeli olusturulur.

Regresyon probleminin klasik yaklagiminda amag; bagimli degiskenin tahmin
edilmis degerinin gozlenen degerinden sapmalarinin karelerinin toplamini minimum
yapmaktir. Bu yontem en kiiciik kareler yontemi olarak bilinir.

Kullanilan bir baska yontem; bagimh degiskenin gbzlenen degerinin tahmin
edilen degerden sapmalarinin mutlak degerinin ortalamasini minimum yapmaktir. Bu

problem L, -norm minimizasyon olarak bilinir.

Literatiirde ele alman iiglincii bir yontem de bagimli degiskenin tahmin
edilmis degeri ile gozlenen degeri arasindaki mutlak sapmalarin maksimumunu

minimum yapan Chebyshev kriteridir.
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Lineer regresyon dogrularinin bulunmasi i¢in ikiden fazla kriter Gnerilir.
Sonunda ,bagimsiz degiskenlerin mevcut kiimesinden uygun sekilde secgilen bir alt

kiime i¢in problem ele alinir.

2.1. Mutlak Sapmalarin Ortalamasini Minimum Yapma (MINMAD)
Regresyon

MINMAD metodu, bir diger adiyla mutlak sapmalarin en kii¢iigiinii bulma
(LAD) metodu EKK metodundan hemen hemen 50 yil énce, 1757 de Roger Joseph
Bascovich tarafindan tanimlandi.

Metod, diinyanin geklini tahmin etmeyi amaglayan tutarli olmayan dl¢iimleri
uzlagtirmak i¢in tasarlandi. Pierre Simon Laplace metodu 30 yil sonra kabul etti. Bu
metod ara sira kullanildi, fakat en kiigiik kareler metodu ile kullanimi azaldi.

En kiigiik karelerin yaygin olarak kullanilmasi kismen hesaplama kolayligina
ve teorisinin Gauss ve Laplace tarafindan gelistirilmesine baghdir. Bugiin ise
hesaplamalar smirli degil ve teorik gelismeler MINMAD 1 iceren gesitli alternatif

metodlara gotiirmektedir.
Y =By +B X +¢

basit lineer regresyon modelini ele alalim.

l n .
— > |%: ~Bo —Bi X,
=

ifadesi minimum olacak sekilde B ve B; bulmak istiyoruz. Bu ifade; gozlemlerin,
bagimli degiskenin tahmin edilmis degerlerinden mutlak sapmalarinin ortalamasi

olarak bilinir. Bunu minimum yapmak demek

n
2N —Bo =B X
i=]
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ifadesini minimum yapmak demektir. Bu ise mutlak sapmalarin toplamidir.

Once, mutlak sapmalarin toplamini minimum eden ¢ ve B,’i bulmak igin,
(Xo,Yo ) verilen bir deger olmak iizere, Yo= Bo + PiXo kisitlamasi ile problemi goz
Oniine alalim. Bu kisitlama analizi basitlestirir ve yaklagimi anlamamiz: saglar. Sonra
bu kisitlama olmaksizin problemi géz oniine alinz.

(Xo,Yo) verilsin. Verilen veriye agagidaki doniigiimii uygulayalim:

xp=X;—Xg

Yi :Yi_Yo

Simdi problem

n
2])’1’ F Bxil
i=l _

ifadesini minimum yapan B bulma problemi olarak ifade edilebilir. Bu problemi

incelemeden 6nce herhangi bir i igin | Y — Bxil nin minimumunu goz dniine alalim.

X;

f(B®)= |yl- —Bxi|, [ﬁ,OJ da minimum olan ve —|xi| ve |xl-| egimlerine sahip olan

iki dogrudan olugur.

p—
RSN L

verilerini g6z Oniine alalim. | y; — Bxl-| nin ve Zl yi— Bx,~| nin grafigini ¢izelim.

fiB)=13-Bl, L@ =11-Bl, @) =14-28
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YHB)=|3-B|+]|1-B|+|4-2B| olup bir pargali lineer konveks fonksiyondur.

\ ()

Sekil 2.1 f,(B)=[3-B|. f(B)=[1-B|. £,(B)=|4-2B| ve 3./ (B)

fonksiyonlarini1 gosteren grafik

Sonug 2.1.1:

n
f(B)z Z|yi —Bxi| fonksiyonu verilen (x; , y;) i¢in ( i= 1,2,...,n) par¢ah

i=I
lineer konveks fonksiyondur.
ispat: B'<B”,0< A<l ve B=AR +(1-2) B"igin f(B) < Af(B") + ( 1-A(B")
oldugunu géstermeliyiz.
fiB)= |vi "Bxil olsun.
£ B)= fi (B + (1-0)B")=]y; = MB'x; —(1=M)B"x;]
=l My; = Bx;) + (1 =A)(y; —B"x)|
<My; =B+ =M)y; 87|
=M; B+ =N £ (B).
f;(B) min konveks oldugu gosterildi. Iki konveks fonksiyonun toplaminm konveks

olmasi kullanilirsa f(B) nmin da konveks oldugunu soyleyebiliriz.

. T.C. YOKSEKOCRETIM
8 KURULD
DOKDOMANTASYON MERKZZ]
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Sonug 2.1.2 : f(B) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. Sol uctaki lineer parganin egimi —leil ve benzer sekilde sag ugtaki

lineer par¢anin egimi ZIx[I dir.

2. (% ), fi (B) nin minimum noktasi oldugu zaman f (B) nin grid ( ardigik
[4

parcalarin kesim noktasi) noktalari (% J formundadir.

(i) »ig seeriy ) » yyxil <..< V% olacak sekilde ise f(B) nin egimi her B, grid
n

noktasinda 2|x,~k| kadar artar. Burada , B, = Y % dir.
i

Boylece yukaridaki sonugtan, f(B) nin minimumunu bulmak igin bir

algoritmaya sahip oluruz :

B¢ icin minimum

xl'k

n r-|
=2kl +23
i=1 k=l
negatif fakat
I F
- Z{lxil + 2/;lx,~k |
i= =

negatif olmayan bir deger ise

olarak elde edilir.
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n
=2 x| +2

f(B) optimaldir.

Bu durumda esit olasilik ile B,y ya da (., segebiliriz.

Ornek 2.1.1 :

'y X, i X i rank
X
1 |22 50 8.4 125 0.672 8
2 |25 54 5.4 85 0.635 6
3 34 56 3.6 -6.5 -0.554 2
4 |28 59 24 3.5 0.686 9
5 26 60 -4.4 -2.5 1.760 12
6 |32 61 1.6 A5 1.067 1
7 30 62 -0.4 -0.5 0.800 10
8 30 65 -0.4 2.5 -0.160 4
9 28 67 2.4 4.5 -0.534 3
10 |34 71 3.6 8.5 0.423 5
11 |36 71 5.6 8.5 0.659 7
12 {40 74 9.6 11.5 0.835 11
365 750

,
leik|=0 ise B¢y <B<P(4) aralifindaki tim B lar igin
k=l

Verilen veriyi goz 6niine alam. Yy, X,; baslangi¢ degerleri ¥ ve X olsun.

Y =30,4 ve X =62,5 dir. Boylece

12
Z|xi| =71 olur.
=1

Soldan saga farkli lineer pargalarin egimleri S, negatif olmayan oluncaya kadar

Sip’e 2lx

eklenmesiyle bulunur. Burada

12 k-1 .
Sk :“leil"'zz,lxi[‘ k=1,2,3,...,r dir. Boylece,
i=1 l=‘-l
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) 0 1 2 3 4 5 6 7
S, 71 -68 -55 -46 -41 24 -7 10
2|xil | - 3 13 9 5 17 17 17
olur. O halde,
; . . . Vi . .
iy (. B’nin optimal degeridir. Yani 7 =0.659 dir. Regresyon dogrusu;
. 7 Yiz .
Y =-10.8+0.659X
ile verilir.

Simdi kisitlama olmaksizin ¥ =o +BX +e lineer regresyon modelini ele

alarak MINMAD metodu ile a ve B katsayilarini tahmin etme problemini ele alalim.

En kiigiik kareler (EKK) metodunda o ve [ tahminleri rezidiilerin kareleri
toplami, Zéiz , minimum olacak sekilde segili. MINMAD metodunda , o ve B

rezidiilerin mutlak degerlerinin toplami, Zléi , minimum olacak sekilde segilir.

Yani, MINMAD & ve

> |yi = (a+bx,)| 2.1.1)

toplamint minimum eden a ve b degerleridir.
y; —(a+bx;) fark Y =a+bX dogrusundan (x;,y;) noktasinin sapmas: olarak

adlandinlir.

LAD tahmin kavrami EKK tahmin kavrammdan daha zor degildir. Ashnda,
|d|, é* den daha dogru ve basit bir élgiimdiir.

Fakat tahminlerin gercek hesaplamalarinda LAD metodu daha karmagiktir.
LAD metodu igin formiiller yoktur, bunlarin hesaplamasi igin bir algoritma veririz.
Algoritma, verilen verilerin tek olmama ya da bozulma durumlarina sahip

olmadigini kabul eder.
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Tek olmama : Bir veri noktasindan gegen birden fazla en iy1 dogru olmasi.
Bozulma : Bir veri noktasindan gegen en iyi dogrunun iki veya daha fazla

noktadan ge¢mesi.
Algoritma:

Amacimz mutlak sapmalarin toplamimni minimum yapan, verilere en 1yl uyan
dogruyu bulmaktir.

Algoritmanin temel kismi, verilen herhangi (xg,yy) i¢in buradan gegen
dogrular arasinda en iyisini bulma islemidir.

Bu islem LAD regresyon dogrusunﬁn verilen iki noktadan gegmesi ile birlikte
kullanilir. Béylece algoritma verilen noktalardan biri ile baglar. Diyelim ki (x;, y)
olsun. Buradan gegen en iyi dogru bulunur. Bu dogru ayni zamanda verilen noktalar
icinde bagka birinden de geger. Buna da (x,,y,) diyelim. (x,,y,) den gecen en iyi
dogruyu bulalim. Bu dogru bagka noktadan da geger. Bu nokta da (x3,y3) olsun.
(x3,y3) den gecen en iyi dogruyu bulalim ve boyle devam edelim. En son dogru bir
oncekiyle ayn1 oluncaya kadar algoritma devam eder. Bu dogru digerleri arasinda en
iyisidir. Yani LAD regresyon dogrusudur.

Simdi verilen bir (xy,yg) noktasindan gegen tiim dogrular arasinda en
lyisinin bulunmasi iglemini tanimlayalim.

Verilen her (x;,y;)igin (xp,y9) ve (x;,y;) den gegen dogrularin egimleri
hesaplanir. Bazi i ler igin x; = xq ise egim tanimh degildir, bu noktalar goz ardi
edilebilir.

Verilen noktalari

Y1~ Yo <}’2-}’0 < < VYu— Yo

X=X X3~ X0 Xn = X0

olacak sekilde yeniden siralayalim. 7' = Zle- - xol olsun.
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le —x0|+...+|xk_1 —XO|<‘;—lT
|
[xl —x0|+...+|xk_| —_x0|+|xk “XOI > —Z—T (2.1.2)

kosullarini saglayan k indisini bulalim.

(%g>¥o) dan gegen en iyi dogru ¥ =a” +p° X dir.

Burada,
B* — ik :)}:0
k70 (2.1.3)
o = Yo —B*xo
dir.

Iki Noktadan Gegen En lyi dogrunun Aciklanmasi :

Algoritmanin bulunmasinda kullanilan gergek, LAD regresyon dogrusunun
verilen verilerin 1ki noktasindan ge¢mesidir. Nigin boyle oldugunu gérmek i¢in,

y=a+bx dogrusunu alalim ve verilen noktalar isaretleyelim. Dogrudan bir

noktanin mutlak sapmasi, noktadan dogruya indirilen dik dogru pargasinin

uzunlugudur.

Z] y; —(a+bx; )], mutlak sapmalarin toplamudir. Dogrunun herhangi bir noktadan

geemedigini varsayalim. Eger dogru kiiciik bir miktar, 6rnegin € kadar, yukariya
kaydirilirsa her mutlak sapma verinin, yukanda ya da asagida olmasina gore, ya €
kadar azalir ya da e kadar artar. (2.1.1) in degeri dogrunun asagi ya da yukan
hareket ettirilmesiyle azalabilir (veya en azindan artmaz). Dogru bir noktadan
gecinceye kadar hareket ettirilir.

Dogru bir noktadan gegiyorsa, saatin donme yoniinde ya da tersine ikinci bir
noktadan gecinceye kadar hareket ettirilir. Bir nokta i¢in mutlak sapma sifir olur ve
diger mutlak sapmalarin her biri azalir ya'da artar. Mutlak sapmalarin azalma ya da

artmasina gore dondiirme yonleri farkli etkilere sahip olur. Bdylece, mutlak
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sapmalarin toplamini azaltabiliriz (ya da en azindan arttirmayabiliriz). Bu, mutlak
sapmalarin toplamini minimum etmek i¢in sadece verilen noktalarin en az ikisinden

gecen dogrulara bakmaya ihtiya¢ duydugumuzu gosterir.
Algoritmanin Ac¢iklanmasi :

(xg.Yo) dan gegen en iyi dogrunu bulunmas: islemi asagidaki _gibi
aciklanabilir:

(x9.Y9) dan gegen tiim dogrular arasindan (2.1.1)’i minimum yapan dogruyu
bulmak istiyoruz.
Y =a+bX dogrusunun (x,y,) dan gegmesinin anlami y, =a+bx, demektir.

Boylece a = yg —bxy olur. Bundan faydalanarak (2.1.3)’tin ikinci kismi bulunur.

y; —(a+bx;) sapmast (y; — yg) —b(x; — xg) seklinde yazilabilir. Boylece ,

D i = y0) = b(x; = xo)| (2.1.4)

ifadesini minimum yapacak b degerini bulmak isteriz.

(2.1.4), b nin bir fonksiyonu olarak gdz oOniine alimr. Bu fonksiyonun
minimumunu bulmak i¢in fonksiyonun tiirevini aliriz. Mutlak deger fonksiyonu ltl .

t =0 da tiirevlenemez, fakat her ¢ # Oigin tiirevlenebilir. Bu, (y; — yg) —b(x; —x) =01

saglayan b harig tiim b lerde (2.1.4) iin tiirevinin oldugunu gosterir.

(2.1.2) esitsizlikleri

b< B* icin (2.1.4) iin tiirevinin negatif olmasi kosulunu

b> Bx igin (2.1.4) iin tiirevinin pozitif olmasi kosulunu

ifade eder. Bununla birlikte (2.1.4) {in tiirevlenemedigi noktalarda bile, siirekli bir fonksiyon

olmasi gergegi
b< [3* icin (2.1.4) iin azalan
b> fo igin (2.1.4) iin artan ve

boylece BK i b nin minimum degeri olmasini gerektirir. Bu da (2.1.3) iin itk kismini verir.
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(xg»¥o) dan gecen en iyi dogru verilen noktalarin birinden de geger, 6regin
(x> ¥Yi)- Bunu kontrol etmek igin, (2.1.3) deki o ve B* in tanimlarmi kullanarak
yi =0 +PB"x, oldugu gosterilir.

Yi — Yo
X; —Xg

egiminin x; = x; oldugu zaman tanimli olmadigim hatirlayalim.

Boyle verilerin gbz ard: edilmesine izin verilir. Ciinkii (xg, yg) ile ayn1 x-degerine
sahip bir noktanin en iyi dogrunun belirlenmesinde hic¢bir katkist yoktur. Bu, (2.1.4)
toplamini olusturan |(y; — yo)—b(x; — xo)| ifadesinin her b icin ayni olan |y; — yy|

degerine sahip olmasinin bir sonucudur.
(2.1.2) Kosullarmmin Agiklanmasi:

(2.1.2) kosullan (2.1.4) fonksiyonunun tiirevinin alinmasiyla bulunabilir. Bu

fonksiyon, b; = Yim Y0 rantan hari¢ her b i¢in tiirevlenebilir.

er
b, 1 <b < b; araliginda (2.1.4) iin tlirevi
lxl —x0|+...+|x[_] —xol~|xi ——xol—...—|x,, —xol dir. Bu asagidaki gibi
goriilebilir:

d;, (y; — yo) —b(x; — xp)olsun. O zaman (2.1.4) , Z|d,-| dir.

Yi— Yo -b
X; —Xg

ldi|= |(}’i = ¥o) —b(x; —xo)[=]xi —xol :[x,- —XO\ lbi _b|~

b<b; <..<b, ise |d;|=|x; — xq| &b; =) ....Jd, | =|x; = xo| (B, = b).

by S..<biy <b ise |d)| =|x; — xo|6—b).cr|di] = [xiy = x0|(B - by ) dir.

Bu yiizden, b, <b<b; ise (2.1.4),
b(x; = xg| + ..+ |x;m = xo| = |x; = %p| = .~ |x, —x|) ¢ ye esittir. Burada ¢, b
icermeyen sabitlerdir. b nin lineer fonksiyonunun tiirevi b nin katsayisidur. Boylece

tiirev R; —-S,; dir. Burada R; = |.xl —x0|+...+|x,-_l —x0|,
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S; = |xi - xol +.o+ Ixn - x0| dir. R, +S;,=T oldugundan tirev

R; — (T —R;) =2R; ~T seklinde yazilabilir. Tiirev negatiftir & R; < %T .

Boylece (2.1.2) deki ilk kosul (2.1.4) iin tiirevinin b < b, i¢in negatif oldugunu ve

ikinci kosul b > by, igin tiirevin pozitif oldugunu sdyler.

Dogum Oram Ornegi : ~

Tabloda Kuzey ve Merkez Amerika’da 1985 de niifusu 1 milyonun iizerinde
olan 14 iilke verildi. Her iilke i¢in tabloda 1980-1985 icin dogum orami ( 1000
insanin yildan yila dogumlarinin sayisi ) ve 1980 de sehre ait yiizdelik (100.000 in
tizerindeki insanin yasadig1 sehirlerdeki niifus yiizdesi) verilmistir.

Bu veriler igin EKK metodu uygulamirsa ¥ =43—0.40X olur. Sapan deger

olan T/T c¢ikarilirsa Y =49-0.55X olur. Goriildiigi gibi bir tek iilkenin ¢itkarilmasi
EKK regresyon dogrusunu oldukca etkilenmektedir. Sapan degerlerin etkisini

sinirlamak igin kullanilan metodlardan biri LAD yontemidir. Bu yonteme gore

regresyon dogrusu Y =46-0.54X olup T/T c¢ikanldiginda regresyon dogrusu

aynidir.
Cizelge 2.1 Kuzey ve Merkez Amerika’daki 14 iilkeye ait dogum orani ve
sehre ait yiizdelik
Dogum Orani Sehre Ait Yiizdelik

(Y) (X)
Canada 16,2 55
Costa Rica 30,5 27,3
Cuba 16,9 ‘ 33,3
Dominican Republic 33,1 37,1
El Salvador 40,2 11,5
Guatemala 38,4 14,2
Haiti 41,3 13,9
Honduras 43,9 19
Jamaica 28,3 33,1
Mexico 33,9 43,2
Nicaragua 442 28,5
Panama 28 37,7
Trinidad/Tobago 24,6 6,8
United States 16 56,5

16
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45

T

401
35 1
30
25 1
20 |

LS

LS (T/T harig)
- LAD

Dogum Orani

15
10 1

T

1l Il 1 I i }
T T T T T T

10 20 30 40 50 60
Sehre Ait Yiizdelik

Sekil 2.2 LS, LS (T/T hari¢) ve LAD regresyon dogrularinin karsilagtirilmasi

Ornek icin LAD regresyon dogrusunun bulunmasi:

Ik adim olarak Canada'ya ait (55,16.2) noktasindan gegen en iyi dogruyu

yi b 162

bulalim. Bunun ig¢in egimlerini olustururuz. 13 iilkenin egimleri artan

Xi

sirada agagidaki gibidir:

y; —16.2 |x; —59] |x; —55] in
x; =55 kumlatif toplam
Mexico -1,5 11,8 11,8
Nicaragua -1,0566 26,5 38,3
Dominican Republic -0,9441 17,9 56,2
Honduras -0,7694 36 92,2
Panama -0,6821 17,3 109,5
Haiti -0,6107 411 150,6
Jamaica -0,5525 21,9 172,5
El Salvador -0,5517 43,5 216
Guatemala -0,5447 40,8 256,8
Costa Rica -0,5162 27,7 284.,5
T/T -0,1743 ‘ 48,2 332,7
Uu.S. -0,1333 . 1,5 334,2
Cuba -0,0323 21,7 335,9
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(2.1.2) yi uygulamak igin, Z|x,~ —55[ =335.9 bulunur. ikiye bdliiniirse 177.95

olur. 172.5<177.95 ve 216>177.95 oldugunu gdriiriiz. Boylece B = -0.5517 ve o =

46.54 bulunur. Bu asamada aslinda o ve Bx hesaplamaya gerek yoktur. Sadece
Canada noktasindan gegen en iyi dogrunun El Salvador noktasindan gegtigini
bilmeye ihtiya¢ duyariz.

Simdi El Salvador’dan gegen en iyi dogruyu buluruz:

.yl. -

seklinde olusturur, artan sirada siralar ve |x,-—| I.5| ve
X; —

Egimleri

lei -1 1.5| i¢in tablo olustururuz.

Bu tablo olusturulursa, ZI’Ci —ll.5|= 265.5 bulunur. Bu degerin yarisi

132.75 tir. Kiimiilatif toplami 132.75 i gegen ilk iilke U.S. dir. Bu yiizden EIl
Salvador noktasindan gecen en iyi dogru U.S. den de geger.

Daha sonra U.S. den gegen en iyi dogru bulunur. Bu dogrunun EI
Salvador’dan gectigi goriiliir. Fakat bu bir dnceki adimda buldugumuz dogru ile
aynidir. Boylece algoritma durur. LAD regresyon dogrusu El Salvador ve U.S. den
gecen dogrudur.

Egimi f= 402716 _ 5378 ve c=40.2— (—0.5378)(11.5) = 46.38 dir.
11.5-56.5

Yani LAD regresyon dogrusu ¥ = 46.38 —0.5378X dir.

LAD regresyon bir ¢ok veri igin bulunabilir. Fakat ara sira tek olmama ve
bozulma problemleri ortaya gikar.

Tek olmamanin anlami: Bir noktadan gegen en iyl dogrunun birden fazla
olmasi demektir.

Bozulmanin anlami: Bir noktadan gecen en iyl dogrunun ayn1 zamanda diger
iki veya daha fazla noktadan ge¢mesidir.

Bu durumda gelecek adimda kullanilacak c¢ok nokta var demektir ve
bunlardan iyi bir se¢im yapilmamigsa algoritma dongiiye girer ve LAD regresyon

dogrusu bulunamaz.
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Karsilagilabilecek diger bir problem ise (2.1.2) kosulunda esitlik ortaya
¢tkmasidir. Ya da '

B* _Yk=Yo mn Yi-1 — Yo yada Y1 ~ Yo

X — %o Xp—1 —Xo Xe+l — Xg

a esit olmasidir. Bu durumda asagidaki

gibi algoritmay1 uygulariz.

Basit Algoritma: Bu algoritma kuramsal olarak basit olma avantajina ve ¢ok
hesaplama gerektirme dezavantajina sahiptir.

LAD regresyon dogrusunun en az iki noktadan gectigi bilinmektedir boylece
olabilecek tiim ikililerden gecen LAD regresyon dogrusu bulunabilir. Bunlarin
bazilart aymidir. Bu dogrularin her biri i¢in mutlak sapmalarin toplami (2.1.1)
hesaplanir ve en kiiciik toplama sahip olan segilir. Bu algoritmanin kullanilmas:
orneklem hacmi olan n-e baglidir.

Bu algoritma bozulmadan etkilenmez. Tek olmama durumunda keyfi olarak
birini segeriz ya da onlarin ortalamalarin: alabiliriz. Bu ortalamali dogru hem de bir

LAD regresyon dogrusudur.

B =0 m test edilmesi :

Ornek igin B: —0.5378 bulmustuk. Tahminin gercek degere tam olarak esit

olmasint bekleyemeyiz. ﬁ negatif olsa bile, B nin ger¢ek degerinin 0 olmasi
miimkiindiir. B nin 0 olup olmadigint test etmek isteyelim.

Testin tamimi: Once LAD regresyon tahminleri olan & ve B ve

é; =y, — (8.+Px;) rezidiileri hesaplanr.

m=n-2 sifirdan farkli rezidiilerin sayist olsun. Sifirdan farkli rezidiileri

artan sirada diizenleyelim. &, en kiigiik ve é,, en biiyiik rezidiiyli gostersin. Ornek

icin bunlar,

i ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-18.128 -11.576 -1.203  -0.607 -0.348  -0.248 189 2391 6.667 7.733 10748  13.142

€;

19
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. m+1 m+1
dir. k, — m’e en yakin tamsayi ve k,, —2—+ m’e en yakin tamsay!

olsun.

€k2

%:—‘/Z’:[A ~éy ] 2.1.5)

hesaplanir. Sonra tahmin edicinin standart sapmasi

a~

SP) = e (2.1.6)

V2 -0

ile bulunur. Test istatistigi

|t|= ’B (2.1.7)

5B

dir. Testin p-degeri P[ITI 2 ! tl] olarak hesaplanir. Burada 7', n-2 serbestlik dereceli

t-dagilimina sahip bir rastgele degiskeni gosterir.

(2.1.6) ve (2.1.7) nin agiklamasi:

(2.1.7) istatistigi B=0 olup olmadigimi test etmek igin uygundur. B
tahmininin B ’ya mimkiin oldugunca yakin olmasi beklenir. ﬁ ve Parasindaki tfark
bir veya iki standart sapma S (B) dan fazla olmamalidir. |t| biiyiik ise bunun anlam
[3 ve 0 arasindaki fark S (B) dan daha biiyiiktiir. Béylece § # 0 deriz.

(2.1.6) dan x degerleri fazla yayilmaya sahipse § ([3) nin daha kii¢ciik tahmin
edilebilecegini sdyleyebiliriz. x degerlerinin genis sur regresyon dogrusunun egimi

hakkinda daha iyi bilgi verir. Hem de 1 l<ﬁ§i'1k ise tahmin daha degerlidir.
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(2.1.5) deki t degeri EKK regresyonda ¢ nin oynadigi role benzer rolii LAD

regresyonda oynar.

B zxx nn standart sapmasi

9

-0

B 1Ap 10 standart sapmasi yaklagik olarak

T

V20 = %)’

dir. Orneklem hacmi biiyiikse yaklasim daha iyidir. Boylece i orani iki regresyon
(6)

metodundan hangisinin regresyon dogrusunun egimini tahmin etmede daha iyi
oldugunu gosterir. T ve ¢ min her ikisi de rastgele hatalarin hacminin élgiimleridir. T,
1/20 ya esittir. Burada 6, t nun medyaninda hatalarin dagiliminin olasilik
yogunlugudur.

o bilyiik ise hatalarin dagilimi genistir. Boylece medyan civarinda olasilik
yogunlugu diisiiktiir, bylece  kiiciiliir bu da t nun bityiik olmasim gerektirir.

Yani kabaca soylemek gerekirse; t, o biiyiik iken biiyiik ve o kiigiik iken
kiiciiktiir. Fakat t /c orani hatalarin kitlesinin dagiliminin sekline baghdir. Hatalar
normal dagilima sahipse, T /o = 1.235 > 1, yani genis hacimli drneklemler igin, LAD
regresyon tahminleri EKK regresyon tahminlerinden daha az dogrudur. Hatalar
Laplace dagilimina sahipse,

t/0=0.707 < 1 dir.
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(2.1.5) in agiklamasi:

Orneklem hacmi n’nin biiyik oldugunu varsayalim. O zaman m, yaklasik
olarak n’e esittir ve &; daha gok gercek hatalar e; gibi davranir. T’nun Tn[ékz —ékl]

n+l

ifadesine yaklagabilecegini tartigacagiz. Burada k; ve ki t+/n’e en yakin

tamsayilardir. EKK in standart sapmasi ¢, formundadir. LAD regresyon tahmine
karsilik gelen standart sapma da t, formundadir.(Burada ¢ aymdir.) Regresyonun

0zel bir durumunu g6z Oniine alalim: Bagimsiz. degiskenler olmasin ve bir kitleden

segilmis e;,e,,...,e, gibi n bagimsiz gézlemden olusan bir 6rnekleme sahip olalim.

EKK regresyon tahmini Orneklem ortalamast e dir. Ciinkii a=e,

.. S c .
Z(ei —a)? toplamini minimum yapan a degeridir, standart sapmast T dir. LAD
n
regresyon tahmini 6rneklem medyam1 ¢ dir. Ciinki a=¢, Z|ei —a| toplamini

minimum yapan a degeridir. Standart sapmasi yaklasik olarak % dir.
n

Merkezi limit teoreminden, genis hacimli ©rneklemler icin, Orneklem
ortalamasinin dagiliminin yaklasik olarak normal dagildigini biliyoruz.
v, hatalar kitlesinin medyanim gostersin. Bilyiik n i¢in € nin beklenen degeri

v ve standart sapmasti X ile yaklagik olarak normal dagildigini ifade edebiliriz.

Jn

Boylece, eger © T nun bir tahmini ise v i¢in %95 lik bir giiven araligim e £

S

seklinde olusturabiliriz.

A

4 .. .
Bu araligin uzunlugu il dir. ey den ¢r, Ye olan aralik, v i¢in bulunan %95 lik

Jn
giiven araligina yaklasir. En azindan biiyiikk n ler i¢in iki aralik benzerdir.

Uzunluklar1 aynidir.

22 7.C. YOKSEKOGRETTNV KURULD
DOKUMANTASYON MERKEZE
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Bunu tam esitlik yapmak i¢in e yerine ¢ ve n yerine m = n-2 yazilmasiyla (2.1.5)’i
elde ederiz.

t dagihm :

LAD test iglemi, B = 0 iken t rastgele degiskeninin n-2 serbestlik dereceli
(s.d.li) t dagilimina sahip oldugunu kabul eder. Bu tam olarak dogru degil fakat n
biiyiik iken t yaklagik olarak standart normal dagilima sahiptir. Bu n biiylik iken
LAD test islemini saglar, ¢iinkii herhangi bir s.d.sinde t-dagilimi standart normal
dagilima ¢ok benzer. n kiiciik iken standart normal dagilim yerine t-dagilimi
kullaninz.

Ornek igin test: n=14 kiiciik bir drneklem hacmi oldugu i¢in bu béliimde
anlatilan LAD testin gegerliligi stiphelidir. Fakat bir 6rnek olmas: igin bu veriye
uygulayalim.

Stralanmig rezidiiler tablo olarak verilmisti.

m=n-2=12, ﬂ;—_—l— \/; =3.04 , k, = 3 ve benzer sekilde k, = 10 bulunur.

A 4 Y
%:%[ew —e3] = g[7.733+1.203] = 7739 , 3 (x; %7 =3151 bulunur.

7.739

V3151

degerini hesaplamak igin n-2 =12 s.d.li t-dagihimim kullaniriz. t-tablosundan p-

Boylece S(B) =

=0.1379 ve |t|=]-0.5378/0.1379=3.9 bulunur. p-

degerinin 0.001 ve 0.0l arasinda oldugunu buluruz. Boylece regresyon dogrusunun

egiminin negatif oldugunu sonuglandiririz.
Coklu Regresyona Ornek :

LAD metodunu asagidaki tabloda verilen yangin kazalar ile ilgili veriyi
analiz etmek igin uygulayalim. Yangm kazalarinin bdlgenin ii¢ karakteristigi olan
evin yast, hirsizlik kazasi ve ailenin geliri ile ilgisini gérmek isteyelim. B=Bolge,

S=Segilen her 1000 ev i¢in yangin sayisi, Y=(Evin Yast) 1940 dan 6nce insa edilen
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evlerin orani, H=Her 1000 ev i¢in hirsizlik sayisi, G=Bolgedeki ailelerin gelirlerinin

medyani(1000$) olsun.

Tablo 2.1.2 Yangin kazalan ile ilgili veri
B |S Log(S) Y H G
1 6.2 1.825 0.604 29 11.744
2 195 2.251 0.765 44 9.323
3 j105 2.351 0.375 36 9.948
4 |77 2.041 0.669 37 10.656
5 |86 2.152 0.814 53 9.730
6 |34.1 3.529 0.526 68 8.231
7 111.0 2.398 0.426 75 21.480
8 |6.9 1.932 0.785 18 11.104
9 173 1.988 0.901 31 10.694
10 | 151 2.715 0.898 25 9.631
11 129.1 3.371 0.827 34 7.995
12 |2.2 0.788 0.402 14 13.722
13 [6.7 1.740 0.279 11 16.250
14 |2 0.693 0.077 11 13.686
15 |25 0.916 0.638 22 12.405
16 |3 1.099 0.512 17 12.198
17 |64 1.686 0.851 27 11.600
18 12.2 0.788 0.444 9 12.765
19 [7.2 1.974 0.842 29 11.084
20 1151 2.715 0.898 30 10.510
21 {16.5 2.803 0.727 140 9.784
22 (184 2912 0.729 32 7.342
23 136.2 13.589 0.631 41 6.565
24 139.7 3.681 0.830 147 7.459
25 |18.5 2.918 0.783 22 8.014
26 [23.3 3.148 0.790 29 8.177
27 [12.2 2.501 0.480 46 8.212
28 |5.6 1.723 0.715 23 11.230
29 [21.8 3.082 0.731 4 8.330
30 [21.6 3.073 0.650 31 5.583
31 |9 2.197 0.754 39 8.564
32 3.6 1.281 0.208 15 12.102
33 |5 1.609 0.618 32 11.876
34 128.6 3.353 0.781 27 9.742
35 |17.4 2.856 0.686 32 7.52
36 i 11.3 2.425 0.734 34 7.388
37 134 1.224 0.020 17 13.842
38 {11.9 2.477 0.57 46 11.040
39 [10.5 2.351 0.559 42 10.332
40 110.7 2.37 0.675 43 10.908
41 110.8 2.380 0.580 34 11.156
42 14.8 1.569 0.152 19 13.323
43 1104 2.342 0.408 125 12.96
44 1156 2.747 0.578 28 11.26
45 |7 1.946 0.114 3 10.080
46 | 7.1 1.96 0.492 23 11.428
47 4.9 1.589 0.466 27 13.731
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Y =By +B; X, +B,X, +B3X3 +e modelini ele alam. Y=log(S), X, =Y,
X, =H, X; =G olsun. LAD tahminleri B4, ;. B, B, Zléil minimum olacak

sekilde secilir. Yani;BO, B|, Bg, Bg

Zlyi —(bg +byx; +byxy, +byx;y) (2.1.8)

minimum olacak sekilde bg,b;,b,,b;3 Uin degerleridir. Simdi bir algoritma
tanimlayacadiz. Bu algoritma tek olmama veya bozulma problemi disinda herhangi

bir problem icermez.

bo I
b

b = J ve x,- = f
b, in
by Xiy

olsun.

(2.1.9)

Dy =b'x;

seklinde yazilabilir. (2.1.9)’u minimum yapacak b vektoriinii bulmak istiyoruz. Basit

LAD regresyonda oldugu gibi ¢oklu LAD regresyon algoritmas: da iteratiftir.

b vektori ile baglariz ve en iyi vektor B y1 buluncaya kadar devam ederiz. Her

adimda uygun J vektori yoniinde en iyi vektor b*’1 buluruz ve b =b+1d en iyi

olacak sekilde t nin degeri bulunur.

d yoniinde en iyi tahmin vektoriiniin bulunmasi :

DLy~ +d) x| (2.1.10)
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minimum olacak sekilde ¢ nin en iyi degerini bulmak i¢in bir isleme ihtiyag duyanz.

z; = y; —b'x; ve w; =d’x;alirsak iglem

Dz —w,| 2.1.11)

minimum olacak sekilde ¢ degeri bulmaya indirgenir. Bu (2.1.4)’{i minimum yapan

b bulma problemi ile aynidir ve ¢6ziimii biliyoruz. % oranlarimi bulur ve artan

w;

siraya koyariz. z ve w lar bu siraya gore yeniden indeksler ve

1
|W| I +...+ ka_] l < ET

1
lw1|+|w2|...+ |Wk—| I +|Wk| > —2~T

saglanacak sekilde k indeksini buluruz. Burada T:Z|w,-| ve t nin minimum

ny
degeri 2k dir,
Wi

En Uygun Yoniin Bulunmasi :

Her adimda algoritma d,,d,,d5,d, gibi dort yon vektoriinii g6z Oniine alir.
(Genelde p bagimsiz deZisken varsa p+1 vektor goz oniine alinir.) Bunlar pozitif ve
negatif yonler olmak iizere 8 farkli yon temsil eder. Bu 8 farkli yon arasinda en iyi
yon t=0 civarinda (2.1.10)’un degerini azaltandir. (2.1.10)’un nasil azaldigini
belirlemek igin t=0 da sag tiirevini hesaplariz. Bu tiirev , W_ + Wy — W, dir. Burada

W_, —~ yi negatif yapan i i¢in |W5| nin toplami, W, z;=0 olan i igin IWiI nin
i

toplam1 ve W, , =& yi pozitif yapan i i¢in |wl-| nin toplamidir. 8 yoniin her biri i¢in
Wi

26
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bu tiirevi hesaplanz ve tiirevi negatif olanlar i¢inden en kiiciigiinii alarak en uygun
yonii segeriz. Tlim tlirevler pozitif ise baslangi¢ vektdrii b en iyi vektor G dir ve

algoritma durur.
Algoritmanin baslangici :

Basit regresyorrda , LAD regresyon dogrusunun verilen noktalarin ikisinden
gectigini biliyoruz. Benzer sekilde, p bagimsiz degiskenli ¢oklu regresyonda LAD
regresyon denklemi p+1 noktay: saglar. Bizim drnekte p=3 oldugundan 4 noktann
secimi ile baglanir. btahmin vektdrii baslangi¢ asamasinda y; =b'x;, i=1,2,3,4 ile

belirlenir. Matris notasyonunda bu 4 egitlik Ab=c olarak yazilabilir. Burada,

X1 Y1
’
%) 30
A=| [|vec=
X3 Y3
x4 Ya

Boylece b= A7l¢ olur. dy,d,,d5,d, ybn vektorlerinin baglangic kiimesi A7 in 4

kolonudur.
Algoritmanin iterasyonlar: :

Her adimda tahmin edilen regresyon denklemi verilerin 4 noktas: tarafindan

saglanacak sekilde b tahmininin bir gecerli vektoriine sahip oluruz. Noktalar

i|,1y,i3,i4 ile indekslensin.

27
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olsun. Gegerli yon vektorleri A7! in 4 kolonudur. Yukarida tammlandigl gibi,
yonlerdeki 8 tiirevi hesaplariz ve tiirevi negatif olanlar i¢inden en kiiciigiinii alarak en

uygun yonii segeriz. Varsayalim ki bu ci3 olsun. b den daha iyi tahmin vektorii

b :b+t*d3 ile bulunur. Burada ¢ (2.1.10)’'u minimum eden ¢ nin degeridir.

* —b'x . . . . ’

t =lkd—,—k ile bulunur. A nin 3 iincii satin yerine ds kullanildig1 igin x;
3%k

yerlestirilir. Bu yeni matris AT ile gosterilir. Yeni yon vektorleri AY in4

kolonudur. iterasyon 8 yondeki tiim tiirevler pozitif olana kadar devam eder.

Yangin Verileri icin Algoritmanin Uygulanmast :

1 0.604 29 11.744 1.825
A 1 0765 44 9.323 r 2.251
1 0.735 36 9.948 2.351
1 0.669 37 10.656 2.041

tahminlerin baglangi¢ vektorii

4793 —2849 -308.3 157.8 436.4
_1 —-23.26 -1 164.5 176.6 -79.71 -—-261.3
b=A "¢c= ve AT =
—-0.1161 0.5233 0.6744 -0.4656 -0.7321
-2.443 14.59 15.51 —-8.185 -21.91

dir. Simdi, b den daha iyi tahmin vekt6riinii bulmak isteyelim. Bunu yapmak igin
A”" in 4 kolonu ve bunlarin negatifleri ile temsil edilen 8 yon vektdrii igin

(2.1.10)’un sag tiirevlerini hesaplanz. A" in birinci kolonunu d, ile gosterelim. d,
yoniindeki tiirevlerin bulunmas: igin hesaplamalar agagidaki tabloda gosterilmistir. 7

ve 24 nolu bolgeler modelden gikarldmistir. z; = y; —b’x; ve w; = d|x; oldugundan

ornegin zs
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l

0.814
25=2.152-[47.93 -2326 -0.1161 —2.443] =3.08
> 53

9.730

, 0.814
ws=d{xs =[-284.9 164.5 0.5233 14.59] =18.70
5 1+5 53

9.730

seklinde bulunmustur. y; =bx; yi i = 1,2,3,4 i¢in saglayan baslangic tahmin
vektoriini segeriz. Bu z;=z,=23=24=0 dir. A mn i inci satm x! ve A" in birinci
kolonunu d; dir. Boylece AA™! carpiminin (i,1) girisi x; d;,yani w; dir. AAT =1

~ Z
oldugundan w; =1 ve w, = wy =w, =0 dir. z; ve w; hesaplandiktan sonra —

Wi

nin igaretini belirleriz. Eger w; =0 ise bu oran tanimli degildir. Fakat bu sorun

degildir. |wi|=0 oldugundan boyle bir veri noktas: tiirevi vermez. Simdi, i ya
w;

14
negatif ya da sifir olan |wi| leri toplarniz ve isareti pozitif olan Iwil yi ¢ikaririz. Bu 4,
yoniinde tiirev olarak —1221’1 verir. d, i¢in hesaplamalar yapildiktan sonra , —d,

yOniinde tiirev hesaplanir. Tablo ¢ok az dégisir. Z; ve lwil nin degerleri aym kalir,

fakat w; nin isareti degisir ve bdylece z;=0 olmasi durumu hari¢ —- nin isareti

i
degisir. z;=0 olan 4 nokta vardir. Bunlardan biri igin w; =1 ve diger igii i¢in w; =0
dir. Bu —d| y0niindeki tiirevin —(—1221—1)+1=1223 olmasim gerektirir. Genelde
d ve —d yobniindeki tiirevler 2 eklenmis olmalidir. .A7" in dort kolonu igin tlirevler

ve onlarin negatifleri -1221,1223,-1323,1325,654,-652,1903,-1901 dir. Bunlarin en

kiigligi —d, yoniindeki —1901 dir. Boylece, b+t d, formundaki en iyi vektorii
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arariz.( Burada t negatif, fakat isaretini belirtmeye gerek yoktur. Ciinkii algoritma

otomatik olarak t nin isaretini goz ardi eder.)

¢ Yi Zinin isareti !Wil
Wi

1 0 1 0 1

2 0 0 * 0

3 0 0 * 0

4 0 0 * 0

5 3.08 18.71 + 18.71
6 -4.16 -42.68 + 42.68
8 1.48 15.67 + 15.67
9 4.74 35.57 + 35.57
10 2.1 16.43 + 16.43
11 -1.84 -14.42 + 14.42
12 -2.65 -11.21 + 11.21
13 1.27 3.88 + 3.88
14 | -10.74 -66.75 + 66.75
15 0.68 12.57 + 12.57
16| -3.15 -13.78 + 13.78
17 5.02 38.48 + 38.48
18 | -4.59 -20.88 + 20.88
19 4.07 30.51 + 30.51
20 4.83 31.87 + 31.87
21 0.33 -1.62 - 1.62
22 | -6.41 -41.11 + 41.11
23 -8.87 -63.85 + 63.85
25| -4.67 -27.65 + 27.65
26 -3.06 -20.46 + 20.46
27 -8.86 -62.04 + 62.04
28 0.53 8.62 + 8.62
29| -7.03 -41.01 + 41.01
30| -12.5 -80.29 + 80.29
31 -2.74 -15.50 + 15.50
321 -10.51 -66.23 + 66.23
33 0.78 6.8 + 6.8
34 0.52 -0.15 - 0.15
35 -7.03 -45.58 + 45.58
36| -6.44 -38.57 + 38.57
37 | -10.46 -70.71 + 70.71
38 0.12 -5.97 - 5.97
39| -2.46 -20.2 + 20.2
40 1.78 7.8 - 7.8
41 -0.86 - -8.91 + 8.91
42 | -8.08 -55.53 + 55.53
43 -1.54 -15.58 + 15.58
44 | -0.98 -10.86 + 10.86
45| -18.36 -117.48 + 117.48
46 | -3.94 -25.17 + 25.17
47 1.18 6.25 + 6.25

30
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z;=y;—bx; ve w; =djx; olsun. T nin degeri (0,0) ve (w;,z;), i = 1,2,...47.
i #7,24 verilerinden gegen en iyi dogrunun egimi olan en iyi vektorii verir. Bunun
icin algoritma daha 6nce verilmisti. Bu algoritmanin uygulanmasiyla, (0,0) dan gecen
en iyi dogrunun ayn1 zamanda (w;4,214) den gectigini buluruz. Bu yiizden A ve ¢

nin 4 iincii satirlan yerine 14 nolu bolgenin verilerini yerlestiririz. Yani,

1 0.604 29 11.744 1.825
Ao 1 0765 44 9.323 . 2.251
1 0.735 36 9.948 2.351
[ 0077 11 13.686 0.693

olur. Her adimda 4 veri gegerli regresyon denklemini belirler. Bunlar bazen temel
olarak adlandirilir. Her adimda temeldeki verilerden biri yerine temel disindan bir
veri yerlestirilir. Biz baslangi¢ temel olarak 1,2,3,4 bolgelerinin verileri ile basladik.
Ik adimda 4 nolu bolge yerine 14 nolu bdlge yerlestirildi. Algoritma 3 yerine 29, 2
yerine 26, 1 yerine 23, 26 yerine 10, 29 yerine 39, 10 yerine 19, 14 yerine 45 ve 23
yerine 37 yerlestirilmesiyle devam eder. Bu son adimdan sonra temel 37,19,39 ve 45
noktalarindan olugur. 8 yon i¢in tiirevler bu adimda hesaplanirsa hepsinin pozitif
oldugunu goriiriiz. Béylece algoritma durﬁr. LAD regresyon denklemi 37,19,39 ve

45 veri noktalari ile belirlenir.

0.020 17 13.84277'[1.224 4362

0.842 29 11.084 1.974 | | —0.09098
0.559 42 10.332 2.351| | 0.01299
0.114 3 10.080 1.946 —-0.2425

o
Il
_—

ve

¥ =4.362~0.09098X, +0.01299X , — 0.2425X 4
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olur.

2.2 Mutlak Sapmalarin  Maksimumunu  Minimum  Yapma

(MINMAXAD) Regresyon

Burada f,vef, kestirimini mutlak sapmalarin maksimumunu minimum

yaparak bulmaya ¢alisacagiz. Bu kriterler altinda S, ve B,

Yi _(ﬂo"'ﬁlxi“

min lmax
(By.B) Msigm

nin bir ¢6zlimii olacaktir.

Ik olarak problemi S, olmaksizin yani ¥ = BX +¢  seklinde ele alalim.
Herhangi bir i i¢in ﬁ(ﬂ)=|Y, —ﬂX,.I, (v,/X.,0) da minimumu olan ve —|X,.|,|X,.|

egimlerine sahip iki dogrudan olugur.

Asagidaki verileri ele alarak f; (B)nin grafigini gizelim.

i v |x,
1 3 |
2 | ]
3 4 2
f3(B)
gB
AN f2(B) fi(B)

N\

. L, (B)=1-B[. £,(B)=[4-2B|. max £,(B) =g (B)

Sekil 2.3 f,(B)=[3-8
y1 gosteren grafik.
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Goriildiigii gibi max, f,(B)= g(B8)dir. g(B) pargali lineer konveks fonksiyondur.

pargali lineer konveks fonksiyondur.

Asagidaki grafikten de goriilebilecegi gibi g(B)nin grid noktalarinin

X, /Y, noktalar: olmas: gerekmez. Bununla birlikte g(B) mn grid noktalan

g(B)=Y,+X,B veya g(B)=—(¥, + X, B) (i#]igin)
g(ﬂ)=Y1 +Xjﬁ veya g(ﬁ)=—(Yj "erﬁ)

gibi bazi dogrularn kesim noktalandir. Bu nedenle bunun gibi kesim noktalarin

bulup bunlarin minimumunu segerek problemin ¢6ziimiine ulasabiliriz.

N

Sekil 2.4 Sekil 2.1.3 den farkli bir lineer konveks fonksiyon grafigi

2.3. Sapmalar Arasindaki Farkin Mutlak Degerinin Toplamint Minimum
Yapma (MINSADBED) Regresyon

n
Zd 2 nin minimizasyonu i¢in EKK regresyon kriterini gdrmiistiik ve d,’nin

i=l

i-inci gozleme karsilk gelen gozlenen degerin kestirilmis degerden sapmasi

‘o
'
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2

oldugunu biliyoruz. Simdi Zdz yi —Z(d d) seklinde sapmanin varyansi

i=l

olarak diislinelim. Burada

=

d=

$4,-15-7)

dir. Fakat EKK dogrusunun (X Y ) dan gegtigi durum igin d =0 dir. O halde -

SI—-

LA
n

i=

< -1 > . _
Z(d,. -d) z—Z(di —dj) seklinde yazabiliriz.

i=l n i<

Sonug olarak 2 (d i —d; )2 ’yi minimize etmek ,bir regresyon dogrusu bulmak i¢in bir

i<j
kriter olarak kullanilabilir. Aslmda d =0 EKK regresyon dogrusuna

esittir. (d,. —-d; )2 yerine Id‘. —-d j| kullanarak ‘sapmalar arasindaki farkin mutlak

degerinin toplam1’ adinda bir kriter elde edebiliriz.

Burada

Minimize Y |d, - d |

i<j

kullanarak f,ve B, parametrelerinin kestirimini ele alacagiz.

d; ve d;’nin tanimindan

Sl =] = TN~ o Bx)~ (%~ Bo= B.X,)| = | (6-7)- B, (x,- X))

i<j i<j

olur.

Y,-Y, =Y, , X,-X,=X, (i<j) dersek

t J Y

Dldi-d)| =3[t - BX,
i<i

i<j
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elde edilir.

Burada bizim amag¢ fonksiyonumuz sadece f,’in kestirildigi MINMAD

/R

regresyondaki fonksiyon ile aynidir. Bu problemi ¢6zmek igin f—(nz;l) tane X .Y,

noktasi ile MINMAD regresyonu uygulayabiliriz.

Bu yontemle J,’1 kestiremeyiz. [, in kestirimini elde etmenin bir yolu;

dogruyu (}? ,}7)’dan gecirmek ve sabit terim f3, ile kesisimini almaktir. Yani -
Bo =Y+ ZBI

olur.

B, 1 kestirimi i¢in baska yollar da vardir. Bunlardan biri de

BO = mea’yan%(Yi + Yj )

i<j
dir.

Ornek 2.3.1.: Asagidaki verileri ele alalim

Gozlem|Y
no
1

>

BN
WO ni
N[O B[
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ZIX ,.j|:24 tir. =5 oldugundan 5(5-1)/2=10 tane X

i,] Yij X‘.j ij/Xij Rank
1,2 -3 1 -3 1
1,3 -2 -1 2 9
1,4 -6 -4 1.5 8
1,5 -1 -2 0.5 5
2,3 1 -2 -0.5 4
2,4 -3 -5 -10.6 6
2,5 2 -3 -0.67 3
34 -4 -3 1.33 7
3,5 1 -1 -1 _ 2
3,5 5 2 2.5 10

ij?

regresyon yontemini uygulayacagiz. Buna gére asagidaki tablo olusturulur.

Y,.j noktasi ile MINMAD

1 0 1 2 3 4 5 6
S, -24 -22 -20 -14 -10 -6 4
0 2 2 6 4 4 10

Tablodan anlasildig1 gibi rankin 6 eldugu durum fonksiyonumuzun minimum

oldugu noktadir. i=2 ve j=4 i¢in Y,,/X,, = 0.6 bulunur. Yani f, = 0.6’dir. Simdi de

B, "1 kestirimi i¢in bir tablo olusturalim.

i, ] 1,2 11,3 (14 |15 (23 |24 125 |34 |35 45

1/2{y, +7,)|35 |3 5 25 [45 [65 |4 6 35 [55

Rank 3 2 7 1 6 10 5 5 4 8

ﬁo = medyan{% (K +Y, )} =4.25 bulunur. Buna goére MINSADBED regresyon
i<j

dogrusu

Y =425+0.6X
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olarak bulunur.

2.4 Mutlak Sapmalar Arasindaki Mutlak Farklarin Toplamim Minimum
Yapma (MINSADBAD ) Regresyon

d, =Y -(B,+B,X,) icin %ml;l Z“d,.|—!dj" nin kullanilmasi ile
P e

B, ve B, in kestiriminin bulundugu bir yontemdir.
Bu cesit kestirimlerin elde edilmesini ileriki boliimlerde daha genel yapida ele

alacagiz.
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3. MATEMETIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIiZi

3.1. Mutlak Sapmalarin Ortalamasinin Minimum Yapilmas: (MINMAD)

Regresyon

B ya bagl olarak Z|d,.|nin minimizasyonunu diisiinelim. d, : i-inci gozlem
i¢in, Y, nin gbzlenen degeri ile tahmin edilmis degeri arasindaki sapmadir. Bu metod

L, - norm minimizasyon problemi olarak da bilinir.

Bu problemi agagidaki gibi ifade edebiliriz:

Min z ]d ; ,
XB+d=Y
d,p isaret kisitlamasi yok 3.1.1)

ldil =d,; +d,; seklinde ifade edebiliriz. Burada d,, ved,, nonnegatif ve d, =d,; —d,,

dir ve bu problemi asagidaki sekilde tekrar formiile edebiliriz.

Min Y. d,;+ > d,
XB+d —-d,=Y
B isaret kisitlamasi yok

d—-d,=20 (3.1.2)

Simdi bu problemi ¢dzmek i¢in kullanilan belli sonuglarin ispat: ile devam

edelim.

Tamm 3.1.1 : XB+1Id, —Id, =Y vyi saglayan herhangi (f3,d,,d,) vektoriine
(3.1.2) nin bir ¢oziimii denir.

A, (X,1-1) ve W, (8.d,,d,) seklinde gosterilsin, A nmn

nxp+2n pE2axp

kolonlar a, olarak belirlensin. AW=Y yi saglayan W (3.1.2) nin bir ¢6ziimiidiir. C ’,
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(0,¢’,¢"y seklinde bir vektdr olsun. 0: 1xp vektdr. e’ =(1,1,...1),, vektsr olsun.

C'W (3.1.2) nin amag fonksiyonu olarak adlandirilir.
Tanim 3.1.2 : (3.1.2) nin herhangi bir W ¢6ziimii
W, 20, j=p+l,....p+2n
kosulunu sagliyorsa W ya problem igin uygun ¢oziim deriz.

Not 3.1.1 : Bir W uygun ¢oziimil varsa agsagidaki gibi bir W* uygun ¢dziimii

bulabiliriz.
s j=L..,p
Woir =W e, eger W, =W .., >0ise, j=p+r,r=1...n
Wj* =<0, diger hallerde
_Wl)+r +W[)+n+r eger WP+r _WI)+Il+r <0 ise’ ] =p tn+r,r= 1’”
0, diger hallerde

W, 20, j=p+l,...p+2n ve

AW” — [X,I,_[]W* = iXIWI'—i_ ie,.W[l,. - ZerW;l+n+l'
1=l

ral

pEr pinir

W tantmindan W, veya W', . 1n sadece biri pozitif olabilir. Bu durumda

AW =AW =Y

yazariz veya W' problemin uygun bir ¢oziimiidiir deriz.

(Bagka tiirlii belirtilmedikge ‘¢dziim’ (3.1.2) i¢in uygun ¢6ziim anlamina gelecektir.)

Fe vl SELGURETIM m.u
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3. MATAMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI __Hillya TOSUN

Tanim 3.1.3 : W nun sifirdan farkhi bilesenlerine karsilik gelen A nin

kolonlart R"de lineer bagimsiz vektor kiimeleri formunda ise W ya remel uygun

¢oziim denir.

Not 3.1.2 : Eger [a,....,ap] nin ranki r ise [ay,....,a5] de lineer bagimsiz en fazla
r kolon vardir. Bu yiizden p degiskenden en fazla r tanesi i¢in (temel uygun

¢ozlimde)-W; sifirdan farkli olacaktr. 8

Y, eger Y, >0 ise
Not 3.1.3 : W, =
f 0 diger hallerde
ve
W _|-T eger Y <0 ise
P10 diger hallerde

tanimlanir ve W, lerin geri kalanlar: sifirdir. Yukarndaki gibi tanimlanan W bir temel

uygun ¢oziimdiir.

kiimedir.
Tamm 3.1.4 : Eger 0<A<l,W'.W?’e F, W' #W? igin
W=AW'+(1-2)W?
olacak sekilde bir A yoksa We F ye F nin bir u¢ noktas: denir.

Biz bu u¢ noktalann temel uygun ¢oziimler ile iligkilendirilmesi ile

ilgilenecegiz.

Sonu¢ 3.1.2 : Eger WeF, F nin ug noktast ise W nun sifirdan farkli

bilesenlerine karsilik gelen A nin kolonlart lineer bagimsizdir.
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Ispat: W, F nin bir u¢ noktast olsun. genelli§i bozmadan, ilk s bileseninin sifirdan
farkli oldugunu farz edelim. Eger s sifir ise buna karsilik gelen kolonlarin kiimesi
bostur. Bu yiizden lineer bagimsizdir.

Eger (ag,,.....,a,)lineer bagimli ise hepsi sifir olmayan ¢,.....,, gercel

sayilar1 vardir dyle ki

Z(x a4, =0 dir.
1=l

1.Durum: Eger bu g, lerin higbiri kisitht W, lere kargilik gelmiyor ise
W, ta,, j=l...s, ve W,=0(digerleriigin)
AW=Y yi saglar. Bu
S W, ta)a, =Y Wa, +Yaa =Y+0=Y
j= =l j=t
dir.

W, ta, uygundur. Clinki tiim kisitlt W, ler sifirdir ve

W, =sW,+a,)+5W, -a,)
dir. W, nun, F nin bir u¢ noktast idi. Dolayisiyla bu bir ¢eliskiye yol agar.

2.Durum: g, lerin bir veya daha fazlasi kisith W, lere karsilik geliyor ise yeteri
kadar kiigiik bir 6 >0 vardir 6yle ki kisith W, ler icin W, £ oo, >0 dir.

Ayrica

b

2 W, 80 )a, = E\:Wja’j t 52“1’“/
=l =1

j=!
dir.
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W - Wj+5aj j=12,..,s
) diger hallerde
ve
) Wj—éaj j=1,2,.,8
7o diger hallerde
olsun.

Burada W' ve W? uygun ¢oziimlerdir ve

dir. Bu da W nun F i¢in bir u¢ noktasi olmast ile ¢eligir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 3.1.1 :

12 4 4
X=|1 13 ; Y =12
I 2 5 4

olarak verilsin.
w=(-1,0,1,1,0,0,0,0,0) , (X,I, ,——13)W =Y yisaglasin ve (a,,a,,a,) kolonlan lineer
bagimsiz olsun. W , F nin bir u¢ noktasi degildir. Ciinkii

W=1iw'+iw?

dir.
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W'=(-11,1,100000 , W?=(-3-1,2,3,00000)

W've W? problem icin uygun ¢oziimlerdir.
Eger tiim degiskenler isaretlerinde kisitli ise tersi de dogrudur.

Sonug olarak; eger W, F nin bir u¢ noktasi ise W nun en fazla n tane sifirdan
farkli bileseni vardir. Geri kalanlar sifirdir.

Sonug¢ 3.1.3 : F sadece sonlu sayida temel uygun ¢oziim igerir.
Ispat: Her bir temel uygun ¢oziimde sifirdan farkli bilesenler, A dan karsilik gelen
kolonlarin kiimesi ile tek bir sekilde hesaplanir. Fakat, biiyiikliigii n veya daha az
olan lineer bagimsiz kolon vektorlerinin alt kiimeleri sonlu sayidadir. Sonug olarak;

F sonlu sayida birgok ug¢ notaya sahiptir.

Sonug 3.1.4 : Eger F bos degil ise, F nin ug noktalarinin kiimesi F°da bos
degildir.
Ispat: Herhangi bir We F icin, W nun sifirdan farkli bilesenlerinin sayisi ile bir
p(W) fonksiyonu tanimlayabiliriz. .

0<pW)<p+2rn dir. Eger F bos degilse, fonksiyon F iizerinde p,
minimum noktasina ulasir. p(W) = p, oldugunu varsayalim. W nin F nin bir ug
noktast oldugunu gosterecegiz. Eger p,= 0 ise W =0 dir ve tammdan W bir ug
noktadir. Ciinkii sifirdan farkh bilegenlere karsilik gelen kolonlarin kiimesi bostur ve
ayrica lineer bagimsizdir.

Eger p,>0 ise, W = (W,......W, ,0,.....0) kabul edebiliriz. W nin F igin bir

ug nokta olmadigini kabul edersek bir geliski elde ederiz. a,,.....,a, kolonlar: lineer

P

a; #0 i¢in VI—/I /!a j\ yi ele alalim ve kisith verilere karsilik gelen j lerin en
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kiigiigiinii bulalim. Abu sayt olsun ve /1=V—£7j0 / la fnl olsun. Genelligi bozmadan

o >0 diyebiliriz. Bu noktada

=

_ {Wj —20;  j =l CF

0 diger

dir. Clinkii

= __ Po
AW =A-AY a,a;=Y

j=1

dir ve kisith verilere karsilik gelen ; ler A nin se¢iminden negatif degildir. Ayrica
W nm p, dan daha az bileseni vardir ¢iinki an —Aa;, =0 dir, F lzerinde
p(W)nun minimumu p, oldugundan geligki olusturur.

Boylece W bir ug noktadur.

F sinirli oldugunda ona konveks polihedron denir.

Sonuc 3.1.5 : Eger F bir konveks polihedron ise F nin her W noktasi, F nin ug

noktalarinin bir konveks fonksiyonu olarak yazilabilir.

Tamm 3.1.5 : C'W yu minimum yapan herhangi WeF ye problemin

optimal ¢dziimii denir.

Sonug 3.1.6 : Eger F konveks polihedron ise, C’'W en azindan F nin bir ug

noktasinda minimuma ulasir.
Ispat: F simirlt konveks kiime iken, C'W minimuma bazi W?° e F de ulagsin. Eger
W° bir u¢ nokta ise ispat bitmis demektir. F sadece W', W?,....,W" gibi sonlu

sayida u¢ noktaya sahiptir

Sonug 3.1.5 den
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W = izjwf , zk“zj =0
j=1 j=l.

olacak gekilde bir 4, >0 vardur.

k
CW’=) 2,C'W/’ dir
=1
Wh, C'W” =min, . C'W’ olacak sekilde olsun. Boylece

k k k
CW=YA,CW/ 23 ACWr=CW" 2,20,) A, =1
j=1 j=1

J=!

olur.
Bir bagka deyisle C'W°® >C'W* dir.
Diger yandan C'W° <C'W (We F icin) dur. Oyleise C'W <C'W* olur.

Buradan,
C'W=CWH?"

dir.

F siirh olmadigt durumda Sonug 3.1.5 e benzer bir sonug dogru degildir.

Sonug 3.1.7 : Eger F siurli ve C’'W F de minimuma ulagiyor ise en azindan
F nin bir u¢ noktast optimal ¢oziimdiir.
Buradan su sonucu cikarabiliriz: Bir optimal ¢oziim ararken, F nin ug

noktalarini igermesinden dolayi temel uygun ¢oziimler goz oniine alinabilir.
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3.2. MINMAD Regresyon icin Simpleks Yontemi

Bu boliimde, bir ¢oziim var iken optimal temel uygun ¢oziimii elde etmek igin
“simpleks yontemi” denen bir metod gelistirecegiz.

Problemimiz, sifir tarafindan alttan sinirli kapali konveks bir kiime lizerinde
stirekli bir fonksiyonun minimizasyonu problemi oldugundan her zaman bir uygun

¢Ozilimii vardir.

Tanim 3.2.1 : A matrisinde n lineef bagimsiz kolonun olusturdugu kiimeye A
nin baz: denir.

Bu kolonlara karsihk gelen B=[a,,........ ,a, | de olmayan n+p tane kolon
vardir. Bu kolonlara temel olmayan kolonlar denir. Bu kolonlar i¢in W, =0da bir
uygun ¢Oziim bulabiliyorsak bu, temel uygun c¢oziimdiir. Bu ¢6ziimde temel
kolonlara kargilik gelen W, lerin bazilan sifir olabilir. Bu gibi durumda bu ¢éziime

bir dejenere temel uygun ¢ziim denir. Eger bu W, lerin n-tanesi de sifirdan farkl ise

buna dejenere olmayan temel uygun ¢dziim denir.
Bir temel uygun ¢oziime karsilik gelen bir B bazi ile baslayarak daha iyi bir
temel uygun ¢6zlim bulmay: deneyecegiz. B, temel uygun ¢6ziim W ya karsilik gelen

bir baz olsun. W, , B de temel kolonlara kargilik gelen W, lerin vekt6riinii temsil

etsin. Cp de C; sabitlerine karsilik gelsin.
Bazda olmayan herhangi bir vektor bazdaki vektorlerin lineer
kombinasyonlant olarak ifade edilebilir. Bu sabitler o ile gosterilsin.

a; , (aBl sty ) in bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilir. B,, i-inci temel

kolon olsun. Oyle ise,

H
—1 _
a, =Y o,a, veya B'a,=a,

i=l

olur.
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Eger temel olmayan a; kolonlarint igeren B bazindan yeni bir baz elde etmek

istiyorsak B deki baz1 B, kolonlarini ¢ikarmamiz gerekir. Fakat bunu keyfi olarak

yapamayiz. Bunun i¢in bazi bagintilar verecegiz.

> W, B, =Y

i=

dir ve igaretiyle kisith veriler yerine gegen B; ler i¢in W, 20 dir. R,, bazdaki bu

kisitli verilerin indisini gostersin. B nin rankinin n ve sadece p tane kisitsiz

degiskenin modelde olduguna dikkat edelim, p<n dir. Burada R, her zaman bos
olmayacaktir. Béylece, genellestirilmis teoride R, lerin bog olmasi olasilig1 bir teori
gelistirmeye yardim eder.

Simdi, a;, herhangi bir ¢; #0 ig.in, B_ vektoriiniin yerine gegebilir ve yeni
vektorlerin kiimesi lineer bagimsiz n vektoriin kiimesi formundadir. Biz, en azindan

bir @; # 0 olacak sekilde bir a; segeriz ve bazin igine koyariz. Sonra

olur. Y nin gosteriminde B, lerle B, leri yerine koyarsak

n o; W,
Z W, -W, —)B, +—=a, =Y
i r a i

i
i=liwr i ij

elde ederiz.

Biz, W, —W, «; /a,; 20, i€ Ry, i#r olmak iizere uygun olacak yeni bir
¢0ziim istiyoruz. Aym zamanda, efer W, isaretinde kisith ise W, /arj >0 olmasim

isteyebiliriz.

Durum 1: W, isaretinde kisith degildir. W, /a,y. nin negatif olmamasi gerekir ve

biz sadece
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W,
W, ——20, 20, ieR,, i#r 3B.2.1)

i

olmasin isteriz.
Ry bos degilken W, >0 olacak sekilde isaretinde kisith bir W, nin

bulunduguna dikkat edelim. Bu yiizden o, >0 iken tim o; <0 ve &, <0 iken

tiim or; 20 i¢in (3.2.1) ifadesi saglanir. Bu yiizden eger biz r- yi

=3
ocrj &U;O Ot,.j

veya

WBr

W .
= max [——B’
ie R,
a; kR oo

olacak sekilde secersek (3.2.1) saglanacaktir.

R, bos iken (3.2.1) saglanir. Boylece herhangi bir B, bazdan ¢ikanlabilir.

Durum 2: W, isaretinde kisitlidir. Oyle ise W, /e, 20 dir. Ayrica biz (3.2.1) in

saglanmasini isteriz. Boylece

W,, . .
Wy ——2a,; 20, i€ Ry, i#r
o,

W, [a, 20 (3.2.2)

elde ederiz.

Eger re R, ise Wy, 20 dir. Bdylece ¢ lerin pozitif olmasi gerekir. Durum 1 deki

gibi r-yi
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W, .| W

Br _— min Bi
ieR

& el %

seklinde segeriz.

Diger yandan eger R, bos ise biz r-yi W,, /&, >0 olacak sekilde segebiliriz.
Sonra, amag fonksiyonu gelistirmemizdeki durum gibi a; kolonunu se¢mek igin
denemeler yapariz.

zZ, ZCB, o; : Z(B)=Zc,,,.w,,, olsun ve Z(B) da

f?:(Bl,....,Bl._,,a j»Byy»»B,) bazda iken V; nin amag fonksiyonunda karsilik

gelen degerini gostersin. Biz Z (B) < Z(B) olmasin istiyoruz.

A n W ) W
Z(B)= ZCBi Wy, — aB’ ;) +C; -
=l

"y i
i#r

n W ) W
= ZC&' Wy, - aB’ o )+ C, —
i=|

i &,

= ZCB,WB, 2 [ Zc&au +C, }

g6z Oniine alalim. Boylece Z (B) < Z(B) olur, eger

W [c,-z,]<0 (3.2.3)
&,

ise.
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Durum1: C;,-Z, <0

Eger W, isaretinde kisitli degilse W,, /a,j herhangi bir reel sayi olabilir.
Fakat (3.2.3) i saglamak i¢in biz W, /a,]. 20 olmasmn isteriz. Bu nedenle eger R,
bos degil ise a,; >0 dir.

Eger W, isaretinde kisithh ise W, /&, 20 olmasim isteriz. Bundan dolay:

eger R, bos degil ise; W,, /o, = 0 olmadikea, o, >0 dir. -

Durum2: C;,-Z, >0

Eger W, nin igaretinde kisitlama yok ise (3.2.3) ilin saglanmasi igin
W, /o, <0 olmasin isteriz. Bunun igin eger R, bos degil ise o, <0 dur.

Eger W, nin isaretinde kisitlama var ise (3.2.3) in saglanmasi i¢in
W,, /a,; 20 olmalidir. Aksi halde W, /o, = 0 olur. Yeni ¢6ziim 6nceki kadar iyidir.
Fakat biz R, nin Problem (3.1.2) i¢gin bos olmadigini biliyoruz.

Verilen bir W, = B™'Y temel uygun ¢dziimii i¢in Problem (3.1.2) nin AW=Y
kisitlamalarinin amag fonksiyonu degeri Z = C,W, herhangi bir a; kolonu igin A
dadir fakat B de degildir. Béylece C;—Z; <0 durumu saglanir. En azindan bir
a; >0(ie R,) ise B nin bir kolonunun a ile yer degistirmesinden yeni bir ¢6ziim
elde etmek miimkiindiir ve amag fonksi)./onunun yeni degeri Z,2<Z vyi saglar.
Diger taraftan, eger C; —Z; >0 saflanirsa ve eger a; isaretinde kisitlama olmayan
bir W; ye karsilik geliyorsa (en azindan bir ; <0, i€ R, ise) B nin kolonlarindan
birinin a; ile yer degistirmesi ile yeni bir temel uygun ¢oziim elde edilmest

miimkiindiir ve amag fonksiyonunun yeni degeri 2,2<Z7 yi saglar.
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Eger bazdaki vektorlerin degistirilmesi yontemine devam edersek her bir

adimda amag fonksiyonu gelistiririz. Eger

—WB—’—[CI.—ZJ.]<O

a,;

ise tam bir ilerlemeye sahip oluruz.

Not3.2.1: W, /arj sifir degilse C; —Z; sifir degildir. Fakat «,; # 0 dir. Bu
yizden eger W, %0, ie R, , ise ama¢ fonksiyonunda kuvvetli bir degismeye

sahip olabiliriz. Boylece, eger bazdaki tiim kisitli degiskenler pozitif seviyede ise her
bir adimda amag fonksiyonu gelistiririz. Asagidaki durum ortaya ¢iktiginda bazdaki

degisim yonteminde bir sona variriz: tiim pozitif kisith temel olmayan W, ler igin
C;—Z,; 20 ve tim temel olmayan kisitsiz W, lerigin C, —Z, =0 dir. (3.1.2) i¢in
ne (1) bir temel olmayan kisitsiz degisken i¢in C; —Z, > 0(<0) ve @, lerin (i€ Ry)

higbirinin <0 (>0) olmasi ne de (2) bir temel olmayan kisith degisken i¢in

C;,~Z;<0 ve tim ie R, i¢in a; <0 olmasi durumlarinda bu ydnteme son

vermemiz miimkiin degildir. Yukaridaki (1) inci durumun oldugunu varsayalim.

Burada kisitsiz W, degiskenine kargilik gelen bir a; i¢in C;,-Z,>0 ve o,

(i€ Ry) lerin higbiri sifirdan kiiciik degildir. Z =C,W, olmak iizere ZWB,.B,. =Y
i=!

yi ele alalim. 6 bir skaler olmak tizere 6 a; yi ekleyip ¢ikaralim.

51



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI . Hiilya TOSUN

Boylece

Y WyB +6a,~0a;,=Y

i=]

ij*i

elde ederiz. Fakat —8a;, =—0) B, dir. Onceki esitlikte yerine koyarak
=]

> Wy —0a;)B,+0a,=Y  (6<0)
i=l

elde ederiz. o; 20 (i€ R;) oldufundan W, -6a; 20 dir. Bdylece Wy -0

I'j 2
(i = 1,2,...n) ve O Problem (3.1.2) icin bir temel uygun ¢oziimdiir. Bu ¢dziimiin

amag fonksiyonu degerine bakalim:

2:Z]C8i(WBi _eaij)+cj9:Z+9(Cj —Zj)

Fakat C, —Z; <0 ve 6 <0 dir. Bunun’i¢in 6 mmn kigik secilmesiyle Z

kii¢iik yapilabilir. C'W alttan sifir ile sinirli oldugundan bu bir geliskidir ve boyle bir
durumun ortaya ¢ikamayacagi ispatlanmig olur. Ayni sekilde (2) nci durumun
olanaksizlif1 da ispat edilebilir. Bununla birlikte, bu tarz problemlerde amag
fonksiyonu alttan sinirli olmayabilir.

Simdi yukaridaki diisiinceyi temel alarak bir algoritma tanimlayacagiz:

Algoritma:

I.Adim: Daha &nce bahsedildigi gibi bir temel uygun ¢6ziim ile baslayalim.

w
N



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

r < veW,=0,j=1,.p

olsun.

Bir tabloda a;lerin kargiliklarini sunalim. Dikkat edelim ki bu ¢éziime
karsilik gelen B bazi tam olarak e, yada —e, kolonunu igermektedir (timr = 1,...,n
icin) ve B™' = B dir. Burada eger W,,, bazda ise r-inci kolonun +1 ile, eger W insr
bazda ise r-inci kolonun —1 ile garpilmasiyla &, = B™'a; elde edilir ve B™'Y =W,

temel uygun ¢6ziimiin karsiligini verir. Ayrica vektorlerin ve C; lerinin bazda

olduguna dikkat etmeliyiz. Ilk tablo asagidaki sekilde ¢izelge 3.1 olarak
olusturulmustur.

C,-Z,, ZC 50y de her jicin C; nin yerine koyulmasiyla elde edilebilir.
i=]

Bazdaki a; lerigin C; —-Z; =0 dur.

Cizelge 3. 1 o; leri ve bazdaki vektdrleri gosteren ilk tablo

Bazdaki - .-
Co vektodrler Ws % %2 % Fanep
1 ap+l ya da |Y1| all a12 alj al,2n+p
ap+n+l
1 a/)+u ya da IY,,| an] anZ e anj o an,2n+p
ap+?.n
C,—Z " C,-Z
3 k — 7 J
z=2 [
1=l

2.Adim: Asagidaki gibi bazdaki bir vektorle yer degistirmek igin bazda

olmayan bir a; segelim.

(a) Ch—2,= max C,—Z, (W, kisitli olmayan degisken)

C,-Z;>0
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

(®)  1Cy-Z, 1= max 1C, ~Z,]

J
Ci~2,<0

olsun. j yi I C, - Zfl = max [Cj, -Z I Ch-Z2, J olacak sekilde segelim.

i1
Bu adim baza girecek olan vektoriin se¢imi igin bir kriter verir. Eger j, ve j,

bulunamazsa 5. adima, aksi taktirde 3. adima gegilir.

3.Adim: Eger C, ~Z, >0 iser -yi asagidaki gibi segeriz:

Eger C;, —Z; <0 ise r- yi asafidaki gibi segeriz:

4 W,
—Br _ mml:;p',ot ij> O:'

R
alj ey alj

Bu adim bazdan g¢ikarilacak vektériin se¢imi i¢in bir kriter verir. 4. adima gegilir.

4.Adim: Yeni B bazina karsilik gelen tablo asagidaki gibidir.
W =8 & = %
o,

ve
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

5 W . )
W, =W, ——2« g o i#Er L i=12,...n
a
s o ch rl . =1 l ~1 2
o,=a - , L#FF ,, i=lLa,n , I=L..p+in

2. adima geri déniiliip B = B ile devam edilir.

S.Adim: Durun. Simdiki baz optimaldir.  W,,...W, , B,,...5,

parametrelerini verir. W, +W r-inci gozlemdeki mutlak hatayr verir. Dikkat

p+r prntr

etmeliyiz ki, eger ama¢ fonksiyonunun alttan sinirli olmadig: bir problemin ¢6ziimii
icin bu algoritmayr uygularsak, sonlu minimuma sahip olmayan problemde
gosterildigi gibi sona erdirebiliriz. Bu 3. adimda r bulmak i¢in yetersizlik seklinde

belirtilecektir.

Bu algoritmay: agagidaki 6mekte verilen verilerle bir MINMAD regresyon

problemi ¢dzerek Orneklendirebiliriz.

Ornek 3.2.1:
Verilen veriler igin ¥ = f3, + B,X, + B,X, esitligindeki fB,,8,,B, tahmin

edicilerini yukaridaki algoritmay: kullanarak bulalim.

| T S TS S
(O I e \* B Y]

h<
Il
AW A
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

L.Adim:
d,,....d,s seklindeki ilk bazi1 bulahm. Elimizde Cizelge 3.2 de verilen ilk

¢izelge olsun.

Cizelge 3.2 Ornek 3.2.1 igin o; leri ve bazdaki vektorleri gosteren ilk gizelge

¢, Bazdaki w - a a, 0y o, QA O, 0, O 0y O, o, O, O,

vektorler
1 a, 4 1 1 3 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
1 a; 3 i 2 2 0 1 0 0 O 0 -1 0 0 0
1 a, 4 t+ 3 + 0 0 1 0O 0O 0 OO - 0 0
1 a, 5 1 4 2 0 0 0 1 0 o0 O -1 0
1 ag 5 i 5 3 0 0 0 0 1 0 O 0 o -1
0 0 0 0 0 2 2 2 2 2

C,—z, Z=21 -5 -15 -1i

2.Adim:
C,—Z, (k = 1,2,3) icin negatiftir. Bu ylizden adim 2(a) higbir j, igin

saglanmaz. adim 2(b) ye gidelim;

C,-Z,=15=max [I-5],I-15],|-111] buradaj=2 ve C;,-Z;<0 dir.

3:Adim:

Bi

w
, @ ,> 0 oranlarindan r = 5 segeriz. 5. = 5/5=14/1 3/2 4/3, 5/4, 5/5].

i2 o 52
Boylece bazda a, ile a, yer degistirir. Yeni tablo 4.adimdaki gibi hesaplanir ve

Cizelge 3.3 elde edilir
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

Cizelge 3.3 a, ile a; vektoriiniin yer degistirmesi ile elde edilen gizelge

Cy Bazqakl Wy o o o a 05 0 0&; 0Oz Oy 0y O O Qp
vektorler

1 a, 3 4/5 0 t2/5 A1 6 0o o -1 -1 0 0 0 15
1 as 1t 35 0 45 0 t 0 0 -2/56 0 -1 0 0 25
1 ag 1 25 0 45 0 0O A1 @ 355 0 0 -1 O 35
1 a, i 15 0 25 0 0 O 1 -45 0 O 0 -1 4/
0 a, i 15 t 35 0 0 0 0 15 0 O -1/5
C.—-Z, 6 2 0 -2 0 0 0 O 3 2 2 -1

Ornegin; @ ,, =2-2.3/5 = 4/5. 2. adima donersek

|C, -Z,| =max [-21, 1-2], I-1I]

bulunur. Bu yiizden j=1ve C; -Z; <0 dir.

3.adimda r =2 bulunur. Ciinkii W,,/a ,, = 5/3 = min [15/4 , 5/3 , 5/3 , 5/1 , 5/1].

Boylece bazda a, ile ay yer degistirir. Yeni ¢izelge 4.adimdaki gibi elde edilir.

Cizelge 3.4 g, ile a, in yer degistirmesi ile elde edilen ¢izelge

CB 5:&3%?[1; WB al d2 a3 a4 aS aé a? a8 a‘) alo al I 0‘12 al3
1 a, 53[0| 0 |43 (1] -4/3 0|13 [-1] 43 | 0|0 [-1/3
0 a, 531 0 [43|0| 53 |[0]|0|-23|0|-5/3 | 0| 0|23
1 ag 1730 0 [-4/3[ 0| -2/3 o[-1/3]o] 23 | -1] 0 |13
1 a, 23|o| o [-23]o| -1/3 jof{1]-28]l0| 13 |0 |-1]23
0 a, a3 |o| 1 [3]|o| -1/3|0j0O|13|0| 1/3 |0} 0 |-13

Cc,—z, |83|0] 0 |23 0[103 00|53 2]-43|2]|2]13




3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

2. adima tekrar dénelim. 2(a) dan j, =1 bulunur. C,-Z, =2/3 = max (C, -Z,)
dir. C,-Z,>0 , W, isaretinde kisitlama olmayan veriler. 2(b) j, =10 olarak
sonuglanir. ICIO —Zlo|=4/3 tiir. Boylece j = 10, max[ 2/3 , 4/3 ] = 4/3 ve
Cio —Z,,<0 bulunur. 3.adumda r = 3 buluruz.

Ciinkit Wy, /@ ;,,=1/2= min [5/4 ,1/2, 2/2] dir. Boylece a,, ile a, yer degistirir.

Yeni ¢izelge 4.adimdan elde edilir. -

Cizelge 3.5 a,, ile a, nin yer degistirmesi ile elde edilen ¢izelge

C, Bazdaki W o a, a o, 0 @ o, 0 Q Q, &, &, O;

vektorler B
1 a, 1 0 0 4 1 -2 0 1 -1 0 2 0] -1
0 a, 52 1 0 2 0 52 0 -32 0 -5f2 0 32
1 a, 12 0 O 2 0 -1 32 0 -12 0 32 0
1 a, 172 0 O 0 0 0 12 1 -1/2 0 0 1/2 -1 12
0 a, 172 0 1 1 0 -1/2 0 12 0 O 1/2 -1/2
c,-zZ, 2 00 =2 02 2 01 20 O 1

Simdi 2.adimda j = 3 buluruz. Ciinkii a, baza girecek tek uygun vektdrdiir. 3.adimda

r= 1 bulunur. a, iin a, ile yer degistirmesinden Cizelge 3.6 y1 elde ederiz

Cizelge 3.6 a, iin g, ile yer degistirmesinden elde edilen ¢izelge

C, ?:é%?l‘gr W, |og| o, o] o o] o o] o | [0, | | @0
0 a, 174 10| 0 |1|1/4|0]|-1/2|0]|1/4]|-1/4] 0 | 1/2 | O |-1/4
0 a, 3 |1] 0 |0|12|0|32]0]| -1 |1/2] 0 |32 0 [ 1
1 a, T (ol o0 o212 [0] 0 [12] 1 [-12]0] 0
1 a, 7210 0 |0] 0 |0|-12[1|1/2] 0 | 0 | /2 [-1]1
0 a, 17410] 1 |o|-1/4|0] 0 [o|1/a|/4] 0 | O /4

C,—2z, |32|0] 0 [olz]2] 1 [o|3=2]3=2]0 | 1 172
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

Cizelge 3.6. da girecek higbir uygun j bulamayiz.Boylece S.adima gideriz ve

dururuz.

Bos BB, tahminlerini 2, 5 ve 1 inci satirlari sirasiyla yerine koyarak

Cizelge3.6 dan okuyabiliriz. Boylece

?:3+—1—X, +1X,
47T

elde ederiz.
Yukaridaki ¢izelgelerden asagidakileri gozleyebiliriz:
1- (C

-Z,:)+(C ~Z,.,;) daima 2 dir. (i = 1,2,...,n  i¢in) Bu sonug sadece

pi pHn+i

bu drnege 6zgl degil geneldir. Verilen herhangi bir B bazi igin

B'a . =-B™'a

ptnti
dir. Ciinkii

p+i = ei = _ap+n+i o p+i: - prati

dir. ( Bu sonug 1 den 5 e kadar olan tiim ¢izelgelerde goriilebilir.)

Buyiizden C,,,~Z,.=1- Cya ;=1+Cpa ., dir.
Buradan (C[H-i - Zp+i ) + (Cp+n+i - Zp+n+i) = 1+C8a p+n+i+ 1- CBa pnti =2 dir‘
C,i=Z,; yi veya C, ., ~Z,,, yi bilirsek digerini algoritmanin 4.

adimindaki hesaplamalar1 yapmadan bulabiliriz.

- . -1 . _ .. iy — .
2- Eger a,, bazda ise B7a,, = ,,=e dir. Burada @, ,=-¢ olur. Sonug

olarak bizim, herhangi bir tablodaki bu iki kolonu hesaplamamiza gerek yoktur.

Cinki « (@ ,,,) nin +e¢ yada —e olmast a,(a,,,) nin bazda olup

59



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

olmamasina gore degisir. Lineer bagimh olduklarindan dolay: her ikisinin de bazda
olmayacagi bir durum yoktur.

3- Eger a,,; ve a,,,, nin her ikisi de temel olmayan kolonlar ise bu o ,,; ve

o nin hesaplanmast i¢in yeterlidir.

ptnti

Eger a,,,(a ) baziile a; nin yerini degistirirsek bir sonraki tabloda temel

padi
olmayan k lar i¢in & , kolonlarina ihtiyacimiz olur &yle ki k, ya B, ’ya ya da (her
ikisi de temel olmayan ise) d,, ve d,,ye karsilik gelir. Buradan her iterasyonda baza

giren o ,, yada @ leri bazdan ¢ikan d,;, veya d,, lere gore belirleyebiliriz.

pra+r

~a,, /o,

o yada o = o,

pHr prn+r

-, /e,

elde ederiz. Bu ¢ok biiyiik hesapsal gelisme anlamina gelir.

Ustelik biz ne zaman bir temel d,, veya d,, ile temel olmayan d,, veya d,,
yi yer degistirirsek bazda sadece, sirasiyla, d,, veya d,, ye karsilik gelen i-inci satir

—1 ile garpilir ve tablodaki C, —Z, satir
ék —Zk = (Ck -Z, )+ 200
seklinde degisir ve

Z=7-2W,,

olur.
Bir optimal ¢6ziim elde etmek i¢cin Simplex Yontemi kullanilirken iterasyon

sayisinin az olmasi istenir. Bu noktada su iki durumu gerceklestirebiliriz.

60



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZ] Hiilya TOSUN

1- Algoritmanin 2. adiminda, ilk birkag iterasyonda sadece temel olmayan §,

leri ele alinz. Hi¢ temel olmayan f; yok ise temel d,, ya da d, lerle yer
degistirebiliriz ve diger temel olmayan degiskenleri ele alinz.

2- Baza girdirmek i¢in uygun bir ; degiskeninin degerini C; —Z; >0 veya
C, —Z, <0 a gore arttirabilir ya da azaltabiliriz.

Eger (duruma gore) azaltilir ya da arttinilir ise W, / a , nin diginda isaretinde
kisitl ba21 temel degiskenler sonunda negatif olacaktur.

En son gozlemden, eger d,, veya d, negatif olursa uygun d,, veya d,,
sirasiyla baza girdirilebilir ve uygun degisken pozitif yapilabilir. Bu, tablonun
C, —Z, satirim etkiler ve r-inci satir1 —1 ile garpabiliriz.

Buraya kadar bahsedilenlere gore asagidaki gibi bazdan vektdr ¢ikararak
degisiklik yapabiliriz: 3. adimda bir r segilir. c i A ;=C,—Z,+2a ; hesaplanir.
Eger C,-Z; ve C i 7 ; 71t isaretli ise uygun degiskeni belirler ve B, yi bazdan
¢ikartiniz. Bagska bir deyisle tim C, —Z, lan (C, —Z,)+2a , ileve Zyi Z—2W,,

veya a vektorii ile r-inci satirdaki a

ile degistiririz. Bazdaki a - pinir VEYA

p+l‘

a,,, lerle sirasiyla yer degistiririz. Temel degiskenler d,, veya d,, suasiyla d,,

veya d,, ile degistirilir. r-inci satir —1 ile ¢arpitlir. B, yer degistirme i¢in artik goz
Oniinde tutulmaz. 3. adim da ¢gikarmak igin olas1 bagka bir vektdr bulunur ve bu adim
tekrarlanir. Bir sonraki tabloyu elde etmek igin gerekli doniisiimler yapilir. Bu
yontemin bitimi algoritmadaki gibidir.

Bir 6rnekle algoritmadaki degisikliklere goz atalim.
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZi Hiilya TOSUN

Ornek3.2.2
1 1] (1]
1 2 I
X=[1 3 Y=|2
1 4 3
1 5] 12

olsun. ilk gizelgemiz Cizelge 3.7 olarak olusturulur.

Cizelge 3.7 Ornek 3.2.2 icin olusturulan ilk ¢izelge

CB Bazdaki W, o oo o o, o Q& o Oy 0, & o, &

vektérler
1 a, 1 1 1 1 0 0 o A1 0 0O O
1 a, 1 1 2 0 1 0 0 o0 O -1 0
1 as 2 1 3 0 O 1 0 0 O 0 -1 0
1 ag 3 1 4 0 0 0 1 0 © 0 o -t O
1 a, 2 1 5 0 0 0 o0 1 0 0 0 -1
Ck — Zk 9 -5 15 0 0 0 0 O 2 2 2 2 2

Algoritmanin 2. adimindaki gibi bir f, seceriz. Buna gore r = 5 buluruz.

Wps [t 5= min[WB,. [t 5,00 > O]=% olarak belirlenir.Bir sonraki ¢izelge

CB Bazsiaki WB a] az
vektdrler
1 a, 1 1 1
1 a, 1 1 2
1 a; 2 1 3
1 ag 3 1 4
1 a, 2 1 5
C,-Z, 9 -5 -15

seklinde olur.



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGEESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

Algoritmadaki gibi a, ile a,, nin yer degistirdigine dikkat edelim. 3.
adimdaki degisiklikte oldugu gibi
C,-2,=-15+2x5=-5
hesaplanir.

B, nin  arttifin ele alalim. a, nin q,, ile yer degistirmesi ile 5. satinn — 1
ile garpip tiim C, —Z, lara 2« g, ekleriz ve Z den 2W, yi ¢ikartiriz. Bu bize en son

satirin yeni halini agagidaki gibi veri;':

C.—-Z, Z=5 -3 -5

Sonra 5. satir hari¢ yer degistirmek igin yeni bir r ele aliniz. 3. adimda oldugu gibi

r=2ve W,,/o ,,=1 buluruz.
C,-Z,==5+2x2=~1
hesaplariz.

B, nin 4 kadar arttiim diigiinelim. a, ile a, yer degistirir. 2. satir — 1 ile garpilir

ve son satir degigir. Yeni satir1 su sekilde elde ederiz:

C,-Z, Z=3 -1 -1

Daha sonra r = 3 olur ve W, /& ,,= 2 olur. C‘Z - 22 =—1+2%3 =5 hesaplarz.

Sonug olarak 6‘2 —22 y1 pozitif olarak buluruz. Bunun anlam baza a, girecek, a;

cikacak demektir. Yeni ¢izelge;
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

Cizelge 3.8 a, ile a5 in yer degistirmesi ile elde edilen tablo

CB Bazc;!aki WB a, o
vektdrler
1 a 1/3 2/3 -1/3
3
1 a, 1/3 -1/3 2/3
0 a, 2/3 1/3 1/3
1 ag 1/3 B -4/5
1 a, 4/3 2/3 5/3
Ck _ Zk Z=7/3 -2/3 1/3

seklindedir. Yeni ¢izelgede ¢, nin yerine & 5 olduguna dikkat edelim. Bir sonraki
iterasyonda baza girmesi i¢in 3, i segeriz. C, —Z, = -2 <0 oldugundan 3. adimda

r=1, Wy, /o ;=1 buluruz.

hesaplariz. Burada a, ii bazdan ¢ikarir ve q, i girdiririz. Bu doniisiimlerden sonra

Cizelge 3.9 a, ile a, in yer degistirmesi ile elde edilen ¢gizelge

C, Bazqaki W, a, o
vektdrler )
1 a, Y 3/2 -1/2
1 a, Vo Yo 1/2
0 a, 1/2 -1/2 Vo
1 a, % % -3/2
1 a, 1 -1 2
C, -Z, Z=2 1 0

seklinde tablo elde edilir.
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZ] Hiilya TOSUN

Simdi temel olmayan degigkenler i¢in tim C,—Z; ler pozitiftir ve biri

¢ikacak olan igerir.

‘Temel olmayan a,, a, ve a, lere karsilik gelen C, —Z, lar 2 dir ve temel
olmayan a, ve a,, da swasiyla 1 ve 2 dir. Boylece yontemi bitirmis oluruz.

MINMAD regresyon dogrusu;

<

1l
[
[N] e

seklinde elde edilir.
3.3 Genel Lineer Programlama Problemi
Genelde (3.1.2) ye benzer problemler
Min C'W
A'W <b'

A’W > b?
AW =p’ (3.3.1)

seklinde ifade edilebilir.Burada WI,WZ,....,WP lerin isaretlerinde kisitlama yoktur.

>0,......,.W, >0 dir. A* 17, xn matrisk=1,2,3 ve

A :mxn dir. m=r +r, +r,. Aym sekilde b* : r, X1 vektdr ve C”:nx1 vektordir.

Genelligi kaybetmeden 5° >0 varsayabiliriz. Bu gibi problemier lineer

programlama problemi olarak bilinir.
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3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

Bu gibi genel problemler icin herhangi bir uygun ¢oziime sahip olmayabiliriz
( F =@). F bos kiimeden farkh olsa bile, C'W alttan siurli olmak zorunda
olmadigindan bir optimal ¢6ziim olmayabilir. Bu nedenle, ilk olarak bu problemi,
tiim kisitlamalan esitlik halinde olan bir probleme déniistiirerek F nin bos kiime olup
olmadigini bulmaya ¢aliiriz.

Esitliklere uygun, “yapay degisken” denen degiskenleri ekleriz. M biiyiik,

pozitif bir sabit olmak iizere -

daW,+W, =b
i=l
w,2z0 , C,=M>0
olur. A'W <b', seklindeki kisitlamalar her birinin sol tarafina negatif olmayan bir

W, degiskeninin eklenmesiyle esitlik durumuna doniistiiriiliir. Ayni sekilde

AW 2b* seklindeki kisitlamalar, sol taraflarindan negatif olmayan bir W,

degiskeninin ¢ikarilmasiyla esitlik haline doniistiiriilliir. Bu degiskenler sirayla
“gevsek degisken” ve “fazlalik degisken” olarak adlandirilir. Bu degiskenler igin
ama¢ fonksiyonunun katsayilarni sifirdir. Bu degisikliklerden sonra problemimiz

asagidaki gibi olur

r3
min C'W + MZWa,.

i=1

A1 0 oW
A* 0 -1 O|lW, |=b
A0 0 I|W,

W, isaretinde kisitlama yok i=1,...p
W.20 i=p+l, ,n
w,=20, W, 20 (3.3.2)

Burada W, : (r, +r,)x1 vektor ve W, : r; X1 vektordiir.
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__ 3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALJIZi Hiilya TOSUN

Simdi bu problem algoritma (3.2.1) kullanilarak ¢oziilebilir. Bu problemde
gevsek ve fazlalik ve yapay degiskenlere karsilik gelen temel formda bir matris olur.

Simpleks yonteminin sonunda ii¢ olasihik kargimiza gikar:

1-Algoritmadaki optimall-ik sartlar1 saglanir ve optimal tabloda bazit W, >0

dir.
2-Algoritmadaki optimallik sartlan saglanir ve optimal tabloda hi¢cbir W, >0

degildir.

3-Ugiincii adimdaki durumlan saglayacak higbir r bulamayabiliriz.

I-inci durumda orijinal problem i¢in uygun ¢Oziim yoktur. Eger F bos
kiimeden farkli ise bir We F nin amag fonksiyonu degeri C'W ve W, =0 olacaktr.
Bu aynt zamanda genigletilmis problem i¢in de dogrudur.

2-nci durumda, problem icin en son tabloda W, lerle verilen bir optimal
¢Oziime sahip oluruz. Eger bazdaki yapay degiskenlerin bazilan orijinal ya da gevsek
ve fazlalik degiskenlerle yer degistiremiyorsa bu, A matrisinin bunlara karsilik gelen
satirin gereksiz oldugu anlamina gelir. A matrisinin ranki1 m den kiigtiktiir.

3-lincii durum problemin sonlu minimumunun olmadigini gdsterir.

Bir lineer programlama probleminin ¢dzliimii olan bu metod Charnes M-

metodu olarak adlandinilir. Bir lineer programlama problemi i¢in diger bir metod da
problemi iki agamada ¢ozer. Birinci agamada; (3.3.2) deki kisitlamalar ile zlr; W,
nin minimizasyonunu goéz oOniine alinz. Tim W, >0 oldugundan min ZWU,. =0
dir. Eger ZW‘". > 0 ise orijinal problem i¢in uygun ¢dziim yoktur.

Birinci agamanin sonunda tiim yapay degiskenler icin W, =0 ise ve

bunlardan bazilar1 bazda ise F bos kﬁfneden farklidir. Bununla birlikte A nin

satirlarindan gereksiz olanlar olabilir. Tiim yapay degiskenler i¢in W,, =0 ise ve tiim

yapay degiskenler temel olmayan degisken ise F bos kiimeden farkhidir ve
gereksizlik yoktur. rankA = m dir.
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Birinci asamada ama¢ fonksiyonunun degeri sifir oldugunda problem (3.3.1)
deki C'W orijinal ama¢ fonksiyonu ile ikinci asamaya geceriz ve simpleks
doniigiimleri ile devam ederiz. Bunun sonunda ya problem (3.3.1) i¢in bir optimal
¢Oziim elde ederiz ya da problem i¢in sonlu optimum olmadigin1 buluruz. Bu metod
Iki Asamal: Metod olarak bilinir. '

Metodun bir baska uyarlamas1 gézlemlerden ortaya cikar. Oyle ki; eger

herhangi bir iterasyonda mevcut bazin tersi varsa baza girecek vektor igin o ; leri

hesaplayabiliriz. Bu yol bizim hesap yiikiimiizii 6nemli dl¢glide azaltabilir. Simpleks

yontemini gdzden gecirerek bu goriigiin kullamighiligin gorebiliriz.

3.4. Minmad Regresyonda Dualite

Min C'W
AW =Y
w. .20 , r=1..,2n

p+r

W)W

,  isaretlerinde kisitlama yok

problemi verilsin. Bu problemin duali asagidaki sekilde tanimlanir

Max YA
’ — 0
Al=| 1 [A}iC=|¢
-1 < e
A isaretinde kisitlama yok (3.4.1)

Burada O:pXx1 vektor, e : 1xn vektdr e = ( 1,....,1) ve A: nx1 vektordiir. $imdi n

tane A,......,A, degiskenine ve 2n+p tane kisitlamaya sahibiz. Bu kisitlamalarin p-

tanesi esitlik, geri kalam esitsizlik seklindedir.
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Ornek 3.4.1:

Ornek 3.2.1 de ele alinan problemin duali su sekilde ortaya gikar

Max 44 +3A,+4 4, +54,+52,

— -

- A -
L1 1A, [o
1 23 4 5/4|=0 (1)
321 2 3|41 |0
|45 ]
1 00 0 ofA ] [1]
0100 04l |t
001 0 0JA|<|1 )
000 1 OfA,/ |1
0 0 0 0 LfA ] |1
-1 0 0 0 Oo1] [1]
0 -1 0 0 ofal (1
0 0 -1 0 0|4l 3)
0 0 0 -1 0|la, |1
0 0 0 0 -1]{A] |1
A, soeeeens A, 1garetinde kisitlama yok

Ikinci ve iiciincii kisitlama gruplarnt —1< A, <1 iken esitlik seklinde ifade

edilebilir.
Ik olarak bu problem ile Problem (3.1.2) arasindaki iligkiyi saptariz ve dual

problemin boyutunu nasil kiigiiltecegimizi agiklariz.

Sonug 3.4.1 : Problem (3.1.2) nin herhangi bir uygun ¢oziimii ve dualinin

herhangi bir ¢6ziimti i¢in
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YASC'W

dir.

Ispat: A dual icin bir ¢oziim olsun. Bdylece

(3.4.2)

&
>
AN IA
!

(3.4.2) nin her iki tarafimn W’ ile ¢arpilmas: ile esitsizlik yon degistirmez.

20 dir ve W,,....W

»

Ctinkii r = 1,....,2n i¢in W lere karsilik gelen esitlikler

pr
vardir. W nun Problem (3.1.2) i¢in bir uygun ¢dziim olmasindan dolay1 WA" =Y’
diir. Buradan YA <C'W olur. Problem (3.1.2) de bir optimal ¢oziime sahip
oldugumuzu biliyoruz. Simdi Problem (3.1.2) ve dual problem icin optimal olacak

sekilde W™ ve A ele alacagiz.

Sonug 3.4.2 : Eger W™ Problem (3.1.2) icin uygun, A* dual icin bir ¢6ziim
ise ve C'W" =Y ise A" dual problem icin optimal, W~ Problem (3.1.2) igin
optimaldir.
ispat: Sonu¢ 3.4.1 den, herhangi bir A c¢oziimii icin C'W" >2Y’A oldugunu
biliyoruz. Fakat C'W" =YA" dir. Buradan, YA >YA4 ya da A" dual problem igin
bir optimaldir sonucu ¢ikar. Aym sekilde W' in optimal oldugunu da gosterebiliriz.
Bu sonucun tersi, asagidaki sonucun ispatinda elde ediliyor. Bu sonugta her iki
problem de optimal ¢6ziime sahip ve her iki problemin amag fonksiyonlarinin

degerleri birbirine yakindir.

Sonug 3.4.3: Problem (3.1.2) icin bir W, optimal temel uygun ¢ozlim ele
alalim. A"=C,B™" dual problem igin bir optimal ¢bziimdiir ve amag fonksiyonun

degerleri birbirine yakindir.
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Ispat : W,, Problem (3.1.2) i¢in optimal oldugundan dolay: tim kisitsiz degiskenler

icin C; —Z; =0 ve tim kisith pozitif degigkenler i¢in C; —Z; 20 dir. Ayrica tiim
kisitsiz degiskenler igin Z, = CyB™'a, =C, dirvej= ,.....pigin C; =0 dr.

Bununla birlikte
CyB'a, :_CBB-'e, <C, =1 j=p+r, r=1,..n
ve

CyBa;,=CyB™'(-¢,)SC; =1 j=p+n+r, r=1,...n

A"=C,B™" Problem (3.4.1) in tiim kisitlamalarini saglar.

Simdi biz asagidaki dual amag fonksiyonunu ele alacagiz
YA=AY=C,B’'Y
Fakat B™'Y =W, dir. Bu yiizden YA=C,W,=Z olur. Sonug¢(3.4.2) den A
Problem (3.4.1) i¢in optimaldir. Sonug(3.4.3) den dolay: Problem (3.1.2.) nin dualini
¢Ozebilir ve bir optimal ¢dziim bulabiliriz.
3.5. Lineer Programlamada Dualite
Asagidaki gibi bir lineer programlama problemi verilsin
Min C'W

AW2D
W =0 (3.5.1)
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Bu probleme primal problem diyelim. Bu problemin duali agagidaki sekilde

tanimlanir

Max b'U
A'U<C
U=0 (3.5.2)
Not 3.5.1 : Her bir primal kisitlama i¢in dual problemde bir degisken
tanimland1 ve primal problemdeki her degisken i¢in bir dual kisitlama olusturuldu.
Primal problemde esitsizlikler > seklinde, dual problemde < seklindedir. Her iki

problemde de negatif olmayan degiskenler vardir.
Not 3.5.2: Bir lineer programlama modelinde
a,W, +...... +a,W, <b

gibi bazi kisitlamalar

a,W, +....... +a,W, =

in’ " n i
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seklinde iki kisitlamaya esittir. Ayn1 zamanda eger amag fonksiyonu C'W minimum
yerine maksimum yapilacaksa — C'W nun minimizasyonu ele alinir.

Eger baz1 W, degiskenlerinin isaretinde kisitlama yok ise, Wj' >0, sz >0
olmak iizere, Wj yi Wj = Wj' —Wj2 seklinde ifade edebiliriz.

Boylece herhangi bir lineer programlama problemi Problem (3.5.1) sekline

doniistiiriilebilir. Bununla birlikte asagidaki sonuca gore herhangi bir lineer

programlama probleminin dualini, (3.5.1) formuna getirmeden yazmak miimkiindiir.

Sonug 3.5.1 : Dual problemin duali primal modeldir.

Ispat: Dual problem (3.5.2) yi asagidaki sekilde ifade edebiliriz

Min -b'U
—A'U=-C
U=20

Simdi bu problemin dualini yazalim

Max —-C'W
—~ AW <-b
wW=>0

Gériildiigii gibi bu ifade problem (3.5.1) e esittir.

Sonug 3.5.2 : Eger primal problemdeki i-inci kisitlama esitlik seklinde ise i-
inci dual degigkenin igaretinde kisitlama yoktur.
fspat: Problemi (3.5.1) formunda yazmak i¢in esitligin yerine iki esitsizlik yazacak
olursak

W, 4ot a, W, = b,

1 n

esitligine kargilik
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esitsizliklerini elde ederiz.

Simdi, dual problemde bu esitsizliklere karsilik gelen iki degiskenimiz

vardir. Bu degiskenler U, ve U; seklinde gosterilsin. U;” ya karsilik gelen dual
kolon primaldeki i—irlci satirin transpozudur ve U; ye karsilik gelen dual kolon ise
primaldeki i-inci satirin transpozunun negatifidir. Bununla birlikte U nin amag
fonksiyonu katsayist b,, U ninki de —b, dir. Burada U ve U] yerine U,
yazildiginda U, nin isaretinde kisitlama olmaz. U, ye karsilik gelen kolon primal

problemin i-inci satirinin transpozu olur ve b, amag fonksiyonu katsayisi olur.

Buradan, primal problemde esitlik seklinde olan i-inci satira karsilik gelen

degiskenin, dual problemde isaretinde kisitlama olmayan degisken oldugu goriiliir.

Sonu¢ 3.5.3 : Eger primal problemdeki j-inci degiskenin isaretinde
kisitlama yok ise dual problemdeki j-inci kisitlama esitlik seklindedir.

Simdi Problem (3.1.2) nin duali olan (3.5.1) e donelim. Dikkat edecek
olursak bu dual bir lineer programlama probleminin dualinin genel tanimina

uygundur.

Sonug 3.5.4 : Eger W Problem (3.5.1) igin, U Problem (3.5.2) igin uygun

bir ¢oziimse
C'W==bU
dur.
Sonug 3.5.5 : Eger W' (3.5.1) i¢in, U~ (3.5.2) igin uygun bir ¢dziim ise ve

C'W™ =b'U" ise W" ve U" kendi problemleri igin optimaldirler.
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Sonug 3.5.6 : Problem (3.5.1) ya da Problem(3.5.2) den biri optimal ¢6ziime
sahip ise digeri de bir optimal ¢6ziime sahiptir ve amag fonksiyonlarinin degerleri

esittir.

Not 3.5.3 : Sonug 3.5.3 {in ispatt Sonu¢ 3.5.5 in ispatina benzer. Primal
problem igin optimal olan W, nin bir temel uygun ¢6ziime karsilik geldigi gosterilir
ve C,B™" dual problem icin bir optimal ¢6ziim verir.

Bu sonug Problem (3.1.2) nin dualinin ¢6ziilmesi ile bir optimal ¢oziim elde
edilmesinde ¢ok kullanishidir. Genelde bir lineer programlama probleminin sonlu
optimuma sahip olmak zorunda degildir. Bu gibi durumlarda problem sinirsiz

¢ozlime sahiptir deriz. Asagidaki sonug béyle durumlar igin verilir.

Sonug¢ 3.5.7 : Eger primal(dual) problem sinirsiz bir ¢6ziime sahip ise

dual(primal) problemin uygun ¢oziimii yoktur.

Not 3.5.4 : Asagidaki problemde gorildiigii gibi her iki problem de uygun

¢Oziime sahip olmayabilir.

Min -CX,-CX,
aX,—aX,2b
~aX, +aX, 2b
XI,X;ZO

Ve

Max bU, +bU,
aU,-aU, <-C
—alU, +alU, <-C

Uu.,u,=20
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Agikga goriilityor ki her iki problem de uygun ¢6ziime sahip degildir ve bunlar
birbirlerinin dualidir.

Primal ve dual problemler i¢in optimal ¢oziimler saglayan ve ¢ok kullanisli
olan &zelik, primal artan degiskenler ile dual degiskenler ve primal degiskenler ile
dual gevsek degiskenler arasindaki tamamlayicilik 6zeligidir. Bu tamamlayiciliga
dayanarak dual ve primal problemlere gevsek ve artan degiskenler ekleriz. Daha

sonra asagidaki problemi elde ederiz.

Min C'W
w
[4 —1][ ‘ }:b
WS
W, W, 20 (3.5.3)
ve
Max b'U
, U
(A 1]{ }:c
US
U,Ug 20 (3.5.4)

Sonug¢ 3.5.8 : Eger artan degisken W

800

herhangi bir optimal c¢odziimde
pozitif olan Problem (3.5.3) {in kisitlamasma eklenirse Problem (3.5.4) de i-inci
degisken U,, (3.5.4) iin her optimal ¢6ziimii i¢in sifir olur. Diger yandan, eger U,
(3.5.4) iin herhangi bir optimal ¢6ziimiinde pozitif ise (3.5.4) iin optimal ¢oziimil igin
W, =0 dir.

Ispat: AW —IW, =b olsun. Her iki tarafin U’ >0 ile carpilmast ile asagidaki ifade

elde edilir

UAW +UTW, =Ub=b"U (3.5.5)
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Bununla birlikte Problem(3.5.1) ve (3.5.2) den C'W 2 UAW >Ub dirve W,U >0

dir. W ve U nun swrastyla (3.5.3) ve (3.5.4) i¢in optimal ¢oziimler oldugunu
varsayarsak C'W =UAW =Ub olur. Bu yiizden (3.5.5) UTW; =U'W; =0 seklinde

ifade edilir. W,U 20 oldugundan U,; ve W, nin ikisi birlikte pozitif olamaz. Bu

S

ylizden tiim i-ler icin W, .U, = 0 seklinde ifade edebiliriz. W ve U bu problemler igin

optimal ¢oziimlerdir. Aym sekilde optimal W ve U ya karsilik gelen tiim j-ler icin

W,U; =0 oldugunu da gosterebiliriz.

Bu ozelik dual lineer programlama probleminin tamamlayict gevseklik
Ozeligi olarak bilinir.

Problem (3.1.2) ye donecek olursak, dual problemin Problem (3.1.2) den
daha fazla satira sahip oldugunu buluruz. Bu nedenle duali ¢6zerken daha biiyiik bir
baz ele almamiz gerekir. Ayrica esitsizlik seklindeki kisitlamalann dualde esitlik
yapmak i¢in fazladan 2n tane isaretinde kisith degisken eklememiz gerekir. Bununla
birlikte, agagidaki gibi, problemi ¢dzerken hesaplama sayisini azaltabiliriz.

V=A+e , YA=YV-Ye ve Ye bir sabit olsun. Béylece YA nm

minimizasyonu Y’V nin minimizasyonu ile aym olur. Simdi

Ad=AV -e)

XV -Xe
= V-e
-V+e

olur. Boylece kisitlamalar su duruma gelir

XV =Xe
V<e+e
-V<e-e

yada

77



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

XV=Xe
0SSV <2

Buradan da asagidaki problem elde edilir

Max YV

) XV =Xe
.7 (3.5.6)
0<V<2e

Simdi burada sadece p tane lineer esitlik vardir. Ciinkii X’: pxn matristir. Fakat

simdi, V alttan 2e ile sirlt olacak sekilde bir sinirlama getirmeliyiz. Neyse ki biz
simpleks yontemini gelistirme yoniinde bir degisiklik yapabiliriz dyle ki bu iistten

sinirli kisitlamalar agik¢a eklemeden de kisitlama olarak kalirlar.

Ornek 3.5.1:

Omek 3.2.1 i ele alalim. Déniisiimlerden sonra A,,.....,A; ler V...,V

sekline doniiglir. V = A +e dir.

Max 4V, +3V, +4V, + 5V, +5V;

-
L1 1|v,| [5
I 2 3 4 5(|v,|=|15
3 21 2 3|v,| |11
_VS_,

78



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

3.6. MINMAD icin Alternatif Bir Formiilasyon

Daha 6nce Boliim 3.1 de ele alinan problem asagidaki gibi yeniden formiile
edilebilir

Min d'e
i ~d<Y-XB<d
d=0
B isaretinde kisitlama yok (3.6.1)

Bu olusum, (3.6.1) deki kisitlamalari iki kisimda yazarak ve 3, ve B, negetif
olmayan vektorler olmak iizere 8 = 8, — 3, seklinde tamimlayarak matris formunda

yazilabilir. Boylece

Min d'e
(X 4 _I)ﬁl (Y)
B, |<
-X X -—I|"*| " |-v
. d
B, B,.d 20 (3.6.2)

elde edilir. Bu problemde 2n-tane kisitlama ve 2p+n tane degisken vardir. Biz yine

B nm yansiz tahmin edicisini elde etmek i¢in bu formiilii kullanacagiz. Genelde,
hatalar simetrik bir dagilima sahip ve E(g)=0 olsa bile MINMAD probleminin

¢oziimii B nin yansiz tahmin edicisini vermez.
Ornek 3.6.1:

v'=lr,, v,] , Xx’=[I, 1] ve ¢ =(, €&,) alaim. Lincer model

Y = XB +¢ seklindedir. 8 =1 ve g, asagidaki sekilde dagilima sahip olsun.

79



(V%)

. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

i

-1 1/2 olasi )
1=1,2
+1 1/2 olas:

Lineer programlama kullanilarak [e, ,82] nin farklt olasiliklarina uygun
sekilde (3.6.1) in ¢oziilmesiyle f nin tahmin edicisinin bulunmas: istenir. Ornegin

€, =&, =—1 iken problemimiz su sekilde olur:

" Min d, +d,
d,\ _(0) (1 d,
1% <] T B <
d, ) o] |1 d,
d,,d, >0

Burada d, =d, = 3 =0 iken minimum tek sekilde bulunur. Ayni sekilde

€, =€, =1 iken problemimiz

Min d, +d,
d, 2) (1 d,
- <7 |- <
d, 2] 1 d,
d,,d, =20

seklindedir. Burada 3 =0 ve d, =d, =0 tek sekildedir. Fakat g =-1ve g, =+l

veya € =+1 ve €, =-1 e uygun olusturdugumuz problem tek optimal ¢dziime

sahip olmaz. Bu iki durumda 0< 3 <2 uygun problemin bir optimal ¢oziimiidiir.

Ormegin £, =—1 ve £, =+1 iken

min d, +d,

(4P

d,,d, 20
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seklinde problem elde ederiz. Bu iki durumda B =0 1 ele alalim. Asagidaki tabloyu

olustururuz
Durum g g, B
1 -1 -1 0
2 1 1 2
3 - -1 1 0 -
4 1 -1 0

Buradan f, =1 yanli olacak gekilde E(B)z‘; elde edilir. Gergekte, eger

Bl =1 ele alirsak 3. durumda ve E(B ):1 = elde ederiz. Boylece, lineer
programlama probleminin ¢6ziimii tek olmadifinda yanli tahmin ediciler elde etme

tehlikesi vardir, sonucuna ulasinz.
3.7. MINMAD Kullanarak Yansiz Tahminler Bulma

MINMAD regresyon kullanarak yansiz tahminler elde etmek igin & un

simetrik dagilima sahip ve E(g)=0 oldugﬁnu kabul edelim.

Tanim 3.7.1 : B nin B, ile gosterilen bir tahmin edicisini tanimlariz, 8yle ki

herhangi bir £ igin B — B,(e)=—(8 - B,(~¢€)) olur.
Ornek 3.7.1:

B, =(XX)'X en kiiiik kareler tahmin edicisidir.
Bole)=(xX)" X" (XB +e)
=B+(XX)'X%
Bo(-e)=(xX)" X"(XB-¢)
=B-(XX)"'X&
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Burada f - ,(¢)=—(B - B,(~¢€)) olur. B, antisimetriktir.

Ornek 3.7.2 ;

ﬁo = X;IYA

olsun. Burada; X, : pX p, rank1 p ve X in alt matrisi.Y, :p gozlemlerine karsilik

gelen vektor.

ﬂo(s): X;](XAB+8A):ﬂ+X;]8A

Bo(-e)=Xx(X,B-¢,)=B-X]¢,

B, 1n antisimetrik oldugu goriilebilir.

Simdi de Problem (3.6.2) yi ele alahm. Bu problemi asagidaki sekilde ifade

edebiliriz.

Min d’e
)
B, |< G3.7.1)
X -X -1 J ~-Y

Simdi herhangi [, antisimetrik tahmin edicisini kullanarak yeni

degiskenler tanimlayabiliriz.
Bl =B, +ﬁ(§2) ) ﬁ_z =B, +ﬁ(§|)

Burada S, = B{" - B® oyleki B, ¥ >0 dir. Problem (3.6.2) ve (3.7.1) asagida
verilen (3.7.2) ve (3.7.3) e esit sekilde ifade edilebilir.
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Min d'e

1sB5,d 20 (3.7.2)

I\)
O

(3.7.3)

Problem (3.7.2) nin satirlarin1 ve siitunlarini tekrar diizenleyerek Problem

(3.7.3) ii elde edebiliriz.

Asagidaki gibi elde edilen yeni bir 8, tahmin edicisi tammlariz:

Problem (3.7.2) ve (3.7.3) esit olasilikla segilir. P, ve P, sirasiyla Problem (3.7.2) ve

(3.7.3) u gostersin. P, ve P, nin farkli temel optimal ¢6ziimlerinin oldugunu

varsayalim. Bazi zamanlar bu problemler ¢6zmek i¢in se¢ilir, tiim farkli optimal

¢oziimlerden verilen olasiliklarla sonlu bir optimal ¢éziim segeriz. Ornegin segilen

problem icin optimal ¢6ziim J; ve JB, ile verilsin. Daha sonra

ﬁ(j:B—r_B;"'ﬁo

tanimlanir.

83



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZ] Hiilya TOSUN

Sonu¢ 3.7.1: B,, B, n yansiz tahmin edicisidir.
Ispat: .
E(p-p;)=El- (8- B, +B)
= E[B- B, - E[B; - B; |

Simdi E(B,)= B duir. Ciinkii 3, antisimetriktir ve & simetriktir. Bu yiizden
E(B - :)=~E[B - B;

8]+ [BT' - B;| —€ ]} olur. Bu noktada & un aldif
herhangi bir € degeri i¢in sag-yan elemani oldugu gbzlenir.

Y(-£)-XBy(~£)=XB—& - XB,(-£)
=-€+X[B - B,(-£)]
:—S—X[ﬁ—ﬁo(s)] , B, antisimetrik
=—‘Y(s)+ XB,(€).

Kisitlamalarin farkli siralarda yazildigi durumu saymazsak, €, € degerini
aldiginda Problem (3.7.2); €, —& degerini aldiginda Problem (3.7.3) aynidir. Bunun

icin €, & degerini aldiginda Problem P, den E(B,* - B, 8,P,) elde edilir, ayn

sekilde £, —¢& degerini aldiginda Problem P, den E (Bz - B—|| —-€, Pz) elde edilir.
Simdi

E(B-B8;)=-E{[B; - Ble.R s+ (B; - B;le. B, 1t
+[B - Bi|-e.Rli+[B - B;]-e.p 04}

Yukarida yapilanlart kullanarak asagidaki esitligi elde ederiz.

E(B —b3)= E{o}=0
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Bu yiizden B;, B nin yansiz tahmin edicisidir.
Boylece, eger bir antisimetrik B, tahmini var ise iki lineer programlama modeli

tamimlariz ve yansiz tahmin ediciler elde etmek i¢in esit olasilikla bir tanesini segeriz.

3.8 Maksimum-Likelihood ve MINMAD Tahminleri

Hatalarin, ¢ parametreli {istel dagilima sahip oldugunu varsayalim.
fle)=0@o)"el® 1o —o0< g <oo

Maksimum-Likelihood metodunun B nin tahminindeki uygulamasinin

13
Sel

nin minimizasyonu seklinde ifade edildigini biliyoruz. Bu yiizden MINMAD tahmin
edicisini ele almada bir sakinca yoktur ve lineer programlama uygulamas1 bu gibi
durumlarda kullamslidir. Birgok aragtirmaci, hatalarin normallik varsayimlari thmal
edildigi belli durumlarda en kii¢iik kareler tahmininin daha istiin oldugunu

bulmuslardir.

3.9 Mutlak Sapmalarin Maksimumunu Minimum  Yapma

(MINMAXAD)

Bu béliimde hatalarin maksimumunun minimizasyonunu ele alacagiz ve bir
lineer programlama problemi gibi lineer goriinmeyen problem formiile edecegiz.
Ayrica ayn1 problemi farkli yollardan ele alacagiz.

Bu problem agagidaki sekilde ifade edilir:



3. MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA VE REGRESYON ANALIZI Hiilya TOSUN

min max
B 1i<n

P
Yi "injﬁj
j=I

B isaretinde kisitlama yok 3.9.1)

(1) Eger Y, X,,....,X, nin bir lineer kombinasyonu ise Xf-Y =0 i bir 3’

P

¢Oziimii vardir ve bu ¢6zilime karsilik gelen ifade

max
1€i<n

P
Y -ZXUﬁ; :
j=1

Burada B° (3.9.1.) icin bir optimal ¢éziimdiir.
(2) Eger herhangi bir j-igin X; =0 ise bu kolonu ve uygun B ; yi problemden

cikarabiliriz. Buradan su tahminleri yapariz:

(Y, X,,.....,X  nin lineer kombinasyonu degildir.
1 P

(2)Tim j=1,...,pigin X; #0 dir.

d = max
I<ign

P
Y _ZXijﬁj
=

olsun. d nin f ya bagl oldugu goriiliiyor. Bu varsayimlar altinda X ; lerin normal

oldugunu varsayabiliriz. Boylece

[)
ZX,.JZ.:l tim i=1,....n i¢in
j=l
olur. Sonra
/)
Y,-Y B,X,=0 , i=l...n (3.9.2)
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ifadesi R” de B noktasindan meydana gelen bir n-hiperdiizlemin esitligini verir.

Eger B, R” de herhangi bir nokta ise ‘Y,. —Z'.’ B, X,

Jj=

, i-inci hiperdiizlemden

noktaya olan uzakliktir. d , bu uzakliklarin maksimumudur. Problem; maksimal
uzaklift minimum yapan f € R’ noktasim bulma problemidir. Bu gozlemler
MINMAD regresyon i¢in de dogrudur.

Problem (3.9.1) i bir lineer programlama problemi gibi tekrar ifade

edebiliriz

d, B, isaretinde kisitlama yok (3.9.3)

Bu problemde d nin igaretinde kisitlama olup olmamasi agik degildir fakat d
negatif olmayacaktir. Ayrica d alttan sinirlidir. Bdylece varsayim (2) den ,d > 0, bu
problem igin bir optimal ¢oziime sahip oluruz. Degisken doniisiimleri asagidaki

gibidir:

Boylece denk bir problem elde etmis oluruz.
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Max b,

bo¥, + 3 b X, <1

j=1
yi
—boY, - Y b, X, <I

Jj=1

by, b; isaretinde kisitlama yok 3.94)

Simdi her bir kisitlamaya gevsek degiskenler ekledikten ve — b, 1 minimum

yaptiktan sonra bu problemi ¢6zmek igin simpleks metodunu uygulayabiliriz.
Aynica, bazin biiyiikliigiinii azaltacak bir degisiklik de miimkiindiir. Problem
(3.9.4) i asagidaki gibi de yazabiliriz

Max b,
P
boY,+ Y b, X, +b, =0
Jj=l
-1<h, <1, i=1l,....n

b, isaretinde kisitlama yok (3.9.5)

Dikkat edilecek olursa, bu problem, degiskenlerin W, =b, +1 , 0<W_, <2

seklinde doniigtiirilmesinden sonra, sinirli degiskenler metodu ile de ¢oziilebilir.

Boylece Problem(3.9.5) asagidaki gibi olur

Max b,

14
bYi+ > b, X, +W, =1
j=1

i=

=1, n (3.9.6)
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Problem (3.9.3) iin dualine donersek asagidaki matris formunu elde ederiz

Max YU,-YTU,
U
[X’,'—X,][ I]::O

Ule+U; =1
U,>0,U0,30 3.9.7)

Problem (3.9.4) {in duali

Min V/e+V,e
e i)
X' -x"\v, | |o
V,20,V,20 (3.9.8)
seklinde olur.

Problem (3.9.3) sonlu optimal ¢6ziime sahip oldugundan Problem (3.9.7) ve
Problem (3.9.8) olusturuldu. Problem (3.9.8) in bir optimal ¢oziimiinde ya V|, ya da

V, sifir degildir, ¢iinkii bazi i-ler icin §=min(V,.V,,) pozitiftir dyle ki
V,-6.,V,,—8 problem igin uygundur ve ama¢ fonksiyonunun degeri 26 ile
azaltilir. Bununla birlikte, eger biz sadece temel uygun ¢6ziimleri ele aliyorsak V|, ve
V,; nin her ikisi de pozitif olmayabilir. Ciinkii kolonlar lineer bagimlidir. Bundan
dolay1 V, =V, -V,, ve |Vil:Vl,.+V2,. yazabiliriz. Bundan sonra Problem (3.9.8)

denk bir sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir:

Min 3 |V
i=l
YV =1

XV =0
V isaretinde kisitlama yok (3.9.9)
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Problem (3.9.9) u Problem (3.9.7) ye benzeterek Problem (3.9.10) sekline

doniistiirebiliriz. Bunun igin

%

Sl

U, =

!

olsun. 2; “ U ,|| =1 dir ve asagidaki problem elde edilir:

max YU
XU =0

o=

U isaretinde kisitlama yok (3.9.10)

Eger simdi U, ile U,, -U,, yi ve |U,.| ile U, +U,, yi yer degistirirsek Problem

(3.9.7) yi elde ederiz. Sonug olarak (1) ve (2) varsayimlarindan asagidaki varsayimi
yapariz: (3) X in her p-satirli alt kare matrisi tekil olmayan matristir. Problem (3.9.7)
ve (3.9.8) in uygun ¢dziim kiimelerinin u¢ noktalarim1 bozmadan belli sonuglar

ispatlayabiliriz.

Sonug 3.9.1 : Eger varsayim 1-3 saglanirsa Problem (3.9.7) ve (3.9.8) in hig
dejenere u¢ noktasi yoktur.

Ispat: Problem (3.9.7) nin kisitlamalarini ele alalim

2

[X’,—X'](Z' j:o

Ule+Uje=1

ya da
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zn:Xij(Uu ~Uy,)=0 , i=l..p

=

1

E(Un +U2i):l

j=!

Burada U, 20, U,; 20 dur. U, —U,, higbir i-i¢in sifir olamaz. Ciinkii

Z(Uu _UZI):l

1

dir. X’ matrisinin herhangi p kolonu lineer bagimsiz oldugundan (varsayim 3),
kisitlamalar sadece, U, U, degigkenlerinin en azindan p tanesi sifirdan farkli ise
saglanabilir. Bu problemin herhangi bir bazi1 p+1 biiyiikliigiinde olacaktir. Problem
icin uygun c¢oziimlerin kiimesinin bir (U I,Uz) uc noktasinin dejenere oldugunu
varsayalim. (U,,U,) deki sifirdan farkli bilesenlerin sayist p+1 den az olacaktir. Bu

da ¢dziimiin uygun olmasina ters diiger. Problem (3.9.7) i¢in sonug ispatlanmis olur.
Aym gekilde bu sonucu Problem (3.9.8) i¢in de ispatlayabiliriz.
Bu sonucun bir sonucu olarak; lineer programlamadaki dualite teorisinin

tamamlayic1 gevseklik 6zelligini kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz:

Sonug 3.9.2 : Eger varsayim 1-3 saglanirsa ve Problem (3.9.3) iin bir optimal
¢Oziimii bulunursa. kisitlamalarin en azindan p+1 tanesi bu problem i¢in saglanir. Bu
ayn1 zamanda , gzlemlerin en azindan p+1 tanesi i¢in elde edilecek maksimal deger,

d, olarak da ifade edilebilir.

Sonu¢ (3.9.1) ve (3.9.2) den, yapilan varsayimlar altinda, u¢ noktalarin

higbiri dejenere degildir. Bu yiizden Problem (3.9.7) deki U, ve U,, degiskenlerinin

tam olarak p+1 tanesi bu sekildeki her bir ug¢ noktada sifirdan faklidir. Ayrica uygun

kolonlar lineer bagimli iken, herhangi bir i-igin U,, ve U, nin ikisi de pozitif

olamaz. Boylece, U, =U, —U,, seklinde ifade edersek Problem (3.9.7) nin uygun
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bolgesinin herhangi bir ug noktasi i¢in U, nin sifirdan farkli oldugu p+1 tane i-indisi

vardir. Bu indislerin kiimesi S ile gosterilsin. Diger yandan bu S kiimesi bir lineer

esitlik sistemi seklinde tanimlanar:

XU, =0 , j=le.p (3.9.11)

€S
ve

Y|u.|=1 (3.9.12)

icS
Buradan, U,=0 ie § (3.9.11) ve (3.9.12) nin bir ¢6ziimii degildir. Béyle bir
durumda tim U; degiskenlerinin sifirdan farkli oldugunu iddia ederiz. Eger
herhangi bir i-igin U, = 0 ise (3.9.11) in sag tarafindaki kolonlarin geri kalan1 sifir
olarak ifade edilir. Varsayim 3 den dolay1 U, lere karsilik gelenlerin hepsi sifirdir.

Dahas1 U, lerin tek sekilde hesaplandig: ortak bir ¢arpan vardir. Bu ¢arpan, varsayim

3 iin tekrar kullanilmasi ile, dogrulanabilir. Ortak ¢arpanin A oldugunu varsayalim.

Boylelikle (3.9.12) saglanir;

[T [U]=1 veya A=l

ieS

Bu yiizden (3.9.11) ve (3.9.12) sisteminin tam olarak iki ¢6ziimiine sahip oluruz.
Simdi p+1 indisin verilen bir S kiimesine karsilik gelen kisith regresyon

problemini ele alalim:

min max
ie§

r
Y:-“ZXaﬁj

j=
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Bu kisithh problemin [, ¢oziimi, R” deki p+1 tane hiper diizlem tarafindan

sinirlandirilmis kiirenin merkezidir.
P
Y,-YX,B,=0 ., ieS (3.9.13)
Jj=l

Minimum deger-d; kiirenin yarigapidir. Bundan dolay1 Problem (3.9.7),

simpleksteki (3.9.13) ile verilen maksimum yarigapa sahip kiireye karsilik gelen p+1
indisi tiim S altkiimelerinden bulmaya denktir.

Bazi varsayimlar alinda MINMAXAD probleminin bu geometrik yorumu
yukaridaki esitligi ispatlasa bile,C,,, kiigiik ve n 2 ya da 3 olmadik¢a — bu gibi

durumlarda problemi grafiksel olarak ¢ozebiliriz — bu problemi ¢dzmek igin basit bir

metod ortaya koyamaz.
3.10. MINMAXAD Kullanarak Yansiz Tahminler Elde Etme

Boliim 3.7. de oldugu gibi bu bolimde de bir antisimetrik 3, tahmini

kullanarak ve iki denk problem tammlayarék yansiz tahminler elde edebiliriz. Burada

iki problem vardir:

Min d

B =20, B,=20 ,d=0 (3.10.1)

vE
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(9%}

120, B,20 ,d=0 (3.10.2)

Boliim 3.7 de tanimlandig1 gibi burada da B =, — 8, ve B, = B, + B,
Bz =B, + .B(Sl) dir.
Problem (3.10.1) ve (3.10.2) swrasiyla P ve P, ile gosterilsin. Boylelikle

B nin yansiz tahminini agagidaki gibi elde ederiz:

1- Antisimetrik bir 3, sec.
2- Esitolasilikla B° ve P, problemlerini seg.

3- Boliim 3.7. de tanimlandig1 gibi segilen problemin bir optimal ¢6ziimiinii

bul. Bu optimal ¢oziimler B, ve B, seklinde ifade edilsin. Burada

Br= E* _E; + B, dir.
Bu tahminin yansizliginin ispati B6liim 3.7 deki gibi yapilabilir.

3.11. En Kiiciik Kareler ve MINMAD Regresyonun Konveks

Kombinasyonu

Farkli arastirmacilar regresyon problemlerinde tahminler elde etmek igin
MINMAD ve en kiigiik karelerin birlesiminin kullanilmasini one siirmiiglerdir. Bu
bolim bu problemi bir quadratik problem olarak formiile etmeye ve boyle
problemleri ¢ézmek igin teori gelistirmeye ayrilmistir. En kii¢lik kareler regresyon

problemine denk olacak sekilde agagidaki ifadeyi yazabiliriz:
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Min d'd
XB+d=Y
B, d isaretinde kisitlama yok (3.11.1)

Problem (3.11.1) ayn1 zamanda su sekilde de formiile edilebilir

Min dd .
—d<Y-XB<d
B isaretinde kisitlama yok

d=0 (3.11.2)

veya

Min dd
XB-d<Y
- XB-d<-Y

B isaretinde kisitlama yok, d >0

ﬁ:ﬁl_ﬁz > ﬂwﬂzzo

olsun. Ayrica

. 0 pxp 0 pxXp 0 pxn X —-X =1
0100y 0w 0| a=[ 5y D))
0 0

nxp nxp nxn

w=m“mﬂ)wbzﬂi)

Burada Q:2p+n)x(2p+n) ve A:2nx(2p+n) matrislerdir. Boylece asagidaki

ifade elde edilir:
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Min VQV
AV <b
V=0 ' (3.11.3)

En kiigiik karelerin isleyiginin hatalar iizerindeki normallik varsayimlar

ihmal edildiginde zayif oldugu biliniyor. Boyle durumlarda [ parametrelerini,

alternatif-olarak, ortalama mutlak sapma ve sapmalarin karelerinin ortalamasinin
konveks kombinasyonunu kullanarak tahmin edebiliriz.

¥, +7,=1.7, 20,i=1,2 olsun. d, ler negatif olmadiginda

C,k: (le'_’.p ’el’xn) lgln CIV ? 2| d:l = Zdl
i=l i=l
ifadesine denktir. Bundan dolay: agagidaki problemi elde etmis oluruz.

Min y,d'd +v, Y .d,
i=l

—d<Y-XB<d
B isaretinde kisitlama yok
d=20 (3.11.4)

Veya
Min y,[VoV]+y,CV

AV <b
V20 (3.11.5)

Burada dikkat edecek olursak; Q, ¥, 20 ve y,C’V lineer oldugunda amag

fonksiyonu bir konveks fonksiyon seklinde ifade edilen pozitif yari tanimli bir

matristir. Simdi, Problem (3.11.5) in optimal ¢6ziimil iizerindeki belli sonuglari
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ispatlayarak Boliim 3.7 de verilen simpleks yonteminin degisik bir sekli olan bagka
bir yontem gelistiririz.

f(V):y,V'QV+‘/2C'V ve g,.(V)=A,.V—b,. , 1 = 1,2,....2n  olsun.

Boylelikle g,.(V)SO ,i=12,..,2n kisitlamas: ile f(V) yi minimum yapmak

isteriz.
Tamm 3.11.1: F (V,/'L) Lagrange fonksiyonu agagidaki gibi tanimlanir:
F,2)=f(V)+2G(V)
Burada
81 (V)
G(V)=
an (V)

ve A'=(A,.nhy,) R* de bir vektordiir. A nin bilesenleri Lagrange carpanlari

olarak adlandinlir.

Tamm 3.11.2 : Eger tiim V 20,4 20 i¢in
Fvo,A)< Fve, %)< F(v,2°) (3.11.6)

ise, V°*>0 , 2’20 olmak iizere R*”*" de bir (Vo,lo) noktasima F(V,1) nimn

saddle (eyer) noktas: denir.

Sonu¢ 3.11.1 : Eger (VO,AO), F(V,l) nin eyer noktas: ise V° Problem

(3.11.5) igin bir optimal ¢dziimdiir.

Ispat: (3.11.6), V >0, > 0 igin su sekilde ifade edilir:
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FIO)26I0)< £°)+ 22 61°)< £(V)+ 20 GW)

= AGW°)<A°GV), tim A 20 icin.

Bu doniigiim G(VO)SO seklinde ifade edilir. Bu yiizden A° G(VO)S 0 dir. Diger

yandan A =0 igin 7L'G(V° ): 0< AO,G(VO) dir. Bundan dolay1 0< QLOIG(VO )S 0

veya AOIG(V0 )= 0 olur. Simdi, eger V uygunise G{V )<0,

FO)+ 2 6l0)< £ (V)4 2° 60V)< £ (V)

dir. Veya V° (3.11.5) icin optimaldir. Bylece ispat tamamlanmus olur.

Bunun tersi sonug 3.11.2. de gosterilmektedir.

Sonuc 3.11.2 : V° i (3.11.5) icin optimal oldugunu varsayalim. Oyle ise

A’ >0 vardir 6yle ki, tim V >0,4 >0 igin
Fv°,2)<F°,2° )< Fv,2°)
dir.

vektorler olsun. Asagidaki gibi D, ve D, kiimeleri tanimlanz:
D, ={U|U,> f(V).U,2¢,(V),i=12,...2n 3V >Oigin}

D, ={U|U, < f°)U, <0,i=12,..2n}

f(V) konveks ve g.(V) lineer oldugundan dolay1 D, ve D, konveks

kiimelerdir ve D, agiktir. V° optimal iken tiim uygun V ler icin f(V°)< £(V) dir.
2 A¢ p
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Bu yiizden D,n D,= @ dir. D, ve D, R*" in uygun alt kiimeleridir. $imdj,
asagidaki sekilde ifade edilen, konveks kiimelerin ayirma teoremini kullanacagiz:

D, ve D,, R* nin, hi¢ ortak noktalari olmayan iki uygun konveks alt
kiimesi olsun. D, agik olsun. D, ve D, yi ayiran bir WU = ¢ hiper diizlemi vardir
oyle ki, W #0 vektorii ve tiim U'e D, ve U’ e D, igin WU? <a <WU' olacak

sekilde bir o reel sayisi vardir.

Bu teoremde ifade edilen durumlar saglandiginda bir W = {W,,W,.....,W,, }

W # 0 vektoriine sahip oluruz dyle ki,
WU'>WU?,U' € D, ve U? € D, igin (3.11.7)

olur.
U?e D, nin bilesenlerinin bilyiik negatif sayilar olabilir olmast W >0
sonucunu ortaya koyar. D, nin bir simir noktasi ve bir D, noktast igin hala (3.11.7)

ye sahip oluruz. Fakat tam bir esitsizlik yerini daha biiyiik bir esitsizlige veya bir

’

siece U' =(f(V)g,(V)..... £, (V) D, e aittir. Bu yiizden (3.11.7) bu U' ve U’

noktalar igin agagidaki gibi olur:

veya
W, V)Y we V)=w,7(°) (3.11.8)

tim V 20 i¢in. Simdi, ya W,=0 ya da W,>0 dir. Biz W, >0 oldugunu

gosterecegiz. Bu yiizden W, =0 oldugunu varsayalim. Boylelikle
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2n
YW, (V)20 , timV 20 igin (3.11.9)
i=l

olur. W, #0 oldugundan en azindan bir W, >0 , 1<i; <2n dir. i-inci kisitlama

g (V) yi ele alalim.

i

~ (XB,-XB,-Id-Y) <0 1<iy<n
&i = (- XB, +XB, ~1d+Y), <O n+1<i, <2n

d, >0 keyfi biiyik segildiginde daima V >0 ve G(V)<0 dir. Bu gibi bir

sec¢im igin g,.(V)< 0 olur. Burada W, g, (V)< 0 ve (3.11.9) dogru degildir. Buradan

’

W, >0 sonucuna variriz. Simdi A° = (1/W, )(W,,....,W,,) olsun. Boylece A° >0 dir
ve (3.11.8)

FO)+Y 22g,(V)2 £(V°) , tim V20 igin  (3.11.10)

olur.
V=V° igin 2°G(V°)=0 olur. Ayrica V° Problem (3.11.5) igin uygun

¢oziim iken G(V°)<0 dir. A° >0 oldugundan A° G(V°)<0

2 6l)=0 GB.1111)
ve
AGW°)<0 , vV >0igin (3.11.12)

seklinde ifade edilir. Béylece (3.11.10), (3.11.11) ve (3.11.12) den
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FVO)+260°)< £ )+ 2 6°)< )+ 2 Gv)

olur (V>0, A20 ic¢in). Veya (VO,/IQ) F(V,A)= f(V)+A'G(V) nin bir eyer
noktasidir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.11.2 genelde herhangi bir G igin dogru degildir.

Ornek 3.11.1 :

V2<0,V 20 kisitlamalart altinda V nin minimizasyonunu ele alalim. Su
agiktir ki sadece V = 0 kisitlamalar1 saglar ve bu optimaldir. Lagrange fonksiyonu
F(V,A)=~V +AV? dir. Eger V° =0 ve uygun, A° >0 ise (VO,AO),F(V,A) nin bir
eyer noktasidir, 0 < -V + A°V? tiim V >0 igin dogru degildir.

Ispattaki can alic1 nokta W, >0 1n gdsterilmesidir. Bu G(V) nin yapisindan
dolayr miimkiindiir, yani, en azindan bir V >0, her i-igin g.(V)<0 dir. Genelde bu
durum, kisitlamalar tarafindan saglanan bir durum olarak asagidaki sekilde ifade
edilir (Bu, Slater in sartli kisitlamasi olarak bilinir.):

g.(V)<0 kisitlamalart gi(Vi)< 0 iken her i-icin bir V' >0 olacak sekilde
veya g,(V)<0 kisitlamalari tiim i-ler igin g .(V)<0 iken bir V20 olacak
sekildedir.

Simdi, Sonug¢(3.11.1) ve (3.11.2) yi birlikte uygun bir sekilde, Problem

(3.11.5) in bir ¢6ziimiiniin optimizasyonu seklinde olugturulan Sonug (3.11.3) olarak

ifade edebiliriz.

Sonug 3.11.3 : V° >0 Problem (3.11.5) i¢in bir optimal ¢dziimdiir, ancak ve
yalniz, (Vo,).‘)) F(V,A)=f(V)+A’G(V) nin bir eyer noktas: olacak sekilde bir
2’ >0 varsa.

(v°,2°) in F(V,1) nn bir eyer noktas1 oldugunu sdylemek i¢in F (VO,JL(’)

ile F (V,).O) ve F (VOJL) y1 karsilagtirmamiz gerekmektedir. F(V) ve G(V)
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fonksiyonlarinin diferansiyellenebilir olmasindan kaginiriz; klasik optimizasyon
metodlarinda kullanilan pargalt tiirevlerin veya gradyentlerin terimlerinde esit
durumlar bulmaya ¢alisiniz. Fakat gradyentlerin terimlerindeki optimallik durumlar:
sadece bolgesel optimallik durumlarini saglar. Neyse ki, degindigimiz problemin tipi
herhangi bir bdlgesel optimumu aymi1 zamanda global optimal olacak sekildedir. Bu
sonucu genel bir sekilde gosterebilir ve burada beklenen sonugla 6zellestirebiliriz.

Tamm 3.11.3 : Eger tim V',V’>e F igin, VO =AV' +(1-AWV? , 1>1>0,
f(V')S f(VZ):> f(VO)S f(Vz) veya buna denk olarak

FVO)<max|f(v') s(v?)) (3.11.13)
ise F c R? konveks bdlgesi iizerinde tanimlanan f(V) fonksiyonu yar: konvekstir.

Not 3.11.1 : Herhangi bir konveks fonksiyon yar1 konvekstir, fakat bunun
tersi dogru degildir. Sekil 3.1. de grafigi verilen fonksiyon

0 |v|<i
f@V)=v-1y vz
V+1)  v<-i

Sekil 3.1 Yan konveks olan fakat konveks olmayan bir fonksiyon
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Yukandaki f(V) nin yan konveks oldugunu fakat konveks olmadigini
dogrulamak kolaydir.

Tamm 3.11.4 : Eger F(V), F de yari konveks ve V',V’e F icin
Ve=AV' +(1-AW?, 1>A>0,

V)< rv?)= 1)< rv?)

veya
FV)=F(V?)= F(v)<max[ £(v'). £ (V?)] (3.11.14)

ise F c R* konveks bélgesi iizerinde tanimli olan bir f(V) fonksiyonu F de asikar

olarak yari konvekstir.

Not 3.11.2 : Eger f(V), konveks F ¢ R* kiimesinde konveks ise F de agikar

olarak yar1 konvekstir.

Ispat: f(V) nin F de konveks ve f (V1 )S f (Vz) oldugunu varsayalim

FV)=r£(A V'+(1-2) v?)

< f(V' )—l-(l -A)f (Vz) (f nin konveks olusundan.)
=f(v*)+a [F(v)-£(v?)]

<f(v?) tim 1> 2 >0 igin.

olur. Boylece f(V), F de yar1 konvekstir. Dahasi
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V)< (v2)+a [£(V')-5(v?)]

<f(v?) tim 1>1>0 ve f(V')<f(V2)

dir. Bu yiizden f(V), F de asikar olarak yar1 konvekstir.

Not 3.11.3 : Herhangi yar1 konveks fonksiyonun asikar olarak yar konveks
olmadigina dikkat edelim

Sekil 3.2. Yan konveks olan fakat asikar olarak yari konveks olmayan bir fonksiyon
Sekil 3.2. ye ait fonksiyon asagida verilmigtir

I 0<v<l
f(V):{o V>l

Sonug¢ 3.11.4 : Eger f(V) f < R® konveks kiimesinde asikar olarak yari

konveks ise herhangi bolgesel minimum nokta f(V) yi F de global minimum yapar.
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ispat: V'e F global olmayan bdlgesel bir minimum nokta olsun. Sdylenen sey

f (V2)< f (V') olacak sekilde V?e F olmasidir. f nin agikar olarak yari konveks

olmasindan

FOWVO<fWVH tim VP=24 V'+(1-1)V?, 1> A>0 icin.

Simdi her €>0 igin, V' etrafinda £ yaricaph agik bir kiire B(V',e) igin
B(V',e)m(V’,VZ) # & ifadesine sahip oluruz. Bu yiizden V' bdlgesel bir minimum

noktasi olamaz. Bu da bir ¢eliski yaratir. Buradan sonug ispatlanmig olur.
Boylece, amag¢ fonksiyonunun konveks, bundan dolay: asikar olarak yar
konveks olmasi problem (3.11.5) igin gradyent terimlerinde bolgesel optimallik

kosullart bulunmas: igin yeterlidir.

F, ve F, F(V,A) nnV ve A4 yonlerinde gradyentlerini gostersin.

oF oF
F,=V F= N
Y j [a‘/l a‘/21)+n ]
oF oF
F,=V,F={ —, ...,——
Y (3& oA ]

Ayrica F, (\7,71), (V,i) degerlerinde V, F, ayni sekilde FA(V,i), (\7,):)

degerlerinde V,F olur.

Sonug 3.11.5 : V° >0 Problem (3.11.5) i¢in bir optimal ¢oziimdiir ancak ve
yalniz

7

F,v°.2°)20 , V°F,(v°,2°)=0, (3.11.15)

v

F O 0)<0 L 2 F 10, 2)=0, (3.11.16)
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olacak sekilde bir A° >0 varsa.
Ispat: Biz (3.11.15) ve (3.11.16) esitliklerinin eyer noktast esitliklerine denk

oldugunu yani,
Fvo,A)< F°,. %)< Fv, 1) (3.11.17)

oldugunu pgosterecegiz. V20,4120 igin ilk olarak (3.11.17y nin (3.11.15) ve

(3.11.16) y1 ifade ettigini gosteririz.

Bazi k-lar i¢in a%};— nin (Vo,io) daki degerinin negatif olmasinin (3.11.15)

k

e ters diigtiigiinii varsayalm. V, =V ([#k igin) bir V>0 vektriinin ve

F,2°)< F(V°,2°) olacak sekilde V, 2V bulunabilmesi (3.11.17) ye terstir. Bu

yizden (3.11.17) F,(V°,2°)>0 1 ifade eder. Ciinkii V°>0, V°F,({V°,1°) ic
carpumindaki tim bilesenler negatif degildir. Baz: k-lar igin V2.0F(V°,2°)/aV, >0

= V>0, dF(V°,2°)/aV, >0 oldugunu varsayalim. Bu. F(,2°)< F[v°,2°) igin

olacak sekilde bir V vektdriiniin oldugu anlamina gelir ve bu (3.11.17) igin bir

gelilskidir. Buradan, tim k-ar igin V) .0F (V°,7L° )/avk sifira  egittir veya
(3.11.17)=(3.11.15) tir. Aym sekilde (3.11.17)=(3.11.16) y1 da gosterebiliriz.
Diger taraftan (3.11.15) ve (3.11.16)=> (3.11.17) oldugunu da gésterecegiz. F(V,2°)

m V nin bir konveks fonksiyonu olduguna dikkat edelim. Diferansiyellenebilir

konveks fonksiyon tanimindan V >0 igin

4

F, )2 Fvo. )+ (v-v°) F,(v°,2°)  (3.11.18)
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yazariz. F (Vo,ﬂt) , A da lineer oldugundan A >0 igin

’

Fv.2)=FW°,2°)+(a-2°) F,(v°,2°) (3.11.19)

dir. $imdi (V -V°) F, °,2°)=V7F, {¥°,2°)> 0 ((3.11.15) ve V > 0dan dolay1) dir.
Bu yiizden (3.11.18) = -

Fv,2°)> F(°,2°) (3.11.20)
dir. Aynca,(ﬂt—/l"’)ﬁl(v",ﬂ):m(v‘),ﬂ)s0 dir [(3.11.16) ve A>0 dan
dolay1.] Bu yiizden (3.11.19) =

F°,2°)= F(v°,a) (3.11.21)

(3.11.20) ve (3.11.21) den (3.11.17) saglanir ve ispat tamamlanmis olur.
Simdiye kadar f(V) ve g, (V) nin konveksligini ve diferansiyellenebilirligini

kullandik. Bu yiizden, bu sonug, genelde f(V) amag¢ fonksiyonu ve konveks ve

diferansiyellenebilen g,.(V) fonksiyonlar: i¢in dogrudur ve daha 6nce s6zii edilen

kisitlama sartlarim saglar. Problem (3.11.5) e geri dénelim:
fV)=yVQV+7,CV
ve
g.(V)=(AV). b,

dir. Buradan 3.11.5 ve 3.11.16 esitlikleri asagidaki sekilde ifade edilir:
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F,(V°,2°)=7,C+27,0V° + A'2° > 0:V°F, (o, 2°)=0

veE
F,(°.20)= AV —b<0 , 2° F,(7°,2°)=0

dir. u°=F, (VO,AO) ve n° ==F, (Vo,lo) olsun. Oyle ise V° u® =0 ve 2°n°=0-

olur. Ya da V° u®+2°n° =0 yazabiliriz. V°, A°,u° ve n° n hepsi nonnegatif
oldugundan dolay1 Sonug 3.11.5 den agagidakiler elde edilir.
Eger

AV +n’ =L
u’—2y,0v° - A2 =y,C
ve>0,u°20,7°>0 (3.11.22)

ve

veul+2°n°=0 (3.11.23)

olacak sekilde A°,u° ve n° var ise V° >0 Problem (3.11.5) igin bir optimal

¢Ozimdiir.

Simdiye kadar gelistirilen, Problem (3.11.5) i¢in bir optimal ¢6zim
tanimlayan teoriden, (3.11.5) i ¢dzmek ig:in, Bolim 3.1. de gosterilen simpkeks
yonteminin degisik bir sekli olan bir metod olusturabiliriz. Simpleks ydntemi,
problem ic¢in bir optimal ¢dziim ararken sadece temel uygun ¢oziimler ele alir.
Buradaki benzer sonug da (3.11.22) nin lineer esitlik sistemlerinin temel uygun

¢oziimleri arasinda bir optimal ¢6ziimii garanti eder.
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Sonug 3.11.6 : Asagidaki ifadeleri saglayan herhangi V,A,u,n ¢dziimlerini

ele alalim

€)) V,A,u,n=0
(2) AV+n=b
()  u-2y,0V-A'A=y,C (3.11.24)

ve

4) Viu+nA=0 (3.11.25)
Boyle bir ¢oziimiin (V,1) parcast
F={v,A)|AV <b,-2y,0V - A'A<y,C, V20, 120}

nin bir u¢ noktasidir.

ispat: (V°,2°,1°.n"), (3.11.24) ve (3.11.25) i saglasm. (V", A" )e F dir. F nin
taniminda negatif olmama kosullarini iceren (2n+(2n+p)+(2p+n)+2n) = 4p+2n tane
kisitlama olduguna dikkat edelim. (V* A ,n:a), (3.11.25) i sagladiginda (V*, ,u*)
n 2(2p+n) ¢arpaninin en az (2p+n) tanesi ve (l,:k 77*) in 4n ¢arpaninin en az 2n tanesi
yok olur. Bu ylizden (V ,ﬂf) , 4p+6n esitsizligin en azindan 2p+3n tanesini esitlik
olarak saglar. Ya da (V*,f) bir temel uygun ¢6ziim olusturur. Buradan ispat

tamamlanir.
Boylece, eklenen lineer olmayan (3.11.25) kisitlamalarina ragmen (2) ve (3)
te verilen sistemin sadece (4) U saglayan temel uygun ¢Oziimlerinin ele almak

yeterlidir. Bundan sonra Problem (3.11.5) i ¢6zmek i¢in bir algoritma gelistiririz:
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Algoritma 3.11.1 :

1.Adim: Boliim 3.3. te tanimlanan yapay degisken teknigini kullanarak bir

%4
(A,I { } = b uygun ¢6ziim buluruz. (Eger bdyle bir ¢dziim yoksa dururuz. Problem
n

(3.11.5) igin bdyle bir durun olmamalidir.) Bu ¢6ziim V 20,7 >0 olsun ve temel

kolonlarn indisleri sirasiyla J;; ve J; ile gosterilsin.

2.Adim: i =7,C+2y,QV hesaplanz. Egerh =0, V=V ,u=0,1=0 ve
T=b—AV 20 ise (3.11.24) ve (3.11.25) saglanir ve dururuz. Aksi halde 3.adima

geceriz.
3.Admm: Lineer programlama probleminde

min §

14
A 10 0o o (b
~2y,0 0 I -A h Z_“C
4

v.n,u,A20 , =0 (3.11.26)

agagidaki gibi segilen 2p+3n kolon ile verilen bir baslangi¢ bazimiz olur:
(1) jed, igin| _° ‘e Jicin | 7 | seklinde 2n kol
Jj€ J- icin ve je J- icin seklinde 2n kolon
Y _27/1Qj ! 0

‘ 0 0
(2) je J; icin J dan ve j& J; igin [_ A'] den 2p+n kolon.

(1) ve (2) deki tiim kolonlar lineer bagimsizdir.
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0
(3) Simdi { degiskenine karsilik gelen [1} kolonunu ele alalim. (1), (2) ve
h
(3) iin hepsinde 2p+3n+1 tane kolon vardir. (1) ve (2) deki kolonlarin birini (1), (2)

0
ve [jl teki kolonlar lineer bagimsiz olacak sekilde ¢ikaralim. Bdylece

V=V ,n=.,u=0,2=0 ve {=1 olan 2p+3n biyikliigiinde bir baz elde
ederiz. Bu durumda V1t =0 ve n’A =0 olduguna dikkat edelim. Boylece Problem
(3.11.26) i¢in bir baslangi¢ bazi elde ederiz ve 4.adima gegeriz.

4.Adim: Problem i¢in simpleks uygulamasi 3.adimda elde edilen baz ile

baslar; eklenen kisitlamalar

v, ",
oo i A . y
Eger temel ise baza girmemelidir.
u v, .
A, n;

Eger daha fazla olas1 degisiklik yapilamayacak bir baz elde etmissek dururuz.

Sonu¢ 3.11.7 : Algoritma, (3.11.26) icin sbyle bir ¢o6ziim bulur:
V.,A,0,A20vel=0.Yada(3.11.24) ve (3.11.25) icin bir ¢6ziim elde ederiz.
Ispat: ¢ >0 oldugunu varsayalim. \7,17 A, A ve (f agagidaki problem igin

¢Ozlim olur.

Min {
-
A 10 o o\ (b
[—Zy,Q 0 [ —A & ‘;:[yzcj
9
avV+Vu=0,

V20n20u20,A20,820 (3.11.27)
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Fakat bu problemin duali

Max b'W' +y,C’'W?*

Ky -27,0 ﬂ 0
I 0 ol w! 0
0 I V]|w?l<|o
0 —-A. Oof|W'| |0
) 0 K 0 ]
W', 1i=1,2,3 isaretinde kisitlama yok (3.11.28)

Bu problem bir ¢oziime sahiptir.( Bolim 3.4 te gelistirilen duallik teorisinden.) Bu

coziim W', W? ve W? olsun. Oyle ki

bW +y,cW? = >0.

Ayrica, f >0 iken ¢oziim, tamamlayici gevseklik 6zelliginden cikarilir ve dual

problemdeki uygun kisitlama esitlik olara saglanir:
KW? =1

Ustelik ¢oziime uygun Vv, n,0, y) icin asagidaki durumlarmn biri mutlaka saglanir

() /. >0, 0,=0
@  V,=0,0,>0
3) V,=0,4,=0

-,

L.Durum = (4" -2y,0W?), =0
2).
J

2.Durum = (W

Il

0
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3.Durum= (A’W' —2y,QW2)j <0 ve (Wz)j <0

(Bu ii¢ ifade tamamlayici gevseklik 6zelliginin bir sonucudur.)

Boylece

W2 (AW -2y,0W?), 20

olur. Aym sekilde 7, ve i,. lerin pozitif veya sifir oldugu ¢ durumun ele

alimmasiyla

ifadesini yazabiliriz. Buradan

olur.
Q:(O (I)] ve C=(0,e)

oldugunu hatirlatalim. Béylece V i¢in

h=7,C+2y,0V = .
1=7> 7,Q (723 2,7, ]
dir. Burada VR, (Vzp+,, ....... ,VZIM) ile verilen vektordiir. Burada (h], ...... ,/12/,)

seklindeki h nin hepsi sifirdir. Bu
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2p+n
iy 2 _ 72
WW?=1= Y bW,

Jj=2p+l

esitligini ifade eder. Simdi, W2 QW2 <0 ifadesine tekrar bakarsak Q pozitif yan

tanimlt oldugunda W2 QW? 20 dir. Buradan W? QW? =0 ortaya ¢ikar. Ya da

2p+n Al )2
z (Wj') =0 (Q nun yapisindan)

j=2p+l

dir. Bu, ancak ve yalniz, sz =0 j = 2p+l,.....2p+n ise miimkiindiir. Bu da

W'W?* =1 olmas ile celisir. Boylece ispat tamamlanir.
3.11.1 Diisiinceler ve Tartismalar:

(D Problem (3.11.2) de d nin kesin olarak isaretinde kisitlama
olmasina gerek yoktur. Ayrica f, pB,—pB, seklinde ifade edilmeden de
kullanilabilir. Daha sonra Sonug (3.11.1), (3.11.3) ve (3.11.5) in kisitsiz degiskenler
icin de ispatlanmasint isteriz. Bu miimkiindiir ve V daha biiyiik pozitif oldugunda
V' =0 kisitlamasi da olmaz.

2) Eger en kiiciik kareler problemini ¢dzmek isteseydik Problem

(3.11.5) te sadece ¥y, =0 olmas: yeterli olacakti. Fakat bu durumda Problem (3.11.1)

i ele alirken agagidaki sonu¢ uygulanir.
Sonuc 3.11.8 : V° asagidaki problem icin bir optimal ¢bztimdiir
Min VQV +C'V

AV =D
V isaretinde kisitlama yok (3.11.29)
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ancak ve yalmiz AV® =b ve
—20V°-AA =’

olacak sekilde bir A° var ise.
‘ 0 0 ,
Problem 3.11.1) de C=0, A =[X\I], V = [B.d], 0= o I ve b=Y dir.

Burada, yukarida yazdigimiz sonug asagidakileri ifade eder

XB°+d° =Y (3.11.30)
-XA=0 (3.11.31)
ve
-2d°-2=0 (3.11.32)
veya
A0 =-24° (3.11.33)
\Y+
d’=v-XxpB° (3.11.34)

(3.11.31) de (3.11.33) ve (3.11.34) ii kullanarak ve daha basitlestirerek

XXB°=XY (3.11.35)
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elde ederiz. Eger XX in ranki p ise klasik en kii¢iik kareler ¢6ziimii olan
Bl =(xx)'XxY (3.11.36)

yazabiliriz. BOylece, eger sadece, genel en kiigiik kareler regresyonla ugrasirsak,
matematiksel programlama yaklagimina ihtiya¢ olmadigim gozleriz. Tabi ki, bu

yaklagimda f izerinde negatif olmama ve esitsizlik seklinde kisitlamalarin

saglanmasina ihtiyag vardir.

3) Algaritma (3.11.1), Q nun pozitif tanimhi oldugu genel quadratik
programlama (QP) probleminde de kullanilabilir. Bu durumda Sonug (3.11.7) nin

ispatinda W2 OW?=0=W2=0 olur fakat #’W?2 =1 seklinde bir celiski olusur.

Bu algoritma aym zamanda Q pozitif yar1 tanimli oldugunda da uygulanabilir.

(4) Optimallik igin gerekli ve yeterli durumlart igeren sonuglara dayali

QP yi ¢ozmek icin bagka algoritmalar da vardir.

(5 Hesaplama bakimindan daha iistiin olan metodlar, lineer

tamamlayicilik probleminden gikan sonuglar kullanilarak elde edilebilir.
(6) Algoritma (3.11.1) deki bazin bilyiikliigii 2p+3n dir. p ve n kiigiik

olsa bile 2p+3n bilyiik olacaktir. Bu yilizden Problem (3.11.5) i ¢bzerken bu

algoritmay! yiirlitmek i¢in bir bilgisayar programi kullaninz.
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