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Bu tezde, iiggensel bir bolgede ortogonal olan ayrik iki degiskenli ortogonal poli-
nomlar ve bunlarin 6zellikleri ¢aligilmigtir. Bu tip polinomlar, T.H. Koornwinder’in
bir bolgede ortogonal olan iki degiskenli polinomlar tamimlamak i¢in ortaya koy-
dugu metodun ayrik tek degiskenli ortogonal polinomlar i¢in uygulanmasiyla elde
edilmistir. Bu kapsamda, ilk olarak ayrik tek degiskenli ortogonal polinom ailelerinin
temel ozellikleri incelenmig ve ayrik degiskenli Hahn, Kravchuk, Meixner ve Char-
lier polinomlarinin gesitli 6zellikleri verilmistir. Daha sonra, Koornwinder metodu
yardimiyla iki degiskenli Hahn polinomlari, Kravchuk polinomlari, Meixner poli-
nomlar1 ve Charlier polinomlar1 tanimlanmistir. Ortonormal iki degiskenli Hahn,
Kravchuk, Meixner ve Charlier polinom aileleri i¢in vektér matris formunda rekiirans
bagintilari, fark denklemleri ve birbirleri arasindaki iligkiler incelenmistir.
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In this thesis, orthogonal polynomials of two discrete variables that are orthogo-
nal on a triangular region and their properties are studied. Such polynomials are
obtained from univariate discrete orthogonal polynomials by applying the method
introduced by Koornwinder to define bivariate polynomials that are orthogonal on a
region. In this context, firstly, fundamental properties of univariate discrete orthog-
onal polynomials are discussed and various properties of Hahn, Kravchuk, Meixner
and Charlier polynomials, which are univariate discrete orthogonal polynomial fam-
ilies, are given. Then, with the help of Koornwinder’s method, bivariate Hahn
polynomials, Kravchuk polynomials, Meixner polynomials and Charlier polynomials
are defined. For the orthonormal Hahn, Kravchuk, Meixner and Charlier polynomi-
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and relations between each other are investigated.
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1. GIRIiS

Ortogonal polinomlar kodlama teorisi, sayilar teorisi, harmonik analiz, niimerik
analiz, yaklagim teorisi gibi matematigin bircok alaninda; olasilik teorisi, stokastik
siirecler, kuantum mekanigi, kat1 hal fizigi, optik gibi diger bir¢ok alanda da cok

sayida uygulamalara sahiptir.

Bir (a,b) araliginda p(z) agirhk fonksiyonuna gére ortogonal olan {Py(x)} (k =
0,1,...) polinom dizisi

b

/ Pu(a)B@)p(a)dz =0 (14 ) (1.1)

ortogonallik bagintisim1 gercekler. Bu polinom dizisinin ¢rnekleri siirekli Laguerre,
Jacobi ve Hermite klasik ortogonal polinomlaridir (Rainville 1960, Chihara 1978,
Szegd 1975). Bu polinomlarin, matematik ve fizigin birgok dalinda ¢ok sayida uygu-
lamalar1 bulunmaktadir. Ornegin, Hermite polinomlar: kuantum mekaniginde har-
monik osilatoriin ¢oziimiinde goriiliir. Laguerre polinomlar: kuantum mekaniginde
tek-elektronlu atomun (Hidrojen atomu) Schrédinger denkleminin radyal kisminda
ortaya gikar (Messiah 1967). Jacobi polinomlarmin kokleri fizikte potansiyel enerji
teorisinde kullamlmaktadir (Hochstadt 1971). Ayrica, Jacobi polinomlarimin &zel

bir hali olan Legendre polinomlarinin kiiresel harmoniklerle iligkisi bilinmektedir.

Siirekli ortogonal polinomlarin, matematigin bircok dalinda, fizikte ve diger bilim-
lerde cok sayida uygulamaya sahip olmasi bu alana olan ilgiyi arttirmis ve zaman
icerisinde kodlama teorisinde, graf teoride ve sayilar teorisinde (Coleman 2011),
genetik modellerde (Karlin ve McGregor 1958, 1960) uygulamalara sahip ayrik
degiskenli ortogonal polinom aileleri tanimlanmigtir.

(1.1) esitligindeki ortogonallik bagintist
ZR&(%‘)B(%‘)% =0 (I#k) (1.2)

bigiminde tanimlandiginda (1.2) esitligini saglayan Py (z) polinomlar: ayrik degiskenli

ortogonal polinomlar olarak adlandirilir. Bu polinomlara ¢rnek olarak Hahn, Meixner,
1



Kravchuk ve Charlier ayrik degigkenli ortogonal polinomlar: verilebilir (Nikiforov
vd. 1991, Koekoek vd. 2010, Ayata 2012). Bu polinomlarin da énemli uygulamalari
vardir. Kravchuk polinomlar1 kodlama teorisinde, graf teoride ve sayilar teorisinde
(Coleman, 2011), Hahn polinomlar: genetik modellerde (Karlin ve McGregor, 1960)

onemli uygulamalara sahiptir.

Tek degiskenli ortogonal polinomlar iizerine ¢alismalar devam ederken buna paralel
olarak iki ve cok degiskenli ortogonal polinomlar alaninda da bircok caligmalar
yapilms (Krall ve Sheffer 1967; Koornwinder 1975; Tratnik 1989, 1991; Suetin 1988;
Rodal vd. 2005; Altin vd. 2009; Aktag vd. 2011, 2013; Fernandez vd. 2012; Aktas
2014, 2016; Xu 2014, 2015; Marriaga vd. 2017; Marcelldn vd. 2018; Giildogan vd.
2020; Milovanovi¢ vd., 2020) ve uygulama alanlarimin da ortaya gikmasiyla son yil-
larda arastirmacilarin bu alana olan ilgisi yogun bir sekilde artmstir. Ucgensel bir
bolgede ortogonal polinomlar Proriol (Proriol 1957) tarfindan ortaya atilmigtir ve
bu polinomlar Helyum atomu igin Schriodinger denklemini ¢ozmek igin kullanilmigtir
(Munschy 1957, Munschy ve Pluvininage 1957). Aymi polinomlar bagimsiz olarak
genetikteki uygulamalarda Karlin ve McGregor tarafindan elde edilmistir (Karlin
ve McGregor 1958, 1960). Koornwinder tek degiskenli ortogonal polinomlardan iki
degiskenli ortogonal polinomlar tiiretmek igin genel bir metot vermigtir (Koorn-
winder 1975). Bu metot ayrica siirekli durum i¢in Dunkl ve Xu’nun kitabinda ele
alinmigtir (Dunkl ve Xu 2014). Ayrica iki degiskenli ortogonal polinomlar detaylh

olarak Suetin tarafindan incelenmigtir (Suetin 1988).

Tek degigkenli klasik ortogonal polinomlar ikinci basamaktan diferensiyel denklemin
ozfonksiyonlar1 olarak kargimiza ¢ikar. Bu durumun iki degiskenli analogu birbir-
lerinden bagimsiz olarak Krall, Sheffer ve ayrica Engelis tarafindan caligilmigtir.
Onlar ikinci basamaktan lineer kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimleri olan klasik or-

togonal polinomlarin baz iki degigkenli analoglarini tanimlamiglardir.

Yaklagim teorisi, niimerik analiz ve olasilik teorisinin ¢ok boyutlu problerinde ayrik
gok degigkenli ortogonal polinomlara ihtiya¢ duyulur. Karlin ve McGregor (1975)
caligmalarinda bazi genetik modeller tanimlamig ve bu ¢aligmalarinda ¢ok degiskenli
Hahn polinomlarini ortaya atmiglardir. Tratnik (1989), Meixner, Kravchuk ve Meixner-

Pollaczek polinomlarimin ¢ok degiskenli biortogonal genellemesi iizerine calismisgtir.
2



Dahasi, 1991 yilinda Tratnik, ayrik degiskenli ortogonal polinomlarin bir genellemesi
tizerine ¢alismigtir (Tratnik 1991). 2005 yilinda, Rodal, Area ve Godoy iiggensel bir
bolgede ayrik iki degiskenli ortogonal polinom aileleri olusturmak i¢in bir metot
vermiglerdir. Bu metodun uygulamasi olarak iki degiskenli Hahn polinomlari, iki
degiskenli Kravchuk polinomlari, iki degiskenli Meixner polinomlar: ve iki degiskenli
Charlier polinomlarini tanimlamiglardir. Bu polinomlar i¢in kismi fark denklemleri,
rekiirans bagintilar1 ve bu polinomlarin birbirleri arasindaki baz1 gecis bagintilarini
elde etmislerdir.

Bu tezde ilk olarak ayrik tek degigkenli ortogonal polinomlarin gesitli 6zellikleri ve
bunlarin 6rnekleri verilecektir (Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010). Bu poli-
nomlar yardimiyla Rodal, Area ve Godoy (2005) tarafindan tanimlanan iki ayrik
degiskenli ortogonal polinomlar, ortonormal polinom aileleri i¢in vektor-matris for-
munda rekiirans bagintilari, kismi fark denklemleri, birbirleri arasindaki gecis bagin-

tilar1 incelenecektir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde tez icerisinde kullanilacak bazi temel tanim ve kavramlar verilecektir.

Tanim 2.1 I'(z) ile gosterilen Gamma fonksiyonu, Re (2) > 0 igin

I'(z) = / h* e "dh
0

birinci cesit genellestirilmis integrali ile tammlamr. u = h*, e "dh = dv denilip

kismi integrasyon uygulanirsa I' fonksiyonunun

o] t
L'(z+1) = / hze_hdh:tlim h*e~"dh
0 0
_ : 2 —h\|t z—1 _—h
= lim (—h% )|0+z/h e "dh
0
= 2I'(2)

ozelligini gergekledigi goriiliir (Rainville 1960).

Tanmim 2.2 7 reel ya da kompleks bir say1, s sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak

uzere,

C(n+s)

I (n)

=nn+1)..(n+s—-1) , s=1,2,..,

M)y = 1
ile tanimlanan (n), ifadesine ‘Pochhammer Semboli’ denir (Rainville 1960).

Tanim 2.3 ,F; genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu, o; (i =1,2,...,7),

B; (j =1,2,...,s) parametreleri reel ya da kompleks parametreler ve

B; #0,—1,-2,... olmak ftizere

Apy ey X > Oér lflf
rFs -
(ﬁl?' 76 ) lz: s)l l'

4



formunda tanimlanir (Rainville 1960) ve bu seri

tim 2’ler i¢in yakinsaktir | r < s igin
|z| < 1 i¢in yakinsaktir ,r=s+1igin .

tiim = # O’ler i¢in wraksaktir, r > s + 1 i¢in

Burada (a), Pochhammer semboliinii gostermektedir.

Sonug 2.1 . F, genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu r = 2 ve s = 1 6zel
durumunda
g, Qg = (1), (a2), o'
2F1( ;x) = ——=t— | |z|<1
8, 2Ty T

oF1 Gauss hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir. r = 3, s = 2 durumunda

B [ 002 as, ): (1), (a2), (043)z$_l 1
y 2( BBy " ; BBy, 0 7 1S

hipergeometrik fonksiyonunu, » = 2 ve s = 0 6zel durumunda ise

o0 !
ar, o T
2F0( 1_ 251’) = Z(cn)l (a2), T

=0

hipergeometrik fonksiyonunu verir.

Tanim 2.4 ¢g: N — R fonksiyonu i¢in A ‘ileri fark operatiri’
Ag(x) =g(x+1) —g(x)

seklinde tanimlanir. ¢ fonksiyonu icin V ‘geri fark operatori’ ise
Vg(r) =g(x) —g(z—1)

formunda ifade edilir.



A ve V fark operatorleri agagidaki ozellikleri saglar.

i) Ag(z) = g(x+1)—g(z)=Vg(z+1)
ii) AVg(r) = Alg(z) —g(z—1)]

= glr+1)—g(@)-lgr) —g(z - 1)

= gz +1)=29(x) +g(z — 1) = VAg(z)
i) Alg(x)f(2)] = g(z+1)f(z+1) —g()f(2)
= gle+D)fx+1) —g@)flz+1) +9(@)f(x+1) - g(x)f(z)
= fl+Dglz+1) —g(@)] +9(@) [f(z+1) - f(2)]
= flz+1)Ag(x) + g(x)Af(2).

Tanim 2.5 Iki degiskenli A (x,y) fonksiyonunun z degiskenine gore birinci ileri fark

ve birinci geri fark:

vlh(x7y) = h(l‘,y) - h(l‘ ™ 17y)

seklindedir. y degiskenine gore birinci ileri fark: ve birinci geri farki ise

VQh(xmy) = h(I,y) - h(I,y - 1)

formundadar.



3. TEK DEGISKENLi VE iKi DEGISKENLi JACOBIi POLINOM-
LARI

Bu boliimde tek degiskenli Jacobi ortogonal polinomlar: ile tiggensel bolgede orto-
gonal olan iki degiskenli Jacobi polinomlarinin tanimi ve baz 6zellikleri verilecektir.

Oncelikle tek degiskenli polinomun tanimu ile baslayalim.

Tanim 3.1 k € Ny ={0,1,2,...} ve by # 0 olmak {izere by, by, ..., by ler sabit sayilar
olsun.

pr(z) = bpa® + b1 2"+ bz + by
formunda tanimlanan p; : R — R fonksiyonuna bir ‘polinom fonksiyon’ denir.
Buradaki k sayis1 polinomun derecesini, by, by, bo, ..., by sayilar1 da polinomun kat-
sayllarim gosterir. Eger b, = 1 ise pg(x) polinomu ‘monik polinom’ olarak ad-

landirilir.

Tanim 3.2 F' cismi reel sayilar cismi, X uzay1 reel katsayili polinomlarin uzay:
olsun. Standart toplama ve ¢arpma iglemlerine gore (X, +,.) lineer uzay tizerinde

bir i¢ garpim, p(z) fonksiyonu A C R araliginda pozitif bir fonksiyon olmak iizere

@mwa/mmhwmme

A
ile tamimlanir. (.;.) :X x X — F i¢ carpim fonksiyonu agagidaki 6zellikleri gergek-

ler.

i) (g, h) = (h,g9)

i) (g+h, [) =9, /)+ (h, f)
iii) (ag,h) = a{g,h) (a sabit)

iv) (g,9) >0 ve (g9,9) =0 g=0

Tanim 3.3 A C R olmak iizere p(x), A da tamml pozitif integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. k,l € Ny ve k # [ igin

wmm>=/@ammuM@Mx=o (3.1)

7



gergekleniyorsa {1, ()}, Polinom sistemine A C R arahiginda p(r) agirhk fonksi-
yonuna, gore ortogonal bir sistemdir denir. & = [ durumunda v, (x) polinomlarimin

normu
1/2

el = (W = /wk k=01,
ile verilir (Hochstadt 1971). Eger {1, (7)},cy, Polinom sistemi igin

0, k#I

wmm>=/ﬁammwm@Mx:
J 1, k=1

saglaniyorsa, bu durumda {i(7)},cy, polinom sistemi ortonormal bir sistemdir

denir.

Teorem 3.1 A C R arahigimda {1, (7)},y, polinom sisteminin p(z) agirhk fonksi-

yonuna gore ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
/1/}k, )alde =0 , 1=0,1,...,k—1 (3.2)

esitliginin saglanmasidir (Hochstadt 1971).

Ispat. (=) ¥y (2) ve ¢;(z) polinomlarmin A araligimda p(x) agirlik fonksiyonuna
gore ortogonal oldugunu kabul edelim. Buradan k # [ icin

/¢ammum@Mx=o (3.3)

l

saglanir. Diger yandan, z° monomiali ¢,(z) , j = 0,1,...,] polinomlarinin lineer

birlesimi olarak

l

o = gty (7) + 1ty (2) + athy () + o+ aty(z) = Y emtby(x)  (3.4)

m=0

seklinde yazlabilir. (3.4) ifadesinin (3.2) de yerine konulmasiyla 0 < m < < k igin

/7»% r)rlde = /@bk(x)p(x) [zl: cmq/,m(x)] d



yazilabilir. Burada 0 < m < k olmak tizere ¢, (z) ve ¢,,(z) polinomlarimin ortogonal

oldugu dikkate alinirsa
/wk(x)p(:v)xldx =0, [=0,1,...k—1
A

saglanir.
(<) Simdi de 9, (z) polinomlar: igin (3.2) esitliginin saglandigim kabul edelim ve
(3.3) ortogonallik bagintisinin gergeklendigini gosterelim. 0 < [ < k olsun. ¥,(z), [

yinci dereceden bir polinom oldugundan

Yy(z) = Z cpa™ (3.5)

seklinde yazilabilir. (3.3) ortogonallik bagintisinda (3.5) esitligi yerine yazilir ve
(3.2) bagmntis1 dikkate alinirsa

/ be@(@)p(a)de = / ba(2) [Z m] p(z)de

= Yo [unlaamp(a)ds =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
(3.1) i¢ carpimina gore ortogonal olan {t);(z)},cy, polinomlarm sonsuz bir dizisi,

ikinci basamaktan
C(@)y" +&(@)y +ay =0 (3.6)

diferensiyel denkleminin ¢, 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar: olarak kargimiza

¢ikar. Burada
((x)=azx® +brtc, E(x)=drte, g=—k(d+(k—1)a) (3.7)

formundadir. Bochner (1929) gostermistir ki (3.6) diferensiyel denkleminin orto-
gonal polinom ¢éziimleri P (z) Jacobi polinomlar1, L\ (z) Laguerre polinomlar:
ve Hyp(z) Hermite polinomlaridir. Bu tez igerisinde Jacobi polinom ailesi ve 6zel-
likleri diger boliimlerde kargimiza cikacagindan bu kisimda sadece P,E’Y’") (x) Jacobi

ortogonal polinomlarinin bazi 6zellikleri agsagida verilmistir.

9



3.1 Tek Degiskenli Jacobi Polinomlari

Pk(%n) (x) (k=0,1,...) Jacobi ortogonal polinomlari

Pk(%n)(x) _ %(1 — ) (14 x)—'ﬂ% {(1 — )1+ x)’“rn} (3.8)

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar 3F, hipergeometrik fonksiyonlar:

cinsinden de agagidaki sekilde ifade edilebilir.

(v,m) (v+1), —k, E+y+n+1|1—2
Py (x):—k;' 211 5
: v+1

Bu polinomlar [—1, 1] arahginda
ple) =1 =2)(1+2)", (v,n>-1)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani k, ! € Ny ic¢in

1
J@=2p @+ P @) PO @)
|
27D (v + k+ 1)I(n+ k+1)

= S, k€N 3.9
K (v+n+2k+0)C(v+n+k+1) " 0 (39)

ortogonallik bagintis1 gerceklenir (Rainville 1960). Burada 0y, Kronecker deltay:

gosterir ve

1, k=1
0, k#1

5kl =

ile tammlanr. PO () (k = 0,1, ...) Jacobi polinomlar ikinci basamaktan

(1-2®)y"+(n—v—m+7v+2)2)y +k(k+v+n+1)y=0

diferensiyel denkleminin 6zfonksiyonlaridir.

Simdi de bir bolgede iki degigkenli ortogonal polinomlarin tanimini verelim.

Tanim 3.4 z ve y bagimsiz degigkenleri icin monomiallerin kiimesi

{mm*lyl, m=20,1,... ; l:O,l,...,m}

olsun. {d,;}, m=0,1,... ; 1 =0,1,...,m reel sabitlerinin 2!y’ monomialleriyle

carpilip toplanmasiyla elde edilen m-yinci dereceden iki degiskenli bir polinom
10



dpy # 0 olmak iizere

—_

k
lexy: Zd(ml)kss+zdml)mss

0 s=0

3

B
Il

formunda tanimlanir. Burada m indisi, « ve y degiskenlerine gére polinomun toplam
derecesini , [ indisi de polinomun y degiskeninin en yiiksek kuvvetini gosterir. Bu
polinom (m, [)- yinci basamaktan bir polinom olarak adlandirihir ve d%’l) katsayist

bu polinomun bagkatsayisidir (Suetin 1988, Aktag 2007).

Tanmim 3.5 xy-diizleminde basit kapali bir C' egrisiyle sinirlanan basit irtibath,

sonlu bir bolge 2 olsun.

0< / w(z,y)drdy < oo

kosulunu saglayan negatif olmayan w(z,y) fonksiyonuna Q bolgesinde bir ‘agirhik

fonksiyonu’ denir.

Teorem 3.2 (m,[)- yinci basamaktan bir polinom Q,,;(z,y) olsun. @,,(z,y) poli-
nomunun, bir  bélgesinde tamimh w(z,y) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal ol-
mast igin gerek ve yeter sart @, (z,y) polinomunun diigiik basamaktan Z,.s(z,y)

polinomuna ortogonal olmasidir. Yani,
/ @ (2, y)Qmi(2,y) Zys (2, y)dzdy = 0, (r,s) < (m,1)

esitliginin saglamasidir. Burada (r,s) < (m,[) gosterimi

r=m,s <l
(r,s) < (m,l) =

r<<m

ile ifade edilir (Suetin 1988).

1975 yilinda T.H. Koornwinder (1975) tek degiskenli ortogonal polinomlar yardimuyla
iki degiskenli ortogonal polinomlar elde etmek icin bir metot vermis ve bu metot
yardimiyla cesitli iki degiskenli ortogonal polinom aileleri tanimlamigtir. Bu metodu

asagida verelim.

Teorem 3.3 (Koornwinder Metodu) p,(z) ve p,(y) fonksiyonlari sirasiyla (aq, by)

ve (ag,by) arahiginda tammlh birer agirlik fonksiyonu olsunlar. o(x) fonksiyonu
11



da (aq,b) arahginda r—yinci (r = 0,1,...) dereceden bir polinom ya da 2r-yinci
(r=1/2,1,3/2,...) dereceden bir polinomun karekokii olsun ve ayrica agagidaki du-
rumlardan birini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. o(z) fonksiyonunun polinom
olmadigl durumda ay = —bs olsun ve py(y) fonksiyonu (—by, by) simetrik araliginda
¢ift fonksiyon olsun. I > 0 i¢in p,,(z;1), m = 0,1, ... polinomlar1 (a1, b;) araliginda
o2 (x)p,(x) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal ve ¢,(y) polinomlar: da (as, bo)
araliginda p,(y) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olsunlar. Bu durumda,

Qa2 9) = ps(: ) (@) (ﬁ)) L 0<i<m (3.10)

olarak tanimlanan iki degiskenli polinom ailesi
Q={(z,y): a1 <ax<by, ayo(x)<y<byo(x)}

bolgesinde

@ (x,y) = p1(2)py (%)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani (r,s) # (m, 1) i¢in
(@ni:Qrs) = [ [ @il )Qs ), y)dady = 0
Q

i¢ garpimu sifirdir (Koornwinder 1975).

Ispat. (3.10) ile verilen Q,,;(x,y) polinomlarinm tanimi dikkate alinirsa ve
L A— (x) degisken degistirmesi yapilirsa (r, s) # (m,[) igin

o(x)

(@t Q) = / Quut(.9) Qs (. 9) (i, y)drdy

Q
by b2 o(x)

= i3 D)y | — ) 0"+ (x)
[/ (=)

o(x
a1 ag o(x)

Xpr—s(2; 5)qs (L) p1(x)ps (L> dydz

o(2) ()

- /pm_l<a};l)pT_s(x;S)O’l+s+1($)p1<l‘)dl’
x / 0 (1) g (8) py (1) dt

- 0 -

12



gerceklenir. m
3.2 Ucgensel Bélgede ki Degiskenli Jacobi Polinomlari

1975 yilinda Koornwinder tek degiskenli ortogonal polinomlardan iki degiskenli or-
togonal polinomlar elde etmek icin genel bir metot vermis ve iiggensel bolgedeki
ortogonal polinomlar1 da icine alan cesitli iki degigkenli polinom aileleri tanim-
lamistir (Koornwinder 1975). Yukaridaki teoremde p,(z) = (1 — x)7#0~1z771/2,
pa(y) = (1 — )0~ V2112 o(z) = 1 —x, (a1,b1) = (az,b) = (0,1) segilirse

v,1,0 > —1/2 igin ti¢gensel bolgedeki iki degiskenli Jacobi polinomlar

7,0 5+2ly—1/2 s—1/20-1/2), 2Y
Pg,ln )(:v,y) _ PT(:j-l-l- v /)(2$—1)(1—:1:)lPl( 1/2,n 1/)(m_1)’

0<I<m ; m,leNy)
formunda tanimlanir. Bu polinom ailesi,
Q={(z,y) eR*: 2>0,y>0, z+y <1}

bolgesinde
w(z,y) =27 Py (1 - — )

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Koornwinder 1975, Dunkl ve Xu 2014).

13



4. AYRIK TEK DEGISKENLI ORTOGONAL POLINOMLAR VE
OZELLIKLERI

Bu boliimde, tek degiskenli ayrik ortogonal polinomlarin temel 6zellikleri incelenecek

ve ayrik degigkenli ortogonal polinom aileleri verilecektir.
4.1 Hipergeometrik Tipten Fark Denklemi

((x) ve &(x) polinomlar: sirasiyla en fazla ikinci dereceden ve birinci dereceden poli-

nomlar ve ¢ bir sabit olmak iizere

Cx)y" + &)y +<y=0 (4.1)
ikinci basamaktan diferensiyel denklemi hipergeometrik tipten bir denklem ola-
rak adlandirihir. Boylesi bir denklemin ¢oziimleri Jacobi, Laguerre ve Hermite
polinomlaridir. Hipergeometrik tipten bir denklemin ¢oziimleri de hipergeometrik

tipten fonksiyonlardir. (4.1) diferensiyel denkleminden fark denklemi elde etmeye
calisalim.
(x +h)

x z)—y(x—h 9
y:%l )=y) (o) = >]+O(h)

y —
" 1 [y(ﬂf+h>—y( ) y(x)—y(l’—h)}ro(hz)

vy = h h

y (

agilimlar1 (4.1) diferensiyel denkleminde yerine yazilirsa ve uygun degisken degistirmeler

yapilirsa

C(2)AVy(z) + E(z)Ay(z) + sy(z) =0 (4.2)

fark denklemi elde edilir. Burada Z(m) = ((x) — #, E(ﬁ) = {(z) bigimindedir
ve bu polinomlar sirasiyla en fazla ikinci ve birinci dereceden polinomlardir. (4.2)
egitligindeki fark denkleminin her iki tarafina ileri fark operatorii uygulanarak ko-

laylikla goriiliir ki r;(z) = Aly(z) (I = 0,1, ...) fonksiyonu da
C(@)AVry(z) + & (2) Ary(2) + Byri(x) =0 (4.3)

formunda bir hipergeometrik tipten fark denkleminin ¢oziimiidiir. Burada
14



~I

&(x) = &1 (z+1)+AL(2) . Eo(x) = E(x) ve By = cHIE +41(1- 1) (2) (1=0,1,..)
seklindedir. Tersine 5, # 0 (k=0,1,...,0 — 1) i¢in (4.3) fark denkleminin her bir

¢oziimii ry(z) = Aly(x) formunda yazlabilir. p(z) fonksiyonu

A [@)p(@)] = E@)o(a) (44)

esitligini saglarsa (4.2) denklemi

A [L@)pl@) V()| + spl@)y(e) = 0 (4.5)

self adjoint formda yazlabilir. Benzer sekilde (4.3) denklemi self adjoint formda

A [L@p@)Vr(@)] + Bip(@)ri(x) =0 (4.6)

seklinde yazilabilir. (4.5) ve (4.6) esitliklerinden

pu(e) =&z + Dpa (e +1) , pole) = plx) (4.7)

olup bunun ardigik olarak tekrarlanmasiyla p,(x) ve p(z) fonksiyonlar: arasinda
l ~
pi(x) = pla +1) [T & +m)
m=1
esitligi gergeklenir. (4.6) denklemi ve (4.7) egitligi kullamlarak

o)) = ‘/%V (111 (@)ri ()]

elde edilir. [ < k i¢in bu bagintinin tekrarlanmasiyla

Dy .
piry = D_ka "(orrw)

bulunur. Burada D; katsayisi

-1

Di=(-1)']][Bn » Do=1

m=0

formundadir. y = yy, () igin r (x) sabit olacagindan

D E
() = Alyk(x) = plllzx)k \VARL

15
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elde edilir. Burada

k! — ~  k4+m—1~n
D, = S — D=1, [ <k
Ik =) mlzlo(f + 9 ¢) ) 0k ) SR,
AFyy (2) I
E = _— l‘
g Dy Dkky’“ (z)

seklindedir. (4.8) esitliginde [ = 0 alimirsa, (4.2) denkleminin yx(z) ¢oziimii

(@) = £ o, (2)] (4.9)

olarak elde edilir. Bu formiil ‘Rodrigues formiilii’ olarak adlandirilir (Nikiforov vd.

1991, Ayata 2012).

4.2 Ayrik Degiskenli Klasik Ortogonal Polinomlar i¢in Ortogonallik Ozel-
ligi

(4.5) denkleminin iki farkl ¢oziimii yx(z) ve y;(«) polinomlar: olsunlar. Bu polinom-

lar sirasiyla

A [C@)p(@)Vin(@)]| + sep(@lye(x) = 0. (4.10)
A [C@)p@)Vu(@)] +sipl@ula) = 0 (4.11)
denklemlerini gercekler. (4.10) denklemi y;(x) ile (4.11) denklemi yi(x) ile ¢arpilip

bu iki esitlik taraf tarafa cikarilirsa

A{C(@)p() (@) V(@) — yi(@) Vau(@)]} = (51 = si)p(@)yu()yi()

elde edilir. Burada x = x;, ;0.1 =2;+1 almipa <z; <b—1 igin her iki tarafin
toplami alinirsa ve y;(2) Vyg () —yr () Vy(x) ifadesinin z’e bagh bir polinom oldugu
diistiniiliirse,

C(z)p(x)z™ |zmap=0 , (Mm=0,1,2,...) (4.12)

smir kogullar: altinda (4.5) denkleminin ¢oziimlerinin [a, b — 1] {izerinde p(z) agirhk

fonksiyonuna gore ortogonal oldugu goriiliir. Yani,

i yi (i) ye () p(ai) = Oprui (4.13)
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bagintisi gergeklenir. Burada d;; Kronecker deltadir ve

1, k=1
0, k#I

5kl =

ile tammmlanir. Burada genellikle ¢ < z; < b — 1 i¢in p(z;) > 0 ek kogulunun
saglandig1 kabul edilir. (4.13) bagmtisin saglayan yi(x) polinomlar ayrik degiskenli
klasik ortogonal polinomlar olarak adlandirilir. & = [ durumunda (4.13) esitligi

hesaplanirsa yj(z) polinomlarmin u; kare normu

B = (-1 DuBpy (o) ] (%@)

m=k
~ ~I

N = b-a, & =E+m

olarak hesaplanir. Burada, 2%, &,, (z) = 0 denkleminin bir kokiidiir (Nikiforov vd.

1991, Ayata 2012).

4.3 Ayrik Degiskenli Klasik Ortogonal Polinomlar icin Rekiirans For-

miilii
(4.2) fark denkleminin ¢6ziimii olan y(x) polinomu
ye(z) = apa® + bt 4

agilimina sahip olsun. Ayrik degiskenli y;(z) ortogonal polinomu

T Yp() = erypir () + Iyr(x) + vieyp—1(x) (4.14)
rekiirans formiiliinii gergekler. Burada e, 9, ve vy katsayilar ¢, = il ,
Ak41
b b qou?
Oy = = — L, = i Z’“ formundadir (Nikiforov vd. 1991).
ag  Qpt1 Ak U4

(4.14) bagntisinin her iki yaninda y,(z) polinomunun agik ifadesi yazihp %! in
Qg

katsayilar1 karsilagtirilirsa e, = elde edilir. Uygun d; katsayilar: icin

Ap41

T yr(r) — erYrra(r) = Zdiyi(x)

17



esitligi saglanir. yx(z) polinomlarimin ortogonallik 6zelligi kullanilirsa

d. — Ti=a _ mi=a

J u2

b
Sy a)p (2:) ’

Tr;=a

, J<k

elde edilir. zy;(z) polinomu en fazla (k — 1)-inci dereceden polinom oldugundan
dy = di = ... = dp_o = 0 oldugu goriiliir. Simdi de d;,_; = v, ve dp = Y olarak alip

bu katsayilar: hesaplayalim.
o1 (@) = ap1 7 by T+

k k—1
= ar T; + br_1 T, T+ ..
ay ap—1

" [yk($i) + X_:ejyj(fl?i)]

a
k =0

acilimi

>z yr (x:)p ()

Tri=a

Vi =dg_1 = "
k-1

2
ifadesinin payinda dikkate alinir ve ortogonallik ozelligi kullanihirsa vy, = el

2
A Up_4
olarak bulunur. e, v, aglimlar1 ve polinomlarin acik ifadeleri (4.14) esitliginde

b b
yerine yazilip ¥ nin katsayilar: esitlenirse 9, = -+ 2 dlde edilir.

ag Ap+1

4.4 Hahn, Kravchuk, Meixner ve Charlier Polinomlari

Boliim 4.1, 4.2 ve 4.3’ de hipergeometrik tipteki fark denkleminin ayrik degiskenli
¢oziimleri, bu ¢oziimlerin Rodrigues formiilii yardimiyla gosterimleri, belirli kogullar
altinda ortogonallik 6zellikleri incelenmis ve ii¢ terimli rekiirans formiilii verilmistir.
Bu boliimde ise Boliim 4.1 de elde edilen polinomlarin 6zel durumlar: olan Hahn,
Kravchuk, Meixner, Charlier polinomlar: ve bu polinomlarin ¢zellikleri incelenecektir

(Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010).
4.4.1 Hahn polinomlari

(4.2) fark denkleminde ((z) = # (N +n — z), £(z) = (Y + 1) (N — D)—(y + 1+ 2) z,
18



sk =k (y+n+k+1) alinirsa
(N +n—2) AVy(x) + ((y + 1) (N = 1) = (v + 7+ 2) z) Ay(z)
+k (v+n+k+1)ylx)=0

fark denkleminin ¢oziimleri

(n+1), (=1)"

B z: N) = k V[, (z
Rodrigues formiilii ile tanimlanan Hahn polinomlar: olarak bulunur. Burada agirlik
fonksiyonu
(z) vtz n+N-—-z-1 (v+1), M+ Dy,
x — =
P - N—z—1 zl(N—-1—-z)!

(7 > —1, 77>_1)

formunda olup
(y+k+1), (n+k+1)y5 1 . &

pi(@) = (N —-1—z—k)!
seklindedir. Bu polinomlar 3F5 hipergeometrik fonksiyonlar: cinsinden de agagidaki

sekilde ifade edilebilirler.

—k, —z, k+v+n+1
h}(g%n)(x;N): o F) AR 1|, k=0,1,.... (4.15)
vy+1, 1-N

Bu polinomlarin ilk birkag terimi agagidaki formda verilir.

by (s N) = 1,

() (.. _ (y+n+2)

hi""(z; N) = 1+(7—|—1)(1—N)$’

(v+n+3)[(y+2)(2N =3) +n+2]
(v+1)(y+2)(1 - N)(N—2)
(vtn+3)(v+n+4) 5

(Y+ D +2)(N = 1)(N —2)

hg"”)(x;N) = 1+

h,(;”") (z, N) Hahn polinomlar v, > —1 i¢in p(x) agirlik fonksiyonuna gore ortogo-

naldir ve (4.13) ortogonallik bagintisina gore

N-1
Z e (2 NYR (245 N pl;)
x; =0

_ (k+y+n+1)y (n+1), K 5
T @k+y+n+1) (v + D (N—k) N —DUF
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ortogonallik bagintisim saglar (Rodal vd. 2005, Koekoek vd. 2010).

Hahn polinomlar i¢in ay ve by katsayilar

(y+n+k+1),
(’Y"‘l)k(l_N)k’
k(7+77+k3—|—1)k_1

k—1
bk::_(7+UM1_N% V+DWN =D+ ——-7+2N-2)

olmak tizere, Hahn polinomlari i¢in ii¢ terimli rekiirans bagintisi (4.14) bagintisindan

(y+n+2k+1)(y+n+2k+2) k+1

xh,(J’n) (x;N) = —

()

+{%+V+UW+W+k+DUV—k—D k(y+n+k+ N)(k+n) }MW%@
(Yy+n+2k+1)(y+n+2k+2) (Y+n+2k)(y+n+2k+1) [ *

 kytn+EEN) K+
(Y+n+2k)(y+n+2k+1) 1

().

formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010).

Teorem 4.1 P,s%n) Jacobi polinomlari ile h,(:’n) (x; N) Hahn polinomlar: arasinda

P(Vﬁ) 1—2 k!P(%ﬁ) 1—2
lim hﬂw(Nx N) = (() x): il ?)
N—o0 P (1) (v +1),

limit bagintis1 gergeklenir.

Ispat. h,, . 77)( ; N) Hahn polinomlarinin ve P( ) Jacobi polinomlarinin

hipergeometrik fonksiyon agilimlar1 dikkate alinarak

lim hvn (Nx; N)

N—oo
k

o (=k); (=Naz)i(k +v+n+1);
= Jm > (v+ 1);(1 = N); !

=0

I
- T
~ 8

)Ak+7+n+D P G\ LD
P (y+1)ii N—oo (1 = N);
_ v A RS RV T P (1~ 20)
=AY R

elde edilir. =
20



4.4.2 Meixner polinomlari

(4.2) fark denkleminde ((z) =z, £(z) =70—x (1 — 0), <& = k(1 — o) alnirsa
zAVy(z) + (re — 2 (1 = 0)) Ay(z) + k(1 — o) y(x) = 0

fark denkleminin ¢oziimleri

m\"9(z) = V* [0, (2)]

Rodrigues formiilii ile tanimlanan Meixner polinomlaridir. Burada agirlik fonksiyonu

(o) = L=

>0 0<po<1
F(x—i—l)’(T , 0<1)

olup
O (k+ 7+ )
Cxz+1)T(7)

pr(T) =

formundadir. Meixner polinomlar: ayni zamanda 0 < ¢p < 1, 7 > 0 i¢in o F} hiperge-
ometrik fonksiyonlar: cinsinden ifade edilebilir.
-k, —=x

. 1
mz(g’g)(@:(T)k: N 1——-1, E=0,1,....
T Y

mén@) (z) Meixner polinomlar1 0 < p < 1, 7 > 0 igin p(z) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir ve (4.13) ortogonallik bagintisina gore

kN (T),,

Fl= o™

> "m0 (@m0 (@) () =
x; =0

ortogonallik bagintisini gercekler. Bu polinomlarin ilk birkag terimi agagidaki formda

verilir.
m(()T’g)(x) = 1,
T 1
m{™(z) = 7+ <1—E>x,

m{(z) = r(r+1)+ (1—9 x |:2(T+1)— (1—%)] + (1—2)23;2,



Meixner polinomlar icin a ve by, katsayilari
a, = |(——| ,
0

b = k(7+_@——gég+li><9;1>k4

olmak iizere, Meixner polinomlar: i¢in {ig¢ terimli rekiirans bagintis1 (4.14) bagn-

tisindan
T, 0 T, k+9(k+7) T, k(k_1+7) T
om0 (@) = —Zgmi (@) + ) + = m (@)
formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991).
4.4.3 Kravchuk polinomlar:
) ~ ~ Nq—=x
(4.2) fark denkleminde ((z) = x, £{(z) = . Sk =g alinirsa
—dq — 4

rAVy(x) + (Ng—x) /(1= q)) Ay(x) + (k/ (1 —q))y(z) = 0

fark denkleminin ¢oziimleri

ko(x

KD (: V) = (‘1; /ﬁ} — D Gk [, (o)

Rodrigues formiilii ile tanimlanan Kravchuk polinomlar: olarak karsimiza ¢ikar. Bu-

rada agirlik fonksiyonu

Nl (1—¢""
) = NN+ 1)

, 0<qg<1, NeN

formunda olup
( ) N‘qx+k (1 - Q)Nixik
€Tr) =
Pr Tz+ 1IN +1—2—k)

seklindedir. Kravchuk polinomlar1 aym1 zamanda oF; hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.

kl(cq)(x; N) = <_N)k oI



Bu polinomlarin ilk birkag terimi asagidaki formda verilir.

k;(()Q)(:L';N) =1,

1

1\ 1
k(2 N) = N(N—l)——x(Q(N—l)Jr—)jL?xz,

k,iq) (x; N) Kravchuk polinomlar p(z) agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir ve (4.13)

ortogonallik bagintisina gore

N
ST kD (@ N (255N ) () (4.16)
x;=0

N
- mq "(1—q)fon

ortogonallik bagmtisini saglar (Rodal vd. 2005, Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd.
2010).
Kravchuk polinomlar igin a; ve by katsayilar
1
"
~ Nkg + k(k—1)(1/2—q)
7

ap =

b, =

olmak iizere, Kravchuk polinomlar: i¢in {i¢ terimli rekiirans bagmntis1 (4.14) bagn-

tisindan

o (@ N) = akif (@ N) + (k + g(N = 20k (25 N)

+ (1= ) BN =k + DI, (25 N)
formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010).

Teorem 4.2 h\""(x; N) Hahn polinomlar ile &% (z; N') Kravchuk polinomlar: arasinda

_ k,(‘]) - N
lim h;fv’(l D) (g N +1) = —’z (?:\77) )
V—00 — k

limit bagintisi gerceklenir.
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Ispat. h?’")(a:;N ) Hahn polinomlarinin (4.15) egitligi ile verilen hipergeometrik

fonksiyon acilimi kullanilarak

lim A" (3 N +1) = lim Z

V—00

0
2
|
=
8

elde edilir. m

Teorem 4.3 m(T 9)( ) Meixner polinomlari ile k,iq) (x; N) Kravchuk polinomlar: arasinda
m " ) (@) = kP (a3 N)

bagintisi saglanir.

Ispat. m( g)( ) Meixner polinomlarinin hipergeometrik agilhimi kullanihirsa

Ny, L (k)i(—a) (1)
m )~ o), 3 LR (1)

elde edilir. m

4.4.4 Charlier polinomlari

(4.2) fark denkleminde Z(x) =z, g(a:) =a—zx, ¢ =k alindiginda
rAVy(z) + (o — x) Ay(x) + ky(z) = 0

fark denkleminin ¢oziimleri



Rodrigues formiilii ile tanimlanan Charlier polinomlaridir. Burada agirlik fonksiyonu

e—Oé X
= >0
o) = fts (0 >0)
olmak tizere
efocaa:Jrk
formundadir. Charlier polinomlar: ayni1 zamanda o Fj hipergeometrik fonksiyonlar:
cinsinden
-k, —x 1
() — F ’ _
¢ (x) = 2Fy o

formunda ifade edilebilir. Bu polinom ailesinin ilk birkag terimi agagidaki gibidir.

@) = 1,
(@) 1
aq(zr) = 1- ax ,
o 1 1 1
cg )(:1:') = 1—5.7; <a+2> +?$2,

c,ia)(x) Charlier polinomlar1 p(z) agirhik fonksiyonuna gore ortogonaldir ve (4.13)

ortogonallik bagintisina gore
(o o k!
Z Cl(c )(%’)Cz( )(%)P(%) = Jékl
ortogonallik 6zelligi saglanir.

Charlier polinomlar i¢in a; ve by, katsayilar:

o —
C )
b — B[t (k1) /2]

(—Oé)k_l
olmak iizere, Charlier polinomlar igin ii¢ terimli rekiirans bagintisi (4.14) esitligin-

den

e (@) = —acly (@) + (k + a)el” (w) — ke, ()

formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991).
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5. UCGENSEL BOLGEDE AYRIK iKi DEGISKENLi ORTOGONAL
POLINOMLAR

Tek degiskenli ortogonal polinomlar yardimiyla iki degigkenli ortogonal polinomlar
elde etmek icin Koornwinder’ in tamimladigli metot Bolim 3.17 de verilmigti. Bu
boliimde ayrik degiskenli ortogonal polinomlar kullanilarak iiggensel bolgede ayrik
iki degiskenli ortogonal polinomlar elde etmek i¢in Koornwinder’ in teoreminin bir
analogu tanimlanacaktir. Ayrik degiskenli Hahn, Kravchuk, Meixner ve Charlier or-
togonal polinomlar1 yardimiyla ayrik iki degigkenli ortogonal polinomlar tanimlanip

bunlarin 6zellikleri incelenecektir (Rodal vd. 2005).

Teorem 5.1 {sg(z;\)} polinom ailesi en az bir A parametresine bagli Hahn, Kravchuk,
Meixner, Charlier ayrik degiskenli klasik ortogonal polinomlarinin ailelerinden biri

olsun ve polinom ailesi

A
D sk (25 V)51, (2 M1 (2, A) = O, gs (A — k), 1,

2=0

bagntisini saglasim. Vk; € N igin {vg(A — k1) } polinom ailesi de

b
D k(A= v (A = k1) ga(A — k1) = Wk, 0,

A=0
esitligini saglayan ayrik degiskenli klasik ortogonal polinomlarin bagka bir ailesi ola-

rak verilsin. x ve y degiskenlerine gore (k;+ ko)-inci dereceden iki degiskenli polinom

Ek17k2<x7y) = SO('CE +y; kl)skl (:E; x4+ y)Uk2(l' +y— kl) (51)

olarak tammlansin. Burada ¢(x +y; k), x + y ’ye gore k-inci dereceden bir polinom

olmak iizere

(@ +y; k1)sk, (252 +y)

carpimi da x ve y degiskenlerine gore k;-inci dereceden bir polinomdur. (5.1) polinom

ailesi
g1(z, v +y)ga(x +y — k1)
(r+y; k)gs(z +y — k)

Az, y) = gi(z, v +y)ga(x +y) =
2



agirlik fonksiyonuna gore
Q. ={(z,y) |2>0,y>0, 0<x+y<c}

ayrik ticgensel bolgede ortogonaldir. Burada ¢ negatif olmayan bir tamsayidir. Bu

metot ¢ = co durumu i¢in de uygulanabilir.

ispat. Zki ke (2, y) polinomlarmin tanimi dikkate alinarak

c CcC—X

Z Ek1,k2 (‘Ta y)Eh,lQ ($7 y)A(Z‘, y)

=0 y=0

c cC—X

- Z 290(35 +y; k1) sk, (230 + y) o, (2 +y — ki)

z=0 y=0
X p(x+y;l)sy (z; 2 +y)v, (@ +y — k)A(z,y)

yazilabilir. Burada z = x ve A\ = x + y olarak alinirsa

C C—X

SN S ) B () A2, y)

=0 y=0

= Z Ukz()‘ — k’l)Ulz()\ - l1)<,0()\a kl)@(/\a kl)QQ()‘)

A
X Z Sk (Z; )‘)311 (Z; )‘)91(27 /\)
z=0
= @kldkhll Z Ukz()‘ - k'l)vb (>‘ - k1)902(>‘; k1)92<)\)g3(/\ - kl)
A=0

= @k1 \Ijkz 5161711 6162712

elde edilir ki bu da Zg, x,(z,y) polinom ailesinin €2, iizerinde A(z,y) agirhk fonksi-
yonuna gore ortogonal oldugunu gosterir. Burada i¢ carpimi tanimlayan toplam, €2,

ayrik simpleksteki negatif olmayan tamsayilarin sonlu kiimesi iizerindedir. =

Yukarida verilen teoremin uygulamalar1 olarak alt boliimlerde iki degiskenli Hahn,
Kravchuk, Meixner ve Charlier polinomlari tanimlanacaktir. Ayrica bu polinomlarin
sagladiklar1 fark denklemleri, ii¢ terimli rekiirans formiilleri ve birbirleri arasindaki

gecis bagintilar elde edilecektir.
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5.1 1Iki Degiskenli Hahn Ortogonal Polinomlari
Teorem 5.1’ de tamimlanan ifadelerde

sk(z ) = I (204 1)

v(A—n) = h,(€7+"+2n+1’6)()\ —n; N —n)

24\ [(A—z+n
o= ()05
(7+77+)\+n+1>
S+ N—-1-A\[(y+n+A+n+1
N—-1-)\ A—n

ﬁ
(")

se¢imleri yapildiginda k; + bk < N — 1 i¢in

QO(/\7 n) =

(x + y>
< ki )
iki degiskenli Hahn polinomlar: tanimlanir. Ayrica bu polinomlar daha ¢ncesinde

Karlin ve McGregor tarafindan verilmistir (Karlin, McGregor 1975). Burada h\"™ (z; N)

) 76 .
H]Zl?kz (x’ y’ N) -

(5.2)

polinomlar: tek degiskenli Hahn polinomlarini ifade eder. Iki degiskenli Hahn poli-
nomlar1 z ve y ye gore toplam (k; + ko)-inci derecesinde olup v, 7,0 > —1; x,y,k,n

negatif olmayan tamsayilardir. Bu polinom ailesinin ilk birkag terimi agagidaki
28



gibidir.

H(;Yj(?yé(xﬂy;N> =1,

y+n+2 T4y

Hon0 ‘N) =
w v N) = eyt o

(x4+y)(v+n+0+3)
(v+n+2)(1-N) '

Tty

H3 i) = (o)

()
2

(v+n+3)(y+n+4) xﬁ

(Y+D(y+2)@+y)(z+y-1) |’

Hy(z,y; N) = 1+

{L_W+n+$ﬁv+ﬁ@x+%rqj+n+ﬂ
v+ Dy +2)(x+y)(z+y—1)

. | - 1 (y+n+d6+5)
H]"(z,y; N) = N_l(w+n+®@—N)
NCESESY

X< (v+1)

(9:+y—1)+1)

+:v+y),

v+n+d+4)[(v+n+3)(2N —3)+ 9 + 2]

Hyy(x,y; N) = 1+
02" (@i N) (Y+n+2)(y+n+3) (1= N)(N - 2)

(v+n+d+4)(y+n+d+5) .2
(Y+n+2)(v+n+3)(N-1)(N —2)

Teorem 5.2 Iki degiskenli lel’"ég(a:, y; N) Hahn polinomlar

N—-1N—-z—-1

)56 1,0 1,0
Z Z A(’Yv7775) (‘x7 y? N>H]Zl,n]i32 (x7 y? N)ley?g (.flj, y? N) = @Z177k26k1:l15k2,l2

z=0 y=0

ortogonallik bagmtisini saglar (Rodal vd. 2005). Burada A7) (2, y: N) agirhk

(x+7)(y+n)((5+N—x—y—1>
A,y Ny =~ L L3 Y SN N2y

B Y+n+d6+N+1
N -1

fonksiyonu
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) . 5
ile verilir ve @Zﬂg kare normu

(T+~v+n)2+v+n+0+2k)
(I4+~v4+n+2k)(y+n+0+2(1 + ki + k2))

ymd
@k17k2 -

O+ ke (m+k\(1+y+n+0+N+k +k\ [1+7+n+2k
ko k1 k1 + ko 2k,

N—=1\(v+k\[(v+n+k\[(2+7+n+0+2k
kl—i—]{ig k‘l k’l le

]{72 k2

X

formunda elde edilir.

Ispat. (5.2) esitligi ile tanimlanan H ,Zl’",;j (z,y; N) iki degiskenli Hahn polinomlarinin

acik ifadesi dikkate alinirsa

Z Z A(%ma)(l"y§N)HlZ:[?7l£($>y§N>HZ726(x’y;N>
s\ (y+n\(0+N-—w—y—1\ (fz+y\ (z+y
N_1Ni—1 . y N—-z—y—1 ky l
par s YN+t N+1 N-1) (N=1
N -1 k1 h

TR (g s N — k)BT (0 4y + 1)

x WO (g oy 1 N = )R (a5 4y + 1)

yazilabilir. Burada z = x ve A = z + y degisken degistirmesi yapilirsa

>N A @y NYE (2, y; N)H) T (2,4 N)
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v s (AT (A a0 N —A-1 A (2
_ _§: 2 A=z N-A-1 k1) \lL
et Y+n+o+N+1 N=1y (N =1
= N -1 k1 h
<h 'y’l])(z A+ )h('7+77+2k‘1+15 ()\ kl,N kl) h('Yn (Z )\—}—]_)

)RR (N 1N 1)

— 1
v+ n+0+N+1\/N-1\/N-1
N -1 K I

L
zZ+y —z+n ,
XZ( 3 )( A )h(w’ (z;)\+1)h§7n)(z;)\+1)

o —|

N-1
O+N—-—X—1 A A (Y+n+2k1+1,0)
h’YW 1 ) _ .N_
XZ( N-A—1 )(kl)(h) ka A=k N =)

A=0

Xh(’7+77+2l1+175)()\ —I;;N — ll)

l2

elde edilir. Tek degiskenli Hahn polinomlarinin sagladig:

<Z )( _Z_I—n)h( (z )\+1)h(77’)(z;)\+1)
z
— DM (ks + 7y + 0+ Daa(n + D, k!

= 1)
(2k1+7+n+1)(7+1)1( A Al

ortogonallik bagintisindan ve

(A>2@a+v+n+1nﬂ

k1 (=), Al
Y+ + A+ ki +1\ (v +n+ 2k (=D (y+ 7+ 2k + 1)
A—ky ky kq!
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esitliginden yararlanarak

N —_r—
) ’5 . ’ 76 .
Z Z 7175 [)3 ' Y5 )H217k2<x>y7 N)HZ,?Q (x,y, N)

z=0 y=0
(7 + Dk, k! Ok y

T (AN O+ NI N1\ [N=1\ (y+7+2k + 1)(y + 1),
N -1 k1 l

1

N-x-1 J\k =Y

A=0

Xhl(;/+n+2ll+175)(>\ —_ l]_7 N - ll)

(W+77+2k’1)

k1 (77+1)k15

NI\ [y 446+ N+ (y+ D "
(o) O

XNX:I §+N—-XA=1\(v+n+A+k +1
—~\ N-i-1 A=k

Xhéz+n+2k1+1,5)()\ k17 N — k )h (y+n+211+1, 5)<)\ N ll, N — ll)

bulunur.

ko

N-\—-1 A—k

Mz

Xh(”v+77+211+1,5)(>\ _ l1§ N — ll)

l2

(’Y+?7+6+N+1) (N—1>2(1+7+n+5+N+k1+k2)
k1

- N—-1 ki + ko
kl—f—kg 2]€1 k2

(64 Vi 2+ + 0+ + 2ky) (k112
X
(2k1)! (v + 0+ 2k +2),, (v + 10+ 0+ 2+ 2k + 2ks)
32
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N— 2
<3 (“ N-a- 1> (A) e 0 Dt ooty v — by

<5+ N-—-X— 1) (7 +n+A+k+ 1)h(v+n+2k1+1,6)()\ — kN — k)



esitligi yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

N—-1N—-z—-1

’ 75 s 76 5 ,5
Z Z A(%nﬁ) (.Z', Y3 N)H];ylnkQ (.1', Y; N)HIZ;IZ (.T, Y; N) = @Zl?k26k1,l15k2,l2
z=0 y=0

ayrik iki degiskenli Hahn polinomlar: i¢in ortogonallik bagintisi elde edilir. m

Iki degiskenli ortonormal Hahn polinomlar:

b 76 .
. Hl’cyl,nkg (*T7 Y; N)

775750 .
Hkl ko (x’ y7 N) -
’ @’7,77,5
k1 ko

seklinde ifade edilir ve ortonormal polinom vektorii

T

s s -
Hj, = (H,Z,S (@,y; N ooy HI (2,45 N, oo HYY (x,y;N))

olarak verilir.
Teorem 5.3 Iki degiskenli ortonormal Hahn polinomlar: icin
vy = Ay Hypr + Bl + AL Hy y , j=1,2, k<N-1

formunda ii¢ terimli rekiirans bagintis1 ger¢eklenir. Burada z; = z, x5y =y, H_; = 0,

A_;; = 0 dir ve katsay1 matrisleri agagidaki bicimde gosterilir.

Qpo To1 Uoz2 O
~ 11 Ti12
Agq = , (5.3)
Uk—1,k+1
O Ok k  Tkk+1
ve
Voo Co1 toz2 O
~ V11 C12
Apo = (5.4)
Tk—1k+1
O Ukk  Ckk+1
formunda olmak iizere
aj; = —Vy+k—j+1)n+k—j+D)((N—-k—=1)(y+n+d+N+k+2)

Vk—i+1D)(v+n+6+2k+1) - (v+n+d+2k+3—)
VOt n+o+2k+ 1))y +n+o+2k+2)(y+n+2(k—j)+1)
VO+n+k—j+0)(y+n+2+1)—j)(y+n+2k—j+3)
\/(7+n+2(/<;—j)+3)(7+n+5+2k+3)(7+n+2(l~c—j+1))’
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(Y+n+0+2k+2)(v+n+0+2k+4)

NOtntit2k+ D) - Nl tn+2(k+1) —))
(v+n+d+2k+3)(v+n+2(k—j+1))
X2(k—j)(k‘—j+1)+n(2(k—j)+1)+7(2(k‘—j)+1+7+77)
Y4+ n+2(k - j) ’

o — \/(J+1)(5+j+1)(N—k—1)(7+77+6+N+k+2)
g+l =

VO ENF RN R =Dy +hk =)+ k)
VO 00+ 2k+2) (v +0+0+2k+4)(y + 1+ 0+ 2k +3)
VO+i+ D0+ +22(k+ )0 +n+k—J)
VOr+n+2(k =) =1y +n+2(k = j) + 1)(v + 1+ 2(k — j))

Ujj+2 =

X

Vij = Q4

y G+DE+7+DH)(N—k—-1)(y+n+d+N+k+2)
sy (Y+1+06+2k+2)(y+1+6+ 2k + 4)
NOFnto+2(k+1) — )y +n+2(k+1) - j)
(Y+n+0+2k+3)(v+n+2k—-j+1))
2k =) (k =+ 1) 492k —j) + 1) + 92k —j) + 1 +7+1n)
v +n+2(k - j) ’

VOT N0+ N+ h+2)(N k=D + k= )+ k—J)

VOF71+0+2k+2) (7 +0+06+2k+4)(y+ 1+ 0+ 2k +3)
VO++DE+j+22(k+)) +n+ k=)

VO +n+20k =) =Dl +n+20k —5) + Dy +n+2(k - )

tijr2 =

X

olarak verilir. Ayrica, simetrik matrisler olan Ek?l ve Ek’g matrisleri su sekilde

tammlanir.

b0,0 fO,l O

fLO bl,l f1,2
Bk,]_ — . .

fkfl,ku bkfl,kfl fkfl,k

O frg—1 b k
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€0,0 So,1 O

S1,0 €1,1 S1,2

Bio = . (5.6)

Sk—1,k—2 Ck—1k—1 Sk—1k

O Sk,k—1 €Lk

Ispat. Ilk olarak z; = z alarak
oy, = A Hysr + By Hy, + A/%,l,lkal , k< N-—-1

bagintisinin saglandigini gorelim. Bunu gostermek icin tiimevarim yontemini kul-
lanalim. k& = 0 igin

ZL’HQ = ZoJHl + §071H0 (57)

bagintis1 gerceklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayi matrisleri

i

— A777775 _ )

Hy, = H070 , Hy = R
H%’],‘S
0.1

AO,l “ < Qo0 To,1 )7 EO,l - (b0,0)

Hp® = — =1,
’ 1,0
\/ ©00
776 .
nd _ Hig(x,y;N) 1 ’y+77+2 LTty
1o (v+1)1-N)"  N-1

V51,0 v5m,8
O \/@

Hy (z,y; N) 1 ( (x+y)(7+7]+6+3)>

\/@ F (y+n+2)1-N)

seklinde bulunur. Bunlar (5.7)’de yerine yazilirsa

_ 75150 757,68
r=app Hiy" +ro1 Hyy" + bo,o

Qo,0 < ’Y+7]+2 x—i—y)
r = (

x
/@%;,5 v+1)(1—=N) N -1

To1 (z+y)(y+n+0+3)
1 bo o

[oyn (y+n+2)(1-N)
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elde edilir. Polinom egitliginden katsayilar kiyaslanirsa

VO+ D)+ 1N =1 +1n+0+ N +2)

apo = — )
VO+n+o+ 4y +n+2)(y+n+0+3)
I G+ (N=1)(y+n+d+N+2)
o (Y+n+0+2)(y+n+6+4)
m+v(v+n+1)V/Or+n+5+2)(v+n+2)
(Y+n)(y+n+d+3)(v+n+2) ’
6070 _ To,1

1,0
\/ @0,1

elde edilir. Simdi de k£ = 1 igin katsay1 matrislerini elde etmeye ¢alisalim.

zH; = 12{17ng + él,lHl + Avg,lHO

(5.8)

bagintis1 ger¢eklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

28/X)
Ch
_ Irymé _ ; _ ry,m, 8
Hy = Hyy, Hy = - , Hy = | HY
H 3T ’
0.1 A7y im0
0,2
~ ~ ao,0
T ’
AOI = (a[)’o 7’0,1),140,1: )
70,1
~ Gpo Toa1 Uo2 ~ bo,o fo,l
A1,1 = , Bii=
0 a1 72 fio bia

(5.9)



A s s s
formundadir. Oncelikle Hy " , H""® | Hgy" polinomlarim agk formda yazalim.

Ayt = =
VCH
T+y
B 2 {1_(7+n+3)[(7+2)(2x+2y—1)—1—77—1—2]
N-1 —
( ; )m Y+ Dy +2) (@ +y)(z+y—1)
(y+n+3)(y+n+4) 1,2}
(y+ DOy +2)+y)(z+y—1)" )’
HYT(S _ Hﬁ’f’é(:p,y,N)
VERA
1 5+5 -1 2
h <(7+77+ +5)(zty—1) )(_ (v+n+2) +x+y),
oy (v+n+4)(2-N)(N-1) (v+1)(N-1)
0
ﬁ&,;yé r_ H[;Yg] (I,y,N)

_ 1 {1 (v+n+0o+4)[(y+n+3)(2N —3)+ 0+ 2|
Jour G0+ (40 +3) (L= NN -2)

(y+n+6+4)(y+n+0+5) x2}
(Y+n+2)(y+n+3)(N—-1)(N - 2)

(5.9) da verilen matrisler ve polinomlar (5.8) bagmtisinda yerine yazilirsa

Ym0 751,60 77,6 77,6
xHLo = Qoo Hz,o + 7o H1,1 + U072H0,2

(775150 (75150
+b0’0H170 + f0,1H071 + G/O’O
ve

2 /N I 75150 77,6 77,6
wHoy"" = ain HiY" + 112 Hyy" + froH{
7Y n,0
+b1’1H0’1 + o1
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esitlikleri elde edilir. Burada polinomlarin katsayilari kiyaslanarak

a1 = —/(+D)+1)(N=2)(y+n+06+N+3)

VO +n+0+3)(7+n+4)
VO FEn o +6)(yFn+d+5)(y+n+2)

B 2(0+2)(N=2)(y+n+6+N+3)
b2 (Y+n+6+4)(y+n+6+6)

+v(y+n+1)) /(Y +n+6+3)(y+1n+3)
(Y+n)(y+n+d+5)(y+n+2)

)

VOT N0+ N+ (N=2) (v + D) (n+ 1)

Upo = —
- VO +n+3+4) (7 +n+0+6)(y+n+06+5)
VE+1D6E+2)2(y+n+1)
VO+tn+ ) (+n+3)(y+n+2)
boo = — al g
v@wﬁ
bl 1 = —4/ @g:?& o1 + T172 5
V@wﬁ
(7
for = fio=— @8,’?’5 Qoo + 02
S

bulunur. Buradan genelleme yapilirsa iki degiskenli ortonormal Hahn polinomlari,

/’lvm ve Ek,l katsay1r matrisleri (5.3) ve (5.5) formunda olmak iizere
oHy, = Avk,lHk+1 + Ek,lHk + 11571,1 Hg—1

rekiirans formiiliinii gercekler. Genel durumda matris katsayilariin saglandigi Math-
ematica programi yardimiyla gosterilmistir. Benzer sekilde, iki degiskenli ortonormal
Hahn polinomlar i¢in A, 5 ve By katsay: matrisleri (5.4) ve (5.6) formunda olmak
lzere

yHy, = ApoHy i1 + By oHy, + Zf_m H—1

rekiirans formiilii saglanir. m
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Teorem 5.4 Hzf,;i (x,y; N) iki degigskenli Hahn polinomlar1 agagidaki bagmtilar:
gercekler.
i)
w(HY (2,53 N) — HE (v — 1,93 N — 1))
+ y(H (5 N) = B,y = 1N = 1) (5.10)
= (N =2 —y = DH (5N = 1) = HY (0,55 N)
Bu duruma es deger olarak, (2.1) ve (2.2) ile verilen geri fark operatoriiniin tanimi

kullanilirsa

eV (HL (2,55 N)) + yVa(HL (2,9 N)) = (N — 2 —y — 1)
X (HZ0 (2,53 N = 1) = HE0 (2,9 N)) (5.11)
El 76 . ’ ’6 .
_q;(H,;YlTIkQ(:c —Ly;N) - H'\ (v — 1Ly; N — 1))
—y(HL (@, y — 1;N) = HiW (2, — ;N — 1))
elde edilir.
ii)
Nz -+ + DHL @+ Ly N 1) = HY0 (g N)) + Ny + 0+ 1)
X(HE" 2,y + 15N 4+ 1) — HY" (2,55 N)) + N(N — 2 — y +0)

X (HE (43 N +1) — HY' (2,93 )
= (—(ky + k) 2+ 7+ 0+ 0 + k1 + k2) ) HUW (0,4, N).

(5.12)

Bu duruma eg deger olarak, (2.1) ve (2.2) ile verilen ileri fark operatoriiniin tanimin-

dan yararlanilirsa

N (@ + 5+ DA (HE (@, y; N+ 1)) + Ny + 1+ DA (H (2,5; N + 1))
+N(y+ 040+ N+ 2)(HEW (2,5 N + 1) — HE'2 (2,4 N))

= (— (k1 + k2) 2+ v+ 0+ 0+ by + k) HW (2,5 N)
(5.13)

bulunur.

Ispat. i) (5.10) esitliginin saglandigini géstermek icin

x (HZ{Z;‘;(SC Ly N~ 1)) +y <H,Zl’f7,;‘j(a:,y —1;N - 1))

+(N =z —y — DHL (2,4 N = 1) = (N = DH' (2,4, N)
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esitliginin saglandigini gostermek yeterlidir. Bunun igin, H,Zl’",;z (z,y; N) Hahn poli-

nomlarimin tanimi dikkate alinarak esitligin sol yanindan hareket edersek

(Hgﬁ@—lwﬂV—D)+yﬁﬁﬁﬂ%y—LN>4»

+(N—xz—y— 1)H,Zl”n,£(x, y; N —1)

(x+y—1)

k 1+1,6

S LRI gy — N — ky — 1)
( Ky )

X (mh,(jln)( — Lz +vy) —|—yh(777 (x;x—i—y))

<x + y)

k

I T @y = kN == 1)
< ks >

xh,(g’”) (r;2+y+1)

+(N—z—y—1)

(x +y— 1)
k1 h("r+77+2k1+1’5) (:13 ty—ki—LN—Fk — 1)

TN-2\
< k1 )
x{xz( k1), (=2 4+ Dulky +9 £ 14 1),

o v+ 1)p(l =2 —y), n!

(—k1), (= @(h+7+n+D
+ynz G+ Dull— 2~ ) n }

1
<:c + y)
1) k1 7+n+2k1+1 5)( by — kN =k —1)

N —
ki

xh(vn (r;z+y+1)
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1 —1
: >{(x+§ )%?“%””%x+y—ky—uN—ky—nu+y>
1

(=k), (=@)alks +7+ 7+ 1
D g T

n=0

+(N—x—y— 1)($;y)h,(g’")(a:;m+y+ 1)
1

TR (4 Ly N — Ry — 1)}

1 J;+
< ks >
xh,ﬁ?"“klﬂ’é)(x—l—y—kl—1;N—k1—1)

+
+(N—a:—y—1)(xk y)h,(:l’")(:c;a:ﬂLy—i-l)
1

x WO (4 gy N~k — 1)}

<x+y>
k
= SR @ by + DN — k- 1)
ki
" i (=ka2), (=2 =y +ki)n(ke + 7+ 1+ 0 + 2k +2),
(v + 1+ 2k +2)0(1 = N 4 ky)p 0!

n=0
N -k —1
— —( N _1 5 ) (m; y) h,(g’n)(x; T+y+ 1)h,(cz+n+2kl+l’6)(m +y—ki; N — k)
( ki )
r+y
ky
N -1
ky

= (N =DH}"(x,y; N)

= (N-1) h,(g’")(x; r+y+ 1)hg+"+2k1+1’6)(9€ +y—ki; N — k)

elde edilir. Bu egitligin dikkate alinmasiyla

w(HR" (@, y; N) = HYWo(x — Ly; N = 1))

+ y(HL (9, N) — HLS (v, — ;N = 1)

= (N =z =y = DHL (.5 N = 1) = HY (05 N))
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bagintisi elde edilir. Burada (2.1) ve (2.2)’ deki 6zelliklerden geri fark operatériiniin

tanimi kullanilirsa bu egitlik geri fark operatorii cinsinden

eV (HE (2,y; N)) + yVa(HEY (2,4 N)) =

’ ’6 . 5 ,5 .
(N —T =Y - 1)<H;1?7k2(x7y7 N — 1) - lel7k2<x7y7 N))
—a(H" (x = 1,y; N) = HY" (x — 1,y; N — 1))

—y(H (2, y = 1, N) = HW(2,y = ;N = 1))

formunda ifade edilebilir.
ii) Benzer sekilde, H ,Zlnki (z,y; N) iki degiskenli Hahn polinomlarmin tanimi kul-
lanilarak

N(z+y+ DHIW (@ + 1,y N + 1) — H (2,5, N)) + N(y +n + 1)

X(H (2, + LN + 1) = HY (2,43 N)) + N(N =2 — y +9)

x (HYE" (@, y; N + 1) = HE% (2,95 N))

= (—(ky+ k) 2+ 7 + 1+ 6 + k1 + ko) HYW (0,43 N)

esitligi saglanir. Burada da (2.1) ve (2.2)” deki ileri fark operatoriiniin tanimindan

yararlanilirsa bu esitlik

N2 + 5+ DAL HEY (@53 N+ 1)) + Ny + 0+ DA (HEY (2,55 N + 1))
FN(y + 046+ N+ 2)(HL 5 (2,5 N +1) = B (2,55 N))
= (—(k1 + k2) 2+ 7 + 1+ 6 + ky + ko)) H (2, y; N)

formunda yazilir. =

(5.11) ve (5.13) ile verilen bagntilardan goriiliir ki iki degiskenli Hahn polinomlar:
HY" (@95 N) = u(z,y)

r(1+n+6+N—2)AiViu(z,y) +y(l+v+ 0+ N —y)AsVau(z,y)
—y(1+ v+ 2)A1Vau(z,y) — (1 + 1+ y) A Viu(z, y)
+((14+9)(N—=1)—2zB+v+n+06)Aju(z,y)

F((L+n(N=1) = B+ +n+0)y)Au(z,y)

+(k1 + ko) (k1 + ks +v+n+ 6+ 2)u(z,y) =0 (5.14)
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fark denklemini saglar. Burada (2.1) ve (2.2)’ deki ozelliklerden ileri ve geri fark

operatorlerinin tamimlar: fark denkleminde uygulanirsa

(k1 + ko) (b + k2 + 5+ + 6 + 2)H (, 55 N)

+a(y +n+ DHD (@ — Ly + 1,N) — HY (2,4 N))
Hy(o+y+ DHY (@ + Ly — LN) = H (2,y;N))

+a(N =z —y+ 6 (HLW (v — Ly; N) — H2 (2, y; N))

HY (2,95 N))

+(N—z—y— x—l—’y—l—l)(H,Zl’?,;i(x—irl,y,

1)( N) -
FY(N =z =y + O)(HL"E 2,y — 1, N) = B (2,95 N))
+(N =z —y = Dy +n+ DIHEL (@9 + L N) = B (2,45N) =0

ifadesi bulunur.

Teorem 5.5 Ucgensel bolgedeki iki degiskenli Jacobi ortogonal polinomlari ile iki

degiskenli Hahn ortogonal polinomlar: arasinda

(k — DINPY (2, y)

lim H PPN o - y), Ny; N) =
limit bagintis1 gergeklenir (Rodal vd. 2005).
Ispat. Iki degiskenli Hahn polinomlarmin tanmmim kullanirsak

Jim H PPN (L~ 2 - y), Nys )

1
_ iy | N Na)! sz( k+0); (-N+Nz+1);, v+n+d+k+1+3),
(N — Nz —1)! m+0+20+1); (1=N+1); 1!

1=0

N—oo

<.

X(N—l—l)!zl:( 1); (=N + Nz + Ny); (I+1+96); 1]‘}

(N —=1)! (6+1/2); (Nz — N); J!
- (1—x)lk§f( Etli(tnto+ktltg) (N +Netl)
P (n+d+20+1); ! Nos (1= N +1);

l
XZ( (l) Utn+0); =N+ Na+ Ny),

1
(5+1/2)J ]' N—oo (NI—N)]
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k—1

(2l+n+5+1klz —k+10); (vAn+0+k+1+3)(1—a)

(n+6+20+1); il
1—x— J
L (1) (L+n+0), (—y)

i=

1 (0+1/2) 11—z
x(1- T l; 0+ 1/2), j]
(k — )l
(k=) 1! -

elde edilir. =

5.2 1ki Degiskenli Kravchuk Ortogonal Polinomlari

Teorem 5.17 in bir uygulamasi olarak ayrik iki degiskenli Kravcuk polinomlari, ¢, go

reel parametreler ve N negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere ki + ky < N icin

Kl (z,y; N)

N—-k)'  @/@+e 12
—N'(<k1—}\)r>‘k£‘i/‘“‘”’<xx+y)k(q*q’<x+y i N = k),
. ko

(@ > 0,2>0,0<q1+q<1)

bigiminde tanimlanir. Bu polinomlarin ilk birkac terimi agagidaki formda verilir.

Kg5™ (z,y; N)
K% (z,y; N)

Ky (x,y; N)

K35 (z,y; N)

K% (x,y; N)

K§5%(z,y; N)

L,

1 Q1+CI2)
v |—T—y+ ;
N( il

1 _ Tty

N(q+q2)’

1 (1 +%)° ,
- - 1) T A2
N(N_l){(x—l—y)(:ery )+ e x
_mx@my_mm)},

q1 ¢

Q1+ Q2 x+y—1)
-y + o) (-N+1+—2—),
N(l—N)( Y 7 )( ¢+ e

{1 TN =T (2 N-1)+ qlqu

(z+y) }
(@1 +C_I2)2 N(N —1) 7
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Teorem 5.6 Iki degiskenli Kravchuk polinomlar: asagidaki ortogonallik bagintisimi

saglar.

@ (1—q1 — q2)V " V¥ NI
2N —z —y)ly!

N
DY KRR (e, y; N)KE (2,95 N) (5.15)

_ q1,92,N
= OL % Ok Oksls-

Ispat. Tek degiskenli Kravchuk polinomlari icin (4.16) esitliginde verilen ortogonal-

lik bagintisindan yararlanarak

A z A—z
A
Zkl(le/(ql+q2))(z; )\)kl(lq1/(q1+q2))<z; )\) (Z) ( q1 ) ( q2 >
2=0 qi+92 q1+42

AEq! qé“l
P ru————
(>\ & k’1>! C.I’fl o

ve

N
STEITE N~ ki N — k)BT (N = ki N — ky)

l2
A=0
(1 + Q2)/\(1 —q1 — Q2)N_)‘
(N = M)A\ = k!
_ (1—q1— q2)*2(q1 + qo)kr =2 k2!(5
(N — ki — ky)! h b2

esitlikleri yazlabilir. (5.15) esitliginin sol yannda K (z,y; N) iki degiskenli
Kravchuk polinomlarimin acik hali yerine yazilip yukaridaki egitlikler kullanilirsa

. 9 s N
ortogonallik bagmntisi elde edilir ve ©7} 7> kare normu

A8 (1 — g1 — @)k ko (N — ky — k)

@!h,qu _
NGt (g1 + g)k>

k1,k2

olarak bulunur. =

Teorem 5.7 Iki degiskenli Hahn polinomlari ile iki degiskenli Kravchuk polinomlar

arasinda

lim H,gf,ft’(l_qr@)t(x, y; N +1)=(-1)" K (o, y; N) (5.16)

t—o0

limit bagintisi saglanir.

Ispat. iki degiskenli Hahn polinomlarmin tamminda v = ¢it, n = got,
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d = (1—q1—q2)t ve N — N+1 alimp hipergeometrik fonksiyonun agilimi kullanihirsa

(x +y)! Uv—hyﬁi@4@x—x—y+h%w,+%n+t+mi

k1
o Z (—k1)j(—2);(ky 4+ qut + got + 1);

= (qut +1);(—z —y); j!

RN Gl L (—ko)i(—x —y+ k)i . (k2 + 2k +1+42),
= ( 1) ( X y)k1z (kl_N)i il tlirg (qlt+q2t+2k1—|—2)i

k
y Zl (—Fk1)j(—2); lim (k1 + @it + gt + 1);

(e —y)jlime (at+ 1)
i) (ki =yt ) ()’

1=0

ki (_kl)j(_‘r)j (qlq#)] ki 7-q1,92 .
Ly T OV KRR

k1,k2
Jj=0

elde edilir. m

Teorem 5.8 Iki degiskenli Hahn polinomlariin agirlik fonksiyonu ile iki degiskenli

Kravchuk polinomlarinin agirlik fonksiyonu arasinda

lim Aq1t7qzt7(1—q1—q2)t(x7y; N 41) = A%% (g y: N)

t—o0
limit bagintisi saglanir. Burada

Gl —q—q)VN "V N!

ARy N) = =N = g

ile verilir.

Ispat. Iki degiskenli Hahn ortogonal polinomlarmin agirlik fonksiyonunun tanimim-

dan

lim Aq1t7q2t7(1—q1—qz)t(x7 Y N +1)
t—o0

(x+qlt)(y+qzt)((1—ql—qQ)t+N—I—y)
o x Y N—-—z—y
= lim t+N+2>

N
_ " (1—q— )V g5 N!
/(N —x —y)ly!
= A2 (g y; N)
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elde edilir. =

Iki degiskenli ortonormal Kravchuk polinomlar:

K3k (2,4, N)

[ d1,92,N
@kl,kz

K (@, g N) =

bigimde tanimlanir. Ortonormal polinom vektorii

. . . T
Ky = <Kgqu2(x, Ys N), o, KGO (2,93 N, o, K% (2,5 N)>

k_]7]

seklinde ifade edilir.

Teorem 5.9 Iki degiskenli ortonormal Kravchuk polinomlar: asagidaki ii¢ terimli

rekiirans bagintisini saglar.

2Ky = Ay Kip1 + By Ky + Zf_l,ij—l ; J=12

Burada 1 = z, 2o = y, K_1 = 0, Z_Lj = (0 dir. gm, Zk,% Em, Ek’z katsay1
matrisleri (5.3), (5.4),(5.5) ve (5.6) esitlikleriyle verilen formlarda olup bu matrislerin

katsayilar1 agagidaki gibi elde edilir.
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Y

P (L £ S R
7 Q1+ g2

Y

SRS L3 & 22 s
a a1+ g2

ujj+2 =0,

VA+) (=i +k)a(l — g —q)e
91+ q2

Jijr1=— ,

Jja+ (= +k)ge
Q1+ Q2

bjj=(=j—k+N)ga+

Yjj )

:_\/(1_j+k)(_k+N)QIQZ
Q1+ g2

)

&y _ _q2\/(1+j)(_k+N)(1—Q1—CJ2)
7t Q1+ q2

tjj+2 =0,

(—J+k)q+ i

ejj=(=j—k+N)g+ it

VA+) (=i +k)a(l — g —q)e
q1 + q2 '

Sj.j+1 =
Ispat. ilk olarak z; = = alarak
rKy = A’Z[k,lKk+1 + EIMK;@ + Kf,lle,H , 71=12

bagintisinin saglandigini gorelim. Bunu gostermek icin tiimevarim yontemini kul-

lanalim. k& = 0 igin

.IKO = 20,1K1 + EOJKO (517)
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bagintis1 gergeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

. Kinqu
Ky, = Kg}dqQ, K, = Aq; w (5.18)
Koy
Aop = < a0 7ol )7 By = (boo)
formundadir. KL% K992 ye K192 polinomlar:
0,0 1,0 0,1
pna _ Koty N)
0,0 - /—N -
@giéq27
1 r—y+ 1+ Q2x
. KQMIz x ;N N -4
Kiho,qz _ 1,0 ( Y >: & (519)
’ [ q1,92,N [ a1,92,N
1,0 1,0
__ Tty
K‘hm s Kg}f(h(x’y; N) _ N(Ql + Q2)
0.1 @lh:lh,N (,_)th,%N
0,1 0,1

formundadir. Bunlar (5.17)’de yerine yazilirsa

r q1,q2 q1,q2
x=apo Kig" + 7101 Koi™ + boo

1
e = %00 (_x_y+Q1+(12$)

Jors N Z
T T+
/@g}iq% 41T 42
bulunur. Polinom esitliginden katsayilar kargilagtirilirsa
Goo = Nagige
’ ¢+

N1 —q —
Toqp = —Ch\/ ( 0~ 42)

@1+ q

boo = Naq
olarak elde edilir. Simdi de k£ = 1 i¢in katsay1 matrislerini elde etmeye caligalim.

oKy = 411Ky + B11 Ky + Af K, (5.20)
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bagintis1 gergeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

A f(qhqz
Ki]ldfh 2,0
_ 191,92 _ ) _ -1,
KO - KO,O ) Kl_ N 7K2_ K]?lqu
K(I1»q2 ’
0,1 S
K(ILQQ
0,2
= ~ ao,0
T )
Aop = (aoo 7m01) , Ag1 =
To,1
~ Gp,0 Toa1 Uo2 ~ bo,o f0,1
A1,1 = ,Biyg =
0 a1q T2 fio bia

formundadir. (5.19) esitligi ile verilen polinomlar ve

1,92 (CC,Z/, N) N Kq1,q2 (ﬂf y7 ql - KCIL(D (ZE Y N)

2,0 Ko
) 1,1 F
/ @g?éQmN /@th ,q2,N / @83!127

polinomlar: (5.20) esitliginde yerine yazlirsa

Q1,42 __
K5 =

q1,q2 - q1,G2 q1,q2 q1,q2
xKl,O = apo K 0 TTo1 Kl 1T U072K0,2
+b0 K:(llldq2 _|_ fO qu7QQ + a070
ve

Q1,92 q ,qz 1,92 q1,q2

+01 1K3 4oy

esitlikleri elde edilir. Burada polinomlarin katsayilar: kiyaslanirsa

N (N —1)q1¢0
a1 = e
a1+ g2
20N — 1)(1 — gy —
"2 = —Q1\/( )( o Q2),
a1+ g2
U2 = 07
big = (N—=2)¢1 + N )
1+ G2
G1g2(1 —q1 — ¢
foqi = fl,oz—\/IQ( ! 2)
1+ g2

bulunur. Buradan genelleme yapilirsa iki degiskenli ortonormal Kravchuk polinom-

lar1, Ay1 ve By, katsay: matrisleri (5.3) ve (5.5) formunda olmak tizere

zKy = gk,lKkH + Ek,lKk + Z;;F,Ll Ki—1
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rekiirans formiiliinii gercekler. Genel durumda matris katsayilariin saglandigi Math-
ematica programi yardimiyla gosterilmistir. Benzer sekilde, iki degiskenli ortonormal
Kravchuk polinomlar: Zk@ ve EM katsay1 matrisleri (5.4) ve (5.6) formunda olmak

lizere

yKy = gk,sz+1 + Ek,2Kk + 2571,2 Kg-1

rekiirans formiiliinii de saglar. m

Sonug 5.1 Iki degiskenli Kravcuk polinomlar icin yukarida verilen ti¢ terimli rekiirans
formiillerindeki katsay1 matrisleri, iki degiskenli Hahn polinomlar: i¢in Teorem 5.3
de verilen rekiirans formiillerinde, (5.16) esitligi ile verilen iki degiskenli Hahn poli-
nomlar1 ve iki degigkenli Kravchuk polinomlar1 arasindaki limit bagintisinin kullanil-

masiyla da elde edilebilir.
Teorem 5.10 Iki degiskenli Kravchuk polinomlar: K e,y N) = u(z,y)

(1 — DxA1Viu(z,y) + (@2 — DyAoVou(z, y) + yAiVou(z, y) + ger Ao Viu(z, y)

+(z — Ngp)Avu(z, y) + (y — Ngo)Aou(z,y) — (k1 + k2)u(z,y) =0
fark denklemini saglar.

Ispat. Tki degiskenli Hahn polinomlan icin elde edilen (5.14) fark denkleminde
vy=pit,n=pyt,d=(1—q —q)t ve N — N + 1 alimp denklemin her iki yani
% ile garpildiktan sonra ¢ — oo icin limit alinirsa ve iki degiskenli Hahn polinomlar:
ve Kravchuk polinomlar1 arasindaki bilinen (5.16) limit bagmtisi kullanihirsa
Jim (14 gat + (1= @1 — )t + N + 1= 0)A Vyu(,y)

YA+ at+ (1 —q — @)t +N+1-y)AVou(z,y)
—y(1+ qit + ) A1 Vau(z, y) — 2(1 + ¢ot + y)AsViu(z, y)
+H(L+@t)N —z(B3+ gt + gt + (1 — 1 — g2)t) Aqu(z, y)
(L + @) N —yB+ @it + qot + (1 — q1 — q2)t) Agu(w, y)

+(k1 + ko) (k1 + ko + it + gt + (1 — g1 — @2)t + 2)u(z, y)]
=0
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esitliginden
(1 — DxA1Viu(z,y) + (2 — D)yAsVou(z,y) + A1 Vou(z, y) + 2z Ao Viu(z, y)
+(r — Nqi)Ayu(z, y) + (y — Ng2) Agu(w, y) — (b + ko)u(z,y) = 0

fark denklemi elde edilir. =
5.3 1ki Degiskenli Meixner Ortogonal Polinomlari

Teorem 5.17 in bir uygulamasi olarak ayrik iki degiskenli Meixner polinomlar: k1, ks €

N ve oy, 0, sifir olmayan reel parametreler olmak tizere
M/szl;&(x? y) = m,(;z Ys 91/92)<x)m](;+k1,91+92)(x +y—k)
formunda tanimlanir. Bu polinom ailesinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir.

My ) = 1

Mg (a,y) = Zo—y,

MT@192(:L, y) — T+(1—

M;bgl’QQ(x,y) _ {(Q1;‘Q2) - [2(—x—y+1) _ (le’gz)}
1 1

M{{v(z,y) = <—x—y+(%lg2>x) ((T+1)+(1—Qlig2>(x+y—1)),

Mve(z,y) = {(1— Qligz)(xw) {2(T+1)— (1— 9141‘Q2)]

- (1— Q1i92)2($+y)2+T(T+1)}

Teorem 5.11 Iki degiskenli Meixner polinomlar:

Y
0705 (T)
75015 92 7' ,01,02 T+y T
ZZMkl ko zl Iy (xay)—| | (1 =0y —05)
e o xly!
P 7—791792
- @kl,kz 5k1,11 5k2,lz
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ortogonallik bagintisini gercekler. Burada @Zfé;@ kare normu

01,0 k1—k 0 h
T,01,02 __ - _—
@kl,kg - kl'kz' (T)k1+k2 (gl + 92) T (91(1*921*92))

seklindedir.

Teorem 5.12 Iki degiskenli Meixner ortogonal polinomlar: ve iki degiskenli Kravchuk

ortogonal polinomlar: arasinda

N!K]Zi:g@’y; N) B M];Nk;ql/(qlﬂz—m q2/(q1+q2—1) (x,y)

(N — Eq)! B (k1 — N)g,

(5.21)
esitligi gerceklenir.

Ispat. Iki degiskenli Kravchuk polinomlarinin tanimin ve hipergeometrik fonksiyon

cinsinden agilimimi kullanirsak

NIKM P2 (2, y; N) 1
BT M i Ry N —
: 2

(= 3 k0, ()’ dn (o), (252)

N (kl _N)kz (lﬁ —N)Z- 7! Z (—x_y)j j!

i=0 =0

B M};{Z;Ql/(mﬂp*l)» q2/(q1+gq2—1) ((L’, y)

a (k1 — N,

ifadesi saglanir. =
Iki degiskenli ortonormal Meixner polinomlar: asagidaki sekilde tanimlanir.
My (2, y)

@7-7917@2
k1,k2

My %% (z,y) =

Ortonormal polinom vektorii

~ N N T
M = (BELE2 (), o VD2 (), o M2 (2,))

seklinde ifade edilir.

Teorem 5.13 Meixner polinomlari agagidaki ii¢ terimli rekiirans iligkisini gercekler.

ZL’ij = Avk,ij—i-l + Ethk + EZ—l,ij—l y j = 1, 2 (522)
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Burada xy =z, 2o =y, M1 = 0, IZLM =0 dir ve EM’ EM’ §k71, Ek,z katsay1
matrisleri (5.3), (5.4),(5.5) ve (5.6) esitlikleriyle verilen formlarda olup elde edilen
katsayilar agagidaki gibi bulunur.

__Jv+mu—j+m&@
ajj =

(I -0, —0)(01100)

oV (1 +5)k+7)

I -0, — Q2)\/Q1+Q2,

73J+1::'—<

Ujj+2 =0,

p, . VA + ) (=j + K)o, 0
ot vV31—o0, — Qz(Q1+Q2) 7

b o) = (T4 kel — (—j+ K)o, = (T + j)eros + (= + F) a3
Y (_1 +0, + 92)(01 + 92)

y ¢w+ma—j+m&@
B = —

(1— 0, —05)(01405)

R AV, (I (R
! (1 =01 —0)vo1 T 05

tjj+2 =0,

—((=j+k)oy) + (—j+k)oi —jo, — (T +j)oj0, — (T + k)05
(=1+ 01+ 09)(01 + 09)

€jj = ’

5 VAHNEI R
P T =01 — 0a(01 + 0)

Ispat. Ilk olarak z; = z alarak

My = gk,le+1 + Eka + fz{g_lngfl

bagintisinin saglandigini gorelim. Bunu gostermek icin tiimevarim yontemini kul-
lanalim. k& = 0 icin

JJMO = goJMl + Eo,lMo (523)
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bagintis1 gergeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

MTvglvnQQ
. AT’91792 — 170
My = MGEv%, My =

y T,01,02

)

EO,I = (b0,0) ) 20,1 - ( ap,0 To,1 )

formundadir. Mg, M{ ;7% ve My 4% polinomlar

(=]
[e=]

T,01:02
77010 ) ?

r101:09 M (z,y)
Mg = 207

)
’ T,01,02
\/ @0,0

01 1 09
M’F:Q17@2 (I‘, y) T Yy + ( ) x

- 1,0 9
MT7Q1792 — ’ —
170 @7—7917@2 @7—791792 ’
1,0 1,0
1

015 T+ 11— ) T4y
7o ]WO,IQ1 “(2,y) ( 01 + 09 ( )
0

,1
7,01,02 7,01,02
\/ Ot O01

agihmlarina sahiptir. Bunlar (5.23) esitliginde yerine yazilirsa

_ T,01,02 7,01,02
T = Qo0 Ml,O + To,1 MO,l -+ b0,0

y = M0 (_x_er (mﬂa)gj)
/@I:glargQ Q]_

T 1
42 (7’ + (1 _ ) (z + y)) + by
oo 011 09

)

elde edilir. Polinom egitliginden katsayilar kiyaslanirsa

G0 = \/ T0109 ’

’ (1 =0, —0y)(01 + 0)
\/FQ1

(1 =01 — 02)Vo1 T 0

TO1
I—0;— 0

Toqp = —

elde edilir. Simdi de k£ = 1 i¢in katsay1 matrislerini elde etmeye c¢alisalim.

ZL’Ml = A/l’lMQ + EI,IMI + ZalMO
%)

(5.24)

(5.25)



bagintis1 gergeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

MT791792
MT»Qlng 270
M, — MT7Q1792 M, = 1,0 M, = Mﬂ@u@z
0 — 0,0 ) 1 — ~ 701,05 ) 2 — 1,1
MO,l MT1Q17Q2
0,2
~ -~ ap,0
_ T _ ’
Ao1 = ( apo To,1 >» Apr = ; (5.26)
To,1
~ Qo0 Toa1 Uo2 ~ bo,o fo,l
A = , Bia=
0 a1 7112 fio bia
formundadir. (5.24) esitligi ile verilen polinomlar ve
7—791792( T,01,02 T,01,02
- Ty) (z,y) - (z,v)
7-791792 . 270 ) T’91)92 — 171 ) 7—7917@2 S 092 )
M2’0 B T,01,02 7 Ml’l 4 7,01,0 ' MO’2 N T,01,0
) ) 1,82 KE1,82
@2,0 91,1 @0,2
polinomlar1 (5.25) yerine yazilirsa
701,00 7701502 7701502 7701502
le,O ’ == a/070 M270 —|'_ 7"071 M1771 + u072M072

“rT,01,02 TrT501,02
+b070M170 + fO,lMO,l + a070
ve

9 T,01,02 _ 9 T,01,02 9 T,01,02 9 T,01,02
xMyy = a1 MyyV e Moh' ™ + fioMy g

9 T,01,02
+b1,1M0,1 + 70,1

esitlikleri bulunur. Burada polinomlarin katsayilar1 kargilastirildiginda

_ (7+1) 0,09
a1 = s
(1— 0, —0)(01 + 02)

av2(T+1)

T2 = — s
(1 -0, — )0, T 0,
U2 = 07
b Q1+(T+1)91(91+Q2)
1,1

(1—01—0)(01 +05)

V010
Joir = fio=-— =2

VI—=0; —0y(0, + 05)
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bulunur. Benzer islemler tekrarlanirsa iki degiskenli ortonormal Meixner polinom-

larmm, Ay, ve By, katsayr matrisleri (5.3) ve (5.5) formunda olmak tizere
aMy, = Ag 1 Miyyq + B My, + Av;f_u M1

rekiirans formiiliinii sagladigi goriiliir. Benzer gekilde, (5.22) esitliginde 25 = y

aliarak iki degiskenli ortonormal Meixner polinomlari
yM, = lek,szH + Ek,ZMk + Z;;F_Lz My
rekiirans formiilii gercekler. k£ = 0 igin
yMy = 20,2M1 + Eo,zMo (5.27)

bagintis1 gergeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

f T,01,02
M _ M7—7@1792 M — M].,O
0 = 0,0 ) 1= A
MT:QIHQQ
0,1

)

Bos = (eop) , Aoz = < Voo Co1 )

9 T, ) 9 ) ) v T, ) 3
formundadir. Mgy, M{ ;2% ve My % polinomlary

T?Q 79
i
01 1 09
T - —Y+ x
R M 01,02 T, T Yy < )
N = o (2, y) — Sl (5.28)

)
7,01,02 T,01,02
\/ O \/ O

1
T,01, T+ 1-— ) T + Y
Mol ‘]\40,191 “ (x’ y) ( 01 + 09 ( )
0 =

1 -
7,01,02 T,01,02
\/©01 \/ O01

agihmlarima sahiptir. Bunlar (5.27) esitliginde yerine yazilirsa

_ 7,01,02 T,01,02
Y = Voo MLO +con My + €0,0

v +
y = 0,0 (—x—y—l— (91 92) x)
o o

)

c 1
b (T+<1— )(:c+y)>+e0,0
J@ o0 01+ 09
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elde edilir. Polinom egitliginden katsayilar kiyaslanirsa

Voo = —\/ 70102 = —ayp,0,
’ (1— 0y —0y)(01 + 02) ’
Co1 . \/ng
’ (1 =0, — 0))Vor + 05

TOq
(=14 01 + 05)

€0 = —
elde edilir. Simdi de k£ = 1 i¢in katsay1 matrislerini elde etmeye caligalim.
yMl = AVLQMQ + El,QMl + /z{g:QMO (529)

bagintis1 gerceklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

MT791792
T,01,02 270
# 9 9 170 ~
Mo = Mgg"® Mi=| . My = | N
’ MT»QDQQ ’
0’1 MT’91792
0,2
o1 ~ V0,0
_ T )
App = ( Voo Co,1 )7 Ags = ] (5.30)
Co,1
~ Voo Co1 log ~ €0,0 So,1
Arp = , Bip=
0 wvi1 ci2 510 €11
formundadir. (5.28) esitligi ile verilen polinomlar ve
T,01,02 7,01,02 7,01,02
M7791792 _ M270 (:E’y) MT7917Q2 _ M111 (x’y) M7—7@1792 _ MO72 (:B7 y)
20 @ — T /— 1,1 = 0,2 —

@;751792 ’ @I’leg2 ’ ’ 66751792
\/ ) 1 \/ )

polinomlar1 (5.29) yerine yazilirsa

9 7_7917:92 _ 9 7—)91792 Y 7—191792 9 7—191)92

9 T,01,02 Y T,01,02
+€0’0M1’0 + 80,1M071 + V0,0
ve

rT,01,02 7701502 “rT:01,02 “rT,01,02
yM0,1 = l11 M1,1 +ci2 M0,2 + 5170M1,0

9 T7917g2
+61,1MO,1 + Co,1
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esitlikleri bulunur. Burada polinomlarin katsayilar: karsilagtirildiginda

oy = (T+1) i — ap,
7 (1 — 01— Q2>(91 + 92) v

0V/2(1+1)

c - )
2 (1 =0, — 02)v/01 + 05

tU,Q = Oa

—0y — (T4 1) 05(0; + 05)

€11 = s
(=140, + 0))(0, + 0,)
. V0102
S0,1 =

51,0 = 9
VI =0, —05(0, + 0o)

bulunur. Benzer iglemler tekrarlanirsa iki degiskenli ortonormal Meixner polinom-

larmin, gm ve Ek,z katsay1 matrisleri (5.4) ve (5.6) formunda olmak iizere
yM, = Zk,QMk+1 + Ek,2Mk + AV;;F,LQ M1

rekiirans formiiliinii sagladig1 goriiliir. Genel durumda matris katsayilarinin sag-

landig1 Mathematica programi yardimiyla gosterilmistir. m

Sonugc 5.2 Iki degiskenli Meixner polinomlari icin yukarida verilen ti¢ terimli rekiirans
formiillerindeki katsay1 matrisleri, iki degiskenli Kravchuk polinomlar: i¢in Teorem
5.9 da verilen rekiirans formiiliinde, (5.21) esitligi ile verilen iki degiskenli Kravchuk
polinomlar1 ve iki degiskenli Meixner polinomlar1 arasindaki bagintisinin kullanil-

masiyla da ayrica elde edilebilir.
Teorem 5.14 M, %% (x,y) iki degiskenli Meixner polinomlar:

(1= 0y)2zA1Viu(z,y) + (1 — 01)yAaVou(z, y) + 0,yA1Vau(z, y)
0,20V u(z,y) + ((01 + 02 — ) + T01) Avu(z, y)
+((01 + 0y — Dy + 705) Agu(z,y) — (k1 + k2) (01 + 00 — 1) u(w,y) =0

fark denklemini saglar.
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Ispat. Tki degigkenli Kravchuk polinomlar: icin elde edilen fark denkleminde N =

—T,q1 = . Qo = & aliarak iki degiskenli Meixner ve Kravchuk

0, +0,—1 o, +o0,—1
polinomlar1 arasindaki (5.21) esitligi kullanihirsa

((9—1) _ 1) A Viu(z, y) + (L) - 1) YA Vau(z,y)

01 t0,—1 (Q1+92_1
01 02
A —= A
(Q1+Q2_1)y 1Vaou(z,y) + (Q1+Q2_1)$ 2 Viu(z,y)
01 %)
+le+7——— | Avu(x,y) + + 17— Avu(z,
< (Q1+Q2_1)> ' ( y) (y <Q1+Q2_1)) ’ ( y)

= (k1 + ko)u(z,y)

esitliginin diizenlenmesi ile istenilen fark denklemi elde edilir. m

Benzer sekilde, eger iki degiskenli Meixner polinomlar: ile Kravcuk polinomlar:

arasindaki iligki kullanilarak iki degiskenli Meixner polinomlarinin parametrelerinde
41 p)

— 0 0= — T —
nt+q—1 ntq—1
munun fark denkleminde yerine yazilirsa iki degiskenli Kravcuk polinomlarinin fark

T=—-N,p = alimip iki degiskenli Meixner polino-

denklemi elde edilir.

5.4 1ki Degiskenli Charlier Ortogonal Polinomlar:

Teorem 5.17 in bir uygulamasi olarak ayrik iki degiskenli Charlier polinomlar:

Cgll,}cO;Q ($7 y) — m}g—fc—y,—m/m)(x>c’(€a1+a2) (ZE + Y — ]{31), kl: k2 c N

1 2
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olarak tamimlanir. Burada m,(f"g) (z) polinomlari, Meixner ortogonal polinomlaridir.

Bu polinom ailesinin ilk birkag terimi agagidaki gibidir.

Cou(z,y) = 1,

a1,o Q2

01,5 “(x,y) = (a—l) =Y,

1,0 $+y

G = 1= (L),

1,0 a1 + o1 + g
capen) = (M2 s 2oy ey - (2]

OO, y) = (—x—y+

1 1

1,02

Teorem 5.1 den C ' (x,y) iki degiskenli Charlier polinomlar1 agagidaki ortogonallik

bagintisini saglar.

Teorem 5.15 Iki degiskenli Charlier polinomlar:

Z Z 01?1177]:;2 (SC, y>Cl01[,1172a2 (l’, y) mlly? e T = 921177]?225k1,l16k2,l2
=0 y=0
ortogonallik iligkisini saglar. Burada
a1,00 a2 h k1—k
k17’k2 = k’l'kg' <a—1) (@1 + 042) 1o

olarak bulunur.

Teorem 5.16 Iki degiskenli Charlier ortogonal polinomlar: ve iki degiskenli Kravchuk

ortogonal polinomlar: arasinda

Jim e @y N) = G ) (5.31)
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limit bagintis1 saglanir.

Ispat. Tki degiskenli Kravchuk polinomlarimin tammmimdan yararlanarak

N
lim —Kgi/g ’lD/N(a:,y; N)

. ]{:](Zl/(q1+q2))(x;x + y)k/(giq1+q2)/N)(x ty—kuN—k)
N—oo (]{;1 _ N)kz
((q1+42)/N) .
@) (e gy B @Y kN = k)
k1 ; LN (k1 — N,
— m(fzfy’7Q1/q2)(x> llm F _k2? kl — T — y N
" N0 o k?l—N Q1+CI2

—r—y,— (1 + ,
— mgﬂ y ‘h/‘h)(x)ck‘il q2) (.I’ i Yy — kl) = C;ﬁ,l(g (l’, y)
elde edilir. m

Teorem 5.17 Iki degiskenli Charlier ortogonal polinomlar ve iki degiskenli Meixner

ortogonal polinomlar: arasinda

Mkﬁgkl/ﬂgQ/T(x’ y)
lim —=2 = C2%2 (g, 5.32
T—00 (T + kl)kz Fko ( y) ( )

limit iligkisi vardir.

Ispat. Iki degiskenli Meixner polinomlarmm acik ifadesi yerine yazildiktan sonra

Meixner polinomlarinin hipergeometrik acilimi dikkate alinip limit alinirsa

T,01/7,09/T T+k1,(01+02)/T
: klygklz/ e/ (33, y) _ (—z—y,—01/02) : ml(€2 Hlerte)/ )(.% Ty- kl)
lim = my, () lim
Tooo (T4 K1)y, T—00 (7 + k1),
@ (—ky), (K "
_ m(—x—%—gl/gz)(x) Z (—k2); (k1 —x —y), (_ 1 )
. =0 il 01+ 09

= my, T @)l @ by — k) = O ()

bulunur. =

Iki degiskenli ortonormal Charlier polinomlar

Q1,02
~ k1 k (z,y)
Gl (0y) = —HE=—r
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esitligi ile tanimlanir. Ortonormal polinom vektorii
. . . T
C, = (0,3;;02 (@), o0y 102 (2, y), ooy 2, y))

seklinde ifade edilir.

Teorem 5.18 Iki degiskenli ortonormal Charlier polinomlar1 asagidaki iic terimli

rekiirans bagintisim gercekler.
ZL‘j(Ck == g;w»CkH + Ek,jCk -+ Zf_l,j(ck_l s j = 1, 2 (533)

Burada z1 =z, x5 =y, C_1 = 0, A/_Lj = 0 dir ve Zk,l, Zk,% Ek,l, Ek,Z katsay1
matrisleri (5.3), (5.4),(5.5) ve (5.6) esitlikleriyle verilen formlarda olup elde edilen
katsayilar agagidaki gibidir.

Tjj+1 = —Q1

ujj+2 = 0,

VI + ) (=) + k)aras

from = IR
o at+ (—j+k)ag + ai(j + as)
7 oy + ay ’
v = — (1—j+/€)0é1042
S a1 + Qo ’
1+
Cij+1 = T2 ot oy
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tjj+2 =0,

- @ + ag) + ar(—j + k + az)
7 oy + o ’

V(4 5)(—j + k)aias
a1 + Qo ‘

S+l =
Ispat. Ilk olarak z; = z alarak
zCp = zzik,1@k+1 + Ek,lck + ggfl,lck—l
bagintisinin saglandigini gorelim. £ = 0 icin
2Cq = Ap1Cy + By1Cyo (5.34)

bagintis1 gerceklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

g ,an
_ AHagaz _ 1,0

CO — 0,0 ) Cl_ Aot o
0,1

EO,I = (b0,0) ) 110,1 = ( ap,0 To,1 )

formundadir. Burada Cgyy®*, C75* ve Cy'1** polinomlar:
g,
C\(Ozl,az _ 0,0 (I, y) _ 1
0,0 - o1 .00 -5
K
©0,0
Qg
aq,09 —Tr =Y
o ,a 1,0 (I‘, y) (03]
1,0 - s - s y (5-35)
1,802 1,802
O10 O10

1_( r+y >
Yo, C(()X,ll’aQ(x’y) ()é1+()d2

0,1 = =
@011 ;O 1,02
0,1 0,1

agihmlarim sahiptir. Bunlar (5.34)’de yerine yazilirsa

_ Aya,a Ao ,a
xr = G/O’O CLU + TOJ 071 + b0,0

elde edilir, buradan




saglanir ve
5Ye%)
ap,0 = —
a1+ Qo
1
ro1 = —ap/———,
a1 + Qo

bo,o = o
katsayilar1 elde edilir. Simdi de £ = 1 i¢in katsay1 matrislerini elde etmeye caligalim.
ZE(Cl == ZM(CQ + El,l(Cl + Z€1C0 (536)

bagintis1 gerceklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay1 matrisleri

Cal,OQ
COZI:OQ
a17a2 A
Co = , G = , G = T
a17a2 ’
0,1 ag,an
00,2
~ ~ Q0,0
_ T _ )
Aopr = ( app To,1 ) , Agq1 = ; (5.37)
To,1
Qo0 Toa1 Uo2 ~ bo,o f0,1
A = , Bia=
0 a1n T2 fio bia

formundadir. (5.35) esitligi ile verilen polinomlar ve

1,002 1,02 1,002

C’al"“— 02,0 (z,9) CahaZ_ 01,1 (z,9) Nar,as 0,2 (z,9)

/@Oé1,a2 /@al,a2 ’ 0,2 /@Oél,!m

polinomlar1 (5.36) bagintisinda yerine konulursa

1,02 Aoy, Aoy, 02 Q1,02
C = Qg 2,0 +7”071 1,1 +U0 QC

+bo, 000“’0[2 + f01 o1 4 aop
ve

1,02 _ 17 2 0411042 1,02
C = al,l + 712 +f100

_|_b17lév&11,0!2 + 7”0’1
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esitliklerine ulasilir. Burada polinomlarin katsayilar: karsilagtirildiginda

Q100
a1 =
(0751 + Oég
T2 =
(03] + CYQ
Upg2 =
b a1+a1(a2+1)
1,1 - 9
a1 + Qg
\ 0109
fo,l = f1,0 = -
aq + (67)

bulunur. Benzer iglemler tekrarlandiginda genel durumda iki degiskenli ortonormal

Charlier polinomlar:
2Cy = Ak 1Chq1 + Bk 1Cr + Ak 11 Cra

rekiirans bagintisini gergekler. Benzer sekilde, (5.33) esitliginde x5 = y alinarak iki

degigkenli ortonormal Charlier polinomlari
yCr = gk,Q(Ck+1 + Ek,2Ck iy g£_172 Cr—1
rekiirans formiilii de saglanir. £ = 0 alalim. Buradan
yCo = AgsCy + By2Co (5.38)

bagintis1 gerceklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsay: matrisleri

a1,02
Co = Cal’062 C, = C
0o — ) 1 — N
1,02
0,1
Boa = (eoo) , Aoz = ( Vo0 Co,1 )
formundadir. Burada CS4*?, 252 ve CS1* polinomlar:
1,02
Ao, 0,0 (I,y)
Cogt = —F7— =1,
@@1,0&2
Q2
01,002 — T =Y
A 1,0 (%Z/) o
Cro™ = == , (5.39)
’ 1,002 1,002
S o1%

Ca17042 — —




agihmlarin sahiptir. Bunlar (5.38)’de yerine yazilirsa

_ Ao, 02 Nap a0
y =100 C15"" +co1 Cp1™” + €op

elde edilir, buradan

saglanir ve
Qa2
Voo = —A/ —F >
a1 + Qo
1
Cop = —QgA/—,
a1+ Qo

€00 = Q2

katsayilar1 elde edilir. Simdi de £ = 1 i¢in katsay1 matrislerini elde etmeye caligalim.

y(C1 = ZLQCQ + §1,2(Cl i 232C0

(5.40)

bagintis1 gerceklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayr matrisleri

CCYLOQ
Aag,an
0417042 1,0 _
C0 - ) Cl oo ) (C2 - C«Oq,ocz
1,02
Co,l Cal,az
~ Vo.0
T )
A0,2 - (Uoo 60,1)7 A02— )
Co,1
~ Voo Coi1  loz2 ~ €0,0 So,1
Ap = , Bip=
0 V1,1 C1,2 510 €11
formundadir. (5.39) esitligi ile verilen polinomlar ve
1,000 Q1,02 1,02
Nag,og 2,0 (‘r’y) Cal,ag o C (x7y) Coq,ozg o C (x7y)
2,0 = =

NCTR Jor
polinomlar1 (5.40) bagntisinda yerine konulursa

oq g

?Jcalm = 90 C5v™ + coa Cal’ + 10,2

o0 Aoy, o2
+€0)001,0 + 80710071
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+ U070

aq,02
A/ 90,2

(5.41)



ve

Ao, Aog, o2 Nag, 02 Aop, a2
yCo1™ = w11 C1777 + 12 Cpp™ + 51000 g

o, 0
+€1,1 0,1 + Co,1

esitliklerine ulagilir. Burada polinomlarin katsayilari karsilagtirildiginda

Q10
V11 = )
o + (67)

2
Clg2 = —Q3 ,
(05} + (0]
t0,2 = 07
Ckg(CkQ + oy + 1)
€11 =
a1 + Qo
S S V' Z
0,1 — 1,0 —
(05} -+ (6]

bulunur. Benzer iglemler tekrarlandiginda genel durumda iki degiskenli ortonormal

Charlier polinomlar:
yCr = Ap2Chi1 + BiaCr + Avf_m Cr—1

rekiirans bagintisin gergekler. Genel durumda matris katsayilar1t Mathematica pro-

grami yardimiyla elde edilmigtir. m

Sonug 5.3 Iki degiskenli Charlier polinomlar icin yukarida verilen ii¢ terimli rekiirans
formiillerindeki katsayr matrisleri, iki degiskenli Meixner polinomlar: i¢in Teorem
5.13 de verilen rekiirans formiillerinde, (5.32) esitligi ile verilen iki degiskenli Meixner
ve Charlier polinomlar1 arasindaki bagintisinin kullanilmasiyla da elde edilebilir.
Ayni durum iki degigkenli Kravchuk polinomlar: ve iki degiskenli Charlier polinom-

lar1 arasindaki bagintinin kullanilmasiyla da verilebilir.
Teorem 5.19 C}'*(7,y) iki degiskenli Charlier polinomlar
A Viu(z,y) + yAsVou(z, y) + (a1 — ) Au(z, y)

+(ae —y)Asu(z,y) + (k1 + k2)u(x,y) =0

fark denklemini saglar.
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Ispat. Tki degiskenli Kravchuk polinomlar: icin elde edilen fark denkleminde
¢1 = aq/N |, g2 = ag/N alinarak iki degigkenli Kravchuk polinomlar ve iki degigkenli
Charlier polinomlar1 arasindaki bilinen (5.31) ile verilen limit iligkisi kullanilirsa

X N! (0%} a1/N,as /N
&E&m{<_‘1> eV (g )

N
o a1/N,a o a1/N,a
+ (ﬁ = 1) yAaVa K s N) + SFUAIVRRL N (s )

(0% (0% (0% (0% (03
+p e ViKY (o N) o (= an) A KR (a4 N)

+(y — o) Ao KN (w1 N) = (g + ko) K ™ (2, N)} =0

esitliginden istenilen denkleme ulagilir. m
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6. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez calismasinda, ayrik iki degiskenli ortogonal polinomlar ve bu polinomlarin
ozellikleri, kaynaklar boliimiinde verilen bircok makale ve kitap yardimiyla incelen-
mistir. Ilk olarak bir degiskenli ve iki degiskenli siirekli ortogonal polinom ailelerinden
bahsedilmistir. Daha sonra ayrik tek degiskenli ortogonal polinomlarin genel 6zellik-
leri incelenmig ve bu polinomlara 6rnek olarak Hahn, Meixner, Kravchuk ve Charlier
polinomlar1 verilmigtir. Tezin diger kisminda, T.H. Koornwinder’in tek degiskenli
ortogonal polinomlar yardimiyla iki degiskenli ortogonal polinomlar elde etmek igin
ortaya koydugu metot, ayrik ortogonal polinomlar i¢in ele almmigtir. {sg, (x;\)}
ve {vg, (A — k1) } polinom aileleri tek degiskenli Hahn, Meixner, Kravchuk ve Char-
lier polinomlarindan biri olmak iizere Koornwinder’in metodunun ayrik ortogonal

polinomlar i¢in uygulanmasiyla

Ekl,ka(xvy) = 90(1' +Y; kl)skl (I‘; z + y)ka(fL’ +y - kl)

formunda elde edilen ayrik iki degiskenli Hahn, Kravchuk, Meixner ve Charlier poli-
nomlar1 incelenmigtir. Ayrik iki degiskenli ortogonal polinomlarin birbirleri arasin-
daki iligkilerine dikkat ¢ekilmistir. Ayrica, ayrik iki degiskenli ortogonal polinomlar
arasindaki ileri fark, geri fark operator iligkileri, vektor matris formunda rekiirans

bagintilar1 ve fark denklemleri ele alinmigtir.
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