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Danı̧sman: Prof.Dr.Rabia AKTAŞ

Bu tezde, üçgensel bir bölgede ortogonal olan ayrık iki deği̧skenli ortogonal poli-
nomlar ve bunların özellikleri çalı̧sılmı̧stır. Bu tip polinomlar, T.H. Koornwinder’in
bir bölgede ortogonal olan iki deği̧skenli polinomlar tanımlamak için ortaya koy-
duğu metodun ayrık tek deği̧skenli ortogonal polinomlar için uygulanmasıyla elde
edilmi̧stir. Bu kapsamda, ilk olarak ayrık tek deği̧skenli ortogonal polinom ailelerinin
temel özellikleri incelenmi̧s ve ayrık deği̧skenli Hahn, Kravchuk, Meixner ve Char-
lier polinomlarının çeşitli özellikleri verilmi̧stir. Daha sonra, Koornwinder metodu
yardımıyla iki deği̧skenli Hahn polinomları, Kravchuk polinomları, Meixner poli-
nomlarıve Charlier polinomları tanımlanmı̧stır. Ortonormal iki deği̧skenli Hahn,
Kravchuk, Meixner ve Charlier polinom aileleri için vektör matris formunda rekürans
bağıntıları, fark denklemleri ve birbirleri arasındaki ili̧skiler incelenmi̧stir.
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In this thesis, orthogonal polynomials of two discrete variables that are orthogo-
nal on a triangular region and their properties are studied. Such polynomials are
obtained from univariate discrete orthogonal polynomials by applying the method
introduced by Koornwinder to define bivariate polynomials that are orthogonal on a
region. In this context, firstly, fundamental properties of univariate discrete orthog-
onal polynomials are discussed and various properties of Hahn, Kravchuk, Meixner
and Charlier polynomials, which are univariate discrete orthogonal polynomial fam-
ilies, are given. Then, with the help of Koornwinder’s method, bivariate Hahn
polynomials, Kravchuk polynomials, Meixner polynomials and Charlier polynomials
are defined. For the orthonormal Hahn, Kravchuk, Meixner and Charlier polynomi-
als of two variables, recurrence relations in vector matrix form, difference equations
and relations between each other are investigated.
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İÇİNDEKİLER
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3.1 Tek Deği̧skenli Jacobi Polinomları. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1. GİRİŞ

Ortogonal polinomlar kodlama teorisi, sayılar teorisi, harmonik analiz, nümerik

analiz, yaklaşım teorisi gibi matematiğin birçok alanında; olasılık teorisi, stokastik

süreçler, kuantum mekaniği, katıhal fiziği, optik gibi diğer birçok alanda da çok

sayıda uygulamalara sahiptir.

Bir (a, b) aralı̆gında ρ(x) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olan {Pk(x)} (k =

0, 1, ...) polinom dizisi

b∫
a

Pk(x)Pl(x)ρ(x)dx = 0 (l 6= k) (1.1)

ortogonallik bağıntısınıgerçekler. Bu polinom dizisinin örnekleri sürekli Laguerre,

Jacobi ve Hermite klasik ortogonal polinomlarıdır (Rainville 1960, Chihara 1978,

Szegö 1975). Bu polinomların, matematik ve fiziğin birçok dalında çok sayıda uygu-

lamalarıbulunmaktadır. Örneğin, Hermite polinomlarıkuantum mekaniğinde har-

monik osilatörün çözümünde görülür. Laguerre polinomlarıkuantum mekaniğinde

tek-elektronlu atomun (Hidrojen atomu) Schrödinger denkleminin radyal kısmında

ortaya çıkar (Messiah 1967). Jacobi polinomlarının kökleri fizikte potansiyel enerji

teorisinde kullanılmaktadır (Hochstadt 1971). Ayrıca, Jacobi polinomlarının özel

bir hali olan Legendre polinomlarının küresel harmoniklerle ili̧skisi bilinmektedir.

Sürekli ortogonal polinomların, matematiğin birçok dalında, fizikte ve diğer bilim-

lerde çok sayıda uygulamaya sahip olmasıbu alana olan ilgiyi arttırmı̧s ve zaman

içerisinde kodlama teorisinde, graf teoride ve sayılar teorisinde (Coleman 2011),

genetik modellerde (Karlin ve McGregor 1958, 1960) uygulamalara sahip ayrık

deği̧skenli ortogonal polinom aileleri tanımlanmı̧stır.

(1.1) eşitliğindeki ortogonallik bağıntısı

∑
i

Pk(xi)Pl(xi)ρi = 0 (l 6= k) (1.2)

biçiminde tanımlandı̆gında (1.2) eşitliğini sağlayan Pk(x) polinomlarıayrık deği̧skenli

ortogonal polinomlar olarak adlandırılır. Bu polinomlara örnek olarak Hahn, Meixner,
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Kravchuk ve Charlier ayrık deği̧skenli ortogonal polinomları verilebilir (Nikiforov

vd. 1991, Koekoek vd. 2010, Ayata 2012). Bu polinomların da önemli uygulamaları

vardır. Kravchuk polinomlarıkodlama teorisinde, graf teoride ve sayılar teorisinde

(Coleman, 2011), Hahn polinomlarıgenetik modellerde (Karlin ve McGregor, 1960)

önemli uygulamalara sahiptir.

Tek deği̧skenli ortogonal polinomlar üzerine çalı̧smalar devam ederken buna paralel

olarak iki ve çok deği̧skenli ortogonal polinomlar alanında da birçok çalı̧smalar

yapılmı̧s (Krall ve Sheffer 1967; Koornwinder 1975; Tratnik 1989, 1991; Suetin 1988;

Rodal vd. 2005; Altın vd. 2009; Aktaş vd. 2011, 2013; Fernández vd. 2012; Aktaş

2014, 2016; Xu 2014, 2015; Marriaga vd. 2017; Marcellán vd. 2018; Güldoğan vd.

2020; Milovanovíc vd., 2020) ve uygulama alanlarının da ortaya çıkmasıyla son yıl-

larda araştırmacıların bu alana olan ilgisi yoğun bir şekilde artmı̧stır. Üçgensel bir

bölgede ortogonal polinomlar Proriol (Proriol 1957) tarfından ortaya atılmı̧stır ve

bu polinomlar Helyum atomu için Schrödinger denklemini çözmek için kullanılmı̧stır

(Munschy 1957, Munschy ve Pluvininage 1957). Aynıpolinomlar bağımsız olarak

genetikteki uygulamalarda Karlin ve McGregor tarafından elde edilmi̧stir (Karlin

ve McGregor 1958, 1960). Koornwinder tek deği̧skenli ortogonal polinomlardan iki

deği̧skenli ortogonal polinomlar türetmek için genel bir metot vermi̧stir (Koorn-

winder 1975). Bu metot ayrıca sürekli durum için Dunkl ve Xu’nun kitabında ele

alınmı̧stır (Dunkl ve Xu 2014). Ayrıca iki deği̧skenli ortogonal polinomlar detaylı

olarak Suetin tarafından incelenmi̧stir (Suetin 1988).

Tek deği̧skenli klasik ortogonal polinomlar ikinci basamaktan diferensiyel denklemin

özfonksiyonlarıolarak kaŗsımıza çıkar. Bu durumun iki deği̧skenli analoğu birbir-

lerinden bağımsız olarak Krall, Sheffer ve ayrıca Engelis tarafından çalı̧sılmı̧stır.

Onlar ikinci basamaktan lineer kısmi türevli denklemlerin çözümleri olan klasik or-

togonal polinomların bazıiki deği̧skenli analoglarınıtanımlamı̧slardır.

Yaklaşım teorisi, nümerik analiz ve olasılık teorisinin çok boyutlu problerinde ayrık

çok deği̧skenli ortogonal polinomlara ihtiyaç duyulur. Karlin ve McGregor (1975)

çalı̧smalarında bazıgenetik modeller tanımlamı̧s ve bu çalı̧smalarında çok deği̧skenli

Hahn polinomlarınıortaya atmı̧slardır. Tratnik (1989), Meixner, Kravchuk veMeixner-

Pollaczek polinomlarının çok deği̧skenli biortogonal genellemesi üzerine çalı̧smı̧stır.
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Dahası, 1991 yılında Tratnik, ayrık deği̧skenli ortogonal polinomların bir genellemesi

üzerine çalı̧smı̧stır (Tratnik 1991). 2005 yılında, Rodal, Area ve Godoy üçgensel bir

bölgede ayrık iki deği̧skenli ortogonal polinom aileleri oluşturmak için bir metot

vermi̧slerdir. Bu metodun uygulamasıolarak iki deği̧skenli Hahn polinomları, iki

deği̧skenli Kravchuk polinomları, iki deği̧skenli Meixner polinomlarıve iki deği̧skenli

Charlier polinomlarınıtanımlamı̧slardır. Bu polinomlar için kısmi fark denklemleri,

rekürans bağıntılarıve bu polinomların birbirleri arasındaki bazıgeçi̧s bağıntılarını

elde etmi̧slerdir.

Bu tezde ilk olarak ayrık tek deği̧skenli ortogonal polinomların çeşitli özellikleri ve

bunların örnekleri verilecektir (Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010). Bu poli-

nomlar yardımıyla Rodal, Area ve Godoy (2005) tarafından tanımlanan iki ayrık

deği̧skenli ortogonal polinomlar, ortonormal polinom aileleri için vektör-matris for-

munda rekürans bağıntıları, kısmi fark denklemleri, birbirleri arasındaki geçi̧s bağın-

tılarıincelenecektir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde tez içerisinde kullanılacak bazıtemel tanım ve kavramlar verilecektir.

Tanım 2.1 Γ (z) ile gösterilen Gamma fonksiyonu, Re (z) > 0 için

Γ (z) =

∞∫
0

hz−1e−hdh

birinci çeşit genelleştirilmi̧s integrali ile tanımlanır. u = hz, e−hdh = dv denilip

kısmi integrasyon uygulanırsa Γ fonksiyonunun

Γ (z + 1) =

∞∫
0

hze−hdh = lim
t→∞

t∫
0

hze−hdh

= lim
t→∞

(
−hze−h

)∣∣t
0

+ z

∞∫
0

hz−1e−hdh

= zΓ (z)

özelliğini gerçeklediği görülür (Rainville 1960).

Tanım 2.2 η reel ya da kompleks bir sayı, s sıfır ya da pozitif bir tamsayıolmak

üzere,

(η)s =
Γ(η + s)

Γ (η)
= η(η + 1)...(η + s− 1) , s = 1, 2, ...,

(η)0 = 1

ile tanımlanan (η)s ifadesine ‘Pochhammer Sembolü’ denir (Rainville 1960).

Tanım 2.3 rFs genelleştirilmi̧s hipergeometrik fonksiyonu, αi (i = 1, 2, ..., r) ,

βj (j = 1, 2, ..., s) parametreleri reel ya da kompleks parametreler ve

βj 6= 0,−1,−2, ... olmak üzere

rFs

(
α1, ..., αr
β1, ..., βs

;x

)
=
∞∑
l=0

(α1)l ... (αr)l
(β1)l ... (βs)l

xl

l!
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formunda tanımlanır (Rainville 1960) ve bu seri


tüm x’ler için yakınsaktır , r ≤ s için

|x| < 1 için yakınsaktır , r = s+ 1 için

tüm x 6= 0’ler için ıraksaktır, r > s+ 1 için

.

Burada (α)l Pochhammer sembolünü göstermektedir.

Sonuç 2.1 rFs genelleştirilmi̧s hipergeometrik fonksiyonu r = 2 ve s = 1 özel

durumunda

2F1

(
α1, α2

β1

;x

)
=
∞∑
l=0

(α1)l (α2)l
(β1)l

xl

l!
, |x| < 1

2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir. r = 3, s = 2 durumunda

3F2

(
α1, α2, α3

β1, β2

;x

)
=
∞∑
l=0

(α1)l (α2)l (α3)l
(β1)l (β2)l

xl

l!
, |x| < 1

hipergeometrik fonksiyonunu, r = 2 ve s = 0 özel durumunda ise

2F0

(
α1, α2

− ;x

)
=
∞∑
l=0

(α1)l (α2)l
xl

l!

hipergeometrik fonksiyonunu verir.

Tanım 2.4 g : N→ R fonksiyonu için ∆ ‘ileri fark operatörü’

∆g (x) = g (x+ 1)− g (x)

şeklinde tanımlanır. g fonksiyonu için ∇ ‘geri fark operatörü’ise

∇g (x) = g (x)− g (x− 1)

formunda ifade edilir.
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∆ ve ∇ fark operatörleri aşağıdaki özellikleri sağlar.

i) ∆g(x) = g (x+ 1)− g (x) = ∇g(x+ 1)

ii) ∆∇g(x) = ∆ [g (x)− g (x− 1)]

= g (x+ 1)− g (x)− [g(x)− g(x− 1)]

= g(x+ 1)− 2g(x) + g(x− 1) = ∇∆g(x)

iii) ∆ [g(x)f(x)] = g(x+ 1)f(x+ 1)− g(x)f(x)

= g(x+ 1)f(x+ 1)− g(x)f(x+ 1) + g(x)f(x+ 1)− g(x)f(x)

= f(x+ 1) [g(x+ 1)− g(x)] + g(x) [f(x+ 1)− f(x)]

= f(x+ 1)∆g(x) + g(x)∆f(x).

Tanım 2.5 İki deği̧skenli h (x, y) fonksiyonunun x deği̧skenine göre birinci ileri farkı

ve birinci geri farkı

∆1h(x, y) = h(x+ 1, y)− h(x, y) (2.1)

∇1h(x, y) = h(x, y)− h(x− 1, y)

şeklindedir. y deği̧skenine göre birinci ileri farkıve birinci geri farkıise

∆2h(x, y) = h(x, y + 1)− h(x, y) (2.2)

∇2h(x, y) = h(x, y)− h(x, y − 1)

formundadır.
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3. TEK DEĞİŞKENLİ VE İKİ DEĞİŞKENLİ JACOBİ POLİNOM-

LARI

Bu bölümde tek deği̧skenli Jacobi ortogonal polinomlarıile üçgensel bölgede orto-

gonal olan iki deği̧skenli Jacobi polinomlarının tanımıve bazıözellikleri verilecektir.

Öncelikle tek deği̧skenli polinomun tanımıile başlayalım.

Tanım 3.1 k ∈ N0 = {0, 1, 2, ...} ve bk 6= 0 olmak üzere b0, b1, ..., bk ler sabit sayılar

olsun.

pk(x) = bkx
k + bk−1x

k−1 + ...+ b1x+ b0

formunda tanımlanan pk : R → R fonksiyonuna bir ‘polinom fonksiyon’ denir.

Buradaki k sayısıpolinomun derecesini, b0, b1, b2, ..., bk sayılarıda polinomun kat-

sayılarını gösterir. Eğer bk = 1 ise pk(x) polinomu ‘monik polinom’ olarak ad-

landırılır.

Tanım 3.2 F cismi reel sayılar cismi, X uzayı reel katsayılı polinomların uzayı

olsun. Standart toplama ve çarpma i̧slemlerine göre (X,+, .) lineer uzayıüzerinde

bir iç çarpım, ρ(x) fonksiyonu A ⊂ R aralı̆gında pozitif bir fonksiyon olmak üzere

〈g, h〉 =

∫
A

g(x)h(x) ρ(x) dx

ile tanımlanır. 〈., .〉 :X ×X → F iç çarpım fonksiyonu aşağıdaki özellikleri gerçek-

ler.

i) 〈g, h〉 = 〈h, g〉

ii) 〈g + h, f〉 = 〈g, f〉+ 〈h, f〉

iii) 〈ag, h〉 = a 〈g, h〉 (a sabit)

iv) 〈g, g〉 ≥ 0 ve 〈g, g〉 = 0⇔ g = 0

Tanım 3.3 A ⊂ R olmak üzere ρ(x), A da tanımlı pozitif integrallenebilir bir

fonksiyon olsun. k, l ∈ N0 ve k 6= l için

〈ψk, ψl〉 =

∫
A

ψk(x)ψl(x)ρ(x)dx = 0 (3.1)
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gerçekleniyorsa {ψk(x)}k∈N0 polinom sistemine A ⊂ R aralı̆gında ρ(x) ağırlık fonksi-

yonuna göre ortogonal bir sistemdir denir. k = l durumunda ψk(x) polinomlarının

normu

‖ψk‖ = 〈ψk, ψk〉
1/2 =

∫
A

ψ2
k(x)ρ(x)dx

1/2

, k = 0, 1, ...

ile verilir (Hochstadt 1971). Eğer {ψk(x)}k∈N0 polinom sistemi için

〈ψk, ψl〉 =

∫
A

ψk(x)ψl(x)ρ(x)dx =

 0, k 6= l

1, k = l

sağlanıyorsa, bu durumda {ψk(x)}k∈N0 polinom sistemi ortonormal bir sistemdir

denir.

Teorem 3.1 A ⊂ R aralı̆gında {ψk(x)}k∈N0 polinom sisteminin ρ(x) ağırlık fonksi-

yonuna göre ortogonal olmasıiçin gerek ve yeter şart∫
A

ψk(x)ρ(x)xldx = 0 , l = 0, 1, ..., k − 1 (3.2)

eşitliğinin sağlanmasıdır (Hochstadt 1971).

İspat. (⇒) ψk(x) ve ψl(x) polinomlarının A aralı̆gında ρ(x) ağırlık fonksiyonuna

göre ortogonal olduğunu kabul edelim. Buradan k 6= l için∫
A

ψk(x)ψl(x)ρ(x)dx = 0 (3.3)

sağlanır. Diğer yandan, xl monomiali ψj(x) , j = 0, 1, ..., l polinomlarının lineer

birleşimi olarak

xl = c0ψ0(x) + c1ψ1(x) + c2ψ2(x) + ...+ clψl(x) =
l∑

m=0

cmψm(x) (3.4)

şeklinde yazılabilir. (3.4) ifadesinin (3.2) de yerine konulmasıyla 0 ≤ m ≤ l < k için

∫
A

ψk(x)ρ(x)xldx =

∫
A

ψk(x)ρ(x)

[
l∑

m=0

cmψm(x)

]
dx

=
l∑

m=0

cm

∫
A

ψk(x)ψm(x)ρ(x)dx

8



yazılabilir. Burada 0 ≤ m < k olmak üzere ψk(x) ve ψm(x) polinomlarının ortogonal

olduğu dikkate alınırsa∫
A

ψk(x)ρ(x)xldx = 0 , l = 0, 1, ..., k − 1

sağlanır.

(⇐) Şimdi de ψk(x) polinomlarıiçin (3.2) eşitliğinin sağlandı̆gınıkabul edelim ve

(3.3) ortogonallik bağıntısının gerçeklendiğini gösterelim. 0 ≤ l < k olsun. ψl(x), l

yinci dereceden bir polinom olduğundan

ψl(x) =

l∑
m=0

ckx
m (3.5)

şeklinde yazılabilir. (3.3) ortogonallik bağıntısında (3.5) eşitliği yerine yazılır ve

(3.2) bağıntısıdikkate alınırsa

∫
A

ψk(x)ψl(x)ρ(x)dx =

∫
A

ψk(x)

[
l∑

m=0

ckx
m

]
ρ(x)dx

=
l∑

m=0

ck

∫
A

ψk(x)xmρ(x)dx = 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

(3.1) iç çarpımına göre ortogonal olan {ψk(x)}k∈N0 polinomların sonsuz bir dizisi,

ikinci basamaktan

ζ(x)y′′ + ξ (x) y′ + ςky = 0 (3.6)

diferensiyel denkleminin ςk özdeğerine kaŗsılık gelen özfonksiyonlarıolarak kaŗsımıza

çıkar. Burada

ζ(x) = ax2 + bx+ c , ξ (x) = dx+ e , ςk = −k (d+ (k − 1) a) (3.7)

formundadır. Bochner (1929) göstermi̧stir ki (3.6) diferensiyel denkleminin orto-

gonal polinom çözümleri P (γ,η)
k (x) Jacobi polinomları, L(γ)

k (x) Laguerre polinomları

ve Hk(x) Hermite polinomlarıdır. Bu tez içerisinde Jacobi polinom ailesi ve özel-

likleri diğer bölümlerde kaŗsımıza çıkacağından bu kısımda sadece P (γ,η)
k (x) Jacobi

ortogonal polinomlarının bazıözellikleri aşağıda verilmi̧stir.
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3.1 Tek Deği̧skenli Jacobi Polinomları

P
(γ,η)
k (x) (k = 0, 1, ...) Jacobi ortogonal polinomları

P
(γ,η)
k (x) =

(−1)k

2kk!
(1− x)−γ(1 + x)−η

dk

dxk
{

(1− x)k+γ(1 + x)k+η
}

(3.8)

Rodrigues formülü ile tanımlanır. Bu polinomlar 3F2 hipergeometrik fonksiyonları

cinsinden de aşağıdaki şekilde ifade edilebilir.

P
(γ,η)
k (x) =

(γ + 1)k
k!

2F1

 −k, k + γ + η + 1

γ + 1

∣∣∣∣∣∣ 1− x
2


Bu polinomlar [−1, 1] aralı̆gında

ρ(x) = (1− x)γ(1 + x)η , (γ, η > −1)

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani k, l ∈ N0 için

1∫
−1

(1− x)γ(1 + x)ηP
(γ,η)
k (x)P

(γ,η)
l (x)dx

=
2γ+η+1Γ(γ + k + 1)Γ(η + k + 1)

k! (γ + η + 2k + 1)Γ (γ + η + k + 1)
δkl , k, l ∈ N0 (3.9)

ortogonallik bağıntısı gerçeklenir (Rainville 1960). Burada δkl Kronecker deltayı

gösterir ve

δkl =

 1, k = l

0, k 6= l

ile tanımlanır. P (γ,η)
k (x) (k = 0, 1, ...) Jacobi polinomlarıikinci basamaktan(

1− x2
)
y′′ + (η − γ − (η + γ + 2)x) y′ + k (k + γ + η + 1) y = 0

diferensiyel denkleminin özfonksiyonlarıdır.

Şimdi de bir bölgede iki deği̧skenli ortogonal polinomların tanımınıverelim.

Tanım 3.4 x ve y bağımsız deği̧skenleri için monomiallerin kümesi{
xm−lyl, m = 0, 1, ... ; l = 0, 1, ...,m

}
olsun. {dml} , m = 0, 1, ... ; l = 0, 1, ...,m reel sabitlerinin xm−lyl monomialleriyle

çarpılıp toplanmasıyla elde edilen m-yinci dereceden iki deği̧skenli bir polinom
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dml 6= 0 olmak üzere

Qml(x, y) =
m−1∑
k=0

k∑
s=0

d
(m,l)
ks xk−sys +

l∑
s=0

d(m,l)
ms xm−sys

formunda tanımlanır. Buradam indisi, x ve y deği̧skenlerine göre polinomun toplam

derecesini , l indisi de polinomun y deği̧skeninin en yüksek kuvvetini gösterir. Bu

polinom (m, l)- yinci basamaktan bir polinom olarak adlandırılır ve d(m,l)
ml katsayısı

bu polinomun başkatsayısıdır (Suetin 1988, Aktaş 2007).

Tanım 3.5 xy-düzleminde basit kapalı bir C eğrisiyle sınırlanan basit irtibatlı,

sonlu bir bölge Ω olsun.

0 <

∫∫
Ω

$(x, y)dxdy <∞

koşulunu sağlayan negatif olmayan $(x, y) fonksiyonuna Ω bölgesinde bir ‘ağırlık

fonksiyonu’denir.

Teorem 3.2 (m, l)- yinci basamaktan bir polinom Qml(x, y) olsun. Qml(x, y) poli-

nomunun, bir Ω bölgesinde tanımlı$(x, y) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal ol-

ması için gerek ve yeter şart Qml(x, y) polinomunun düşük basamaktan Zrs(x, y)

polinomuna ortogonal olmasıdır. Yani,∫∫
Ω

$(x, y)Qml(x, y)Zrs(x, y)dxdy = 0 , (r, s) < (m, l)

eşitliğinin sağlamasıdır. Burada (r, s) < (m, l) gösterimi

(r, s) < (m, l) =

 r = m , s < l

r < m

ile ifade edilir (Suetin 1988).

1975 yılında T.H. Koornwinder (1975) tek deği̧skenli ortogonal polinomlar yardımıyla

iki deği̧skenli ortogonal polinomlar elde etmek için bir metot vermi̧s ve bu metot

yardımıyla çeşitli iki deği̧skenli ortogonal polinom aileleri tanımlamı̧stır. Bu metodu

aşağıda verelim.

Teorem 3.3 (Koornwinder Metodu) ρ1(x) ve ρ2(y) fonksiyonlarısırasıyla (a1, b1)

ve (a2, b2) aralı̆gında tanımlı birer ağırlık fonksiyonu olsunlar. σ(x) fonksiyonu
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da (a1, b1) aralı̆gında r−yinci (r = 0, 1, ...) dereceden bir polinom ya da 2r-yinci

(r = 1/2, 1, 3/2, ...) dereceden bir polinomun karekökü olsun ve ayrıca aşağıdaki du-

rumlardan birini sağlayan pozitif bir fonksiyon olsun. σ(x) fonksiyonunun polinom

olmadı̆gıdurumda a2 = −b2 olsun ve ρ2(y) fonksiyonu (−b2, b2) simetrik aralı̆gında

çift fonksiyon olsun. l ≥ 0 için pm(x; l), m = 0, 1, ... polinomları(a1, b1) aralı̆gında

σ2l+1(x)ρ1(x) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal ve qm(y) polinomlarıda (a2, b2)

aralı̆gında ρ2(y) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal olsunlar. Bu durumda,

Qm,l(x, y) = pm−l(x; l)σl(x)ql

(
y

σ(x)

)
, 0 ≤ l ≤ m (3.10)

olarak tanımlanan iki deği̧skenli polinom ailesi

Ω = {(x, y) : a1 ≤ x ≤ b1, a2 σ(x) ≤ y ≤ b2 σ(x)}

bölgesinde

$(x, y) = ρ1(x)ρ2

(
y

σ(x)

)
ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani (r, s) 6= (m, l) için

〈Qm,l, Qr,s〉 =

∫∫
Ω

Qm,l(x, y)Qr,s(x, y)$(x, y)dxdy = 0

iç çarpımısıfırdır (Koornwinder 1975).

İspat. (3.10) ile verilen Qm,l(x, y) polinomlarının tanımıdikkate alınırsa ve
y

σ(x)
= t (x) deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa (r, s) 6= (m, l) için

〈Qm,l, Qr,s〉 =

∫∫
Ω

Qm,l(x, y)Qr,s(x, y)$(x, y)dxdy

=

b1∫
a1

b2 σ(x)∫
a2 σ(x)

pm−l(x; l)ql

(
y

σ(x)

)
σl+s(x)

×pr−s(x; s)qs

(
y

σ(x)

)
ρ1(x)ρ2

(
y

σ(x)

)
dydx

=

b1∫
x=a1

pm−l(x; l)pr−s(x; s)σl+s+1(x)ρ1(x)dx

×
b2∫

t=a2

ql (t) qs (t) ρ2 (t) dt

= 0
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gerçeklenir.

3.2 Üçgensel Bölgede İki Deği̧skenli Jacobi Polinomları

1975 yılında Koornwinder tek deği̧skenli ortogonal polinomlardan iki deği̧skenli or-

togonal polinomlar elde etmek için genel bir metot vermi̧s ve üçgensel bölgedeki

ortogonal polinomları da içine alan çeşitli iki deği̧skenli polinom aileleri tanım-

lamı̧stır (Koornwinder 1975). Yukarıdaki teoremde ρ1(x) = (1 − x)η+δ−1xγ−1/2,

ρ2(y) = (1 − y)δ−1/2yη−1/2, σ(x) = 1 − x, (a1, b1) = (a2, b2) = (0, 1) seçilirse

γ, η, δ > −1/2 için üçgensel bölgedeki iki deği̧skenli Jacobi polinomları

P
(γ,η,δ)
m,l (x, y) = P

(η+δ+2l,γ−1/2)
m−l (2x− 1)(1− x)lP

(δ−1/2,η−1/2)
l (

2y

1− x − 1),

(0 ≤ l ≤ m ; m, l ∈ N0)

formunda tanımlanır. Bu polinom ailesi,

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1
}

bölgesinde

$(x, y) = xγ−1/2yη−1/2(1− x− y)δ−1/2

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir (Koornwinder 1975, Dunkl ve Xu 2014).
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4. AYRIK TEK DEĞİŞKENLİ ORTOGONAL POLİNOMLAR VE

ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde, tek deği̧skenli ayrık ortogonal polinomların temel özellikleri incelenecek

ve ayrık deği̧skenli ortogonal polinom aileleri verilecektir.

4.1 Hipergeometrik Tipten Fark Denklemi

ζ(x) ve ξ(x) polinomlarısırasıyla en fazla ikinci dereceden ve birinci dereceden poli-

nomlar ve ς bir sabit olmak üzere

ζ(x)y′′ + ξ(x)y′ + ςy = 0 (4.1)

ikinci basamaktan diferensiyel denklemi hipergeometrik tipten bir denklem ola-

rak adlandırılır. Böylesi bir denklemin çözümleri Jacobi, Laguerre ve Hermite

polinomlarıdır. Hipergeometrik tipten bir denklemin çözümleri de hipergeometrik

tipten fonksiyonlardır. (4.1) diferensiyel denkleminden fark denklemi elde etmeye

çalı̧salım.

y′ =
1

2

[
y (x+ h)− y (x)

h
+
y (x)− y (x− h)

h

]
+O

(
h2
)

y′′ =
1

h

[
y (x+ h)− y (x)

h
− y (x)− y (x− h)

h

]
+O

(
h2
)

açılımları(4.1) diferensiyel denkleminde yerine yazılırsa ve uygun deği̧sken deği̧stirmeler

yapılırsa

ζ̃(x)∆∇y(x) + ξ̃(x)∆y(x) + ςy(x) = 0 (4.2)

fark denklemi elde edilir. Burada ζ̃(x) = ζ(x) − ξ (x)

2
, ξ̃(x) = ξ(x) biçimindedir

ve bu polinomlar sırasıyla en fazla ikinci ve birinci dereceden polinomlardır. (4.2)

eşitliğindeki fark denkleminin her iki tarafına ileri fark operatörü uygulanarak ko-

laylıkla görülür ki rl(x) = ∆ly(x) (l = 0, 1, ...) fonksiyonu da

ζ̃(x)∆∇rl(x) + ξ̃l(x)∆rl(x) + βlrl(x) = 0 (4.3)

formunda bir hipergeometrik tipten fark denkleminin çözümüdür. Burada
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ξ̃l(x) = ξ̃l−1(x+1)+∆ζ̃(x) , ξ̃0(x) = ξ̃(x) ve βl = ς+lξ̃
′
+ 1

2
l (l − 1) ζ̃

′′
(x) (l = 0, 1, ...)

şeklindedir. Tersine βk 6= 0 (k = 0, 1, ..., l − 1) için (4.3) fark denkleminin her bir

çözümü rl(x) = ∆ly(x) formunda yazılabilir. ρ(x) fonksiyonu

∆
[
ζ̃(x)ρ(x)

]
= ξ̃(x)ρ(x) (4.4)

eşitliğini sağlarsa (4.2) denklemi

∆
[
ζ̃(x)ρ(x)∇y(x)

]
+ ςρ(x)y(x) = 0 (4.5)

self adjoint formda yazılabilir. Benzer şekilde (4.3) denklemi self adjoint formda

∆
[
ζ̃(x)ρl(x)∇rl(x)

]
+ βlρl(x)rl(x) = 0 (4.6)

şeklinde yazılabilir. (4.5) ve (4.6) eşitliklerinden

ρl(x) = ξ̃(x+ 1)ρl−1(x+ 1) , ρ0(x) = ρ(x) (4.7)

olup bunun ardı̧sık olarak tekrarlanmasıyla ρl(x) ve ρ(x) fonksiyonlarıarasında

ρl(x) = ρ(x+ l)

l∏
m=1

ξ̃(x+m)

eşitliği gerçeklenir. (4.6) denklemi ve (4.7) eşitliği kullanılarak

ρl(x)rl(x) = − 1

βl
∇
[
ρl+1(x)rl+1(x)

]
elde edilir. l < k için bu bağıntının tekrarlanmasıyla

ρlrl =
Dl

Dk

∇k−l (ρkrk)

bulunur. Burada Dl katsayısı

Dl = (−1)l
l−1∏
m=0

βm , D0 = 1

formundadır. y = yk (x) için rk (x) sabit olacağından

rlk(x) = ∆lyk(x) =
DlkEk
ρl(x)

∇k−l [ρk(x)] (4.8)
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elde edilir. Burada

Dlk =
k!

(k − l)!

l−1∏
m=0

(ξ̃
′
+
k +m− 1

2
ζ̃
′′
) , D0k = 1, l ≤ k,

Ek =
∆kyk (x)

Dkk

=
1

Dkk

y
(k)
k (x)

şeklindedir. (4.8) eşitliğinde l = 0 alınırsa, (4.2) denkleminin yk(x) çözümü

yk(x) =
Ek
ρ(x)
∇k [ρk(x)] (4.9)

olarak elde edilir. Bu formül ‘Rodrigues formülü’olarak adlandırılır (Nikiforov vd.

1991, Ayata 2012).

4.2 Ayrık Deği̧skenli Klasik Ortogonal Polinomlar için Ortogonallik Özel-

liği

(4.5) denkleminin iki farklıçözümü yk(x) ve yl(x) polinomlarıolsunlar. Bu polinom-

lar sırasıyla

∆
[
ζ̃(x)ρ(x)∇yk(x)

]
+ ςkρ(x)yk(x) = 0, (4.10)

∆
[
ζ̃(x)ρ(x)∇yl(x)

]
+ ς lρ(x)yl(x) = 0 (4.11)

denklemlerini gerçekler. (4.10) denklemi yl(x) ile (4.11) denklemi yk(x) ile çarpılıp

bu iki eşitlik taraf tarafa çıkarılırsa

∆{ζ̃(x)ρ(x)[yl(x)∇yk(x)− yk(x)∇yl(x)]} = (ς l − ςk)ρ(x)yl(x)yk(x)

elde edilir. Burada x = xi, xi+1 = xi + 1 alınıp a ≤ xi ≤ b− 1 için her iki tarafın

toplamıalınırsa ve yl(x)∇yk(x)−yk(x)∇yl(x) ifadesinin x’e bağlıbir polinom olduğu

düşünülürse,

ζ̃(x)ρ(x)xm |x=a,b= 0 , (m = 0, 1, 2, ...) (4.12)

sınır koşullarıaltında (4.5) denkleminin çözümlerinin [a, b− 1] üzerinde ρ(x) ağırlık

fonksiyonuna göre ortogonal olduğu görülür. Yani,

b−1∑
xi=a

yl(xi)yk(xi)ρ(xi) = δklu
2
k (4.13)
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bağıntısıgerçeklenir. Burada δkl Kronecker deltadır ve

δkl =

 1, k = l

0, k 6= l

ile tanımlanır. Burada genellikle a ≤ xi ≤ b − 1 için ρ(xi) > 0 ek koşulunun

sağlandı̆gıkabul edilir. (4.13) bağıntısınısağlayan yk(x) polinomlarıayrık deği̧skenli

klasik ortogonal polinomlar olarak adlandırılır. k = l durumunda (4.13) eşitliği

hesaplanırsa yk(x) polinomlarının u2
k kare normu

u2
k = (−1)kDkkE

2
kρN−1(a)

N−2∏
m=k

(
1− ζ̃

′′
/(2ξ̃

′
m)

ζ̃ (x∗m)

)
,

N = b− a , ξ̃
′
m = ξ̃

′
+mζ̃

′′

olarak hesaplanır. Burada, x∗m, ξ̃m (x) = 0 denkleminin bir köküdür (Nikiforov vd.

1991, Ayata 2012).

4.3 Ayrık Deği̧skenli Klasik Ortogonal Polinomlar için Rekürans For-

mülü

(4.2) fark denkleminin çözümü olan yk(x) polinomu

yk(x) = akx
k + bkx

k−1 + ...

açılımına sahip olsun. Ayrık deği̧skenli yk(x) ortogonal polinomu

x yk(x) = εkyk+1(x) + ϑkyk(x) + νkyk−1(x) (4.14)

rekürans formülünü gerçekler. Burada εk, ϑk ve νk katsayılarıεk =
ak
ak+1

,

ϑk =
bk
ak
− bk+1

ak+1

, νk =
ak−1

ak

u2
k

u2
k−1

formundadır (Nikiforov vd. 1991).

(4.14) bağıntısının her iki yanında yk(x) polinomunun açık ifadesi yazılıp xk+1 in

katsayılarıkaŗsılaştırılırsa εk =
ak
ak+1

elde edilir. Uygun di katsayılarıiçin

x yk(x)− εkyk+1(x) =
k∑
i=0

diyi(x)
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eşitliği sağlanır. yk(x) polinomlarının ortogonallik özelliği kullanılırsa

dj =

b∑
xi=a

xiyk(xi)yj(xi)ρ (xi)

b∑
xi=a

y2
j (xi)ρ (xi)

=

b∑
xi=a

xiyk(xi)yj(xi)ρ (xi)

u2
j

, j ≤ k

elde edilir. xyj(x) polinomu en fazla (k − 1)-inci dereceden polinom olduğundan

d0 = d1 = ... = dk−2 = 0 olduğu görülür. Şimdi de dk−1 = νk ve dk = ϑk olarak alıp

bu katsayılarıhesaplayalım.

xiyk−1(xi) = ak−1 x
k
i + bk−1 x

k−1
i + ...

=
ak−1

ak

[
ak x

k
i + bk−1

ak
ak−1

xk−1
i + ..

]
=

ak−1

ak

[
yk(xi) +

k−1∑
j=0

ejyj(xi)

]

açılımı

νk = dk−1 =

b∑
xi=a

xiyk(xi)yk−1(xi)ρ (xi)

u2
k−1

ifadesinin payında dikkate alınır ve ortogonallik özelliği kullanılırsa νk =
ak−1

ak

u2
k

u2
k−1

olarak bulunur. εk, νk açılımları ve polinomların açık ifadeleri (4.14) eşitliğinde

yerine yazılıp xk nın katsayılarıeşitlenirse ϑk =
bk
ak
− bk+1

ak+1

elde edilir.

4.4 Hahn, Kravchuk, Meixner ve Charlier Polinomları

Bölüm 4.1, 4.2 ve 4.3’de hipergeometrik tipteki fark denkleminin ayrık deği̧skenli

çözümleri, bu çözümlerin Rodrigues formülü yardımıyla gösterimleri, belirli koşullar

altında ortogonallik özellikleri incelenmi̧s ve üç terimli rekürans formülü verilmi̧stir.

Bu bölümde ise Bölüm 4.1 de elde edilen polinomların özel durumlarıolan Hahn,

Kravchuk, Meixner, Charlier polinomlarıve bu polinomların özellikleri incelenecektir

(Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010).

4.4.1 Hahn polinomları

(4.2) fark denkleminde ζ̃(x) = x (N + η − x) , ξ̃(x) = (γ + 1) (N − 1)−(γ + η + 2)x,
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ςk = k (γ + η + k + 1) alınırsa

x (N + η − x) ∆∇y(x) + ((γ + 1) (N − 1)− (γ + η + 2)x) ∆y(x)

+k (γ + η + k + 1) y(x) = 0

fark denkleminin çözümleri

h
(γ,η)
k (x;N) =

(η + 1)k (−1)k

(1−N)k ρ(x)
∇k [ρk(x)]

Rodrigues formülü ile tanımlanan Hahn polinomlarıolarak bulunur. Burada ağırlık

fonksiyonu

ρ(x) =

 γ + x

x

 η +N − x− 1

N − x− 1

 =
(γ + 1)x (η + 1)N−1−x

x!(N − 1− x)!
,

(γ > −1, η > −1)

formunda olup

ρk(x) =
(γ + k + 1)x (η + k + 1)N−1−x−k

x!(N − 1− x− k)!

şeklindedir. Bu polinomlar 3F2 hipergeometrik fonksiyonlarıcinsinden de aşağıdaki

şekilde ifade edilebilirler.

h
(γ,η)
k (x;N) = 3F2

 −k, − x, k + γ + η + 1

γ + 1, 1−N

∣∣∣∣∣∣ 1
 , k = 0, 1, .... (4.15)

Bu polinomların ilk birkaç terimi aşağıdaki formda verilir.

h
(γ,η)
0 (x;N) = 1 ,

h
(γ,η)
1 (x;N) = 1 +

(γ + η + 2)

(γ + 1)(1−N)
x ,

h
(γ,η)
2 (x;N) = 1 +

(γ + η + 3) [(γ + 2)(2N − 3) + η + 2]

(γ + 1)(γ + 2)(1−N)(N − 2)
x

+
(γ + η + 3)(γ + η + 4)

(γ + 1)(γ + 2)(N − 1)(N − 2)
x2

...

h
(γ,η)
k (x,N) Hahn polinomlarıγ, η > −1 için ρ(x) ağırlık fonksiyonuna göre ortogo-

naldir ve (4.13) ortogonallik bağıntısına göre

N−1∑
xi=0

h
(γ,η)
k (xi;N)h

(γ,η)
l (xi;N)ρ(xi)

=
(k + γ + η + 1)N (η + 1)k k!

(2k + γ + η + 1) (γ + 1)k (N − k)k (N − 1)!
δkl
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ortogonallik bağıntısınısağlar (Rodal vd. 2005, Koekoek vd. 2010).

Hahn polinomlarıiçin ak ve bk katsayıları

ak =
(γ + η + k + 1)k
(γ + 1)k (1−N)k

,

bk = −
k (γ + η + k + 1)k−1

(γ + 1)k (1−N)k

[
(γ + 1) (N − 1) +

k − 1

2
(η − γ + 2N − 2)

]
olmak üzere, Hahn polinomlarıiçin üç terimli rekürans bağıntısı(4.14) bağıntısından

xh
(γ,η)
k (x;N) = −(k + γ + 1)(γ + η + k + 1) (N − k − 1)

(γ + η + 2k + 1) (γ + η + 2k + 2)
h

(γ,η)
k+1 (x)

+

{
(k + γ + 1)(γ + η + k + 1) (N − k − 1)

(γ + η + 2k + 1) (γ + η + 2k + 2)
+

k(γ + η + k +N) (k + η)

(γ + η + 2k) (γ + η + 2k + 1)

}
h

(γ,η)
k (x)

− k(γ + η + k +N) (k + η)

(γ + η + 2k) (γ + η + 2k + 1)
h

(γ,η)
k−1 (x).

formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010).

Teorem 4.1 P
(γ,η)
k Jacobi polinomlarıile h(γ,η)

k (x;N) Hahn polinomlarıarasında

lim
N→∞

h
(γ,η)
k (Nx;N) =

P
(γ,η)
k (1− 2x)

P
(γ,η)
k (1)

=
k!P

(γ,η)
k (1− 2x)

(γ + 1)k

limit bağıntısıgerçeklenir.

İspat. h(γ,η)
k (x;N) Hahn polinomlarının ve P (γ,η)

k Jacobi polinomlarının

hipergeometrik fonksiyon açılımlarıdikkate alınarak

lim
N→∞

h
(γ,η)
k (Nx;N)

= lim
N→∞

k∑
i=0

(−k)i (−Nx)i(k + γ + η + 1)i
(γ + 1)i(1−N)i i!

=

k∑
i=0

(−k)i (k + γ + η + 1)i
(γ + 1)i i!

lim
N→∞

(−Nx)i
(1−N)i

=

k∑
i=0

(−k)i (k + γ + η + 1)i
(γ + 1)i i!

(x)i =
P

(γ,η)
k (1− 2x)

P
(γ,η)
k (1)

elde edilir.
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4.4.2 Meixner polinomları

(4.2) fark denkleminde ζ̃(x) = x, ξ̃(x) = τ%− x (1− %) , ςk = k (1− %) alınırsa

x∆∇y(x) + (τ%− x (1− %)) ∆y(x) + k (1− %) y(x) = 0

fark denkleminin çözümleri

m
(τ ,%)
k (x) =

1

%kρ(x)
∇k [ρk(x)]

Rodrigues formülü ile tanımlananMeixner polinomlarıdır. Burada ağırlık fonksiyonu

ρ(x) =
%x(τ)x

Γ(x+ 1)
, (τ > 0, 0 < % < 1)

olup

ρk(x) =
%x+kΓ (k + τ + x)

Γ (x+ 1) Γ (τ)

formundadır. Meixner polinomlarıaynızamanda 0 < % < 1, τ > 0 için 2F1 hiperge-

ometrik fonksiyonlarıcinsinden ifade edilebilir.

m
(τ ,%)
k (x) = (τ)k 2F1

 −k, − x

τ

∣∣∣∣∣∣ 1− 1

%

 , k = 0, 1, ... .

m
(τ ,%)
k (x) Meixner polinomları0 < % < 1, τ > 0 için ρ(x) ağırlık fonksiyonuna göre

ortogonaldir ve (4.13) ortogonallik bağıntısına göre

∞∑
xi=0

m
(τ ,%)
k (xi)m

(τ ,%)
l (xi)ρ(xi) =

k! (τ)k
%k(1− %)τ

δkl

ortogonallik bağıntısınıgerçekler. Bu polinomların ilk birkaç terimi aşağıdaki formda

verilir.

m
(τ ,%)
0 (x) = 1 ,

m
(τ ,%)
1 (x) = τ +

(
1− 1

%

)
x ,

m
(τ ,%)
2 (x) = τ(τ + 1) +

(
1− 1

%

)
x

[
2(τ + 1)−

(
1− 1

%

)]
+

(
1− 1

%

)2

x2,

...
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Meixner polinomlarıiçin ak ve bk katsayıları

ak =

(
%− 1

%

)k
,

bk = k

(
τ +

(k − 1) (%+ 1)

2%

)(
%− 1

%

)k−1

olmak üzere, Meixner polinomları için üç terimli rekürans bağıntısı (4.14) bağın-

tısından

xm
(τ ,%)
k (x) =

%

%− 1
m

(τ ,%)
k+1 (x) +

k + %(k + τ)

1− % m
(τ ,%)
k (x) +

k(k − 1 + τ)

%− 1
m

(τ ,%)
k−1 (x)

formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991).

4.4.3 Kravchuk polinomları

(4.2) fark denkleminde ζ̃(x) = x, ξ̃(x) =
Nq − x
1− q , ςk =

k

1− q alınırsa

x∆∇y(x) + ((Nq − x) / (1− q)) ∆y(x) + (k/ (1− q)) y(x) = 0

fark denkleminin çözümleri

k
(q)
k (x;N) =

(−1)k (1− q)k

qkρ(x)
∇k [ρk(x)]

Rodrigues formülü ile tanımlanan Kravchuk polinomlarıolarak kaŗsımıza çıkar. Bu-

rada ağırlık fonksiyonu

ρ(x) =
N !qx (1− q)N−x

Γ(x+ 1)Γ(N + 1− x)
, 0 < q < 1, N ∈ N

formunda olup

ρk(x) =
N !qx+k (1− q)N−x−k

Γ(x+ 1)Γ(N + 1− x− k)

şeklindedir. Kravchuk polinomlarıaynızamanda 2F1 hipergeometrik fonksiyonları

cinsinden aşağıdaki gibi ifade edilebilir.

k
(q)
k (x;N) = (−N)k 2F1

 −k, − x
−N

∣∣∣∣∣∣ 1

q

 , k = 0, 1, ...
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Bu polinomların ilk birkaç terimi aşağıdaki formda verilir.

k
(q)
0 (x;N) = 1 ,

k
(q)
1 (x;N) = −N +

1

q
x ,

k
(q)
2 (x;N) = N (N − 1)− 1

q
x

(
2(N − 1) +

1

q

)
+

1

q2
x2,

...

k
(q)
k (x;N)Kravchuk polinomlarıρ(x) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir ve (4.13)

ortogonallik bağıntısına göre

N∑
xi=0

k
(q)
k (xi;N)k

(q)
l (xi;N)ρ(xi) (4.16)

=
N !k!

(N − k)!
q−k(1− q)kδkl

ortogonallik bağıntısınısağlar (Rodal vd. 2005, Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd.

2010).

Kravchuk polinomlarıiçin ak ve bk katsayıları

ak =
1

qk
,

bk = −Nkq + k (k − 1) (1/2− q)
qk

olmak üzere, Kravchuk polinomlarıiçin üç terimli rekürans bağıntısı(4.14) bağın-

tısından

xk
(q)
k (x;N) = qk

(q)
k+1(x;N) + (k + q(N − 2k))k

(q)
k (x;N)

+ (1− q) k(N − k + 1)k
(q)
k−1(x;N)

formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991, Koekoek vd. 2010).

Teorem 4.2 h
(γ,η)
k (x;N)Hahn polinomlarıile k(q)

k (x;N)Kravchuk polinomlarıarasında

lim
v→∞

h
(qv,(1−q)v)
k (x;N + 1) =

k
(q)
k (x;N)

(−N)k

limit bağıntısıgerçeklenir.
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İspat. h
(γ,η)
k (x;N) Hahn polinomlarının (4.15) eşitliği ile verilen hipergeometrik

fonksiyon açılımıkullanılarak

lim
v→∞

h
(qv,(1−q)v)
k (x;N + 1) = lim

v→∞

k∑
i=0

(−k)i(−x)i(k + v + 1)i
(qv + 1)i(−N)i i!

=
k∑
i=0

(−k)i(−x)i
(−N)i i!

lim
v→∞

(k + v + 1)i
(qv + 1)i

=
k∑
i=0

(−k)i(−x)i

(
1

q

)i
(−N)i i!

= 2F1

 −k, − x
−N

∣∣∣∣∣∣ 1

q


=

k
(q)
k (x;N)

(−N)k

elde edilir.

Teorem 4.3 m
(τ ,%)
k (x)Meixner polinomlarıile k(q)

k (x;N)Kravchuk polinomlarıarasında

m
(−N, q/(q−1))
k (x) = k

(q)
k (x;N)

bağıntısısağlanır.

İspat. m(τ ,%)
k (x) Meixner polinomlarının hipergeometrik açılımıkullanılırsa

m
(−N, q/(q−1))
k (x) = (−N)k

k∑
i=0

(−k)i(−x)i
(−N)i i!

(
1

q

)i

= (−N)k 2F1

 −k, − x
−N

∣∣∣∣∣∣ 1

q

 = k
(q)
k (x;N)

elde edilir.

4.4.4 Charlier polinomları

(4.2) fark denkleminde ζ̃(x) = x, ξ̃(x) = α− x, ςk = k alındı̆gında

x∆∇y(x) + (α− x) ∆y(x) + ky(x) = 0

fark denkleminin çözümleri

c
(α)
k (x) =

α−k

ρ(x)
∇k [ρk(x)]
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Rodrigues formülü ile tanımlanan Charlier polinomlarıdır. Burada ağırlık fonksiyonu

ρ(x) =
e−ααx

Γ(x+ 1)
, (α > 0)

olmak üzere

ρk(x) =
e−ααx+k

Γ(x+ 1)

formundadır. Charlier polinomlarıaynızamanda 2F0 hipergeometrik fonksiyonları

cinsinden

c
(α)
k (x) = 2F0

 −k,−x
−

∣∣∣∣∣∣− 1

α


formunda ifade edilebilir. Bu polinom ailesinin ilk birkaç terimi aşağıdaki gibidir.

c
(α)
0 (x) = 1 ,

c
(α)
1 (x) = 1− 1

α
x ,

c
(α)
2 (x) = 1− 1

α
x

(
1

α
+ 2

)
+

1

α2
x2,

...

c
(α)
k (x) Charlier polinomlarıρ(x) ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir ve (4.13)

ortogonallik bağıntısına göre

∞∑
xi=0

c
(α)
k (xi)c

(α)
l (xi)ρ(xi) =

k!

αk
δkl

ortogonallik özelliği sağlanır.

Charlier polinomlarıiçin ak ve bk katsayıları

ak =
1

(−α)k
,

bk = −k [1 + (k − 1) /2α]

(−α)k−1

olmak üzere, Charlier polinomlarıiçin üç terimli rekürans bağıntısı(4.14) eşitliğin-

den

xc
(α)
k (x) = −αc(α)

k+1(x) + (k + α)c
(α)
k (x)− kc(α)

k−1(x)

formunda elde edilir (Nikiforov vd. 1991).
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5. ÜÇGENSEL BÖLGEDE AYRIK İKİ DEĞİŞKENLİ ORTOGONAL

POLİNOMLAR

Tek deği̧skenli ortogonal polinomlar yardımıyla iki deği̧skenli ortogonal polinomlar

elde etmek için Koornwinder’ in tanımladı̆gımetot Bölüm 3.1’de verilmi̧sti. Bu

bölümde ayrık deği̧skenli ortogonal polinomlar kullanılarak üçgensel bölgede ayrık

iki deği̧skenli ortogonal polinomlar elde etmek için Koornwinder’in teoreminin bir

analoğu tanımlanacaktır. Ayrık deği̧skenli Hahn, Kravchuk, Meixner ve Charlier or-

togonal polinomlarıyardımıyla ayrık iki deği̧skenli ortogonal polinomlar tanımlanıp

bunların özellikleri incelenecektir (Rodal vd. 2005).

Teorem 5.1 {sk(x;λ)} polinom ailesi en az bir λ parametresine bağlıHahn, Kravchuk,

Meixner, Charlier ayrık deği̧skenli klasik ortogonal polinomlarının ailelerinden biri

olsun ve polinom ailesi

λ∑
z=0

sk1(z;λ)sl1(z;λ)g1(z, λ) = Θk1g3(λ− k1)δk1,l1

bağıntısınısağlasın. ∀k1 ∈ N için {vk(λ− k1)} polinom ailesi de

b∑
λ=0

vk2(λ− k1)vl2(λ− k1)g4(λ− k1) = Ψk2δk2,l2

eşitliğini sağlayan ayrık deği̧skenli klasik ortogonal polinomların başka bir ailesi ola-

rak verilsin. x ve y deği̧skenlerine göre (k1 +k2)-inci dereceden iki deği̧skenli polinom

Ξk1,k2(x, y) = ϕ(x+ y; k1)sk1(x;x+ y)vk2(x+ y − k1) (5.1)

olarak tanımlansın. Burada ϕ(x+ y; k), x+ y ’ye göre k-inci dereceden bir polinom

olmak üzere

ϕ(x+ y; k1)sk1(x;x+ y)

çarpımıda x ve y deği̧skenlerine göre k1-inci dereceden bir polinomdur. (5.1) polinom

ailesi

Λ(x, y) = g1(x, x+ y)g2(x+ y) =
g1(x, x+ y)g4(x+ y − k1)

ϕ2(x+ y; k1)g3(x+ y − k1)
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ağırlık fonksiyonuna göre

Ωc = {(x, y) | x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ x+ y ≤ c}

ayrık üçgensel bölgede ortogonaldir. Burada c negatif olmayan bir tamsayıdır. Bu

metot c =∞ durumu için de uygulanabilir.

İspat. Ξk1,k2(x, y) polinomlarının tanımıdikkate alınarak

c∑
x=0

c−x∑
y=0

Ξk1,k2(x, y)Ξl1,l2(x, y)Λ(x, y)

=

c∑
x=0

c−x∑
y=0

ϕ(x+ y; k1)sk1(x;x+ y)vk2(x+ y − k1)

× ϕ(x+ y; l1)sl1(x;x+ y)vl2(x+ y − k1)Λ(x, y)

yazılabilir. Burada z = x ve λ = x+ y olarak alınırsa

c∑
x=0

c−x∑
y=0

Ξk1,k2(x, y)Ξl1,l2(x, y)Λ(x, y)

=
c∑

λ=0

vk2(λ− k1)vl2(λ− l1)ϕ(λ; k1)ϕ(λ; k1)g2(λ)

×
λ∑
z=0

sk1(z;λ)sl1(z;λ)g1(z, λ)

= Θk1δk1,l1
∑
λ=0

vk2(λ− k1)vl2(λ− k1)ϕ2(λ; k1)g2(λ)g3(λ− k1)

= Θk1Ψk2δk1,l1δk2,l2

elde edilir ki bu da Ξk1,k2(x, y) polinom ailesinin Ωc üzerinde Λ(x, y) ağırlık fonksi-

yonuna göre ortogonal olduğunu gösterir. Burada iç çarpımıtanımlayan toplam, Ωc

ayrık simpleksteki negatif olmayan tamsayıların sonlu kümesi üzerindedir.

Yukarıda verilen teoremin uygulamalarıolarak alt bölümlerde iki deği̧skenli Hahn,

Kravchuk, Meixner ve Charlier polinomlarıtanımlanacaktır. Ayrıca bu polinomların

sağladıklarıfark denklemleri, üç terimli rekürans formülleri ve birbirleri arasındaki

geçi̧s bağıntılarıelde edilecektir.
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5.1 İki Deği̧skenli Hahn Ortogonal Polinomları

Teorem 5.1’de tanımlanan ifadelerde

sk(z;λ) = h
(γ,η)
k (z;λ+ 1)

vk(λ− n) = h
(γ+η+2n+1,δ)
k (λ− n;N − n)

g1(z;λ) =

(
z + γ

z

)(
λ− z + η

λ− z

)

g3(λ− n) =

(
γ + η + λ+ n+ 1

λ− n

)

g4(λ− n) =

(
δ +N − 1− λ
N − 1− λ

)(
γ + η + λ+ n+ 1

λ− n

)

ϕ(λ, n) =

(
λ

n

)
(
N − 1

n

)

seçimleri yapıldı̆gında k1 + k2 ≤ N − 1 için

Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) =

(
x+ y

k1

)
(
N − 1

k1

)h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1)h
(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)

(5.2)

iki deği̧skenli Hahn polinomlarıtanımlanır. Ayrıca bu polinomlar daha öncesinde

Karlin ve McGregor tarafından verilmi̧stir (Karlin, McGregor 1975). Burada h(γ,η)
k (x;N)

polinomlarıtek deği̧skenli Hahn polinomlarınıifade eder. İki deği̧skenli Hahn poli-

nomlarıx ve y ye göre toplam (k1 + k2)-inci derecesinde olup γ, η, δ > −1; x, y, k, n

negatif olmayan tamsayılardır. Bu polinom ailesinin ilk birkaç terimi aşağıdaki
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gibidir.

Hγ,η,δ
0,0 (x, y;N) = 1 ,

Hγ,η,δ
1,0 (x, y;N) =

γ + η + 2

(γ + 1) (1−N)
x+

x+ y

N − 1
,

Hγ,η,δ
0,1 (x, y;N) = 1 +

(x+ y) (γ + η + δ + 3)

(γ + η + 2)(1−N)
,

Hγ,η,δ
2,0 (x, y;N) =

(
x+ y

2

)
(
N − 1

2

) {1− (γ + η + 3) [(γ + 2)(2x+ 2y − 1) + η + 2]

(γ + 1)(γ + 2)(x+ y)(x+ y − 1)
x

+
(γ + η + 3)(γ + η + 4)

(γ + 1)(γ + 2)(x+ y)(x+ y − 1)
x2

}
,

Hγ,η,δ
1,1 (x, y;N) =

1

N − 1

(
(γ + η + δ + 5)

(γ + η + 4) (2−N)
(x+ y − 1) + 1

)
×
(
−(γ + η + 2)x

(γ + 1)
+ x+ y

)
,

Hγ,η,δ
0,2 (x, y;N) = 1 +

(γ + η + δ + 4) [(γ + η + 3)(2N − 3) + δ + 2]

(γ + η + 2) (γ + η + 3) (1−N)(N − 2)
x

+
(γ + η + δ + 4) (γ + η + δ + 5)

(γ + η + 2) (γ + η + 3) (N − 1)(N − 2)
x2

...

Teorem 5.2 İki deği̧skenli Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) Hahn polinomları

N−1∑
x=0

N−x−1∑
y=0

Λ(γ,η,δ)(x, y;N)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)Hγ,η,δ
l1,l2

(x, y;N) = Θγ,η,δ
k1,k2

δk1,l1δk2,l2

ortogonallik bağıntısını sağlar (Rodal vd. 2005). Burada Λ(γ,η,δ)(x, y;N) ağırlık

fonksiyonu

Λ(γ,η,δ)(x, y;N) =

(
x+ γ

x

)(
y + η

y

)(
δ +N − x− y − 1

N − x− y − 1

)
(
γ + η + δ +N + 1

N − 1

)
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ile verilir ve Θγ,η,δ
k1,k2

kare normu

Θγ,η,δ
k1,k2

=
(1 + γ + η) (2 + γ + η + δ + 2k1)

(1 + γ + η + 2k1)(γ + η + δ + 2(1 + k1 + k2))

×

(
δ + k2

k2

)(
η + k1

k1

)(
1 + γ + η + δ +N + k1 + k2

k1 + k2

)(
1 + γ + η + 2k1

2k1

)
(
N − 1

k1 + k2

)(
γ + k1

k1

)(
γ + η + k1

k1

)(
2 + γ + η + δ + 2k1

2k1

)

×
(

1 + γ + η + k2 + 2k1

k2

)(
1 + γ + η + δ + k2 + 2k1

k2

)

formunda elde edilir.

İspat. (5.2) eşitliği ile tanımlananHγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) iki deği̧skenli Hahn polinomlarının

açık ifadesi dikkate alınırsa

N−1∑
x=0

N−x−1∑
y=0

Λ(γ,η,δ)(x, y;N)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)Hγ,η,δ
l1,l2

(x, y;N)

=
N−1∑
x=0

N−x−1∑
y=0

(
x+ γ

x

)(
y + η

y

)(
δ +N − x− y − 1

N − x− y − 1

)
(
γ + η + δ +N + 1

N − 1

)
(
x+ y

k1

)
(
N − 1

k1

)
(
x+ y

l1

)
(
N − 1

l1

)

×h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1)h
(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)

× h
(γ+η+2l1+1,δ)
l2

(x+ y − l1;N − l1)h
(γ,η)
l1

(x;x+ y + 1)

yazılabilir. Burada z = x ve λ = x+ y deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa

N−1∑
x=0

N−x−1∑
y=0

Λ(γ,η,δ)(x, y;N)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)Hγ,η,δ
l1,l2

(x, y;N)
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=

N−1∑
λ=0

λ∑
z=0

(
z + γ

z

)(
λ− z + η

λ− z

)(
δ +N − λ− 1

N − λ− 1

)
(
γ + η + δ +N + 1

N − 1

)
(
λ

k1

)(
λ

l1

)
(
N − 1

k1

)(
N − 1

l1

)

×h(γ,η)
k1

(z;λ+ 1)h
(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(λ− k1;N − k1) h
(γ,η)
l1

(z;λ+ 1)

×h(γ+η+2l1+1,δ)
l2

(λ− l1;N − l1)

= 1(
γ + η + δ +N + 1

N − 1

)(
N − 1

k1

)(
N − 1

l1

)

×
λ∑
z=0

(
z + γ

z

)(
λ− z + η

λ− z

)
h

(γ,η)
k1

(z;λ+ 1)h
(γ,η)
l1

(z;λ+ 1)

×
N−1∑
λ=0

(
δ +N − λ− 1

N − λ− 1

)(
λ

k1

)(
λ

l1

)
h

(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(λ− k1;N − k1)

×h(γ+η+2l1+1,δ)
l2

(λ− l1;N − l1)

elde edilir. Tek deği̧skenli Hahn polinomlarının sağladı̆gı

λ∑
z=0

(
z + γ

z

)(
λ− z + η

λ− z

)
h

(γ,η)
k1

(z;λ+ 1)h
(γ,η)
l1

(z;λ+ 1)

=
(−1)k1(k1 + γ + η + 1)λ+1(η + 1)k1k1!

(2k1 + γ + η + 1)(γ + 1)k1(−λ)k1λ!
δk1,l1

ortogonallik bağıntısından ve

(
λ

k1

)2
(k1 + γ + η + 1)λ+1

(−λ)k1λ!

=

(
γ + η + λ+ k1 + 1

λ− k1

)(
γ + η + 2k1

k1

)
(−1)k1(γ + η + 2k1 + 1)

k1!
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eşitliğinden yararlanarak

N−1∑
x=0

N−x−1∑
y=0

Λ(γ,η,δ)(x, y;N)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)Hγ,η,δ
l1,l2

(x, y;N)

=
(η + 1)k1k1!(

γ + η + δ +N + 1

N − 1

)(
N − 1

k1

)(
N − 1

l1

) δk1,l1
(γ + η + 2k1 + 1)(γ + 1)k1

×
N−1∑
λ=0

(
δ +N − λ− 1

N − λ− 1

)(
λ

k1

)2
(k1 + γ + η + 1)λ+1

(−λ)k1λ!
h

(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(λ− k1;N − k1)

×h(γ+η+2l1+1,δ)
l2

(λ− l1;N − l1)

=

(
γ + η + 2k1

k1

)
(
N − 1

k1

)2(
γ + η + δ +N + 1

N − 1

) (η + 1)k1
(γ + 1)k1

δk1,l1

×
N−1∑
λ=0

(
δ +N − λ− 1

N − λ− 1

)(
γ + η + λ+ k1 + 1

λ− k1

)

×h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(λ− k1;N − k1)h
(γ+η+2l1+1,δ)
l2

(λ− l1;N − l1)

bulunur.

N−1∑
λ=0

(
δ +N − λ− 1

N − λ− 1

)(
γ + η + λ+ k1 + 1

λ− k1

)
h

(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(λ− k1;N − k1)

×h(γ+η+2l1+1,δ)
l2

(λ− l1;N − l1)

=

(
γ + η + δ +N + 1

N − 1

)(
N − 1

k1

)2(
1 + γ + η + δ +N + k1 + k2

k1 + k2

)
(
N − 1

k1 + k2

)(
1 + γ + η + δ + 2k1

2k1

)(
1 + γ + η + δ + 2k1 + k2

k2

)

× (δ + 1)k2 (2 + γ + η + δ + 2k1) (k1!)2

(2k1)! (γ + η + 2k1 + 2)k2 (γ + η + δ + 2 + 2k1 + 2k2)
δk2,l2
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eşitliği yukarıdaki ifadede yerine yazılırsa
N−1∑
x=0

N−x−1∑
y=0

Λ(γ,η,δ)(x, y;N)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)Hγ,η,δ
l1,l2

(x, y;N) = Θγ,η,δ
k1,k2

δk1,l1δk2,l2

ayrık iki deği̧skenli Hahn polinomlarıiçin ortogonallik bağıntısıelde edilir.

İki deği̧skenli ortonormal Hahn polinomları

Ĥγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) =
Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)√
Θγ,η,δ
k1,k2

şeklinde ifade edilir ve ortonormal polinom vektörü

Hk =
(
Ĥγ,η,δ
k,0 (x, y;N), ..., Ĥγ,η,δ

k−j,j(x, y;N), ..., Ĥγ,η,δ
0,k (x, y;N)

)T
olarak verilir.

Teorem 5.3 İki deği̧skenli ortonormal Hahn polinomlarıiçin

xjHk = Ãk,jHk+1 + B̃k,jHk + ÃTk−1,jHk−1 , j = 1, 2 , k ≤ N − 1

formunda üç terimli rekürans bağıntısıgerçeklenir. Burada x1 = x, x2 = y, H−1 = 0,

Ã−1,j = 0 dır ve katsayımatrisleri aşağıdaki biçimde gösterilir.

Ãk,1 =


a0,0 r0,1 u0,2 ©

a1,1 r1,2
. . .

. . . . . . . . . uk−1,k+1

© ak,k rk,k+1

 , (5.3)

ve

Ãk,2 =


v0,0 c0,1 t0,2 ©

v1,1 c1,2
. . .

. . . . . . . . . tk−1,k+1

© vk,k ck,k+1

 (5.4)

formunda olmak üzere

aj,j = −
√

(γ + k − j + 1) (η + k − j + 1) (N − k − 1) (γ + η + δ +N + k + 2)

×
√

(k − j + 1) (γ + η + δ + 2 (k + 1)− j) (γ + η + δ + 2k + 3− j)√
(γ + η + δ + 2 (k + 1)) (γ + η + δ + 2(k + 2))(γ + η + 2(k − j) + 1)

×
√

(γ + η + k − j + 1) (γ + η + 2(k + 1)− j) (γ + η + 2k − j + 3)√
(γ + η + 2(k − j) + 3)(γ + η + δ + 2k + 3)(γ + η + 2(k − j + 1))

,
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rj,j+1 = −

√
(j + 1) (δ + j + 1)(N − k − 1)(γ + η + δ +N + k + 2)

(γ + η + δ + 2k + 2)(γ + η + δ + 2k + 4)

×
√

(γ + η + δ + 2(k + 1)− j)(γ + η + 2(k + 1)− j)
(γ + η + δ + 2k + 3)(γ + η + 2(k − j + 1))

×2(k − j)(k − j + 1) + η(2(k − j) + 1) + γ(2(k − j) + 1 + γ + η)

γ + η + 2(k − j) ,

uj,j+2 = −
√

(γ + η + δ +N + k + 2)(N − k − 1)(γ + k − j)(η + k − j)√
(γ + η + δ + 2k + 2)(γ + η + δ + 2k + 4)(γ + η + δ + 2k + 3)

×
√

(δ + j + 1)(δ + j + 2)2(k + j)(γ + η + k − j)√
(γ + η + 2(k − j)− 1)(γ + η + 2(k − j) + 1)(γ + η + 2(k − j))

vj,j = −aj,j,

cj,j+1 = −

√
(j + 1)(δ + j + 1)(N − k − 1)(γ + η + δ +N + k + 2)

(γ + η + δ + 2k + 2)(γ + η + δ + 2k + 4)

×
√

(γ + η + δ + 2(k + 1)− j)(γ + η + 2(k + 1)− j)
(γ + η + δ + 2k + 3)(γ + η + 2(k − j + 1))

×2(k − j)(k − j + 1) + γ(2(k − j) + 1) + η(2(k − j) + 1 + γ + η)

γ + η + 2(k − j) ,

tj,j+2 =

√
(γ + η + δ +N + k + 2)(N − k − 1)(γ + k − j)(η + k − j)√

(γ + η + δ + 2k + 2)(γ + η + δ + 2k + 4)(γ + η + δ + 2k + 3)

×
√

(δ + j + 1)(δ + j + 2)2(k + j)(γ + η + k − j)√
(γ + η + 2(k − j)− 1)(γ + η + 2(k − j) + 1)(γ + η + 2(k − j))

olarak verilir. Ayrıca, simetrik matrisler olan B̃k,1 ve B̃k,2 matrisleri şu şekilde

tanımlanır.

B̃k,1 =



b0,0 f0,1 ©

f1,0 b1,1 f1,2

. . . . . . . . .

fk−1,k−2 bk−1,k−1 fk−1,k

© fk,k−1 bk,k


, (5.5)
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B̃k,2 =



e0,0 s0,1 ©

s1,0 e1,1 s1,2

. . . . . . . . .

sk−1,k−2 ek−1,k−1 sk−1,k

© sk,k−1 ek,k


. (5.6)

İspat. İlk olarak x1 = x alarak

xHk = Ãk,1Hk+1 + B̃k,1Hk + ÃTk−1,1Hk−1 , k ≤ N − 1

bağıntısının sağlandı̆gınıgörelim. Bunu göstermek için tümevarım yöntemini kul-

lanalım. k = 0 için

xH0 = Ã0,1H1 + B̃0,1H0 (5.7)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

H0 = Ĥγ,η,δ
0,0 , H1 =

 Ĥγ,η,δ
1,0

Ĥγ,η,δ
0,1


Ã0,1 =

(
a0,0 r0,1

)
, B̃0,1 = (b0,0)

formundadır. Ĥγ,η,δ
0,0 , Ĥγ,η,δ

1,0 ve Ĥγ,η,δ
0,1 polinomları

Ĥγ,η,δ
0,0 =

Hγ,η,δ
0,0 (x, y;N)√

Θγ,η,δ
0,0

= 1,

Ĥγ,η,δ
1,0 =

Hγ,η,δ
1,0 (x, y;N)√

Θγ,η,δ
1,0

=
1√

Θγ,η,δ
1,0

(
γ + η + 2

(γ + 1) (1−N)
x+

x+ y

N − 1

)
,

Ĥγ,η,δ
0,1 =

Hγ,η,δ
0,1 (x, y;N)√

Θγ,η,δ
0,1

=
1√

Θγ,η,δ
0,1

(
1 +

(x+ y) (γ + η + δ + 3)

(γ + η + 2)(1−N)

)

şeklinde bulunur. Bunlar (5.7)’de yerine yazılırsa

x = a0,0 Ĥ
γ,η,δ
1,0 + r0,1 Ĥ

γ,η,δ
0,1 + b0,0

x =
a0,0√
Θγ,η,δ

1,0

(
γ + η + 2

(γ + 1) (1−N)
x+

x+ y

N − 1

)

+
r0,1√
Θγ,η,δ

0,1

(
1 +

(x+ y) (γ + η + δ + 3)

(γ + η + 2)(1−N)

)
+ b0,0
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elde edilir. Polinom eşitliğinden katsayılar kıyaslanırsa

a0,0 = −
√

(γ + 1)(η + 1)(N − 1)(γ + η + δ +N + 2)√
(γ + η + δ + 4)(γ + η + 2)(γ + η + δ + 3)

,

r0,1 = −

√
(δ + 1) (N − 1)(γ + η + δ +N + 2)

(γ + η + δ + 2)(γ + η + δ + 4)

×(η + γ(γ + η + 1))
√

(γ + η + δ + 2)(γ + η + 2)

(γ + η)(γ + η + δ + 3)(γ + η + 2)
,

b0,0 = − r0,1√
Θγ,η,δ

0,1

elde edilir. Şimdi de k = 1 için katsayımatrislerini elde etmeye çalı̧salım.

xH1 = Ã1,1H2 + B̃1,1H1 + ÃT0,1H0 (5.8)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

H0 = Ĥγ,η,δ
0,0 , H1 =

 Ĥγ,η,δ
1,0

Ĥγ,η,δ
0,1

 , H2 =


Ĥγ,η,δ

2,0

Ĥγ,η,δ
1,1

Ĥγ,η,δ
0,2


Ã0,1 =

(
a0,0 r0,1

)
, ÃT0,1 =

 a0,0

r0,1

 , (5.9)

Ã1,1 =

 a0,0 r0,1 u0,2

0 a1,1 r1,2

 , B̃1,1 =

 b0,0 f0,1

f1,0 b1,1


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formundadır. Öncelikle Ĥγ,η,δ
2,0 , Ĥγ,η,δ

1,1 , Ĥγ,η,δ
0,2 polinomlarınıaçık formda yazalım.

Ĥγ,η,δ
2,0 =

Hγ,η,δ
2,0 (x, y;N)√

Θγ,η,δ
2,0

=

(
x+ y

2

)
(
N − 1

2

)√
Θγ,η,δ2,0

{
1− (γ + η + 3) [(γ + 2)(2x+ 2y − 1) + η + 2]

(γ + 1)(γ + 2)(x+ y)(x+ y − 1)
x

+
(γ + η + 3)(γ + η + 4)

(γ + 1)(γ + 2)(x+ y)(x+ y − 1)
x2

}
,

Ĥγ,η,δ
1,1 =

Hγ,η,δ
1,1 (x, y;N)√

Θγ,η,δ
1,1

=
1√

Θγ,η,δ
1,1

(
(γ + η + δ + 5) (x+ y − 1)

(γ + η + 4) (2−N) (N − 1)
+ 1

)(
− (γ + η + 2)x

(γ + 1) (N − 1)
+ x+ y

)
,

Ĥγ,η,δ
0,2 =

Hγ,η,δ
0,2 (x, y;N)√

Θγ,η,δ
0,2

=
1√

Θγ,η,δ
0,2

{
1 +

(γ + η + δ + 4) [(γ + η + 3)(2N − 3) + δ + 2]

(γ + η + 2) (γ + η + 3) (1−N)(N − 2)
x

+
(γ + η + δ + 4) (γ + η + δ + 5)

(γ + η + 2) (γ + η + 3) (N − 1)(N − 2)
x2

}
.

(5.9) da verilen matrisler ve polinomlar (5.8) bağıntısında yerine yazılırsa

xĤγ,η,δ
1,0 = a0,0 Ĥ

γ,η,δ
2,0 + r0,1 Ĥ

γ,η,δ
1,1 + u0,2Ĥ

γ,η,δ
0,2

+b0,0Ĥ
γ,η,δ
1,0 + f0,1Ĥ

γ,η,δ
0,1 + a0,0

ve

xĤγ,η,δ
0,1 = a1,1 Ĥ

γ,η,δ
1,1 + r1,2 Ĥ

γ,η,δ
0,2 + f1,0Ĥ

γ,η,δ
1,0

+b1,1Ĥ
γ,η,δ
0,1 + r0,1
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eşitlikleri elde edilir. Burada polinomların katsayılarıkıyaslanarak

a1,1 = −
√

(γ + 1)(η + 1)(N − 2)(γ + η + δ +N + 3)

×
√

(γ + η + δ + 3)(γ + η + 4)√
(γ + η + δ + 6)(γ + η + δ + 5)(γ + η + 2)

,

r1,2 = −

√
2 (δ + 2) (N − 2)(γ + η + δ +N + 3)

(γ + η + δ + 4)(γ + η + δ + 6)

×(η + γ(γ + η + 1))
√

(γ + η + δ + 3)(γ + η + 3)

(γ + η)(γ + η + δ + 5)(γ + η + 2)
,

u0,2 = −
√

(γ + η + δ +N + 3) (N − 2) (γ + 1) (η + 1)√
(γ + η + δ + 4) (γ + η + δ + 6) (γ + η + δ + 5)

×
√

(δ + 1)(δ + 2)2 (γ + η + 1)√
(γ + η + 1) (γ + η + 3) (γ + η + 2)

,

b0,0 = − r0,1√
Θγ,η,δ

0,1

,

b1,1 = −
√

Θγ,η,δ
0,1

r0,1 +
r1,2√
Θγ,η,δ

0,2

 ,

f0,1 = f1,0 = −
√

Θγ,η,δ
0,1

a00 +
u0,2√
Θγ,η,δ

0,2


bulunur. Buradan genelleme yapılırsa iki deği̧skenli ortonormal Hahn polinomları,

Ãk,1 ve B̃k,1 katsayımatrisleri (5.3) ve (5.5) formunda olmak üzere

xHk = Ãk,1Hk+1 + B̃k,1Hk + ÃTk−1,1 Hk−1

rekürans formülünü gerçekler. Genel durumdamatris katsayılarının sağlandı̆gıMath-

ematica programıyardımıyla gösterilmi̧stir. Benzer şekilde, iki deği̧skenli ortonormal

Hahn polinomlarıiçin Ãk,2 ve B̃k,2 katsayımatrisleri (5.4) ve (5.6) formunda olmak

üzere

yHk = Ãk,2Hk+1 + B̃k,2Hk + ÃTk−1,2 Hk−1

rekürans formülü sağlanır.
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Teorem 5.4 Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) iki deği̧skenli Hahn polinomları aşağıdaki bağıntıları

gerçekler.

i)

x(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N − 1))

+ y(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N − 1))

= (N − x− y − 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N − 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

(5.10)

Bu duruma eş değer olarak, (2.1) ve (2.2) ile verilen geri fark operatörünün tanımı

kullanılırsa

x∇1(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) + y∇2(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) = (N − x− y − 1)

×(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N − 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) (5.11)

−x(Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N − 1))

−y(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N − 1))

elde edilir.

ii)

N(x+ γ + 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x+ 1, y;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) +N(y + η + 1)

×(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y + 1;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) +N(N − x− y + δ)

×(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

= (−(k1 + k2)(2 + γ + η + δ + k1 + k2))Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N).

(5.12)

Bu duruma eş değer olarak, (2.1) ve (2.2) ile verilen ileri fark operatörünün tanımın-

dan yararlanılırsa

N(x+ γ + 1)∆1(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1)) +N(y + η + 1)∆2(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1))

+N(γ + η + δ +N + 2)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

= (−(k1 + k2)(2 + γ + η + δ + k1 + k2))Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)

(5.13)

bulunur.

İspat. i) (5.10) eşitliğinin sağlandı̆gınıgöstermek için

x
(
Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N − 1)
)

+ y
(
Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N − 1)
)

+(N − x− y − 1)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N − 1) = (N − 1)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)
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eşitliğinin sağlandı̆gınıgöstermek yeterlidir. Bunun için, Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) Hahn poli-

nomlarının tanımıdikkate alınarak eşitliğin sol yanından hareket edersek

x
(
Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N − 1)
)

+ y
(
Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N − 1)
)

+(N − x− y − 1)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N − 1)

=

(
x+ y − 1

k1

)
(
N − 2

k1

) h
(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1 − 1;N − k1 − 1)

×
(
xh

(γ,η)
k1

(x− 1;x+ y) + yh
(γ,η)
k1

(x;x+ y)
)

+(N − x− y − 1)

(
x+ y

k1

)
(
N − 2

k1

)h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1 − 1)

×h(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)

=

(
x+ y − 1

k1

)
(
N − 2

k1

) h
(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1 − 1;N − k1 − 1)

×
{
x

k1∑
n=0

(−k1)n (−x+ 1)n(k1 + γ + η + 1)n
(γ + 1)n(1− x− y)n n!

+y

k1∑
n=0

(−k1)n (−x)n(k1 + γ + η + 1)n
(γ + 1)n(1− x− y)n n!

}

+(N − x− y − 1)

(
x+ y

k1

)
(
N − 2

k1

)h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1 − 1)

×h(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)
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=
1(

N − 2

k1

) {(x+ y − 1

k1

)
h

(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1 − 1;N − k1 − 1)(x+ y)

×
k1∑
n=0

(−k1)n (−x)n(k1 + γ + η + 1)n
(γ + 1)n(−x− y)n n!

+(N − x− y − 1)

(
x+ y

k1

)
h

(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)

×h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1 − 1)
}

=
1(

N − 2

k1

) {(x+ y − k1)

(
x+ y

k1

)
h

(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)

×h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1 − 1;N − k1 − 1)

+(N − x− y − 1)

(
x+ y

k1

)
h

(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)

× h(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1 − 1)
}

=

(
x+ y

k1

)
(
N − 2

k1

)h(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)(N − k1 − 1)

×
k2∑
n=0

(−k2)n (−x− y + k1)n(k2 + γ + η + δ + 2k1 + 2)n
(γ + η + 2k1 + 2)n(1−N + k1)n n!

=
(N − k1 − 1)(

N − 2

k1

) (
x+ y

k1

)
h

(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)h
(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1)

= (N − 1)

(
x+ y

k1

)
(
N − 1

k1

)h(γ,η)
k1

(x;x+ y + 1)h
(γ+η+2k1+1,δ)
k2

(x+ y − k1;N − k1)

= (N − 1)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)

elde edilir. Bu eşitliğin dikkate alınmasıyla

x(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N − 1))

+ y(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N − 1))

= (N − x− y − 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N − 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))
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bağıntısıelde edilir. Burada (2.1) ve (2.2)’deki özelliklerden geri fark operatörünün

tanımıkullanılırsa bu eşitlik geri fark operatörü cinsinden

x∇1(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) + y∇2(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) =

(N − x− y − 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N − 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

−x(Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N − 1))

−y(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N − 1))

formunda ifade edilebilir.

ii) Benzer şekilde, Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) iki deği̧skenli Hahn polinomlarının tanımı kul-

lanılarak

N(x+ γ + 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x+ 1, y;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) +N(y + η + 1)

×(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y + 1;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)) +N(N − x− y + δ)

×(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

= (−(k1 + k2)(2 + γ + η + δ + k1 + k2))Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)

eşitliği sağlanır. Burada da (2.1) ve (2.2)’deki ileri fark operatörünün tanımından

yararlanılırsa bu eşitlik

N(x+ γ + 1)∆1(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1)) +N(y + η + 1)∆2(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1))

+N(γ + η + δ +N + 2)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N + 1)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

= (−(k1 + k2)(2 + γ + η + δ + k1 + k2))Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)

formunda yazılır.

(5.11) ve (5.13) ile verilen bağıntılardan görülür ki iki deği̧skenli Hahn polinomları

Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) = u(x, y)

x(1 + η + δ +N − x)∆1∇1u(x, y) + y(1 + γ + δ +N − y)∆2∇2u(x, y)

−y(1 + γ + x)∆1∇2u(x, y)− x(1 + η + y)∆2∇1u(x, y)

+((1 + γ)(N − 1)− x(3 + γ + η + δ))∆1u(x, y)

+((1 + η)(N − 1)− (3 + γ + η + δ)y)∆2u(x, y)

+(k1 + k2)(k1 + k2 + γ + η + δ + 2)u(x, y) = 0 (5.14)
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fark denklemini sağlar. Burada (2.1) ve (2.2)’deki özelliklerden ileri ve geri fark

operatörlerinin tanımlarıfark denkleminde uygulanırsa

(k1 + k2)(k1 + k2 + γ + η + δ + 2)Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N)

+x(y + η + 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y + 1;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

+y(x+ γ + 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x+ 1, y − 1;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

+x(N − x− y + δ)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x− 1, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

+(N − x− y − 1)(x+ γ + 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x+ 1, y;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

+y(N − x− y + δ)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y − 1;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N))

+(N − x− y − 1)(y + η + 1)(Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y + 1;N)−Hγ,η,δ
k1,k2

(x, y;N) = 0

ifadesi bulunur.

Teorem 5.5 Üçgensel bölgedeki iki deği̧skenli Jacobi ortogonal polinomlarıile iki

deği̧skenli Hahn ortogonal polinomlarıarasında

lim
N→∞

H
δ−1/2,η−1/2,γ−1/2
l,k−l (N(1− x− y), Ny;N) =

(k − l)!l!P γ,η,δ
k,l (x, y)

(δ + 1/2)l (2l + η + δ + 1)k−l

limit bağıntısıgerçeklenir (Rodal vd. 2005).

İspat. İki deği̧skenli Hahn polinomlarının tanımınıkullanırsak

lim
N→∞

H
δ−1/2,η−1/2,γ−1/2
l,k−l (N(1− x− y), Ny;N)

= lim
N→∞

{
(N −Nx)!

(N −Nx− l)!

k−l∑
i=0

(−k + l)i (−N +Nx+ l)i (γ + η + δ + k + l + 1
2
)i

(η + δ + 2l + 1)i (1−N + l)i i!

×(N − 1− l)!
(N − 1)!

l∑
j=0

(−l)j (−N +Nx+Ny)j (l + η + δ)j 1j

(δ + 1/2)j (Nx−N)j j!

}

= (1− x)l
k−l∑
i=0

(−k + l)i (γ + η + δ + k + l + 1
2
)i

(η + δ + 2l + 1)i i!
lim
N→∞

(−N +Nx+ l)i
(1−N + l)i

×
l∑

j=0

(−l)j (l + η + δ)j
(δ + 1/2)j j!

lim
N→∞

(−N +Nx+Ny)j
(Nx−N)j
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=
(2l + η + δ + 1)k−l

(k − l)!

k−l∑
i=0

(−k + l)i (γ + η + δ + k + l + 1
2
)i(1− x)i

(η + δ + 2l + 1)i i!

× (1− x)l
(δ + 1/2)l

l!

l∑
j=0

(−l)j (l + η + δ)j

(
1− x− y

1− x

)j
(δ + 1/2)j j!

× (k − l)!l!
(δ + 1/2)l (2l + η + δ + 1)k−l

=
(k − l)! l!

(δ + 1/2)l(2l + η + δ + 1)k−l
P γ,η,δ
k,l (x, y)

elde edilir.

5.2 İki Deği̧skenli Kravchuk Ortogonal Polinomları

Teorem 5.1’in bir uygulamasıolarak ayrık iki deği̧skenli Kravcuk polinomları, q1, q2

reel parametreler ve N negatif olmayan bir tamsayıolmak üzere k1 + k2 ≤ N için

Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N) =
(N − k1)!

N ! (k1 −N)k2
k

(q1/(q1+q2))
k1

(x;x+ y)k
(q1+q2)
k2

(x+ y − k1;N − k1),

(q1 > 0, q2 > 0, 0 < q1 + q2 < 1)

biçiminde tanımlanır. Bu polinomların ilk birkaç terimi aşağıdaki formda verilir.

Kq1,q2
0,0 (x, y;N) = 1,

Kq1,q2
1,0 (x, y;N) =

1

N

(
−x− y +

q1 + q2

q1

x

)
,

Kq1,q2
0,1 (x, y;N) = 1− x+ y

N(q1 + q2)
,

Kq1,q2
2,0 (x, y;N) =

1

N(N − 1)

{
(x+ y)(x+ y − 1) +

(q1 + q2)2

q2
1

x2

−q1 + q2

q1

x

(
2 (x+ y − 1) +

q1 + q2

q1

)}
,

Kq1,q2
1,1 (x, y;N) =

1

N(1−N)

(
−x− y +

q1 + q2

q1

x

)(
−N + 1 +

x+ y − 1

q1 + q2

)
,

Kq1,q2
0,2 (x, y;N) =

{
1− x+ y

(q1 + q2)N(N − 1)

(
2 (N − 1) +

1

q1 + q2

)
+

(x+ y)2

(q1 + q2)2N(N − 1)

}
,

...
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Teorem 5.6 İki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıaşağıdaki ortogonallik bağıntısını

sağlar.

N∑
x=0

N−x∑
y=0

Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N)Kq1,q2
l1,l2

(x, y;N)
q1
x(1− q1 − q2)N−x−yq2

y N !

x!(N − x− y)!y!
(5.15)

= Θq1,q2,N
k1,k2

δk1,l1δk2,l2 .

İspat. Tek deği̧skenli Kravchuk polinomlarıiçin (4.16) eşitliğinde verilen ortogonal-

lik bağıntısından yararlanarak

λ∑
z=0

k
(q1/(q1+q2))
k1

(z;λ)k
(q1/(q1+q2))
l1

(z;λ)

(
λ

z

)(
q1

q1+q2

)z (
q2

q1+q2

)λ−z
=

λ!k1! qk12

(λ− k1)! qk11

δk1,l1

ve

N∑
λ=0

k
(q1+q2)
k2

(λ− k1;N − k1)k
(q1+q2)
l2

(λ− k1;N − k1)

×(q1 + q2)λ(1− q1 − q2)N−λ

(N − λ)!(λ− k1)!

=
(1− q1 − q2)k2(q1 + q2)k1−k2 k2!

(N − k1 − k2)!
δk2,l2

eşitlikleri yazılabilir. (5.15) eşitliğinin sol yanında Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N) iki deği̧skenli

Kravchuk polinomlarının açık hali yerine yazılıp yukarıdaki eşitlikler kullanılırsa

ortogonallik bağıntısıelde edilir ve Θq1,q2,N
k1,k2

kare normu

Θq1,q2,N
k1,k2

=
qk12 (1− q1 − q2)k2k1!k2!(N − k1 − k2)!

N !qk11 (q1 + q2)k2−k1

olarak bulunur.

Teorem 5.7 İki deği̧skenli Hahn polinomlarıile iki deği̧skenli Kravchuk polinomları

arasında

lim
t→∞

H
q1t,q2t,(1−q1−q2)t
k1,k2

(x, y;N + 1) = (−1)k1 Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N) (5.16)

limit bağıntısısağlanır.

İspat. İki deği̧skenli Hahn polinomlarının tanımında γ = q1t, η = q2t,
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δ = (1−q1−q2)t veN → N+1 alınıp hipergeometrik fonksiyonun açılımıkullanılırsa

lim
t→∞

(x+ y)!

(x+ y − k1)!

(N − k1)!

N !

k2∑
i=0

(−k2)i(−x− y + k1)i(k2 + 2k1 + t+ 2)i
(q1t+ q2t+ 2k1 + 2)i(k1 −N)i i!

×
k1∑
j=0

(−k1)j(−x)j(k1 + q1t+ q2t+ 1)j
(q1t+ 1)j(−x− y)j j!

= (−1)k1
(N − k1)!

N !
(−x− y)k1

k2∑
i=0

(−k2)i(−x− y + k1)i
(k1 −N)i i!

lim
t→∞

(k2 + 2k1 + t+ 2)i
(q1t+ q2t+ 2k1 + 2)i

×
k1∑
j=0

(−k1)j(−x)j
(−x− y)j j!

lim
t→∞

(k1 + q1t+ q2t+ 1)j
(q1t+ 1)j

= (−1)k1
(N − k1)!

N !(k1 −N)k2
(k1 −N)k2(−x− y)k1

k2∑
i=0

(−k2)i(−x− y + k1)i

(
1

q1+q2

)i
(k1 −N)i i!

×
k1∑
j=0

(−k1)j(−x)j

(
q1+q2
q1

)j
(−x− y)j j!

= (−1)k1 Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N)

elde edilir.

Teorem 5.8 İki deği̧skenli Hahn polinomlarının ağırlık fonksiyonu ile iki deği̧skenli

Kravchuk polinomlarının ağırlık fonksiyonu arasında

lim
t→∞

Λq1t,q2t,(1−q1−q2)t(x, y;N + 1) = Λq1,q2(x, y;N)

limit bağıntısısağlanır. Burada

Λq1,q2(x, y;N) =
qx1 (1− q1 − q2)N−x−yqy2N !

x!(N − x− y)!y!

ile verilir.

İspat. İki deği̧skenli Hahn ortogonal polinomlarının ağırlık fonksiyonunun tanımın-

dan
lim
t→∞

Λq1t,q2t,(1−q1−q2)t(x, y;N + 1)

= lim
t→∞

(
x+ q1t

x

)(
y + q2t

y

)(
(1− q1 − q2)t+N − x− y

N − x− y

)
(
t+N + 2

N

)
=
q1
x (1− q1 − q2)N−x−yqy2 N !

x!(N − x− y)!y!

= Λq1,q2(x, y;N)
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elde edilir.

İki deği̧skenli ortonormal Kravchuk polinomları

K̂q1,q2
k1,k2

(x, y;N) =
Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N)√
Θq1,q2,N
k1,k2

biçimde tanımlanır. Ortonormal polinom vektörü

Kk =
(
K̂q1,q2
k,0 (x, y;N), ..., K̂q1,q2

k−j,j(x, y;N), ..., K̂q1,q2
0,k (x, y;N)

)T

şeklinde ifade edilir.

Teorem 5.9 İki deği̧skenli ortonormal Kravchuk polinomlarıaşağıdaki üç terimli

rekürans bağıntısınısağlar.

xjKk = Ãk,jKk+1 + B̃k,jKk + ÃTk−1,jKk−1 , j = 1, 2

Burada x1 = x, x2 = y, K−1 = 0, Ã−1,j = 0 dır. Ãk,1, Ãk,2, B̃k,1, B̃k,2 katsayı

matrisleri (5.3), (5.4),(5.5) ve (5.6) eşitlikleriyle verilen formlarda olup bu matrislerin

katsayılarıaşağıdaki gibi elde edilir.
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aj,j =

√
(1− j + k)(−k +N)q1q2

q1 + q2

,

rj,j+1 = −q1

√
(1 + j)(−k +N)(1− q1 − q2)

q1 + q2

,

uj,j+2 = 0,

fj,j+1 = −
√

(1 + j)(−j + k)q1(1− q1 − q2)q2

q1 + q2

,

bj,j = (−j − k +N)q1 +
jq1 + (−j + k)q2

q1 + q2

,

vj,j = −
√

(1− j + k)(−k +N)q1q2

q1 + q2

,

cj,j+1 = −q2

√
(1 + j)(−k +N)(1− q1 − q2)

q1 + q2

,

tj,j+2 = 0,

ej,j = (−j − k +N)q2 +
(−j + k)q1 + jq2

q1 + q2

,

sj,j+1 =

√
(1 + j)(−j + k)q1(1− q1 − q2)q2

q1 + q2

.

İspat. İlk olarak x1 = x alarak

xKk = Ãk,1Kk+1 + B̃k,1Kk + ÃTk−1,1Kk−1 , j = 1, 2

bağıntısının sağlandı̆gınıgörelim. Bunu göstermek için tümevarım yöntemini kul-

lanalım. k = 0 için

xK0 = Ã0,1K1 + B̃0,1K0 (5.17)
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bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

K0 = K̂q1,q2
0,0 , K1 =

 K̂q1,q2
1,0

K̂q1,q2
0,1

 (5.18)

Ã0,1 =
(
a0,0 r0,1

)
, B̃0,1 = (b0,0)

formundadır. K̂q1,q2
0,0 , K̂q1,q2

1,0 ve K̂q1,q2
0,1 polinomları

K̂q1,q2
0,0 =

Kq1,q2
0,0 (x, y;N)√

Θq1,q2,N
0,0

= 1,

K̂q1,q2
1,0 =

Kq1,q2
1,0 (x, y;N)√

Θq1,q2,N
1,0

=

1

N

(
−x− y +

q1 + q2

q1

x

)
√

Θq1,q2,N
1,0

(5.19)

K̂q1,q2
0,1 =

Kq1,q2
0,1 (x, y;N)√

Θq1,q2,N
0,1

=

1− x+ y

N(q1 + q2)√
Θq1,q2,N

0,1

formundadır. Bunlar (5.17)’de yerine yazılırsa

x = a0,0 K̂
q1,q2
1,0 + r0,1 K̂

q1,q2
0,1 + b0,0

x =
a0,0√
Θq1,q2,N

1,0

1

N

(
−x− y +

q1 + q2

q1

x

)

+
r0,1√

Θq1,q2,N
0,1

(
1− x+ y

N(q1 + q2)

)
+ b0,0

bulunur. Polinom eşitliğinden katsayılar kaŗsılaştırılırsa

a0,0 =

√
Nq1q2

q1 + q2

,

r0,1 = −q1

√
N(1− q1 − q2)

q1 + q2

b0,0 = Nq1

olarak elde edilir. Şimdi de k = 1 için katsayımatrislerini elde etmeye çalı̧salım.

xK1 = Ã1,1K2 + B̃1,1K1 + ÃT0,1K0 (5.20)
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bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

K0 = K̂q1,q2
0,0 , K1 =

 K̂q1,q2
1,0

K̂q1,q2
0,1

 , K2 =


K̂q1,q2

2,0

K̂q1,q2
1,1

K̂q1,q2
0,2


Ã0,1 = (a0,0 r0,1) , ÃT0,1 =

 a0,0

r0,1


Ã1,1 =

 a0,0 r0,1 u0,2

0 a1,1 r1,2

 , B̃1,1 =

 b0,0 f0,1

f1,0 b1,1


formundadır. (5.19) eşitliği ile verilen polinomlar ve

K̂q1,q2
2,0 =

Kq1,q2
2,0 (x, y;N)√

Θq1,q2,N
2,0

, K̂q1,q2
1,1 =

Kq1,q2
1,1 (x, y;N)√

Θq1,q2,N
1,1

, K̂q1,q2
0,2 =

Kq1,q2
0,2 (x, y;N)√

Θq1,q2,N
0,2

polinomları(5.20) eşitliğinde yerine yazılırsa

xK̂q1,q2
1,0 = a0,0 K̂

q1,q2
2,0 + r0,1 K̂

q1,q2
1,1 + u0,2K̂

q1,q2
0,2

+b0,0K̂
q1,q2
1,0 + f0,1K̂

q1,q2
0,1 + a0,0

ve

xK̂q1,q2
0,1 = a1,1 K̂

q1,q2
1,1 + r1,2 K̂

q1,q2
0,2 + f1,0K̂

q1,q2
1,0

+b1,1K̂
q1,q2
0,1 + r0,1

eşitlikleri elde edilir. Burada polinomların katsayılarıkıyaslanırsa

a1,1 =

√
(N − 1)q1q2

q1 + q2

,

r1,2 = − q1

√
2(N − 1)(1− q1 − q2)

q1 + q2

,

u0,2 = 0 ,

b1,1 = (N − 2)q1 +
q1

q1 + q2

,

f0,1 = f1,0 = −
√
q1q2(1− q1 − q2)

q1 + q2

bulunur. Buradan genelleme yapılırsa iki deği̧skenli ortonormal Kravchuk polinom-

ları, Ãk,1 ve B̃k,1 katsayımatrisleri (5.3) ve (5.5) formunda olmak üzere

xKk = Ãk,1Kk+1 + B̃k,1Kk + ÃTk−1,1 Kk−1
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rekürans formülünü gerçekler. Genel durumdamatris katsayılarının sağlandı̆gıMath-

ematica programıyardımıyla gösterilmi̧stir. Benzer şekilde, iki deği̧skenli ortonormal

Kravchuk polinomlarıÃk,2 ve B̃k,2 katsayımatrisleri (5.4) ve (5.6) formunda olmak

üzere

yKk = Ãk,2Kk+1 + B̃k,2Kk + ÃTk−1,2 Kk−1

rekürans formülünü de sağlar.

Sonuç 5.1 İki deği̧skenli Kravcuk polinomlarıiçin yukarıda verilen üç terimli rekürans

formüllerindeki katsayımatrisleri, iki deği̧skenli Hahn polinomlarıiçin Teorem 5.3

de verilen rekürans formüllerinde, (5.16) eşitliği ile verilen iki deği̧skenli Hahn poli-

nomlarıve iki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıarasındaki limit bağıntısının kullanıl-

masıyla da elde edilebilir.

Teorem 5.10 İki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıKq1,q2
k1,k2

(x, y;N) = u(x, y)

(q1 − 1)x∆1∇1u(x, y) + (q2 − 1)y∆2∇2u(x, y) + q1y∆1∇2u(x, y) + q2x∆2∇1u(x, y)

+(x−Nq1)∆1u(x, y) + (y −Nq2)∆2u(x, y)− (k1 + k2)u(x, y) = 0

fark denklemini sağlar.

İspat. İki deği̧skenli Hahn polinomları için elde edilen (5.14) fark denkleminde

γ = p1t , η = p2t , δ = (1− q1 − q2)t ve N → N + 1 alınıp denklemin her iki yanı
1

t
ile çarpıldıktan sonra t→∞ için limit alınırsa ve iki deği̧skenli Hahn polinomları

ve Kravchuk polinomlarıarasındaki bilinen (5.16) limit bağıntısıkullanılırsa

lim
t→∞

1

t
[x(1 + q2t+ (1− q1 − q2)t+N + 1− x)∆1∇1u(x, y)

+y(1 + q1t+ (1− q1 − q2)t+N + 1− y)∆2∇2u(x, y)

−y(1 + q1t+ x)∆1∇2u(x, y)− x(1 + q2t+ y)∆2∇1u(x, y)

+((1 + q1t)N − x(3 + q1t+ q2t+ (1− q1 − q2)t)∆1u(x, y)

+((1 + q2t)N − y(3 + q1t+ q2t+ (1− q1 − q2)t)∆2u(x, y)

+(k1 + k2)(k1 + k2 + q1t+ q2t+ (1− q1 − q2)t+ 2)u(x, y)]

= 0
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eşitliğinden

(q1 − 1)x∆1∇1u(x, y) + (q2 − 1)y∆2∇2u(x, y) + q1y∆1∇2u(x, y) + q2x∆2∇1u(x, y)

+(x−Nq1)∆1u(x, y) + (y −Nq2)∆2u(x, y)− (k1 + k2)u(x, y) = 0

fark denklemi elde edilir.

5.3 İki Deği̧skenli Meixner Ortogonal Polinomları

Teorem 5.1’in bir uygulamasıolarak ayrık iki deği̧skenli Meixner polinomlarık1, k2 ∈

N ve %1, %2 sıfır olmayan reel parametreler olmak üzere

M
τ ,%1,%2
k1,k2

(x, y) = m
(−x−y,−%1/%2)
k1

(x)m
(τ+k1,%1+%2)
k2

(x+ y − k1)

formunda tanımlanır. Bu polinom ailesinin ilk birkaç terimi aşağıdaki gibidir.

M
τ ,%1,%2
0,0 (x, y) = 1 ,

M
τ ,%1,%2
1,0 (x, y) =

%2

%1

x− y,

M
τ ,%1,%2
0,1 (x, y) = τ +

(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y) ,

M
τ ,%1,%2
2,0 (x, y) =

{(
%1 + %2

%1

)
x

[
2(−x− y + 1)−

(
%1 + %2

%1

)]
+

(
%1 + %2

%1

)2

x2 + (x+ y)(x+ y − 1)

}
,

M
τ ,%1,%2
1,1 (x, y) =

(
−x− y +

(
%1 + %2

%1

)
x

)(
(τ + 1) +

(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y − 1)

)
,

M
τ ,%1,%2
0,2 (x, y) =

{(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y)

[
2(τ + 1)−

(
1− 1

%1 + %2

)]
+

(
1− 1

%1 + %2

)2

(x+ y)2 + τ(τ + 1)

}
...

Teorem 5.11 İki deği̧skenli Meixner polinomları
∞∑
x=0

∞∑
y=0

M
τ ,%1,%2
k1,k2

(x, y)M
τ ,%1,%2
l1,l2

(x, y)
%x1%

y
2 (τ)x+y

x!y!
(1− %1 − %2)τ

= Θ
τ ,%1,%2
k1,k2

δk1,l1δk2,l2
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ortogonallik bağıntısınıgerçekler. Burada Θ
τ ,%1,%2
k1,k2

kare normu

Θ
τ ,%1,%2
k1,k2

= k1!k2! (τ)k1+k2
(%1 + %2)k1−k2

(
%2

%1(1−%1−%2)

)k1
şeklindedir.

Teorem 5.12 İki deği̧skenli Meixner ortogonal polinomlarıve iki deği̧skenli Kravchuk

ortogonal polinomlarıarasında

N !Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N)

(N − k1)!
=
M
−N, q1/(q1+q2−1), q2/(q1+q2−1)
k1,k2

(x, y)

(k1 −N)k2
(5.21)

eşitliği gerçeklenir.

İspat. İki deği̧skenli Kravchuk polinomlarının tanımınıve hipergeometrik fonksiyon

cinsinden açılımınıkullanırsak

N !Kq1,q2
k1,k2

(x, y;N)

(N − k1)!
=

1

(k1 −N)k2
k

(q1/(q1+q2))
k1

(x;x+ y)k
(q1+q2)
k2

(x+ y − k1;N − k1)

=
(−x− y)k1 (k1 −N)k2

(k1 −N)k2

k2∑
i=0

(−k2)i(−x− y + k1)i

(
1

q1+q2

)i
(k1 −N)i i!

k1∑
j=0

(−k1)j(−x)j

(
q1+q2
q1

)j
(−x− y)j j!

=
M
−N, q1/(q1+q2−1), q2/(q1+q2−1)
k1,k2

(x, y)

(k1 −N)k2

ifadesi sağlanır.

İki deği̧skenli ortonormal Meixner polinomlarıaşağıdaki şekilde tanımlanır.

M̂
τ ,%1,%2
k1,k2

(x, y) =
M

τ ,%1,%2
k1,k2

(x, y)√
Θ
τ ,%1,%2
k1,k2

Ortonormal polinom vektörü

Mk =
(
M̂

τ ,%1,%2
k,0 (x, y), ..., M̂

τ ,%1,%2
k−j,j (x, y), ..., M̂

τ ,%1,%2
0,k (x, y)

)T
şeklinde ifade edilir.

Teorem 5.13 Meixner polinomlarıaşağıdaki üç terimli rekürans ili̧skisini gerçekler.

xjMk = Ãk,jMk+1 + B̃k,jMk + ÃTk−1,jMk−1 , j = 1, 2 (5.22)
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Burada x1 = x, x2 = y, M−1 = 0, Ã−1,j = 0 dır ve Ãk,1, Ãk,2, B̃k,1, B̃k,2 katsayı

matrisleri (5.3), (5.4),(5.5) ve (5.6) eşitlikleriyle verilen formlarda olup elde edilen

katsayılar aşağıdaki gibi bulunur.

aj,j =

√
(τ + k)(1− j + k)%1%2

(1− %1 − %2)(%1+%2)
,

rj,j+1 = − %1

√
(1 + j)(k + τ)

(1− %1 − %2)
√
%1+%2

,

uj,j+2 = 0,

fj,j+1 = −
√

(1 + j)(−j + k)%1%2√
1− %1 − %2(%1+%2)

,

bj,j =
−(j%1)− (τ + k)%2

1 − (−j + k)%2 − (τ + j)%1%2 + (−j + k)%2
2

(−1 + %1 + %2)(%1 + %2)

vj,j = −
√

(τ + k)(1− j + k)%1%2

(1− %1 − %2)(%1+%2)
,

cj,j+1 = − %2

√
(1 + j)(k + τ)

(1− %1 − %2)
√
%1 + %2

,

tj,j+2 = 0,

ej,j =
−((−j + k)%1) + (−j + k)%2

1 − j%2 − (τ + j)%1%2 − (τ + k)%2
2

(−1 + %1 + %2)(%1 + %2)
,

sj,j+1 =

√
(1 + j)(−j + k)%1%2√
1− %1 − %2(%1 + %2)

İspat. İlk olarak x1 = x alarak

xMk = Ãk,1Mk+1 + B̃k,1Mk + ÃTk−1,1Mk−1

bağıntısının sağlandı̆gınıgörelim. Bunu göstermek için tümevarım yöntemini kul-

lanalım. k = 0 için

xM0 = Ã0,1M1 + B̃0,1M0 (5.23)
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bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

M0 = M̂
τ ,%1,%2
0,0 , M1 =

 M̂
τ ,%1,%2
1,0

M̂
τ ,%1,%2
0,1


B̃0,1 = (b0,0) , Ã0,1 =

(
a0,0 r0,1

)
formundadır. M̂ τ ,%1,%2

0,0 , M̂
τ ,%1,%2
1,0 ve M̂ τ ,%1,%2

0,1 polinomları

M̂
τ ,%1,%2
0,0 =

M
τ ,%1,%2
0,0 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,0

= 1,

M̂
τ ,%1,%2
1,0 =

M
τ ,%1,%2
1,0 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
1,0

=

−x− y +

(
%1 + %2

%1

)
x√

Θ
τ ,%1,%2
1,0

, (5.24)

M̂
τ ,%1,%2
0,1 =

M
τ ,%1,%2
0,1 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,1

=

τ +

(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,1

açılımlarına sahiptir. Bunlar (5.23) eşitliğinde yerine yazılırsa

x = a0,0 M
τ ,%1,%2
1,0 + r0,1 M

τ ,%1,%2
0,1 + b0,0

x =
a0,0√
Θ
τ ,%1,%2
1,0

(
−x− y +

(
%1 + %2

%1

)
x

)

+
r0,1√

Θ
τ ,%1,%2
0,1

(
τ +

(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y)

)
+ b0,0

elde edilir. Polinom eşitliğinden katsayılar kıyaslanırsa

a0,0 =

√
τ%1%2

(1− %1 − %2)(%1 + %2)
,

r0,1 = −
√
τ%1

(1− %1 − %2)
√
%1 + %2

,

b0,0 =
τ%1

1− %1 − %2

elde edilir. Şimdi de k = 1 için katsayımatrislerini elde etmeye çalı̧salım.

xM1 = Ã1,1M2 + B̃1,1M1 + ÃT0,1M0 (5.25)
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bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

M0 = M̂
τ ,%1,%2
0,0 , M1 =

 M̂
τ ,%1,%2
1,0

M̂
τ ,%1,%2
0,1

 , M2 =


M̂

τ ,%1,%2
2,0

M̂
τ ,%1,%2
1,1

M̂
τ ,%1,%2
0,2


Ã0,1 =

(
a0,0 r0,1

)
, ÃT0,1 =

 a0,0

r0,1

 , (5.26)

Ã1,1 =

 a0,0 r0,1 u0,2

0 a1,1 r1,2

 , B̃1,1 =

 b0,0 f0,1

f1,0 b1,1


formundadır. (5.24) eşitliği ile verilen polinomlar ve

M̂
τ ,%1,%2
2,0 =

M
τ ,%1,%2
2,0 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
2,0

, M̂
τ ,%1,%2
1,1 =

M
τ ,%1,%2
1,1 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
1,1

, M̂
τ ,%1,%2
0,2 =

M
τ ,%1,%2
0,2 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,2

polinomları(5.25) yerine yazılırsa

xM̂
τ ,%1,%2
1,0 = a0,0 M̂

τ ,%1,%2
2,0 + r0,1 M̂

τ ,%1,%2
1,1 + u0,2M̂

τ ,%1,%2
0,2

+b0,0M̂
τ ,%1,%2
1,0 + f0,1M̂

τ ,%1,%2
0,1 + a0,0

ve

xM̂
τ ,%1,%2
0,1 = a1,1 M̂

τ ,%1,%2
1,1 + r1,2 M̂

τ ,%1,%2
0,2 + f1,0M̂

τ ,%1,%2
1,0

+b1,1M̂
τ ,%1,%2
0,1 + r0,1

eşitlikleri bulunur. Burada polinomların katsayılarıkaŗsılaştırıldı̆gında

a1,1 =

√
(τ + 1) %1%2

(1− %1 − %2)(%1 + %2)
,

r1,2 = − %1

√
2 (τ + 1)

(1− %1 − %2)
√
%1 + %2

,

u0,2 = 0,

b1,1 =
%1 + (τ + 1) %1(%1 + %2)

(1− %1 − %2)(%1 + %2)
,

f0,1 = f1,0 = −
√
%1%2√

1− %1 − %2(%1 + %2)
,
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bulunur. Benzer i̧slemler tekrarlanırsa iki deği̧skenli ortonormal Meixner polinom-

larının, Ãk,1 ve B̃k,1 katsayımatrisleri (5.3) ve (5.5) formunda olmak üzere

xMk = Ãk,1Mk+1 + B̃k,1Mk + ÃTk−1,1 Mk−1

rekürans formülünü sağladı̆gı görülür. Benzer şekilde, (5.22) eşitliğinde x2 = y

alınarak iki deği̧skenli ortonormal Meixner polinomları

yMk = Ãk,2Mk+1 + B̃k,2Mk + ÃTk−1,2 Mk−1

rekürans formülü gerçekler. k = 0 için

yM0 = Ã0,2M1 + B̃0,2M0 (5.27)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

M0 = M̂
τ ,%1,%2
0,0 , M1 =

 M̂
τ ,%1,%2
1,0

M̂
τ ,%1,%2
0,1


B̃0,2 = (e0,0) , Ã0,2 =

(
v0,0 c0,1

)
formundadır. M̂ τ ,%1,%2

0,0 , M̂
τ ,%1,%2
1,0 ve M̂ τ ,%1,%2

0,1 polinomları

M̂
τ ,%1,%2
0,0 =

M
τ ,%1,%2
0,0 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,0

= 1,

M̂
τ ,%1,%2
1,0 =

M
τ ,%1,%2
1,0 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
1,0

=

−x− y +

(
%1 + %2

%1

)
x√

Θ
τ ,%1,%2
1,0

, (5.28)

M̂
τ ,%1,%2
0,1 =

M
τ ,%1,%2
0,1 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,1

=

τ +

(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,1

açılımlarına sahiptir. Bunlar (5.27) eşitliğinde yerine yazılırsa

y = v0,0 M
τ ,%1,%2
1,0 + c0,1 M

τ ,%1,%2
0,1 + e0,0

y =
v0,0√
Θ
τ ,%1,%2
1,0

(
−x− y +

(
%1 + %2

%1

)
x

)

+
c0,1√

Θ
τ ,%1,%2
0,1

(
τ +

(
1− 1

%1 + %2

)
(x+ y)

)
+ e0,0
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elde edilir. Polinom eşitliğinden katsayılar kıyaslanırsa

v0,0 = −
√

τ%1%2

(1− %1 − %2)(%1 + %2)
= −a0,0,

c0,1 = −
√
τ%2

(1− %1 − %2)
√
%1 + %2

,

e0,0 = − τ%2

(−1 + %1 + %2)

elde edilir. Şimdi de k = 1 için katsayımatrislerini elde etmeye çalı̧salım.

yM1 = Ã1,2M2 + B̃1,2M1 + ÃT0,2M0 (5.29)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

M0 = M̂
τ ,%1,%2
0,0 , M1 =

 M̂
τ ,%1,%2
1,0

M̂
τ ,%1,%2
0,1

 , M2 =


M̂

τ ,%1,%2
2,0

M̂
τ ,%1,%2
1,1

M̂
τ ,%1,%2
0,2


Ã0,2 =

(
v0,0 c0,1

)
, ÃT0,2 =

 v0,0

c0,1

 , (5.30)

Ã1,2 =

 v0,0 c0,1 t0,2

0 v1,1 c1,2

 , B̃1,2 =

 e0,0 s0,1

s1,0 e1,1


formundadır. (5.28) eşitliği ile verilen polinomlar ve

M̂
τ ,%1,%2
2,0 =

M
τ ,%1,%2
2,0 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
2,0

, M̂
τ ,%1,%2
1,1 =

M
τ ,%1,%2
1,1 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
1,1

, M̂
τ ,%1,%2
0,2 =

M
τ ,%1,%2
0,2 (x, y)√

Θ
τ ,%1,%2
0,2

polinomları(5.29) yerine yazılırsa

yM̂
τ ,%1,%2
1,0 = v0,0 M̂

τ ,%1,%2
2,0 + c0,1 M̂

τ ,%1,%2
1,1 + t0,2M̂

τ ,%1,%2
0,2

+e0,0M̂
τ ,%1,%2
1,0 + s0,1M̂

τ ,%1,%2
0,1 + v0,0

ve

yM̂
τ ,%1,%2
0,1 = v1,1 M̂

τ ,%1,%2
1,1 + c1,2 M̂

τ ,%1,%2
0,2 + s1,0M̂

τ ,%1,%2
1,0

+e1,1M̂
τ ,%1,%2
0,1 + c0,1
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eşitlikleri bulunur. Burada polinomların katsayılarıkaŗsılaştırıldı̆gında

v1,1 = −

√
(τ + 1) %1%2

(1− %1 − %2)(%1 + %2)
= −a1,1,

c1,2 = − %2

√
2 (τ + 1)

(1− %1 − %2)
√
%1 + %2

,

t0,2 = 0,

e1,1 =
−%2 − (τ + 1) %2(%1 + %2)

(−1 + %1 + %2)(%1 + %2)
,

s0,1 = s1,0 =

√
%1%2√

1− %1 − %2(%1 + %2)
,

bulunur. Benzer i̧slemler tekrarlanırsa iki deği̧skenli ortonormal Meixner polinom-

larının, Ãk,2 ve B̃k,2 katsayımatrisleri (5.4) ve (5.6) formunda olmak üzere

yMk = Ãk,2Mk+1 + B̃k,2Mk + ÃTk−1,2 Mk−1

rekürans formülünü sağladı̆gı görülür. Genel durumda matris katsayılarının sağ-

landı̆gıMathematica programıyardımıyla gösterilmi̧stir.

Sonuç 5.2 İki deği̧skenli Meixner polinomlarıiçin yukarıda verilen üç terimli rekürans

formüllerindeki katsayımatrisleri, iki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıiçin Teorem

5.9 da verilen rekürans formülünde, (5.21) eşitliği ile verilen iki deği̧skenli Kravchuk

polinomlarıve iki deği̧skenli Meixner polinomlarıarasındaki bağıntısının kullanıl-

masıyla da ayrıca elde edilebilir.

Teorem 5.14 M
τ ,%1,%2
k1,k2

(x, y) iki deği̧skenli Meixner polinomları

(1− %2)x∆1∇1u(x, y) + (1− %1)y∆2∇2u(x, y) + %1y∆1∇2u(x, y)

+%2x∆2∇1u(x, y) + ((%1 + %2 − 1)x+ τ%1)∆1u(x, y)

+((%1 + %2 − 1)y + τ%2)∆2u(x, y)− (k1 + k2) (%1 + %2 − 1)u(x, y) = 0

fark denklemini sağlar.
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İspat. İki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıiçin elde edilen fark denkleminde N =

−τ , q1 =
%1

%1 + %2 − 1
, q2 =

%2

%1 + %2 − 1
alınarak iki deği̧skenli Meixner ve Kravchuk

polinomlarıarasındaki (5.21) eşitliği kullanılırsa

(
%1

(%1 + %2 − 1)
− 1

)
x∆1∇1u(x, y) +

(
%2

(%1 + %2 − 1)
− 1

)
y∆2∇2u(x, y)

%1

(%1 + %2 − 1)
y∆1∇2u(x, y) +

%2

(%1 + %2 − 1)
x∆2∇1u(x, y)

+

(
x+ τ

%1

(%1 + %2 − 1)

)
∆1u(x, y) +

(
y + τ

%2

(%1 + %2 − 1)

)
∆2u(x, y)

= (k1 + k2)u(x, y)

eşitliğinin düzenlenmesi ile istenilen fark denklemi elde edilir.

Benzer şekilde, eğer iki deği̧skenli Meixner polinomları ile Kravcuk polinomları

arasındaki ili̧ski kullanılarak iki deği̧skenli Meixner polinomlarının parametrelerinde

τ = −N , %1 =
q1

q1 + q2 − 1
, %2 =

q2

q1 + q2 − 1
alınıp iki deği̧skenli Meixner polino-

munun fark denkleminde yerine yazılırsa iki deği̧skenli Kravcuk polinomlarının fark

denklemi elde edilir.

5.4 İki Deği̧skenli Charlier Ortogonal Polinomları

Teorem 5.1’in bir uygulamasıolarak ayrık iki deği̧skenli Charlier polinomları

Cα1,α2
k1,k2

(x, y) = m
(−x−y,−α1/α2)
k1

(x)c
(α1+α2)
k2

(x+ y − k1), k1, k2 ∈ N
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olarak tanımlanır. Burada m(τ ,%)
k (x) polinomları, Meixner ortogonal polinomlarıdır.

Bu polinom ailesinin ilk birkaç terimi aşağıdaki gibidir.

Cα1,α2
0,0 (x, y) = 1,

Cα1,α2
1,0 (x, y) =

(
α2

α1

)
x− y,

Cα1,α2
0,1 (x, y) = 1−

(
x+ y

α1 + α2

)
,

Cα1,α2
2,0 (x, y) =

(
α1 + α2

α1

)
x

[
2 (−x− y + 1)−

(
α1 + α2

α1

)]
+

(
α1 + α2

α1

)2

x2 + (x+ y) (x+ y − 1)

Cα1,α2
1,1 (x, y) =

(
−x− y +

(
α1 + α2

α1

)
x

)(
1− x+ y − 1

α1 + α2

)

Cα1,α2
0,2 (x, y) = 1− x+ y

α1 + α2

(
1

α1 + α2

+ 2

)
+

1

(α1 + α2)2 (x+ y)2

...

Teorem 5.1 den Cα1,α2
k1,k2

(x, y) iki deği̧skenli Charlier polinomlarıaşağıdaki ortogonallik

bağıntısınısağlar.

Teorem 5.15 İki deği̧skenli Charlier polinomları
∞∑
x=0

∞∑
y=0

Cα1,α2
k1,k2

(x, y)Cα1,α2
l1,l2

(x, y)
αx1α

y
2

x!y!
e−α1−α2 = Θα1,α2

k1,k2
δk1,l1δk2,l2

ortogonallik ili̧skisini sağlar. Burada

Θα1,α2
k1,k2

= k1!k2!

(
α2

α1

)k1
(α1 + α2)k1−k2

olarak bulunur.

Teorem 5.16 İki deği̧skenli Charlier ortogonal polinomlarıve iki deği̧skenli Kravchuk

ortogonal polinomlarıarasında

lim
N→∞

N !

(N − k1)!
K
q1/N ,q2/N
k1,k2

(x, y;N) = Cq1,q2
k1,k2

(x, y) (5.31)
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limit bağıntısısağlanır.

İspat. İki deği̧skenli Kravchuk polinomlarının tanımından yararlanarak

lim
N→∞

N !

(N − k1)!
K
q1/N ,q2/N
k1,k2

(x, y;N)

= lim
N→∞

k
(q1/(q1+q2))
k1

(x;x+ y)k
((q1+q2)/N)
k2

(x+ y − k1;N − k1)

(k1 −N)k2

= k
(q1/(q1+q2))
k1

(x;x+ y) lim
N→∞

k
((q1+q2)/N)
k2

(x+ y − k1;N − k1)

(k1 −N)k2

= m
(−x−y,−q1/q2)
k1

(x) lim
N→∞

2F1

 −k2, k1 − x− y

k1 −N

∣∣∣∣∣∣ N

q1 + q2


= m

(−x−y,−q1/q2)
k1

(x)c
(q1+q2)
k2

(x+ y − k1) = Cq1,q2
k1,k2

(x, y)

elde edilir.

Teorem 5.17 İki deği̧skenli Charlier ortogonal polinomlarıve iki deği̧skenli Meixner

ortogonal polinomlarıarasında

lim
τ→∞

M
τ ,%1/τ,%2/τ
k1,k2

(x, y)

(τ + k1)k2
= C

%1,%2
k1,k2

(x, y) (5.32)

limit ili̧skisi vardır.

İspat. İki deği̧skenli Meixner polinomlarının açık ifadesi yerine yazıldıktan sonra

Meixner polinomlarının hipergeometrik açılımıdikkate alınıp limit alınırsa

lim
τ→∞

M
τ ,%1/τ,%2/τ
k1,k2

(x, y)

(τ + k1)k2
= m

(−x−y,−%1/%2)
k1

(x) lim
τ→∞

m
(τ+k1,(%1+%2)/τ)
k2

(x+ y − k1)

(τ + k1)k2

= m
(−x−y,−%1/%2)
k1

(x)

k2∑
i=0

(−k2)i (k1 − x− y)i
i!

(
− 1

%1 + %2

)i

= m
(−x−y,−%1/%2)
k1

(x)c
(%1+%2)
k2

(x+ y − k1) = C
%1,%2
k1,k2

(x, y)

bulunur.

İki deği̧skenli ortonormal Charlier polinomları

Ĉα1,α2
k1,k2

(x, y) =
Cα1,α2
k1,k2

(x, y)√
Θα1,α2
k1,k2
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eşitliği ile tanımlanır. Ortonormal polinom vektörü

Ck =
(
Ĉα1,α2
k,0 (x, y), ..., Ĉα1,α2

k−j,j (x, y), ..., Ĉα1,α2
0,k (x, y)

)T

şeklinde ifade edilir.

Teorem 5.18 İki deği̧skenli ortonormal Charlier polinomlarıaşağıdaki üç terimli

rekürans bağıntısınıgerçekler.

xjCk = Ãk,jCk+1 + B̃k,jCk + ÃTk−1,jCk−1 , j = 1, 2 (5.33)

Burada x1 = x, x2 = y, C−1 = 0, Ã−1,j = 0 dır ve Ãk,1, Ãk,2, B̃k,1, B̃k,2 katsayı

matrisleri (5.3), (5.4),(5.5) ve (5.6) eşitlikleriyle verilen formlarda olup elde edilen

katsayılar aşağıdaki gibidir.

aj,j =

√
(1− j + k)α1α2

α1 + α2

,

rj,j+1 = −α1

√
1 + j

α1 + α2

,

uj,j+2 = 0,

fj,j+1 = −
√

(1 + j)(−j + k)α1α2

α1 + α2

,

bj,j =
α2

1 + (−j + k)α2 + α1(j + α2)

α1 + α2

,

vj,j = −

√
(1− j + k)α1α2

α1 + α2

,

cj,j+1 = −α2

√
1 + j

α1 + α2

,
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tj,j+2 = 0,

ej,j =
α2(j + α2) + α1(−j + k + α2)

α1 + α2

,

sj,j+1 =

√
(1 + j)(−j + k)α1α2

α1 + α2

.

İspat. İlk olarak x1 = x alarak

xCk = Ãk,1Ck+1 + B̃k,1Ck + ÃTk−1,1Ck−1

bağıntısının sağlandı̆gınıgörelim. k = 0 için

xC0 = Ã0,1C1 + B̃0,1C0 (5.34)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

C0 = Ĉα1,α2
0,0 , C1 =

 Ĉα1,α2
1,0

Ĉα1,α2
0,1


B̃0,1 = (b0,0) , Ã0,1 =

(
a0,0 r0,1

)
formundadır. Burada Ĉα1,α2

0,0 , Ĉα1,α2
1,0 ve Ĉα1,α2

0,1 polinomları

Ĉα1,α2
0,0 =

Cα1,α2
0,0 (x, y)√

Θα1,α2
0,0

= 1,

Ĉα1,α2
1,0 =

Cα1,α2
1,0 (x, y)√

Θα1,α2
1,0

=

α2

α1

x− y√
Θα1,α2

1,0

, (5.35)

Ĉα1,α2
0,1 =

Cα1,α2
0,1 (x, y)√

Θα1,α2
0,1

=

1−
(

x+ y

α1 + α2

)
√

Θα1,α2
0,1

açılımların sahiptir. Bunlar (5.34)’de yerine yazılırsa

x = a0,0 Ĉ
α1,α2
1,0 + r0,1 Ĉ

α1,α2
0,1 + b0,0

elde edilir, buradan

x =
a0,0√
Θα1,α2

1,0

(
α2

α1

x− y
)

+
r0,1√
Θα1,α2

0,1

(
1− x+ y

α1 + α2

)
+ b0,0
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sağlanır ve

a0,0 =

√
α1α2

α1 + α2

,

r0,1 = −α1

√
1

α1 + α2

,

b0,0 = α1

katsayılarıelde edilir. Şimdi de k = 1 için katsayımatrislerini elde etmeye çalı̧salım.

xC1 = Ã1,1C2 + B̃1,1C1 + ÃT0,1C0 (5.36)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

C0 = Ĉα1,α2
0,0 , C1 =

 Ĉα1,α2
1,0

Ĉα1,α2
0,1

 , C2 =


Ĉα1,α2

2,0

Ĉα1,α2
1,1

Ĉα1,α2
0,2


Ã0,1 =

(
a0,0 r0,1

)
, ÃT0,1 =

 a0,0

r0,1

 , (5.37)

Ã1,1 =

 a0,0 r0,1 u0,2

0 a1,1 r1,2

 , B̃1,1 =

 b0,0 f0,1

f1,0 b1,1


formundadır. (5.35) eşitliği ile verilen polinomlar ve

Ĉα1,α2
2,0 =

Cα1,α2
2,0 (x, y)√

Θα1,α2
2,0

, Ĉα1,α2
1,1 =

Cα1,α2
1,1 (x, y)√

Θα1,α2
1,1

, Ĉα1,α2
0,2 =

Cα1,α2
0,2 (x, y)√

Θα1,α2
0,2

polinomları(5.36) bağıntısında yerine konulursa

xĈα1,α2
1,0 = a0,0 Ĉ

α1,α2
2,0 + r0,1 Ĉ

α1,α2
1,1 + u0,2Ĉ

α1,α2
0,2

+b0,0Ĉ
α1,α2
1,0 + f0,1Ĉ

α1,α2
0,1 + a0,0

ve

xĈα1,α2
0,1 = a1,1 Ĉ

α1,α2
1,1 + r1,2 Ĉ

α1,α2
0,2 + f1,0Ĉ

α1,α2
1,0

+b1,1Ĉ
α1,α2
0,1 + r0,1
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eşitliklerine ulaşılır. Burada polinomların katsayılarıkaŗsılaştırıldı̆gında

a1,1 =

√
α1α2

α1 + α2

,

r1,2 = −α1

√
2

α1 + α2

,

u0,2 = 0,

b1,1 =
α2

1 + α1(α2 + 1)

α1 + α2

,

f0,1 = f1,0 = −
√
α1α2

α1 + α2

bulunur. Benzer i̧slemler tekrarlandı̆gında genel durumda iki deği̧skenli ortonormal

Charlier polinomları

xCk = Ãk,1Ck+1 + B̃k,1Ck + ÃTk−1,1 Ck−1

rekürans bağıntısınıgerçekler. Benzer şekilde, (5.33) eşitliğinde x2 = y alınarak iki

deği̧skenli ortonormal Charlier polinomları

yCk = Ãk,2Ck+1 + B̃k,2Ck + ÃTk−1,2 Ck−1

rekürans formülü de sağlanır. k = 0 alalım. Buradan

yC0 = Ã0,2C1 + B̃0,2C0 (5.38)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

C0 = Ĉα1,α2
0,0 , C1 =

 Ĉα1,α2
1,0

Ĉα1,α2
0,1


B̃0,2 = (e0,0) , Ã0,2 =

(
v0,0 c0,1

)
formundadır. Burada Ĉα1,α2

0,0 , Ĉα1,α2
1,0 ve Ĉα1,α2

0,1 polinomları

Ĉα1,α2
0,0 =

Cα1,α2
0,0 (x, y)√

Θα1,α2
0,0

= 1,

Ĉα1,α2
1,0 =

Cα1,α2
1,0 (x, y)√

Θα1,α2
1,0

=

α2

α1

x− y√
Θα1,α2

1,0

, (5.39)

Ĉα1,α2
0,1 =

Cα1,α2
0,1 (x, y)√

Θα1,α2
0,1

=

1−
(

x+ y

α1 + α2

)
√

Θα1,α2
0,1
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açılımların sahiptir. Bunlar (5.38)’de yerine yazılırsa

y = v0,0 Ĉ
α1,α2
1,0 + c0,1 Ĉ

α1,α2
0,1 + e0,0

elde edilir, buradan

y =
v0,0√
Θα1,α2

1,0

(
α2

α1

x− y
)

+
c0,1√
Θα1,α2

0,1

(
1− x+ y

α1 + α2

)
+ e0,0

sağlanır ve

v0,0 = −
√

α1α2

α1 + α2

,

c0,1 = −α2

√
1

α1 + α2

,

e0,0 = α2

katsayılarıelde edilir. Şimdi de k = 1 için katsayımatrislerini elde etmeye çalı̧salım.

yC1 = Ã1,2C2 + B̃1,2C1 + ÃT0,2C0 (5.40)

bağıntısıgerçeklenmelidir. Burada ortonormal polinomlar ve katsayımatrisleri

C0 = Ĉα1,α2
0,0 , C1 =

 Ĉα1,α2
1,0

Ĉα1,α2
0,1

 , C2 =


Ĉα1,α2

2,0

Ĉα1,α2
1,1

Ĉα1,α2
0,2


Ã0,2 =

(
v0,0 c0,1

)
, ÃT0,2 =

 v0,0

c0,1

 , (5.41)

Ã1,2 =

 v0,0 c0,1 t0,2

0 v1,1 c1,2

 , B̃1,2 =

 e0,0 s0,1

s1,0 e1,1


formundadır. (5.39) eşitliği ile verilen polinomlar ve

Ĉα1,α2
2,0 =

Cα1,α2
2,0 (x, y)√

Θα1,α2
2,0

, Ĉα1,α2
1,1 =

Cα1,α2
1,1 (x, y)√

Θα1,α2
1,1

, Ĉα1,α2
0,2 =

Cα1,α2
0,2 (x, y)√

Θα1,α2
0,2

polinomları(5.40) bağıntısında yerine konulursa

yĈα1,α2
1,0 = v0,0 Ĉ

α1,α2
2,0 + c0,1 Ĉ

α1,α2
1,1 + t0,2Ĉ

α1,α2
0,2

+e0,0Ĉ
α1,α2
1,0 + s0,1Ĉ

α1,α2
0,1 + v0,0
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ve

yĈα1,α2
0,1 = v1,1 Ĉ

α1,α2
1,1 + c1,2 Ĉ

α1,α2
0,2 + s1,0Ĉ

α1,α2
1,0

+e1,1Ĉ
α1,α2
0,1 + c0,1

eşitliklerine ulaşılır. Burada polinomların katsayılarıkaŗsılaştırıldı̆gında

v1,1 = −
√

α1α2

α1 + α2

,

c1,2 = −α2

√
2

α1 + α2

,

t0,2 = 0,

e1,1 =
α2(α2 + α1 + 1)

α1 + α2

,

s0,1 = s1,0 =

√
α1α2

α1 + α2

bulunur. Benzer i̧slemler tekrarlandı̆gında genel durumda iki deği̧skenli ortonormal

Charlier polinomları

yCk = Ãk,2Ck+1 + B̃k,2Ck + ÃTk−1,2 Ck−1

rekürans bağıntısınıgerçekler. Genel durumda matris katsayılarıMathematica pro-

gramıyardımıyla elde edilmi̧stir.

Sonuç 5.3 İki deği̧skenli Charlier polinomlarıiçin yukarıda verilen üç terimli rekürans

formüllerindeki katsayımatrisleri, iki deği̧skenli Meixner polinomları için Teorem

5.13 de verilen rekürans formüllerinde, (5.32) eşitliği ile verilen iki deği̧skenli Meixner

ve Charlier polinomları arasındaki bağıntısının kullanılmasıyla da elde edilebilir.

Aynıdurum iki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıve iki deği̧skenli Charlier polinom-

larıarasındaki bağıntının kullanılmasıyla da verilebilir.

Teorem 5.19 Cα1,α2
k1,k2

(x, y) iki deği̧skenli Charlier polinomları

x∆1∇1u(x, y) + y∆2∇2u(x, y) + (α1 − x)∆1u(x, y)

+(α2 − y)∆2u(x, y) + (k1 + k2)u(x, y) = 0

fark denklemini sağlar.
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İspat. İki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıiçin elde edilen fark denkleminde

q1 = α1/N , q2 = α2/N alınarak iki deği̧skenli Kravchuk polinomlarıve iki deği̧skenli

Charlier polinomlarıarasındaki bilinen (5.31) ile verilen limit ili̧skisi kullanılırsa

lim
N→∞

N !

(N − k1)!

{(α1

N
− 1
)
x∆1∇1K

α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N)

+
(α2

N
− 1
)
y∆2∇2K

α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N) +
α1

N
y∆1∇2K

α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N)

+
α2

N
x∆2∇1K

α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N) + (x− α1) ∆1K
α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N)

+ (y − α2) ∆2K
α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N)− (k1 + k2)K
α1/N,α2/N
k1,k2

(x, y;N)
}

= 0

eşitliğinden istenilen denkleme ulaşılır.

69



6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çalı̧smasında, ayrık iki deği̧skenli ortogonal polinomlar ve bu polinomların

özellikleri, kaynaklar bölümünde verilen birçok makale ve kitap yardımıyla incelen-

mi̧stir. İlk olarak bir deği̧skenli ve iki deği̧skenli sürekli ortogonal polinom ailelerinden

bahsedilmi̧stir. Daha sonra ayrık tek deği̧skenli ortogonal polinomların genel özellik-

leri incelenmi̧s ve bu polinomlara örnek olarak Hahn, Meixner, Kravchuk ve Charlier

polinomlarıverilmi̧stir. Tezin diğer kısmında, T.H. Koornwinder’in tek deği̧skenli

ortogonal polinomlar yardımıyla iki deği̧skenli ortogonal polinomlar elde etmek için

ortaya koyduğu metot, ayrık ortogonal polinomlar için ele alınmı̧stır. {sk1(x;λ)}

ve {vk2(λ− k1)} polinom aileleri tek deği̧skenli Hahn, Meixner, Kravchuk ve Char-

lier polinomlarından biri olmak üzere Koornwinder’in metodunun ayrık ortogonal

polinomlar için uygulanmasıyla

Ξk1,k2(x, y) = ϕ(x+ y; k1)sk1(x;x+ y)vk2(x+ y − k1)

formunda elde edilen ayrık iki deği̧skenli Hahn, Kravchuk, Meixner ve Charlier poli-

nomlarıincelenmi̧stir. Ayrık iki deği̧skenli ortogonal polinomların birbirleri arasın-

daki ili̧skilerine dikkat çekilmi̧stir. Ayrıca, ayrık iki deği̧skenli ortogonal polinomlar

arasındaki ileri fark, geri fark operatör ili̧skileri, vektör matris formunda rekürans

bağıntılarıve fark denklemleri ele alınmı̧stır.
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Aktaş, R. 2007. Çok Deği̧skenli Ortogonal Polinomlar. Yüksek Lisans Tezi, Ankara
Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı, 196 sayfa,
Ankara.
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Milovanovic, G., Öztürk, G. and Aktaş, R. 2020. Properties of Some of Two-variable
Orthogonal Polynomials. Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences So-
ciety, 43(2), 1403-1431.

Munschy, G. 1957. Résolution de l’équation de Schrödinger des atomes à deux élec-
trons III. Journal of Physics Radium, 8(18), 552—558.

Munschy, G and Pluvininage, P. 1957. Résolution de l’équation de Schrödinger des
atomes à deux électrons II. Journal of Physics Radium, 8(18), 157—160.

Nikiforov, A.F., Suslov, S.K. and Uvarov, V.B. 1991. Classical Orthogonal Polyno-
mials of a Discrete Variable. Springer Series in Computational Physics, Sringer,
Berlin.

Proriol, J. 1957. Sur une famille de polynomes à deux variables orthogonaux dans un
triangle. Comptes Rendus Academic des Sciences Paris, 245 (5), 2459—2461.

Rainville, E.D. 1960. Special Functions. 1st ed., The Macmillan Company, New
York.

72



Rodal, J., Area, I. and Godoy, E. 2005. Orthogonal polynomials of two discrete
variables on the simplex. Integral Trans. Spec. Func., 16 (3), 263-280.

Suetin, P.K. 1988. Orthogonal Polynomials in Two Variables. Gordon and Breach
Science Publishers, Moscow.

Szegö, G. 1975. Orthogonal Polynomials. American Mathematical Society Collo-
quium Publications, 23, 4th ed. American Mathematical Society, Providence,
Rhode Island.

Tratnik, M.V. 1989. Multivariable Meixner, Krawtchouk, and Meixner—Pollaczek
polynomials. Journal of Mathematical Physics, 30(12), 2740—2749.

Tratnik, M.V. 1991. Some multivariable orthogonal polynomials of the Askey
tableau—discrete families. Journal of Mathematical Physics, 32(9), 2337—2342.

Xu, Y. 2014. Tight frame with Hahn and Krawtchouk polynomials of several vari-
ables. SIGMA, 10, 019.

Xu, Y. 2015. Hahn, Jacobi, and Krawtchouck polynomials of several variables. J.
Approx. Theory, 195, 19-42.

73


