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OzET

Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integrallerin Baz1 Esitsizliklere
Uygulanmasi

Mesut KISA
Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali
Subat 2022, Sayfa: ix +37

Kesirli mertebeli tiirev ve integraller oldukca popiiler bir konudur. Kesirli mertebeli tiirev ve
integral kavrami popiiler olsa da bu konudaki ilk ¢aligmalar 1600°1i yillarda oldugu bilinmektedir.

Bu calismada kesirli mertebeden tiirev ve integral kavraminin nasil ortaya c¢iktig:
aciklanmigtir. Tarih boyunca kesirli mertebeden tiirev ve integraller iizerine caligan bilim adamlar:
tanmitilmigtir. Bilim adamlarimin bu konuya farkli bakis acilar ifade edilmistir. Daha sonra kesirli
mertebeden tiirev ve integralleri daha iyi anlamak i¢in 6nemli tanim ve teoremler ele alinmigtir.
Yine kesirli mertebeden tiirev ve integrallerden en 6nemli yere sahip olan, Riemann-Liouville kesirli
tiirev ve integrali, Griinwald Letnikov kesirli tiirevi ve Caputo kesirli tiirevi tanimlanmisg,
Ozelliklerine yer verilmis, baz1 6zel fonksiyonlarin kesirli tiirev alma gekilleri incelenmis, bunlara ait
ornekler verilmigtir. Ayrica bunlarin kesirli tiirev degigim grafigi ¢izilmigtir.

Son olarak kesirli integraller yolu ile konveks fonsiyonlar i¢in bazi esitsizlikler ele alinmigtir.

Bu egitsizliklerin saglandigi ispatlanarak, bunlarla ilgili uygulamalar yapilmigtir.
Anahtar Kelimeler: Kesirli mertebeden tiirev ve integraller, Hermite Hadamard-Fejer tipi
esitsizlikler, Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integraller, genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi ve

uygulamalar1, Griinwald Letnikov kesirli tiirevi

vi



ABSTRACT

Application of fractional derivatives and integrals to some inequalities

Mesut KISA
Master’s Thesis

FIrRAT UNIVERSITY
Department of Mathematics

February 2022, Page: ix +37

Fractional derivatives and integrals are a very popular topic. Although the concept of fractional
derivative and integral is popular, it is known that the first studies on this subject were in the
1600s.

In this study, it is explained how the concept of fractional derivative and integral emerged.
Throughout history, scientists working on fractional derivatives and integrals have been
introduced. Scientists have expressed different points of view on this issue. Then, important
definitions and theorems are discussed in order to better understand fractional derivatives and
integrals. Again, the Riemann-Liouville fractional derivative and integral, Griinwald Letnikov
fractional derivative and Caputo fractional derivative, which have the most important place among
fractional derivatives and integrals, are defined, their properties are given, fractional derivatives of
some special functions are examined and examples of them are given. In addition, their fractional
derivative change graph was drawn.

Finally, some inequalities for convex functions are discussed by means of fractional integrals. It has

been proven that these inequalities are provided and practices related to them have been made.

Keywords: Riemann Liouville fractional derivative, Hermite -Hadamard -Fejer type mequalities,

Caputo Fractional derivative, Griinwald Letnikov fractional derivative, fractional integrals.
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1. GIRIS

Kesirli tiirev ve integraller diinyada gercek olaylarin anlagilmasinda ve ¢oziimiinde
oldukca kullanigh bir yontemdir.
Oncelikle temel integral ve tiirevler ile ilgili baz1 temel kavramlar1 gérelim.
D tiirev alma operatoriinii bagka bir deyigle diferensiyel operatorleri gostersin. f, g gibi iki

fonksiyonu goz Oniine alalim. o, as iki sabit olsun. Bu durumda f ve g lineer oldugundan

D<a1f(s) + agg(s)) = a1 Df(s) + azDg(s)

esitligini saglar.

d
D=—
ds
tliirev oparetorini gostersin.
1
D=
D

tiirev operatoriiniin ters operatorii olsun. Simdi su soruyu soralim; Acaba ne zaman tiirev
operatorii integral operatoriiniin tersi, ne zaman integral operatorii tiirev operatoriiniin tersi

olur? Yani,

D(D™'f(s)) = D™H(Df(s))

egitligi ne zaman dogrudur?

D) = 50() = [ F(s)ds +h
D(D1(s)) = D( [ Fs)ds + k) = f(s)

D™ (Df(s)) =

—

Df(s)ds+ k= f(s)+k
olur.

D(D™f(s)) = D™H(Df(s))

esitliginin var olabilmesi, integrasyon sabitinin sifir olmasi ile mimkiindiir.

Kesirli mertebeden hesaplamalar, iizerinde ¢okca caligmalar yapilan oldukga popiiler ve
dinamik bir konudur. Kesirli mertebeden hesaplama ifadesi keyfi reel mertebeli tiirev ve
integral alma olarak kast edilmektedir. Kesirli hesap iglemleri giiniimiizde oldukga farklh
alanlarda kullanilmaktadir. Bu alanlarin baglicalar1 elektrik aglari, olasilik ve istatistik,

reoloji, dinamikteki kontrol teorisi, kimyasal fizik, korozyon elektrokimyasi, optik ve sinyal



isleme ve daha bir¢ok alanda karsimiza cgikmaktadir. Kesirli mertebeden hesaplama
kavrami giincel olmasina kargin ortaya ¢ikmasi oldukca eskiye dayanmaktadir. Bilinen ilk
bulgular 1695 yilinda Leibniz ile IL’Hopital arasinda yapilan yazigmalarda goriilmiigtiir. Bu
yazigmalardan sonra Euler 1730 yilinda, Lagrange 1772’de, Laplace 1812’de, Lacroix
1819°da, Fourier 1822’de, Liouville 1832’de, Riemann 1847’de, Grinwald 1867’de ve
Letnikov 1868’de olmak iizere bir¢cok bilim adami kesirli mertebeli hesaplamalar
konusunda ¢ok 6nemli calismalar gerceklestirmistir. Nihayet 1999 yilinda Igor Podlubny
kesirli mertebeden hesaplamalari ve ¢o6ziim yollarini gosteren bir kitap yaymlamistir.
Kesirli tirevin bir avantaji da maddelerin mekanigin ve elektrik ile ilgili Ozellikleri
matematik ile alakali modellemelerde, akigkanlar teorisinde, elektrik devrelerinde,
elektroanalitik kimyada oldugu gibi bir¢ok yerde kullanilmaktadir.

Bu calismada n-kath bir integral yardimu ile kesirli integraller elde edilerek bunun Abel
integrali ile iligkisini gorecegiz. Abel integral yardimi ile Riemann Liouville kesirli
tlirevlerini elde edecegiz.

Daha sonra kesirli mertebeden tiirev yaklagimlar: olan Laplace kesirli mertebeden tiirevi,
Griinwald Letnikov kesirli mertebeden tiirevi, Caputo kesirli mertebeden tiirev
yaklagimlar: tanimlayacagiz. Bu kesirli merteben tiirev yaklasimlari arasindaki bazi
farkliliklar1 gosterecegiz.  Bazi Ornek uygulamalarla kesirli mertebeden tiirevler ile
tamsayili mertebeden bilinen tiirevler arasindaki iligkiyi gosterecegiz. Bu uygulamali
orneklerin grafiklerini kargilagtiracagiz. Gorsel olarak tiirev yaklagimlar: arasindaki iligkiyi

gosterecegiz. Bunun i¢in su sorunun cevabini arayalim, acaba 3 ve 5 mertebeden tiirev

veya diferensiyel varmidir? Sayet varsa % ) ; kez uygulanabilen integral varmidir? Bu tiir
sorularin cevabini arastiracagiz. Bunu yaparken tiirev varsa integral de vardir gercegini
gozoniinde bulunduracagiz [29].

Son kisimda bazi 6zel fonksiyon tanimlari verilecektir. Bu fonksiyonlarin 6zellikleri
kullanilarak bazi 6zel esitsizlikler gosterilecektir. Bu egitsizliklerde ayrica kesirli mertebeli
integral tanimlar: kullanilarak esitsizliklerin saglandig: gosterilecektir.



2. MATERYAL VE METOT

2.1. Artan ve Azalan Fonksiyon
f,I € R verilmig bir aralikta tanimlanmig bir fonksiyon ve ¢1,ts verilen aralikta iki nokta olsun.
Verilen bu gartlar altinda;
1. to > t; verilmigken f(t2) > f(¢1) oluyorsa verilen f fonksiyonu I tizerinde artan fonksiyondur.
2. tg > tq verilmigken f(t2) < f(t1) oluyorsa verilen f fonksiyonu I tizerinde azalan fonksiyondur.

3. to >ty verilmigken f(t3) > f(t1) oluyorsa verilen f fonksiyonu I kiimesi tizerinde azalmayan

bir fonksiyondur.

4. ty >ty verilmigken f(t2) < f(¢1) oluyorsa verilen f fonksiyonu I kiimesi iizerinde artmayan

bir fonksiyondur [1].

2.2. Cift ve Tek Fonksiyon

Verilen bir f fonksiyonu baglangic noktasina gore simetrik bir aralikta tanimlanmig olsun.Bu

araliga ait her t noktasi icin :
1. f(—t) = f(t) saglaniyorsa f fonksiyonuna Cift fonksiyon,

2. f(—t) = —f(t) saglaniyorsa f fonksiyonuna Tek fonksiyon denir. Cift bir fonksiyonun grafigi
y eksenine gore simetrik, tek bir fonksiyonun grafigi ise orjin noktasina gore simetriktir [2].
Cift fonksiyonlarin y— eksenine gore simetrik oldgu ve tek fonksiyonlarin baglangic noktasi

olan orjine gére simetrik oldugunu Sekil 2.I] de agikca goriinmektedir.

i v i
fi—x) Fix) - ! fix)
X .
- Q/ * x fi—x] y ~fY A =
Cift fonksivomm grafifi v eksenine Tek fonksivomm grafifii omjine give
gire simetrikiir, simetriktir.

Sekil 2.1. Cift ve Tek Fonksiyon

Ornek 2. 1. R de tanuml 2% ve cos x fonksiyonlar: ¢ift, x ve sinx fonksiyonlar: tek fonksiyonlardar.
e” fonksiyonu ne tek ne de ¢ift bir fonksiyondur. Tek ve Cift fonksiyonlarin tansmindan kolayca

gosterilebilir.

Ornek 2. 2. [— 1, 3] araliginda verilmis f(x) = x? fonksiyonu ne tek ne de ¢ifttir. Ciinki verilen

aralik orjine gore simetrik degildir.



Bu orneklerde de goriilecegi gibi verilen herhangi bir fonksiyon ¢ift ya da tek olma zorunlulugu
yoktur. Ancak simetrik bir aralikta verilen herhangi bir fonksiyon daima ¢ift ve tek iki fonksiyonun
toplami olarak ifade edilebilir. Simetrik bir aralikta verilen bir fonksiyon igin;

F(s) =5 [f(s) + f(=s)] + %[f(S) — f(=5)] = fo(s) + fr(s)

N —

seklinde ifade edebiliriz.
Ornek 2. 3. f(s) = e° fonksiyonunu ele alalvm;

s —s s _ ,—s
es:e—i—Qe +e 26 = cosh s + sinh s

olarak yazilabilir. Yani e” fonksiyonunu ¢ift, tek olan fonksiyonlarin toplami bi¢iminde yazilabilir
[2].
2.3. Konveks Kiime

Bir lineer uzay1 olan K verilsin A C K ve z1,292 € A kiimesinden alinan elemanlar igin;
B={z3 € K:x23=ar;+ (1l —m)xy,0 <m < 1} C A saglaniyorsa verilen bu A kiimesi lineer
uzay icerisinde Konveks Kiime denir. Verilen bu lineer uzayda x3 € B ise x3 = max1 + (1 — m)xs
esitligindeki 21 ve x4 nin katsayilar olarak verilen m+(1—m) = 1 esitligi her durumda dogrudur. Bu
nedenle konveks kiimenin taniminda m + (1 —m) = 1 esitligi yerine m +n = 1 esitligini gergekleyen
ve negatif degerler almayan m, n reel sayilar kiimesinde segelim. Sekilsel olarak diisiiniildiigiinde B
kiimesinin igerisinde olan x; ve x3 olarak verilmig bir dogrunun parcasidir [1, 3, 5, 14, 18].

Yani daha gekilsel olarak diigiiniirsek konveks olan kiime Sekil de goriindiigii gibi bostan
farkl verilen iki noktay1 bir araya getiren dogruyu i¢ine alan kiimedir. Konkav kiime ise Sekil [2.3]
de gorildiigii gibi kiimede tanimli elamanlar iginde segtigimiz iki noktayi bir araya getiren biitiin

dogrular1 kapsamamaktadir.

Sekil 2.2. Konveks Kiimeler

7

Sekil 2.3. Konkav Kiimeler



2.4. Sinirli Fonksiyon

f fonksiyonu [ko, k1] gercel degerli ve kapali olan bir aralikta tanimlanmig olsun Vz € [ko, k1]
i¢in |f(x)] < T olacak bicimde T' > 0 sayis1 varsa f(z) fonksiyonu verilen [kg, k1] kapali araliginda

sinirhdir denir.

2.5. Holder Esitsizligi

a >0, é + % =1 olarak verilsin. h; ve hy fonksiyonlar [a,b] kapali aralikta tanimlanan gergel

degerli birer fonksiyon olsun, |h1|* ve |ha|? [a,b] kapali araliktaki integrallenebilen fonksiyonlar ise;

/“b et = </b hl(s)'ad8> % ( / b |h2(8)’6d5>}3

esitsizligi her zaman gecerli olan bir esitsizliktir. Verilen bu esitsizlik Holder esitsizligi denilmektedir
[15-16, 18|.
Benzer olarak iki kath integraller i¢in Holder Esitsizligi;

/ b / " i ($) o) ldsy < ( [y b / b|h1<s>|adsdy)é( / b / b|h2<s>|ﬁdsdy)é

seklinde ifade edilmektedir.

2.6. Lebesque Integralinin Varlik Teoremi

E kiimesi sonlu 6l¢iimlii bir kiime olmak {izere E kiimesinin tiimiinde verilen simirlanan ve
burada 6l¢iilebilen A fonksiyonu i¢in Lebesque anlaminda bu kiime iizerinde integrali vardir.

1 < p < oo olarak verilsin;

1

P =1L, = {h: (|h(x)|pda?)% < oo} Lebesque Integrali ve ||hllco = (fE |h($)|pdx) ’

Banach uzay olarak tanimlanir [16-19].

2.7. Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu tiim uygulamal bilimlerin en popiiler fonksiyonlarindan bir tanesidir. Bir¢ok
olay1 anlamamizi ve yorumlamamizi kolaylagtiran bir fonksiyondur.

Vn € N olmak iizere;

I'(n) = /OOO t" e tdt (2.1)

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [2, 5, 9].



Bu fonksiyonun sag tarafindaki integral ardigik olarak hesaplandiginda;

+(n— 1)/ t"2etdt
0

L(n) :/ t"leTtdt = —t" et
0 0

o0
=0+ (n— 1)/ t"2etdt
0
+(n—=2).(n-1) / t" e~ tdt
0
0

— tn7267t

=(n—1).(n—2)...3.2.1 = (n —1)!
olur. Buradan
(n)=(n—-1)! (2.2)
sonucu elde edilmig olur. Benzer olarak Gamma fonksiyonu igin;
I'(n+1) =n.I(n)

olarak yazilabilir.

Ispat :

I(n+1) :/ e tndt, {u =" = du=nt""1, /dv = /e_tdt =>0v= —e_t}
0

o0

o0
- / —e tpt" 1 dt
0

0

zn./ e 't tdt = n.T(n)
0

=_—{"et

olur.
I'(n) = (n — 1)! oldugundan; n=1 i¢in I'(1)=0! olur. Yani

(1) :/ tlfl.eftdt:/ e tdt = —et
0 0

0

=—e>®4+e'=1

r)=o=1
bulunur. Buradan daha genel olarak,
I'n+1)=nl=n(n—-1)!=nl(n)=Tn+1) =nI(n)

I'(n+1)

) =n (2.3)

olur. Bu 6zelliklerden hareketle sunu yazabiliriz,

T(n+k)=(n+k-1=mn+k-1).(n+k—2)..n.(n—1)! <(n 1)l = r(n))>



buradan;

I'(n+k)
I'(n)

genel olarak yazabiliriz.

=(n+k-1.n+k-2)...(n+1)n (2.4)
Vz € Ni¢in Gamma Fonksiyonu ,

F(x):/ t* e tdt
0

seklinde belirlenir. Sag taraftaki integrale Euler in 2. Tip Integrali denir.

. 1
Acikca goriiliiyor ki Gamma Fonksiyonu kesirli sayilar igin de gegerlidir. Ozel olarak x = 3 i¢in;

1 iy et 2
I'(z) = t2 e tdt = —dt t=u" = dt =2udu
2 0 0 ﬁ

> €7u2 = 2 > 2
:/ 2udu:2/ e “du, / e Ydu=1
0 u 0 0

olsun. O halde,

2 Y R ; 2 2 2
I = e ¥ Vidxdy | x =r.cosb,y = r.sind = drdy = rdrdd ,z*+y° =71
o Jo

T
(e%e] - le’s) 1
d
:/ /2 e_T2rdrd9: E/ r.e_Ter: z(—/ —u—u) &, "
o Jo 2 Jo 2 0 2 4
T

I:% buradan; r(%):zf;»r(%):\/?r

buradan su sonuclar1 gikarabiliriz,

I(n+1) =n.0(n) = p(g) _ %r(%) _ g
r(g) :%.r(%) - ;%F(%) _ %
r(;) zgr(g) _ g¥ _ 15;;/7?

olur. Simdi Hoélder Esitsizligini Gamma fonksiyonun integraline uygulayalim.

l<a<oo ve 0<z,y<oo olsun.

x y OO z4 Y] g
rZ+2 :/ tatEletqy
Cet=]



burada egitsizligin her iki tarafin logaritmasi alinirsa,

(I + ) < W) Tw)*) = T +

=

olur[1, 5].

Simdi de Gamma fonksiyonunun limit gésterimini verelim,

nl.n®
I(z) = li
(z) n00 z(zx+1)...(z+n)

seklinde limit yardim ile gosterilebilir.

Ispat : Gamma ve Beta fonksiyonlarmin tanimi goz 6niine alinarak i1spati gosterilebilir.

Burada Gamma fonksiyonu igin sunu séyleyebiliriz; Sekil [2.4] de verilen grafikte de goriildiigii gibi
I'(x) fonksiyonu 0 ve negatif tamsayilar i¢in tamimsizdir. Gamma fonksiyonunun grafigi Sekil
gosterildigi gibidir [23, 26-29].

-5 F

=10 &

Sekil 2.4. Gamma Fonksiyonu



2.8. Beta Fonksiyonu

Gamma fonksiyonunda oldugu gibi Beta fonksiyonu da oldukc¢a ©nemli ve popiiler bir

fonksiyondur. Ayni zamanda Gamma fonksiyonu ile iligkili bir fonksiyondur.
1
Blz,y) = / N1 — )t (2.5)
0

olarak belirlenen bu 6zel fonksiyona Beta Fonksiyonu denir[2-3, 6-11].

['(z).I'(y) (2.6)

Blx,y) = T+ 1)

bagintis1 vardir. Beta fonksiyonunu agagidaki esitliklerle ifade etmek miimkiindiir;

™

Blx,y) = 2/05(511& 0)**~1(cos 0)?Y~1dp (2.7)

Bl y) = / h (Ld (2.8)

1+ uy=+s "

Verilen bu egitlikleri Beta fonksiyonun tanimindan kolayca elde etmek miimkiindiir. (2.5) egitliginde

t = sin? @ doniisiimii yapilirsa (2.7) esitligi ve t = # doniigimii uygulanirsa (2.8) esitligi elde
u

edilmig olur.

(2.6) esitligini gostermek icin Gamma fonksiyonu taniminda ¢ = s? doéniigiimii yaparsak

I'(x) :/ tx_le_tdt:2/ s 1o~ g
0 0

olur. Buradan benzer gekilde;
I(y) = 2/000 $2v—Le=t" gt
yazabiliriz. Buradan;
L(z)l(y) = 4/000 /000 §20 L2y 1= (") gy

olur. s = rcosf,t = rsinf kutupsal dontisiimiini yaparsak,

I(z)C(y) :4/2/ r2(m+y)*2e*’“2(cos9)2””*1(sin9)2y*1rdrd9
0o Jo

:[2/2(cos@)h_l(sine)Qy_ldG] [2/ r2<m+y)_le_rzdrl
0 0

=Bz, y)T'(z +y)
bulunur. Buradan Beta fonksiyonun simetri 6zelligine sahip oldugunu soyleyebiliriz.

I'(2)T(y)

sonucuna ulagmig oluruz[6, 7).



2.9. Gamma ve Beta Fonksiyonlari ile ilgili esitlikler

1) (2)0(1 - 2) = bm?m)

2) /0 L= =
2., op1 __ T ) z

3) 2./0 tan (a)da Sin(z) i 0<a <l
1 2n)/

TG+ =
1 (=) nlyT

5) TG =) =

-\ INQRE)
6) ( r ) T+ 1)1 —x—7)
7) Bla,y) =2 | (sina)® (cosa)? da

0

olduklar: gosterilebilir [5, 6, 7].
2.10. Hata Fonksiyonu

2 [ e
(erf)(s)—ﬁ/oe dt, seR

seklinde tanimlanan fonksiyona Hata fonksiyonu denir. er f(0) = 0 erf(co) = 1 olur.
Ayrica erfe ile tammmlanan tamamlayict Hata fonksiyonu
erfe(s) =1 —erf(s) esitligi ile tamimlanir [22, 23].

2.11. Wright Fonksiyonu

Sk

W(z;a,B) = kz;:) m

seklinde tanimlanir [22, 23].
2.12. Mittag Leffler Fonksiyonu

Ustel fonksiyonlarda énemli bir yere sahip olan e* fonksiyonun tamsayili mertebeden tiirevli
denklemlerde de 6nemli bir yere sahiptir.Bu fonksiyonun bir parametreye bagl olarak tanimlanmig

hali asagida gosterildigi gibi tanimlanir.
Ea(s) = i _ "
“ T'lam+1)
m=0
Bu sekilde gosterilen esitlige Mittag Leffler fonksiyonu denir. Iki parametreli Mittag Leffler

10



fonksiyonu ise ;
oo Sm
Eap(s) =) w0
m=0 F(ozm + ﬁ)

seri acilimi ile verilir. Tki parametreye bagh olartak tanimlanan Mittag Leffler fonksiyonunda

a=p=1 alimirsa ;

5 (S) 7 i gm B i ™ B 1 i Serl B es — 1
b2 _m:() T'(m+2) _m:0 (m+1)! s “= (m+1)! s
a =1 ve B = 3 olarak alirsak ;
oo oo oo
s™ 5™ 1 smt2 e —1—3s
E = = —_— —
13(5) mZ::O T(m + 3) WZ:O (m+2) 52 mz::O (m + 2)! 52

a =1 =n olarak alirsak;

n—2
1 s s
Bunts) = e - 2 )

k=0

olur. sinh ve cosh fonksiyonlar1 Mittag Leffler fonksiyonun 6zel durumlaridir. Asagida gosterildigi
gibi elde edilir.

> 82m e S2m
Eaa(s) = Z TemsD) Z ol = coshs ve;
m=0 m=0
e g2m 1 s g2m+1 1
Eyo(s?) = L S—— Y
22(57) mz::O F@m+2) s 4= @m+1)l s

olur.

2.13. Mellin Ross Fonksiyonu

at  jistel fonksiyonun kesirli tiirevini alirken

Ei(v,a) ile gosterilen Mellin Ross fonksiyonu e
kullaniriz. Bu fonksiyonun 6zelligi hem Gamma fonksiyonunun hemde Mittag Leffler

fonksiyonunun cinsinden yazilmasidir.

11



Ei(v,a) = te"T* (v, at)
(o)
(at)"
E ST N Sl ——_ R
(v, ) ;r(mvm Lo+e(at)

L[ rattan 00
—_— e xr X v
L)t Jo ’

(v, t) ifadesine tamamlanmig Gamma Fonksiyonu denir.

I*(v,t) =

12



3. KESIRLI MERTEBEDEN INTEGRALLER VE
TUREVLER

Kesirli mertebeden integrali ifade etmek i¢in 6ncelikli olarak

/ / / / flop)dondon—1 ... dosoy (3.1)

olan n kath integralini g6z oOniine alalim. Verilen bu integralin integrasyon sirasini ve bu

integrasyona bagl sinirlar1 degistirelim. Bu integrasyonda,

a<or <x oy <01 <

a <oy <oy 03 <02 <X

a< Op_1 <0p—2 Op < Op-1 <X

a<op<O0Op-1 a<o,<x

sinir degisimi uygulandiginda (3.1) ifadesi

/ / / / Fop)dopdo,_1 . ..doso
L aoa( [ (o f ([ Yo

Integrasyonuna doniisiir. Yukaridaki integral terim terim hesaplarsak,

// / / flop)dopdon_1...dosoy = /f on)(x—op)" —do,, (3.2)

esitligini elde etmis oluruz. (3.2) esitligninde I'(n) = (n — 1)! 6zelligini kullanilirsak,

/ / / / F(n)dondon_i ... dosor — ﬁ / Cfon) @ — o) lden  (3.3)

1
elde edilir. Verilen bu egitlikte sag taraftaki T ifadesindeki n pozitif bir tamsayidir. Biliyoruz ki
n

Gamma fonksiyonu yalnizca tamsayilarda taniml olmayip kesirli olarakta ifade edilebildiginden, n
sayisi tamsay1 olmamas: durumunda (3.3) esitligin sag tarafindaki ifade igin agagidaki verilen kesirli

integral operatorii tanimi olarak verilebilir [2, 9].

13



3.1. Riemann-Liouville Kesirli Integral

Vx € Li(a,b) olarak verilsin. Bu durumda;

(Ja+ (@ F(la / fO(@—t)*tdt, 2> a (3.4)
Uﬁfmw:fﬂﬁ/‘ﬂﬂ@—ﬂw4ﬁ7x<b

integraline o > 0 i¢in .. dereceden kesirli integral olarak tamimlanir. Bu integral Riemann-Liouville

kesirli integrali olarak bilinir [4-7].
(o H)(@) = f(2) ve (p-f)(z) = f(x)
esitlikleri gecerlidir. Ornegin,
ft)=(t—a)® ve a=

olarak alirsak kesirli integral tanimini kullanarak;

(95+ f)(= /f —t)ldt, x> a

integralimiz yukaridaki kabuller altinda,

[SE

OF D) = 1)/7taﬁ@omax>a

L(3) Ja

bi¢iminmde yazilir. Burada t = a 4+ (z — a)7 degigken degigtirmesi yapilirsa yukaridaki integral,

1
[ rta-netir = s
0

olur. Burada Beta fonksiyonun 6zelliklerini kullanirsak,

W=
Nf=

(x — t)_%dt, r>a

' _Lx_a
65D =505 /<t )

1.7 1 1
X a 72 SC a)772+ 72(1 ;) 72dt
f/

—

:ﬁ(x_a)/o 31— ) har
1 31
:ﬁ(ﬂﬁ—a)ﬁ(?g)
_ 1 r()rs
AT
1
*ﬁ@*a)

esitligi elde edilir.
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Ornek 3. 1. f(z)=3(x — k)? Fonksiyonun %.dereceden kesirli integralini hesaplayinaz.

1 z ) 1 z e
F(é)/a 3(t—a)(x—1) dt—ﬁ/a 3(t—a)*(x —t)"2dt

olacak bigimde yazabiliriz. t = a + (x — a)s déndgimini uygularsak,

92 flz) =

% (E:i lm_a%s2 _5_%3
i@ = [ (@i -
1
xfa% 32 fs*%s
( >/0 (1—s)td

olur.
Ornek 3. 2.
/ e dp integralini hesaplayiniz.
— 00
Coziim :[m e dy = 2/0 e do = 2/0 Zefuufgdu = 5/0 e Mt T dy = §F(Z)
olur.

3.2. Laplace Kesirli Tiirevi

n. mertebeden turevlerin

W) i) dfs) A
ds ' ds?2 ’ ds3 '’ Todsn

f(s),

olarak verilen sonsuz tiirev dizisini ele alalim. Verilen dizi istege bagli dereceden diferensiyelini
diigiinecek olursak bu tekrarlanan diferensiyelin bir genellesmis halidir. Burda ki temel amacimiz
n.dereceden herhangi bir tamsayil tiirevin n.dereceden tamsayi olmayan tiirevlerinin var olmasidir.
Kesirli tiirevlere gegmeden 6nce yarim tiirevin ne oldugunu gosteren bir kurali verelim. Bunun igin
f(s) = st bigimindeki polinom fonksiyonunu gézoniine alalim. Burada ki ¢ pozitif bir tamsayidir.
Bu fonksiyonun «. dereceden tiirevini alirsak,

f(s) =t(t —1)(t—2)....(t —a+1)s™
#!
o’
F(t + 1) t—a
Tt—atl)

t—a

15



esitligini yazariz. Yani,

F(t+ 1) t—a

s = Tt—a+1)

esitligi yazilir. Bu ifade Laplace kuvvet fonksiyonun tiireve genellegtirmesi olarak bilinir [1, 9, 21,
27, 28]. Burada « sayis1 tamsay1 olmak zorunda degildir. o’y1 keyfi bir pozitif say1 segebilir ve bu
fonksiyonun kesirli tiirevlerini hesaplayabiliriz. Burada « =5 ve t = 2 olsun. Bu durumda f(z) = 22
ve o :% i¢in yukaridaki esitlikten faydalanirsak,

= 5,  TE2+1)

(3)(z) = —— 2T 23
fre) = o5 re—L+n"
3
2

8 3
37

olur. Simdi elde ettigimiz bu yarim tiirevin tekrar yarim tiirevini alirsak Yani;

dz ;dz ,\ d» ;8
() =i )
drz \dxz drz \3/7
8 I3+
3ymr(3-3+1

8 3
=— :2
3\/7?4\/%: x

3_
2

=

)(E

olur.
1

Yukarida yaptigimiz uygulamaya benzer olarak f(z) = 3

x2 fonksiyonu icin @ =3 mertebeden

8
37

kesirli integralinin f(x) = 22 oldugunu gosterelim,

1 1 ® 8 3 1
(92 f)(x) :—1/ t2(x —t)"2dt, x >0 , |t =wuz donisimii uygularsak
F(i) a 3\/77—
8 (' s .
=3 ; (uz)2(x — ux)” 2zdu

8 b, .
z—xZ/ w2 (l—wu)"2du
3T 0

8,51 8 LI
“50 052 T 5T

NI NS
+

[l [T
NG

w

3

—

—~~ |
w

=

oldugu goriliir.
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Ornek 3. 3.

f(z) =523 +32% — 22 +5

1
fonksiyonun —. mertebeden kesirli tiirevini bulunuz.

g(z) =2® h(z) =22 ,k(z) = ,p(x) = 5 olsun.

1
_ 4 e r'@3+1) B3

dez”  T(3—3+1)
r(4) s

3
r'(3)

6 s
=2

- 15\/Ex
8
16

U

Nl
]
=

\)
_|_

1) 51
I

=

NI N[

SR S S Y
VT VT N3 N

olur.
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.. 1
Ornek 3. 4. f(z) = x fonksiyonu igin o = 3 mertebeden kesirli turevini bulup grafigini inceleyiniz.

) (z) =

burada z’in alacag1 degerlere gore Sekil de goriilecegi tizere f(x)’in kesirli mertebeden bazi

tiirevlerinin degisim grafigi gosterilmistir.

— —fix}=x
181 Derece=0
Derece=0.2
16} H
Derece=04
14 ¢ Derece=0.6
) Derece=0.8
121 Derece=1 n

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Sekil 3.1. f(z) = z fonksiyonun kesirli tiirev degisim grafigi

18



3.3. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev

Simdi kesirli tiirevi ifade etmek i¢in 0 < a < 1 segelim.

f(z) = ﬁ /: o) (x —t)*dt, z>a

(3.5)

Abel integralini ele alalim. Bu integralin her iki yanminda x olarak verilen kisimlara t, t olarak

belirtilen kismi s olarak alip denklemdeki egitligin sag ve sol kismini (xz — ¢)~% ile ¢arpip verilen

integrale uygularsak,

[t [ v [

olur. Burada Dirichlet formiilii olarak bilinen

/ /f:cydydx—/ /fxydx

sir degigim frmulini uygularsak,

/: pls)ds /j (z — t)a?tt_ s)l-a =I'(a) /: (mf_(tz)adt

:/“C dt
s (@—t)(t—s9)'-

:/0 7o (1 = 7)~%dr = fla,1 - a) = T(a, 1 — a)

olur.

Bu ifadeleri (3.6) esitliginde yerine yazilirsa,

/: ele)ds /“ (@ — t)a?;_ i ~L@T—a) /; ¢(s)ds

r(oy [ A

(z =)«

:ml— ) / (@

esitligi elde edilir. Burada son esitligin her iki yaninin x’e gore tiirevini alirsak

</>(:c)ml_a)jx/w (If_(tg)adt , 0<a<l

f(t)
t

(3.6)

(3.7)

elde edilir. Elde etmis oldugumuz (3.7) ifadesine «. dereceden kesirli tiirev denir. Bu tiireve Riemann-

Liouville kesirli tiirevi de denilmektedir [1, 8-10].
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.o 1 1
Ornek 3. 5. f(z)=c,a= 3 icin D2 f(x) ifadesinin degerini hesaplayinaz.

Coziim :

:%% ;\/C%(t—a)_i‘(x—a) 2dt
_irir;i/olTé(xa)é(l —7)7 2 (e —a) % (z —a)dr
:%% Olré(lr) 2dr
e aTa %)F(l—%)

”dxr(lf%+1f%)

cd
Sade

(t =a+7(x—a)=dt=(z— a)d7’> dontgimi uygquladik.

1
c¢=1ig¢in f(z) =1 fonksiyonun o = 3 dereceli Riemann-Liouville kesirli tiirevi

D= f(z) = %(z — a)~2 olacaktur.

f(z) = 1 fonksiyonunun Sekil de kesirli mertebeden bazi tiirevlerinin nasil degistigini gosteren
grafigi verilmigtir. Yine f(x) = cosx fonksiyonu i¢in Sekil te kesirli mertebeden baz tiirevlerinin
nasil degigtigini gosteren grafigi verilmistir. Son olarak f(x) = sinz fonksiyonun Sekil te kesirli

mertebeden baz tiirevlerinin nasil degigtigini gosteren grafigi verilmigtir [25, 26].
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2
fix)=1
181 Derece=0
Derece=0.2
e Derece=0.4
14 Derece=0.6 ||
Derec:
12 Derece=1 H
1 ]
08 B
06} B
04l 1
02 B
0 ]

Sekil 3.2. f(z) =1 fonksiyonun kesirli tiirev degisim grafigi.

5
fix)=cos(x)
4 Derece=0 []
Derece=0.2
3 Derece=04 ]|
2 Derece=0.6 ||
Derece=0.8
1 \l — Derece=1
0 =\
A 4
2 4
3 J
-4 i
5 i L L n L
0 2 4 6 8 10 12

5
4 i
3 i
2 4
1 4
0
Kl ~ 4
fix)=sin(x)
2 Derece=0 4
Derece=0.2
3 i
4 Derece=0.8 7
— Derece=1
5 n L L L L
0 2 4 6 8 10 12

Sekil 3.4. f(z) = sinz fonksiyonun kesirli tiirev degisim grafigi.
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3.4. Griinwald Letnikov Kesirli Tiirevi

f(z) stirekli bir fonksiyon olmak {izere p > 0 olarak verilsin a,t noktalar1 limit noktalar1 olmak

lzere,

oD (1) = lim b~ PZ () (t —rh), {nh:t—a} (3.8)

esitligi Grilnwald Letnikov kesirli tiirevi olarak ifade edilmektedir. Daha genel olarak asagidaki gibi

de ifade etmek mimkiindiir,

DEF() = gg% 0 (3.9)

f(k) t—a) Ptk 1 ! m—p g(m+1)
Z (—p+k+1) +F(—p+m—|—1)/a(t_7—) J ()

olarak tanimlanir.

3.5. Caputo Kesirli Tiirevi

Baz1 uygulama problemlerinde kesirli tiirev tanimi yardimu ile baglangic kosullar: fiziksel olarak
yorumlanabilmesi gerekmektedir. Ancak Riemann-Liouville tarzinin verilen sorularin
yorumlanmasinda yetersiz veya tam olarak isteneni vermedigi goriilmiigtiir. Riemann-Liouville
kesirli mertebeden tiirevinin yorumlamasi olarak
t = a verilen noktasinda Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevinin limitinin alacag1 degerleri

ile tamimlanacak baglangi¢ kogullarim igerir. mq, mo, ..., m, verilen keyfi sabitler olarak verilsin.

limy aD:tlilf(Z) =my
lim; ., aDta_2f(Z) = m2
= my

limy,q oD 2f(2)

limy aD:tlinf(Z) = Mn

tanimlanmig baglangic kosullari olusacaktir. Olusan bu sekildeki baslangic kosullarini igeren
baglangic-deger problemleri matematiksel bicimde uygun ¢éziimlenmesine kargin,sonuglar: itibari
ile kullanimi verimli degildir. Ciinkii bu baslangic kogullarina sahip denklemlerin fiziksel olarak
yorumlamak pek miimkiin degildir. Verilen bu kesirli diferensiyel uygulamanin baglangic kogullarini
en gilizel bigimde fiziksel olarak anlamlandiran yol Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimi
olmugtur. Simdi Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimini verelim, n pozitif degerli tamsayilar

n—1<a<nign

1 t fr
o _
D = e = /a = (3.10)

olarak tanimlanir. Caputo kesirli tiirevi yaklagiminin diger yaklagimlardan avantaji tamsayili
dereceden diferensiyel denklemlerde ki aynmi tarzda ifade edilen baslangic kosularina sahip
olmasidir. Yani t = a degeri icin alt limitinde verilen fonksiyonun tamsayi1 dereceden tiirevinin

limit degerini igermesidir. Dolayisi1 ile Caputo kesirli tiirevini agagida ki gibi ifade etmek
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miimkiindir [22, 23, 27].

L e f0r .
dr ;n—1<a<nise
DY = I'(a—n) Ja (t —r)otl-mn (3.11)

n

o f(x) ja=n ise
Buradan € N, a € R ve f(z) € R dir [27, 28].
Goritildiigii gibi kesirli mertebeden tiirevler ile ilgili birgok tanim ve yaklagim bulunmaktadir. Bu
yaklagimlar ve elde edilen sonuclar birbirine yakin olsalar da gercek sonuca olan yakinliklar: ile
birbirinden ayrilmaktadir. Simdi baz 6rneklerle bu kesirli mertebeden verilen tiirevlerin birbirleri

ile aralarinda ki farki ve gercek sonuca olan yakinliklarini gérelim.

Ornek 3. 6. f:R — R seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun
fit)y =C, t € R fonksiyonun % mertebeden kesirli tirevlerini hesaplayalim. Oncelikle Grimwald
Letnikov kesirli mertebeden tiirevine bakalim,

m<p<m+1 oldugundan m =0 olacakter. Yani 0<p<1l dir

1 0, fk) a)(t —a -3 ¢ 1
DRI = fOa)t—a)72 r(ll) / (t — 7)~}0dr
2 a

2
_ Q0 -0):

I'(3)

=—— olur.

vt

Simdi de p = % mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevine bakalim. m —1 <p<m ,m=1

olacaktar.

Son olarak p = % mertebeden Caputo kesirli tirevini ele alalim. m —1 < p < m oldugndan
0<p<1 olur

olur.

Bu ornekte de gorildiugi gibi Caputo kesirli tiirev metodu ile verilen sabit bir fonksiyonun
kesirli tiirevi 0 (sifir) olmaktadir. Ancak Griinwald Letnikov ve Riemann Liouville kesirli tiirevleri
0 (sifir)’dan farkli gikmaktadir [25, 26, 28].

Simdi de Caputo, Griinwald Letnikov ve Laplace kesirli mertebeden tiirev yaklagimlarinin tamsayi

mertebeli tirevleri ile bilinen tiirev arasindaki iligkiyi grefikler ile gosterelim,
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Sekil 3.5.

%108

f(t)=exp(t)

3.5

251

0.5

*

Caputo p'o
First derivative

0
0

f(t) = et fonksiyonun D}O f(t) Caputo tiirevi alinarak elde edilen sonug ile f ' (t) = et ile elde edilmis

sonug kargilagtirilmigtir.
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05 1
0 \
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iterasyon sayisi

20

Sekil 3.6. f(t) = e* fonksiyonun D}0f(¢) Griinwald Letnikov tiirevi alinarak elde edilen sonug ile f () = etile
elde edilmis sonug karsilagtirilmigtir.
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45 T — T T
Caputo D'.0 A
40 r +  First derivative ]
0 l 1 1
0 5 10 15 20

Sekil 8.7. f(t) =t + ¢+ 1 fonksiyonun D}-®f(t) Caputo tiirevi alinarak elde edilen sonug ile f/ (t) =2t + 1 ile elde
edilen sonug karsilagtirilmigtir.

45 . . . -
*  1.Tirev | ]
O 'l L 1 1
0 50 100 150 200 250

iterasyon sayisi

Sekil 3.8. f(t) = t? +t + 1 fonksiyonun D}C f(¢) Griinwald Letnikov tiirevinin alinmas: ile elde edilen sonug ile
fl (t) = 2t + 1 ile elde edilen sonug kargilagtirilmigtr.
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f(t)=sin(t)

' Y
Caputo D'.0
08} +  First derivative | |

0.6

0 5 10 15 20

Sekil 3.9. f(t) = sin(t) fonksiyonun D}-9f(¢) Caputo tiirevinin alinmasi ile elde edilen sonug ile f (t) = cos(t) ile
elde edilen sonug karsilagtirilmigtir.

* #—oeLp'®
1%@\ : #  1.Tiirev
x| ¥ *| *
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* * *
4—/ = *
* * *
+* % *
* b *
* L *
+ * *
* +
s B&
2 P
*
YR |
¥
100 150 200 250

iterasyon sayisi

Sekil 3.10. f(t) = sin(t) fonksiyonun D}© f(¢) Griinwald Letnikov tiirevinin alinmasi ile elde edilen sonug ile
f (t) = cos(t) ile elde edilen sonug karsilagtirilmigtir.
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*  1.lirev

Sekil 3.11. f(t) = t2 + t + 1 fonksiyonun D}0f(¢) Laplace kesirli tiirevinin alinmasi ile elde edilen sonug ile
f, (t) = 2t + 1 ile elde edilen sonug karsilagtirilmigtir.

1 - -
Laplace D' ©
ot 1 A
osl % * % M
1 I 1 3 A
*
04 L + 1 r ! b 1
1 Iz * "
ozt 4 * 1 # 1 1
2 o 1 I * I * ¥
a * * *
* ¥ ¥ I
i hy 1 I T« *
Y| S A 1 i 1!
* ¥ L *
06 L % s I
1‘}3 : U
g Y
Yo 2 4 6 8 10 12 1 1 8 2

Sekil 3.12. f(t) = sint fonksiyonun D%'Of(t) Laplace kesirli tiirevinin alinmas ile elde edilen sonug ile f, (t) = cost
ile elde edilen sonug kargilagtirilmigtir.
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Yukarida grafikleri verilen Sekil de f(t) = e fonksiyonun D;°f(t) Caputo kesirli

mertebeden tiirevi almarak elde edilen veriler ile f'(f) = ' ile elde edilmis veriler
kargilagtirlmigtir.  Sekil de f(t) = e' fonksiyonun D;f(t) Griinwald Letnikov kesirli
mertebeden tiirevi almarak elde edilen veriler ile f'(t) = ' ile elde edilmig veriler

kargilagtirilmigtir. Sekil de f(t) = t*> 4+t + 1 fonksiyonun D} f(t) Caputo kesirli mertebeden
tiirevi alinarak elde edilen veriler ile f/ (t) = 2t + 1 ile elde edilen veriler kargilagtirilmigtir. Sekil
de f(t) = t*> +t + 1 fonksiyonun D;°f(t) Griinwald Letnikov kesirli mertebeden tiirevi
alimarak ile elde edilen veriler ile f,(t) = 2t + 1 ile elde edilen veriler karsilagtirilmigtir. Sekil
de f(t) = sin(t) fonksiyonun D;°f(t) Caputo kesirli mertebedn tiirevleri alinarak elde edilen
veriler ile f'(t) = cos(t) ile elde edilen veri kargilagtirlmgtir.  Sekil de f(t) = sin(¢)
fonksiyonun Dj®f(t) Griinwald Letnikov kesirli mertebeden tiirevleri alinarak elde edilen veriler ile
f'(t) = cos(t) ile elde edilen veriler kargilagtirilmistir. Sekil de f(t) = t? + t + 1 fonksiyonun
D} 0f(t) Laplace kesirli mertebeden tiirevleri alnarak elde edilen veriler ile f'(t) = 2t + 1 ile elde
edilen veriler kargilagtirilmigtir. Sekil de f(t) = sint fonksiyonun D} f(t) Laplace kesirli
mertebei tiirevleri almarak elde edilen veriler ile f’ (t) = cost ile elde edilen veriler
kargilagtirilmigtir. Bu 6rneklerden hareketle kesirli mertebeden tiirev yaklagimlardan elde edilen
sonugclar ile bilinen tamsayili dereceli tiirevlerden elde edilen sonuglar bir birine yeterince yakindir.
Tamsay1 dereceli tiirevlerden elde edilen sonuglara en yakin sonuglari Caputo kesirli tiirevi
vermektedir. Buradan sunu soyleyebiliriz; kesirli mertbeden fonksiyonlarin tiirevi i¢in Caputo
kesirli tirevi gercek sonuclara daha yakin sonuglar vermektedir. Dolayisiyla Caputo kesirli

tiirevlerden elde edilen sonuclar giivenirlik ve gegerliligi daha yiiksek olan bir yaklagimdir.
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4. KEsiRLi INTEGRALLER YOLU ILE KONVEKS

FONKSiYONLAR IGiN BAz1 EsiTSiZLIKLER

4.1. J-Konveks Fonksiyon

K C R ’kiimesi tizerinde tanimlanmig olan aralik olsun. f : K — R geklinde tanimlansin. Bu

kogullar altinda; K kiimesinden aldigimiz biitiin m, n elemanlar1 igin,

mtn, _ fm)+ fn)
2 2

I (4.1)

esitsizligini saglayan f fonksiyonu K kiimesi tizerinde Konveks veya J-Konveks fonksiyonu olarak

tanimlanir [1].

4.2. Konveks Fonksiyon

Bos kiimeden farkli olarak verilen K C R olsun. f: K — R olarak tanimlanan bir fonksiyon
olsun. Vt1,ts € K ve xp € [0,1] olsun. Bu kogullar altinda,

f@oty + (1 =mo)t2) < wof(ta) + (1 = x0) f(£2) (4.2)

olarak verilen esitsizligini gercekleyen f fonksiyonu Reel sayilar tizerinde tanimh Konveks Fonksiyon
denir.
Eger bu egitsizlik i¢in ¢ € [0, 1] kapal araligimin ug noktalar alimmazsa o zaman esitsizlikteki <

ifadesinin yerini < ifadesi alir. Bunu da

fxoty + (1 —x0)ta) < xof(t1) + (1 — x0) f(t2)

seklinde yazariz. Verilen fonksiyon bu kosullar1 yerine getiriyorsa Kesin Konveks Fonksiyon adini
alir. Eger (—f) fonksiyonu konveks(dig biikey) ise f ye konkav(i¢ biikey ) fonksiyon denir. Verilen
f fonksiyonu tamimlanan bu aralikta konveks (dig biikey) bir fonksiyon ve de konkav(i¢ biikey) ise
f afin dontstimlidiir denir. Verilen bu doniisim sececek uygun ¢, ve co sabit sayilar: icin c1z + ¢
bigimindedir. Geometrik diigiiniildiigiinde zot1 + (1 —x)t2 noktasinda f 'nin alacag deger (¢1, f(t1))
ve (to, f(t2)) olarak verilen iki noktay:r birlegtiren dogru pargasinin {izerinde ki degerlerden daima
daha kii¢iiktiir, yani verilen noktalar bir araya getiren kirig daima egrinin [t1, t2] araliginda ki kismin
tizerinde veya tstiindedir[9-11, 15].

Gergekten (x1, f(z1)) ve (z2, f(x2)) noktalarindan gegen dogrunun denklemi,

f(x2) — f(21)

T2 — 1

L(s) = f(x1) + (s —x1)

dir. Burada s = txs + (1 — )z dersek,

f(x2) — f(x1)

— (t(z2 — 21))
T2 I

=[ (1) +1(f(22) = f(21))
=tf(xa) + (1 —t)f(z1) olur.

L(tze 4+ (1 —t)zr) =f(z1) +



f(tas + (1 —t)x1) < L(tzg + (1 — t)a1) = tf(w2) + (1 —t) f(z1)

elde edilmis olur. Konveks fonksiyonlar: geometrik olarak Sekil de gosterildigi gibi ifade
edebiliriz [1, 3, 5, 15, 18].

Fix) |

Sekil 4.1. Konveks Fonksiyon

Teorem 4. 1. f : [k, k] — R olarak kapals herhangi bir araliktan Reel saylara tanvmlanan bu
fonksiyon konveks olabilmesi i¢cin gerek ve yeter kosul
Vko € [k1, k2] ve t # ko degeri igin

f(k) = f(ko)

P(t) = —

olarak verilen fonksiyonun azalmayan bir fonksiyon olmasidur.

Ispat :. Kabul edelim ki verilen f fonksiyonumuz bu aralikta konveks olsun. P(k) ’in azalmayan
bir fonksiyon oldugunu géstermeliyiz.

Yani r < s iken P(r) < P(s) olacagim gostememiz gerekecektir. Burada verilen r, s i¢in 3 durum
s6z konusudur;

I) tky<r<s

II) :r<kyp<s

IIT) :r < s <ko

bu ti¢ durumu incelemeliyiz. f fonksiyonunun konveksligi ve bu {i¢ durum kullanilarak verilen,
k) — f(k
k — kg

fonksiyonun konveks 6zelligi kullanilarak r < s igin P(r) < P(s) gostermek yeterli olacaktir[24]. O

fonksiyonun azalmayan bir fonksiyon oldugunu géstermek yeterli olacaktir. f

Teorem 4. 2. a,b € R ve I =][a,b], f: I — R tanmaml konveks fonksiyon olmak tzere,

aer)S 1
2 b—a

b
/ fa)ds < LD FFE) (4.3)

I .

Yukarida ifade edilen egitsizlik Hermite — Hadamard esitsizligi olarak bilinmektedir [8, 11].

Ispat: Verilen f fonksiyonu [a, b] kapal reel degerli aralikta konveks ise

a) f fonksiyonu (a,b) reel degeli agik araliginda stireklidir.

b) f fonksiyonu [a, b] reel degerli kapal arahikta siirhdir.

¢) I,R de kapal aralig1 belirtmek tizere f : I — R z,y € I,a € [0,1] igin f fonksiyonu konveks

oldugundan
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flaz+ (1 —a)y) < af(z) + (1 -a)f(y)
olarak yazabiliriz. O halde f fonksiyonu bu aralikta integrallenebilir. Bu bilgiler 1is1ginda gerekli
dontigiimler yapilarak her iki egitsizligi de gostermek kolay olacaktir [8, 11]. O

Ornek 4. 1. f(t) =t konveks fonksiyonu i¢in b > a > 0 olarak verilen [a,b] kapals aralginda (4.3)

esitsizliging saglayan bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Ispat:

I

a+b)_ a+b\’ /bxzdx_b?’—af‘ fla) + f(b) _ a®+0?
2 7\ 2 " Ja -3 2 2
olur.Bu verileri esitsizlikte yerine yazarsak ;
a+b\> ¥ —dd a2 +2ab+ b2 _ (b—a)(a? + ab+ b?)
— < — <
(b a)( 5 ) <3 = (b—a) 1 < 3
O halde 3a? + 6ab + 3b* < 4a® + 4ab + 4b*> = 0 < (a — b)? olur. Boylece esitsizligin ilk kismi 1spat
edilmig olur.Benzer olarak
b3 __ g 2 b2
a < (b B a)a Ty

esitsizligi sagladig 1spat edilmig olur. O

olur.

esitsizligini diizenlersek 0 < (a — b)? olur. Bdylece verilen fonksiyonun

Ornek 4. 2. f(t) = et fonksiyonun bu esitsizlii sagladigina gosterelim.

a+b aty ¥ —el e 4
—e 2 lur.
1 5 )=¢e¢ . > olur
Bu esitsizlikte e = m, e® = n icin
m-—-n m-4+n

Vimn < log(m) — log(n) ST

olacaktir. Bu da bize aritmetik ortalama, geometrik ortalama ve logaritmik ortalama arasindaki

iligkiyi agiklar.

Ornek 4. 3. f(t) =sint fonksiyonun esitsizligi sapgladigina giosterelim.

a+b a+b) < cosa — cosb - sina + sinb
2 b—a 2

esitsizligini sagladigimi goriiriiz . Bu esitsizlik f(t) = sin(t) fonksiyonun [0, 5] kapali araliginda
sint < t < tant oldugunu gosterir.
Simdi de Hermite-Hadamard egitsizliginin genellesmis hali olan Hermite-Hadamard Fejer

esitsizligini verelim;

Teorem 4. 3. a,b € R wve I =[a,b], f: I — R tanaml konveks fonksiyon olsun,

b
g : [a,b] — R negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon ve ot de simetrik ise;

b
f(a+b)/ g(x)dx < 7/ f(@)g(x)dx < f(a);_f(b)/ g(x)dx (4.4)
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esitsizligi Hermite-Hadamard - Fejer esitsizligi olarak bilinir [8, 11-13, 24].

Teorem 4. 4. a,b € R ve I =a,b], f: I — R f pozitif degerli bir fonksiyon, f € Lla,b] ve
f la,b] de konveks bir fonksiyon ise,

a+b < INa+1)

) fla) + f(b)
2 "7 2(b—a)”

2 )

f( Jar F(O) + 95 fla)| < a>0 (4.5)

esitsizligi saglanir.

Teorem 4. 5. a,b € R wve I = [a,b], f: I — R diferesiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger
f' € Lia,b] ise,

b—a
2

fla)+ f(b)  T(a+1)

2 2(b—a)>

1
/ [(1 —)e —ta} F(ta+(1—t)b)dt (4.6)
0

J;’“+f(b)+,7?—f(a)] =

Teorem 4. 6. f : [a,b] — R tanumle diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak izere eger; | f'| [a, b

araliginda konveks bir fonksiyon ise,

f@+ 1) TlatD) o g +J;‘f(a>]‘ <

> a0 ae < rp- gl @ el 6

egitsizligi saglanir.

de simetrik olmak tzere

b
Teorem 4. 7. f: [a,b] — R integrallenebilen bir fonksiyon ve et

Ja+ f(0) = 3y~ f(a) = %[J%f(b) +35-f(a)], @0 (4.8)

esitsizligi saglanir.

b
Ispat: f fonksiyonu ot de simetrik oldugundan f(a+ b — z) = f(z) saglanir.

z=th+ (1 —t)a=dz=(b— a)dt} dontgiimi uygularsak,

b b
() = ﬁ/ (b— 2)°Lg(z)dz = ﬁ/ (b—th— (1—t)a)f(a+b—2)dz
1

b
= m/ﬂ (x —a)*  f(x)dr = 3= f(a)
olur. -

Teorem 4. 8. fi : [a,b] — R konveks dzelligine sahip olsun fi € L[a,b] fa:[a,b] — R negatif

olmayan integrallenebilir bir fonksiyon ve ot noktasinda simetriklik ozelligi var olsun. Verilen bu

kosullar altinda,

AT i ) + a5 fz(a)] < [J;ﬂ(flfz)(b) - (1) “"] Y
< HAIO ) 457 (@) >0

esitsizligi saglanir [8, 11].
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Ispat: f1 fonksiyonu konveksligi kullanilarak esitsizlik saglandigi goriilecektir. O

Uyar1 1. Eger teorem 4.8. de o = 1 alinwrsa egitsizlik Harmite -Hadamart Fejer esitsizligine yani

(4.3) doner.
Uyar1 2. Eger teorem 4.8. de g(x) = 1 almwrsa bu teorem 4.2. ’ye doniisir.

Teorem 4. 9. f; : [a,b] — R diferensiyellenebilir olsun ve f{ € Lla,b], fo : [a,})] — R

integrallenebilir bir fonksiyon ve fo fonksiyonu ot de simetrik olsun. Bu durumda,

j (fl(a) + f1(b)
B 2

e 220+ 5 20| = i () + 5 1)) (4.10)

_ r(la)/ab Uat(b_ D fo (1)l — /tb(l - a)a_lfg(l)dl} fl(t)dt, a >0

egitligi saglanir [8, 11].
Uyar1 3. Teorem 4.9.da g(x) = 1 alimrsa Teorem 4.9. esitligi (4.5) esitligine déndisiir.

Teorem 4. 10. f; : I CR — R diferensiyeli var olan bir fonksiyon, fi € Lla,b] de tanimlanmas

olarak verilsin. Aym zamanda |f{| [a,b] tzerinde konveks, fo : [a,b] — R tanamb ve ath de
simetrik ise,
a) + f1(b r N N .
I :<f1<)2fl<)) {Ja+f2(b) + 55 f2<a)} - [ya+(f1f2)(b) + 52 (fufa)(a) (4.11)

(b_a>a+1|‘f2||00 1 ! /
< O il (1 D) [i@nso]

esitsizligi saglanir.
Uyar1 4. Eger Teorem 4.9. da fo(x) =1 alvmrsa (4.10) ifadesi Teorem 4.5. donigiir.

Teorem 4. 11. f; : I C R — R diferensiyellenebilir bir fonksiyon |f{|™,q > 1 konveks olmak

a+b

izere fo : [a,b] — R de siirekli simetrik ise

1= (PO [ ) s o) - [ (5220 + 5 (i) (4.12)

2(b —a)* M| follo (1- i) (If{(a)I”If{(b)"
T (b—a)r(a+ )T (a+1) 2« 2

ES

" 1 1
,a>0—+—=1
m n

egitsizligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.8., Hoder esitsizligi ve |f/|¢ konveks olugu gozoniine alindiginda 1spati agikardir [8,
11].
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5. BULGULAR VE TARTISMA

Kesirli olarak ifade edilen Riemann-Liouville tiirevlerin en genel formiil hali olarak su sekilde ifade
ederiz: f sonlu olan her (a,x) araliklarinda siirekli ve integrallenebilen fonksiyon ve z € N,
m — 1 < a < m olacak bigimde x > a olsun. Bu durumda gergel bir f fonksiyonun «. dereceden

kesirli tiirevi,

D f(x) = ! dxm/ f)(z—t)ymLat (5.1)

seklindedir. Riemann Liouville kesirli integral formiiliinii de

G (@) F(la / f®)(@— )it x> a (5.2)
(e f F(la / f®)(x—t)*tdt, x < b (5.3)

seklinde ifade ediyoruz.

f(z) = x' fonksiyonu i¢in Laplace kesirli tiirevi,

F(t + 1) xtfa

(@) () = _a/ 5.4
F(@) T(t—a+1) (54)
seklindedir.

f(x) siirekli bir fonksiyon olmak tizere p > 0 olarak verilsin a, ¢ noktalar: limit noktalar1 olmak

iizere, Griinwald Letnikov kesirli tiirevi

k) Yt —a)~ p+k 1

p - f t e i)
DI 2) I( p+k+1) +F(—p+m+1)/a(t_7—) FOHD(7)dr (5.5)

seklinde ifade edilir.
Caputo kesirli tiirevini de agagidaki gibi ifade edebiliriz,

1 t f(n)T .
dr ;n—1<a<nise
07— ] Tla—m) de =i (56)

dx—nf(x) sa=mn ise

Buradan e N, a € R ve f(z)€ R dir.

Kesirli mertebeden hesaplamalar ile calisgirken kargimiza c¢ikan sikinti genel olarak tanimlanan
bolgenin elde edilme zorlugudur. Bu tiir hesaplamalarin analitik olarak gosterimi oldukga zordur.
Bir diger zorluk ise, kesirli mertebeden tiirev ve integrallerden elde edilecek yaklagimlarin biitiin
sisteme genigletme zorlugudur. Kesirli mertebeden yaklagimlardan Griinwald Letnikov ve
Riemann-Liouville tanimlar: linner 6zelligini sagladigindan ve Leibniz kuralini gergeklediginden ¢ok
sik kullanilirlar. Birgok problemin ¢oziimiinde 6nemli rol alirlar. Kesirli mertebeden hesaplamalar
ile elde edilen sonuclar, tamsayili mertebeden elde edilen sonuglarla kiyaslandiginda daha verimli
sonuclar verdigi goriilmiigtiir. Riemann-Liouville ve Griinwald Letnikov gibi baz1 kesirli
mertebeden tiirev yaklagimlarinda sabit fonksiyonlarin tamsay1 olmayan kesirli tiirevleri sifirdan
farkhidir.  Riemann-Liouville kesirli mertebeden hesaplamada, ele alinan fonksiyonun kesirli

tlirevleri igin baglangic degerlerinin bilinmesi ve hesaplanmasi zor oldugu igin uygulamalarda



sorunlar oldugu bilinmektedir. Caputo kesirli mertebede tiirev ise verilen fonksiyonun kesirli
tirevleri baglangic degerlerini, fonksiyonun tamsay:r mertebeden tiirevlerine doénigturiilebilir.
Caputo kesirli mertebeden tiirev i¢in normal tiirevin genellegtirmesi olarak tanimlanamasa da
Riemann-Liouville kesirli hesaplamada sabitin tiirevinin sifir olmamasi sikintisini giderdiginden son
yillarda, kesirli mertebeden hesaplamalarda Riemann-Liouville kesirli tiirevi yerine, Caputo kesirli
mertebeden tiirevi daha ¢ok tercih edilmektedir.

Bu calismada kesirli mertebeden tiirev yaklagimlar: ve kesirli mertebeden integraller ayrintili olarak
verilmis baz1 uygulamalar yapilmigtir.  Bazi fonksiyonlar igin kesirli mertebeden tiirevleri
hesaplanip grafikleri ¢izilmigtir. Bu grafikler yardimi ile kesirli mertebeden tiirev yaklagimlarinin
sonuglar1 kargilagtirilmigtir. kesirli mertebeden tiirev yaklagimlarinin tamsayr mertebeden
tiirevlerle kiyaslanmigtir. Grafiklerle aralarindaki farklhiliklar gorillmiigtiir.

Son olarak bazi egitliklerin ve esitsizliklerin 1spatinda kesirli mertebeden integrallerden
faydalanmigtir. Kesirli integraller, genellestirilmis kesirli integraller ve kesirli integral
operatorlerinde bulunan bazi parametrelerin 6zel secimleriyle hangi kesirli veya klasik integrallere
doniistiikleri agiklanmigtir. Ozellikle son boliimde, diferensiyellenebilen konveks, j-konveks
fonksiyonlar i¢in baz 6zdeslikler ispatlanmig daha sonra bu 6zdeglikler ve bilinen baz esitsizlikler
kullanilarak Hermite-Hadamard tipli benzer sonuclar ve esitsizlikler elde edilmistir. Yine bu

Ozdeglikler yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizliginin genellegtirmesi verilmistir.

35



KAYNAKLAR

Turhan, S.(2016) GA-Konveks ve Harmonik Konveks Fonksiyonlar I¢in Yeni Integral
Esitsizlikleri ve Uygulamalar1, Yiiksek lisans tezi, Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

Altin,A.(2011) Uygulamali Matematik. Gazi Kitabevi Yaymlari, Ankara.

Yalgin, A.(2016) Farkh tiirden konveks fonksiyonlar igin uyumlu kesirli integraller igeren
integral esitsizlikler, Yiiksek lisans tezi, Agri Ibrahim Cecen Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii.

Yal¢in Uzun, T(2018). Riemann liouville ve hadamard tipli genellegtirilmis kesirli diferansiyel
denklemler, Doktora tezi, Afyon Kocatepe Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Gozpmar, A.(2018) Konveks Fonksiyon Smuiflar igin Kesirli Integraller Iceren Esitsizlikler,
Doktora Tezi, Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Cavlak, E(2013). Kesirli kuvvetlere sahip kismi diferansiyel denklemlerin homotopi analiz
yontemi ile sayisal ¢oziimlerinin irdelenmesi/ Examination of the numerical solutions with
the homotopy analysis method of partial differential equation with fractional powers, Doktora
Tezi, Firat Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Tagdelen Yegildal, Fatma. Kesirli tiirevler-integraller ve hipergeometrik fonksiyonlar, Doktora
Tezi, Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Iscan, 1.(2014) Generalization of different type integral inequalities for s-convex functions via
fractional integrals. Applicable Analysis, 93.9: 1846-1862.

Akkurt, A., Yildirim, H.(2013) Genellestirilmis Fractional Integraller icin Feng Qi Tipli Integral
Esitsizlikleri Uzerine. International Anatolia Academic Online Journal/ Science Journal, 1.2.

Soytag, C.(2006) Kesirli diferensiyel denklemlerin ¢oziim yontemleri. Yiiksek Lisans Tezi.
Selcuk Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii.

Sarikaya, M, Z; Yildirim, H.(2016) On Hermite-Hadamard Type Inequalities For Riemann-
Liouville Fractional Integrals. Miskolc Mathematical Notes, 17.2: 1049-1059.

Chen, F.(2013) A note on Hermite-Hadamard inequalities for products of convex functions.
Journal of Applied Mathematics, Hindawi Publishing Corporation, Article ID 935020.

Mihai, Marcela V.(2013) Some Hermite-Hadamard type inequalities obtain via Riemann-
Liouville fractional calculus. Tamkang Journal of Mathematics, 44.4: 411-416.

Kunt, M, Karapinar D, Turhan S, Iscan 1.(2019) et al. The left Riemann-Liouville fractional
Hermite-Hadamard type inequalities for convex functions. Mathematica Slovaca, 69.4: 773-
784.

Sarikaya, M.Z.; Ertugral, F.(2020) On the generalized Hermite-Hadamard inequalities. Annals
of the University of Craiova-Mathematics and Computer Science Series, 47.1: 193-213.

Chen, F.(2014) A note on Hermite-Hadamard inequalities for products of convex functions via
Riemann-Liouville fractional integrals. Ital. J. Pure Appl. Math, 33: 299-306.

Ozdemir, M. E.; Yildiz, C.(2013) The Hadamard’s inequality for quasi-convex functions via
fractional integrals. Annals of the University of Craiova-Mathematics and Computer Science
Series, 40.2: 167-173.

Sarikaya, M. Z.; Budak, H.; Erden, S.(2019) On new inequalities of Simpson’s type for
generalized convex functions. The Korean Journal of Mathematics, 27.2: 279-295.

Komornik, V.(2016) Lectures on Functional Analysis and the Lebesgue integral. Universitext:
Springer.

Hoffman, K.(2007) Banach spaces of analytic functions, Courier Corporation publications, 0-
486-45874-1.



[21)
[22]
23]
[24]
[25)
[26]

[27]

[28]

[29]

Bayraktar, M.(2006), Fonksiyonel Analiz, Uludag Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik, Gazi
Kitabevi Yayinlari, Ankara, 320s.

Kilbas, A.A.; Srivastiva H.M.; Trujillo, J.J.(2006) Theory and Applications of Fractional
Differential Equation, Elsevier B.V., Amsterdam.

Podlubny I1.(1999) Fractional Order Systems and PID Controllers IEEE Transactions on
Automatic Control, 44, 208-214.

Kara, H.H.(2016) Kesirli ntegraller i¢in hermite-hadamard-fejer tipli esitsizlikler. Yiiksek
Lisans Tezi. Ordu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

Karci, A.(2015). Kesir dereceli tiirevin yeni yaklasiminin &zellikleri. Gazi Universitesi
Miihendislik Mimarlik Fakiiltesi Dergisi, 30(3).

Giil, S.(2016). Kesirsel tiirev ve uygulamalar1. Yiiksek Lisans Tezi. Pamukkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii.

Varjovi, M.H.; Hatami,M.; Oztemiz, F.; Donuk, K.(2019). U¢ temel kesir dereceli tiirev
tanimina gore matlab ortaminda kesir dereceli tiirev hesaplamalari. Anatolian Journal of
Computer Sciences. Volume: 4 No: 1 pp: 7-28 ISSN:2548-1304.

Townsend, S.(2015). Numerical methods in fractional calculus. PhD Thesis. California State
Polytechnic University, Pomona.

Unal, S.C.(2019). Kesirli diferansiyel denklemler icin analitik coziimler. Doktora Tezi.
Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.

37



OzGEQMis

Mesut KISA




	Önsöz
	Içındekıler
	Özet
	Abstract
	Sekıller Lıstesı
	Sımgeler ve Kısaltmalar
	GIRIS
	Materyal ve Metot
	Artan ve Azalan Fonksiyon
	Çift ve Tek Fonksiyon
	Konveks Küme
	Sınırlı Fonksiyon
	Hölder Esitsizligi
	Lebesque Integralinin Varlık Teoremi
	Gamma Fonksiyonu
	Beta Fonksiyonu
	Gamma ve Beta Fonksiyonları ile ilgili esitlikler
	Hata Fonksiyonu
	Wright Fonksiyonu
	Mittag Leffler Fonksiyonu
	Mellin Ross Fonksiyonu

	Kesırlı Mertebeden Integraller ve Türevler
	Riemann-Liouville Kesirli Integral
	Laplace Kesirli Türevi
	Riemann-Liouville Kesirli Türev
	Grünwald Letnikov Kesirli Türevi
	Caputo Kesırlı Türevı

	Kesırlı Integraller Yolu Ile Konveks Fonksıyonlar Içın Bazı Esıtsızlıkler
	J-Konveks Fonksiyon
	Konveks Fonksiyon

	Bulgular ve Tartısma
	Kaynaklar
	Ekler
	Özgeçmıs




