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Bu tezin tasarimi, hazirlanmasi, yiiriitiillmesi, arastirmalarinin yapilmasi ve
bulgularinin analizlerinde bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle riayet
edildigini; bu caliyjmanin dogrudan birincil iiriinii olmayan bulgularin,
verilerin ve materyallerin bilimsel etige uygun olarak kaynak gosterildigini ve
alint1 yapilan calismalara atfedildigine beyan ederim.
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OZET

BAZI LINEER OLMAYAN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERININ TAM COZUMLERI iICIN METOTLAR
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Fen ve miihendislik alanlarindaki birgok problem farkli tipte lineer olmayan
kismi diferansiyel denklem (LOKDD) veya kuple LOKDD sistemlerince yonetilir.
Bu tipteki denklemlerin tam ¢dziimlerinin elimizde olmasi, lineer olmayan fiziksel
olaylarin derinlemesine incelenmesine, sayisal ¢oziiciilerin test edilmesine ve ayni
zamanda c¢ozlimlerin kararlilik analizlerinin yapilmasina olanak saglar. Bu
calismada, bir bilgisayar cebiri sistemi olan Maple yardimiyla bazi LOKDD ve
kuple LOKDD sistemlerinin tam c¢oziimleri i¢in farkli yaklagimlar takip
edilmektedir. Bunlardan son zamanlarda gelistirilen bes metot, ki bunlar tanh-
fonksiyonu metodu, hiperbolik fonksiyon metodu, ilk integral metodu, kosiniis
fonksiyonu metodu ve genellestirilmis Kudryashov metodu, goz Oniine
alinmaktadir. Bu metotlar LOKDD ve kuple LOKDD sistemlerinin ilerleyen dalga
¢Ozlimlerini elde etmemizi miimkiin kilmaktadirlar. Bu metotlarin kullanimi dalga
teorisi, lineer olmayan mekanik, hidrodinamik, gaz dinamigi, lineer olmayan
akustik, lineer olmayan optik ve kontrol teorisi gibi uygulamalarda kargimiza ¢ikan
cesitli lineer olamayan evrim denklemlerine uygulanarak ac¢iklanmaktadir. Elde
edilen ¢oziimlerden bazilarinin grafikleri verilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: tanh-fonksiyonu metodu, hiperbol fonksiyon metodu,
ilk integral metodu, kosiniis fonksiyon metodu, genellestirilmis Kudryashov
metodu
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Many problems in science and engineering are governed by different types
of nonlinear partial differential equations (NLPDEs) or systems of coupled
NLPDESs. Having exact solutions of these types of equations makes it possible to
study nonlinear physical phenomena thoroughly and facilitates testing the
numerical solvers as well as aiding the stability analysis of solutions. In this work,
we follow different approaches for finding exact solutions of some NLPDEs and
systems of coupled NLPDEs with the aid of computer algebra system, Maple. We
consider recently developed five methods, namely, tanh-function method,
hyperbolic function method, first integral method, cosine function method and
generalized Kudryashov method. These methods allow us to construct travelling
wave solutions of NLPDEs and systems of coupled NLPDEs. The use of these
methods is illustrated by applying them to a variety of nonlinear evolution equations
arising in various applications, such as wave theory, nonlinear mechanics,
hydrodynamics, gas dynamics, nonlinear acoustics, nonlinear optics, and control
theory. Graphs are drawn for some of the obtained solutions.

KEYWORDS: tanh-function method, hyperbola function method, first integral
method, cosine function method, generalized Kudryashov method
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1. GIRIS

Sembolik hesaplama paket programlarimin (Maple, Mathematica, Matlab,
DOE-Macsyma, Pari, Macsyma, Magma, Axiom, vb. gibi) giiniimiizde yaygin olarak
kullanilmaya baslanmasiyla birlikte, lineer olmayan Kismi Diferansiyel Denklem
(KDD) ve/veya KDD sistemlerinin tam (analitik) ¢6ztimlerini elde etme daha da ¢ekici
hale gelmeye baslamistir. Bu sekildeki denklem ve/veya denklem sistemlerinin tam
¢ozlimlerinin elimizde olmasi, akiskanlar dinamigi, su dalgas1 mekanigi, meteoroloji,
elektromanyetik teorisi, plazma fizigi ve dogrusal olmayan optik gibi bir¢ok alandaki
lineer olmayan fiziksel olaylar1 derinligine incelememizi ve sayisal (nlimerik)
¢oziiclileri test etmemizi miimkiin hale getirmektedir. Daha ayrintili olarak (Khouzani

2019),

» Lineer olmayan denklemlerin ve/veya denklem sistemlerinin tam
coziimleri grafiksel olarak bir¢cok karmasik lineer olmayan olayin
(transfer isleminin uzaysal lokalizasyonu, ¢esitli sartlar altinda kararli
durumlarin ¢ok katlilig1 veya yoklugu, pik rejiminin varligr ve daha
niceleri) mekanizmasini gostermemize ve ¢dzmemize izin verir.

» Basit ¢ozlimler gesitli dersleri 6gretmede matematiksel formiilasyonu
miimkiin olan bir teorinin temel ilkelerini gdstermede 6zel Grnekler
olarak siklikla kullanilirlar.

» Fiziksel manada yeterince anlasilamayan 6zel tam ¢oztiimler bile ¢esitli
sayisal (niimerik), asimtotik ve yaklasik analitik metotlarin hata
tahminlerini  ve kararliligim1 (tutarliligini) dogrulamada “test
problemler” olarak kullanilabilirler.

» Tam ¢oziimler, diferansiyel denklemleri ve/veya denklem sistemlerini
cozmek i¢in gelistirilen bilgisayar cebiri yazilim paketlerinin testinde
ve iyilestirmesinde bir dayanak olarak hizmet edebilirler.

» Fizigin, kimyanin ve biyolojinin bir¢ok denklemi ampirik parametreler
veya ampirik fonksiyonlar igermektedir. Tam ¢ozlimler, aragtirmacilar
icin uygun dogal kosullar olusturarak bu parametreleri veya
fonksiyonlar1 tanimlamak icin dizayn yapmaya ve deneysel ¢alismaya

olanak saglarlar.



Bilindigi tizere bazi 6zel lineer olmayan KDD ve/veya KDD sistemlerinin
analitik ¢ozlimleri i¢in ¢esitli metotlar mevcut olsa da bu denklemlerin genel durumlari
i¢in bir teori mevcut degildir. Yani, tiim tiplerdeki lineer olmayan KDD ve/veya KDD
sistemlerine uygulanabilecek tek bir metot yoktur. Lineer olmama durumu her bir
denklemi kendine 6zgii yapmasina ragmen, en azindan lineer olmayan KDD ve/veya

KDD sistemlerinin bir sinifi i¢in yeni metotlar gelistirilmesine ihtiyag duyulmaktadir.

Ozellikle 1970’li yillardan sonra, lineer olmayan KDD ve/veya KDD
sistemlerinin tam ¢oziimleri i¢in bir¢cok degisik yontem ortaya atilmistir. Bunlardan
bazilari; Biacklund doniisiimii (Wahlquist 1973), Darboux doniistimii (Matveev ve
Salle 1991), homojen balans metodu (Wang, Zhou ve Li 1996), ¢esitli tanh fonksiyonu
metotlart (Malfliet 1992, Fan 2000, Chen ve Zheng 2003, Soliman 2006, Abdou ve
Soliman 2006, Abdou 2007, Shukri ve Al-Khaled 2010), siniis-kosiniis metodu
(Wazwaz 2004%), exp-fonksiyonu metodu (Wazwaz 2008, Wazwaz 2010, Hua 2010,
Zhang ve Zhang 2011), Weierstrass eliptik fonksiyon metodu (Deng, Cao ve Li 2010),
(G'/G)-agilim1 metodu (Zayed ve Gepreel 2011, Gepreel 2011), ilk integral metodu
(Feng 2002, Lu, Zhang ve Xie 2010) ve Kudryashov metodu (Kudryashov 2012),

olarak siralanabilir.

Bu alanda literatiir olduk¢a genis oldugundan biz bu ¢alismada bu metotlardan

sadece besini ele alacagiz. Bunlar sirasiyla

tanh fonksiyonu (hiperbolik tanjant) metodu,
hiperbol fonksiyon metodu,
ilk integral metodu,

kosiniis fonksiyonu metodu,

vV V V V V

genellestirilmis Kudryashov metodu.

seklindedir. Oncelikle, ele alacagimiz bu metotlarla ilgili literatiir bilgisini daha

kapsamli olarak asagidaki birkag paragrafta verecegiz.

Calisacagimiz metotlardan ilki, tanh fonksiyonu (veya hiperbolik tanjant)
metodudur. Malfliet (1992), lineer olmayan dalga denklemlerinin hareketli dalga
¢Oziimlerini elde etmek i¢in tanh fonksiyonu metodu olarak adlandirdigi bir metodu

kullanmistir. Bu metodu, ¢cogu ¢ozlimlerin bir hiperbolik tanjantin fonksiyonu olmasi



gercegine dayandirmis ve kullaniminin basitliginin yan1 sira ¢éziimlere ulagsmada ¢ok
az cebirsel islem gerekliligini 6n plana c¢ikarmistir. Oldukca basit matematik
kullanarak, Burgers denklemi, Korteweg-de Vries (KdV) denklemi, modifiye KdV
denklemi, Fisher denklemi, Kuple dalga denklemleri (modifiye Volterra denklemleri)
ve lineer olmayan reaksiyon-difiizyon denklemi gibi iyi bilinen denklemlerin hareketli
dalga ¢oziimlerini elde etmistir. Parkes ve Duffy (1996) elle uygulamasi oldukca
zahmetli olan bu metot i¢in bir Mathematica paket programi gelistirmislerdir.
Gelistirilen bu paket programi kullanarak bazi lineer olmayan evrim denklemlerinin
bilinen agik hareketli soliter dalga ¢dziimlerinin tekrar elde edilmesinin yan1 sira bazi
durumlar i¢in daha genel ¢oziim formlar1 elde etmislerdir. Fan (2000) bu metodu
gelistirerek bir gelistirilmis tanh fonksiyonu metodu 6ne siirmiis ve bu yeni metotla
bazi (1+1)-boyutlu ve (2+1)-boyutlu lineer olmayan KDD leri ¢6zmiistiir. Tanh
fonksiyonu metodunun tersine bu gelistirilmis metodun bazi avantajlari vardir.
Bunlardan ilki lineer olmayan denklemlerin katli hareketli dalga ¢oziimlerini bilesik
olarak inga etmede kullanilabilir olmasidir. Bu sekilde tanh fonksiyonu metoduyla elde
edilen soliter dalga ¢oziimleri elde edilmekte ve ekstra caba harcamadan bazi
denklemler i¢in yeni ve daha genel tipte ¢ozlimler bulunabilmektedir. Diger bir
avantaj1 ise kolaylikla bilgisayar ortamina aktarilabilmesi ve karmasik ve zahmetli
cebirsel islemlerin bu ortamda yapilabilmesine olanak saglamasidir. Khater ve dig.
(2002) tanh metodunu kullanarak lineer olmayan reaksiyon-yayilma denklemlerinden
tek ve akuple olaninin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmislerdir. Evans ve Raslan
(2005) tanh fonksiyonu metoduyla esit-genislikli dalga denklemini, degistirilmis
Korteweg-de Vries (KdV) denklemini, diizenlenmis uzun-dalga denklemini ve iki

boyutlu akuple Burgers denklemini ¢6zmiistiir.

Calisacagimiz metotlardan ikincisi, Bai (2001) nin hiperbol fonksiyon metodu
olarak adlandirdig: bir metottur. Bai (2001) bu metodu kullanarak bazi lineer olmayan
KDD (Duffing denklemi, Klein-Gordon denklemi, Landau-Ginzburg-Higgs denklemi
ve sine-Gordon denklemini 6zel haller olarak icerisinde barindiran lineer olmayan
evrim denklemi) ve KDD sistemi (varyant Boussinesq denklem sistemi) i¢in yeni tam
cOziimler elde etti. Benzer sekilde, Inc ve Evans (2004) hiperbol fonksiyon metodunu
kullanarak baz1 lineer olmayan KDD lerin (Benjamin-Bona-Mahony denklemi, Kuple

KdV ve MKdV denklemleri) ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde ettiler.



Ele alacagimiz metotlardan iiglinclisii ilk integral metodudur. Bu metot ilk
olarak Feng (2002) tarafindan birlesmeli cebir teorisi kullanilarak bilesik Burgers-
KdV ve Burgers-KdV denklemlerinin ilerleyen dalga c¢o6ziimlerini bulmada
kullanilmistir. Daha sonra, Ilie ve dig. (2018) bu metodu kullanarak kesirli KDD lerin

ilerleyen dalga ¢6ziimlerini elde etmiglerdir.

Ele alacagimiz dordiincii metot ise kosiniis fonksiyonu metodudur. Bu metot
Wazwaz (2004?) tarafindan lineer olmayan dalga denklemlerinin ilerleyen dalga
¢Oziimlerini bulmak i¢in ortaya atilan Sinilis-Kosiniis metodundan biri olup daha sonra
da yine Wazwaz (2004°), Wazwaz ve Helal (2005), Wazwaz (2006°) ve Wazwaz
(2006°) tarafindan farkl lineer olmayan KDD denklem ve/veya denklem sistemlerini

¢ozmede kullanilmistir.

Calisacagimiz son metot ise genellestirilmis Kudryshov metodudur. Bu metot
integrallenemeyen lineer olmayan KDD lerin tam ¢6ziimlerini bulmada kullanilan ilk
metotlardan biri olan Bicklund doniisiimii metodunun modifiye edilmis halidir
(Kudryshov 2012). Daha sonra, Demiray ve dig. (2014) bu metodu lineer olmayan
zaman-kesirli Klein-Gordon denklemine uygulayarak bu denklemin bazi yeni tam
¢Oziimlerini elde etmislerdir. Yine, Baskonus ve Bulut (2015) genellestirilmis
Kudryshov metodunu kullanarak (1+1)-boyutlu lineer olmayan ayirgan modifiye
Benjamin-Bona-Mahony denklemi ve (2+1)-boyutlu kiibik Klein-Gordon
denkleminin bazi yeni analitik ¢ézlimlerini elde etmislerdir. Khan ve dig. (2016) ise
bu metodu varyant Boussinesq denklemi ve (2+1) boyutlu kirict soliton denklemine

uygulamislardir.

Bu tezin organizasyonu su sekildedir. Ikinci béliimiinde bazi énemli tanimlar
ve temel kavramlar verilecektir. Diger boliimlerde ise (son boliim harig) ele alacagimiz
metotlarin temel prensipleri verildikten sonra her bir metot icin fen ve miihendislik
alanlarinda karsimiza ¢ikan prototip denklemler ve/veya denklem sistemleri uygulama
olarak verilecektir. Son boliimde ise yapilan ¢alismalar 6zetlenecek ve bazi onerilerde

bulunulacaktir.



2. DALGA YAYILIMI

Lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢alisirken temel yap1
taglarindan biri de dalga yayilimidir. Bir ortamin bir boliimiinden diger bir boliimiine
belli bir yayilma hiziyla taginan belli bir sinyale dalga denir. Dalga yayiliminda temel

Oneme sahip birkag alan asagidaki gibidir:

» Akiskanlar mekanigi (su dalgalari, aerodinamik)

»  Akustik (hava ve sivilarda ses dalgalar)

» Elastisite (gerilim dalgalari, depremler)

» Elektromanyetik Teori (optik, elektromanyetik dalgalar)
= Biyoloji (epizotik dalgalar)

» Kimya (ates ve atesleme dalgalar)

Belirli bir yonde seklini koruyarak taginan dalgalara ilerleyen dalgalar denir.
Ayn1 zamanda, ilerleyen bir dalga, yayillma boyunca sabit bir hiza sahiptir. Bu tiir
dalgalar bircok bilim dalinda karsimiza ¢ikabilir (6rnegin, bir kimyasal reaksiyonun
sonucu olarak ortaya ¢ikabilecek yanma gibi) (Volpert 1994). Matematiksel biyolojide
sinir liflerinde belirgin olan diirtiiler hareket dalgalar1 olarak temsil edilir (Murray
2013). Ayrica, akiskanlar dinami8i problemleriyle ilgili koruma yasalarinda, sok
profilleri ilerleyen dalgalar olarak karakterize edilirler (Smoller 2012).

Matematiksel olarak en basit dalga

u(x,t) = f(x —ct) (2.1)

formunda bir fonksiyondur. Burada ¢ > 0 sabiti dalganin hizini temsil eder. ¢ = 0 da,
dalga baslangi¢ profili olan f(x) bigimine sahiptir. f(x — ct) ise herhangi bir t
zamanindaki profili temsil eder. Bu da baslangictaki dalganin ct uzaysal birim kadar
saga dogru otelenmis hali demektir. Dolayisiyla (2.1) denklemi ile verilen ifade

¢ hiziyla saga dogru hareket eden bir dalgay1 temsil eder. Benzer sekilde,

u(x,t) = f(x +ct) (2.2)

¢ hiziyla sola dogru hareket eden bir dalgadir. ¢ = 0 durumunda ortaya ¢ikan dalgaya

duran dalga ad1 verilir ve bu tiir dalgalar yayilmaz.

5



Matematiksel olarak (2.1) formundaki fonksiyonlarla ifade edilen dalgalar
haraketli dalgalar olarak adlandirilir. Bir lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin
hareketli dalga ¢6ziimlerini bulmak i¢in ilk olarak (2.1) formuyla ise baslanir ve
ardindan diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii verecek f fonksiyonu ve c sabiti
belirlenir. Bu f ve ¢ yi belirleme (tanimlama) daha sonra goérecegimiz gibi f ye

verilen sinir kosullarina baglhdir.

Verilen bir kismi diferansiyel denklemle iligkili hareketli dalga ¢oziimler ailesini

dort basit forma ayirabiliriz. Bunlar:

e Soliter Dalga Coziimii: f: R — R fonksiyonu,

lim f™(&) =0

n—-+oo

seklindeki smir kosullarini sagladiginda, ilerleyen dalga c¢oziimiine verilen

addir.

o Periyodik Hareketli Dalga Coéziimii: f: R — R fonksiyonu, her £ € R igin
F™ (&) meveut olacak sekilde periyodu L olan periyodik bir fonksiyon ve
[0, L] araliginda

F™(0) = FP L)

seklindeki siir kosullarini sagladiginda, ilerleyen dalga ¢oziimiine verilen

addir.
o Kink Hareketli Dalga Coziimii: f: R — R fonksiyonu,

up = Mim f(8), up = lim f(£)

seklindeki sinir kosullarini sagladiginda (u;, u, : sabit) ve u; # u, (0 > u; >
u, > —oo veya u; < u,) oldugunda, ilerleyen dalga ¢6ziimiine verilen addir.

f fonksiyonu bazen

Jim f(E) =0



seklindeki ek asimtotik kosulu da saglar. Fiziksel ¢er¢eveye bagli olarak kink

ilerleyen dalga ¢oziimii dalga cephesi olarak ta adlandirilir.
e  Pals (Sinyal) Dalga Coziimii: f: R — R fonksiyonu,
w = Jim f(8),  u= lim f(5)

seklindeki siir kosullarini sagladiginda ve u; = u,. oldugunda, ilerleyen dalga
¢cOziimiine verilen addir. Eger u; = u,, = 0 ise bu ¢oziim bir soliter dalga

¢Ozlimii olur.

Sekil 2.1 de baz1 hareketli dalga sekilleri gosterilmektedir.

(a) (b) (c)

Sekil 2.1: lerleyen dalga sekilleri: (a) kink, (b) pals (sinyal), (c) periyodik

Soliter (tekil) dalga, dalganin grup hiziyla (yani dalganin enerjisinin tagindigi
hizla) hareket eden referans koordinat sisteminden bakildiginda biiyiikliigiinde veya
seklinde herhangi bir degisim olmadan yayilan dalgadir. Soliton ise verilen 6zelliklere
ek olarak diger solitonlarla etkilesime gectiginde de§ismeden (patlamadan)

kurtulabilen lineer olmayan soliter bir dalgadir. Ornegin,
u(x,t) = sech?(x — t), —T<xt<m
¢Ozlimii bir solitondur. Bu soliton ¢6zlimiin grafigi Sekil 2.2 de gosterilmektedir.

Asagida hareketli dalga sekilleri i¢in baz1 6rnekler verilmektedir.
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2.1 Ornek: Pals veya Soliter Coziim

[1k olarak, pals (sinyal) dalgas1 seklini alan bir ¢oziimii elde etmek igin benzer

bir yaklasimi g¢alisabiliriz. Bunun i¢in Korteweg-de Vries (KdV) denklemi olarak

bilinen ve

Sekil 2.2 Soliton ¢oziimii u(x, t) = sech?(x —t),—-m < x,t<m

Up + 6UU, + Uyyy = 0 (2.3)

seklinde tanimlanan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi ele alalim. Bu

denklem s1g su ylizeylerinde olusan dalgalar1t modellemede kullanilan bir denklemdir
(Evans 1998).

ulx, t) = U(%), E=x—ct

seklinde degisken degistirmesi yaparak ise baslayalim. u nun kismi tiirevlerini (2.3)

denkleminde yerine yazarsak



—cU'"+6UU'+U"" =0 (2.4)
elde ederiz. Bu denklemin ¢ ye gore integralini aldigimizda,
—cU+3U?+U" =¢

ifadesini elde ederiz. Bu denklemin her iki yanim1 U’ ile carparsak asagidaki

denklemini elde ederiz:
—cUU" +3U0%U"+U"U' = ¢ U’ (2.5)
Bu denklemin ¢ ye gore integralini aldigimizda

(UI)Z CUZ s
2 :T_U +C1U+C2 (2.6)

elde edilir. Biz burada puls (sinyal) dalga ¢6ziimii elde etmek istedigimizden dolay1
& > too iken U,U've U"” — 0 oldugunu varsayacagiz. Dolayisiyla ¢; =c, =0
olmalidir. Bunu (2.6) denkleminde kullandiktan sonra elde edilen denklem U’ gore
degiskenlerine ayrilabilir bir adi diferansiyel denklemdir ve asagidaki formda

yazabilir:

U' = +U(c — 2U)z (2.7)

Hesaplamalar1 basitlestirmek i¢in burada sadece negatif isaretli olan1 géz dniine
alirsak (2.7) denklemini

du
R T (2.8)

1
U(c—2U)z

seklinde yazabiliriz. Bunun integralini alirsak, c5 bir integral sabiti olmak {izere,

1]
§=—f 20 2.9)
an)(c— 2w)

elde ederiz. Bu esitligin sag tarafindaki integrali almak i¢in



dw
w = Uysech?6 (— = —csech?wtanhw

do

degisken degistirmesi yapilirsa ve U, = C/ o (bir keyfi sabit) olarak segilirse

2
=Z0+c
E \/E 3

sonucu elde edilir. Burada 8 kapali fonksiyon olarak
c
Esechze =U(&)

seklindedir. Denklem (2.10) u 6 i¢in ¢ozersek

Ve

9=7(5_53)

bulunur. Bunu (2.11) yerine yazarsak,

U©) = Ssech? [ ¢ — <o)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

ifadesini elde ederiz. Sonug olarak ele aldigimiz KdV denkleminin hareketli dalga

¢Ozimi

c c
u(x.t) zzsech2 %(x—ct—%) ,XE , t=0

(2.14)

olarak bulunur. Bu sonugta dalganin genligi ve hiz1 arasinda bir iligki oldugunu

gozlemleyebiliriz.

Sekil 2.3 te t = 120 ve c¢3 = 0 i¢in KdV denkleminin puls (sinyal) dalga

¢Oziimii goriilmektedir.
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X

u(x,t)

Sekil 2.3: KdV denkleminin u,, = u; = 0, ¢ = 0. 3 i¢in pals ¢dziimii

282 Ornek: Periyodik Dalga Coziimii

Periyodik hareketli dalga ¢oziimleri sin(x —t), cos(x —t) formunda olan

coziimlerdir. Standart dalga denklemi
Ut = Uxx

cos(x — t) gibi periyodik ¢6ziime sahiptir ve bu ¢oziimiin grafigi 0 < x,t < 27 i¢in

Sekil 2.4 de gosterilmektedir (Maghsoudi 2019).

Sekil 2.4: Dalga denkleminin bir periyodik ¢6ziimi, u(x,t) = cos(x — t)

11



2.3 Ornek: King veya Dalga Cephesi Coziimii

Ik olarak tasmim ve yayilim ile iliskili asagidaki Burger denklemini ele alalim

(Maghsoudi 2019):
Up + UU = AUy (2.15)
Yukaridaki 6rnekte yaptiklarimiza benzer olarak bu denklem i¢in de
u(x, t) =U(&), E=x—ct

seklinde tanimlanan hareketli dalga ¢6ziimiinli bulmaya ¢alisacagiz. Bu durumda sinir

kosullari
U(=o) =u;,  U(+o) =u,
seklinde olur. u nun kismi tiirevlerini (2.15) denkleminde yerine yazarsak
—cU'+UU" = aU"” (2.16)

elde ederiz. Bu denklemin her iki yaninin ¢ ye gore integralini aldigimizda, ¢; bir
integral sabiti olmak {izere,

UZ
—cU =alU’ - > +c (2.17)

ifadesini elde ederiz. Buradaki integral sabitini sinir kosullarim (U(o0) = u,,
U'(o0) = 0) kullanarak asagidaki gibi elde ederiz:

2

C1 =7—cur

Bundan sonra (2.17) denkleminde U(—o0) = u;, U'(—o0) = 0, siur kosullarini

uyguladigimizda

uf | uf

—cuyy=——+—-—cu
l 2 2 T

elde edilir. Bunu da ¢ dalga hiz1 i¢in ¢ozdiigiimiizde
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U, +u;
Cc =
2

(2.18)

seklinde acik bir ifade elde ederiz. Gozlem iizerine, dalga hizinin dogrudan uzak alan
sinir degerlerine bagl oldugu aciktir. Denklem (2.17) de buldugumuz c; yerine

yazilirsa

U? u?
—cU = al' ——+ 7r — cu, (2.19)

elde edilir. Bu denklemi tekrar diizenledigimizde

. U? u?
al =7—CU+7+cur

olur. Bu denklem degiskenlerine ayrilabilir bir adi diferansiyel denklemdir ve

asagidaki formda yazilabilir:

2adU — 4 220
U2 —2cU —u2+2cu, d (2.20)
Denklem (2.20) iin integrali alinirsa
2 fU a6 =¢ 2.21
aUOHZ—ZCH—uE+ZCur_ (221)

olur. Ozel olarak u; = 1 ve u, = 0 almirsa bir dzel ¢dziim elde edilir. Bu durumda

(2.18) denkleminden ¢ = % olur. Eger U, = ; olursa (2.21) denklemi

2 Y = 2.22

2

olur. Bu integrali alip sonucu U i¢in ¢ozdiigiimiizde

U@ = (2.23)

1+ e2a

Buradan da hareketli dalga ¢6ziimii
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u(x,t) = ———— (2.24)

x—ct

1+ ez2a

seklinde bulunmus olur.

Sekil 2.5 te u; = 1,u, = 0,c = 0.5 ve @« = 0.5 i¢in (2.15) denkleminin t =
70 aninda saga dogru yayilan hareketli dalga ¢6ziimii goriilmektedir. Bu ¢6ziim dalga

cephesine karsilik gelen bir ¢6ziimdiir.

0.8
0.6
u(x.H

04]

021

0 10 20 30 40 S0 60 70 80

Sekil 2.5: Denklem (2.15) i¢in kink ¢6ziimii
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3. TANH FONKSIYONU METODU

Kismi diferansiyel denklemlerin ve/veya KDD denklem sistemlerinin kesin
cozlimlerini elde etmenin etkili yollarindan birinin tanh fonksiyonu metodu oldugu
sOylenebilir. Bu metot ¢oziimlerin sonlu tanjant hiperbolik kuvvet serileri seklinde
yazilabilmesi temeline dayanmakta olup ilk olarak Malfliet (1992) tarafindan sunuldu.
Sistematik versiyonu ise Malfliet ve Hereman (1996) tarafindan 6zel evrim ve dalga
denklemlerini ¢6zmek icin kullanildi. Daha sonra, Fan (2000) bir parametre iceren
Riccati denkleminin avantajlarini kullanarak genisletilmis tanh-fonksiyonu metodunu
onerdi. ilerleyen yillarda bir¢ok arastirmaci bu alanda bir¢ok arastirma yapti. Wazwaz
(2006%), tanh ve genisletilmis tanh yontemini kullanarak Kuramoto-Sivashinsky ve
Kawahara denklemlerinin yeni soliter dalga ¢ozlimlerini elde etti. Simdi bu metodu

detayli olarak inceleyelim.

Lineer olmayan iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem

genellikle
F (U, Uy, Up, Uy Uney Uppy o) = 0 3.1)

seklinde gosterilir. Burada, u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyon, F de u ve bunun kismi

tiirevlerini igeren bir fonksiyondur.

1. Adim: Denklem (3.1) in hareketli dalga ¢éztimlerini bulmak i¢in 6ncelikle x ve t

bagimsiz degiskenleri tek bir
E=k(x—rct)
degiskeni altinda birlestirilir. Bu degisken doniistimii yapildiginda u(x, t) fonksiyonu
ulx,t) =U), &=k(x—ct) (3.2)

ifadesine doniisiir. Burada k > 0 dalga sayisin1 ve ¢ > 0 da daha o6nce belirtildigi gibi

dalga hizin1 temsil etmektedir.

2. Adim: Denklem (3.1) de u(x, t) bagimli degiskeni ve bunun tiirevleri yerine iligkili
U (&) ve tiirevleri kullanildiginda
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U k—,—kc— k? —, —k?c——, k?c? —

d¢§ ¢’ dg?’ dg?’ dgz’"

du  dU _d*U d2U d2U
F 2 =0 (3.3)

seklinde bir adi diferansiyel denklem elde edilir.

3. Adim: Yukarida elde edilen adi diferansiyel denklem biitiin terimleri tiirevsiz olana
kadar integrallenir. Terimlerden biri tlirev igermediginde prosediir tamamlanir. Yerel
cozlimler arastirdigimizi gbéz Oniline alarak denklemde goziikecek integral

sabitini/sabitlerini sifir olarak aliriz.
4. Adim: Burada can alic1 basamak yeni bagimsiz degisken olarak
Y = tanh(¢) (3.4)

seklindeki tanimlamadir. Bu durumda Denklem (3.3) teki tiirevler asagidaki sekle

dontisiir:
d d
2 d d2
3 d 2 d3
—_ —Yy2 2 _ - —_yv2y__ —Vv2y2 ____
Rl [(6Y 2) = 6Y(1=Y?) Zm+ (1= 1) dY3l (3.7)

Daha yiiksek mertebeden tiirevler de benzer sekilde bulunabilir.

5. Adim: Aradigimiz ¢6ziimii Y cinsinden ifade etmemiz gerekmektedir. Bu son

asamada genel bir prosediir mevcut degildir. Cogunlukla

N

u(x,t) = U(E) = S(Y) = Z a,¥"

n=0

Y = tanh(§) = tanh[k(x — ct)]

(3.8)

seklinde bir seri agilim1 kullanmak yeterlidir. Buradaki N parametresi, Denklem (3.8)
ile verilen seri acilimin1 Denklem (3.3) te kullanarak Y deki en yliksek dereceden

terimlerin dengelenmesiyle tanimlanir. Bulunan N degeri Denklem (3.8) deki seri
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aciliminda kullanilir. Bu seri a¢ilimi da dordiincii adimda elde edilen denklemde yerine
konulup Y li terimlerin katsayilar1 sifira esitlenerek bilinmeyen a,, katsayilarini
tanimlamak i¢in lineer olmayan cebirsel denklem sistemi elde edilir. Son olarak bu
cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek a,, ler tanimlanir ve verilen KDD nin ¢dzlimiine

ulasilir.

Simdi de yukarida ¢6ziim adimlar1 verilen tanh fonksiyonu yonteminin ¢ok iyi

bilinen lineer olmayan KDD ve/veya KDD sistemlerine uygulamalarini gosterelim.

3.1  Burgers Denklemi

Ik olarak Burgers (1948) tarafindan bir boyutlu tiirbiilans1 tanimlamak igin

kullanilmis olup

ou ou 0%u

E_Fua—aﬁ: 0, a: sabit (39)

seklinde lineer olmayan bir KDD dir. Akiskanlar dinamigindeki yayilan dalgalar i¢in
en basit matematiksel modeldir. Ayni zamanda gaz dinamigi, hidrodinamik ve
akustikte dalga siireclerini tanimlamak i¢in kullanilmaktadir (Polyanin ve Zaitsev

2012). Bu denklemi hiperbolik tanjant metoduyla ¢6zmek icin 6ncelikle
u(x,t) =U&) =Ulk(x — ct)]
degisken degistirmesi yaparak ele aldigimiz Burgers denklemini

dUu($) dU($) d?U(§)
dz +U(f)d—€—ak az? =0 (3.10)

—C

seklinde, denklemin her iki yanini k sabitine boldiikten sonra, bir adi diferansiyel
denkleme indirgeyelim. Bu denklemin her iki yaninin ¢ ye gore bir kez integrali

alinirsa

dUu($)

1 2 —
—CU({)-FEU(f) —akd—E—Cl (311)
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elde edilir. Bu denklemde yukarida belirttigimiz sebepden dolayr integral sabiti

C; = 0 alinir. Coziim agamalarindaki dordiincii ve besinci adimlar uygulanirsa,

Y = tanh(§) = tanh[k(x — ct)]

olmak tizere

N
UE) =5 =) a1
n=0
ifadesi Denklem (3.11) de kullanildiginda
1 ds(y
—cS(Y) + ES(Y)Z —ak(1-7Y?) %) =0 (3.12)

elde edilir. Bu denklemde de Denklem (3.8) ile verilen seri a¢ilimi1 kullanildiginda
N N N N
1
—c Z a,Y™ + EZ azy® — ak Z na,Y" 1 + ak z na,Y"t1 =0 (3.13)
n=0 n=0

n=0 n=0

ifadesine ulasilir. Bu son ifadeden N nin alabilecegi en biiylik degeri Y nin en yiiksek
derecedeki terimlerini dengeleyerek elde edecegiz. Bunun i¢in Denklem (3.13) iin
ikinci teriminde Y2M ve son teriminde de YN*! dengelendiginde 2N = N + 1

esitliginden N = 1 bulunur. Bu durumda ¢6ziim

1
SY) = z a,Y" =ag+a,Y

n=0

formunda elde edilir. Bu ¢6zim formunu da Denklem (3.12) de kullandigimizda
1
—c(ag +a.Y) + E(ao +a,Y)? —ak(1-Y%*a, =0 (3.14)

seklinde Y de bir polinom denklemine ulasiriz. Bu denklemi Y nin kuvvetlerine gore

diizenledigimizde

1 1
(E a? + akal) Y2+ (—ca; + agay)Y + (—ca0 + Ea(z) — akal) =0 (3.15)
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elde ederiz. Simdi de polinomlarin esitligini kullandigimizda

1
Ea% +aka; =0 = a, = —2ak
—ca; +apa; =0 = ag=c¢
1
—cagy + Ea(z) —aka; =0 = c? = 4a’k?

sonucuna ulasiriz. Burada, ay, a,, k ve ¢ gibi dort bilinmeyen fakat {i¢ denklem oldugu

g6z Online alinarak c yi serbest parametre olarak sectigimizde

c
-4 =+ ) k = i_
a,=c¢, a =+c a
buluruz. Sonug olarak ¢oziimii
_ c
u(x,t) =c {1 + tanh [iﬂ(x — ct)]} (3.16)

seklinde iyi bilinen sok-dalga yapisinda elde ederiz. Sekil 3.1 de x = [-5,5], t =

[0,1] vec = a = 1 igin
u(x, t) = {1 + tanh [—%(x — ct)]} (3.16a)

fonksiyonunun grafigi gériilmektedir. Sekil 3.2 de de x = [-5,5], t = [0,1] vec =

a =1 i¢in
u(x,t) = {1 — tanh E (x — ct)]} (3.16b)

fonksiyonun grafigi goriilmektedir.
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Sekil 3.1 : Denklem (3.16a) i¢in ilerleyen dalga (kink) ¢oziimii.

Sekil 3.2: Denklem (3.16b) icin ilerleyen dalga (kink) ¢6ziimii.
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3.2  Korteweg-de Vries (KdV) Denklemi

—+au—x+ﬁ—= 0, a, [: sabit (3.17)

seklinde bir boyutlu lineer olmayan bir KDD olup modern lineer olmayan dalga
teorisinin  prototipi  olarak  bilinmektedir. Ilk  olarak iki  Hollandal
bilim adami1 Korteweg ve de Vries (1895) tarafindan birlesik yonlii sig su

dalgalarinin yayilimini gostermek i¢in kullanilmustir.

Bu denklemi hiperbolik tanjant metoduyla ¢6zmek i¢in 6ncelikle, bir dnceki

ornege benzer sekilde,
u(x,t) = U(§) = Ulk(x — ct)]
seklindeki degisken degistirmesini yapalim. Bu durumda Denklem (3.17) yi

d*U) _

du($) au(§)
— =0 (3.18)

c az +0!U(€)d—€+ﬁk2

seklinde, denklemin her iki yanini k sabitine boldiikten sonra, bir adi diferansiyel
denklem olarak yazabiliriz. Simdi de bu denkleminin her iki yaninin § ye gore bir kez
integrali alinirsa

d*U(§)
—z =G (3.19)

a

—cU(§) + EU({)Z + pk?

elde edilir. Bu son denklemde integral sabiti C, = 0 alinip yukarida verdigimiz
dordiincii ve besinci adimlar uygulanirsa

@ 2 2 2 d 2 ds(y) —
—cS(V) +5S(N? + k3 (1 - ¥ )W[(l_” =0 320

denklemi elde edilir. Daha sonra bu denklem tanh fonksiyonuna bagl kuvvet serileri

seklinde yazildiginda 2N = N + 2 esitliginden N = 2 bulunur. Bu durumda ¢6ziim

2
S(Y) = Z a, Y™ =ag+ a,Y +a,Y?

n=0
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formunda elde edilir. Bu ¢6ziim formunu da Denklem (3.20) de kullanip Y nin

kuvvetlerine gore diizenledigimizde

1
(E aas + 6ﬁk2a2) Y* + (aa,a, + 2fk?*a,)Y3

aai 2 2 2
+| —ca, + aaya, + 5 8Bk?a, |Y* + (—cay — 2Bfk*a; + aapa,)Y  (3.21)

2

aaj 5
—ca0+T+2,8k a, =0

elde ederiz. Simdi de polinomlarin esitligini kullandigimizda

1
( Eaa% + 6Bk?a, =0
aa,a, + 2k*a; =0
2

aaj 5
y —ca, +aaya, +T_ 8fk“a, =0

—ca, — 2Bk?*a, + aaga; =0

aal 5
L —ca0+7+2,8k a, =0

seklinde a,, a4, a,, k ve c¢ bilinmeyenleri i¢in bir lineer olmayan cebirsel denklem
sistemi elde ederiz. Bu sistemi Maple paket programi yardimiyla ¢ézdiiglimiizde k y1

serbest parametre olarak segersek

4k*p 12k2B

ap = z a; =0, a, = — 7 C=—4ﬂk2, k=k
12k*B 12k?

Ay = oz’ a1:0: a, = — 'B, C=4-,3k2, k=k

biciminde iki ¢6zlim seti elde ederiz. Sonug olarak asagidaki sekildeki ¢oztimleri elde

ederiz:

u(x,t) = 4kazﬁ {1 — 3tanh?[k(x + 4Bk?*t)]} (3.22)
u(x,t) = Z(Ijﬁ {1 — tanh?[k(x — 4Bk?t)]} (3.23)

Sekil 3.3dex =[-5,5], t=[0,1]vek =1, a = 1ve B = 1i¢in
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u(x, t) = 4[1 — 3tanh?(x + 4t)] (3.22a)

fonksiyonunun grafigi goriilmektedir. Sekil 3.4 de x = [-5,5], t =[0,1], k =1,

a=1vef =1i¢in
u(x, t) = 12[1 — tanh?(x + 4t)] (3.23a)

fonksiyonun grafigi goriilmektedir.

Sekil 3.3: Denklem (3.22a) ile verilen fonksiyonun grafigi.
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Sekil 3.4: Denklem (3.23a) ile verilen fonksiyonun grafigi.

3.3  Kuple Dalga Denklemleri (Modifiye Volterra Denklemleri )

Ju Jdu

—+a—=u—uw, a: sabit
ALy L . sabit |
5t Frvl w + uw, B:sabi

seklindeki kismi diferansiyel denklem sistemi (u > 0,w = 0) popiilasyon
dinamiginde karsilasilan bir matematiksel model olup (Dold ve Eckmann 1974) ayn
zamanda bir avci-av modelinin Lotka-Volterra sisteminin bir genislemesidir (Murray
1989). Bu sistemi de herhangi bir zorlukla karsilagsmadan tanh metoduyla ¢ozebiliriz.

Bunun i¢in 6ncelikle, yukaridaki dérneklere benzer sekilde,

ulx,t) = U(§) = Ulk(x — ct)]
w(x, t) = W(§) = Wlk(x — ct)]

degisken degistirmelerini yapalim. Bu durumda Denklem (3.24) ile verilen kismi

diferansiyel denklem sistemimiz
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dU($) dU($)

ek 8 Oy —vowe)
dvcllf(f) we (32)
~a S 0 D - e+ uw

seklinde bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenmis olur. Simdi de daha 6nce

verdigimiz dordiincii ve besinci adimlar uygulanirsa:
Y = tanh(§) = tanh[k(x — ct)]
olmak iizere
N

UE) =S, = ) apy"

n=0

W(E) = $,(1) = ) by™

ifadeleri Denklem (3.25) de kullanildiginda

—ck(1-Y?)——= 1( ) +ak(l-Y?)——= 1( ) _ S (Y) + S,(Y)S,(Y) =0
(3.26)
2 2( ) 2 2( ) _
—ck(1-Y*)———+ak(1-Y*) + S,(Y) =S (Y)S,(Y) =0
elde edilir. Bu denklemlerde yukarida verilen seri agilimlar1 kullanildiginda
N N N M
1-Y)k(—c+a) Z na, Y"1 Z a,Y™ + Z a,Y" Z b, Y™ =0
i " = ™y (3.27)
(1-Y>)k(- c+ﬁ)2mb Ym1+Zb ym— ZanY” b, Y™ =
m=0 n=0 m=0

ifadelerine ulasilir. Bunlardan da N ve M nin alabilecekleri en biiylik degerleri Y nin
en yiiksek derecedeki terimlerini dengeleyerek N = 1 ve M = 1bulunur. Bu durumda

¢Oziimler
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1

Sl(Y) = z anYn = Qay + a1Y

n=0

1
m=0

formunda elde edilir. Bu ¢6ziim formlarini da Denklem (3.26) da kullandigimizda

(1 - Yz)k(—C + (l)al - ao - a1Y + (ao + QIY)(bO + b1Y) == 0

(1 =Y%k(=c + Bbs + b + b,Y — (ao + a;Y)(bo + b;¥) = 0 (3:28)

seklinde Y de polinom denklemlerine ulasiriz. Bu denklemleri Y nin kuvvetlerine gore

diizenledigimizde
{ [—k(—C + (l)al + albl]yz + (a0b1 + a1b0 - al)Y
+k(—c+ a)a; —ayg+aghy =0 (3.29)
[=k(=c + B)b; — 611171]1/2 + (=aoby — a;by + b)Y .
+k(—C + B)bl + bO - aobo == O

elde ederiz. Simdi de polinomlarin esitligini kullandigimizda

( —k(—c+a)a; +a.b; =0
agbh; + a;by —a; =0

k(—c+ a)a; —ag+ agby =0
—k(—c+B)by —a1b; =0
—agbh; —a;by +b; =0

\k(—c + B)b; + by — apghy =0

seklinde ag, a4, by, b1, ve ¢ bilinmeyenleri i¢in bir lineer olmayan cebirsel denklem
sistemi elde ederiz. Bu sistemi Maple paket programi yardimiyla ¢ozdiirdiigiimiizde

u = 0 vew = 0 olduklarini da g6z 6niine alarak

1 1 1 1
aozz; a1=i§, bozz' b1=i§, ¢ (3.30)

buluruz. Sonug olarak ¢oziimii

ulx, t) =w(x,t) = %{1 + tanh [i . i 5 (x _Z ; p t)]} (3.31)

seklinde elde ederiz. Sekil 3.5de x = [-5,5],t =[0,1]vek=1a =2vef =1
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u(x,t) =w(x,t) = %[1 + tanh (—x + ;t)] (3.31a)

fonksiyonunun grafigi gorilmektedir. Sekil 3.6 da dax = [-5,5],t =[0,1], k =1

a=2ve f=1igin
1 3
u(x, t) =wix,t) = 5 [1 + tanh (x — Et)] (3.31b)

fonksiyonun grafigi goriilmektedir.

Sekil 3.5: Denklem (3.31a) ile verilen fonksiyonun grafigi.
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(1°x)m

&i.

Denklem (3.31b) ile verilen fonksiyonun grafi

Sekil 3.6
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4. HIPERBOL FONKSiYON METODU

Bai (2001) hiperbol fonksiyon metodu olarak adlandirdigi metodu kullanarak
bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ve/veya denklem sistemleri i¢in yeni

analitik ¢oziimler elde etmistir. Simdi de bu metodu burada ana hatlartyla verecegiz.
Iki bagimsiz degiskende
P(u, Uy, Up, Uy, o.) = 0 4.1)

seklindeki lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemi ele alalim. Ilk olarak bu

denklemin
u(x,t) =u(é), E=k(x— At +¢p)

formunda ilerleyen dalga ¢6ziimlerini gz 6niine alalim. Bu durumda Denklem (4.1)
bir adi diferansiyel denkleme indirgenir ve bu denklem de tiim terimleri tlirevli olana
dek integrallenir. Integralleme neticesinde karsimiza cikan integral sabitleri sifir

olarak alinabilir. Bundan sonraki can alici adim ise aradigimiz ¢oziimiin

N
u(é) = Z sinh!~'w(B;sinhw + A;coshw) + A, (4.2)

=1
Ve

Jw

6_5 = sinhw (4.3)
formunda ifade edilmesidir. Burada N parametresi elde edilen adi diferansiyel
denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevli terim ile en yiiksek mertebeden lineer
olmayan terimin dengelenmesiyle elde edilir ve Denklem (4.2) te kullanilarak ¢6ziim
formuna ulasilir. Elde edilen bu ¢6ziim formunu ve Denklem (4.3) i eldeki adi
diferansiyel denklemde yerine yazarak hiperbolik polinom o6zdesligi elde edilir.

Buradan da ayni iislii olan sinhfwcosh'w seklindeki tiim terimleri birlestirip

katsayilarin1 sifira esitleyerek k, A, Ag, A4, ..., Ay; By, ..., By bilinmeyenleri igin
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cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Maple yardimiyla ¢oziilerek verilen

lineer olmayan KDD ve/veya KDD sistemini ilerleyen dalga ¢oziimiine ulagilir.

4.1  Evoliisyon Denklemi

Upe + AUy, + bu +du® =0 (4.4)

seklindeki lineer olmayan evoliisyon denklemini ele alalim. Bu denklem bazi1 6nemli
denklemleri igerisinde barindiran bir denklemdir. Ornegin, denklemin t den bagimsiz
olmast durumunda Duffing denklemini (Duffing 1918), d = 0 olmas1 durumunda
lineer Klein-Gordon denklemini (Polyanin 2002) ve a = —1, b = —1 olmasi
durumunda da Landau-Ginzburg-Higgs denklemini (Hu ve dig. 2009) gosterdigini

sOyleyebiliriz.

Denklem (4.4) iin yeni ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde etmek icin 6ncelikle,

k ve A tamimlanacak sabitler ve ¢, de keyfi bir sabit olmak iizere,

u(x,t) =), §=Ax—kt+co) (4.5)

seklindeki degisken degistirmesini yapalim. Bu durumda Denklem (4.4)

dZ
? bp +de® = (4.6)

Az(kz + a)d—fz

seklinde bir adi diferansiyel denkleme indirgenmis olur. Hiperbol fonksiyon metoduna
gore bu denklemin, Ay, A, ..., Ay; By, ..., By daha sonra tanimlanacak sabitler olmak

uzere,

N
&) = z sinh~*w(B;sinhw + A;coshw) + A, (4.7)

i=1

formunda ilerleyen dalga ¢6ziimleri oldugunu kabul edecegiz. Denklem (4.6) daki en
yiiksek mertebeden tiirev olan "’ ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim olan

@3 niin dengelenmesiyle N = 1 bulunur. Dolayisiyla

@(&) = Bysinhw + Ajcoshw + A, (4.8a)
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9 _ sinh 4.8b
af—smw (4.8b)

aldigimizda

@" = 2B;sinh3w + 2A,sinh? wcoshw + B;sinhw (4.9)

@3 = (B} + 3B, A3)sinh3w + (A} + 34,B¥)sinh?* wcoshw
+(34B% + 34pA?)sinh?*w + 6AB,A;sinhwcoshw

+3(A3B, + 3B, A3)sinhw + (34%A, + A3)coshw
+A3% + 34,43

(4.10)

elde ederiz. Buradan da Denklem (4.9)-(4.10) u Denklem (4.6) da yerine yazip ayni

iislii olan sinh*wcosh'w seklindeki tiim terimleri birlestirip katsayilarini sifira

esitlersek:

2B;2%(k? + a) + dB} + 3dB,;A? =0
24,2*(k* + a) + dA3 + 3dAB? =0
3dAyB? + 3dAyA? = 0

6dAy,B,A; = 0 (4.11)
B;A%(k? + a) + bB; + 3dA3B; + 3dB,A2 =0
bA; +3dA%A, +dA3 =0
bAy + Add + 3dAyA% = 0

k,A, Ay, A, B; bilinmeyenleri icin lineer olmayan cebirsel denklem sistemini elde
ederiz. Bu sistemi Maple yardimiyla ¢ozdiigiimiizde k y1 serbest parametre olarak

secersek asagidaki gibi li¢ farkli ¢oziim seti elde ederiz:

’—b ’ b
Ay=B; =0, A, =+ |[—, 1=+ |————, b(k? 0, bd <0 (4.12
0 1 1 - d - Z(kz + a) ( + a) > < ( )

/Zb —b
Ag=A1=0, Bi=+ =, A=+ , b(k®+a) <0, bd>0 (4.13)

k? +



2 2 —b
AOZO, Al_B]_:O, Alzi 7

b
= b(k?+a) >0, bd <0

(4.14)

Simdi de Denklem (4.8b) yi goz Oniine alalim. Bu degiskenlerine ayrilabilir

birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi ¢ozersek (integral sabiti sifir olarak

alindiginda)
>
0 — _2
e tanh( >
buluruz. Burada
§
—w _ S
e coth( 2)
oldugunu goz oniine alarak
e = =55 =3 [eotn(=3) - cann ()
sinhw = > =7|co > an >
yazabiliriz. Simdi de
_ cosh(x) _ sinh(x)
coth(x) = m, tanh(x) = cosh(x)

cosh(—x) = cosh(x), sinh(—x) = —sinh(x)
sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x)

0zdesliklerinden faydalanirsak Denklem (4.8b) nin

sinhw = —csché (4.15)

formundaki ¢ozlimiine ulasiriz. Benzer sekilde

coshw = coth& (4.16)

formundaki ¢6ziimii de kolayca elde edilebilir.
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Son olarak, Denklem (4.5), (4.8a), (4.8b), (4.15) ve (4.16) ile birlikte cebirsel
denklem sistemimizin ii¢ ¢6ziim setini (Denklem (4.12), (4.13) ve (4.14)) g6z Oniine

alirsak, Denklem (4.1) icin asagidaki {i¢ tip ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde ederiz.

Tip 1:
’—b
u(x,t) =+ i cothé
(4.17)
=+ b (x — kt + ¢o)
e T o
Tip 2:
_ /Zb
u(x,t) =+ i csché
(4.18)
Y W BN
§==1 K ta K
Tip 3:

—-b —b
ulx,t) =+ - csché + ’7 cothé
(4.19)

4.2  Varyant Boussinesq Denklem Sistemi

Su dalgalart i¢in bir model olup, u(x,t) hizt ve H(x,t) toplam derinligi
gostermek kaydiyla (Wang ve dig. 2008)

H+ (Hu), + Uyyy = 0

us+H, +uu, =0 (4.20)
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seklinde bir kismi diferansiyel denklem sistemidir. Bu sistemin ilerleyen dalga
¢Oziimlerini elde etmek i¢in, Oncelikle k ve A tanimlanacak sabitler ve ¢, da keyfi bir

sabit olmak iizere,

H(x,t) = ¢(&), ulx,t) =0(&), & =k(x—At+cp) (4.21)

seklindeki degisken degistirmesini yapalim. Bu durumda bir kismi diferansiyel

denklem sistemi olan Denklem (4.20)

A" + (¢p0) +k?0" =0

_/‘{(I)I + d), + 90!// — O (422)

seklinde bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenmis olur. Hiperbol fonksiyon
metoduna gore bu adi diferansiyel denklem sisteminin, ay, a4, ..., ay; by, ..., by ve

Ay, A4, ..., Ay; By, ..., By daha sonra tanimlanacak sabitler olmak tizere,

N
0(&) = Z sinh!~*w(b;sinhw + a;coshw) + a,

N (4.23)
P (&) = Z sinh'~*w(B;sinhw + A;coshw) + A,

i=1

formunda ilerleyen dalga ¢oziimleri oldugunu kabul edecegiz. Denklem (4.22) deki en
yiiksek mertebeden tiirev ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terimlerin

esitlenmesiyle N = 1 ve M = 2 olarak bulunur. Dolayisiyla

0(&) = bysinhw + a,coshw + a,

4.24
¢ (&) = B,sinh?w + A,sinhwcoshw + Bysinhw + A;coshw + A, ( a)
ve
99 _ sinh 4.24b
7 = sinhw (4.24b)
olur. Sistem (4.22) de goziiken tiirevler hesaplandiginda
0' = b;sinhwcoshw + a,sinh?*w (4.25)
0" = bysinhw + 2B;sinh?>w + 2A,sinh?* wcoshw (4.26)
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0"" = b;sinhwcoshw + 4B;sinh? wcoshw (4.27)
+4A;sinh?>wcosh?*w + 2A;sinh*w '
¢' = 2B;sinh*wcoshw + A,sinhwcosh?*w + A,sinh3w

4.28
+B, sinhwcoshw + A sinh?w + A, (4.28)

elde edilir. Buradan da Denklem (4.24)-(4.28) i adi diferansiyel denklem sistemi (4.22)

de yerine yazdigimizda sirasiyla

—A¢p" + ($0) + k?0"" = (6k?a, + 3b;A, + 3a,B,)sinh*w
+(3byB; + 3a,A, + 6k?b,)sinh3wcoshw
+(2b,A; + 2a,B; + 2a44, — 2AA,)sinh3w
+(2b,By + 2a¢B; + 2a,A; — 2AB,)sinh?wcoshw (4.29)
+(a 4y + agA; — AA; + 2b, A, + 2a,B, + 4k?a,)sinh?w
+(agB; — AB; + a; A, + k?b;)sinhwcoshw
+(b1A; + a4 By + ayA, — AA,)sinhw

_Ad)’ + ¢, + 09’” o (2A2 + 2a1b1)sinh3w
+(2B, + a? + b?)sinh?wcoshw + (aga; + A; — day)sinh?w  (4.30)
+(agb, + By — Aby)sinhwcoshw + (A, + a,b,)sinhw

bulunur. Simdi de aym iislii olan sinh*wcosh'w seklindeki tiim terimleri birlestirip

katsayilarini sifira esitlersek:

6k?a, + 3b;A, + 3a;B, =0

3b,B; + 3a,A, + 6k?*b; =0

2bA; + 2a,By + 2a4A; — 214, =0
2byB; + 2ayB, + 2a;A; — 2AB, =0
a,Ag + apA; — AA; + 2b A, + 2a,B, + 4k%a; = 0
agB; — AB; + a;A, + k*b; = 0
biA; +aB; +agd, — 14, =0

24, 4+ 2a:b; =0

2B, +a?+b?=0

apa, + A, —1a; =0

aga, + A, —Aa; =0

A, +a;by =0

(4.31)

seklinde k, 4, ay, a,, byve Ag, A1, A,, B1, Bybilinmeyenleri i¢in lineer olmayan cebirsel
denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemi Maple yardimiyla ¢6zdiiglimiizde A y1

serbest parametre olarak secersek asagidaki ¢oziim setlerini elde ederiz:
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A():Al:AZ:bl:Bl:O

B, = =2k? a, = +2k, ap = 1 (4.32)
ag = /1, a, = k, bl = ik’ AZ — ikz ) BZ — _kz (433)
b =Tk (4.34)

aO = A, a1 = _k, b1 = $k, A2 = $k2, BZ = _kz

Simdi de Denklem (4.24b) yi g6z oniine alalim. Bu degiskenlerine ayrilabilir
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi ¢ozersek (integral sabiti sifir olarak

alindiginda) evoliisyon denklemininde verilen ifade benzer sekilde
sinhw = —cscé, coshw = —cothé (4.35)
elde ederiz.

Son olarak, Denklem (4.21), (4.24a), (4.24b) ve (4.35) ile birlikte cebirsel
denklem sistemimizin ¢oziim setlerini (Denklem (4.32)-(4.34)) g6z Oniine alirsak,
Denklem (4.20) ile verilen KDD sistemi i¢in asagidaki ilerleyen dalga ¢oziimlerini

elde ederiz.

Tip 1:
H(x,t) = Bysinh?w = —2k?csch?[k(x — At + ¢;)] (4.36)
u(x,t) = a;coshw + ay = F2kcoth[k(x — At + ¢,)] '
Tip 2:
H(x,t) = Bysinh?w + A,sinhwcoshw = —k?csch?[k(x — At + ¢y)]
+k2csch[k(x — At + co)]coth[k(x — At + co)] (4.37)
u(x,t) = bysinhw + a,coshw + a; = tkcschlk(x — At + ¢,)] '
—kcoth[k(x — At + cy)] + A
Tip 3:
H(x,t) = Bysinh?w + A,sinhwcoshw = —k?csch?[k(x — At + ¢y)]
Fk2csch[k(x — At + cy)]coth[k(x — At + ¢g)] (4.38)

u(x,t) = bysinhw + a,coshw + a; = tkeschlk(x — At + ¢;)]
+kcoth[k(x — At + cy)] + A
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5. ILK INTEGRAL METODU

Degismeli cebir teorisine dayanan ilk integral metodu ilk olarak Feng (2002)
tarafindan birlesik Burgers-KdV ve Burgers-KdV denklemlerinin ag¢ik analitik
¢Oziimlerini elde etmede kullanilmigtir. Simdi bu metodu dogrudan bir KDD sistemi

icin detayl olarak inceleyelim (Hosseini ve Dig. 2012).

1.Adim: uve v, x vet bagimsiz degigskenlerine bagli fonksiyonlar olmak

luzere

Fl (u' U, U, Vg, Uy, Uy Ugey Vtgr Unexer Uxer oo )

0
(5.1)
FZ (u, U, Uty Uy Uy, Uy, Uty Veer Uxexs Unexer - 0

seklindeki lineer olmayan KDD sistemini ele alalim. Bu sisteme
u(x,t) = f(e) ve v(x, t) =g(e); e=x—ct
doniistimlerini uygularsak Denklem (5.1) ile verilen KDD sistemimiz

Gl(f!grf,;gl, ) =0
G,(f,g.f,g9,...)=0 (5.2)

seklinde bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir.

2. Adim: Bazi matematiksel operasyonlar kullanilarak Denklem (5.2) ile verilen adi
diferansiyel denklem sistemi asagidaki gibi ikinci mertebeden tek bir adi diferansiyel

denkleme indirgenir.

D(f.f".f") =0 (5:3)

3.Adim: X = f(e) ve Y = f'(e) gibi yeni degiskenler kullanmak suretiyle Denklem
(5.3) asagidaki formda birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklem sistemine

indirgenir.

{X’=Y

Y = H(X,Y) G4
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4. Adim: Eger aymi kosullar altinda Denklem (5.4) iin integralleri bulunabilirse
dogrudan genel ¢oziime ulasilabilir. Ancak genelde tek bir ilk integral i¢in bile bunu
gerceklestirmek oldukca zordur. Bu nedenle bu adimda Denklem (5.4) iin ilk

integrallerini bulmak i¢in bélme teoremi uygulanir (bkz. Hosseini ve dig. 2012).

5.1 KdV Sistemi

Up — Uyyy — 20U, — UV, =0

Ve —uu, =0 (5.5)

seklindeki homojen KdV sistemini ele alalim (Shukri ve Al-Khaled 2010). Simdi bu

sistemi biraz once adimlarini verdigimiz ilk integral metodunu kullanarak ¢6zelim.

Oncelikle, u(x,t) = f(&) ve v(x,t) = g(¢) doniisiimleri ve dalga degiskeni
€ = x — ct oldugu gbz oniinde bulunduruldugunda Denklem (5.5) ile verilen sistem

asagidaki gibi bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir.

_Cfr_f///_zgfr_fg/ =0
A (56)

Bu son denklemin ikincisini tekrar

! 1 !

g + z ff'=0 (5.7)
seklinde yazabiliriz. Bu denklemin integrali alinirsa, a bir integral sabiti olmak iizere,
— 1 2 5.8

g=a-of (58)

elde edilir. Simdi Denklem (5.8) 1 Denklem (5.6) nin birincisinde yerine koyarsak
2
~Qa+Of +ZfH = f" =0

bulunur. Bu denklemi duzenlersek

2
(2a+c)f’—zf2f’+f”’=0 (5.9)
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elde edilir. Denklem (5.9) un integralini alarak, 8 bir integral sabiti olmak {izere,

f”=ﬂ—(2a+c)f+%f3 (5.10)

elde edilir. Burada X = f(e) ve Y = f'(¢) degiskenlerini kullanirsak

X' =Y

2
Y’ =,8—(2a+c)X+§X3

(5.11)

seklinde birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemine ulagmis oluruz. Simdi
de bu sistemin ilk integrallerini elde etmek i¢in bolme teoremini ¢alistiracagiz (bkz.

Hosseini ve dig. 2012).

X =X(e) ve Y =Y(¢) nun Denklem (5.11) ile verilen adi diferansiyel
denklem sisteminin agikar olmayan ¢dziimleri oldugunu ve P(X,Y) = X7, a;(X)Y*
nin C[X,Y] de indirgenemez polinom oldugunu, yani a;(X), i =0,1,2,...,m, X in

polinomlari ve a,,(X) # 0 olmak {izere
m

P(X(e),Y(e) = Z a;(X)Yi=0 (5.12)
i=0

oldugunu, varsayalim. Denklem (5.12) ayni zamanda Denklem (5.11) in birinci

integrali olarak da adlandirilir. B6lme teoremine gore (bkz. Hosseini ve dig. 2012),

dP_9POX 9PAY N ;
= T 0 = (g0 + AN | Y a0y (5.13)

i=0

olmak tizere C[X,Y] de T(X,Y) = g(X) + h(X)Y olacak sekilde bir polinom vardir.

Bu asamada m nin alabilecegi degerler i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur.

Durum 1: Simdi Denklem (5.12) de m = 1 oldugunu varsayalim. Denklem (5.13) iin
her iki tarafindaki i = 0,1 olacak sekilde Y! katsayilarini esitlemek suretiyle

asagidakiler elde edilir.
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a; (X) = h(X)a, (X)
ap(X) = g(X)a; (X) + h(X)ay(X)

, (5.14)
@ (%) (B = 2+ X +5-X*) = g(Nao()

a;(X),i = 0,1, polinomlar oldugundan, Denklem (5.14) den a,(X) in sabit ve
h(X) = 0 oldugu anlasilir. Kolaylik i¢in a; (X) = 1 olarak alalim. Bu durumda g(X)
ve ag(X) derecelerini  dengeleyerek der[g(X)] =1 oldugunu soylenebilir.
Dolayisiyla A; # 0 olacak sekilde g(X) = A;X + B, oldugunu varsayarsak,

Denklem (5.14) {in ikincisinden, A, bir integral sabiti olmak tizere,
1
ao(X) = EA]_XZ + BoX + AO
elde edilir. Denklem (5.14) {in tiglinciisiinde ay(X), a, (X) ve g(X) i yerine koyar ve

X in her kuvvetinin katsayisini sifira esitlersek, ¢oziim olarak asagida yer alan cebirsel

denklem sistemini elde ederiz.

2 A?
— = =0
3c 2
34,B,
_ =0
2
_(Za + C) _A]_AO - Bg =0
ﬁ - B()AO =0
Bu sistemi Maple yardimiyla ¢ozdiigiimiizde
A= 20t g0 p=0, c=— (5.15)
0=, 3w D=0 =0 c=5n '
buluruz. Bu ¢6ziimii Denklem (5.12) de kullanirsak
Y + 1AX2 341 +8a =0 5.16

elde ederiz. Bunu Denklem (5.11) in birincisinde kullanirsak
20 4 1
X' =|—+—]—-24.X?

A 343) 2

40



seklinde birinci mertebeden degiskenlerine ayrilabilir formda bir adi diferansiyel
denklem elde edilir. Bu denklemi ¢ozerek ve X = f (&), u(x,t) = f(¢) olduklar1 da

g0z Oniine alinarak, g, keyfi bir sabit olmak tizere,

2 9aA? + 6 \V9ad: +6 4
u(x,t) = ——=——tanh Xx———=t+eg

¢oziimiine ulasilir. Ayrica, Denklem (5.8) de v(x,t) = g(¢e) ve u(x,t) = f(¢)

}2

¢Ozlimiine ulasilir. Sonugta bu durum i¢in Denklem (5.5) ile verilen KDD sisteminin

iligskinlerini g6z dniinde bulundurarak

3 (2/9a4% + 6
U(X, t) =a —gA% {T

,/9aA§+6< 4 >
h t+ ¢

34, ' 342

¢Ozlimii, &, bir keyfi sabit olmak iizere,

ooy o DORATHE J9aAZ + 6 4
W =T 34, \ 342 "%
2
o) oS (ROHATHE J9aAZ + 6 ¢
v =amg T 3 34, \© 34z "%

seklinde elde ederiz. Sekil 5.1 ve Sekil 5.2 de x = [-5,5],t =[0,1],a =1, 4; =

lve &g =1igin

u(x, t) = 2\/3E tanh I@ (x - %t + 1)] (5.17a)
vix,t) =1- S{Z\QE tanh Ig (x - gt + 1)]} (5.17b)

fonksiyonlarinin grafikleri sirasiyla goriilmektedir.
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Denklem (5.17a) ile verilen fonksiyonun grafigi.

.
.

Sekil 5.1

8.
42

Denklem (5.17b) ile verilen fonksiyonun grafi

Sekil 5.2



Durum 2: m = 2 ve g(x) in derecesi 1 oldugunda, &, bir keyfi sabit olmak iizere,

N T R L Joarit2a( 16
uy (x, t) = 342 an 347 x 3 &
2
PN M LN R T Jakir2a( 16
T Y 342 \* 34z T
Ve

4

uy(x,t) = T
Al(x_e,_A%t)-}_gO
2
SN T 1
172 X, :__2__ 1
3A 2 A — 1) 4+
i (r-3gt)+ e

¢Oziimleri elde edilir.

5.2 Kaup-Boussinesq Sistemi

U — Uy — 20U, — 2Uuv,, = 0

Ve — Uy — 200, =0 (5.18)

seklinde bir KDD sistemi olup ideal bir akiskanin yiizeyinde ilerleyen uzun dalgalar
icin matematiksel bir modeldir. Ayn1 zamanda su dalgalari teorisinde hidrodinamik
modellerden biri olarak da karsimiza ¢ikar. Simdi bu sistemin ilk integral metodunu

kullanarak ¢6zme problemini ele alalim (Zhou ve dig. 2010).

u(x, t) = f(e) vev(x,t) = g(e) doniisimleri ve dalga degiskeni € = x — ct
oldugu g6z oniinde bulunduruldugunda Denklem (5.18) ile verilen sistem asagidaki
gibi bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir.

_Cfl _gIII — ngl — ngl — O

!

: : 5.19
—cg'—f' =299 =0 (519)

Bu son denklemin ikincisini tekrar
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f'+cg +2gg'=0 (5.20)
seklinde yazabiliriz. Bu denklemin integrali alinirsa, a bir integral sabiti olmak {izere,
f=a-cg—g* (5.21)
elde edilir. Simdi, Denklem (5.21) in Denklem (5.19) un birincisinde yerine koyarsak
(c?> —=2a)g’ + 6¢cgg' +99°9' —g'" =0 (5.22)
bulunur. Bu denklemi diizenlersek
—(c?—2a)g' —6cgg’ —69%g'+g" =0 (5.23)
elde edilir. Denklem (5.23) iin integralini alarak, S bir integral sabiti olmak {izere,
g"' =B+ (c*—2a)g +3cg*+2g3 (5.24)
elde edilir. Burada X = f(¢) ve Y = f'(¢) degiskenlerini kullanirsak

{X’=Y

Y =B+ (c? — 2a)X + 3cX? + 2X3 (5.25)

seklinde birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemine ulagmis oluruz. Simdi
de bu sistemin ilk integrallerini elde etmek i¢in bolme teoremini ¢alistiracagiz (bkz.

Hosseini ve dig. 2012).

X =X(e) ve Y =Y(¢) nun Denklem (5.25) ile verilen adi diferansiyel
denklem sisteminin asikar olmayan ¢dziimleri oldugunu ve P(X,Y) = ¥, a;(X)Y*
nin C[X, Y] de indirgenemez polinom oldugunu, yani a;(X), i =0,1,2,...,m, X in

polinomlari ve a,,(X) # 0 olmak {izere

P(X(e),Y(e)) = Z ;Y = 0 (5.26)
i=0

oldugunu, varsayalim. Denklem (5.26) ayni zamanda Denklem (5.25) in birinci

integrali olarak da adlandirilir. B6lme teoremine gore (bkz. Hosseini ve dig. 2012),
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dP 9PdX dPaY N :
- =5y Ty s = X + (DY) (Z al-(X)Y> (5.27)

i=0
olmak tizere C[X,Y] de T(X,Y) = g(X) + h(X)Y olacak sekilde bir polinom vardir.

Simdi, Denklem (5.26) de m = 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda i = 0,1
olmak iizere Denklem (5.27) nin her iki tarafindaki terimlerde Y lerin katsayilarini

esitlemek suretiyle agsagidakiler elde edilir.

a;(X) = h(X)a,(X)
aps(X) = g(X)a, (X) + h(X)ao(X) (5.28)
a,(X)(B + (c? = 2a)X + 3cX? + 2X3) = g(X)a,(X)

Burada a;(X),i = 0,1, polinomlar oldugundan, Denklem (5.28) den a, (X) in sabit ve
h(X) = 0 oldugu anlasilir. Kolaylik i¢in a; (X) = 1 olarak alalim. Bu durumda g(X)
ve ay(X) polinomlarinin derecelerini  dengeleyerek der[g(X)] =1 oldugu
sOylenebilir. Dolayisiyla A; # 0 olacak sekilde g(X) = A;X + B, oldugunu

varsayarsak, Denklem (5.28) in ikincisinden, A, bir integral sabiti olmak {izere,
1
ao(X) - EA1X2 + BOX + AO
elde edilir. Denklem (5.28) in {giinciisiinde ay(X), a; (X) ve g(X) i yerine koyar ve

X in kuvvetinin katsayilarin1 sifira esitlersek asagidaki lineer olmayan cebirsel

denklem sistemini elde ederiz.

Al
2——=0
2
B,A
3¢ —A,B, — 02 L=
C2 —20(—A1A0 _Bg =0
ﬁ - B()AO =0
Bu sistemi Maple yardimiyla ¢ozdiigiimiizde
A =2, c=_F 4, = —a, BO—_—ﬁ
@ éf‘ (5.29)
Al—_z, cC =—, A0=a, BO=E



seklinde iki ¢oziim seti elde ederiz. Bu ¢6ziim setlerini sirasiyla Denklem (5.26) da

kullanirsak

Y+(X2—§X—a>=0
(5.30)
Y+<—X2+§X+a>=0

elde ederiz. Bunlar1 Denklem (5.25) in birincisinde kullanirsak sirasiyla

X' —X2+EX+0(
a
X’=X2—£X—a
(04

seklinde birinci mertebeden degiskenlerine ayrilabilir formda adi diferansiyel
denklemler elde edilir. Bu denklemleri ¢ozerek ve Y = f'(¢), v(x,t) = g(¢)

olduklar1 da g6z Oniine alinarak, &, keyfi bir sabit olmak iizere,

2a

1 V4ad + p?
vl(x,t)=ﬂ f ++/4a3 + p%tanh —'B<x+§t+£0>

2a 2a

vy(x, t) = L B —+4a® + B%tanh —W(x +§t + 50)

¢oziimlerine ulasilir. Ayrica, Denklem (5.21) de v(x,t) = g(e) ve u(x, t) = f(¢)

iligkinlerini g6z 6niinde bulundurarak

1 J4ad + B2
ul(x,t)=a+§ o B+ 4a® + B%tanh —ﬁ(x+§t+£0)

2a

2a

1 J4ad + B2
~ |52 B ++/4a3® + B%tanh —B(x+§t+£0)
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2a

1 Jaad + B2
u,(x,t) =a+§ —|p ++/4a3 + f%tanh Tﬁ<x+§t+£0)

1 J4ad + p?
~ |72 B —+/4a3 + p%tanh T'B(x+§t+so)

¢Ozlimiine ulasilir. Sonugta bu durum i¢in Denklem (5.18) ile verilen KDD sisteminin

¢Oziimii, &, bir keyfi sabit olmak iizere,
1 J4ad + B?
v (x, t) =5 B+ 4a® + B%tanh Tﬁ<x+§t+£0)

1 J4ad + B?
uy(x, t) =a+§ o B+ 4a3 + B%tanh Tﬁ(x+§t+£0)

2a

1 J4ad + B2
~ |22 B ++/4a3® + B%tanh —ﬁ(x+§t+£0)
1 Jaad + p?
v,(x, t) = B —+4a3 + B%tanh —ﬁ(x+§t+eo>

2a

1 Jaad + B2
u,(x,t) =a+£ —|B ++/4a3 + f%tanh —ﬁ<x+£t+£0)
al|2a 2a a
1 Jaad + B2
— ﬂ [3—\/4a3+,82tanh T'B(x+§t+eo)

seklinde elde ederiz.

Sekil 5.3 ve 5.4de x = [-5,5],t =[0,1],a = 1,8 = 1 ve & = 0 igin

1 V5
vi(x, t) = > 1+ V5tanh 7(9( +t)
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1 V5 1 V5
ul(x,t)=1+§ 1+ VStanh 7(x+t) ~ 13 1+ V5tanh 7(x+t)

fonksiyonlarmin grafikleri goriilmektedir.

Sekil 5.3: Kaup-Boussinesq sisteminin v4 (x, t) ¢6ziimiiniin grafigi

u (x,t)

Sekil 5.4: Kaup-Boussinesq sisteminin u4 (x, t) ¢6ziimiiniin grafigi
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5.3  Wu-Zhang Sistemi

us +uu, +v, =0

5.31
vt+vux+uvx+§uxxx20 ( )

seklinde bir KDD sistemi olup s1g sulardaki (1+1)-boyutlu dispersif uzun dalgalar
temsilen kullanilir (Zheng ve dig. 2003).

u(x,t) = f(e) vev(x,t) = g(e) doniisiimleri ve dalga degiskeni € = x — ct
oldugu g6z oniinde bulunduruldugunda Denklem (5.31) ile verilen sistem asagidaki

gibi bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir.

—cf'+ff'+g' =0

! ! ! 1 nr (532)
—cg' +9f +fg +3f"=0

Bu son denklemin ikincisini tekrar

g =cf' —ff' (5-33)

seklinde yazabiliriz. Bu denklemin integrali alinirsa, a bir integral sabiti olmak {izere,
1

g=a+cf—§f2 (5.34)

elde edilir. Simdi Denklem (5.34) ii Denklem (5.32) nin ikincisinde yerine koyarsak

3 1
(—cz+a)f’+3€ff’—zf2f’+§f”’=O (5.35)
bulunur. Bu denklemi diizenlersek

9

(—3c2+3a)f’+9cff’—zf2f’+f”’=O (5.36)

elde edilir. Denklem (5.36) nin integralini alarak, f bir integral sabiti olmak iizere,

9 3
f =ﬁ+(3€2—3a)f—§cf2+§f3 (5.37)
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elde edilir. Burada X = f(¢) ve Y = f'(¢) degiskenlerini kullanirsak

X'=Y
2
Y'=B-Qa+)X+—X3 (5:38)
3c
seklinde birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemine ulagsmis oluruz. Simdi
de bu sistemin ilk integrallerini elde etmek i¢in bolme teoremini c¢alistiracagiz (bkz.

Hosseini ve dig. 2012).

X =X(e) ve Y =Y(¢) nun Denklem (5.38) ile verilen adi diferansiyel denklem
sisteminin asikar olmayan ¢oziimleri oldugunu ve P(X,Y) = Y™, a;(X)Y! nin
C[X,Y] de indirgenemez polinom oldugunu, yani a;(X), i =0,1,2,..,m, X in

polinomlar1 ve a,,(X) # 0 olmak tizere
m
P(X(e),Y(e)) = Z ;)Y = 0 (5.39)
i=0

oldugunu, varsayalim. Denklem (5.39) ayni zamanda Denklem (5.38) in birinci

integrali olarak da adlandirilir. B6lme teoremine gore (bkz. Hosseini ve dig. 2012),

dP 0P0X O0POdY

= b = (g(X) + h)Y) (Z al-<x>w‘> (5.40)

olmak tizere C[X,Y] de T(X,Y) = g(X) + h(X)Y olacak sekilde bir polinom vardir.

Simdi Denklem (5.39) da m = 1 oldugunu varsayalim. Denklem (5.40) 1n her
iki tarafindaki i = 0,1 olacak sekilde Y katsayilarini esitlemek suretiyle asagidakiler
elde edilir.

a; (X) = h(X)a, (X)
ao(X) = g(X)a,(X) + h(X)ay(X)

a,(X) (,8 +(3c2 —3a)X — ;CXZ + ;X"’) = g(X)ay(X)

(5.41)

a;(X),i = 0,1, polinomlar oldugundan, Denklem (5.41) den a,(X) in sabit ve
h(X) = 0 oldugu anlasilir. Kolaylik i¢in a; (X) = 1 olarak alalim. Bu durumda g(X)
ve ag(X) derecelerini  dengeleyerek der[g(X)] =1 oldugunu soylenebilir.
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Dolayisiyla A; # 0 olacak sekilde g(X) = A;X + B, oldugunu varsayarsak,

Denklem (5.41) in ikincisinden, A, bir integral sabiti olmak iizere,
1
ao(X) = §A1X2 + B()X + AO
elde edilir. Denklem (5.41) in {giinciisiinde ay(X), a, (X) ve g(X) i yerine koyar ve

X in her kuvvetinin katsayisini sifira esitlersek, ¢oziim olarak asagida yer alan cebirsel

denklem sistemini elde ederiz.

3 A2
e S
2 2
ByA,
_EC_AlBO_ 2 =
3C2_3a_A1A0_Bg :O
B —BoAy =0

Bu sistemi Maple yardimiyla ¢ozdiigiimiizde

A1=V3, C=£, A0=_V3a, B0=__ﬁ
3a V3a

. ; (5.42)
A;=—V3, c==—, Ay=V3a, By=——
1 c 3q 0 a 0 \/§a

seklinde iki ¢6ziim seti elde ederiz. Bu ¢6ziim setlerini sirasiyla Denklem (3.95) de

kullanirsak

Y+<§X2—ix—\/§a>=o

2 V3a
-3 B B
Y+< 5 X2+\/§aX+\/§a>—0

elde ederiz. Bunu Denklem (5.39) un birincisinde kullanirsak

V3 B
X' =——X?+—X+3a
2 V3a
V3 B
X' =—X*——X—3a
2 V3a
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seklinde birinci mertebeden degiskenlerine ayrilabilir formda adi diferansiyel
denklemler elde edilir. Bu denklemleri ¢ozerek ve X = f(g), u(x,t) = f (&) olduklar

da gbz Oniine alinarak, &, keyfi bir sabit olmak iizere,

6a

1 \/54a3 + 3%
uy (x, t) =3z B ++/18a3 + B?tanh a—'g<x—%t+eo>

6a 3a

1 \/54a3 + 3B%
uz(x,t)=£ B —+/18a3 + B%tanh a—ﬁ(x—£t+so>

¢ozlimlerine ulasilir. Ayrica, Denklem (5.34) de v(x,t) = g(e) ve u(x,t) = f(¢)

iligskinlerini g6z dniinde bulundurarak

1 w/54-a3+3 2
vl(x,t)=a+5;%£ﬁ+\/18a3+52tanh< 'B x——t+80

L % /3+\/18a3+ﬁ2tanh< 54a3+3,82 (x——t+80 )

1 \/54a3+3 2
vz(x,t)=a+3% 32 ﬁ—w/18a3+,82tanh< ﬁ x——t+£0

6a

111 \54a3 + 3%
~5 |32 f —+/18a3 + B2tanh —ﬁ<x—é%t+eo)

¢Ozlimiine ulasilir. Sonugta bu durum i¢in Denklem (5.31) ile verilen KDD sisteminin

¢Oziimii, &, bir keyfi sabit olmak iizere,

1 V54a3 + 3p2
uy (x, t) =3z B ++/18a3 + f?tanh a—ﬁ<x—£t+eo)

6a 3a

52



1 \/ 54a3 + 3B%
vi(x, t) =a+£ 32 B ++/18a3 + B?tanh —'8<x—3'%t+£0)

3a |3 6a

213 6a 3a

111 \/ 54a3 + 3B%
~5134 B ++/18a3 + B%tanh —ﬁ<x—£t+£0>

1 \54a3 + 3B%
uz(x,t)=£ B —+/18a3 + B%tanh —'B(x—ﬁt+eo)

6a 3a

6a

1 J54a® + 332
vz(x,t)=a+3% ey B —+/18a3 + f?tanh a—'g(x—;%t+so>

2 3a 6a

1 \/54a3 + 357
—+/18a3 + B%tanh a—ﬁ<x—é%t+eo)

seklinde elde edilir.

Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 dax = [-5,5],t =[0,1],a = 1,8 = 1ve & = 0i¢in

1 V57 t
u(x, t) = 3 1+ V19tanh T(x —§>

1 1 V57 t

vl(x,t)—1+§ § 1++V1 tanh(T(x—g)
-2

1 1 V57 t

—E § 1+V tanh<T<x—§)

fonksiyonlarinin grafikleri sirasiyla goriilmektedir.
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t) ¢Ozimiiniin grafigi.

Wu-Zhang sisteminin u, (x,

kil 5.5:

Se

Zhang sisteminin v4 (x, t) ¢6ziimiiniin grafigi.

il 5.6: Wu-

Sek
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6. KOSINUS FONKSiYONU METODU

Siniis-Kosinlis metodu Wazwaz (2004%) tarafindan lineer olmayan dalga
denklemlerinin ilerleyen dalga ¢dziimlerini bulmak i¢in ortaya atild1 ve daha sonra da
yine Wazwaz (2004°), Wazwaz ve Helal (2005), Wazwaz (2006°) ve Wazwaz (2006°)
tarafindan farkli lineer olmayan KDD denklem ve/veya denklem sistemlerini ¢ozmede
kullanildi. Biz burada sadece Kosiniis fonksiyonu metodunu ele alacagiz. Oncelikle

bu metodun ti¢ bagimsiz degiskende bir KDD ye nasil uygulanacagini gosterelim.
Lineer olmayan ii¢ bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem
F(w, g, Uy, Uy, Uge, Uy Uy Uy o ) = 0 (6.1)

seklinde gosterilebilir. Burada, u(x, y, t) bilinmeyen bir fonksiyon, F de u ve bunun

kismi tiirevlerini igeren bir fonksiyondur.
Adim 1: Denklem (6.1) de ¢ = x + y — ct olmak {izere

ulx,y,t) = (&) (6.2)
doniisiimiinii kullanalim.

Adim 2: Dolayisiyla ele aldigimiz KDD de goziiken kismi tiirevler i¢in

—()——d—g() x(')=d_€() (-)=d—§() : (6.3)

seklindeki degisiklikleri de géz dnilinde bulundurursak Denklem (6.1)
QU fLf" ") =0 (6.4)
seklinde bir adi diferansiyel denkleme indirgenmis olur.

Adim 3: Elde edilen adi diferansiyel denklem de tiim terimler tiirevli olacak sekilde

integrallenir. Bu asamada integral sabitleri ihmal edilir.

Adim 4: Lineer olmayan bir¢ok denklemin ¢oziimii; A, ¢4 ve [ tanimlanacak

parametreler olmak {izere (Parkes ve Duffy 1996)
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Acos? (uf) HE %

f)= (6.5)
0 diger yerlerde
formunda yazilabilir.
Adim 5: Dolayisiyla Denklem (6.5) in ilk iki tlirevi
f(&) = AcosP (ug)
d
i) = LB = —apucost = we)sinGus)
a2f ©) ©0)
') = ez —ABu*cosP (u€) + Ap*B(B — 1cosP~2(ué)

— BB — Vcos? (u§)
olur. Diger mertebeden tiirevleri de benzer sekilde kolayca elde edilir.

Adim 6: Bu tlirevler Denklem (6.4) ile verilen adi diferansiyel denklemde yerine
yazilir, kosiniis fonksiyonlu terimler dengelenir, bu dengeleme sonucunda ortaya ¢ikan
cebirsel denklem sistemi Maple yardimiyla ¢oziilerek A, u ve [ parametreleri igin
miimkiin olan tiim degerler elde edilir. Bulunan bu degerler de Denklem (6.5) de
kullanilarak ve u(x,y,t) = f(&) oldugu da goz oniine alinarak ele alinan problemin

¢Oziimiine ulasilir.

6.1 Kadomtsev-Petviashvili Denklemi

Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi iki boyutlu lineer olmayan bir kismi
diferansiyel denklem olup kiicliik genlikli uzun dalgalar1 nitelendirir. Bu KP

denklemini iki farkli versiyonu mevcut olup bunlar normallestirilmis formda
(U + 6UUy, + Uyyy)y + 3%y, =0 (6.7)

seklinde yazilabilir. Burada u = u(x, y, t) skaler bir fonksiyon, x ve y sirasiyla yatay

(boylamasina) ve diisey (enlemesine) uzay koordinatlarin1 géstermekte olup a? = +1

dir.
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a = —1 durumu KP-I denklemi olarak bilinmekte olup ince filmlerde yiiksek
ylizey gerilimine sahip dalgalari modellemede kullanilir. ¢ = 1 durumu ise KP-II

denklemi olarak bilinmekte olup kiigiik ylizey gerilimine sahip su dalgalarin1t modeller

(Kadomstev 1970).

Simdi bu denklemi kosiniis metodunu kullanarak ¢dzelim. Oncelikle
u(x,y,t) = f(&) doniistimii ve dalga degiskeni { = x + y — ct (Adim 1) oldugu goz
oniinde bulunduruldugunda Denklem (6.7) asagidaki gibi bir adi diferansiyel
denkleme indirgenir (Adim 2).

(—cf"+6ff" +f")e+3a%f" =0 (6.8)
Bu denklemin & ye gore iki kez integrali alinirsa, integral sabiti sifir olmak iizere,
—cf+3f2+ f"+3a%f =0 (6.9)

elde edilir (Adim 3). Bu denklemin ¢6ziimiiniin 4, u ve § tanimlanilacak parametreler

olmak tizere

f(&) = AcosP (ug) (6.10)

formunda oldugunu kabul edelim (Adim 4). Adim 5 de Denklem (6.6) ile verilen ilgili

tiirevleri Denklem (6.9) da kullanirsak

—cAcosP (u€) + 32%cos?F (u&) — ABu*cosP (u) + BB — cosP~2(ué)

~ 2B (B — D AcosP (ug) + 3Aa’cosP (ug) = 0 (6.11)

elde edilir. Burada, kosiniis fonksiyonlu terimler dengelendiginde tanimlamamiz

gereken A, u ve B parametreleri igin

28=p-2
342 + BB —1) =0 (6.12)
—cA —Apu? — Apu*(B —1)+32a%2 =0

seklinde lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemi Maple

yardimiyla ¢6zdiigiimiizde
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3a2 — ¢ 3a% — ¢

=-2 u=+—— " A1=-
B p=t—7p

bulunur. Bu degerleri Denklem (6.10) da kullanirsak ve u(x,y,t) = f(¢) oldugunu

da g6z Oniine alarak ele alinan problemin ¢oziimii

3a% — ¢ 5 3a2 — ¢
> cos™ iT(x +y—ct) (6.13)

u(x,y,t) =—

seklinde elde edilir.

6.2 Kuple Hirota-Satsuma KdV Sistemi

U — AUyyy — 3UU, + 6VV, =0

Ve + b0y + 3(uv),, =0 (6.14)

seklinde bir KDD sistemi olup farkli dagilma iligkisine sahip iki uzun dalganin
karsilikli etkilesimini modeller (Hirota ve Satsuma 1981). Eger bir uzun dalganin

digeri iizerine etkisi olmazsa model klasik KdV denklemi olur (Gardner ve dig. 1967).

Simdi bu sistemi kosiniis metodunu kullanarak ¢ozelim. Oncelikle u(x, t) =
f(&),gx,t) = f(&) doniistimleri ve dalga degiskeni { = x — ct (Adim 1) oldugu
g6z Oniinde bulunduruldugunda Denklem (6.14) asagidaki gibi bir adi diferansiyel

denklem sistemine indirgenir (Adim 2).

_Cf,_aflll_3ff’+6gg,:0
~cg' +bg" +3(fg) =0 (615)

Bu denklemin & ye gore iki kez integrali alinirsa, integral sabiti sifir olmak iizere,

" 3 2 2
—cf —af " =5 f2+3¢% =0
—cg+bg" +3fg=0

(6.16)

Bu sistemin ¢oziimiiniin 44, 4,, f;, B2 ve u tamimlanilacak parametreler olmak iizere

f&) = icosPr ()  g(§) = ApcosP(ud) (6.17)
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formunda oldugunu kabul edelim (Adim 4). Adim 5 de Denklem (6.6) ile verilen ilgili

tiirevleri Denklem (6.16) da kullanirsak, sirasiyla

cAycosPr(ué) — a/11ﬁ1ﬂ2C0531(l15) + aly By (By — DpPcosPr=2(ué)
—al, By (By — DpPcosPr(ué) + = /11605231 (&) — 3A5c0s*P2(ué) = 0

cAyc0sP2(ué) + bA,Boucoshe (llf) b2, B2 (By — Du?cosPz=2(ué)
+b2; B, (B, — DptcosPz(ué) — 32, A,c05P1 (ué)cosPz(ué) = 0

(6.18)

elde edilir. Burada, kosiniis fonksiyonlu terimler dengelendiginde tanimlamamiz

gereken A4, A,, By, B, ve u parametreleri i¢in

Bo—2=p+p;
Br—2=2B,=2p,
cAy — adyByp® —ad By (B — Dp? =0

3
ar By (By — Du? + 5/1% —325=0

Ay + bAyfou” + b2y By (B, — Du? = 0
—bA,B> (B, — Dp? — 34,2, = 0

(6.19)

seklinde lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemi Maple

yardimiyla ¢6zduiglimiizde

1 [c c c |3
B =B,=-2, b=—a T N T
rore H=Ioda 72 2|2

bulunur. Bu degerleri Denklem (6.18) de kullanirsak ve u(x,t) = f(&),v(x,t) =

g (&) oldugunu da goz Oniine alarak ele alinan sistemin ¢oziimii

u(x, t) ——cos 2( I(x—ct))
v(x, t)—+%\/:cos 2( \f(x—ct))

seklinde elde edilir.

(6.20)
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6.3  Kuple Drinfeld-Sokolov-Wilson Sistemi

u; + bvv, =0

Vi + QUyyy + b(uv),, =0 (6.21)

seklindeki KDD sistemi Kuple Drinfeld-Sokolov-Wilson Sistemi olarak bilinmekte
olup akiskanlar mekanigi ve daginimli su dalgalart modellerinde 6nemli rol oynar
(Matjila ve dig. 2014). b ve a sifirdan farkli parametreler ve u(x,t) ve v(x,t)

fonksiyonlar1 da dalga boylariin genliklerini gostermektedir.

Simdi bu sistemi kosiniis metodunu kullanarak ¢ézelim. Oncelikle u(x,t) =
f(&),g(x,t) = g(é) dontisiimleri ve dalga degiskeni é = x — ct (Adim 1) oldugu
g6z oOniinde bulunduruldugunda Denklem (6.21) asagidaki gibi bir adi diferansiyel

denklem sistemine indirgenir (Adim 2).

—cf'"+bgg' =0

_Cgl + ag”’ + b(fg)l — 0 (6.22)

Bu sistemin ¢ ye gore bir kez integrali alinirsa, integral sabiti sifir olmak iizere,

— b 2
f=3:9 (6.23)

seklinde bir adi diferansiyel denklem sistemine indirgenmis olur. Simdi, Denklem

(6.23) in birincisini Denklem (6.23) in ikincisinde yerine koyarsak

2

b
—cg +ag” + Zg3 =0 (6.24)

seklinde sadece bir tane adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin

¢Oziimiinlin A, u ve § tanimlanilacak parametreler olmak iizere

g(&) = AcosP (ug) (6.25)

formunda oldugunu kabul edelim (Adim 4). Adim 5 de Denklem (6.6) ile verilen ilgili
tiirevleri Denklem (6.24) de kullanirsak
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—cAcosP (u&) + arAB(B — Du?cosF2(u&) — aru®B(B — 1cosF (ué)
b2 (6.26)
—aAu?BcosP (ué) + 51300333 (ué) =0

elde edilir. Burada, kosinilis fonksiyonlu terimler dengelendiginde tanimlamamiz

gereken A, u ve f parametreleri i¢in

B—2=3p
—cd—arp?B(B—1) —alu?B =0
2

b
alB(B — 1u? +ZA3 =0

(6.27)

seklinde lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemi Maple

yardimiyla ¢ozdiigiimiizde

C 2C

= -1, =+ |——, A=—

B p=1 == 5
I 2C
= — =+ —_—— e —
B 1, u _/ ot A 5

bulunur. Bu degerleri Denklem (6.25) de kullanirsak ve u(x,t) = f(¢), v(x,t) =

g (&) oldugunu da goz oniine alarak ele alinan sistemin ¢oziimii

v(x,t) = zcos‘1 (i —g(x - ct))

b
(6.28)
2c c
u(x, t) = ?cos‘2 <i - (x — ct))
v(x,t) = —%cos‘1 (i\/—ig (x — ct))
(6.29)

u(x,t) = %cos‘2 (i —g(x - ct))

seklinde bulunur.
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7. GENELLESTIiRILMiS KUDRYASHOV METODU

x ve t bagimsiz degiskenler ve u = u(x, t) olmak iizere
P(u,up, Uy, Uppy Uy, . ) =0, X ER, t>0 (7.1)

seklindeki dogrusal olmayan evrim denklemini ele alalim. Burada P yiiksek
mertebeden tiirevler ve dogrusal olmayan terimleri igeren u ve u nun ¢esitli kismi
tiirevlerindeki bir polinomdur (Demiray 2014, Baskonus ve Bulut 2015, Khan ve dig.
2016).

Genellestirilmis Kudryashov Metodunun baslica adimlar1 agagida oldugu gibidir:

Adim 1: Ilerleyen dalga degiskeni § = x — ct Denklem (7.1) de kullanildiginda bu

denklem
¥Yu,u,u",..)=0 (7.2)

seklinde bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. Burada {issii £ ye gore tiirevi

gostermekte olup ¢ € R/{0} bagil dalga modunun hizidir.

Denklem (7.2) nin arka arkaya olabildigince integrali alinabilir. { = 00, = x — wt

d™u(§)

r - 0 (m=1,2,3,...) sir kosullarina bagl kalacak sekilde

icinu(é) » 0 ve

integral sabitleri varsa sifirlanmalidir (Malfiet ve Hereman 1996; Wazwaz 2009).

Adim 2: Denklem (7.2) nin

Z?’:o a;Q'(§)

W) =5 01

(7.3)

forumunda ¢oziime sahip oldugunu varsayalim. Burada a; (i =0,1,2,...,N) ve
bj (j =0,1,2,...,M) daha sonra belirlenecek olan sabitler olup ay # 0 ,by, # 0 ve

Q = Q(¢) asagidaki adi diferansiyel denklemi saglar.

aQ) .,
d—E_Q &) -0 (7.4)
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Denklem (7.4) {in ¢6ziimii, A bir integral sabiti olmak iizere,

1

Q) = 1+ Aexp(é)

(7.5)

seklindedir.

Adim 3: Denklem (7.3) te yer alan pozitif N ve M tamsayilari, Denklem (7.1) veya
Denklem (7.2) de ortaya ¢ikan en yliksek mertebeden tiirevler ve dogrusal olmayan
terimler arasindaki homojen denge dikkate alinarak belirlenebilir. Daha dogrusu u(§)
nin derecesi asagida yer alan diger ifadelerin derecesini belirtecek sekilde D (u(f )) =

N — M olarak tanimlanir.

D (dqu) = N-M+q,Du (dqu)s = (N = M)p +s(N — M +q)
Burada p, q ve s tamsayilardir. Buradan Denklem (7.3) teki N ve M degerlerini

bulabiliriz.

Adim 4: Denklem (7.3) ve Denklem (7.4) i denklem (7.2) de yerine koyarsak,
Q' (i,j = 0,1,2, ...) de bir polinom elde ederiz. Bu polinomda ayn1 Q kuvvetlerinin
tim terimlerinin katsayilarini sifira esitleyerek, bilinmeyen parametreler olan
a; (i =0,1,2,...,M) ve c yi elde etmek i¢in Maple ile ¢oziilebilecek lineer olmayan
cebirsel denklem sistemi elde ederiz. Bu sistemi ¢ozerek buldugumuz degerleri

Denklem (7.3) te kullanarak Denklem (7.1) in ¢6zlimiine ulagmis oluruz.

Bu boliimde Genellestirilmis Kudryashov metodunu kullanarak dogrusal olmayan

bazi evrim denklem sistemlerinin ilerleyen dalga ¢oziimlerini elde edecegiz.

7.1  Varyant Boussinesq Denklemi

u+H, +uu, =0

Hy+ (uH), + Uyyy = 0 (7.6)

seklindeki KDD sistemi su dalgalar1 i¢in bir model olarak kullanilmistir (Sachs 1998).
Burada u(x, t) hiz1 ve H(x, t) de akiskan igin serbest dalga ylizeyinin yiiksekligini
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gostermektedir. Boussinesq denklemi orta genlikte uzun su dalgalarinin bilinen bir
modelidir. Bu denklem bir boyutlu ve iki karismayan sivi arasindaki sinirda gelisen
zayif dogrusal olmayan i¢ dalgay1 temsil eder. Ayrica, denklem orta 6lgekli ve yari
sikigtirllamaz  sivi  hareketine uygulanabilen atmosferik hareket denkleminin
basitlestirilmis bir modelidir. Bu da hidrodinamikte 6nemli fiziksel uygulamalar
anlamina gelir. Boussinesq denklemleri zengin matematiksel yapilari nedeniyle de

onemli matematik iliskilerine sahiptir (Guo ve dig. 2015).

Bu sistemi ¢6zmek i¢in Oncelikle & = x — ct seklindeki ilerleyen dalga

degiskenini Denklem (7.6) da kullanirsak ve
u(€) = ulx,t) H() =H(x,t) (7.7)
olduklarin1 da g6z Oniine alarak

—cu'+H +uu' =0

—wH' + (H) +u"" =0 (7.8)

seklinde adi diferansiyel denklem sistemini elde ederiz (Adim 1). Bu sistemdeki her
iki denklemin de ¢ ye gore integralini alarak, integral sabiti sifir olmak kaydiyla,
Genellestirilmis Kurdyashov metodu boliimiinde (Adim 1) agiklanan siir kosullari
altinda ve H (&) igin benzer siir kosullarinin kullanilmasi suretiyle, sirasiyla asagida

yer alan denklemleri elde ederiz.
1 2_
—cu+H+§u =0 (7.9)
—cH+uH+u" =0

Denklem (7.9) un birincisinden

H= cu—zu2 (7.10)

elde edilir. Denklem (7.10) u Denklem (7.9) un ikincisinde yerine koyarsak,

3 1
u” —c?u +Ecu2 —§u3 =0 (7.11)
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bulunur. Simdi en yiiksek mertebeden u'’ tiirevini ve u3 dogrusal olmayan terimini
dengeleyerek, 3N —3M = N — M + 2 veya N = M + 1 esitligini elde ederiz. M = 1
olarak alirsak N = 2 sonucunu buluruz. Bdylelikle Denklem (7.3), Adim 2,

_ag+a,Q +a,Q?
u(g) = by + b;0

(7.12)

seklinde olur. Denklem (7.12) yi Denklem (7.4) ile birlikte Denklem (7.11) de yerine
koyarsak, Q% (k =0,1,2,..) polinomunu elde ederiz. Ayni1 Q kuvvetlerine ait
polinomun katsayilarin1 sifira esitleyerek c,aq, aq,a,, by ve b; parametrelerini
tanimlamak i¢in dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Bu sistem
¢ok uzun ve karmasik oldugundan dolay1 burada verilmemistir. Elde ettigimiz bu

sistemi Maple yardimiyla ¢6zdiigiimiizde asagidaki ¢6ziim setlerini elde ederiz.
Setl: c=+2, a,=0, a; =0, a, = +2b;, by = —0.50h;
Set2:c=%1,ay=0, a, =0, by = —b; i%al

Set3:c=+1, a, =0, a; = £2by, a, = +2b,

Set4: c = +1, a, = ¥+2b,, a; = +(2b; — 2by), a, = +2b,

Set5:c = F2, a, = +2b;, a; = ¥4b,, a, = +by, by = —%b1

Set 6: Cc = i]\/i, ao = 1%, al == $2b1 i]\/ibl, az == iZbl, bO = _%
Sonug olarak ele aldigimiz problem igin,
Set 1 e karsilik gelen ¢oziimler:
(x0=F -
WO =70 exp(2x F4t) — 1
(7.13)

84% exp(2x F 4t)

HOOD = ~ iz expzx T 40 = D2

Set 2 ye karsilik gelen ¢oziimler:
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2a4

=4 — —
bt T Aa;exp(x Ft) F2bAexp(x Ft) +ay 714
Hx,t) = 2Aa;(ay + 2by) exp(x + t) (7.14)
b= (Aa, exp(x Ft) ¥ 2bjA exp(x F t) + a,)?
Set 3 e karsilik gelen ¢ozlimler:
2

=+ —

ubet) =+ 1+ Aexp(x Ft) (7.15)
T 7.
2Aexp(x +t
Hx,t) = p(x +t)

(1+Aexp(x ¥ ?t))z
Set 4 e karsilik gelen ¢oziimler:

2Aexp(x £ t)

1+ Aexp(x +t)
2Aexp(x £ t) (7.16)

(1 + Aexp(x + t))2

ulx,t) =+

H(x, t) =

Set 5 e karsilik gelen ¢oziimler:

4A% exp(2x + 4t
u(x, t) =t p(2x £ 41)
1 — A% exp(2x + 4t)
842 exp(2x + 4t)
(A% exp(2x + 4t) — 1)?

(7.17)
H(x,t) = —

Set 6 ya karsilik gelen ¢oziimler:

u(x,t) =+ (1\/5 T 44 exp(x F IV2t) >

A% exp(2x F 21\/§t) -1 ;18
842 exp(2x F 21V/2t) ) (7.18)
(42 exp(2x F 21V2t) — 1)

H(x,t) = —<1+

Ele aldigimiz problemde H (x, t) yiiksekligi (yani uzunlugu) temsil ettiginden
dolay1 negatif olmayan ve reel (gercek) bir say1 olmalidir. Bu durumda yukaridaki
¢ozlim setlerinden 2, 3 ve 4 {incii setler H(x, t) nin pozitif olmasindan dolayr hem
matematiksel hem de fiziksel olarak anlamlidir. Bu durumda, A nin keyfi bir integral

sabiti oldugunu da hatirlayarak, problemin bazi ilerleyen dalga ¢dzlimlerini elde
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edebiliriz. Eger Set 3 ile verilen Denklem (7.15) de A = 1 olarak alirsak, u(x,t) > 0
ve ayrica saga dogru ilerleyen bir dalga oldugunu diisiiniirsek (6rnegin x-ekseninin

pozitif istikametinde) asagidaki ¢oziimii elde ederiz.

u(x,t) =1—tanh (% (x — t))
(7.19)
H(x,t) = lsech2 1(x —t)
2 2

Sekil 7.1 ve Sekil 7.2 de sirasiyla u(x,t) ve H(x,t) fonksiyonlarmin grafikleri

goriilmektedir.

¢ ‘I\\_/[/‘/
8 8
10

Sekil 7.1: Denklem (7.19) ile verilen u(x, t) fonksiyonun grafigi.
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Sekil 7.2: Denklem (7.19) ile verilen H(x, t) fonksiyonun grafigi.

7.2 (2+1)-Boyutlu Kiric1 Soliton Denklemleri

Simdi de, a sifirdan farkli bir sabit olmak {izere,

Up + AUyyy + 4a(uv), =0

oy = vy (7.20)

seklindeki (2 + 1) -boyutlu kirici soliton denklemlerinin tam ilerleyen dalga

¢ozlimlerini bulma problemini ele alalim (Zayed ve dig. 2013).

Bu sistemi ¢ézmek icin oncelikle ¢ = x + y — ct seklindeki ilerleyen dalga

degiskenini Denklem (7.20) de kullanirsak ve
u(€) =ulx,t), v =v(xt) (7.21)

olduklarini da gbz oniine alarak
—cu' + au'"" +4a(uv) =0

u' =v'
68
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seklinde adi diferansiyel denklem sistemini elde ederiz (Adim 1). Bu sistemdeki her
iki denklemin de ¢ ye gore integralini alarak, integral sabitleri sifir olmak kaydiyla,
genellestirilmis Kudryashov metodu boliimiinde (Adim 1) agiklanan siir kosullar
altinda ve v(§) igin benzer smir kosullarinin kullanilmasi suretiyle, sirasiyla asagida

yer alan denklemleri elde ederiz.

—cu+au’ +4auv =0 (7.22)
u="v

Denklem (7.22) nin ikincisini birincisinde yerine koyarsak

au” —cu+4au? =0 (7.23)

bulunur. Simdi, en yiiksek mertebeden u'’ tiirevini ve u? dogrusal olmayan terimini
dengeleyerek, N = M + 2 esitligini elde ederiz. M =1 olarak alirsak N =3
sonucunu buluruz. Boylelikle Denklem (7.3), Adim 2,

ap +a,;Q + a,Q% + a30Q3
by + b;Q

u($) = (7.24)

seklinde olur. Denklem (7.24) i Denklem (7.4) ile birlikte Denklem (7.23) de yerine
koyarsak, Q¥ (k =0,1,2,...) polinomunu elde ederiz. Aym Q kuvvetlerine ait
katsayilar sifira esitleyerek c, ay, a1, a,, as, by ve by parametrelerini tanimlamak i¢in
dogrusal olmayan cebirsel denklem sistemini elde ederiz (Not: Bu sistem ¢ok uzun ve
karmagik oldugundan dolay1 burada verilmemistir). Elde ettigimiz bu sistemi Maple

yardimiyla ¢ozdiigiimiizde asagidaki ¢oziim setlerini elde ederiz:

Set 1: b, ve b; serbest degiskenler olmak iizere,

1 3 3
w = —Q, a0=—zbo, al:ibo_zbl’ a2=§(b1—bo), a3:_§b1

Set 2: a, ve b, serbest degiskenler olmak iizere,
w=a, ap =0, a2=§b1—al, az = —=by, b0=§a1
Sonug olarak ele aldigimiz bu problem i¢in,
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Set 1 e karsilik gelen ¢oziimler:

4A ex+y+at _ AZ ez(x+y+at) -1

u(x, Y, t) = U(X, Y, t) = 4(1 + A eX+y+at)2 (725)
Set 2 ye karsilik gelen ¢oziimler:

34exp(x+y—at

u(x,y,t) =v(x,yt) = picty ) 5 (7.26)
2(1+Aexp(x +y—at))
Ozel olarak Denklem (7.26) da A = 1 olarak alirsak
3 1

u(x,y, t) =vix,y,t) = gsech2 <§ (x+y-— at)) (7.27)

elde edilir.

Denklem (7.27)de « = 1,y = 0, x = [0,10] ve t = [0,10] olarak alindiginda
elde edilen u(x, y,t) ve v(x,y, t) fonksiyonlarinin grafigi Sekil 7.3 de goériilmektedir.

Sekil 7.3: Denklem (7.27) ile verilen fonksiyonun grafigi.
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8. SONUC VE ONERILER

Fen ve miihendisligin c¢esitli alanlarinda karsimiza ¢ikan olaylarin genellikle
lineer (dogrusal) olmayan kismi diferansiyel denklem ve/veya kismi diferansiyel
denklem sistemleri ile modellendigi artik iyi bilinmektedir. Bu denklemlerin ve/veya
sistemlerin tam ¢oziimleri onlarin fiziksel 6zelliklerini anlamak i¢in oldukga kullanish
olmaktadirlar. Bu nedenle, bu olaylar1 daha iyi anlamak i¢in denklemlerin ve/veya
sistemlerin tam c¢ozlimlerini elde etmek giiniimiizde olduk¢a fazla 6nem arz

etmektedir.

Bu tezde, bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklem ve/veya kismi
diferansiyel denklem sistemlerinin tam ¢oziimlerini elde etmek igin gelistirilen ve
giiniimiizde de farkli tiplerdeki denklemleri ve/veya sistemleri ¢ozmek i¢in uygulama
alan1 bulan bes metot detayli olarak ele alinmistir. Bu metotlar sirasiyla: tanjant
hiperbolik fonksiyonu metodu, hiperbol fonksiyon metodu, ilk integral metodu,
kosiniis fonksiyonu metodu ve genellestirilmis Kudryashov metodudur. Ele alinan bu
metotlarin temel 6zellikleri verildikten sonra herbiri i¢in genelde fen ve miihendislik
alanlarinda karsimiza ¢ikan bir prototip denklem ve/veya sistem Ornek olarak
verilmistir. Ele aldigimiz bu metotlar bir¢ok kismi diferansiyel denklem ve/veya kismi
diferansiyel denklem sistemini, integrallenebilir olsun veya olmasin, ¢dzmek i¢in
uygundur. Ayrica bu metotlarin uygulamasinda lineer olmayan denklemlerin

lineerlestirilmesine de gerek duyulmamaktadir.

Burada inceledigimiz bes metot bu alanda akademik c¢aligmalara katkida
bulunmak isteyen arastirmacilara toplu bir bakis a¢is1 sunmaktadir. Ele alinan tiim
metotlardaki ¢6ziim asamalarinin, Oncelikle kismi diferansiyel denklemi ve/veya
kismi diferansiyel denklem sistemini uygun bir doniisiim yardimiyla bir adi
diferansiyel denklem veya adi diferansiyel denklem sistemine indirgeme oldugu, daha
sonra bu yeni elde edilen problemin uygun bir ¢6ziim formu yardimiyla (6yle ki bu
asamada metotlarin faklilig1 ortaya ¢ikmakta!) bir dogrusal olmayan cebirsel denklem
sistemini ¢dzme problemine indirgendigi ve en sonunda da bu cebirsel denklem
sisteminin ¢oziilerek ele alinan problemin bir tam ¢6ziimiine ulasildigi, seklinde
oldugu gozlemlenerek bu alanda yeni ¢6ziim metotlariin gelistirilmesine katkida

bulunacag diisiintilmektedir.
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