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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

7

N?=NxN

Ax=((A%),) =, )
5(K)

52(K)

st

Sz

fz

: Pozitif tamsayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: 1ki boyutlu pozitif tamsayilar kiimesi

: X kiimesinin kuvvet kiimesi

: Tiim reel veya kompleks say1 dizileri uzay1
: Tiim yakinsak diziler uzay1

: Tum sifira yakinsak diziler uzay1

: Tiim sinirh diziler uzay1

: X dizisinin A matrisi altindaki dontistim dizisi
: K kiimesinin dogal yogunlugu

: K kiimesinin iki boyutlu dogal yogunlugu

: Ttim istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
: Ttim 1statistiksel yakinsak cift diziler kiimesi

: Tim sinirh ¢ift diziler uzayi

: Ttim agirliklr istatistiksel yakinsak dizilerin

kiimesi

: Tuim agirlikl istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin

kiimesi

: Tim | —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

: Tim | —agirlikh istatistiksel yakinsak dizilerin

kiimesi

: [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlarin kiimesi



OZET

Anahtar kelimeler: istatistiksel yakisaklik, Ideal yakisaklik, Toplanabilme, Dizi
uzayi, Cift indisli dizi, Korovkin tipi yaklagim teoremi, Modiiliis fonksiyonu.

Yiiksek lisans tezi olarak sunulan bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir. Tezin ilk
boliimii, konunun tarihi gelisimini ve hazirlanan ¢alismanin kisa bir taslagini iceren
girig bolimudiir.

Ikinci boliimde, istatistiksel yakinsaklik, ideal yakinsaklik kavramlar1 ve bazi temel
tanimlar hatirlatilmistir. Tezin orijinal olan sonuglar iigiincii, dordiincii, besinci ve
altinc1 boliimlerde verilmistir.

Ugiincii boliimde, S (1)—yakinsaklik ve 1—(N, p,)—toplanabilirlik kavramlar:

tanitilip bu kavramlar arasindaki iliskiler incelenmistir.

Dordiincii boliimde, klasik Korovkin yaklagim teoremi | —(l\_l, pn)—toplanabilirlik

kavrami kullanilarak daha genel bir sekilde elde edilmistir.

Besinci bolimde, ¢ift indisli diziler i¢in agirlikli istatistiksel yakinsaklhik (S; -

yakinsaklik) ve toplanabilme metodu tanitilip, bu kavramlar arasindaki iliski ve
ayrica Sy —yakinsaklik kavramu ile istatistiksel yakinsaklik ve Riesz yakinsaklik

kavramlar1 arasindaki iliski caligilmistir.

Son boliimde ise, modiiliis fonksiyonu yardimiyla yeni dizi uzaylari tanimlanmis ve
tanimlanan bu yeni uzaylarin lizerinde bazi kapsama bagintilari incelenmistir.



SOME TYPES OF CONVERGENCE AND ITS APPLICATIONS
TO APPROXIMATION THEORY

SUMMARY

Keywords: Statistical convergence, Ideal convergence, Summability, Sequence
space, Double sequence, Korovkin type approximation theorem, Modulus function.

This thesis consists of six chapters. The first chapter of the thesis is the introduction
chapter and it includes historical background of the subject and also a brief overview
of the study.

In the second chapter, some basic definitions and the concepts of statistical

convergence and ideal convergence have been recalled. The original results of the
thesis have been given in the third, fourth, fifth and sixth chapters.

In the third chapter, the concepts of SN(I)—convergence and I—(N, pn)—

summability have been introduced and also some relations between these concepts
have been examined.

In the fourth chapter, using the concept of I—(N, pn)—summability, classical

Korovkin approximation theorem has been obtained in more general form.

In fifth chapter, weighted statistical convergence (S (I )—convergence) and

summability method for double sequence have been introduced, and the relations
between these methods have been examined and also the relations between

Sk (I )— convergence and the concepts of statistical convergence and Riesz
convergence have been studied.
In the final chapter, some new sequence spaces have been defined through a modulus

function and some inclusion relations of these sequence spaces have been
investigated.

Vi



BOLUM 1. GIRiS

Toplanabilme teorisinin en genis uygulama ve aragtirma alanlarindan biri, 1951
yilinda birbirinden bagimsiz olarak Fast [9] ve Steinhaus [43] tarafindan tanimlanan
istatistiksel yakinsaklik metodudur. Bu yakinsaklik tipi klasik anlamda yakinsakligin
bir genellesmesi olup, pozitif tamsay1 kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina
dayanmaktadir. Istatistiksel yakisaklik giiniimiize kadar ¢ok sayida matematikgi
tarafindan {izerinde calisilmis ve halen calisiimakta olan bir konudur. Ozellikle
Schoenberg [42], Salat [38], Freedman ve Sember [10], Fridy [11,12], Cannor [4],
Fridy ve Orhan [13,14] gibi bir¢cok matematikgi istatistiksel yakinsakligin gelisimine

onemli katkilarda bulunmustur.

Mursaleen ve Edely [28] istatistiksel yakinsaklik kavramimi ¢ift indisli dizilere
genisletmislerdir. Bu ¢alismalarinda Mursaleen ve Edely [28] cift indisli dizilerin
istatistiksel yakinsakligi tanimini ve cift indisli diziler icin istatistiksel Cauchy dizisi
tanimin1 verip, istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilir ¢ift indisli

diziler arasindaki iliskiyi incelediler.

Kostyrko vd. [21] ideal kavramini kullanarak, klasik yakinsakligin ve istatistiksel
yakinsakligin bir genellesmesi olan ideal yakinsaklik (| —yakinsaklik) kavramini
tanimladilar. | —yakisaklik, N pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bir |

ideali kavramina dayanir.

Savas ve Das [40], Das vd. [6] ve Savas vd. [41] istatistiksel yakinsaklik, A —
istatistiksel yakinsaklik, lacunary istatistiksel yakinsaklik ve A-—istatistiksel
yakinsaklik kavramlarini idealler araciligi ile genellestirilip, | —istatistiksel

yakinsaklik, | —A —istatistiksel yakinsaklik, | —lacunary istatistiksel yakinsaklik ve

A' —istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilan yeni yakinsaklik tiirleri elde ettiler.



Yaklasim teorisinde 6nemli bir yeri olan ve literatiirde “Korovkin Teoremi” olarak
bilinen teorem, istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Gadjiev ve Orhan [15] tarafindan
genellestirilmistir. Bu ¢alismadan sonra, Duman vd. [7] ve Duman [8] sirasiyla A—
istatistiksel yakinsaklik ve | —yakinsaklik metotlarin1 kullanarak daha genel

Korovkin tipi yaklasim teoremleri elde etmislerdir.

Modiiliis fonksiyonlar1 yardimiyla bir¢ok dizi uzayi tanimlanmis ve bunlarin gesitli
ozellikleri bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir. Modiiliis fonksiyonu tanimi ilk kez

Nakano [31] tarafindan verilmistir. Daha sonra Ruckle [37], f modiiliis fonksiyonu
yardimiyla L( f) dizi uzayini tanimlamis ve bu dizi uzaymin bazi 6zelliklerini

incelemistir. Maddox [25], kuvvetli Cesaro toplanabilme taniminin bir genellesmesi

olan, modiiliise gore kuvvetli Cesaro toplanabilen dizilerin smifini W(f) olarak

tanimladi. Bu ¢alismadan sonra Cannor [5], Maddox [25] un tanimini, Cesaro matrisi

yerine herhangi negatif olmayan bir regiiler matris toplanabilme metodu alarak,

W (A, f ) toplanabilme tanimina genellestirdi.

Yiiksek lisans tezi olarak sunulan bu calismada, ideal kavrami kullanilarak daha
genel olan istatistiksel yakinsaklik ve toplanabilme metotlarinin tanimlanip
incelenmesi, bu yeni toplanabilme metodunun Korovkin yaklagim teoremi iizerinde
uygulamalarinin ¢alisilmasi, ¢ift indisli diziler i¢in agirlikli istatistiksel yakinsaklik
kavraminin tanimlanmasit ve ayrica modiiliis fonksiyonu yardimiyla yeni dizi

uzaylarmin tanitilmas1 amag¢lanmaktadir.

Yukarida belirttigimiz ama¢ dogrultusunda bu tezde oOncelikle, | —istatistiksel

yakinsaklik yardimu ile agirlikli istatistiksel yakisaklik ( S -yakinsaklik) kavraminin
bir genellesmesi olan ideal agirlikli istatistiksel yakisaklik (Sg (I )—yaklnsakhk)
kavrami tamitilmistir. Sonrasinda ise (N, pn)—toplanabilirlik ve istatistiksel
(N, pn)—toplanabilirlik kavramlarindan daha genel olan ideal (N, pn)—

toplanabilirlik (| —(l\_l, pn)—toplanabilirlik) kavrami1  tanimlanip, klasik ve

istatistiksel Korovkin teoremlerindeki yakinsaklik kosullarinin gerceklenmemesi



durumunda I—(l\_l, pn)—toplanabilirlik araciligr ile genel bir Korovkin yaklagim

teoremi elde edilmistir. Ayrica besinci bolimde, Sy —yakinsaklik kavrami ¢ift indisli

diziler i¢in tanimlanip, ¢ift indisli diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik ve Riesz
yakinsaklik kavramlar1 ile olan iliskisi arastirilmisti. Son olarak, modiiliis
fonksiyonu yardimiyla yeni dizi uzaylar1 tanimlanmis ve tanimlanan bu yeni uzaylar

iizerinde bazi bagmtilar incelenmistir.



BOLUM 2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde ¢calismamiza temel teskil edecek bazi temel kavramlara ve sonuglara yer
verilecektir. Ik kistmda bazi genel bilgiler yer alacaktir. Ikinci kisimda tek ve cift
indisli diziler i¢in istatistiksel yakinsaklik kavrami, ti¢clincii kisimda ise ideal ve ideal

yakinsaklik kavramlar1 verilecektir.
2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.

+: XxX > X T FxX > X
(X,y)>x+y (A, X) > A.x

fonksiyonlar1 Vo, e F ve VX, y,Z€ X igin

Ll) Xx+y=y+X

L2) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) ¥xe X i¢in X+6 =86+ X=X olacak sekilde bir & € X vardur.

L4) Vxe X igin x+(—x)=(-x)+Xx =8 olacak sekilde bir —x € X vardur.
L5) 1.x=Xx (Burada 1, F cisminin birim elamanidir.)

L6) a.(x+Yy)=ax+a.y

L7) (a+ B)x=ax+ X

L8) a.(Bx)=(a.B).x



sartlarini sagliyorsa (X + ) ticliisiine, F cismi {izerinde bir lineer uzay (veya vektor

uzay1) denir [19].

F =R alimirsa X e reel lineer uzay, F =C alinirsa X e kompleks lineer uzay adi

verilir.

Tamm 2.1.2. X, F cismi {izerinde bir lineer uzay ve M de X in bos olmayan bir

alt kiimesi olsun. Eger Va,f€F ve VX,yeM i¢in ax+ fyeM oluyorsa M ye

X in bir lineer alt uzay1 denir [19].
Tanmm 2.1.3. X bos olmayan bir kiime olsun.
d:XxX >R

doniistimii, VX, Y,z € X igin

M4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (licgen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyor ise, d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik ve bu durumda

(X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir [24].

Tanmm 2.1.4. X , F cismi (F =R veya F =C) {izerinde bir lineer uzay olsun.

l: X >R

x|

doniisimii, VX, y € X ve Va € F i¢in



N1) x| =0
N2) [X|=0 < x=6
N3) Jlex]| =[]

N4) ||X+ y|| < ||X|| +||y|| (liggen esitsizligi)

sartlarmi saghyorsa, || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X,||||) ikilisine de

normlu lineer uzay veya kisaca normlu uzay denir [2].

Tamm 2.1.5. (X,d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. V&>0 igin
m,n>n, oldugunda d(x,,x,)<e& olacak sekilde bir ny=n, (&) sayisi varsa, (x,)

dizisine Cauchy dizisi denir [2].

Tanmim 2.1.6. Bir (X,d) metrik uzayndaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite

sahip ise, bu (X,d) metrik uzayma tam metrik uzay denir [19].

Tanim 2.1.7. Eger (X,||||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi X iginde bir limite

sahip ise, bu (X ,||||) nomlu uzayina tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [19].

Tanmm 2.1.8. Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin kiimesini W ile gosterelim.

w kiimesi, Xx=(X,),y=(Y,)€W ve a bir skaler olmak iizere

x+y:(xk+yk)

ax=(ax,)

seklinde tanimlanan ikili iglemler ile bir lineer uzaydir. W uzayinin herhangi bir alt

lineer uzayina bir dizi uzay1 denir. Ornegin,

o0

0, ={x=(x)ew:sup|x|<oo
k



c= {x =(x)ew: lim x, mevcut}

coz{x=(xk)ew:lii[nxk =0}

uzaylar birer dizi uzayidir. (,, ¢ ve C, swasiyla smurh diziler uzayi, yakinsak

o0 9

diziler uzay1 ve sifir diziler uzay: olarak adlandirilir. (_, ¢ ve C, dizi uzaylari,

||X||O0 = Sup|xk| normuyla birlikte birer Banach uzayidir.
k

Tanim 2.1.9. X ve Y, W uzaymn iki alt kimesi ve A=(a, ) (n,k=12,...) reel

veya kompleks terimli bir sonsuz matris olmak tizere, bir x=(x,)e X dizisi ve her

n>1 i¢in
Yo =(AX) =>a,x
k=1

serisi yakinsak ise, AX:= ((Ax)n) doniisim dizisi (X in A-—doniisim dizisi)

mevcuttur denir.

Eger her xe X i¢in ((Ax)n) doniisiim dizisi mevcut ve ((Ax)n) €Y ise, 0 zaman A

matrisi X den Y ye bir matris doniisiimii tanimlar denir ve bu durum Ae ( X ,Y) ile

gosterilir.

Eger bir X dizisi i¢in AX doniisiim dizisi mevcut ve bir L sayisina yakinsak ise, X
dizisi L sayisina A—toplanabilirdir (veya A-—Ilimitlenebilirdir) denir ve bu durum

A—limx =L ile gosterilir.

Ozel olarak, X =Y =c olmak iizere Ae(c,c) ise A ya konservatif matris denir.

Ayrica her yakinsak x =(x,) dizisi i¢in Iilfn X =L oldugunda lim(Ax) =L kosulu



saglaniyor (yani A matris doniisiimii limiti koruyor) ise, bu durumda A regiiler

matris adin1 alir ve bu durum Ae (c, c; p) ile gosterilir [17].

Teorem 2.1.10. (Silverman-Toeptliz) Bir A=(ank) matrisinin regiiler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

0 4. =sup T | <o
neN "
(ii) Her sabit k i¢in lima,, =0
(iii) lim> a, =1
"k
kosullarinin saglanmasidir [17].
Simdi ise ¢ift indisli dizilerle ilgili bazi 6nemli bilgileri hatirlatalim.

Tamim 2.1.11. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak {izere,

f:NxN—> X
(i,j)—) f(i,j):xij

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna X de bir ¢ift indisli dizi denir.

Cift indisli dizilerin yakinsakligi 1ilk olarak Pringsheim [36] tarafindan

tanimlanmustir.

Tanim 2.1.12. x= (Xij) kompleks veya reel terimli bir ¢ift indisli dizi olmak tizere,

eger her £ >0 veher i, j >N igin

‘Xij —L‘<5



olacak sekilde bir N =N (6‘) e N sayisi varsa, X = (xij ) dizisi L sayisina Pringsheim

anlaminda yakinsaktir (veya P —yakinsaktir) denir. Buradaki L sayisina X dizisinin

P —limiti denir ve bu durum P-limx=L ile ifade edilir Tim Pringsheim

anlaminda yakinsak dizilerin kiimesi C, ile gosterilir [36].

Tanimm 2.1.13. x = (Xij) kompleks veya reel terimli bir ¢ift indisli dizi olmak iizere,

eger

||X||(oo,2) =sup ‘Xij ‘ <®
1]

oluyorsa, X dizisine simirlidir denir. Tiim sinirh ¢ift indisli dizilerin kiimesi (2 ile
gosterilir.
Uyan 2.1.14. Tek indisli diziler i¢in yakinsak her dizi smirhidir. Fakat Pringsheim

anlaminda yakinsak bir ¢ift indisli dizi, stnirli olmak zorunda degildir. Ornegin, genel

terimi

i, i=1
C

j
0, diger yerlerde
seklinde tanimli x =(x; ) dizisi igin P—limx =0, fakat bu dizi smirli degildir.

2.2. listatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda, hem tek hem de ¢ift indisli diziler i¢in istatiksel yakinsaklik kavrami

hatirlatilacaktir.

Tamm 2.2.1. Bir K< N kiimesi i¢in K ={k<n:keK} olmak iizere K|

kiimesinin eleman sayisini |Kn| ile gosterelim. Eger
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IimM
noon

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu (veya dogal yogunlugu)

denir ve &(K) ile gdsterilir.

(a,) pozitif tamsayilarin bir dizisi ve K = {ak ‘keN } olmak iizere §(K) mevcut

ise, bu durumda

5(K)=|ir§na1

n

dir [32].

Ornegin, 5(N)=l, 5({n2:neN}):0 ve 5({2n:neN}):5({2n+l:neN}):%

oldugu yogunluk tanimindan elde edilebilir. Ayrica dogal sayilar kiimesinin her bir

sonlu alt kiimesi sifir yogunlukludur. Bir Ac N kiimesi i¢in §(A) mevcut ise, bu

durumda
5(N\ A) :1—5(A)
esitligi gecerlidir [32].

Tanmm 2.2.2. X= (Xk) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >0 i¢in

K, = {k eN: |Xk - L| > 8} kiimesinin yogunlugu sifir, yani

.1
5({keN:|xk—L|25})=I|rr]nH{kSn:|xk—L|25H=O
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olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda X =(X,) dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve bu durum st —limx =L seklinde gosterilir [9].
Yakinsak diziler uzaymi C¢ ile ve istatistiksel yakinsak diziler uzaymi: st ile

gosterecek olursak, tanimdan ¢ < st dir. Fakat bunun Karsitinin her zaman dogru

olamayacag: asagidaki 6rnekte goriilmektedir.
Ornek 2.2.3. x=(x,) dizisi

2

X, = 1, k=m , (m=12..)
0, k=m?

seklinde tanimlansin. Her £ >0 igin

‘{kSn:|xk|Zg}‘sHk£n:xk;to}‘s%

oldugundan
.1 ) .1 ) . »\/n_
Ilgnﬁ{kSn.|xk|2g}‘sI|rr]nn|{k£n.xk¢O}|£I|£n—n =0

elde edilir. Boylece st—limx=0 elde edilir.

Ayrica Klasik Analizden biliyoruz ki yakinsak her dizi sinirlidir fakat istatistiksel

yakinsak dizilerin sinirli olmasi gerekmez. Simdi buna bir 6rnek verelim.

Ornek 2.2.4.

, (m=12..)

X

{«/E . k=m?

1, k#m?
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seklinde tanimlanan X =(X,) dizisi i¢in st—limx=1 dir ve fakat bu dizi sinirsiz ve

raksaktir.
Simdi de istatistiksel yakinsaklik kavramini cift indisli diziler i¢in tanitalim. Cift
indisli diziler igin istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen ve Edely [28]

tarafindan verilmistir.

Tammm 2.2.5. K NxN iki boyutlu pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi

olmak tlzere K, {(i, j) eK:i<m, j< n} kiimesinin eleman sayisini gostersin.

K
Eger [ﬂj dizisinin Pringsheim anlaminda bir limiti mevcut ise, bu durumda K
mn

kiimesi ¢ift dogal yogunluga sahiptir denir ve

K
52(K):P—mllinrgmﬁ

seklinde tanimlanir [28].

Ornegin, K = {(iz, j2) i, je N} kiimesini alalim. Bu durumda

K
8,(K)=P— lim ﬁSP— lim ﬁ;/ﬁ

=0

olup, K kiimesinin ¢ift dogal yogunlugu sifirdir. Bir bagka Ornek olarak,

{(i, 2j):i,je N} kiimesinin ¢ift dogal yogunlugu 1/2 dir.
Tanim 2.2.6. x = (Xij ) reel sayilarin bir ¢ift indisli dizisi olsun. Eger her &£ >0 igin
52({(i, j)eN? :‘xij - L‘ > g}) =0

veya denk olarak
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P—mlj]rllo%{(i,j):ism,jgn:‘xij—L‘Zg}‘:O

ise, bu durumda X dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum

st,—limx; =L seklinde yazilir. Tiim istatistiksel yakinsak ¢ift dizilerin kiimesi ise
)

S, ile gosterilir [28].

Uyan 2.2.7. (i) x :(Xij)dizisi P —yakinsak bir ¢ift dizi ise, bu durumda X dizisi

yakinsak oldugu ayni1 P —limit degerine istatistiksel yakinsaktir. Eger P—limx=L

ise, her £>0 igin en az bir N =N(g)eN says1 vardir dyle ki her i, j>N igin

‘Xij - L‘ < ¢ olur. Bu durumda
Ke={(i, ) eN*:|x; L2 e} < (Nx{L2,..,N-1}) U({L.2,...,N -1} xN)

olur. Boylece S, ve S, sonlu sayilar olmak iizere

Kinn <SM+s,n

mn —
yazilabilir. Bu ise X dizisinin istatistiksel yakinsak olmasini gerektirir.

(ii) Eger x:(xij) cift dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu L sayis1 bir

tektir.

(iii) Eger x= (Xij) cift dizisi istatistiksel yakinsak ise, bu durumda X dizisinin P —
yakinsak olmasi gerekmez. Ayrica smirli olmasi da gerekmez. Ornegin, X:(Xij)

dizisi

N
xij:{”’ M IET (mn=12,0)

1, diger yerlerde
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seklinde tanimlansin. Bu durumda, her £>0 igin H(l j) : ‘xij —1‘ > g}‘ < \/I- \/T

oldugundan st, —limx; =1 dir. Fakat x = (xij ) dizisi ne P —yakinsak ne de sinirlidir.
iV

2.3. ideal Kavram ve ideal Yakinsaklik

Bu kisimda ideal yakinsaklik (veya | —yakinsaklik)  kavrami hatirlatilacaktir.
Bunun i¢in Oncelikle ideal ve siizge¢ tanimlar1 verilecek, daha sonra da bu

kavramlarla ilgili ihtiya¢ duyuldugu 6l¢iide tanim ve teoremlere deginilecektir.

Tamm 2.3.1. X #J bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir 1 < 2* ailesi igin,

(i) Del
(i) A,Bel igin AUBel (toplamsallik)
(i) Ael ve Bc Aise Bel (kalitsallik)

sartlar1 saglaniyorsa, | ailesine X Ttzerinde bir ideal denir [22]

Tamm 2.3.2. Eger X ¢ | ise, | idealine 6z (non-trivial) ideal denir. Buna gore 2*

disindaki tiim idealler 6z idealdir [22].

Tamim 2.3.3. |, X de bir 6z (non-trivial) ideal olsun. Eger her x € X i¢in {X} el

ise, yani | 0z ideali X in tiim sonlu alt kiimelerini iceriyor ise, | idealine uygun

(admissible) ideal denir [21].

Tanim 2.3.4. X # & bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir F < 2" ailesi i¢in,
(1) DeF
(i) ABeF i¢cin AnBeF

(iii)) AeF ve AcB ise BeF

sartlar1 saglaniyorsa, F ailesine X iizerinde bir filtre (veya slizgec) denir [30].
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Asagidaki onerme ideal ve filtre kavramlar1 arasindaki iliskiyi ifade etmektir.

Onerme 2.3.5. X = bir kiime ve |, X de bir 6z ( non-trivial ) ideal olsun. Bu

durumda

F(1)={M c X :3Ae | vardir 6yle ki M = X \ A}

ailesi X iizerinde bir filtredir ve F(1) filtresine | ideali ile ilgili filtre denir [21].

Tanim 2.3.6. | = 2", N de bir 6z (non-trivial) ideal, X = (Xn) bir reel say1 dizisi ve

L € R olsun. Eger her & >0 igin,
A(g):{neN:|Xn—L|25}el

ise, bu durumda X dizisi L sayisina ideal yakinsaktir (veya | —yakinsaktir) denir ve

bu durum | —limx =L ile gosterilir [21].

Uyan 2.3.7. (i) |,, N dogal sayilar kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesi
olsun. Bu durumda |, bir uygun (admissible) idealdir ve | =1, icin ideal

yakinsaklik (| —yakinsaklik) klasik anlamda yakinsaklikla ¢akisir. Diger taraftan |
uygun ideal ise, klasik anlamda yakinsaklik | —yakinsaklig1 gerektirir [21].

@i 1, ={ACN:5(A)=O} sinifi N de bir uygun ideal olup, | =1, i¢in |-

yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir [21].



BOLUM 3. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Bu boliimde, ilk olarak tek indisli diziler i¢in Riesz doniisiimii, Riesz yakinsaklik,
Mursaleen vd. [29] tarafindan tanitilan agirlikls istatistiksel yakinsaklik (veya Sy —

yakinsaklik) ve Das vd. [6] tarafindan verilen | —istatistiksel yakinsaklik kavramlari

hatirlatilacaktir. Daha sonra ise, ideal kavrami kullanilarak S —yakinsaklik kavrami

genisletilecek ve bazi teoremler ispatlanacaktir.

3.1. Agirhkh Istatistiksel Yakinsakhk

Tanmm 3.1.1. (pn), hepsi birden sifir olmayan, negatif olmayan reel sayilarin bir

dizisi ve

n

P :Zpk =P tP+Pt... P, (n=1,2,3,...)

k=1

olsun. Bu durumda bir (x,) dizisi i¢in

1 n
t, (X) = F o P X

n

ile taniml (tn (X)) doniisiimiine X dizisinin Riesz doniisiimii veya Riesz ortalamasi

denir ve (N, pn) ile gosterilir [35].
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Bu tanimdan da goriilecegi gibi 1.mertebeden Cesaro ortalamasi, Riesz ortalamasinin

her neN i¢in p, =1 alinmasi 6zel haline karsilik gelir. Ayrica Riesz doniigtimiiniin

regiiler olmast i¢in gerek ve yeter sart N — oo iken P, — o0 olmasidir [35].

Bu calisma boyunca n— oo iken P, — oo alinacaktir ve ayrica yukaridaki 6zelliklere
sahip p= ( pn) dizilerinin smifi A ile gosterilecektir. Yani, p= ( pn) eA ise

p= ( P, ) , hepsi birden sifir olmayan, negatif olmayan reel sayilarin bir dizisidir.
Tamim 3.1.2. Verilen bir X = (Xk ) dizisi i¢in, eger
limt, (x)=L

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, X = (Xk) dizisi L sayisina (N, P, ) —toplanabilirdir

(veya Riesz yakinsaktir) denir ve bu durum X, — L( N, pn) ile gosterilir.

Eger her neN i¢in p, =1 alinir ise, bu durumda (N, pn)—toplanabilirlik (C,l)—

toplanabilirlige dontisiir.

Tanmim 3.1.3. Bir X = (Xk) dizisi verildiginde, eger
st—limt, (x)=L

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, X :(Xk) dizisi L sayisina istatistiksel (N, pn)—

toplanabilir denir [27].

Istatistiksel yakinsakligin bir genellesmesi olan agirlikli istatistiksel yakinsaklik
kavrami ilk olarak Karakaya ve Chishti [18] tarafindan verilmis ve fakat daha sonra

bu tanim Mursaleen vd. [29] tarafindan agagidaki gibi tekrar diizenlenmistir.
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Tamim 3.1.4. Bir X = (Xk) dizisi verildiginde, eger her £ >0 i¢in
Iimi‘{ks P,: p,|x —L|2g}‘=0
n Pn n k 17k

oluyor ise, X dizisi L sayisina agilikli istatistiksel yakinsaktir (veya Sg—

yakinsaktir) denir ve bu durum S —limx =L ile gosterilir [29].
3.2. S,\T(I )—Yaklnsakllk

Bu kisimda Tanim 3.1.2 ve Tanim 3.1.4 de verilen (N, pn)—toplanabilirlik ve

Sy —yakinsaklik kavramlarmi, N nin alt kiimelerinin bir uygun (admissible) ideali
aracihigt ile genellestirip | —(N, pn)—toplanabilirlik ve Sg ( | )—yakmsakhk

N

kavramlarini tanitacagiz.

Das vd. [6] tarafindan yapilan ¢alismada ideal kavrami kullanilarak istatistiksel
yakinsaklik kavramindan daha genel olan | —istatistiksel yakinsaklik kavrami

asagidaki sekilde verilmistir.

Tamim 3.2.1. | < 2" bir uygun (admissible) ideal ve X=(Xk) bir reel say1 dizisi

olsun. Eger her € >0 ve her & >0 igin,
{neN:l‘{kgnjx —L|Zg}‘25}el
n k

ise, X dizisi L sayisina | —istatistiksel yakinsaktir (veya S(I)—yak1nsakt1r) denir
ve bu durum S(1)-limx=L ile gosterilir. Tim | —istatistiksel yakinsak dizilerin

uzayi S(I) ile gosterilir [6].
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Uyan 3.2.2. Eger | =1, alinirsa, | —istatistiksel yakinsaklik kavrami, istatistiksel

yakinsaklik kavramu ile ¢akisir.

Tamim 3.2.3. | = 2" bir uygun (admissible) ideal ve Xx=(X,) bir reel say1 dizisi

olsun.
(i) Eger | — Iirmtn(x) =L ise, yani her £ >0 igin,
{neN: tn(x)—L‘Zg}e I
ise, X dizisi L sayisina | —(l\_l, pn)—toplanabilirdir denir ve bu durum

(N, pn)(l)—limX: L veya X, — L(I\_l, pn)(l) ile gosterilir.

(i) Eger her ¢ >0 i¢in,

{neN:%ipdxk—qz&}el

n k=1

ise, X dizisi L sayisma | —[N, pn]—toplanabilirdir (veya kuvvetli | —(l\_l, pn)—
toplanabilirdir) denir ve bu durum [l\_l, pn](l )—limx=L veya x — L[N, pn](l)

ile gosterilir.

Tamm 3.2.4. | = 2" bir uygun (admissible) ideal ve X=(X,) bir reel say1 dizisi

olsun. Eger her £ >0 ve her 6 >0 igin,

1
{neN:Fn‘{ksPn:pk|xk—L|25}‘25}el
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ise, X dizisi L sayisina agirlikli ideal istatistiksel yakinsaktir (veya SN(I)—

yakinsaktir) denir ve bu durum Sg (1)-limx=L veya X, — L(SN (1 )) ile gosterilir.

Uyar1 3.2.5. Tamim 3.2.4 de her keN i¢in p, =1 alinirsa, bu durumda S (1)-

N

yakinsaklik kavrami S ( | )— yakinsaklik kavramina indirgenir.

Uyarni 3.2.6. Eger 1=1, alwsak, bu durumda |—(N,p,)~toplanabilirlik,
I —[N, pn]—toplanabilirlik ve Sy (I )—yaklnsakhk kavramlari, sirasiyla (N, pn)—

toplanabilirlik, [N, P, ] —toplanabilirlik ve Sg —yakinsaklik kavramlari ile ¢akisur.

Sy (1), (N, pn)(l) ve [N, pn](l) ile sirastyla tim S (1)—yakinsak, I—(l\_l, pn)—

toplanabilir ve | — [ N, p, ] —toplanabilir dizilerin uzayini gosterecegiz.

Asagidaki teorem ile S (1)—yakinsaklik ve (l\_l, P, )(I )— toplanabilirlik kavramlari

N

arasindaki iliskiyi verecegiz.

Teorem 3.2.7. Her ke N igin p, |(xk - L)| <M olsun. Eger X, — L(S;(l)) ise bu

durumda x, — L(N, p,)(1) dir, fakat tersi gegerli degildir.

Ispat. e>0 sayist verilsin ve X, — L(S4(1)) olsun.
Ke (&) = {k <P p % —L|= g} ve K¢ (&)= {k <P i p % —L|< g} kiimelerini

tanimlayalim. Bu durumda,
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n

pk(Xk_L)‘ z pk(Xk_L)+% i pk(Xk_L)

=1 n k=1
kel Kpn( ) kngn(é.)

t,—L|= —Z P, X, —L‘

nkl n k=1

n

—Zpk(x %Zn)p(x

n kc=1
keKp (e)

IN
[EEY

;U

ke KPn< )

Si i pk|(xk_|—)| Z pk|(xk_|—)|

Pn k=1 n k=1
o o
1 < 1
Ll
P i3 P, ia
keken ) K )

elde ederiz. X, = L(Sy(l)) oldugundan
A(e)={neN: —\ k<P plx -Lzel[z=tel
M

dir. Eger ne (A(g))° ise, bu durumda
|'[n - L| <2¢

olur. Buradan ise
{neN:[t,—L|>2¢} = Ae)

elde ederiz. Son igermenin sag tarafindaki kiime | ya ait oldugundan, sol tarafindaki

kime de | ya aittir Dolayisiyla |—limt =L olup, ve buradan da

x, = L(N, p,)(1) sonucuna ulasiriz.
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Tersinin gegerli olmadigini géstermek igin 1 =1, ve her ke N igin p, =1 alalim.
Bu durumda | —( N, pn)—toplanabilirlik ve Sy (I )—yakmsakhk kavramlar1 sirastyla

(C,l)—toplanabilirlik ve istatistiksel yakinsaklik kavramina indirgenir. Simdi

X= (Xk ) dizisini

1, k=m?-m, m’—m+1...,m*-1

X, ={-m, k=m’ , (m=2,34,...)

0, diger yerlerde

seklinde tanimlayalim. Bu durumda X dizisi 0 sayisina (N, pn)—toplanabilir
olmasina ragmen S —yakinsak degildir [29]. Dolayisiyla yukaridaki se¢imlerimiz
g6z Oniine alindiginda X dizisi 0 sayisina | —(l\_l, pn)—toplanabilir olmasina ragmen

Sy (1) —yakinsak degildir sonucuna ulasiriz.

Teorem 3.2.8. (i) Eger xk—>L[N,pn](l) ise xk—>L(SN(I)) dir ve

[N, pn]( 1) = Sg (1) kapsamasi kuvvetlidir.

(i) Her keN icin p, |(xk—L)|£M olsun. Eger Xk—>L(SN(I)) ise

X —>L[N,p, (1) d.
(iii) Her k e N i¢in p, |(xk — L)| <M olsun. Bu durumda [l\_l, pn:l(l)z Sy (1) dur.

Ispat. (i) &>0 sayist  verilsihn  ve X — L[I\_l, pn](l ) olsun.
Kp (€)= {k <P, :p|x —L|= g} ve K¢ (&)= {k <P, p|x —L|< g} kiimelerini

tanimlayalim. Buna gore,



elde ederiz.
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X, — L[N, pn](l ) oldugundan son igermenin sag tarafindaki kiime | ya ait olur, ve

bu durumda sol tarafindaki kiime de | ya aittir. Dolayisiyla X, — L(SN(I))

sonucuna ulagiriz.

Simdi [N, pn](l )= Sy (1) kapsamasmnin kuvvetli oldugunu géostermek igin

asagidaki ornegi verelim:

|, bir uygun (admissible) ideal ve p, =k (k=1,2,...) olsun. x =(X,) dizisini

_ k=m?

X

{«/E,

0, k=m?

seklinde tanimlayalim.

, (m=12..)



24

Bu durumda

i‘{kgp ;pk|xk—0|25}‘£;—>0 (n—>oo iken)

n " n(n+1)
2
olur. Dolayistyla her ¢ >0 igin,
neN:—j k<P, X, —0|>¢gf|=20rcineN >0
{ n‘{ pk| K | }‘ } - n+1)
2

elde ederiz.

) 1
n—>ow iken ——
fn(n+1)
2

idealine ait olur, ve dolayisiyla sol taraftaki kiime de | idealine aittir. Bu ise

— 0 oldugundan son icermenin sag tarafindaki kiime |

X, —> O(SN (1 )) olmasidir. Fakat

Pizn: Pe|%e —O|:M—>oo (n— oo iken)
k=1

n

oldugundan x, 0[N, p, ](1) dr.
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(ii) & >0 sayis1 verilsin ve X, — L(SN (1 )) olsun. K (&)= {k <P p % —L|= g}

ve K (&) {k <P, pe|x —L|< g} kiimelerini tanimlayalim. Buna gore

olur. X, = L(S;(I)) oldugundan

A(s) = {neN —‘k<P Pe % —L|>g}‘zﬁ} I

dir. Eger ne (A(g))° ise, bu durumda

olur. Buradan ise

{neN —Zpk\ (%, —L)\>2g}cA( )

n—l

elde ederiz. Son igermenin sag tarafindaki kiime | ya ait oldugundan, sol tarafindaki

kiime de | ya aittir. Dolayisiyla X, — L[N, pn]( ) sonucuna ulasiriz

(iii) (1) ve (ii) nin direk sonucudur.
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Bu boliimdeki son teoremimiz de ise SN(I)—yaklnsakhk ve | —istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 arasindaki iliskiyi verelim.

Teorem 3.2.9. Kabul edelim ki lim 5 < oo olsun. Bu durumda,
non

(i) Eger her ke N igin p, 21 ve x, —L(Sy (1)) ise x = L(S(1)) du.
(ii) Eger her k e N i¢in p, <1 ve X, —)L(S(I)) ise X, = L(SN(I)) dir.

Ispat. Kabuliimiizden, K, < i} <K, olacak sekilde K, ve K, pozitif sabit sayilar
n

vardir.

(i) Her ke N icin p, 21 ve X, > L(SN (I )) olsun. Verilen & >0 sayisi igin
1‘{k<n'|x —L|>g}‘<1‘{k<n'p % —L|=&}]
ik =<n:x, zef| <k <nopx, >

s%‘{k <P, p % —L|z ¢}

K
s?:‘{k <P ip % —L= g}‘
ve boylece her 0 >0 sayisi igin

%‘{kSn:|xk—L|25}‘25 = %‘{ksPn:pk|xk—L|25}‘2

n

9
KZ
olur. Buradan ise

1 1 o
{nEN:H‘{kSn:|Xk_L|28}‘25}C{nEN:Fﬂ‘{kSPn:pk|Xk_L|2€}‘ZK_2}
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elde ederiz. x, — L(SN(I)) oldugundan son igermenin sag tarafindaki kiime |

idealine ait olur, ve dolayisiyla sol taraftaki kiime de | idealine aittir. Bu ise

X, — L(S(I)) olmasidir.

(i) Her k eN igin p, <1 ve x, — L(S(I )) olsun. Verilen & >0 sayisi igin
1‘{k<n-|x —L|>g}‘>1‘{k<n'p % —L|=&}]
Sfiksnilx -L[zej{zfik<n:px -Lfz

2%‘{k <P, p|x —L|25}‘

K
ZF:‘{k <P :p % —L|= g}‘
ve boylece her 0 >0 sayisi igin

1
E‘{ksPn:pk|xk—L|Zg}‘z§ = %‘{kSn:|xk—L|25}‘2Klé

n

olur. Buradan ise
1 1
{nEN:Fn‘{kSP” ; pk|xk—L|25}‘25}c{neN:H‘{k§n:|xk—L|25}‘2Klé}

elde ederiz. X, — L(S(I)) oldugundan son icermenin sag tarafindaki kiime |

idealine ait olur, ve dolayisiyla sol taraftaki kiime de | idealine aittir. Bu ise

X = L(Sg (1)) olmasidir.



BOLUM 4. GENELLESTIRILMIS KOROVKIN YAKLASIM
TEOREMI

Bu boliimde ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri hatirlattiktan sonra

Gadjiev ve Orhan [15] tarafindan verilen istatistiksel Korovkin yaklasim teoremini

I —( N, p, ) —toplanabilirlik yardimi ile gelistirecegiz.

4.1. Lineer Pozitif Operatorler

X wve Y iki fonksiyon uzayr olsun. Eger X den alimmus herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa, bu durumda

X uzayinda bir operator tanimlanmis olur ve

g(x)=L(f:x)
seklinde gosterilir. X uzayma L operatoriiniin tanim kiimesi denir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda  L(f;x)=g(x), Y wuzaymn bir elemam olup, g
fonksiyonlarnin kiimesine L operatériiniin deger kiimesi denir ve bu kiime R(L)

ile gosterilir. R(L) <Y oldugu agiktir [16].

Tamim 4.1.1. X ve Y lineer uzaylar olsun. L: X —Y operatorii, her f,ge X her

a,feR igin
L(af +B9;x)=al(f;x)+AL(g;X)
kosulunu sagliyor ise, bu durumda L operatoriine lineer operator denir [16].

Uyani 4.1.2. L, bir lineer operatdr olsun.
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L(0;x)=L(f(t)-f(t);x)
=L(f(t);x)—L(f(t):x)

=0
oldugundan L(0;x)=0 dur.

Tanim 4.1.3. X ve Y reel degerli fonksiyonlarin uzayi ve L:X —Y bir operator
olsun. L operatdrii pozitif degerli bir fonksiyonu yine pozitif degerli bir fonksiyona

doniistiriiyor ise yani X tamim uzaymdan alinan her f >0 fonksiyonu ig¢in
L(f ;X)ZO kosulu gergekleniyor ise, bu durumda L operatoriine pozitif operator

denir [16].
Lineer ve pozitif olan operatorlere lineer pozitif operator denir.

Uyan 4.1.4. L lineer pozitif operatdrii, negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara

doniistiiriir. Soyle ki f(x)<0 olsun. Her x€R igin —f(x)>0 olur. L pozitif
oldugundan L(—f;x)>0 dir. L lineer oldugundan —L(f;x)>0 olur. O halde

L(f;x)<0 dir.

Lemma 4.1.5. Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani bir L lineer pozitif

operatoril igin

esitsizligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki her xeR ig¢in f(x)<g(x) olsun. Bu durumda

g(x)—f(x)=0 olur. L operatérii pozitif oldugundan

L(g—f;x)=0
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olur. Ayrica L operatorii lineer oldugundan
L(g;x)—L(f;x)=0

dir. Dolayisiyla
L(g;x)=L(f;x)

gerceklenir. Bu durumda lineer pozitif L operatoriiniin monoton artan oldugu

ispatlanmais olur [16].

Lemma 4.1.6. L lineer pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda
L(E) <L 1)

esitsizligi saglanir.

ispat. Herhangi bir f fonksiyonu igin
—|f|< f <|f]

oldugu agiktir. L lineer pozitif operatorii monoton artan oldugundan
(- fx)< L) <L fl)

olur. L operatdrii lineer oldugundan
(| )<L (1) <L 1]:x)

yazilabilir. Buradan ise
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(<L (]
sonucu elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur [16].

Tanim 4.1.7. Kapali ve sonlu bir [a,b] aralig1 lizerinde tanimli ve siirekli tiim reel
degerli fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a,b] fonksiyon uzay: denir. f eC[a,b]

olmak tizere, C[a,b] uzay: iizerinde tamimli norm
[ 1., = sup [f (x)|
Xe[a,b]

seklinde tanimlanir. Bu norm ile birlikte C [a, b] uzayi, bir Banach uzay1 (yani, tam

normlu uzay) olur.
4.2. Korovkin Yaklasim Teoremi

Bu kisimda ilk olarak klasik ve istatistiksel Korovkin teoremlerini verecegiz ve daha

sonra bu teoremlerdeki pozitif lineer operatorler dizisi igin yakinsaklik kosullarinin

ger¢eklenmedigi durumda | —( N, p, ) —toplanabilirlik yardimi ile daha genel olan bir

Korovkin teoremini ispatlayacagiz.

Simdi literatiirde “Korovkin Teoremi” olarak bilinen ve yaklasim teorisinde énemli

bir yere sahip olan asagidaki teoremi hatirlayalim.

Teorem 4.2.1. L :C [a, b] —C [a, b] ile taniml (Ln ) , pozitif lineer operatorlerin bir

dizisi olsun. Bu durumda tim reel eksen tiizerinde simirli olan her f eC[a,b]

fonksiyonu i¢in

lim
n

L (1)~ f(x)], =0
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olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim||L, (f;x)-f(x). =0; f(x)=x',i=012
kosullarinin ger¢eklenmesidir [20].

Klasik Korovkin teoremi istatistiksel yakinsaklik kullanilarak Gadjiev ve Orhan [15]

tarafindan gelistirilmistir.

Teorem 4.2.2. L :C [a, b] —-C [a, b] ile tanimli (Ln ) , pozitif lineer operatorlerin bir

dizisi olsun. Bu durumda tim reel eksen lizerinde smirli olan her f eC[a,b]

fonksiyonu i¢in
st—lim||L,, (f;x)~f (x)] =0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

st—Ilim
n

L, (fsx)- (X)), =0; f(x)=x,i=012

kosullarinin ger¢ceklenmesidir [15].

Asagidaki Ornek Bernstein polinomlar dizisinin 4.2.1 ve 4.2.2 teoremlerini

gercekledigini gosterir.

Ornek 4.2.3. f €C[0,1] olmak iizere,

ile tanimlanan Bernstein polinomlar dizisi i¢in
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B,(Lx)=1

B, (t;x)=x

B (2 ;X=X
t°; X)=

n( x) Xt —

oldugundan [23], (Bn) pozitif lineer operatorler dizisi i¢in Teorem 4.2.1-4.2.2

gergeklenir.

43. |1 —( N, pn) —Toplanabilir Korovkin Yaklasim Teoremi

Bu kisimda Simdi I—(l\_l, pn)—toplanabilirlik yardimi ile daha genel olan bir

Korovkin teoremini ispatlayacagiz.

Teorem 4.3.1. T :C [a, b] -C [a, b] ile taniml (Tk) pozitif lineer operatorler dizisi

(N, pn)(l)—likaTk (Lx)-1 =0 4.1)
(N, pn)(l)—IiI[nHTk (tx)—x| =0 (4.2)
(N, pn)(l)—likaTk (tz;x)—xzuw =0 (4.3)

kosullarim1 sagliyor ise, bu durumda tiim reel eksen iizerinde sinirli olan her

f eC[a,b] fonksiyonu i¢in
(I\_l,pn)(l)—IiI[nHTk(f;x)—f(X)Hw:O (4.4)

olur.

Ispat. f fonksiyonu tiim reel eksen iizerinde smirli oldugundan her x € R i¢in
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[f(x)|<M
olacak sekilde bir M >0 sayis1 vardir. Buradan ise tiggen esitsizligi kullanilarak
£ (t)—F(X)|<|f(t)]+]f(x)|<2™ (4.5)

elde edilir. Ayrica f eC[a,b] oldugundan her £>0 i¢in en az bir §>0 sayisi

vardir, 0yle ki teR ve Xe [a, b] i¢in |t — X| <0 iken

[T (t)-f(x)<e (4.6)
olur.

(4.5) ve (4.6) esitsizliklerinden dolayr her te R ve X e [a, b] i¢in,
|f(t)—f(x)|<g+25—'\f(t—x)2 (4.7)

esitsizligi  gergeklenir. Ciinkii [t—X|<&  oldugunda |f (t)-f (X)| <& ve

25—|\£|(t—x)2 >0 oldugundan |f(t)— f (X)|<‘9+25—|\2/|(t—x)2 saglanir, [t—x|2 6

(t-x)

52

oldugunda ise >1 olacagindan i—hf(t — X)2 >2M esitsizligi saglanir. Bu

durumda & >0 oldugu igin (4.5) esitsizliginden (4.7) esitsizligi elde edilir.

T, lineer oldugundan
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:\Tk (f ()= f(x);x)+F(X)(T, (1 x)—1)\
dir. Burada tli¢gen esitsizligi kullanilarak
[T (F():%) = £ O[T (F()= £ ()i x)|+[ £ ()T (1))

elde edilir. T, lineer pozitif operatér oldugundan, Lemma 4.1.6 geregince

(£ (©):)= £ O] =T([F(0) = £ 00lx)+|F (Ol (%) -

esitsizligi saglanir. Ayrica hipotezimizden her X € R i¢in ‘ f (X)‘ <M oldugundan

T (F @)= £ 0] <T (£ (0 £ (0]5x)+ MIT, (5) -1
yazilabilir. Lemma 4.1.5 den T, monoton artan olup, (4.7) esitsizliginden

I ( (1):%)= ()| <T, £5+25—'\f(t—X)2 ;xj+lvl T (3%)-1 (438)

elde edilir. Ote yandan T, nm lineerliginden

T, (g+25—'\2/|(t—x)2;xj=Tk (&:x)+T, (2§_I\2/I(t_x)z;xj

=T, (L,x)+ 25—|\£|Tk ((t —x)’; x)

2M
=T, (LX) + =T (t —2xt+x*;x)

=T, (LX) +25—'\£|{Tk (%5 %) = 2xT, (£ %)+ X°T, (L x)}

:S(Tk (1, X)—l) +& +25_|\2/|{Tk (tz; X)— X2 _x2 4 2x2 — 2XTk (t; X)—I— Xsz (1, X)}
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=¢+&(T, (Lx)-1)+ M {Tk (t2; x) —X?+2x2 = 2XT, (t; X)+ X°T, (L, x) - x2}

52
=¢+e(T (L x)—1)+25—'\£|{(Tk (%) - )(2)_2x(Tk (t:x)=x)+x* (T (& x)—l)}

:g+(e+25—l\f+x2)(Tk (L x)—1)—45—'\£|x(Tk (t;x)—x)+25—|\£|(Tk (tZ;x)—XZ)

olur. Bu ifadenin (4.8) de yerine yazilmasiyla

T (F(t)i%)~ (X)‘55+(5+25—“£IX2+MJ‘Tk (Lx)-1

+45—|\£||x||Tk (t; x)—x|+25—'\;|‘Tk (t x)—xz‘

elde ederiz. a<Xx<b tizerinden supremum alinip, & nun keyfi pozitif say1 oldugu

kullanilirsa

o0

R ) LCCR

4M 2M
+?b||Tk (t;x)— x||w +?HTI< (tz; x)— NG

o0

< BT, (1)1 4|, (6:) x| +]r. (€:)-])

2
olur. Burada b =max|x| ve B:=max g+2M2b +M,2|\2/I ,4N2|b
xe[a,b] fo) o o

} dir. Son bulunnan
esitsizlikten

[T (f.x) P = (3)], <2+ B(T (23) P =1, [T (tx) P =],

+HTk (tz, x) D, _XZHOO) 4.9)
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elde edilir. (4.9) esitsizliginde T, (+x)p, yerine L, (5X)=—> T (;x)p, alip,

verilen r >0 sayis1 i¢in 77 <r olacak sekilde bir 77 >0 sayis1 segerek

o0

zr},

H ;:{meN:HLm(f;X)—f(X)H

H, ::{meN:HLm(fi;x)— fi(x)Hw zr_—n}, i=0,12

2
kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda (4.9) dan H U H, dir. (4.1), (4.2) ve (4.3)

i=0

2
den 1=0,1,2 i¢in H, €| dir. Boylece ideal tanimindan U H. €| ve dolayisiyla da

i=0

H el olur. Buradan ise her f e C[a,b] i¢in

(N, (1)~ tim[T, (F:x)- £ (x)], =0
sonucuna ulasiriz ve bu da ispat1 tamamlar.

Asagidaki ornekte verilen pozitif lineer operatorler dizisi i¢cin Teorem 4.3.1 in
kosullart saglanmasina ragmen Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 nin kosullar

gerceklenmez.

Ornek 4.3.2. Tersinin gegerli olmadigimi gostermek igin 1 =1, ve her neN igin

p, =1 alalim. u= (un) dizisi Teorem 3.2.7 de tanimlandig1 gibi

1L, n=m’—-m, m>—m+1...,m*-1
u =<{-m, n=m? , (m=2,34,...)
0, diger yerlerde
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ile tanimlansin [29]. Bu durumda X dizisi klasik anlamda yakinsak ve istatistiksel

yakinsak olmamasina ragmen, 0 sayisina | —( N, pn)—toplanabilirdir.

Simdi ise bir (Tn) pozitif lineer operatdrler dizisini

T,:C[01]—>C[0,1], T,(f;x)=(1+u,)B,(f;x)

ile tanimlayalim. Burada (Bn), Ornek 4.2.3 de verilen Bernstein polinomlar

dizisidir. Boylece

T,(Lx)-1=u,
T, (t;x)—x=u,x
2 2
T, (t%%)-x° =un[x2+x_x }rx—x
n n

olur. Bu durumda (Tn) dizisi (4.1), (4.2) ve (4.3) kosullarii gergekler. Boylece

Teorem 4.3.1 den her f €C[0,1] i¢in
(N p, )(1)=lim|T, (f:x)—  (x)], =0

dir. Diger taraftan B (f;0)=f(0) oldugundan T, (f;0)=(1+u,)f(0) dir.

Buradan

T.(f;0)-f(0)=u,

T, (f:x)—f(x)] =

elde ederiz. Boylece u=(u,) dizisinin, klasik ve istatistiksel limiti sifir

T, (%)= fi(x)

olmadigindan 1=0,1,2 igin (l\_l, pn)(l)—lim

, ne klasik ne

o0
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istatistiksel anlamda sifira gitmez. Bu durumda (Tn) dizisi i¢in Teorem 4.2.1 ve

Teorem 4.2.2 uygulanamaz. Yani Teorem 4.3.1 daha genel bir sonuctur.



BOLUM 5. CIFT INDIiSLi DIZiLER ICIN AGIRLIKLI
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde, ilk olarak cift indisli diziler i¢in Riesz doniisiimii ve Riesz yakinsaklik

kavramlar1 hatirlatilacaktir. Daha sonra ise Mursaleen vd. [29] tarafindan tanitilan
agirhikli istatistiksel yakinsaklik (Sg —yakinsaklik) kavrami ¢ift indisli dizilere

genisletilecek ve bazi teoremler ispatlanacaktir.

Cift indisli diziler icin Riesz yakinsaklik kavrami Alotaibi ve Cakan [1] tarafindan
asagidaki gibi tanitilmistir.

Tanmm 5.1. = (qi) ve p =(p j), hepsi birden sifir olmayan, negatif olmayan reel

sayilarin bir dizisi olsun.
Qu=D.0,=0,+0, +...+0G, ve P, =Y p,=p+p,+...+p,
i=1 =1

olmak tizere, bir X = (Xij ) dizisi i¢in ¢ift Riesz ortalamasi

1 l m n
=D 4P

ton (X) =
( ) Qm Pn i=1 j=1

ile tanimlanir. Eger

P—limt® (x)=L
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olacak sekilde bir L sayis1 varsa, bu durumda X dizisi L sayisina Riesz yakinsaktir

denir [1].

Uyar 5.2. Eger her ieN i¢in ¢; =1 ve her jeN i¢in p; =1 alinirsa, bu durumda

Riesz ortalama kavrami Cesaro ortalama kavramina ve Riesz yakinsaklik kavrami

Cesaro yakinsaklik kavramina indirgenir [1].

Bu c¢alisma boyunca, bir X=(xij) dizisinin L sayisina Riesz yakinsak olma

durumunu X dizisi L sayisina (N,qm, pn)—toplanabilirdir seklinde ifade edecegiz

P
ve bu durumu X; —>L(N,qm, pn) seklinde yazacagiz. Tiim Riesz yakinsak (yani

(N, Qs Py, ) —toplanabilir) dizilerin uzayini ise (l\_l, Q> pn) ile gosterecegiz.

Tanmim 5.3. X = (Xij ) bir ¢ift dizi olmak tizere, eger

—Im——ZZq P, ‘x“ ‘

n i=1 j—l

olacak sekilde bir L sayist varsa, bu durumda X =(Xij) dizisi L sayisina kuvvetli

Riesz yakinsaktir (veya kuvvetli (N, (o8 pn)—toplanabilirdir veya [N,qm, pn]—

P
toplanabilirdir) denir ve bu durum X; — L[N + O s pn] ile ifade edilir.
Tiim kuvvetli (N, d.» P, ) —toplanabilir dizilerin uzay1 [N, (o | pn] ile gosterilir.

Simdi ise Mursaleen vd. [29] tarafindan tamitilan Sy —yakinsaklik kavramini ¢ift

indisli dizilere genisleterek S; —yakinsaklik kavramini tanitalim.

Tanim 5.4. X = (Xij ) bir ¢ift dizi olmak iizere, eger her £ >0 i¢in
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P—Iimim%n {(i,j):ist, <P, :qipj‘xij—L‘Zg}‘:O

m,n

olacak sekilde bir L sayisi varsa, X:(Xij) dizisi L sayisina agirlikli istatistiksel
P
yakinsaktir (veya Sy —yakinsaktir) denir ve bu durum X; —>L(Sﬂmn) veya

SNm,n —limx =L ile gosterilir.

Tim S; -yakinsak dizilerin uzaym Sg ile gosterecegiz. Eger her ieN i¢in

0, =1 veher jeN i¢in p; =1 alinirsa, Sg  uzayr S, uzayma indirgenir.

Asagidaki teoremde S; —yakinsaklik ve (N,qm, pn)—toplanabilirlik kavramlari

arasindaki iliskiyi verecegiz.

P
Teorem 5.5. Her i, jeN igin q;p; ‘Xij —L‘S M olsun. Eger X; —>L(Sﬂmn) ise bu

P
durumda x; — L( N,q,,, pn) dir, fakat tersi gecerli degildir.

p
Ispat. >0 say1sl verilsin ve X; —>L (SN ) olsun.

K(e):= {(i, j):1<Q,, j<P, :qp, ‘xij —L‘Ze} dersek, X; —P>L(SNM) oldugundan

—Ilm——|K | 0 olur. Buna gore,
m,n
m n

1 1 m n
mn( - ‘_ Q_an; J:lqi pjxij _L‘
l l m n
Q—m;n;j_lqi p; (% _L)‘
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1 1 m n 1 1 m n
“lo P ZZQ. p; (X —L) +—— ZZQ. p; (Xij _L)
m n =1l j=1 m n i=1l j=1

j
(i.i)=K(e) (i.1)eK(s)

P
olur ve burada m,n—oo igin limite gegilirse t (x)—>L elde edilir. Dolaysiyla

P
X; — L( N,q,, pn) sonucuna ulasiriz.
Simdi tersinin gegerli olmadigin1 gostermek i¢in asagidaki drnegi verelim:

Her i, j e N igin g; =1 ve p; =1 olsun. x=(x; ) dizisini

ile tanimlansin. Buna gore

11
—I|m—— X. =P-lim—== X; =0
"o P 2 qp i mnmn;;qp

oldugundan X dizisi 0 sayisina (N,qm, pn)—toplanabilirdir. Fakat X dizisi S; -

yakinsak degildir. Boylece ispat tamamlanir.
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Uyar1 5.6. Teorem 5.5 de q;p; k( L ‘S M sart1 kaldirilirsa, S; —yakinsak bir

ij N,
dizinin (N,qm, pn)—toplanabilir olmasi gerekmez. Bunu gdstermek ic¢in asagidaki

ornegi verecegiz.
Ornek 5.7. Her i, je N igin g, =1 ve p; =] olsun. x= (xij) dizisini

i=1
j=1
diger yerlerde

1

I
X =<1,
0,
seklinde tanimlayalim. Bu durumda

P—lniin%{(i, j):i<Q,, i<P, :qipj‘xij—L‘ZgH

m n

:P—Iim—1 [m+n(n+1)—ljzo
mnn(n+1)
m

oldugundan, X dizisi 0 sayisma Sy —yakinsaktir. Fakat

1 1 &Y : 1 n(n+1)(2n+1)
P—lim—=— p.X: =PI -1
M 22 4P = P-lim— e [m+

limiti sonsuz oldugundan x dizisi (N,d,, p, ) - toplanabilir degildir.

Teorem 5.8. (i) Eger X; —P>L[N,qm, pn] ise X; —P> L(Sﬂm,n) dir ve [N,qm, pn] c Svan

kapsamas1 kuvvetlidir.



45

P
(ii) Her i, jeN igin qp; ‘xij - L‘S M olsun. Eger X; %L(Sﬂm,n) ise bu durumda

P _ P —
X —> L[N o pn] dir ve dolayisiyla x; — L(N o pn) olur.

. P
Ispat. i e>0 sayl1sl verilsin ve X: —>L (S q ) olsun.

K(g)iz{(i, j):i<Q,, i<P, :qp, ‘Xij —L‘Zg} dersek,

118 113y L1y
QR axthk g g XAkt g g 2 anb oY
m 'n m n(i]j)EK(g) " n('l}*'g(;")

> p el D<o <R rap -+

P
olur ve burada m,n — co i¢in limite gegilirse X; — L(SN ) sonucuna ulasiriz.

[N, O pn] c S kapsamasinin kuvvetli oldugunu gostermek igin, her i, j € N i¢in

g, =1 ve p;=]j olsun. X:(Xij) dizisini Ornek 5.7 deki gibi tammlayalim. Bu

durumda X dizisi 0 sayisina S; —yakisaktir ve fakat X dizisi 0 sayisina

[N.q,, p, |- toplanabilir degildir.

p
(i) >0 sayist verilsin ve X; > L (Svan ) olsun.

K(e):= {(i, j):1<Q,, j<P, :qp, ‘xij —L‘Ze} dersek, X; —P>L(SNm‘n) oldugundan

_lr!m——‘K ‘ 0 olur. Buna gore,
m n 11 oo L o
= —— L - =
m n ;;q p ‘ ! ‘ Qm IDn ;;q p ‘XIJ ‘ +Qm IDn ;;q p ‘XU ‘

(i.i)=K(e) (i.i)eK(e)
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sQ—lmI:)inMH(i,j):ngm,jsPn :qipj‘xij —L‘Zg}‘+g

P
olur ve burada m,n — oo igin limite gegilirse X; —>L[N,qm, pn] ve dolayisiyla da

P _
X; —> L( N,d,, pn) sonucuna ulasiriz.

Bu boliimdeki son teoremimizde S; —yakinsaklik ve st, —yakinsaklik kavramlar

arasindaki iliskiyi verecegiz.
Q. . P

Teorem 5.9. lim—" <o ve lim— < o olsun. Bu durumda,
mom non

(i) Eger her i, jeN igin ¢, 21 ve p; >1 ise, bu durumda Sy —limx=L iken

st, —limx=L dir.

(ii) Eger her i,jeN icin ¢ <1 ve p; <1 ise, bu durumda st,—limx=L iken

Sy —limx=L dur.

. . . Qm Pn 1

Ispat. Kabuliimiizden, K, <" <K, ve M, < <M, olacak sekilde K, K,, M,
m n

ve M, pozitif sabit sayilart vardir.

() Her i, jeN icin ¢; 21 ve p; >1 olsun. & >0 verilsin ve S —limx=L olsun.

Bu durumda

%%{(i,j):ism,jsn:‘xij—L‘zg}‘g%%‘{(i,j):iSm,jsn:qipj‘x“—L‘Zg}‘

S%%‘{(I J):i<Qu i <P iap; | —L‘Zg}‘
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K, M

- Qm Pn

2 {(l j):11<Q,, <P, :qipj‘xij —L‘Zg}‘
olur ve buradan st, —limX =L sonucuna ulasiriz.

(i) Her i, jeN igin ¢, <1 ve p; <1 olsun. £>0 verilsin ve st,—limx=L olsun.

Bu durumda

%%{(l j)rism, j<n:x, _L‘>g}‘>——{lj sm, j<nigp;|x; - ‘>g}‘
>_—{|j ):i<Q,, j<P,: qp‘x“ ‘— }‘
S EEELBDI

olur ve buradan S; —limx =L sonucuna ulasiriz.
m,n



BOLUM 6. MODULUS FONKSiYONU YARDIMIYLA
TANIMLANMIS YENI DiZi UZAYLARI

Bu béliimde gerek duyulan bazi temel tanim ve teoremler hatirlatildiktan sonra

modiiliis fonksiyonu yardimiyla yeni dizi uzaylari tanitilacaktir.
6.1. Modiiliis Fonksiyonu ve Bazi Ozellikleri

Tamm 6.1.1. f :[0,50) —[0,0) fonksiyonu

i) f(x)=0 < x=0

i) f(x+y)<f(x)+f(y), (herx,y=0icin)
iii) f artan

iv) f, x=0 noktasinda sagdan siirekli

sartlarin1 sagliyorsa, f fonksiyonuna modiiliis fonksiyonu denir [31].

(ii) ve (iv) Ozelliklerinden dolayr f modiiliis fonksiyonu [O,oo) aralig1 tizerinde

siireklidir. Ayrica her neN igin f (nx)<nf (x) dir. Buradan

f(x)=f (nx%)s nf [%)

ve dolayisiyla
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elde edilir.

Bir modiiliis fonksiyonu smnirli veya sinirsiz olabilir. Ornegin, f (X) =—1 sinirl1,
X+

f (x)=x" (0< p<1) smirsiz bir modiiliis fonksiyonudur.

Ruckle [37], f modiiliis fonksiyonu yardimiyla

= {r=(x): 3] <o}

dizi uzayini

L(f)={x:(xk):if(|xk|)<oo}

k=1

dizi uzayma genellestirerek bu dizi uzaymin cesitlik 6zelliklerini incelemistir. Daha
sonra modiiliis fonksiyonu Maddox [25], Connor [5], Pehlivan ve Fisher [33,34],
Savas [39] ve pek ¢ok diger kaynaklarda calisilmistir.

Simdi daha sonra kullanacagimiz lemmalar1 verelim.

_f(t
Lemma 6.1.2. f, bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda IlmL = [ limiti

tow t

mevcuttur [26].

Lemma 6.1.3. f, bir modiiliis fonksiyonu ve 0<d6 <1 olsun. Bu durumda her

x>0 igin f(x)<2f (1) dir [34].
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6.2. [N_X, P, f] Dizi Uzay1

Bu kisimda Belen ve Mohiuddine [3] tarafindan tanitilan (Nl, pn)—toplanabilirlik

ve SNX —yakinsaklik kavramlarim1 verdikten sonra modiiliis fonksiyonu yardimiyla

[N Py f ] dizi uzaymi tanimlayip bu uzay iizerinde bazi bagintilar inceleyecegiz.

A= (ﬂn) azalmayan, sonsuza iraksayan ve

Aa<A 1l A=1

n

kosulunu gercekleyen bir pozitif tamsayilar dizisi ve p= ( pn) €A (yanip= ( P, ) ,
negatif olmayan reel sayilarin p, >0 kosulunu saglayan bir dizisi) olsun. Verilen bir

x=(x,) dizisi i¢in 1, =[n—2, +1,n] olmak iizere

1
F’/1n :=Zpk—)oo (n—)oo) gn;:_Zpkxk
kel, Pﬂn kel,

tanimlansin.

Tanim 6.2.1. Verilen bir X = (Xk ) dizisi i¢in,

(i) Eger limo, =L oluyor ise, X dizisi L sayisina (Nl, pn)—toplanabilirdir denir

ve bu durum x, — L(N,, p, ) ile gdsterilir.

(i) Eger !mpiz Pe|% —L|=0 oluyor ise, X dizisi L sayisina kuvvetli
Iy kely

(l\_l/l, pn)—toplanabilirdir denir ve bu durum x, — L[Nl, pn] ile gosterilir. Tim

kuvvetli (N 2 Py ) —toplanabilir dizilerin kiimesi [N . pn] ile gosterilir [3].
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Tamim 6.2.2. Bir Xx= (Xk) dizisi verildiginde, eger her &£ >0 i¢in
li 1 k<P, :
|£n€‘{ <P, P - L 25}‘ =0

oluyor ise, X dizisi L sayisma agirlikli A —istatistiksel yakinsaktir (veya Sy —
yakinsaktir) denir ve bu durum Sy —limx =L ile gosterilir. Tim Sy —istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilir [3].

Simdi ise yeni dizi uzaylarimizi tanitalim.

Tanim 6.2.3. f bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere, bir L sayis1 igin

[Nl,pn,f]:{x:(xk):linmpizf(pk|xk—L|):0}

m,pn,f]f{x <xk>:ngnizf<pk|xk|)=o}

dizi uzaylarimi tanimlayalim.

Uyan 6.2.4. Eger Tanim 6.2.3 de f(X)zX modiiliis fonksiyonu alinirsa, bu

durumda [I\_lk, P, f]=[l\_lx, pn] ve [I\_IA, P, f] =[NA, pn] elde edilir. Burada

[N, p, ], :{x:(xk):linmpiz pk|xk|:0}

A kely
dir.

Teorem 6.2.5. [Nﬂ, o f] ve [Ni, o f:|0 uzaylar birer lineer uzaydir.
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Ispat. Biz burada yalmzca [Nl, [ f] uzaymin bir lineer uzay oldugunu
gosterecegiz. [Nl, P, f]o uzaymin da lineer oldugu benzer sekilde gosterilebilir.
x,ye[N,,p,, f ] (burada x, > L[N, p,, f]vey >L[N,p,f])veapeC

olsun. @, eC oldugundan |a|<M, ve |B|<M, olacak sekildle M, ve M,

tamsayilar1 vardir. Bu durumda,

Pi > f ( DX + BY, —(aL+ﬂL')D

Iy kely

_P—Z f (pk| (ax —aL)+(By, - BL)

s%kzlf(pkq(a aL)|+|(By. - AL))

_ % kzl f(Pe|(x —aL)|+ b |(BY, - AL))
:ééf(pk|a(xk—L)|+pk|,3(yk_|-'))
Sék;(f(pk‘a(xk_qmf(pk\ﬂ(yk—L')\))
:Tg( (pelallx ~ L)+ £ (p, Ay, ~L1))
S%k;(f(.ok|v|a|xk_L|)+f(|oklvlﬂ|yk—L’|))
SN CUSR U WICTAE)

el, ;,nkl

esitsizligi elde edilir. Burada n— oo igin limite gegilirse X —L[N,,p,, f] ve
y, >L[N, p, f] oldugundan ax +By, —(aL+BL)[N, p, f] olur ve

dolayisiyla ax+ gy e[Nl, Pps f] olur. Boylece [N;,' P, f] uzaymnin bir lineer

uzay oldugu ispatlanmis olur.
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Simdiise [N, p,, f | ve [N, p, | dizi uzaylar: arasindaki iliskiyi inceleyelim.
Teorem 6.2.6. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda,

[N}M pn:l CI:NA! pn’ f:'
kapsamasi ger¢eklenir.

Ispat. xe[ N, p, | olsun. Bu durumda

olacak sekilde bir L sayist vardir. £>0 verilsin ve her te[O, 5] icin f(t)<g
olacak sekilde bir 0<&<1 sayisi segelim. K, (8)={k<P, :p|x —L|>5}

kiimesini tanimlayalim. Bu durumda, Lemma 6.1.3 den

() =o X F(RsL) o 2 F(ps-L)

2y kel kel, A kel
kEKP;‘n(S) kEKPln (¢)

P!
<2f(1)s 1s,,La(F;ng)

elde edilir. Burada n—oo i¢in limite gegilirse Pi Z f (pk |Xk - L|) — 0 olur ve
Ay kely

dolayisiyla X e [Nl, P, f] elde ederiz. Boylece [Nl, pn] CI:NA, P, f} icermesi
gerceklenir.
ft)_

Teorem 6.2.7. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Eger !imT =L£>0 ise
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I:Nli pn’ f]:[mﬂn pn]
dir.

Ispat. Teorem 6.2.6 da [Nx, pn]c[ﬂk, P, f] oldugu ispatlandig1 icin, burada

sadece [N,,p,, f]<[N,,p,|  oldufunu gosterecegiz. xe[N,,p,, f] ve

f(t
Iim¥:ﬁ>0 olsun. S>>0 oldugundan, her t>0 igin f(t)>pt dir. Bu

tow

durumda,

1 1 1
P_Z f (pk|Xk_L|)ZP_Z,Bpk|Xk_L|:ﬂP_Z pk|Xk_L|
Ay kel 2 Kely A, kely

dir. Boylece x e [N " pn] edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

f(t)

Asagidaki Ornekte, Teorem 6.2.7 deki f =!imT>0 kosulunun ihmal

edilemeyecegini gosterecegiz.
Ornek 6.2.8. f(x)=In(1+x) modiliis fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda

t—oo

f(t
ﬂ:Iim¥:O dir.
Her k e N i¢in p, =1 olsun ve x=(X,) dizisi

P, k=n-21 +1
[

0 , diger yerlerde

seklinde tanimlansin.

Bu durumda
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Pizf(pk|xk|):m(1;ﬁn)_>o (n—>o)

Ay kel, n

oldugundan x [N, p,, f | elde edilir. Fakat

1 A
— X|=—"—1 n— oo
Pznk;:pdd 2 ( )

dir ve dolayisiyla da x ¢ [l\_l i pn] dir.

Teorem 6.2.9. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda,

I:Nﬂ’ Py f:'CSNﬂ
kapsamasi gergeklenir.

Ispat. x e [Ni, p,, f ] olsun. O halde

olacak sekilde bir L sayisi vardir. & >0 verilsin. K, (&)= {k <P, ip % L2 g}

dersek,

() =om X (AL o 2 F(ps-L)

2y kel A kel A kel
kEKP;‘n(S) ker}Lﬂ(e‘)

1
ZP_ >, f(plx L)

kel,

kerA.n (¢)
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2% f (g)‘{kg P, : pk|xk—L|25}‘

olur. Burada n—o icin limite gegilirse XeSy elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 6.2.10. f bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu durumda, Sg =[Ni, P, f:l

olmasi igin gerek ve yeter sart f nin sinirli olmasidir.

Ispat. xe Sy, ve f siurliolsun. f smurl oldugundan, her x>0 icin f (x)<M
olacak sekilde bir M >0 sayi1sl vardir. e>0 verilsin.

K (&)= {k <P, :p % —L|> 8} dersek, bu durumda

n

1 1 1
2 f(px-L)=5- > f(pfx-t)+5 2 f(pfx L)
Pﬂn kel, Pjﬂkkeln() P,Qﬂ keln()

S%‘{ks P, : pk|xk—L|2g}‘+ f(e)

olur ve burada n—oo igin limite gegilirse Xe[N_l, Py f] elde edilir. Ayrica,
Teorem 6.2.9 da gbz Oniine alimirsa; boylece f simirli modilis fonksiyonu igin

Sy, = [Nl, p,, f ] oldugu gosterilmis olur.

Simdi S =[Ni, [} f:| olsun. Biz f modiilis fonksiyonunun sinirli oldugunu
gosterecegiz. Aksine kabul edelim ki f smirsiz olsun. Bu durumda i=12,... i¢in
f(pt)= P, olacak sekilde pozitif sayilarin bir 0<t; <t, <...<t; <... dizisi vardr.

n=12,...i¢in n<P, olsun ve x=(xk) dizisini
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t,, n—,/P +1<k<n
xkz{k &

0, diger yerlerde

seklinde tanimlayalim.

Bu durumda,

Pi‘{ksPln ; pk|xk|25}‘£@—>0 (n— )
I n

olur. Buradan xeS; dir ve fakat Xe[ﬂl, Pns f] dir. Bu ise Sy :[Nl, [ f]

olmasiyla gelisir. Dolayisiyla kabulimiiz yanlis olup, f sinirlidir. Boylece ispat

sonlanir.
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