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ÖZET 

 

 

Anahtar kelimeler: Ġstatistiksel yakınsaklık, Ġdeal yakınsaklık, Toplanabilme, Dizi 

uzayı, Çift indisli dizi, Korovkin tipi yaklaĢım teoremi, Modülüs fonksiyonu.

 

Yüksek lisans tezi olarak sunulan bu çalıĢma altı bölümden oluĢmaktadır. Tezin ilk 

bölümü, konunun tarihi geliĢimini ve hazırlanan çalıĢmanın kısa bir taslağını içeren 

giriĢ bölümüdür. 

 

Ġkinci bölümde, istatistiksel yakınsaklık, ideal yakınsaklık kavramları ve bazı temel 

tanımlar hatırlatılmıĢtır. Tezin orijinal olan sonuçları üçüncü, dördüncü, beĢinci ve 

altıncı bölümlerde verilmiĢtir. 

 

Üçüncü bölümde,  N
S I yakınsaklık ve  , nI N p  toplanabilirlik kavramları 

tanıtılıp bu kavramlar arasındaki iliĢkiler incelenmiĢtir. 

 

Dördüncü bölümde, klasik Korovkin yaklaĢım teoremi I  N , pn  toplanabilirlik 

kavramı kullanılarak daha genel bir Ģekilde elde edilmiĢtir.

 

BeĢinci bölümde, çift indisli diziler için ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık (
,m nN

S 

yakınsaklık)  ve toplanabilme metodu tanıtılıp, bu kavramlar arasındaki iliĢki ve 

ayrıca 
,m nN

S yakınsaklık kavramı ile istatistiksel yakınsaklık ve Riesz yakınsaklık 

kavramları arasındaki iliĢki çalıĢılmıĢtır. 

 

Son bölümde ise, modülüs fonksiyonu yardımıyla yeni dizi uzayları tanımlanmıĢ ve 

tanımlanan bu yeni uzayların üzerinde bazı kapsama bağıntıları incelenmiĢtir. 
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SOME TYPES OF CONVERGENCE AND ITS APPLICATIONS 
TO APPROXIMATION THEORY  

 

 

SUMMARY 

 

 

Keywords: Statistical convergence, Ideal convergence, Summability, Sequence 

space, Double sequence, Korovkin type approximation theorem, Modulus function. 

 

This thesis consists of six chapters. The first chapter of the thesis is the introduction 

chapter and it includes historical background of the subject and also a brief overview 

of the study.

 

In the second chapter, some basic definitions and the concepts of statistical           

convergence and ideal convergence have been recalled. The original results of the 

thesis have been given in the third, fourth, fifth and sixth chapters.
 

In the third chapter, the concepts of  N
S I convergence and  , nI N p 

summability have been introduced and also some relations between these concepts 

have been examined. 

 

In the fourth chapter, using the concept of  , nI N p summability, classical 

Korovkin approximation theorem has been obtained in more general form. 

 

In fifth chapter, weighted statistical convergence ( S
Nm ,n

 I  convergence) and 

summability method for double sequence have been introduced, and the relations 

between these methods have been examined and also the relations between 

S
Nm ,n

 I   convergence and the concepts of statistical convergence and Riesz 

convergence have been studied.

 

In the final chapter, some new sequence spaces have been defined through a modulus 

function and some inclusion relations of these sequence spaces have been 

investigated. 

 
 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 1. GĠRĠġ 

 

 

Toplanabilme teorisinin en geniĢ uygulama ve araĢtırma alanlarından biri, 1951 

yılında birbirinden bağımsız olarak Fast [9] ve Steinhaus [43] tarafından tanımlanan 

istatistiksel yakınsaklık metodudur. Bu yakınsaklık tipi klasik anlamda yakınsaklığın 

bir genelleĢmesi olup, pozitif tamsayı kümelerinin doğal yoğunluğu kavramına 

dayanmaktadır. Ġstatistiksel yakınsaklık günümüze kadar çok sayıda matematikçi 

tarafından üzerinde çalıĢılmıĢ ve halen çalıĢılmakta olan bir konudur. Özellikle 

Schoenberg [42], Šalát [38], Freedman ve Sember [10], Fridy [11,12], Cannor [4], 

Fridy ve Orhan [13,14] gibi birçok matematikçi istatistiksel yakınsaklığın geliĢimine 

önemli katkılarda bulunmuĢtur. 

 

Mursaleen ve Edely [28] istatistiksel yakınsaklık kavramını çift indisli dizilere 

geniĢletmiĢlerdir. Bu çalıĢmalarında Mursaleen ve Edely [28] çift indisli dizilerin 

istatistiksel yakınsaklığı tanımını ve çift indisli diziler için istatistiksel Cauchy dizisi 

tanımını verip, istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli Cesáro toplanabilir çift indisli 

diziler arasındaki iliĢkiyi incelediler. 

 

Kostyrko vd. [21] ideal kavramını kullanarak, klasik yakınsaklığın ve istatistiksel 

yakınsaklığın bir genelleĢmesi olan ideal yakınsaklık ( I  yakınsaklık) kavramını 

tanımladılar. I yakınsaklık,  pozitif tamsayılar kümesinin alt kümelerinin bir I  

ideali kavramına dayanır.    

 

SavaĢ ve Das [40], Das vd. [6] ve SavaĢ vd. [41] istatistiksel yakınsaklık,  

istatistiksel yakınsaklık, lacunary istatistiksel yakınsaklık ve A istatistiksel 

yakınsaklık kavramlarını idealler aracılığı ile genelleĢtirilip, I  istatistiksel 

yakınsaklık, I   istatistiksel yakınsaklık, I  lacunary istatistiksel yakınsaklık ve 

AI  istatistiksel yakınsaklık olarak adlandırılan yeni yakınsaklık türleri elde ettiler.
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YaklaĢım teorisinde önemli bir yeri olan ve literatürde “Korovkin Teoremi” olarak 

bilinen teorem, istatistiksel yakınsaklık yardımı ile Gadjiev ve Orhan [15]  tarafından 

genelleĢtirilmiĢtir. Bu çalıĢmadan sonra, Duman vd. [7] ve Duman [8] sırasıyla A  

istatistiksel yakınsaklık ve I  yakınsaklık metotlarını kullanarak daha genel 

Korovkin tipi yaklaĢım teoremleri elde etmiĢlerdir.           

  

Modülüs fonksiyonları yardımıyla birçok dizi uzayı tanımlanmıĢ ve bunların çeĢitli 

özellikleri birçok yazar tarafından incelenmiĢtir. Modülüs fonksiyonu tanımı ilk kez 

Nakano [31] tarafından verilmiĢtir. Daha sonra Ruckle [37], f  modülüs fonksiyonu 

yardımıyla   L f  dizi uzayını tanımlamıĢ ve bu dizi uzayının bazı özelliklerini 

incelemiĢtir. Maddox [25], kuvvetli Cesàro toplanabilme tanımının bir genelleĢmesi 

olan, modülüse göre kuvvetli Cesàro toplanabilen dizilerin sınıfını  W f  olarak 

tanımladı. Bu çalıĢmadan sonra Cannor [5], Maddox [25] un tanımını, Cesàro matrisi 

yerine herhangi negatif olmayan bir regüler matris toplanabilme metodu alarak, 

 ,W A f  toplanabilme tanımına genelleĢtirdi. 

 

Yüksek lisans tezi olarak sunulan bu çalıĢmada, ideal kavramı kullanılarak daha 

genel olan istatistiksel yakınsaklık ve toplanabilme metotlarının tanımlanıp 

incelenmesi, bu yeni toplanabilme metodunun Korovkin yaklaĢım teoremi üzerinde 

uygulamalarının çalıĢılması, çift indisli diziler için ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık 

kavramının tanımlanması ve ayrıca modülüs fonksiyonu yardımıyla yeni dizi 

uzaylarının tanıtılması amaçlanmaktadır. 

 

Yukarıda belirttiğimiz amaç doğrultusunda bu tezde öncelikle, I  istatistiksel 

yakınsaklık yardımı ile ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık (
N

S -yakınsaklık) kavramının 

bir genelleĢmesi olan ideal ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık (  N
S I yakınsaklık) 

kavramı tanıtılmıĢtır. Sonrasında ise  , nN p  toplanabilirlik ve istatistiksel 

 , nN p  toplanabilirlik kavramlarından daha genel olan ideal  , nN p 

toplanabilirlik (  , nI N p  toplanabilirlik) kavramı tanımlanıp, klasik ve 

istatistiksel Korovkin teoremlerindeki yakınsaklık koĢullarının gerçeklenmemesi 
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durumunda  , nI N p  toplanabilirlik aracılığı ile genel bir Korovkin yaklaĢım 

teoremi elde edilmiĢtir. Ayrıca beĢinci bölümde, 
N

S  yakınsaklık kavramı çift indisli 

diziler için tanımlanıp, çift indisli diziler için istatistiksel yakınsaklık ve Riesz 

yakınsaklık kavramları ile olan iliĢkisi araĢtırılmıĢtır. Son olarak, modülüs 

fonksiyonu yardımıyla yeni dizi uzayları tanımlanmıĢ ve tanımlanan bu yeni uzaylar 

üzerinde bazı bağıntılar incelenmiĢtir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 2. GENEL BĠLGĠLER 

 

 

Bu bölümde çalıĢmamıza temel teĢkil edecek bazı temel kavramlara ve sonuçlara yer 

verilecektir. Ġlk kısımda bazı genel bilgiler yer alacaktır. Ġkinci kısımda tek ve çift 

indisli diziler için istatistiksel yakınsaklık kavramı, üçüncü kısımda ise ideal ve ideal 

yakınsaklık kavramları verilecektir. 

 

2.1.  Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1.1. X  boĢ olmayan bir küme ve F  bir cisim olsun. 

 

 

:

     ,

X X X

x y x y

  

 
                      

 

:

   , .

F X X

x x 

  


 

 

fonksiyonları , F    ve , ,x y z X   için 

 

L1) x y y x    

L2)    x y z x y z      

L3) x X   için x x x      olacak Ģekilde bir X   vardır. 

L4) x X   için    x x x x        olacak Ģekilde bir x X   vardır. 

L5) 1.x x     (Burada 1, F  cisminin birim elamanıdır.) 

L6)  . . .x y x y      

L7)  . . .x x x       

L8)    . . . .x x      
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Ģartlarını sağlıyorsa  , ,.X   üçlüsüne, F  cismi üzerinde bir lineer uzay (veya vektör 

uzayı) denir [19]. 

 

F   alınırsa X   e reel lineer uzay, F   alınırsa X  e kompleks lineer uzay adı 

verilir. 

 

Tanım 2.1.2. X , F cismi üzerinde bir lineer uzay ve M  de X  in boĢ olmayan bir 

alt kümesi olsun. Eğer , F    ve ,x y M   için x y M    oluyorsa M  ye 

X  in bir lineer alt uzayı denir [19]. 

 

Tanım 2.1.3. X  boĢ olmayan bir küme olsun. 

 

:d X X   

 

dönüĢümü, , ,x y z X   için 

 

M1)  , 0d x y   

M2)  , 0  d x y x y    

M3)    , ,d x y d y x  

M4)      , , ,d x y d x z d z y       (üçgen eĢitsizliği) 

 

Ģartlarını sağlıyor ise, d  fonksiyonuna X  üzerinde bir metrik ve bu durumda 

 ,X d  ikilisine de bir metrik uzay denir [24]. 

 

Tanım 2.1.4. X , F  cismi ( F   veya F  ) üzerinde bir lineer uzay olsun. 

 

. :

       

X

x x




 

 

dönüĢümü, ,x y X   ve F   için 
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N1) 0x   

N2) 0  x x     

N3) x x   

N4) x y x y       (üçgen eĢitsizliği) 

 

Ģartlarını sağlıyorsa, .  fonksiyonuna X  üzerinde bir norm ve  , .X  ikilisine de 

normlu lineer uzay veya kısaca normlu uzay denir [2]. 

 

Tanım 2.1.5.  ,X d  bir metrik uzay ve  nx , X  de bir dizi olsun. 0   için 

0,m n n  olduğunda  ,m nd x x   olacak Ģekilde bir  0 0n n   sayısı varsa,  nx  

dizisine Cauchy dizisi denir [2]. 

 

Tanım 2.1.6. Bir  ,X d  metrik uzayındaki her Cauchy dizisi X  içinde bir limite 

sahip ise, bu  ,X d  metrik uzayına tam metrik uzay denir [19]. 

 

Tanım 2.1.7. Eğer  , .X  normlu uzayında her Cauchy dizisi X  içinde bir limite 

sahip ise, bu  , .X  nomlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir [19]. 

 

Tanım 2.1.8.  Reel veya kompleks terimli tüm dizilerin kümesini w  ile gösterelim. 

w  kümesi,    ,k kx x y y w    ve   bir skaler olmak üzere 

 

 k kx y x y    

 kx x 
 

 

Ģeklinde tanımlanan ikili iĢlemler ile bir lineer uzaydır. w  uzayının herhangi bir alt 

lineer uzayına bir dizi uzayı denir. Örneğin, 

 

  : supk k
k

x x w x       



7 
 

 
 

  : lim  mevcutk k
k

c x x w x    

  0 : lim 0k k
k

c x x w x     

 

uzayları birer dizi uzayıdır.  , c  ve 0c  sırasıyla sınırlı diziler uzayı, yakınsak 

diziler uzayı ve sıfır diziler uzayı olarak adlandırılır.  , c  ve 0c  dizi uzayları, 

sup k
k

x x

  normuyla birlikte birer Banach uzayıdır. 

 

Tanım 2.1.9. X  ve Y , w  uzayının iki alt kümesi ve  nkA a   , 1,2,n k   reel 

veya kompleks terimli bir sonsuz matris olmak üzere, bir  kx x X   dizisi ve her 

1n   için 

 

 
1

: :n nk kn
k

y Ax a x




    

 

serisi yakınsak ise,   :
n

Ax Ax  dönüĢüm dizisi ( x  in AdönüĢüm dizisi) 

mevcuttur denir. 

 

Eğer her x X  için   n
Ax  dönüĢüm dizisi mevcut ve   n

Ax Y  ise, o zaman A  

matrisi X  den Y  ye bir matris dönüĢümü tanımlar denir ve bu durum  ,A X Y  ile 

gösterilir. 

 

Eğer bir x  dizisi için Ax  dönüĢüm dizisi mevcut ve bir L  sayısına yakınsak ise, x  

dizisi L  sayısına A toplanabilirdir (veya A limitlenebilirdir) denir ve bu durum 

limA x L   ile gösterilir. 

 

Özel olarak, X Y c   olmak üzere  ,A c c  ise A  ya konservatif matris denir. 

Ayrıca her yakınsak  kx x  dizisi için lim k
k

x L  olduğunda  lim
nn

Ax L  koĢulu 
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sağlanıyor (yani A  matris dönüĢümü limiti koruyor) ise, bu durumda A  regüler 

matris adını alır ve bu durum  , ;A c c p  ile gösterilir [17]. 

 

Teorem 2.1.10. (Silverman-Toeptliz) Bir  nkA a  matrisinin regüler olması için 

gerek ve yeter Ģart  

 

(i) : sup nk
n k

A a




     

(ii) Her sabit k  için lim 0nk
n

a    

(iii) lim 1nk
n

k

a    

 

koĢullarının sağlanmasıdır [17]. 

 

ġimdi ise çift indisli dizilerle ilgili bazı önemli bilgileri hatırlatalım. 

 

Tanım 2.1.11. X  boĢ olmayan herhangi bir küme olmak üzere, 

 

   

:

      , , ij

f X

i j f i j x

 

 
   

 

Ģeklinde tanımlanan f  fonksiyonuna X  de bir çift indisli dizi denir. 

 

Çift indisli dizilerin yakınsaklığı ilk olarak Pringsheim [36] tarafından 

tanımlanmıĢtır.  

 

Tanım 2.1.12.  ijx x  kompleks veya reel terimli bir çift indisli dizi olmak üzere, 

eğer her 0   ve her ,i j N  için  

 

ijx L     
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olacak Ģekilde bir  N N    sayısı varsa,  ijx x  dizisi L  sayısına Pringsheim 

anlamında yakınsaktır (veya P yakınsaktır) denir. Buradaki L  sayısına x  dizisinin  

P  limiti denir ve bu durum limP x L   ile ifade edilir. Tüm Pringsheim 

anlamında yakınsak dizilerin kümesi 2c  ile gösterilir [36]. 

 

Tanım 2.1.13.  ijx x  kompleks veya reel terimli bir çift indisli dizi olmak üzere, 

eğer 

 

 ,2
,

sup ij
i j

x x


     

 

oluyorsa, x  dizisine sınırlıdır denir. Tüm sınırlı çift indisli dizilerin kümesi 2


 ile 

gösterilir. 

 

Uyarı 2.1.14. Tek indisli diziler için yakınsak her dizi sınırlıdır. Fakat Pringsheim 

anlamında yakınsak bir çift indisli dizi, sınırlı olmak zorunda değildir. Örneğin, genel 

terimi 

 

,    1

,     1 

0,    diğer yerlerde

ij

j i

x i j




 



  

 

Ģeklinde tanımlı  ijx x  dizisi için lim 0P x  , fakat bu dizi sınırlı değildir.  

 

2.2.  Ġstatistiksel Yakınsaklık

 

Bu kısımda, hem tek hem de çift indisli diziler için istatiksel yakınsaklık kavramı 

hatırlatılacaktır. 

 

Tanım 2.2.1. Bir K   kümesi için  : :nK k n k K    olmak üzere nK  

kümesinin eleman sayısını nK  ile gösterelim. Eğer 
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lim
n

n

K

n
  

 

limiti mevcut ise, bu limit değerine K  kümesinin yoğunluğu (veya doğal yoğunluğu) 

denir ve  K  ile gösterilir. 

 

 ka  pozitif tamsayıların bir dizisi ve  :kK a k   olmak üzere  K  mevcut 

ise, bu durumda 

 

  lim
n

n

n
K

a
    

 

dir [32]. 

 

Örneğin,   1  ,   2 : 0n n    ve      
1

2 : 2 1:
2

n n n n       
 
 

olduğu yoğunluk tanımından elde edilebilir. Ayrıca doğal sayılar kümesinin her bir 

sonlu alt kümesi sıfır yoğunlukludur. Bir A  kümesi için  A  mevcut ise, bu 

durumda 

 

   \ 1A A     

 

eĢitliği geçerlidir [32]. 

 

Tanım 2.2.2.  kx x  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0   için 

 : : kK k x L       kümesinin yoğunluğu sıfır, yani 

 

    
1

: lim : 0k k
n

k x L k n x L
n

            
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olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa, bu durumda x  xk   dizisi L  sayısına istatistiksel

yakınsaktır denir ve bu durum st  lim x  L  Ģeklinde gösterilir [9].

 

Yakınsak diziler uzayını c   ile ve istatistiksel yakınsak diziler uzayını st   ile 

gösterecek olursak, tanımdan c st  dir. Fakat bunun karĢıtının her zaman doğru 

olamayacağı aĢağıdaki örnekte görülmektedir. 

 

Örnek 2.2.3. x  xk   dizisi

 

 
2

2

1   ,    
   ,    1,2,...

0  ,     
k

k m
x m

k m

 
 



  

 

Ģeklinde tanımlansın. Her 0   için 

 

   : : 0k kk n x k n x n        

 

olduğundan  

 

   
1 1

lim : lim : 0 lim 0k k
n n n

n
k n x k n x

n n n
         

 

elde edilir. Böylece lim 0st x   elde edilir. 

 

Ayrıca Klasik Analizden biliyoruz ki yakınsak her dizi sınırlıdır fakat istatistiksel 

yakınsak dizilerin sınırlı olması gerekmez. ġimdi buna bir örnek verelim. 

 

Örnek 2.2.4.  

 

 
2

2

   ,    
   ,    1,2,...

   1   ,     
k

k k m
x m

k m

 
 


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Ģeklinde tanımlanan  kx x  dizisi için lim 1st x   dir ve fakat bu dizi sınırsız ve 

ıraksaktır. 

 

ġimdi de istatistiksel yakınsaklık kavramını çift indisli diziler için tanıtalım. Çift 

indisli diziler için istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen ve Edely [28] 

tarafından verilmiĢtir. 

 

Tanım 2.2.5. K    iki boyutlu pozitif tamsayılar kümesinin bir alt kümesi 

olmak üzere 
,m nK ,    , : ,  i j K i m j n    kümesinin eleman sayısını göstersin. 

Eğer 
,m nK

mn

 
 
 

 dizisinin Pringsheim anlamında bir limiti mevcut ise, bu durumda K  

kümesi çift doğal yoğunluğa sahiptir denir ve 

 

  ,

2
,
lim

m n

m n

K
K P

mn



    

 

Ģeklinde tanımlanır [28].  

 

Örneğin,   2 2, : ,K i j i j   kümesini alalım. Bu durumda 

  

  ,

2
, ,
lim lim 0

m n

m n m n

K m n
K P P

mn mn


 
       

 

olup, K  kümesinin çift doğal yoğunluğu sıfırdır. Bir baĢka örnek olarak, 

  ,2 : ,i j i j  kümesinin çift doğal yoğunluğu 1/ 2  dir. 

 

Tanım 2.2.6.  ijx x  reel sayıların bir çift indisli dizisi olsun. Eğer her 0   için 

 

   2

2 , : 0iji j x L       

 

veya denk olarak 
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  
,

1
lim , : , : 0ij

m n
P i j i m j n x L

mn



        

 

ise, bu durumda x  dizisi L  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve bu durum 

2
,

lim ij
i j

st x L   Ģeklinde yazılır. Tüm istatistiksel yakınsak çift dizilerin kümesi ise 

2S  ile gösterilir [28]. 

 

Uyarı 2.2.7. (i)  ijx x dizisi P yakınsak bir çift dizi ise, bu durumda x  dizisi 

yakınsak olduğu aynı P  limit değerine istatistiksel yakınsaktır. Eğer limP x L   

ise, her 0   için en az bir   N N    sayısı vardır öyle ki her ,i j N  için 

ijx L    olur. Bu durumda 

 

        2: , : 1,2, , 1 1,2, , 1ijK i j x L N N            

 

olur. Böylece 1s  ve 2s  sonlu sayılar olmak üzere  

 

, 1 2m nK s m s n    

 

yazılabilir. Bu ise x  dizisinin istatistiksel yakınsak olmasını gerektirir. 

 

(ii) Eğer  ijx x  çift dizisi bir L  sayısına istatistiksel yakınsak  ise, bu L  sayısı bir 

tektir. 

 

(iii) Eğer  ijx x  çift dizisi istatistiksel yakınsak ise, bu durumda x  dizisinin P 

yakınsak olması gerekmez. Ayrıca sınırlı olması da gerekmez. Örneğin,  ijx x  

dizisi 

 

 
2 2,    ,    

   ,    , 1,2,
1,     diğer yerlerde

ij

ij i m j n
x m n

  
  

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Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda, her 0   için    , : 1iji j x i j    

olduğundan 2
,

lim 1ij
i j

st x   dir. Fakat  ijx x  dizisi ne P yakınsak ne de sınırlıdır. 

 

2.3.  Ġdeal Kavramı ve Ġdeal Yakınsaklık 

 

Bu kısımda ideal yakınsaklık (veya I  yakınsaklık)   kavramı hatırlatılacaktır.    

Bunun için öncelikle ideal ve süzgeç tanımları verilecek, daha sonra da bu 

kavramlarla ilgili ihtiyaç duyulduğu ölçüde tanım ve teoremlere değinilecektir. 

 

Tanım 2.3.1. X   bir küme olsun. X  in alt kümelerinin bir 2XI   ailesi için, 

 

(i) I   

(ii) ,A B I  için A B I     (toplamsallık)  

(iii) A I  ve B A  ise B I    (kalıtsallık)  

 

Ģartları sağlanıyorsa, I  ailesine X  üzerinde bir ideal denir [22] 

 

Tanım 2.3.2. Eğer X I  ise, I  idealine öz (non-trivial) ideal denir. Buna göre 2X  

dıĢındaki tüm idealler öz idealdir [22].  

 

Tanım 2.3.3. I , X  de bir öz (non-trivial) ideal olsun. Eğer her x X  için  x I  

ise, yani I  öz ideali X  in tüm sonlu alt kümelerini içeriyor ise, I  idealine uygun 

(admissible) ideal denir [21]. 

 

Tanım 2.3.4. X   bir küme olsun. X  in alt kümelerinin bir 2XF   ailesi için,  

 

(i) F   

(ii) ,A B F  için A B F      

(iii) A F  ve A B  ise B F     

 

Ģartları sağlanıyorsa, F  ailesine X  üzerinde bir filtre (veya süzgeç) denir [30].  
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AĢağıdaki önerme ideal ve filtre kavramları arasındaki iliĢkiyi ifade etmektir. 

 

Önerme 2.3.5. X   bir küme ve ,I  X  de bir öz ( non-trivial ) ideal olsun. Bu  

durumda  

 

( ) { :  vardır öyle \ A}ki F I M X A I M X       

 

ailesi X  üzerinde bir filtredir ve  ( )F I  filtresine I  ideali ile ilgili filtre denir [21]. 

 

Tanım 2.3.6. 2I  ,  de bir öz (non-trivial) ideal,  nx x  bir reel sayı dizisi ve  

L  olsun. Eğer her 0   için, 

 

   : nA n x L I        

 

ise, bu durumda x  dizisi L  sayısına ideal yakınsaktır (veya I  yakınsaktır) denir ve  

bu durum limI x L   ile gösterilir [21]. 

 

Uyarı 2.3.7. (i) 
fI ,  doğal sayılar kümesinin tüm sonlu alt kümelerinin ailesi 

olsun. Bu durumda 
fI  bir uygun (admissible) idealdir ve 

fI I  için ideal 

yakınsaklık ( I yakınsaklık) klasik anlamda yakınsaklıkla çakıĢır.  Diğer taraftan I

uygun ideal ise, klasik anlamda yakınsaklık I  yakınsaklığı gerektirir [21]. 

 

(ii)   : 0I A A     sınıfı  de bir uygun ideal olup, I I  için I 

yakınsaklık istatistiksel yakınsaklık ile çakıĢır [21]. 

 

 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 3. GENELLEġTĠRĠLMĠġ ĠSTATĠSTĠKSEL 

                    YAKINSAKLIK 

 
 

 

Bu bölümde, ilk olarak tek indisli diziler için Riesz dönüĢümü, Riesz yakınsaklık, 

Mursaleen vd. [29] tarafından tanıtılan ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık   (veya 
N

S 

yakınsaklık) ve Das vd. [6] tarafından verilen I  istatistiksel yakınsaklık kavramları 

hatırlatılacaktır. Daha sonra ise, ideal kavramı kullanılarak 
N

S  yakınsaklık kavramı 

geniĢletilecek ve bazı teoremler ispatlanacaktır. 

 

3.1. Ağırlıklı Ġstatistiksel Yakınsaklık

 

Tanım 3.1.1.  np , hepsi birden sıfır olmayan, negatif olmayan reel sayıların bir 

dizisi ve 

 

 1 2 3

1

   ,    1,2,3,
n

n k n

k

P p p p p p n


         

 

olsun. Bu durumda bir  nx  dizisi için  

 

 
1

1
:

n

n k k

kn

t x p x
P 

    

 

ile tanımlı   nt x  dönüĢümüne x  dizisinin Riesz dönüĢümü veya Riesz ortalaması 

denir ve  , nN p  ile gösterilir [35]. 
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Bu tanımdan da görüleceği gibi 1.mertebeden Cesâro ortalaması, Riesz ortalamasının 

her n  için 1np   alınması özel haline karĢılık gelir. Ayrıca
 
Riesz dönüĢümünün 

regüler olması için gerek ve yeter Ģart n  iken nP   olmasıdır [35].  

 

Bu çalıĢma boyunca n  iken nP   alınacaktır ve ayrıca yukarıdaki özelliklere 

sahip  np p  dizilerinin sınıfı   ile gösterilecektir. Yani,  np p   ise 

 np p , hepsi birden sıfır olmayan, negatif olmayan reel sayıların bir dizisidir.    

 

Tanım 3.1.2. Verilen bir  kx x  dizisi için, eğer 

 

 lim n
n

t x L   

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa,  kx x  dizisi L  sayısına  , nN p  toplanabilirdir 

(veya Riesz yakınsaktır) denir ve bu durum   ,k nx L N p  ile gösterilir. 

 

Eğer her n  için 1np   alınır ise, bu durumda  , nN p  toplanabilirlik  ,1C 

toplanabilirliğe dönüĢür. 

 

Tanım 3.1.3. Bir  kx x  dizisi verildiğinde, eğer 

 

 lim n
n

st t x L    

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa,  kx x  dizisi L  sayısına istatistiksel  , nN p 

toplanabilir denir [27]. 

 

Ġstatistiksel yakınsaklığın bir genelleĢmesi olan ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık 

kavramı ilk olarak Karakaya ve Chishti [18] tarafından verilmiĢ ve fakat daha sonra 

bu tanım Mursaleen vd. [29] tarafından aĢağıdaki gibi tekrar düzenlenmiĢtir. 
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Tanım 3.1.4. Bir  kx x  dizisi verildiğinde, eğer her 0   için 

 

 
1

lim : 0n k k
n

n

k P p x L
P

      

 

oluyor ise, x  dizisi L  sayısına ağırlıklı istatistiksel yakınsaktır (veya 
N

S 

yakınsaktır) denir ve bu durum lim
N

S x L   ile gösterilir [29]. 

 

3.2.     S
N  I Yakınsaklık

 

Bu kısımda Tanım 3.1.2 ve Tanım 3.1.4 de verilen   N , pn  toplanabilirlik ve

S
N
 yakınsaklık kavramlarını,  nin alt kümelerinin bir uygun (admissible) ideali 

aracılığı ile genelleĢtirip I  N , pn  toplanabilirlik ve S
N  I yakınsaklık

kavramlarını tanıtacağız.

 

Das vd. [6] tarafından yapılan çalıĢmada ideal kavramı kullanılarak istatistiksel 

yakınsaklık kavramından daha genel olan I  istatistiksel yakınsaklık kavramı 

aĢağıdaki Ģekilde verilmiĢtir. 

 

Tanım 3.2.1. I  2  bir uygun (admissible) ideal ve x  xk   bir reel sayı dizisi

olsun. Eğer her   0  ve her   0  için,

 

 
1

: : kn k n x L I
n

 
 

      
 

  

 

ise, x  dizisi L  sayısına I  istatistiksel yakınsaktır (veya  S I yakınsaktır) denir 

ve bu durum   limS I x L   ile gösterilir. Tüm I  istatistiksel yakınsak dizilerin 

uzayı  S I  ile gösterilir [6]. 
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Uyarı 3.2.2. Eğer 
fI I   alınırsa, I  istatistiksel yakınsaklık kavramı, istatistiksel 

yakınsaklık kavramı ile çakıĢır. 

 

Tanım 3.2.3. 2I   bir uygun (admissible) ideal ve  kx x  bir reel sayı dizisi 

olsun.  

 

(i) Eğer lim ( )n
n

I t x L   ise, yani her 0   için, 

 

  : nn t x L I      

 

ise, x  dizisi L  sayısına  , nI N p  toplanabilirdir denir ve bu durum 

  , limnN p I x L   veya   ,k nx L N p I  ile gösterilir. 

 

(ii) Eğer her 0   için, 

 

1

1
:

n

k k

kn

n p x L I
P




 
    

 
   

 

ise, x  dizisi L  sayısına , nI N p    toplanabilirdir (veya kuvvetli  , nI N p 

toplanabilirdir) denir ve bu durum  , limnN p I x L      veya  ,k nx L N p I     

ile gösterilir. 

 

Tanım 3.2.4. 2I   bir uygun (admissible) ideal ve  kx x  bir reel sayı dizisi 

olsun. Eğer her 0   ve her 0   için, 

 

 
1

: :n k k

n

n k P p x L I
P

 
 

      
 
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ise, x  dizisi L  sayısına ağırlıklı ideal istatistiksel yakınsaktır (veya  N
S I 

yakınsaktır) denir ve bu durum   lim
N

S I x L   veya   k N
x L S I  ile gösterilir. 

 

Uyarı 3.2.5. Tanım 3.2.4  de her k  için pk 1 alınırsa, bu durumda S
N  I 

yakınsaklık kavramı S  I yakınsaklık kavramına indirgenir.

 

Uyarı 3.2.6. Eğer 
fI I  alırsak, bu durumda  , nI N p  toplanabilirlik, 

, nI N p    toplanabilirlik ve  N
S I yakınsaklık kavramları,  sırasıyla  , nN p 

toplanabilirlik, , nN p    toplanabilirlik ve 
N

S  yakınsaklık kavramları ile çakıĢır. 

 

 N
S I ,   , nN p I  ve  , nN p I    ile sırasıyla tüm  N

S I yakınsak,  , nI N p 

toplanabilir ve , nI N p    toplanabilir dizilerin uzayını göstereceğiz. 

 

AĢağıdaki teorem ile S
N  I yakınsaklık ve N , pn  I  toplanabilirlik kavramları

arasındaki iliĢkiyi vereceğiz.

 

Teorem 3.2.7. Her k  için  k kp x L M   olsun. Eğer ( ( ))k N
x L S I  ise bu 

durumda ( , )( )k nx L N p I  dır, fakat tersi geçerli değildir. 

 

Ġspat. 0   sayısı verilsin ve ( ( ))k N
x L S I  olsun. 

 ( ) : :
nP n k kK k P p x L      ve  ( ) : :

n

c

P n k kK k P p x L      kümelerini 

tanımlayalım. Bu durumda, 
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( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( )

ck KP k Kn Pn

n n n n

n k k k k k k k k

k k k kn n n n

t L p x L p x L p x L p x L
P P P P

 
 

   

           

           

( ) ( )

1 1

1 1
( ) ( )

ck KP k Kn Pn

n n

k k k k

k kn n

p x L p x L
P P

 
 

 

       

           

( ) ( )

1 1

1 1
( ) ( )

ck KP k Kn Pn

n n

k k k k

k kn n

p x L p x L
P P

 
 

 

       

           

( ) ( )

1 1

1 1

ck KP k Kn Pn

n n

k kn n

M
P P

 



 

 

     

            :n k k

n

M
k P p x L

P
        

 

elde ederiz. ( ( ))k N
x L S I  olduğundan 

 

 
1

( ) : : :n k k

n

A n k P p x L I
P M


 

 
       
 

  

 

dır. Eğer ( ( ))cn A   ise, bu durumda 

 

2nt L     

 

olur. Buradan ise 

 

 : 2 ( )nn t L A       

 

elde ederiz. Son içermenin sağ tarafındaki küme I  ya ait olduğundan, sol tarafındaki 

küme de I  ya aittir. Dolayısıyla lim n
n

I t L   olup, ve buradan da 

( , )( )k nx L N p I  sonucuna ulaĢırız. 
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Tersinin geçerli olmadığını göstermek için 
fI I  ve her k  için 1kp   alalım. 

Bu durumda  , nI N p  toplanabilirlik ve  N
S I yakınsaklık kavramları sırasıyla 

 ,1C  toplanabilirlik ve istatistiksel yakınsaklık kavramına indirgenir. ġimdi 

 kx x  dizisini  

 

 

2 2 2

2

   1,      ,  1, , 1

,        ,          2,3,4,   

  0,      diğer yerlerde

k

k m m m m m

x m k m m

     


   



  

 

Ģeklinde tanımlayalım. Bu durumda x  dizisi 0  sayısına  , nN p  toplanabilir 

olmasına rağmen 
N

S  yakınsak değildir [29]. Dolayısıyla yukarıdaki seçimlerimiz 

göz önüne alındığında x  dizisi 0  sayısına  , nI N p  toplanabilir olmasına rağmen  

 N
S I yakınsak değildir sonucuna ulaĢırız.   

 

Teorem 3.2.8. (i) Eğer  ,k nx L N p I     ise   k N
x L S I  dır ve 

   , n N
N p I S I     kapsaması kuvvetlidir. 

 

(ii) Her k  için  k kp x L M   olsun. Eğer   k N
x L S I  ise 

 ,k nx L N p I     dır.    

 

(iii) Her k  için  k kp x L M   olsun. Bu durumda    , n N
N p I S I     dır.   

 

Ġspat. (i) 0   sayısı verilsin ve  ,k nx L N p I     olsun. 

 ( ) : :
nP n k kK k P p x L      ve  ( ) : :

n

c

P n k kK k P p x L      kümelerini 

tanımlayalım. Buna göre,  
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   
 

 
 

1 1 1

1 1 1

ck KP k Kn Pn

n n n

k k k k k k

k k kn n n

p x L p x L p x L
P P P

  

  

         

      
 

 
1

1 1
:

k KPn

n

k k n k k

kn n

p x L k P p x L
P P



 




        

 

ve böylece her 0   sayısı için 

                     

   
1

1 1
:   

n

n k k k k

kn n

k P p x L p x L
P P

  


      
 

 

olur. Buradan ise  

 

   
1

1 1
:   

n

n k k k k

kn n

k P p x L p x L
P P

  


         

 

elde ederiz. 

 

 ,k nx L N p I     olduğundan son içermenin sağ tarafındaki küme I  ya ait olur, ve 

bu durumda sol tarafındaki küme de I  ya aittir. Dolayısıyla   k N
x L S I  

sonucuna ulaĢırız. 

 

ġimdi    , n N
N p I S I     kapsamasının kuvvetli olduğunu göstermek için 

aĢağıdaki örneği verelim: 

 

I , bir uygun (admissible) ideal ve kp k   1,2,...k   olsun.  kx x  dizisini 

 

 
2

2

,    
   ,    1,2,

  0 ,     
k

k k m
x m

k m

 
  



  

 

Ģeklinde tanımlayalım. 
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Bu durumda  

 

 

1

1

2

n

n k

k

n n
P p




    

 

dir ve her 0   için  

 

 
 

1 1
: 0 0

1

2

n k k

n

k P p x
P n n

    


        ikenn   

 

olur. Dolayısıyla her 0   için,  

 

 
 

1 1
: : 0 :

1

2

n k k

n

n k P p x n
P n n

  

 
 

   
          

   
  

  

 

elde ederiz.  

 

n  iken 
 

1
0

1

2

n n



 olduğundan son içermenin sağ tarafındaki küme I  

idealine ait olur, ve dolayısıyla sol taraftaki küme de I  idealine aittir. Bu ise 

  0k N
x S I  olmasıdır. Fakat  

 

 

1

11
0

2

n

k k

kn

n n
p x

P 


           ikenn       

 

olduğundan  0 ,k nx N p I     dır.  
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(ii) 0   sayısı verilsin ve   k N
x L S I  olsun.  ( ) : :

nP n k kK k P p x L      

ve  ( ) : :
n

c

P n k kK k P p x L      kümelerini tanımlayalım. Buna göre,  

 

   
 

 
 

1 1 1

1 1 1

ck KP k Kn Pn

n n n

k k k k k k

k k kn n n

p x L p x L p x L
P P P

  

  

         

     

   
1 1

1 1

ck KP k Kn Pn

n n

k kn n

M
P P

 



 

 

     

      :n k k

n

M
k P p x L

P
        

 

olur. ( ( ))k N
x L S I  olduğundan 

 

 
1

( ) : : :n k k

n

A n k P p x L I
P M


 

 
       
 

  

 

dır. Eğer ( ( ))cn A   ise, bu durumda 

 

 
1

1
2

n

k k

kn

p x L
P




    

 

olur. Buradan ise 

 

   
1

1
: 2

n

k k

kn

n p x L A
P

 


 
    

 
   

 

elde ederiz. Son içermenin sağ tarafındaki küme I  ya ait olduğundan, sol tarafındaki 

küme de I  ya aittir. Dolayısıyla  ,k nx L N p I     sonucuna ulaĢırız. 

 

(iii) (i) ve (ii) nin direk sonucudur.  
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Bu bölümdeki son teoremimiz de ise  N
S I yakınsaklık ve I  istatistiksel 

yakınsaklık kavramları arasındaki iliĢkiyi verelim. 

 

Teorem 3.2.9. Kabul edelim ki lim n

n

P

n
   olsun. Bu durumda, 

 

(i) Eğer her k  için 1kp   ve   k N
x L S I  ise   kx L S I  dır. 

 

(ii) Eğer her k  için 1kp   ve   kx L S I  ise   k N
x L S I  dır. 

 

Ġspat. Kabulümüzden, 
1 2

nP
K K

n
   olacak Ģekilde 1K  ve 2K  pozitif sabit sayıları 

vardır. 

 

(i) Her k  için 1kp   ve   k N
x L S I  olsun. Verilen 0    sayısı için 

 

   
1 1

: :k k kk n x L k n p x L
n n

          

 
1

:n k kk P p x L
n

      

 2 :n k k

n

K
k P p x L

P
      

 

ve böylece her 0   sayısı için 

 

   
2

1 1
:   :k n k k

n

k n x L k P p x L
n P K


             

 

olur. Buradan ise  

 

   
2

1 1
: : : :k n k k

n

n k n x L n k P p x L
n P K


  

  
             

   
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elde ederiz.   k N
x L S I  olduğundan son içermenin sağ tarafındaki küme I  

idealine ait olur, ve dolayısıyla sol taraftaki küme de I  idealine aittir. Bu ise 

  kx L S I  olmasıdır. 

 

(ii) Her k  için 1kp   ve   kx L S I  olsun. Verilen  0   sayısı için 

 

   
1 1

: :k k kk n x L k n p x L
n n

          

 
1

:n k kk P p x L
n

      

 1 :n k k

n

K
k P p x L

P
      

 

ve böylece her 0   sayısı için 

 

    1

1 1
:   :n k k k

n

k P p x L k n x L K
P n

              

 

olur. Buradan ise  

 

    1

1 1
: : : :n k k k

n

n k P p x L n k n x L K
P n

   
   

             
  

 

 

elde ederiz.   kx L S I  olduğundan son içermenin sağ tarafındaki küme I  

idealine ait olur, ve dolayısıyla sol taraftaki küme de I  idealine aittir. Bu ise 

  k N
x L S I  olmasıdır. 

 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 4. GENELLEġTĠRĠLMĠġ KOROVKĠN YAKLAġIM 

                    TEOREMĠ 

 

 

Bu bölümde ihtiyaç duyacağımız bazı temel tanım ve teoremleri hatırlattıktan sonra 

Gadjiev ve Orhan [15] tarafından verilen istatistiksel Korovkin yaklaĢım teoremini 

 , nI N p  toplanabilirlik yardımı ile geliĢtireceğiz. 

 

4.1. Lineer Pozitif Operatörler

 

X  ve Y  iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer X  den alınmıĢ herhangi bir f  

fonksiyonuna Y  de bir g  fonksiyonu karĢılık getiren bir L  kuralı varsa, bu durumda 

X  uzayında bir operatör tanımlanmıĢ olur ve  

   ;g x L f x   

Ģeklinde gösterilir. X  uzayına L  operatörünün tanım kümesi denir ve  X D L  ile 

gösterilir. Bu durumda     ;L f x g x , Y  uzayının bir elemanı olup, g  

fonksiyonlarının kümesine  L  operatörünün değer kümesi denir ve bu küme  R L  

ile gösterilir.  R L Y  olduğu açıktır [16].  

    

 Tanım 4.1.1. X  ve Y  lineer uzaylar olsun. :L X Y  operatörü, her ,f g X   her 

,    için 

 

     ; ; ;L f g x L f x L g x        

 

koĢulunu sağlıyor ise, bu durumda L  operatörüne lineer operatör denir [16]. 

 

Uyarı 4.1.2.  L , bir lineer operatör olsun. 
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      0; ;L x L f t f t x    

     = ; ;L f t x L f t x   

0   

 

olduğundan  0; 0L x   dır. 

 

Tanım 4.1.3.  X  ve Y  reel değerli fonksiyonların uzayı ve   :L X Y   bir operatör 

olsun. L  operatörü pozitif değerli bir fonksiyonu yine pozitif değerli bir fonksiyona 

dönüĢtürüyor ise yani X  tanım uzayından alınan her 0f   fonksiyonu için 

 ; 0L f x   koĢulu gerçekleniyor ise, bu durumda L  operatörüne pozitif operatör 

denir [16].   

 

Lineer ve pozitif olan operatörlere lineer pozitif operatör denir.   

 

Uyarı 4.1.4. L  lineer pozitif operatörü, negatif fonksiyonları negatif fonksiyonlara 

dönüĢtürür. ġöyle ki   0f x   olsun. Her x  için   0f x   olur. L  pozitif 

olduğundan  ; 0L f x   dır. L  lineer olduğundan  ; 0L f x   olur. O halde 

 ; 0L f x   dır. 

 

Lemma 4.1.5. Lineer pozitif operatörler monoton artandır. Yani bir L  lineer pozitif 

operatörü için 

 

         ; ;f x g x L f x L g x     

 

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Ġspat. Kabul edelim ki her x  için      f x g x  olsun. Bu durumda 

    0g x f x   olur. L  operatörü pozitif olduğundan  

 

 ; 0L g f x    
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olur. Ayrıca  L  operatörü lineer olduğundan 

 

     ; ; 0L g x L f x    

 

dır. Dolayısıyla  

 

   ; ;L g x L f x   

 

gerçeklenir. Bu durumda lineer pozitif L  operatörünün monoton artan olduğu 

ispatlanmıĢ olur [16]. 

 

Lemma 4.1.6. L  lineer pozitif bir operatör olsun. Bu durumda  

 

   ; ;L f x L f x   

 

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Ġspat.  Herhangi bir f  fonksiyonu için  

 

f f f     

 

olduğu açıktır. L  lineer pozitif operatörü monoton artan olduğundan 

 

     ; ; ;L f x L f L f x     

 

olur. L  operatörü lineer olduğundan  

 

     ; ; ;L f x L f L f x     

 

yazılabilir. Buradan ise 

 



31 
 

 
 

   ; ;L f x L f x   

 

sonucu elde edilir ve böylece ispat tamamlanmıĢ olur [16]. 

 

Tanım 4.1.7. Kapalı ve sonlu bir  ,a b  aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel 

değerli fonksiyonlardan oluĢan kümeye   ,C a b  fonksiyon uzayı denir.  ,f C a b  

olmak üzere,  ,C a b  uzayı üzerinde tanımlı norm  

 

 
 

,

sup
x a b

f f x




   

 

Ģeklinde tanımlanır. Bu norm ile birlikte  ,C a b  uzayı, bir Banach uzayı (yani, tam 

normlu uzay) olur.  

 

4.2. Korovkin YaklaĢım Teoremi

 

Bu kısımda ilk olarak klasik ve istatistiksel Korovkin teoremlerini vereceğiz ve daha 

sonra bu teoremlerdeki pozitif lineer operatörler dizisi için yakınsaklık koĢullarının 

gerçeklenmediği durumda  , nI N p  toplanabilirlik yardımı ile daha genel olan bir 

Korovkin teoremini ispatlayacağız. 

 

ġimdi literatürde “Korovkin Teoremi” olarak bilinen ve yaklaĢım teorisinde önemli 

bir yere sahip olan aĢağıdaki teoremi hatırlayalım. 

 

Teorem 4.2.1.    : , ,nL C a b C a b  ile tanımlı  nL , pozitif lineer operatörlerin bir 

dizisi olsun. Bu durumda tüm reel eksen üzerinde sınırlı olan her  ,f C a b  

fonksiyonu için  

 

   lim ; 0n
n

L f x f x


    
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olması için gerek ve yeter Ģart  

 

     lim ; 0 ;     ,  0,1,2 i

n i i i
n

L f x f x f x x i


      

 

koĢullarının gerçeklenmesidir [20]. 

 

Klasik Korovkin teoremi istatistiksel yakınsaklık kullanılarak Gadjiev ve Orhan [15] 

tarafından geliĢtirilmiĢtir. 

 

Teorem 4.2.2.    : , ,nL C a b C a b  ile tanımlı  nL , pozitif lineer operatörlerin bir 

dizisi olsun. Bu durumda tüm reel eksen üzerinde sınırlı olan her  ,f C a b  

fonksiyonu için  

 

   lim ; 0n
n

st L f x f x


     

 

olması için gerek ve yeter Ģart  

 

     lim ; 0 ;     ,  0,1,2 i

n i i i
n

st L f x f x f x x i


       

 

koĢullarının gerçeklenmesidir [15]. 

 

AĢağıdaki örnek Bernstein polinomlar dizisinin 4.2.1 ve 4.2.2 teoremlerini 

gerçeklediğini gösterir. 

 

Örnek 4.2.3.  0,1f C  olmak üzere, 

 

   
0

; : 1    ,    
n

n kk

n

k

k n
B f x f x x n

n k





  
    

  
   

 

ile tanımlanan Bernstein polinomlar dizisi için 
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 1; 1nB x    

 ;nB t x x   

 
2

2 2;n

x x
B t x x

n


    

 

olduğundan [23],  nB  pozitif lineer operatörler dizisi için Teorem 4.2.1-4.2.2 

gerçeklenir. 

 

4.3.     I  N , pn  Toplanabilir Korovkin YaklaĢım Teoremi

 

Bu kısımda ġimdi  , nI N p  toplanabilirlik yardımı ile daha genel olan bir 

Korovkin teoremini ispatlayacağız.  

 

Teorem 4.3.1.  Tk :C a,bC a,b   ile tanımlı Tk   pozitif lineer operatörler dizisi

 

    , lim 1; 1 0n k
k

N p I T x


                                                                 (4.1) 

    , lim ; 0n k
k

N p I T t x x


                                                                (4.2)   

    2 2, lim ; 0n k
k

N p I T t x x


                                                             (4.3)  

 

koĢullarını sağlıyor ise, bu durumda tüm reel eksen üzerinde sınırlı olan her 

 ,f C a b  fonksiyonu için                        

                           

      , lim ; 0n k
k

N p I T f x f x


                                                        (4.4)   

 

olur.   

 

Ġspat. f  fonksiyonu tüm reel eksen üzerinde sınırlı olduğundan her x  için 
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 f x M   

 

olacak Ģekilde bir 0M   sayısı vardır. Buradan ise üçgen eĢitsizliği kullanılarak  

 

        2f t f x f t f x M                                                               (4.5)         

                                    

elde edilir. Ayrıca  ,f C a b  olduğundan her 0   için en az bir 0   sayısı 

vardır, öyle ki t  ve  ,x a b  için t x    iken 

 

   f t f x                                                                                            (4.6) 

 

olur.   

 

(4.5) ve (4.6) eĢitsizliklerinden dolayı her t  ve  ,x a b  için,  

 

     
2

2

2M
f t f x t x


                                                                       (4.7) 

 

eĢitsizliği gerçeklenir. Çünkü t x    olduğunda    f t f x    ve 

 
2

2

2
0

M
t x


   olduğundan      

2

2

2M
f t f x t x


     sağlanır. t x    

olduğunda ise 
 

2

2
1

t x




  olacağından  

2

2

2
2

M
t x M


   eĢitsizliği sağlanır. Bu 

durumda 0   olduğu için  (4.5) eĢitsizliğinden (4.7) eĢitsizliği elde edilir. 

 

kT  lineer olduğundan 

 

               ; ; ; ;k k k kT f t x f x T f t x f x T f x x T f x x       

                   ; ; ;k k kT f t x T f x x T f x x f x      
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                  ; 1; 1k kT f t f x x f x T x      

 

dir. Burada üçgen eĢitsizliği kullanılarak  

 

             ; ; 1; 1k k kT f t x f x T f t f x x f x T x       

 

elde edilir. kT  lineer pozitif operatör olduğundan, Lemma 4.1.6 gereğince 

 

             ; ; 1; 1k k kT f t x f x T f t f x x f x T x       

 

eĢitsizliği sağlanır. Ayrıca hipotezimizden her x  için  f x M  olduğundan 

 

           ; ; 1; 1k k kT f t x f x T f t f x x M T x       

 

yazılabilir. Lemma 4.1.5 den kT  monoton artan olup, (4.7) eĢitsizliğinden 

 

        
2

2

2
; ; 1; 1k k k

M
T f t x f x T t x x M T x



 
      

 
                  (4.8) 

 

elde edilir. Öte yandan kT  nın lineerliğinden 

 

     
2 2

2 2

2 2
; ; ;k k k

M M
T t x x T x T t x x 

 

   
       

   
  

    2

2

2
= 1; ;k k

M
T x T t x x


    

   2 2

2

2
= 1; 2 ;k k

M
T x T t xt x x


     

        2 2

2

2
= 1; ; 2 ; 1;  k k k k

M
T x T t x xT t x x T x


     

         2 2 2 2 2

2

2
= 1; 1 ; 2 2 ; 1;k k k k

M
T x T t x x x x xT t x x T x 


          
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         2 2 2 2 2

2

2
= 1; 1 ; 2 2 ; 1;k k k k

M
T x T t x x x xT t x x T x x 


          

            2 2 2

2

2
= 1; 1 ; 2 ; 1; 1k k k k

M
T x T t x x x T t x x x T x 


          

        2 2 2

2 2 2

2 4 2
= 1; 1 ; ;k k k

M M M
x T x x T t x x T t x x 

  

 
        
 

  

 

olur. Bu ifadenin (4.8) de yerine yazılmasıyla 

 

      2

2

2
; + 1; 1k k

M
T f t x f x x M T x 



 
     

 
  

   2 2

2 2

4 2
; ;k k

M M
x T t x x T t x x

 
      

 

elde ederiz. a x b   üzerinden supremum alınıp,   nun keyfi pozitif sayı olduğu 

kullanılırsa 

 

      
2

2

2
; 1; 1k k

Mb
T f t x f x M T x

 

 
     

 
  

   2 2

2 2

4 2
; ;k k

M M
b T t x x T t x x

  
      

      2 21; 1 ; ;k k kB T x T t x x T t x x
  

        

 

olur. Burada  
 ,

max
x a b

b x


  ve 
2

2 2 2

2 2 4
: max , ,

Mb M Mb
B M

  

 
   

 
 dir. Son bulunnan 

eĢitsizlikten 

 

       , 1, 1 ,k k k k k kT f x p f x B T x p T t x p x
  

                                                                  

                                                                                    2 2,k kT t x p x


             (4.9)  
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elde edilir. (4.9) eĢitsizliğinde  ;k kT x p  yerine    
1

1
; ;

m

m k k

km

L x T x p
P 

    alıp, 

verilen 0r   sayısı için r   olacak Ģekilde bir 0   sayısı seçerek  

 

    : : ;mH m L f x f x r


    , 

   : : ;
3

i m i i

r
H m L f x f x

B




 
    
 

,   0,1,2i    

   

kümelerini tanımlayalım. Bu durumda (4.9) dan 
2

0

i

i

H H


  dir. (4.1), (4.2) ve (4.3) 

den   0,1,2i   için iH I  dır. Böylece ideal tanımından 
2

0

i

i

H I


  ve dolayısıyla da 

H I  olur. Buradan ise her  ,f C a b  için 

 

      , lim ; 0n k
k

N p I T f x f x


     

 

sonucuna ulaĢırız ve bu da ispatı tamamlar. 

 

AĢağıdaki örnekte verilen pozitif lineer operatörler dizisi için Teorem 4.3.1 in 

koĢulları sağlanmasına rağmen Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 nin koĢulları 

gerçeklenmez.

 

Örnek 4.3.2. Tersinin geçerli olmadığını göstermek için I  I f  ve her n  için 

pn 1 alalım. u  un   dizisi Teorem 3.2.7 de tanımlandığı gibi

 

 

2 2 2

2

   1,      ,  1, , 1

,        ,          2,3,4,   

  0,      diğer yerlerde

n

n m m m m m

u m n m m

     


   


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ile tanımlansın [29]. Bu durumda x  dizisi klasik anlamda yakınsak ve istatistiksel 

yakınsak olmamasına rağmen, 0  sayısına  , nI N p  toplanabilirdir. 

 

ġimdi ise bir  nT  pozitif lineer operatörler dizisini  

 

   : 0,1 0,1nT C C ,          ; 1 ;n n nT f x u B f x     

 

ile tanımlayalım. Burada Bn  , Örnek 4.2.3 de verilen Bernstein polinomlar

dizisidir. Böylece

 

 1; 1n nT x u    

 ;n nT t x x u x    

 
2 2

2 2 2;n n

x x x x
T t x x u x

n n

  
    

 
  

 

olur. Bu durumda Tn   dizisi (4.1), (4.2) ve (4.3) koĢullarını gerçekler. Böylece 

Teorem 4.3.1 den her f C 0,1  için

 

      , lim ; 0n n
n

N p I T f x f x


     

 

dir. Diğer taraftan    ;0 0nB f f  olduğundan      ;0 1 0n nT f u f   dir. 

Buradan  

 

         ; ;0 0 0n n nT f x f x T f f u f


      

 

elde ederiz. Böylece  nu u  dizisinin, klasik ve istatistiksel limiti sıfır 

olmadığından 0,1,2i   için       , lim ;n n i i
n

N p I T f x f x


  , ne klasik ne 
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istatistiksel anlamda sıfıra gitmez. Bu durumda Tn   dizisi için Teorem 4.2.1 ve

Teorem 4.2.2 uygulanamaz. Yani Teorem 4.3.1 daha genel bir sonuçtur.



 
 

 

 

 

BÖLÜM 5. ÇĠFT ĠNDĠSLĠ DĠZĠLER ĠÇĠN AĞIRLIKLI      

                    ĠSTATĠSTĠKSEL YAKINSAKLIK 

 

 

 

Bu bölümde, ilk olarak çift indisli diziler için Riesz dönüĢümü ve Riesz yakınsaklık 

kavramları hatırlatılacaktır. Daha sonra ise Mursaleen vd. [29] tarafından tanıtılan 

ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık (
N

S  yakınsaklık) kavramı çift indisli dizilere 

geniĢletilecek ve bazı teoremler ispatlanacaktır. 

 

Çift indisli diziler için Riesz yakınsaklık kavramı Alotaibi ve Çakan [1] tarafından 

aĢağıdaki gibi tanıtılmıĢtır. 

 

Tanım 5.1.  iq q  ve  jp p , hepsi birden sıfır olmayan, negatif olmayan reel 

sayıların bir dizisi olsun. 

 

1 2

1

m

m i m

i

Q q q q q


         ve   1 2

1

n

n j n

j

P p p p p


       

 

olmak üzere, bir  ijx x  dizisi için çift Riesz ortalaması 

 

 
1 1

1 1 m n
qp

mn i j ij

i jm n

t x q p x
Q P  

    

 

ile tanımlanır. Eğer   

 

 
,

lim qp

mn
m n

P t x L     
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olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa, bu durumda x  dizisi L  sayısına Riesz yakınsaktır 

denir [1].  

 

Uyarı 5.2. Eğer her i  için 1iq   ve her j  için 1jp   alınırsa, bu durumda 

Riesz ortalama kavramı Cesàro ortalama kavramına ve Riesz yakınsaklık kavramı 

Cesàro yakınsaklık kavramına indirgenir [1]. 

 

Bu çalıĢma boyunca, bir  ijx x  dizisinin L  sayısına Riesz yakınsak olma 

durumunu x  dizisi L  sayısına  , ,m nN q p  toplanabilirdir Ģeklinde ifade edeceğiz 

ve bu durumu  , ,
P

ij m nx L N q p  Ģeklinde yazacağız. Tüm Riesz yakınsak (yani 

 , ,m nN q p  toplanabilir) dizilerin uzayını ise   , ,m nN q p  ile göstereceğiz. 

 

 Tanım 5.3.  ijx x  bir çift dizi olmak üzere, eğer 

 

,
1 1

1 1
lim 0

m n

i j ij
m n

i jm n

P q p x L
Q P  

     

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa, bu durumda  ijx x  dizisi L  sayısına kuvvetli 

Riesz yakınsaktır (veya kuvvetli  , ,m nN q p  toplanabilirdir veya , ,m nN q p   

toplanabilirdir) denir ve bu durum , ,
P

ij m nx L N q p     ile ifade edilir.   

 

Tüm kuvvetli  , ,m nN q p  toplanabilir dizilerin uzayı , ,m nN q p    ile gösterilir. 

 

ġimdi ise Mursaleen vd. [29] tarafından tanıtılan 
N

S  yakınsaklık kavramını çift 

indisli dizilere geniĢleterek 
,m nN

S yakınsaklık kavramını tanıtalım. 

 

 Tanım 5.4.  ijx x  bir çift dizi olmak üzere, eğer her 0   için 
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  
,

1 1
lim , : ,  : 0m n i j ij
m n

m n

P i j i Q j P q p x L
Q P

        

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı varsa,  ijx x  dizisi L  sayısına ağırlıklı istatistiksel 

yakınsaktır (veya 
,m nN

S yakınsaktır) denir ve bu durum  
,m n

P

ij N
x L S  veya 

,
lim

m nN
S x L   ile gösterilir.  

 

Tüm 
,m nN

S yakınsak dizilerin uzayını 
,m nN

S  ile göstereceğiz. Eğer her i  için 

1iq   ve her j  için 1jp   alınırsa, 
,m nN

S  uzayı 2S  uzayına indirgenir. 

 

AĢağıdaki teoremde 
,m nN

S yakınsaklık ve  , ,m nN q p  toplanabilirlik kavramları 

arasındaki iliĢkiyi vereceğiz.     

 

Teorem 5.5. Her ,i j  için 
i j ijq p x L M   olsun. Eğer  

,m n

P

ij N
x L S  ise bu 

durumda  , ,
P

ij m nx L N q p  dır, fakat tersi geçerli değildir. 

 

Ġspat. 0   sayısı verilsin ve  
,m n

P

ij N
x L S  olsun.

    : , : ,  :m n i j ijK i j i Q j P q p x L       dersek,  
,m n

P

ij N
x L S  olduğundan 

 
,

1 1
lim 0
m n

m n

P K
Q P

   olur. Buna göre,  

 

 
1 1

1 1 m n
qp

mn i j ij

i jm n

t x L q p x L
Q P  

               

                   
1 1

1 1 m n

i j ij

i jm n

q p x L
Q P  

             
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                   
   

 
   

1 1 1 1

,                                       ,                                       

1 1 1 1m n m n

i j ij i j ij

i j i jm n m n
i j K i j K

q p x L q p x L
Q P Q P

 

   

 

       

                   
   

 
   

1 1 1 1

,                                       ,                                       

1 1 1 1m n m n

i j ij i j ij

i j i jm n m n
i j K i j K

q p x L q p x L
Q P Q P

 

   

 

       

                 

       
1 1 1 1

,                                     ,                                     

  
1 1 1 1m n m n

i j ij i j ij

i j i jm n m n
i j K i j K

q p x L q p x L
Q P Q P

 

   

 

       

                 

   
1 1

,   

1 1 1 1 m n

i jm n m n
i j K

M K
Q P Q P



 
 



     

                  
1 1 1 1 c

m n m n

M K K
Q P Q P

              

   

olur ve burada ,m n  için limite geçilirse  
P

qp

mnt x L  elde edilir. Dolayısıyla 

 , ,
P

ij m nx L N q p  sonucuna ulaĢırız. 

 

ġimdi tersinin geçerli olmadığını göstermek için aĢağıdaki örneği verelim: 

 

Her ,i j  için 1iq   ve 1jp   olsun.  ijx x  dizisini  

 

 1
i

ijx    ,   j   

 

ile tanımlansın. Buna göre 

 

, ,
1 1 1 1

1 1 1 1
lim lim 0

m n m n

i j ij i j ij
m n m n

i j i jm n

P q p x P q p x
Q P m n   

       

 

olduğundan x  dizisi 0 sayısına  , ,m nN q p  toplanabilirdir. Fakat  x  dizisi 
,m nN

S 

yakınsak değildir. Böylece ispat tamamlanır. 



44
 

 
 

Uyarı 5.6. Teorem 5.5 de qi p j xij  L  M  Ģartı kaldırılırsa,
,m nN

S yakınsak bir 

dizinin  , ,m nN q p  toplanabilir olması gerekmez. Bunu göstermek için aĢağıdaki 

örneği vereceğiz. 

 

Örnek 5.7. Her ,i j  için 1iq   ve 
jp j  olsun.  ijx x  dizisini  

 

,    1

1,     1

0,    diğer yerlerde

ij

j i

x j




 



  

 

Ģeklinde tanımlayalım. Bu durumda  

 

  
,

1 1
lim , : ,  :m n i j ij
m n

m n

P i j i Q j P q p x L
Q P

       

 
 

,

11
lim 1 0

1 2

2

m n

n n
P m

n n
m

 
     

  
  

 

olduğundan, x  dizisi 0 sayısına 
,m nN

S yakınsaktır. Fakat  

 

 
  

, ,
1 1

1 2 11 1 1
lim lim 1

1 6

2

m n

i j ij
m n m n

i jm n

n n n
P q p x P m

n nQ P
m

 

  
     

  
   

 

limiti sonsuz olduğundan x  dizisi  , ,m nN q p  toplanabilir değildir. 

 

Teorem 5.8. (i) Eğer , ,
P

ij m nx L N q p     ise  
,m n

P

ij N
x L S  dır ve 

,
, ,

m n
m n N

N q p S     

kapsaması kuvvetlidir. 
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(ii) Her ,i j  için 
i j ijq p x L M   olsun. Eğer  

,m n

P

ij N
x L S  ise bu durumda 

, ,
P

ij m nx L N q p     dır ve dolayısıyla  , ,
P

ij m nx L N q p  olur. 

 

Ġspat. (i) 0   sayısı verilsin ve  
,m n

P

ij N
x L S  olsun.

    : , : ,  :m n i j ijK i j i Q j P q p x L       dersek,  

 

       
1 1 1 1 1 1

,                                     ,                                     

1 1 1 1 1 1m n m n m n

i j ij i j ij i j ij

i j i j i jm n m n m n
i j K i j K

q p x L q p x L q p x L
Q P Q P Q P

 

     

 

         

                                          
1 1

, : ,  :m n i j ij

m n

i j i Q j P q p x L
Q P

        

 

olur ve burada ,m n  için limite geçilirse  
,m n

P

ij N
x L S  sonucuna ulaĢırız. 

 

,
, ,

m n
m n NN q p   S  kapsamasının kuvvetli olduğunu göstermek için, her i, j  için 

qi 1  ve p j  j  olsun. x  xij   dizisini Örnek 5.7 deki gibi tanımlayalım. Bu

durumda x  dizisi 0 sayısına
Nm ,n

S yakınsaktır ve fakat x  dizisi 0 sayısına 

, ,m nN q p    toplanabilir değildir.   

 

(ii) 0   sayısı verilsin ve  
,m n

P

ij N
x L S  olsun.

    : , : ,  :m n i j ijK i j i Q j P q p x L       dersek,  
,m n

P

ij N
x L S  olduğundan 

 
,

1 1
lim 0
m n

m n

P K
Q P

   olur. Buna göre, 

 

       
1 1 1 1 1 1

,                                     ,                                     

1 1 1 1 1 1m n m n m n

i j ij i j ij i j ij

i j i j i jm n m n m n
i j K i j K

q p x L q p x L q p x L
Q P Q P Q P

 

     

 

         
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                                          
1 1

, : ,  :m n i j ij

m n

M i j i Q j P q p x L
Q P

         

 

olur ve burada ,m n  için limite geçilirse , ,
P

ij m nx L N q p     ve dolayısıyla da 

 , ,
P

ij m nx L N q p  sonucuna ulaĢırız. 

 

Bu bölümdeki son teoremimizde 
,m nN

S yakınsaklık ve 2st  yakınsaklık kavramları 

arasındaki iliĢkiyi vereceğiz.   

 

Teorem 5.9.  lim m

m

Q

m
   ve lim n

n

P

n
   olsun. Bu durumda, 

 

(i) Eğer her ,i j  için 1iq   ve 1jp   ise, bu durumda  
,

lim
m nN

S x L   iken  

2 limst x L   dır. 

 

(ii) Eğer her ,i j  için 1iq   ve 1jp   ise, bu durumda 2 limst x L   iken 

,
lim

m nN
S x L   dır. 

 

Ġspat. Kabulümüzden, 
1 2

mQ
K K

m
    ve 

1 2
nP

M M
n

   olacak Ģekilde 1K , 2K , 1M  

ve 2M  pozitif sabit sayıları vardır. 

 

(i) Her ,i j  için 1iq   ve 1jp   olsun. 0   verilsin ve 
,

lim
m nN

S x L   olsun. 

Bu durumda  

 

     
1 1 1 1

, : , : , : , :ij i j iji j i m j n x L i j i m j n q p x L
m n m n

            

  
1 1

, : , :m n i j iji j i Q j P q p x L
m n

       



47
 

 
 

  2 2 , : , :m n i j ij

m n

K M
i j i Q j P q p x L

Q P
    

  

olur ve buradan 2 limst x L   sonucuna ulaĢırız. 

 

(ii)  Her ,i j  için 1iq   ve 1jp   olsun. 0   verilsin ve 2 limst x L   olsun. 

Bu durumda 

 

     
1 1 1 1

, : , : , : , :ij i j iji j i m j n x L i j i m j n q p x L
m n m n

            

  
1 1

, : , :m n i j iji j i Q j P q p x L
m n

       

  1 1 , : , :m n i j ij

m n

K M
i j i Q j P q p x L

Q P
    

  

olur ve buradan 
,

lim
m nN

S x L   sonucuna ulaĢırız. 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 6. MODÜLÜS FONKSĠYONU YARDIMIYLA 

                    TANIMLANMIġ YENĠ DĠZĠ UZAYLARI 

 

 

 

Bu bölümde gerek duyulan bazı temel tanım ve teoremler hatırlatıldıktan sonra 

modülüs fonksiyonu yardımıyla yeni dizi uzayları tanıtılacaktır. 

 

6.1. Modülüs Fonksiyonu ve Bazı Özellikleri

 

Tanım 6.1.1.    : 0, 0,f     fonksiyonu 

 

i)   0  0f x x    

ii)      f x y f x f y   ,    her , 0 içinx y   

iii) f  artan 

iv) f , 0x   noktasında sağdan sürekli 

 

Ģartlarını sağlıyorsa, f  fonksiyonuna modülüs fonksiyonu denir [31]. 

 

(ii) ve (iv) özelliklerinden dolayı f  modülüs fonksiyonu  0,  aralığı üzerinde 

süreklidir. Ayrıca her n  için    f nx nf x  dir. Buradan  

 

 
1 x

f x f nx nf
n n

   
    

   
  

 

ve dolayısıyla  
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 
1 x

f x f
n n

 
  

 
  

 

elde edilir. 

 

Bir modülüs fonksiyonu sınırlı veya sınırsız olabilir. Örneğin,  
1

x
f x

x



 sınırlı, 

  pf x x   0 1p   sınırsız bir modülüs fonksiyonudur.  

 

Ruckle [37], f  modülüs fonksiyonu yardımıyla  

 

 1

1

:k k

k

x x x




 
    
 

   

 

dizi uzayını 

 

     
1

:k k

k

L f x x f x




 
    
 

   

 

dizi uzayına genelleĢtirerek bu dizi uzayının çeĢitlik özelliklerini incelemiĢtir. Daha 

sonra modülüs fonksiyonu Maddox [25], Connor [5], Pehlivan ve Fisher [33,34], 

SavaĢ [39] ve pek çok diğer kaynaklarda çalıĢılmıĢtır. 

 

ġimdi daha sonra kullanacağımız lemmaları verelim.  

 

Lemma 6.1.2. f , bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda 
 

lim
t

f t

t



  limiti 

mevcuttur [26]. 

 

Lemma 6.1.3. f , bir modülüs fonksiyonu ve 0 1   olsun. Bu durumda her 

x   için     12 1f x f x   dir [34]. 
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6.2.     N , pn , f   Dizi Uzayı

 

Bu kısımda Belen ve Mohiuddine [3] tarafından tanıtılan  , nN p  toplanabilirlik 

ve 
N

S

yakınsaklık kavramlarını verdikten sonra modülüs fonksiyonu yardımıyla 

, ,nN p f    dizi uzayını tanımlayıp bu uzay üzerinde bazı bağıntılar inceleyeceğiz. 

 

 n   azalmayan, sonsuza ıraksayan ve  

 

1 1n n    ,   1 1    

 

koĢulunu gerçekleyen bir pozitif tamsayılar dizisi ve  np p    (yani  np p , 

negatif olmayan reel sayıların 0 0p   koĢulunu sağlayan bir dizisi) olsun. Verilen bir 

 kx x  dizisi için  1,n nI n n    olmak üzere 

 

:
n

n

k

k I

P p


         n       
1

:
nn

n k k

k I

p x
P




    

 

tanımlansın. 

 

Tanım 6.2.1. Verilen bir  kx x  dizisi için, 

 

(i) Eğer lim n
n

L   oluyor ise, x  dizisi L  sayısına  , nN p  toplanabilirdir denir 

ve bu durum  ,k nx L N p  ile gösterilir. 

 

(ii) Eğer 
1

lim 0
nn

k k
n

k I

p x L
P




   oluyor ise, x  dizisi L  sayısına kuvvetli 

 , nN p  toplanabilirdir denir ve bu durum ,k nx L N p     ile gösterilir. Tüm 

kuvvetli  , nN p  toplanabilir dizilerin kümesi , nN p     ile gösterilir [3]. 
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Tanım 6.2.2.  Bir  kx x  dizisi verildiğinde, eğer her 0   için 

 

 
1

lim : 0
n

n

k k
n

k P p x L
P





      

 

oluyor ise, x  dizisi L  sayısına ağırlıklı   istatistiksel yakınsaktır (veya 
N

S



yakınsaktır) denir ve bu durum lim
N

S x L

   ile gösterilir. Tüm 

N
S


 istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi 
N

S


  ile gösterilir [3]. 

 

ġimdi ise yeni dizi uzaylarımızı tanıtalım. 

 

Tanım 6.2.3. f  bir modülüs fonksiyonu olmak üzere, bir L  sayısı için 

 

   
1

, , : lim 0
nn

n k k k
n

k I

N p f x x f p x L
P



 

  
       

  
   

   
0

1
, , : lim 0

nn

n k k k
n

k I

N p f x x f p x
P



 

  
      

  
   

 

dizi uzaylarını tanımlayalım. 

 

Uyarı 6.2.4. Eğer Tanım 6.2.3 de f x  x  modülüs fonksiyonu alınırsa, bu 

durumda N , pn , f   N , pn   ve , , ,n nN p f N p         elde edilir. Burada 

 

 
0

1
, : lim 0

nn

n k k k
n

k I

N p x x p x
P



 

  
      

  
   

 

dir.  

 

Teorem 6.2.5. , ,nN p f    ve 
0

, ,nN p f    uzayları birer lineer uzaydır. 
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Ġspat. Biz burada yalnızca , ,nN p f    uzayının bir lineer uzay olduğunu 

göstereceğiz. 
0

, ,nN p f    uzayının da lineer olduğu benzer Ģekilde gösterilebilir.
 

, , ,nx y N p f    (burada , ,k nx L N p f     ve , ,k ny L N p f
     ) ve ,    

olsun. ,    olduğundan M   ve M   olacak Ģekilde M  ve M   

tamsayıları vardır. Bu durumda,  

 

  
1

nn

k k k

k I

f p x y L L
P

   


     

    
1

=
nn

k k k

k I

f p x L y L
P

   


     

     1

nn

k k k

k I

f p x L y L
P

   


      

    
1

nn

k k k k

k I

f p x L p y L
P

   


      

    
1

nn

k k k k

k I

f p x L p y L
P

 


      

      1

nn

k k k k

k I

f p x L f p y L
P

 


      

    
1

nn

k k k k

k I

f p x L f p y L
P

 


      

    
1

nn

k k k k

k I

f p M x L f p M y L
P

 

 

      

   
1 1

n nn n

k k k k

k I k I

M f p x L M f p y L
P P

 

  

       

 

eĢitsizliği elde edilir. Burada n  için limite geçilirse , ,k nx L N p f     ve 

, ,k ny L N p f
      olduğundan   , ,k k nx y L L N p f            olur ve 

dolayısıyla , ,nx y N p f       olur. Böylece , ,nN p f    uzayının bir lineer 

uzay olduğu ispatlanmıĢ olur. 
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ġimdi ise , ,nN p f    ve , nN p    dizi uzayları arasındaki iliĢkiyi inceleyelim. 

 

Teorem 6.2.6. f  bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda,  

 

 , , ,n nN p N p f          

 

kapsaması gerçeklenir. 

 

Ġspat. , nx N p    olsun. Bu durumda  

 

1
0

nn

n k k

k I

s p x L
P 

          n   

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı vardır. 0   verilsin ve her  0,t   için  f t   

olacak Ģekilde bir 0 1   sayısı seçelim.    : :
nn

P k kK k P p x L
     

kümesini tanımlayalım. Bu durumda, Lemma 6.1.3 den

 

   
 

 
 

1 1 1

n n nn n n
k K k KP P

n n

k k k k k k

k I k I k I

f p x L f p x L f p x L
P P P

 
 

  
 

  

         

             1 1
2 1

n

n

nf s P
P





     

 

elde edilir. Burada n  için limite geçilirse   
1

0
nn

k k

k I

f p x L
P 

   olur ve 

dolayısıyla , ,nx N p f    elde ederiz. Böylece , , ,n nN p N p f         içermesi 

gerçeklenir.  

 

Teorem 6.2.7. f  bir modülüs fonksiyonu olsun. Eğer 
 

lim 0
t

f t

t



   ise  
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, , ,n nN p f N p          

 

dir. 

 

Ġspat. Teorem 6.2.6  da N , pn   N , pn , f   olduğu ispatlandığı için, burada 

sadece N , pn , f   N , pn
  olduğunu göstereceğiz. xN , pn , f   ve

 
lim 0
t

f t

t



   olsun. 0   olduğundan, her 0t   için  f t t  dir. Bu 

durumda, 

 

 
1 1 1

n n nn n n

k k k k k k

k I k I k I

f p x L p x L p x L
P P P  

 
  

         

 

dir. Böylece , nx N p    edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

AĢağıdaki örnekte, Teorem 6.2.7 deki
 

lim 0
t

f t

t



   koĢulunun ihmal 

edilemeyeceğini göstereceğiz. 

 

Örnek 6.2.8.    ln 1f x x   modülüs fonksiyonunu ele alalım. Bu durumda 

 
lim 0
t

f t

t



   dir. 

 

Her k  için 1kp   olsun ve  kx x  dizisi 

 

 ,    1

 0   ,    diğer yerlerde

n n

k

P k n
x

   
 


  

 

Ģeklinde tanımlansın.  

 

Bu durumda  
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 
 ln 11

0
nn

n

k k

k I n

f p x
P






         n   

 

olduğundan , ,nx N p f    elde edilir. Fakat  

 

1
1

nn

n
k k

k I n

p x
P





         n   

 

dır ve dolayısıyla da , nx N p    dir. 

 

Teorem 6.2.9. f  bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda,  

 

, ,n N
N p f S

      

 

kapsaması gerçeklenir. 

 

Ġspat. , ,nx N p f    olsun. O halde  

 

 
1

0
nn

k k

k I

f p x L
P 

         n   

 

olacak Ģekilde bir L  sayısı vardır.  0   verilsin.    :
nn

P k kK k P p x L
       

dersek,  

 

   
 

 
 

1 1 1

n n nn n n
k K k KP P

n n

k k k k k k

k I k I k I

f p x L f p x L f p x L
P P P

 
 

  
 

  

         

                                   
 

1

nn
k KP

n

k k

k I

f p x L
P









    
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                                     
1

:
n

n

k kf k P p x L
P





       

 

olur. Burada n  için limite geçilirse 
N

x S


  elde edilir. Böylece ispat 

tamamlanır. 

 

Teorem 6.2.10. f  bir modülüs fonksiyonu olsun. Bu durumda, , ,nN
S N p f

      

olması için gerek ve yeter Ģart f  nin sınırlı olmasıdır. 

 

Ġspat. 
N

x S


  ve f  sınırlı olsun. f  sınırlı olduğundan, her 0x   için  f x M  

olacak Ģekilde bir 0M   sayısı vardır. 0   verilsin. 

   :
nn

P k kK k P p x L
       dersek, bu durumda  

 

   
 

 
 

 
1 1 1

n n nn n n
k K k KP P

n n

k k k k k k

k I k I k I

f p x L f p x L f p x L
P P P

 
 

  
 

  

         

             :
n

n

k k

M
k P p x L f

P




        

 

olur ve burada n  için limite geçilirse , ,nx N p f    elde edilir. Ayrıca,  

Teorem 6.2.9 da göz önüne alınırsa; böylece f  sınırlı modülüs fonksiyonu için 

, ,nN
S N p f

      olduğu gösterilmiĢ olur. 

 

ġimdi , ,nN
S N p f

      olsun. Biz f  modülüs fonksiyonunun sınırlı olduğunu 

göstereceğiz. Aksine kabul edelim ki f  sınırsız olsun. Bu durumda 1,2,i   için 

 
ii if p t P  olacak Ģekilde pozitif sayıların bir 1 20 it t t      dizisi vardır. 

1,2,n   için 
n

n P  olsun ve  kx x  dizisini 
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,    1

0,      diğer yerlerde

nk

k

t n P k n
x


    

 


  

 

Ģeklinde tanımlayalım.  

 

Bu durumda, 

 

 
1

: 0
n

n

n n

k k

P
k P p x

P P





 

           n   

 

olur. Buradan 
N

x S


  dir ve fakat , ,nx N p f    dir. Bu ise , ,nN
S N p f

      

olmasıyla çeliĢir. Dolayısıyla kabulümüz yanlıĢ olup, f  sınırlıdır. Böylece ispat 

sonlanır.
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