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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
UC BOYUTLU LIE GRUPLARDA DARBOUX EKSEN UZERINE
Giilay ERDAL

Cankir1 Karatekin Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Doc. Dr. Ufuk OZTURK
Es Damsman: Doc. Dr. Esra Betiill KOG OZTURK

Bu tezde, bi-invaryant metrik (,) ile 3—boyutlu Lie grubu G de bir birim hizh
« egrisinin Darboux dénme ekseninin hareketi egrinin teget ve binormal vektor-
lerinin birbiri etrafinda farkh acisal hizlarda donmesiyle olusan iki es zamanli dénme
hareketinden olustugu gosterildi. Daha sonra, Darboux vektorlerinin serisinin bu
yontemle elde edilebilecegi gosterilmigtir. Ayrica, 3—boyutlu Lie gruplarinda sabit
devinim egrileri tanimini verdik ve bu egriler hakkinda bazi sonuglar verdik.

2022, 27 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Frenet-Serret catisi, Darboux vektdr, Darboux dénme
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ABSTRACT

Master of Science Thesis
ON THE DARBOUX AXIS IN THREE DIMENSIONAL LIE GROUPS
Giilay ERDAL

Cankir1 Karatekin University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Ufuk OZTURK
Co-Advisor: Assoc. Prof. Esra Betiil KOG OZTURK

In this thesis, it has been shown that the motion of the Darboux rotation axis of
a unit speed curve « in the 3—dimensional Lie group G with a bi-invariant metric
is separated into two simultaneous rotation motions which are the tangent and
normal vectors of curve rotating around each other with different angular speeds.
Then, the series of Darboux vectors can be obtained in this way. Also, we give the
definition of constant precession curves in the 3—dimensional Lie groups and give
some characterizations about these curves.

2022, 27 pages

Keywords: Frenet-Serret frame, Darboux vector, Darboux rotation axis, Constant
precession curve, Lie groups, Bi -invariant metric
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1. GIRiS

Uzayda bir P noktasi egriyi ¢izerken, egrinin Frenet vektor alanlari {7, N, B} her
s aninda bir eksen etrafinda ani bir sarmal hareketi yapar. Bu eksene her s para-
metresine kargilik gelen « (s) noktasindaki Darbouz ekseni adi verilir ve bu eksenin
dogrultu ve yoniinii veren vektore Darboux vektori denir (Blaschke 1930). Dar-
boux vektoriine, bir uzay egrisinin Frenet ¢atisinin (ani) dénme ekseni veya agisal

momentum vektori de denir.

Bu doniis, fiziksel olmaktan ¢ok kinematiktir. Ciinkii genellikle kat1 bir nesne uzayda

serbestce hareket ettiginde doniisii, 6telenmesinden bagimsizdir.

Dual uzay egrisinin dual Darboux dénme ekseni iizerine ¢alisilmig ve Darboux vek-
torlerinin serisi elde edilmistir (Coken and Gorgiilii 2002). Sonra, Yiicesan ve
arkadaglar1 tarafindan yar1 dual uzayda bir timelike dual uzay egrisinin dual Dar-
boux dénme ekseninin serisi verilmistir (Yiicesan et al. 2002). Yine, Yiicesan ve
arkadaglar1 tarafindan Lorentzian uzay egrisinin Darboux dénme ekseninin serisi
verilmigtir (Yiicesan et al. 2004). Dahasi, Karacan ve Biikcii tarafindan 3-boyutlu
Minkowski uzayinda normali spacelike olan bir spacelike egri icin Bishop Darboux
donme ekseni es zamanl donmelere ayrilmig ve Bishop Darboux dénme eksenini

incelemiglerdir (Karacan and Bukcu 2009).

R3, 3—boyutlu Oklid uzaymdaki sabit devinim egrileri ilk olarak Scofield tarafindan
Darboux vektorii veya egri boyunca hareket ederken Frenet cercevesinin ani doniig
ekseni (centrode) sabit bir eksenle sabit bir ag1 yapan ve bu eksen etrafinda sabit
hizli hareket eden egriler olarak tanimlanmig ve baz karakterizasyonlar verilmistir

(Scofield 1995).

Kula ve Yayl bir slant helisin kiiresel goriintiilerini, tanjant gostergesini ve binormal
gostergesini aragtirdilar (Kula and Yayli 2005). Slant helislerin kiiresel goriintiilerini
kiiresel helisler olarak elde ettiler. Ayrica, sabit devinim egrisinin bir slant helis

oldugunu gosterdiler.

Ali tarafindan 3—boyutlu Oklid uzay1 R? de bir slant helisin konum vektoriiniin para-

metrik ifadesi egrinin Frenet denklemleri cinsinden verildi (Ali 2012). Daha sonra
1



bu yontemi, bir sabit devinim egrisinin parametrik ifadesini bulmak i¢in uyguladi.

Bu tezde, bi-invaryant metrik (,) ile 3—boyutlu Lie grubu G de Frenet vektor alan-
lar1 {T', N, B} ve egriligi £ > 0 ve torsiyonu 7 olan birim hizh bira: I CR — G
egrisinin Darboux donme ekseninin hareketinin egrinin teget ve binormal vektor-
lerinin birbiri etrafinda dénmesiyle olusan acisal hizlar1 farkli olan iki es zamanlh
donme hareketinden olustugu gosterildi. Daha sonra, a egrisinin Darboux vektor-
lerinin serisi verilmigtir. Bir uygulamasi olarak, 3—boyutlu Lie gruplarinda sabit

devinim egrileri tanimini verdik ve bu egriler hakkinda bazi sonuglar verdik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Afin Uzay
Tanim 2.1 (K, +,e) bir cisim ve V' bogtan farkh bir ciimle olmak {izere

P:VxV—V
(z,y) — 2Dy

i¢ iglemine gore V' ciimlesi bir Abel grup ve

O:KxV —0V
\zx)— AOx

dis iglemi (skalarla garpma iglemi) Va,y € V' ve VA, A1, A2 € K igin

L o@oy)=00z)a Aoy,

2. M+ N)or=N02)® (A1),

3. M) Oz =X 0 (MO x),

4. K nin - iglemine gore birim elemani 1 olmak iizere Vo € V icin 1 ® x = =,
ozelliklerini saglhyorsa V' ciimlesi (K, +,-) cismi iizerinde 21 aksiyomlu bir cebirsel
yap1 olusturur. Bu cebirsel yapiya K cismi iizerinde bir vektor uzayi ve bu uzayin

elemanlarina da vektor adi verilir. Bu cebirsel yapi kisaca
{V7 D, (K7 =+, ) ) ®}

ile gosterilir (Hacisalihoglu 2006).

Ornek 2.1 K = R ise V vektdr uzay: reel sayilar cismi iizerinde vektor uzay: ve

K = C ise V vektor uzayi kompleks sayilar cismi tizerinde vektor uzayidir.

Tanim 2.2 (R, +,-) reel sayilar cismi ve z; € R (1 < i < n) olmak {izere elemanlari

sirali reel say1 n-lisi olan

R" = {7 = (21, 20,...,2,) |7; €ER, 1 <i < n}
3



ciimlesi tizerinde tanimh toplama islemi ve skalar ile carpma iglemi siraszyla,

+:R"x R" — R"
(?,7)—>7+7=($1+y1,x2+y2,...,xn+yn)
o . RxR*" —R"

(AN T) — AT = (Az1, Ana, ..., Axy)

seklinde tanmimli olup, bu iki isleme gore R™ ciimlesi R cismi {izerinde bir reel vektor

uzayr denir (Gray et al. 2006).

Tanmim 2.3 A # () bir kiime ve V, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Asagi-

daki 6nermeleri dogrulayan bir
fiAXA—=V

fonksiyonu

1.VP,Q,Re Aigin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R),

2. VP € AveVa €V igin f (P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A vardir.
kosullarim saghiyorsa A ya V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir (Hacisalihoglu

2000a).

Ornek 2.2 R”, R cismi iizerinde bir vektor uzay: olup

f:R"xR"—> R"
(P,Q) — f(P,Q)=Q—P=(q1 —p1,q2 — p2)

ile tammmlanan f fonksiyonu afin uzay énermelerini dogrular. Dolayisiyla R™ bir afin

uzaydir.
Onerme 2.1 Her vektor uzay: bir afin uzayidir.

Tanim 2.4 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen bir n-boyutlu vektor uzayr V
olsun. V iizerinde bir i¢ carpim V2 = (21, 29,...,2,), ¥ = (z1,29,...,7,) €V

olmak {izere

(,):VxV >R
=1
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ile tamimlansin. Bu iglem yardimiyla A da uzaklik ve ag gibi metrik kavramlar
tammlanabilir. Bu durumda, A afin uzayma Oklid uzay ve (,) doniigiimiine Oklid

i¢ ¢arpyme denir (Hacisalihoglu 2000a).
Uyar1 2.1 E" standart Oklid uzayidir.

Tanim 2.5 E"uzaymnda bir sirali { Py, P, ..., P, } nokta (n + 1) —lisine R™ de kargilik

gelen

{RPLRP:.... PP}

vektor n -lisi R” de ortonormal bir baz ise { Py, Py, ..., P, } sistemine E" nin bir dik

catisy veya Oklid ¢atisy denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.6 E” uzaymda bir X noktasmim Oklid catisima gore ifadesi

RX =) ziRF,
i=1
seklinde yazilir. Burada, 1 < ¢ < n i¢in z; : E” — R fonksiyonlarina X noktasinin
Oklid koordinat fonksiyonlar: ve {1, x9,...,2,} sistemine Oklid koordinat sistemi

denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tamim 2.7 E" uzayinda {Fy = (0,0,...,0),F; = (1,0,...,0),..., E, = (0,0,..., 1)}
dik catisina standart Oklid ¢atist denir (Hacisalihoglu 2000a).

2.2 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmim 2.8 X bostan farkh bir ctimle ve X in alt kiimelerinden olusan bir kollek-
siyon 7 olsun. Eger,

i X,0er,

ii. VA; € 7 igin L%JAi €T,

iii. VA; € 7 i¢in r;]Al- er,

aksiyomlar1 saglaniyorsa 7 ailesine X iizerinde bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de
topolojik uzay denir. 7 nun elemanlarma X in agik alt ciimleleri denir (Hacisali-

hoglu 2000a).



Tanmim 2.9 X ile Y birer topolojik uzay ve bir fonksiyon f : X — Y olsun. Eger,
i. f birebir, orten ve siirekli,

ii. f~! mevecut ve siirekli,

ise f fonksiyonuna X den Y iizerine bir homeomorfizm veya topolojik doniistiim denir

(Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.10 M bir topolojik uzay olsun. Eger,

i. M bir Hausdorff uzay,

ii. M nin herbir agik alt kiimesi E" veya E" nin bir acik alt ciimlesine homeomorf
iii. M sayilabilir sayida agik ciimleler tarafindan ortiilebilir

ise M ye bir n—boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.11 M bir topolojik manifold ve M de bir agik alt ctimle U olmak iizere f :
U — R fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevleri var ve bu tiirevler siirekli iseler
f fonksiyonuna C*—simafindan diferensiyellenebilirdir denir ve f € C*(UR) ile
gosterilir. Burada C°(U, R) stirekli fonksiyonlarin kiimesini ifade eder (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.12 M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M de bir agik alt ciimle U

olmak iizere

F:U—R™
u— F(u)=(fi(u), f2(w), ... fm (u))

fonksiyonu tiim f; (1 < i < m) fonksiyonlar1 C*—smifindan ise F' doniisiimiine C*—

simafindandir denir ve F' € C*(U, R™) olarak gosterilir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.13 M bir topolojik manifold ve M nin iki agik alt ciimlesi U ve V' olsun.
F:U — V doniistimii

i. FeCHUYV),

ii. F~! mevcut ve F~1 € C*(V,U),

kosullarim sagliyorsa F ye CF—sinifindan bir diffeomorfizm denir. Eger F € C>(U, V)
ise F' ye bir diffeomorfizm denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanmim 2.14 M bir n-boyutlu topolojik manifold, U € M ve W C E" acik alt
6



kiimeleri verilsin. Eger

YU —W
u— P (u) = (r1 (u),zo (1), ..., x, (u))

déniigiimii bir homeomorfizm ise (¢, U) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya
harita denir. Burada z;(u) (1 <i < n) reel sayisina ¢ (u) noktasinin i.koordinats

denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tamm 2.15 M bir n—boyutlu topolojik manifold, {U,} C M ve {W,} C E" acgik

ortisii ve ¢, : U, — W, homeomorfizmleri verilsin. Buradaki

{(ta, Ua)}

kolleksiyonuna bir koordinat komsulugu sistemi veya atlas denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanmim 2.16 M, n-boyutlu topolojik manifold ve p € M noktasinin iki agik komsu-
lugu U, ve U, olsun. M nin bir atlast S = {(¢,,U,)} ve U, N Us # () olmak iizere

Vo Uy — Wa, O (W, N W) C U,

ve

Vg :Us — W, g (WaNWps) C Upg

homeomorfizmleri verildiginde ¢4, = zbglotba, Gpa  Us = Ugve @ 5 = @b;lowﬁ, Dup -
Us — U, doniigtimleri tammlanabilir. Buradaki Va, 3 € A igin ¢, ve ¢,5 doniigiim-
leri C*—simifindan ise S = {(¢,,U,)} atlasma M iizerinde bir diferensiyellenebilir
yapr denir. C*—smifindan bir diferensiyellenebilir yapiya sahip M manifolduna

C*—simifindan diferensiyellenebilir manifold denir (Hacisalihoglu 2000a).

2.3 Egriler Teorisi

Tamim 2.17 V bir vektor uzay1 ve V' ile birlesen bir afin uzay A olsun. p € A ve
v € V igin vp = (p,v) swrah ikilisine A afin uzaymin p noktasindaki tanjant vektori

denir (Hacisalihoglu 2000b).



Burada, A afin uzaymim p € A noktasindaki tanjant vektorlerinin ctimlesi 7),A ile
gosterilir. Boylece T,A = {(p,v) : v € V} veya TpA = {p} x V dir. Burada, TpA

kiimesi
@ZTPA X TPA — TPA

((p,v), (pyu)) — (p,u+v)

®:Rx TPA — TPA
(A (p,v) = (p, Av)

islemleri ile birlikte bir vektor uzay: yapisina sahiptir.

Tanmim 2.18 M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. M nin her bir p
noktasina bir teget vektor karsilik getiren fonksiyona, M iizerinde bir vektor alan

denir. Diger bir ifadeyle, M nin tiim tanjant uzaylarmin ciimlesini UMTPM ile
pe

gosterelim.

XM — UTpM
peEM

p— X (p) = Xp
ile tanimlanan X operatoriine M {izerinde bir vektor alani denir (Hacisalihoglu

2000b).

Burada, M nin tiim vektor alanlarinin kiimesi x (M) ile gosterilir. Burada y (M)

kiimesi
Sex (M) x x (M) = x (M)
(X)) = XpY:M— éJMTpM
p— (X@Y)(p)=X({) +Y(p)

©:Rxx(M)— x(M)
NX) 2 A0X:M— UTpM

p— (A0 X)(p)=2X(p)

islemlerine gore bir vektor uzay: yapisina sahiptir.

Tamim 2.19 M bir diferensiyellenebilir manifold, P € M ve v = (vy, v, ...,v,) €
X (M) olsun. f € C* (M,R) olmak iizere
vplf] = _vig=lpy= (V)
i Il
8



ifadesine f fonksiyonunun v, tanjant vektori yonindeki tirevi denir (Hacisalihoglu

2000b).

Burada Vf,g € C* (M,R), Yv,,u, € TpM ve Va,b € R igin
i (avp +buy) [f] = avp [f] 4 buy [f],
ii. v, (af 4+ bg) = av, [f] + bv, [g] ,

iil. vy [f.9] = v, [f19 (p) + £ (p) vy 9],
dir.

Tanim 2.20 E" de bir egri a ve f € C* (E",R) olsun. Bu durumda

t

ifadesine f fonksiyonunun « egrisi yoniinde kovaryant tirevi denir (Hacisalihoglu

2000b).

Tanim 2.21 M bir diferensiyellenebilir manifold ve X = (zy,29,...,2,), ¥ =

(Y1, Y2, -, Yn) € X (M) birer vektor alanmi olmak iizere
D x (M) x x (M) — x (M)
(X7 Y) — D <X7 Y) =DxY = (X[y1]7X[y2]7 ceey X[yn])
ile tanimlanan doniigiime Y nin X e gore kovaryant tirevi denir (Hacisalihoglu

2000b).

Burada VXY, Z, W € M ve f € C* (M, ,R) olmak iizere
i. Dx(Y +Z)=Dx(Y)+ Dx(Z),

ii. Dx w(Y)=Dx(Y)+ Dw(Y),

iii. DyxY = fDx(Y),

iv. Dx(fY)=X(f)Y + fDx(Y)

dir.

Tanim 2.22 [ C R bir irtibath agik alt aralik olmak tizere
ol —E"
t—a(t)= (a1 (t),aa(t),...,an (1))
diferensiyellenebilir fonksiyonuna E" de bir egri ve ¢t € [ degiskenine ise egrinin

parametresi denir (Hacisalihoglu 2000b).
9



Tanmim 2.23 «: I — E” bir egri olsun. V¢ € I icin

/(t) _da (day dap do,,
R T N T T T

vektoriine « egrisinin teget vektori veya hiz vektori denir. Ayrica, a egrisinin bir

to € I noktasinda hiz vektorlerinin ciimlesi o egrisinin « (o) noktasindaki tanjant

uzayr olarak adlandirilir ve T, (o (1)) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 2000b).

Tanim 2.24 n—boyutlu Oklid uzay1 E" de bir diferensiyellenebilir egri o : I — E"

olmak iizere Vt € [ igin Ha , (t)H # 0 ise « egrisine regiilerdir denir (Korkmaz 2012).

Tanim 2.25 E" de bir egri a olmak tizere, Vs € [ igin

oluyorsa « egrisine birim hizli egri ve s € I parametresine de egrinin yay parametres:

denir (Hacisalihoglu 2000a).

1"

Tanim 2.26 o : [ CR — E" egrisi i¢in o (s) # 0 ise « (s) egrisine Frenet egrisi

veya uzay egrisi denir (Kiihnel 2006).

Tanim 2.27 n-boyutlu Oklid uzay1 E" de bir diferensiyellenebilir egri o : I — E"
ve U = (o/, o, ...,a(”) sistemi lineer bagimsiz olsun. Bu durumda k£ > r olacak
se- kildeki Va®) i¢in a®) € S, {¥} olmak iizere, ¥ den elde edilen {V;, V5, ..., V,}

ortonormal sistemine « egrisinin Serret-Frenet r—ayakly alani ve

{(Vi(m),Va(m),....Vy (m)}o

sistemine ise « egrisinin « () noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklist denir. Ayrica,

1 <'i < rigin her bir V; vektoériine Serret-Frenet vektori denir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.28 n-boyutlu Oklid uzay1 E" de s yay parametreli bir a : I — E" egrisinin
Frenet r—ayaklis1 {V; (s), V52 (s),...,V; (s)} olsun. Buna gore, 1 < i < r i¢in

kil — R,
s — ki (s) = (V] (5), Vi1 (5))
seklinde tanimh £; fonksiyonuna « egrisinin ¢—yinci egrilik fonksiyonu ve s € [ igin
k; (s) reel sayisina da M egrisinin « (s) noktasindaki i—yinci egriligi denir (Hacisa~
lihoglu 2000a).
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Teorem 2.1 n-boyutlu Oklid uzay1 E" de s yay parametreli bir o : I — E" egrisinin

a (s) noktasidaki i—yinci egriligi k; (s) ve Frenet r—ayaklisi {V; (s),...,V, (s)} ise
Vils) = ki(s)Va(s)

Vi(s) = —kici(s)Vica(s) +ki(s) Vi (s), 1<i<r

V(s) = —ka(5) Vi (s)

dir (Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.29 3-boyutlu Oklid uzay1 E? de s yay parametreli bir egri

a: I C R — E3 olmak iizere, Vs € I icin egrinin teget vektor alam

egrinin normal vektor alam
"
a (s)

N =@

ve egrinin binormal vektor alani
B(s)=T(s) NN (s)
olmak iizere, {T, N, B} sistemine Frenet 3—ayaklist denir (Hacisalihoglu 2000a).

Uyarn1 2.2 {T,N, B} Frenet 3—ayaklis1 ortonormal bir ¢at1 oldugundan E? uza-

yimin bir bazidir.

degerine « egrisinin « (s) noktasindaki egriligi denir (Do Carmo 1976).
Uyar: 2.3 ky (s) egriligi, egrinin teget vektorden ne kadar uzaklagtigimi 6lger.

Tanim 2.31 3-boyutlu Oklid uzay: E? de s yay parametreli o : I C R — E? egrisi

icin o (s) # 0 olmak {izere
B (s) = =7 (s) N (s)

esitligi ile tammlanan 7 (s) sayisina « egrisinin « (s) noktasindaki burulmas: denir

(Hacisalihoglu 2000a).
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Uyar: 2.4 ks (s) = 7 (s) burulmasi, egrinin oskiilator diizlemden ne kadar saptigin

Olcer.
Teorem 2.2 3—boyutlu Oklid uzaymda birim hizh bir egri
a:ICR— E?

olmak iizere Vs € [ i¢in
i. k(s) =0 <= « egrisi bir dogru,
ii. k(s) =sabit ve 7 (s) = 0 <= « egrisi diizlemsel egri,

dir.
O halde, 3—boyutlu Oklid uzay1 E? de s yay parametreli

a: I CR— E?

s — a(s) = (a1 (), a2 (s), a3 (s))

egrisinin « (s) noktasindaki Frenet 3—ayakhs: {7, N, B} olmak iizere o min Frenet

formiilleri
T'(s) = ki (s) N (s),
N' () = —k1 ()T () + ks (s) B (s). 2.1)
B (s) = —kz (s) N (s)

dir.

Ayrica, {T, N, B} Frenet 3—ayaklisimin her s aninda, bir eksen etrafinda, ani bir
helis hareketi yaptigi kabul edilir. Bu eksene egrinin « (s) noktasindaki Darbouz

(ani dénme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,
W =71T+ kB

olup, egrinin « (s) noktasimdaki Darboux vektorii adini alir. Bu vektor

T = WAT,
N = WAN,
B = WAB,

esitliklerini saglar (Hacisalihoglu 2000a).
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Tanim 2.32 E?, 3—boyutlu Oklid uzaymda regiiler bir o egrisinin birim teget vek-
torit T', sabit bir u vektorii ile sabit bir ¢ ags1 yapiyorsa, yani (T, u) = cos ¢ ise, «

egrisine genel helis denir (Lancret 1806).

Teorem 2.3 o : 1 C R — E?, 3—boyutlu Oklid uzaymda regiiler bir egri ve £ > 0
olsun. « egrisinin bir genel helis olmas igin gerek ve yeter kogul - = ¢ € R olmasidir

(Lancret 1806).

Tanim 2.33 o : [ C R — E3, 3—boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli bir egri ve
k # 0 olsun. Egrinin asli normal vektorii N, egrinin her noktasindaki sabit bir
dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyorsa, yani (N,u) = cosf ise, o egrisine slant helis

denir (Izumiya and Takeuchi 2004).

Teorem 2.4 « egrisi E3 de birim hizli bir egri ve bu egrinin egriligi x # 0 olmak
iizere, o egrisinin slant helis olmasi icin gerek yeter kosul a egrisinin asli normaller

gostergesinin kiiresel resminin geodezik egriligi olan

o(s)= (m; ) (s)

fonksiyonun sabit olmasidir (Izumiya and Takeuchi 2004).

2.4 Lie Gruplar:

Tanim 2.34 G bir grup ve M diferensiyellenebilir bir manifold olmak tizere

Ly : G nin her eleman1 M nin noktalar ile ¢akigir,

Ly: M x M — M, (a,b) — ab™! iglemi her yerde diferensiyellenebilir,

aksiyomlar1 saglanirsa (M, G) ikilisine Lie grubu, M ye Lie grubunun temel mani-

foldu ve G ye de Lie grubunun temel grubu denir (Hacisalihoglu 2006).

Ornek 2.3 E", n-boyutlu Oklidyen uzay:
+:E"xE" - E”
(,y) =z +y

islemine gore bir Lie grubudur (Arvanitoyeorgos 2003).
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Ornek 2.4 Oklid uzayindaki tiim 6teleme ve donme hareketlerinin olusturdugu

gruba Oklidyen grup adi verilir ve bir Lie grubudur (Arvanitoyeorgos 2003).

Tanim 2.35 V bir vektor uzayi olmak iizere
L] VXV -V

doniisiimii VX, Y, Z € V ve Va,b € R icin
i. Bi-lineer:

[aX 4+ bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],

ve

[X,aY +bZ] = a[X,Y] + b[X, Z],

ii. Alterne: [X, X] =0,
iii. Jakobi ozdegligi: [X,[Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] =0,
sartlari sagliyorsa bu doniisiime V' dzerinde bir Lie parantez operatori denir (Hacisa-

lihoglu 2000b).

Burada, V' = E" alinirsa Lie parantez operatorii

[]:x (B") x x (B") — x (E")
(X,Y) — [X,Y]

ve Vf € C> (E", R) igin

(X YT() = X(Y () = Y(X()) (2.2)

seklinde tammmhdir ve VX,Y € x (E") ve Vf,g € C> (E", R) igin
L [X,Y](fg) = fIX,Y](g) + 9[X, Y](f),

2. [fX,9Y] = f(X(9)Y —g(Y ()X + fg[X,Y],

3. [X, X] =0,

dir.

Tanim 2.36 G bir Lie grubu ve X, G iizerinde bir vektor alani olmak tizere Vg, g1 €
G icin,
Ligo)«X (91) = X (g9091) ,
14



yani Vg € G
lgeo X =Xol

ise X vektor alanina sol tnvaryant vektor alani denir.
X ={X|X ex, lgnoX = Xol}

ile tanimli ciimle vektor alanlar: uzayinin bir alt uzay1 olup X; uzayina sol invaryant
vektor alanlarinin uzay1 denir.

Benzer sekilde, Vg9 g1 € G icin,

T(g0), X (91) = X (9190)

yani Vg € G

TgroX =Tg0X

ise X vektor alanina sag tnvaryant vektor alani denir.
XT:{X|XEX, T(g)*oX:TgOX}

ile tanimli ciimle vektor alanlar: uzayimin bir alt uzayi olup X, uzayina sag invaryant

vektor alanlarimin uzay:r denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanmim 2.37 G Lie grubu iizerinde bir metrik d : G x G — R olsun. O halde,
VYa € G ve Vx,y € G igin

1. d(ax,ay) = d(x,y) ise d metrigine sol invaryant metrik,

2. d(za,ya) = d(z,y) ise d metrigine sag invaryant metrik,

denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.38 G Lie grubu iizerinde d metrigi, hem sag invaryant hem sol invaryant

ise d metrigine bi-invaryant metrik denir (Hacisalihoglu 2006).

Tanim 2.39 Bi-invaryant metrik (, ) ile birlikte bir Lie grubu G ve G Lie grubunun
Lie cebiri g olsun. O halde G iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu D olmak iizere
VXY, Z € g icin

<X’ [Y7 Z]> = <[X,Y],Z>,
15



ve Lie gruplarda bir vektor alant yoniinde kovaryant tiirev,

1
DY = J[X.Y]

seklinde tanimlanir (Ciftci 2009).

Tanim 2.40 n-boyutlu Lie grubu G {izerinde bir birim hizli egri o : I CR — G ve
G nin Lie cebiri g nin ortonormal bir baz1 { X7, X5, ..., X, } olsun. O halde, VW, Z € ¢
icin W = f:lwiXi ve Z = f:lleZ olarak tamimlanan vektor alanlarimin Lie ¢carpima
W2 = S we o),
ij=1
egitligi ile tammmhdir. Burada, w; : I — R ve z; : I — R diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir (Ciftci 2009).

Tanim 2.41 n-boyutlu Lie grubu G tizerinde bir birim hizhi egri o : I C R — G

olsun. O halde, T = o/ ve W = .leizi = Zl%Xi olmak iizere, o egrisi boyunca
1= =
herhangi bir W vektér alaminin kovaryant tirevi D W dir ve

]
DuW =W + 2 [T.W],

ile verilir (Ciftci 2009).

olur (Qiftci 2009).
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3. UC BOYUTLU LIE GRUPLARDA DARBOUX
DONME EKSENIi

Bi-invaryant metrik (, ) ile 3—boyutlu Lie grubu G de Frenet vektor alanlar {T', N, B}
ve egriligi k > 0 ve torsiyonu 7 olan bir birim hizli bir « : I C R — G egrisinin

Frenet formiilleri

T = kN,
N = —kT + (1 — 7¢) B, (3.1)
B:_(T_TG)Na

dir. Burada « egrisinin egriligi , torsiyonu 7 ve Lie grup torsiyonu 7, sirasiyla,

k=0Tl = ||7||, T =1DrBI - 7.

ve

([T, N1, B)

N | —

TG =

ya da
2

ro = 55 (B [T.7]) +

2K2T

T, T}

Y

|
4K2T
dir (Ciftci 2009).

Teorem 3.1 3—boyutlu Lie grubu G de Frenet elemanlar1 {T', N, B, k, 7} olan birim
hizli bir egri a : I C R — G olsun. O halde,

[T, N] = ([T, N],B) =218,
[T, B] = ([T, B],N) = —27¢N,
[N,B] = (I[N, B],T) =275T,

dir (Giftci 2009).

Uyar1 3.1 G, bi-invaryant metrik (,) ile 3—boyutlu Lie grubu olsun. Eger
1. G degismeli bir grup, yani; G = E3 ise 7¢ = 0,
2. G, SO (3) ise 7¢ = 3,
3. G, S3=2SU(2)ise 7¢ =1,
dir (Ciftci 2009).
17



Uyar: 3.2 3—boyutlu Lie grubu G de Frenet elemanlart {T', N, B, k, 7,75} olan
birim hizl bir egri a: I € R — G olsun. O halde,

(i) a,, G de bir genel helistir gerek ve yeter kogul «v egrisinin « (s) noktasindaki birim
teget vektor alani 7', bir X € g birim sol invaryant vektor alani ile sabit ac1 yapiyor.

Ayrica,
T—TG

= sabit # 0,

dir (Ciftci 2009).
(ii) a, G de bir slant helistir gerek ve yeter kosul « egrisinin « (s) noktasindaki
birim normal vektor alan1 NV, bir X € g birim sol invaryant vektor alani ile sabit a1

yapiyor. Ayrica

(=)
913/2

R |1+ (229)7]

K

= sabit,

dir (Okuyucu et al. 2013).

3—boyutlu Lie grubu G de Frenet catis1 {7, N, B} olan birim hizh bir egri
a:ICR— E?

olsun. Vs € I igin {7, N, B} Frenet 3—ayaklsi, « (s) noktasinda Darboux (ani
doénme) ekseni etrafinda bir ani helis hareketi yapar. Bu Darboux ekseninin yon ve

dogrultusunu veren vektore « (s) noktasindaki Darboux vektorii denir ve
W=(r—71¢)T +kB (3.2)

dir. Burada, Darboux ekseni

1. Tanjant vektorii 7', binormal vektorii B etrafinda s agisal hizdan,

2. Binormal vektor B, tanjant vektor T' etrafinda 7 — 7 agisal hizdan,

olusan iki donme hareketinden olusur diyebiliriz. Oyleyse asagidaki sonucu verebi-

liriz.
Sonug 3.1 Darboux ekseni, iki donme hareketine ayrilabilir.

Ayrica, Darboux vektorit W yoniindeki birim vektor
W (1—71¢)T+ kB

HWH \/K2+(T_TG)2
18
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olup

W W~ W||W||
Wi
\/I€2+(T7TG)2((TfTG),T+H,B+(77TG)T+I€B> ((r—7G)T+kDB) mj/(: T(G)(T ;—G)
= +Hr—7qg

- /@2—1—(7 Tg)

w=

2HI—H(T—TG)(T—TG)/] B

[(52+(T—TG)2)(T—TG) —(r— TG)HN —(r— TG (r—7¢q) ] |:Ii +(7— TG H—K,
(n2+(7' rq)? 2
|:H2(T—TG)/—(T—TG)H,HI}T+[(T—TG)2H/—H(T Ta)(T— TG)]B
(K2+(T7Tg)2)%
[H(T—TG)/ —(T—TG)HI] T+ [(T—Tg)ml—m(T—Tg)/] (r—7a)B
(m2+(7'77'(;)2)%

_ /{(7'77'@)/7(7'77'(;)&, kT —(r—7¢g)B
I€2+(T*Tg)2 \/52+(T—TG)2

dir. Burada, rr=76) —(1=76)k _ § denirse
K2H(T—Ta)

)
—N
W

b=—

olarak yazilabilir. Ayrica, w vektorii hem W vektoriine hem de N vektoriine orto-

gonaldir. O halde, w vektorii yoniindeki birim vektor

w 1

V= = —o N,
ll Wl

olmak iizere N, v,w vektorlerinden olusan yeni bir Frenet catisi elde ederiz. Oyle ki

Frenet formiilleri

N = W],
0 = dw—[W]N,

w = —v
veya matris gosterimi
N 0 W] o N
v =| —|W| 0 § v
w 0 -0 0 w

dir. Burada

W) =/r2+ (r = ra)* >0,
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ve , ,
s_tlr—16) —(r—1a)x _ (59
I€2+(T—Tg)2 14+ (ﬂ)2

K

T—Tg

olup (T) harmonik egriliktir.

Yeni { N, v, w} ortonormal gatisi yardimiyla W3 Darboux vektorii esitlikleri yardimiyla
Wy =0N+ |[W]jlw=N+W

dir. Benzer sekilde devam edersek Darboux ekseninin dénme hareketinin sirali bir
sekilde yapildigini goriiyoruz. Boylece Darboux vektorlerinin serisi elde edilir.

Ayrica,
5 (=re )’

LR (i%)z]

3/2
olup Uyar1 3.2 den asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.2 3—boyutlu Lie grubu G de hareketli ortonormal ¢atinin { N, v, w, ||W{|, 0}
elemanlar1 olan birim hizli bir o : I C R — G egrisi bir slant helisdir gerek ve yeter
5

kosul oy orant sabittir.

3.1 Sabit Devinim Egrileri

Bu boliimde, bi-invaryant metrikli 3—boyutlu Lie gruplarinda sabit devinim egri-

lerinin tanimi verilmis ve bazi karakterizasyonlar elde edilmistir.

Tanim 3.1 3—boyutlu Lie grubu G de Frenet gatis1 {T', N, B} ve Darboux vektorii
W olan bir birim hizhi egri o : I C R — G olsun. Eger, W Darboux vektoriiniin
hiz1 ||W|| = sabit ve W, bir d sol invaryant vektor alani ile sabit bir ag1 yapiyorsa,
yani;

(d, W) = sabit,
ise v egrisine sabit devinim egrisi denir.
Lemma 3.1 3—boyutlu Lie grubu G de Frenet catis1 {T', N, B} olan sabit devinim

birim hizl egrisi a : I € R — G olsun. Eger 6 > 0, u ve A = /6% + p2 keyfi

sabitleri icin sol invaryant vektor alani

d=W + uN,
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ise
i) |W]| = d = sabit;

b

i) cosp = ¢

NH = 0 = sabit;
Br_
Y

iii)

iv) sinp = § = sabit;

v)||d|| = X = sabit,
dir. Burada, ¢, d ile W arasindaki acidir.

Ispat. (3.2) esitliginden a egrisinin Darboux vektorii

W= (r—-71¢)T+ kB,

olup
Wi = viww)
= V(1 —7¢)T+ kB, (1 —1¢) T + kB)
_ \/ (1 — 70)2 + K2
ve Tanim 3.1 den « egrisi, sabit devinim egrisi oldugundan ||W| = sabit tir.

Dolayisiyla |W|| = ¢ denirse § = \/(T —7¢)* 4 K2 = sabit tir.
Ayrica (3.1) sisteminden
N = —kT + (1t —7¢) B,

olup
[¥] =)
= V(=kT + (1 —7¢) B, =T + (1 — 7¢) B)
: \/K2<T’T>+<T—7G>2<B,B>
—— ——

1 1

= \/(T—TG)2+H2

ve § = \/(T — 7¢)° + k2 = sabit oldugunda ||| = HNH = 0 = sabit tir. Dahasi,

ld = V(W +puN,W + uN)

= W, W) + 24 (W, N) + 122 (N, N)
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olup (3.2) esitligi ve {T', N, B} Frenet gatis1 bir ortonormal ¢at1 oldugundan (W, N) =

0 olacagindan

ld]l = VW, W) + u2 (N, N),

dir. Burada (W, W) = |[W|* = 6% = (1 — 7¢)” + k% ve (N, N) = 1 oldugundan

1]l = /0% + p2,

yazilabilir. & > 0 ile u birer keyfi sabit ve A = 1/ + p2 oldugundan ||d|| = A = sabit
tir. Oyleyse i), iii) ve v) ile verilen ifadeler saglanir.

Diger yandan, d ile W arasindaki ac1 ¢ olmak iizere
(d, W) = |[d]| [W]] cos ¢
dir. Burada d = W 4 puN ve (N, W) = 0 oldugundan
(W, W) = [ld][ [W]| cos
olup i) ve v) den
6% = X cosg

dir. Burada, 6 > 0 ile A birer sabit oldugundan cos ¢ = % dir.
Dahasi, d vektor alan1 Sp {W, N} diizleminde bulundugundan W ile arasindaki ag
@ ise W ile N birbirlerine dik oldugundan d ile N arasindaki a1 § — ¢ dir. O zaman

T
(d,N) = ||| N cos (5 =)
dir ve d = W + puN oldugundan

(W,N) + p{N,N) = ||d|| | N||sin
— Y X
olup v) den
= Asing
dir. Burada, pu ve A = /6% + 2 > 0 birer sabit oldugundan sin ¢ = & = sabit dir.

Bu da ispat1 tamamlar. m
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Sonug 3.3 3-boyutlu Lie grubu G de Frenet ¢atisi {1, N, B} olan sabit devinimin
birim hizh egrisi « : I C R — G olsun. O halde,

i.d=0,
o =
esitlikleri denktir.

Y

Sonug 3.4 3-boyutlu Lie grubu G de Frenet catis1 {7, N, B} olan bir birim hizh

egrisi a : I C R — G olsun. O zaman,
a sabit devinimli bir egri <= « egrisi bir slant helis
dir.
Ispat. Kabul edelim ki, @ sabit devinimli bir egri olsun. O halde, Lemma 3.1 den,
7r
(@, N) = Il N cos (5 - ¢)
= Asingp
= M

ve p bir sabit oldugundan (d, N) = sabit tir. Oyleyse, a egrisi bir slant helistir.
Simdi, kabul edelim ki « bir slant helis olsun. O halde, Lemma 3.1 den slant helisin
ekseni olarak d = W + pulN yi alabiliriz. Buradan « sabit devinimli bir egridir
diyebiliriz. m

Teorem 3.2 3—boyutlu Lie gruplarinda Frenet ¢atis1 {7, N, B} olan bir birim hizh

egria: I C R — G olsun. O zaman, « sabit devinimli bir egri gerek ve yeter kogul
Kk = —0sin (us), T —Tg = dcos(us), (3.3)
dir.
Ispat. Kabul edelim ki, o sabit devinimli bir egri olsun. O halde, Sonuc 3.3 den
d=W +uN =0,
dir. (3.1) ve (3.2) esitliklerinden

(<T_TG)/_/€M>T+(H,-l-u(T—T(;))B:O
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elde edilir. Burada, T ve B sifirdan farkl vektor alanlar1 oldugundan

—10) —kpu =0,
(T TG) — K (3.4)
K+pu(tr—16)=0

sistemi elde edilir. Burada, y # 0 olmak koguluyla bu diferansiyel denklem sistemi-
nin ¢oziimii

(1 —710) +K*=2C

dir. Burada C sifirdan farkh pozitif bir integral sabitidir. Lemma 3.1 den ||W| =
)= \/(7’ — 7¢)° + k2 oldugundan 6% = 2C olup

T—7Tqg=0dcosH,
(3.5)

Kk = 0siné,

yazilabilir. (3.4) ve (3.5) sistemlerinden § = —pus elde edilir. O halde (3.5) sisteminde
0 yerine —pus yazilirsa
T —Tg = dcos(us),
Kk = —0sin (us),
elde edilir.
Simdi, kabul edelim ki, K = —d sin (us) ve 7 — 7¢ = 6 cos (us) olsun. Lemma 3.1 ve

Sonug 3.3 den « sabit deviniminin bir egrisi oldugu aciktir. m
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