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Yiiksek Lisans Tezi
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Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve caligmada
kullanilan bazi tanim ve temel sonuclar verildi.

Ucgiincii boliimde, smir deger uzay1 ve dissipatif genislemelerin temel tanmim ve
ozellikleri verildi.

Son olarak, zaman skalas1 iizerinde singiiler konform kesirli mertebeden Sturm-
Liouville operatériiniin maximal disipatif, akretif, kendine es genislemeleri sinir kosullar

cinsinden verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Zaman skalasi iizerinde konform kesirli kalkuliis, Sturm-
Liouville operatorii, simetrik operator, kendine es operator, disipatif operator, akretif

operatdr, genisleme, sinir deger uzayi, sinir kosullari.
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Erdal YOLCU

Burdur Mehmet Akif Ersoy University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin TUNA
January, 2022

In this study, firstly historical development of the topic is mentioned, some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, basic definitions and properties of a boundary value space and
dissipative extension are given.

Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint and other
extensions of singular conformable fractional Sturm-Liouville operator on time scales is

given in terms of boundary conditions.

Keywords: Conformable fractional calculus on time scales, Sturm-Liouville
operator, symmetric operators, self-adjoint operators, dissipative operators, accretive

operators, a space of boundary value, boundary conditions.



1. GIRIS

Zaman skalast kavrami 1988 yilinda Stefan Hilger tarafindan literatiire
kazandirilmigtir (Hilger,1988). Hilger doktora tezinde ayrik kalkiiliis ile siirekli kalkiiliisii
tek bir teori altinda birlestirmistir. Bu kavram yardimiyla diferansiyel denklemler teorisi ile
fark denklemler teorisi tek bir gati1 altinda toplanmustir. Literatiirde zaman skalalariin pek
cok uygulamalar1 vardir. Ornegin, bdcek popiilasyon modellerinde, 1s1 transferi
caligmalarinda, borsa ve sinirsel ag modellerinde zaman skalas1 kavramindan yararlanilir.
Bu konuda daha ayrintili bilgi i¢in Bohner ve Peterson’un (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
calismalarina bakilabilir.

Kesirli mertebeden kalkiiliis giinlimiizde uygulamali matematikgiler tarafindan
yogun olarak ¢alisilan alanlarindan biridir. Yakin zamanlarda Khalil ve arkadaslar1 (Khalil
vd, 2014) konform kesirli mertebeden tiirev kavramini tanimlamiglardir. Bu ¢alismalarinda
konform Kkesirli mertebe tiirev taniminin adi tiireve paralel olarak ¢arpim kurali, boliim kurali
vb Ozellikleri sagladigimi gostermislerdir. Daha sonra Abdeljawad (Abdeljawad, 2015)
konform kesirli mertebe tiirev teorisini gelistirerek ¢esitli 6zelliklerini ispatlamistir.  Al-
Refai ve Abdeljawad (Al-Refai ve Abdeljawad, 2017) konform Sturm Liouville 6zdeger
problemi i¢in temel sonuglar1 (6zdegerlerin reelligi, basitligi, farkli 6zdegerlere karsilik
gelen 6z fonksiyonlarin ortogonalligi vb) elde etmislerdir. Allahverdiev ve arkadaslari
(Allahverdiev vd., 2019) 2019 yilinda yaptiklar1 ¢alismada konform Sturm Liouville
problemini ele almiglardir.

Benkhettou ve arkadaglari (Benkhettou vd,2016) konform kesirli mertebeden
kalkiiliisii zaman skalalar1 iizerine tasimislardir. Zaman skalasi lizerinde konform kesirli
mertebeden tiirevin temel kavramlarini ispatlamislardir. Benzer tanimlar Zhao ve Li (Zhao
ve Li, 2016) tarafindan da verilmistir. Daha sonra Zhao ve arkadaglar1 (Zhao vd, 2016)
Benkhettou ve arkadaslarimin (Benkhettou vd,2016) calismalarini genisleterek zaman
skalalar1 iizerinde birim operatdre sahip konform delta tiirev kavramini vermistir. 2019
yilinda Bendouma ve Hammoudi (Bendouma ve Hammoudi, 2019) zaman skalalari tizerinde
konform nabla tiirev kavramini vermistir ve ¢esitli 6zelliklerini arastirmislardir. Giilsen ve
arkadaslar1 (Giilsen vd, 2018) zaman skalasi tizerinde konform Sturm Liouville denklemi
icin ¢oziimlerin varligimi incelemistirler. Allahverdiev ve Tuna (Allahverdiev ve Tuna,
2021) zaman skalasi iizerinde konform Sturm Liouville denkleminini ele alarak ¢esitli

ozelliklerini ispatlamigtirlar.



Simetrik operatorlerin genisleme teorisi operatdrler teorisinin Onemli ugrast
alanlarindan biridir. Bu konuda ile ilgili temel sonuglar 1929 yilinda J. von Neumann (Von
Neumann, 1929), tarafindan elde edilmistir. J. von Neumann hangi kosullarda simetrik
operatorlerin kendine es genislemeye sahip oldugu ve bu genislemenin nasil olacagini
gostermistir. Rellich (Rellich,1951), Krein (Krein, 1947-1952), Vishik (Vishik,1952),
Birman (Birman,1956), Phillips (Phillips,1959), simetrik operatorlerin kendine es
genislemeleri {izerinde ¢alisan matematik¢ilerden bazilaridir.

Lineer bagintilar metodunu kullanarak simetrik operatorlerin genislemesi 1969 yilinda Rofe-
Beketov (Rofe-Beketov,1969) tarafindan verilmistir. Bu metodu kullanarak simetrik
diferansiyel operatorlerin kendine es genislemeleri simir kosullari cinsinden ifade eden
matematikgiler: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk vd,1984), Bairamogly
(Bairamogly,1984), Allahverdiev (Allahverdiev, 2013, 2014, 2016), Tuna (Tuna , 2013),
Tuna ve Bayrak (Tuna ve Bayrak, 2018), Tuna ve Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev,
2018) ve Allahverdiev vd. (Allahverdiev vd., 2020) dir.
Disipatif lineer bagintilar kullanilarak operator katsayili simetrik diferansiyel operatorlerin
disipatif ve kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk vd,1972)
tarafindan verildi. Daha sonralar1 birbirinden bagimsiz olarak Bruk (Bruk,1976) ve
Kochubei (Kochubei,1975) tarafindan smir defer uzayr kavrami yardimiyla simetrik
operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve diger genislemeleri yapildi. Simetrik
operatorlerin genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in  Gorbachuk, Gorbachuk ve
Kochubei (Gorbachuk vd,1989) ¢alismasina bakilabilir.

Bu tez ¢alismasinda, zaman skalalari {izerinde singiiler durumda konform Sturm
Liouville denklemi i¢in simir deger uzayi insa edildi. Sinir kosullart yardimiyla tiim

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri verildi.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. U, bir kompleks lineer uzay olmak tizere her uve U ve A € K her igin
asagidaki sartlar1 saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin ig

carpimi ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzay1 denir:

1. wuw)=20wu)=0eu=0
2. (uv) =

3. (Au,v) =A(u,v)

4. (uq + uyv) = (ug, v) + (uy, v).

Ayrica verilen bu 6zellikler gozoniinde bulundurularak (u, Av) = A(u, v) ve
(u, vy + v,) = (u,v,) + (u, v,) ozellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tamm 2.1.2. (U, (,.)) bir i¢ ¢garpim uzay1 ve u € U olsun. u vektoriiniin normu,

o0 1/2
|w=mm%=6;ﬁﬂ @1

olarak tanimlanir. Bu norma gore (U , (. )) i¢ carpim uzay1 bir normlu vektor uzayi olur
(Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.3. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,

llull = (u,u)"/2 2.2)

normuna gore tam ise, yani (U, (., .))igindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir uUp noktasina
yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.4. K, H Hilbert uzaymin herhangi bir lineer alt uzayr (K S H)olsun.

T:K<H->H (2.3)
doniisiimii, her «, fe C ve her u, v € K i¢in

T(au + Bv) = aTu + BTv (2.4)



esitligini saglaniyorsa, T doniigiimiine lineer operatdr denir (Naimark, 1968).
Tamim 2.1.5. H Hilbert uzayi tizerinde tanimlanan bir T lineer operatorii verilsin.

Her u € H igin

ITull < kllull (2.5)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayist varsa T ye sinirh lineer operatér denir. Bu k
sayilarnin en kiigiigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatoriiniin normu alternatif olarak

|7l
IT|| = sup——= sup |[Tull (2.6)
uzo Ul =t

esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.6. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operator olmak iizere, T nin tanim

kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,

(Th,t) = (h,T*t) 2.7)

esitligini saplayan T* operatdriine T~ nin eslenik operatorii denir. Bu esitligi saglayan t € H
vektorler kiimesine T~ nin tanim kiimesi denir ve K(T*) ile gosterilir. T* operatorii asagidaki
esitlikleri saglar.

i.(T)* =T

ii. A7) = AT~

. (T+L)y =T"+L"

iv. (T =LT*

V. |IT*|| = |IT|| (T sinirh iken)

(Naimark, 1968).

Tammm 2.1.7.T* =T ise, T ye kendine es operator adi verilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).
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Tamim 2.1.8. Tanim kiimesin D (A) olan bir A lineer operatérii igin, f, g € D(A) olmak

lzere,

(Af,9) = (f,49)
esitligi saglanirsa, A operatoriine Hermitian denir (Naimark,1968).

Tamm 2.1.9. A: D(A) — H lineer bir operator ve D (A) tanim bolgesi H Hilbert uzayida
yogun olsun (D(A) = H). Her f, g € D(A) igin,

(Af.9) = (f,A9)

ise, yani A c A” ise, A ya simetrik operator denir (Naimark,1968).

Tanim 2.1.10. D(U), U operatoriiniin tanim bolgesi olmak iizere, her x,y € D(U) i¢in

(Ux,Uy) = (x,)
ise, U ya izometrik operator denir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tamm 2.1.11. Bir U izometrik operatoriiniin tanim ve deger kiimesi tiim H Hilbert
uzayina esit ise, U operatoriine iiniter operator denir.
Sinirl1 bir izometrik U operatoriiniin tiniter olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

U*U = UU* = [ olmasidir (Akhiezer and Glazman, 1963).
Tamim 2.1.12. T lineer operatoriiniin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun olmak
iizere, her h € D(T) igin,

Im(Th, k) > 0 (2.8)

ise, T lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Tamim 2.1.13. Reel (Gergel) sayilarin keyfi bos olmayan kapali alt kiimelerine zaman skalasi
denir. Zaman skalas1 T ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.1.14. Reel (Gergel) sayilar (R),Tam sayilar (Z), Dogal sayilar (N)ve [2,5] kapali
alt aralig1 bir zaman skalasina 6rnek olustururken Rasyonel sayilar (Q), irrasyonel sayilar

(]R/ 7)> Kompleks sayilar (C)ve (1,3) agik araligi zaman skalasina ornek olusturmazlar.

-5-



(Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.15. teT olmak lizere o:T — T operatdrii ileri sigrama operatoriidiir ve
o(t) = sup {seT:s > t}

seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.16. t € T olmak lizere; p: T = T operatorii geri sigrama operatoriidiir ve
p(t) = sup {seT:s < T}

seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanmm 2.1.17. Graininess fonksiyonlar1 y, 9: T — (0, 00), u(t)= o(t) —t Ve

9(t) =t — p(t), Vt € T ile tamimlanir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.18. t € T olsun. Eger o(t) >t iset ye sag yayilmis nokta, p(t)<t iset ye
sol yayilmis nokta denir. Eger p(t)<t<o(t) ise t € T noktasina ayrik(izole) nokta denir.
(Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.19. t € T olsun. Eger t < supT ve o(t)=t ise t ye sag yogun nokta,

t > infT ve p(t)=t ise tye sol yogun nokta denir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.20. T zaman skalas1 sol yayilmis maksimum deger M’ ye sahip ise,
tiirevlenebilirlik bolgesi T¥ = T — {M} dir. Diger durumda TX = T seklindedir.

T zaman skalasi sag yayilmig maksimum deger m’ ye sahip ise, tlirevlenebilirlik bolgesi

Ty = T — {m} dir. Diger durumda Ty = T seklindedir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.21. u: T - [0, o) seklinde tanimli ileri sigrama fonksiyonu her t € T i¢in

p® =o(® —t (2.9)

seklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Tanim 2.1.22. v: T - [0, o) seklinde taniml1 geri sigrama fonksiyonu her t € T igin

v(t) =t—p(t) (2.10)

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.23. Eger o(t) > tise t € T ye sag yayilmis nokta, p(t) < tise t € T‘ye soldan
yayilmis nokta denir. Eger

p(t) <t<a(t) (2.11)

ise t € T noktasina ayrik(izole) nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanm 2.1.24. Egert < supT ve o(t) = tise t € T ye sagdan yogun nokta, t > infT ve
p(t) =tiset € T ye soldan yogun nokta denir. Eger

p() =t=0(t) (2.12)

ise t € T ye hem sag hem de sol yogun nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanmmm 2.1.25. T zaman skalasi soldan yayilmis maksimum deger M’ ye sahip ise

tiirevlenebilirlik bolgesi T = T — {M} dir. Diger durumlarda T* = T seklindedir.

T zaman skalasi sagdan yayilmis minimum deger m ye sahip ise tiirevlenebilirlik bolgesi

Ty = T — {m} dir. Diger durumlarda T = T seklindedir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.26. f: T — R bir fonksiyon olmak tizere f: T — R fonksiyonu herhangi bir
te T igin fo(t) = f(o(t)) seklinde tanimlanir. Benzer sekilde f°: T — R fonksiyonu
herhangi birt € T igin fP(t) = f(p(t)) seklinde tanimlidir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Tamm 2.1.27. U c T olmak iizere herhangi bir 6 > 0 i¢in

U(t) ={s €T:|s—t| <6}
bi¢ciminde tanimlanan U(t) kiimesine t’ nin §-komsulugu denir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).



Tamm 2.1.28. t; € T olmak iizere herhangi bir ¢ > 0 ve t € U(t, ) icin

lf @) — ft)l <e
olacak sekilde bir U(ty) komsulugu varsa f: T — R fonksiyonu t =t, noktasinda
stireklidir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanmm 2.1.29. f: T — R bir fonksiyon ve t € TX olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik
bir 8 > 0 igin t noktasinin U = (t — §,t + 8§) N T komsulugunda f* tiirevi her

s € U i¢in |f(a(t) — f(s)) — fAa(t) — S)| <c¢gla(t) —s|

seklinde tamimlanir. Burada f* tiirevine delta (Hilger) tiirevi denir.
Eger her t € TX icin f fonksiyonu f2 tiirevlenebiliyorsa TX kiimesine delta (Hilger)
tirevlenebilirdir denir. Yani
f(o(®) = f()
o(t)—s
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

fA(8) = lim

Tammm 2.1.30. f: T — R bir fonksiyon ve t € Tk olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina
karsilik bir § > 0 icin t noktasinin U = (t — §,t + §) N T komsulugunda fV tiirevi

her s € U i¢in

[f(p(®) = £(8)) = fT(p(t) = 9)| < elp(®) — s
seklinde tanimlanir. Burada fV tiirevine nabla tiirevi denir.

Eger hert € T i¢in f fonksiyonu fV tiirevlenebiliyorsa Tk kiimesine nabla tiirevlenebilirdir

denir. Yani

f(s) = f(p®)
s —p(t)

seklinde tanimlanir.

i. T=Rise T® =T oldugundan her t € TX i¢in
fA(t) f(t) f(S) = f'(t)

olur. Yani T = Rigin f2 = f' seklindedir. Benzer sekilde
FY() = f(t) f(S) = f'(t)

olur. Yani T = R igin fV = f' seklindedir

fY(&) = lim

ii. T=7Zise T =T oldugundan Vt € TX igin

-8-



A1) = lim fe®)-F(®) _ fE+D-F (O = f(t+1) = f(t) = AF (D)

a(t)»t o)-t (t+1)-t

olur. Yani T = Z igin f2 = Af seklindedir. Benzer sekilde

Viey — 1o FO=F(p®) _ fFO-ft-1) _ _ 1y -
U@ = lim SRR = KR = £(0) - £t - 1) = V(@)

olur. Yani T = Z igin fV = Vf seklindedir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.31. f: T — R fonksiyonunun TX* = (T¥)X iizerinde ikinci mertebeden delta

(Hilger) tiirevi

fAA - (fA)A: ™ S R

seklinde tanimlanir. n. mertebeden delta (Higher) tiirevi f2": TX" - R

seklinde tanimlanir. Ayrica o2(t) = a(a(t)) ve p2(t) = p(p(t)) olmak lizere her n € N,
icin ¢™(t) =t +nhvep™(t) =t—nh

seklinde olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.32. Eger f: T — R fonksiyonunun T’ deki sagdan yogun noktalarda sagdan,
soldan yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona diizenli fonksiyon denir (Bohner
ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.33. Eger f: T — R fonksiyonu T’ deki sagdan yogun noktalarda siirekli ve
soldan yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sagdan yogun siirekli ya da rd-

stirekli fonksiyon denir .

f: T — R olmak iizere rd-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

Crq = Crq (T) = C,q (T, R) ile gosterilir.

f: T — R tiirevlenebilir olmak tizere tiirevi rd-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Crq = C}q(T) = C}4(T,R)

seklinde ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).



Tamm 2.1.34. Eger f: T — R fonksiyonu T’ deki soldan yogun noktalarda siirekli ve
sagdan yogun noktalarda sagdan limiti varsa bu fonksiyona sol yogun siirekli ya da 1d-siirekli

fonksiyon denir.

f: T — R olmak iizere ld-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

Cia = Cq (T) = Cpq (T, R)

ile gosterilir.

f: T — R tiirevlenebilir olmak tizere tiirevi 1d-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Cig = Cly(T) = Cjy(T,R)

seklinde gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1.35. f: T — R bir fonksiyon olsun.

I. f stirekli ise rd-stireklidir.

ii. f rd-siirekli ise diizenlidir.

iii. Ileri sigrama operatorii o rd-siireklidir.

iv. f diizenli ya da rd-siirekli ise f¢ fonksiyonu da diizenli ya da rd-siireklidir.

V. f siirekli olsun. Eger g: T — R diizenli ya da rd-siirekli ise f o g fonksiyonu da bu
ozellige sahiptir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1.36. Kompakt aralik iizerinde her diizenli fonksiyon siirhdir.

Ispat. f: [a,b] — R fonksiyonu sinirsiz olsun. Her n € N igin

|f(t)] > 0vet, € [ab],{t,:n € N} c [a,b]
oldugundan bir {tnk}kEN yakinsak alt dizisi vardir.

lim t, =t, to € [a,b] ve{t,;n €N} T (2.13)

n—-oo

ve T kapali oldugundan t, € T dir. (2.13) den dolay1 t, ayrik(izole) nokta degildir ve t,
asagidan ya da yukaridan yaklasan bir alt dizi vardir. Her bir durum igin t — t, iken f(t)
nin limiti diizenlilikten dolay1 sonlu olmak zorundadir. Bu ise bir ¢eliskidir (Bohner ve

Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.37. f: T — R siirekli bir fonksiyon olsun. D ¢ TX olmak iizere TX\D ve T nin
sagdan yayilimli elemanlarim1 kapsayan ve Vt € D icin f tiirevlenebilir ise D ile 6n

tiirevlenebilir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Sonug¢ 2.1.38. f ve g fonksiyonlar1 D ile 6n tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.

I. Eger U, s,r € T noktalar1 ile kompakt aralik ise

() = F()] < supeyrnpf{|f2 @O [}Is =71

olur.

ii. Eger her t € D icin f2(t) = 0 ise f sabit fonksiyondur.

iii. Eger her t € D i¢in f2(t) = g”(¢t) ise her t € T i¢in g(t) = f(t) + C olur. Burada C
bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.39. f: T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Eger F: T — R fonksiyonu TX
tizerinde delta (Hilger) tiirevlenebilir ve her t € TX igin FA(t) = f2(¢t) ise F fonksiyonuna

f fonksiyonunun delta-anti tiirevi veya ilkeli denir.

Eger f fonksiyonun A-anti tiirevi varsa f fonksiyonuna A-integrallenebilir fonksiyon denir.

a,b € T olmak tizere

b
J, f®)At = F(b) — F(a)
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tammm 2.1.40. f: T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Eger F: T — R fonksiyonu Ty
iizerinde nabla tiirevlenebilir ve Vt € Ty icin FV(t) = f¥(t) ise F fonksiyonuna f

fonksiyonunun nabla-anti tiirevi veya ilkeli denir.

Eger f fonksiyonun V-anti tiirevi varsa f fonksiyonuna V- integrallenebilir fonksiyon denir.

a,b € T olmak tizere

b
I, f@©Vt = F(b) — F(a)
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1.41. Her rd-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Teorem 2.1.42. Eger f € C,q Vet € TX ise
179 F@at = p®f @) olur.

Ispat. Teorem 2.3.4. geregince f fonksiyonunun F anti-tiirevi vardir. O zaman
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a(t)
f(o)At

F(o(t)) — F(t)

H(OFA(t)

u@®f @)
elde edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1.43. Her Id-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Ornek 2.1.44. Eger T = Z ve a # 1 ise

[ atA(t) integralini hesaplayalim.
A t

(a_t) ()= a-a’ _ 4t oldugundad

a—1 a—1 a—1

[ atA(t) ==+ C elde edilir

burada C bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.1.45. a,b € T ve f € C,, olsun.

i. Eger T =R ise

f:f(t)At = fabf(t)dt

seklinde hesaplanir.

ii. Eger T =7Z ise

(b—l
Zf(t) . a<b

b t=a
ff(t)At=< 0 , a=b

a a—1
—Zf(t) . a>b

\ t=p

seklinde hesaplanir.

iii. Eger [a, b ] aralig1 ayrik noktalar igeriyorsa ve T = Z ise
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(
> u®r® , a<b
b t€[a,b)
]f(t)At=< 0 , a=b
= > u®f® |, a>b
\ t€[ab)

seklinde hesaplanir.

iv. Eger T = hZ = {hk:k € Z} ve h > 0 ise

( %—1
Zf(kh)h . a<b
b k=
ff(t)At=< 0 , a=bh
a 2_1
h
—Zf(kh)h Ny
L k=2

seklinde hesaplanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
Teorem 2.1.46. Eger f2 > 0 ise f azalan degildir.

Ispat: [a, b] kapali arahigi {izerinde f2 > 0 ve s,t € Tigina < s < t < b olsun. O zaman

F@ =16+ | FP@ac £

olur. Dolayistyla f artan degildir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1.47. Eger a,b,c € T,a € Rve f,g € C,4 ise

i [T(f(0) + g(©)at = [] F(DAL + [ g(e)at

ii. f:(af(t))At =qa f:f(t)At

i, f:f(t)At =— [ f(OAt

iv. f:f(t)At = f:f(t)At + fcbf(t)At

v. 7 f(0(0)gat = (Fg)(B) — (fg) (@) — [ fA(O)g(D)At
vi. [ F(©g°At = (fFg)(B) — (f9) (@) — [, fA(©)g(a(e))At

vii. [1f(®)At=0
viii. Eger [a, b) tizerinde |f(t)] < g(t) ise
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< ng (At

f ’ f(t)At

iX. Egera <t < b igin f(t) = 0 ise

b
j fAt =0

olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1.48. Eger a,b,c € T,a € Rve f,g € C}, ise

i) (f(&) + g@®)Ve = [ FOVE+ [ g(6)Ve

ii. [7(af(©)Ve=a [ f(E)VE

iii. [7 f(OVE = — [ f(O)VE

iv. [ f(OVE = [ fOVE+ [ FE)VE

v J2 f(p(0)g"Vt = (f)B) = (Fg) (@) ~ [} T (D) g(&)Vt
vi. [7 f(Dg7Ve = (fg)(B) - (f) @ — [, fT()g(p(0)Vt
vii. [ f(OVE=0

viii. Bger [a, b) iizerinde |£(£)] < g(t) ise

fbf(t)Vt < fbg(t)Vt

iX. Egera <t < b igin f(t) > 0ise

b
f f@®)vVt =0

olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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2.2 Konform Kaesirli Tiirev

Bu boliimde zaman skalalar1 tizerinde konform kesirli delta tiirev kavrami ve ozellikleri
verilecektir. T zaman skalasi, t € T ve § > 0 olsun. t'nin § komsulugunu
V; =]t — §,t + §[N T olarak tanimlayacagiz.

Tamm 2.2.1. f: T -» R, t € T ¥ ve a €]0,1] olsun. t > 0 igin dyle bir T, (f) (t) sayis1
tanimlayalim ki herhangi € > 0 verildiginde § komsulugunda t 'nin V, c T igin

6 > 0 olsun, oyle ki
Vs €V, |[f(0(®) = ()]t = T.(H©®[o(®) = s]| < ela(®) —sl.

T,(f)(t), t’de f’nin a. mertebeden konform kesirli tiirevi olarak adlandirilir.
t = 0 i¢in konform kesirli tiirevi T, (f)(0) = tlirg;r T, () (t) olarak tanimlayacagiz.
(Benkhettou vd., 2016).

Uyan 2.2.2. « = 1, 0 zaman Tanim 2.2.1°den delta zaman skalasinin tiirevi elde edilir.

a = 0 mertebeden konform kesirli tiirevi Ty (f) = f operatdriiyle tanimlayacagiz.
Uyan 2.2.3. Calisma boyunca [f(t)]* = T, (f)(t) notasyonunu kullanacagiz.

Teorem 2.2.4. « €]0,1] ve T zaman skalas1 olsun. Kabul edelimki f: T - Rvet € T ¥
olsun. Bunu izleyen 6zelliklere devam edelim.

i. f,t > 0igin a. mertebeden konform Kesirli tiirevlenebilirse o zaman f, t 'de siireklidir.

ii. f, t’de siirekli ve t sagdan daginik ise, o zaman f, t 'de @. mertebeden tiirevlenebilirdir.

T, (F)(®) —W tl-a (2.14)

iii. t sagdan yogun ise, o zaman f, t ‘de a. mertebeden konform kesirli tiirevlenebilirdir

ancak ve ancak llm UG ) f ©) ¢1-a gibi sonlu bir say1 vardir.

Bu durumda

To (f)(t) = f<t> f(s) (2.15)

Iv. f,t 'de a. mertebeden kesirli tiirevlenebilirse

fla(®) = fF© + Ot * T, (H ()
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(Benkhettou vd., 2016).
Lemma2.25.f: T - R,Vt € T, c € Rigin, f(t) = c tarafindan tanimlanirsa 0 zaman

T.(A@®) = ()@ = 0.

Ispat. t sagdan dagilmis ise, o zaman Teorem 2.2.4’in (ii) 6nciilii geregi

T,((t) = W t1=% = 0. Aksi taktirde t sagdan yogun ve Teorem 2.2.4’in (iii)

onciilii geregi T, () (t) = llm—t1 =0

(Benkhettou vd., 2016).

Lemma 2.2.6. Timt € T igin f: T - R, f(t) = t seklinde tanimliysa o zaman

t1=% a # 1lise
T = t@ = { ! ’
(M) =t 1, a = 1ise,

Ispat. Teorem 2.2.4’in (iv) onciilii geregi

a(t) =t + u®)t* T (), ut) = u(®)t* T, (f)(t) takip eder.

u(t) # 0ise, T,(f)(t) = t* 1 ve istenilen iliski kanitlanir.

Farz edelim ki u(t) = 0,0(t) = t olsun. Bu durumda t sagdan yogun Teorem 2.2.4’in (iii)
onciilii geregi T, (f)(t) = llm—t1 @ i

Bu yiizden @ = 1 ise 0 zaman T, (f)(t) = 1,0 < a < 1ise T,(f)(t) = t17¢.

Simdi kabullerimizi T = Rve T = hZ, h > 0 olmak iizere iki sinif i¢in diisiinelim
(Benkhettou vd., 2016).

Sonug 2.2.7. f: T = R olmak {izere t € R noktasi igin a. mertebeden konform kesirli

diferansiyellenebilir fonksiyonu i¢in gerek ve yeter kosul ling w t17% limiti sonlu bir
s- -

sayidir. Bu durumda

Ispat. Burada T = R igin tiim noktalar sagdan yogundur. Sonug¢ Teorem 2.2.4’in (iii)
onciiliinii takip eder

(Benkhettou vd., 2016).

Sonuc 2.2.8. h > 0 olsun. f: hZ — R ise, 0 zaman f,t € hZ igin, a. mertebeden konform
kesirli diferansiyellenebilirdir ki

T (F)(t) = LT 1 (2.16)

(Benkhettou vd., 2016).
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Ispat. Burada T = hZ ve tiim noktalar sagdan dagmiktir. Sonug Teorem 2.2.4’in (iii)
onciiliinti takip eder

(Benkhettou vd., 2016).

Teorem 2.2.9. f, g: T — R, a. mertebeden siirekli konform kesirli diferansiyellenebilir
olsun. O zaman

i. f+g:T - Rkonform kesirli diferansiyellenebilir
Ta’(f + g) = Ta’(f) + Ta(g)-

ii.  Herhangi A € Rigin, Af: T = R konform kesirli diferansiyellenebilir
Ta(Af) = AT, (f).

iii.  f ve g sirekli ise ¢carpimlari da fg: T — R konform kesirli diferansiyellenebilir

Ta(fg) = Ta(f)g + (f ° U)Ta(g) = Ta(f)(g °0) + fTa(g)-
iv.  f sirekli ise,% konform kesirli diferansiyellenebilir

1) _ _ Ta) . -
Ta (f) h f(foo-)’f(t)f(o—(t)) # 0,vt € T" gegerlidir.

V. f ve g siirekli iseg konform kesirli diferansiyellenebilir

T, (L) = - =T

p e a(0g(0() # 0,9t € TX gegerlidir.

Ispat. @ €]0,1] olsun ve t € T ¥ icin f ve g konform kesirli diferansiyellenebilir olsun.

i. £ > 0 olsun. O zaman t‘nin komsulugunda olan V; ve U, vardir.

vs € V., |[f(0(®) ~ F)]e¢ = T(N@o(®) = 51| < 51o(e) = 5]
ve

Vs € Uy, |[g(a(8)) = g(8)]t*™% = T (@) (D)o (t) = 5| < ela(t) - sl.
W, =V, n U, olsun. O zaman Vs € W,

[(f + D ((®) = (f + D] = [T (D) + To (@O0 (1) = 51| < ela(®) — 5]

Bu ylizden f + g, t’de konform diferansiyellenebilir ve
To(f + 9)(8) = To(F)(©) + T (9) (©).

ii. € > 0 olsun. O zaman t’nin V; komsulugundaki tiim s’ler igin,
[f(6(®) = F)]e** = T (N (a(®) = 9)| < elo(®) = s1.

Bunu
vs €V, [[AN(a(®) = AN )]t = AT, (A B)[o(®) — s]| < elallo () — s
takip eder. Bu yiizden Af, t’de T, (Af) = AT, (f) dur.

iii. t sagdan yogun ise, 0 zaman
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lf() f(s) 4

l (©) +lin [9() 9 4 a]

T.(fg)(®) = lim f(s)

=T, () gt) + T, (g)(@®)f(t)
=T, (N g(a(t)) + To(g) () f(2).

t sagdan dagilmis ise,

fle®)-f® , gle®)-g® ,_,
o) + [ FE

=T (9o (t)) + f()T.(g) (D).
f ve g fonksiyonlarinin rolleri degistirilerek diger ¢arpim kurali formiilii takip eder.
iv. T, (f}—lc) = 1% = 0 oldugundan (iii) geregi T, ( )(t)f(a(t)) + T,(H(t) —

olur. f(a(t)) # 0 varsaydigimiz igin, T, G) (t) =— %

To(fg)(®) =

lf(t)

f(t)
elde edilir.

V. (i1) ve (iv)'den elde ettiklerimizi kullanirsak

)0 =n( o -ron (o - noo L

_ T(f)()g(t) — f(OT,(g)(E)
p g()g(a(v)

(Benkhettou vd., 2016).

Ornek 2.2.10. a €]0,1] ve f(t) = t™ olsun. O zaman

T, (@) =t X7 (o (t) — ) 1P tP

olur. t sagdan yogun ise, o zaman

T (F) () = mt™™«

olur. T = Rve a = 1 secersek o zaman alisilmis tiirev
T,(f)(t) = mt™ 1 = f'(1) elde edilir

(Benkhettou vd., 2016).

Ornek 2.2.11. f(t) = (t — 1)? ise, 0 zaman tiim a €]0,1] igin
T((@) =t [(a(t) + 1* + (a(t) + D(t + 1) + (t + 1)?]
(Benkhettou vd., 2016).

Ornek 2.2.12. a € (0,1) olsun. Oyleki T = N = {1,2,3, ...} ve
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o)=t+1Lut)=1vef,g:T->T,f(t) = g(t) =tolsun. O zaman

T.(F)(g(®))T(g)(t) = t2=D iken

To(f 0 9)(®) # To(H)(g(0))Ta(@) (©): To(f 0 g)(8) = t17*
(Benkhettou vd., 2016).

Teorem 2.2.13. « €]0,1] olsun. g: T — R siirekli t € T ¥°da a. mertebeden konform
kesirli diferansiyellenebilir olsun ve f: R — R siirekli diferansiyellenebilirdir. O zaman
[t,o(t)] gergel araliginda c sabiti olsun ki

To(f 2 9)(©) = f'(g ()T (g)(t) (2.17)

Ispat. t € T X olsun. Ik olarak t sagdan dagilmis olsun. Bu durumda

(9(a(©))-£9(®)) [1-a
Q) '

Ta(f ° g)(t) =
g(a(®) = g(t) ise T,(f = g)(t) = 0 ve T,(g)(t) = 0 olur.

Bu yiizden (2.3)'den [t, o(t)] reel araliginda herhangi ¢ sabiti i¢in saglanir.
Bu teoremden ée]a(t), g(a(t))[

f(g(a(t)))—f(g(t)) 9(6®)-9() ,1-q _
(6(©)-9(® o L= O (9O

Ta(f ° g)(t) =

g: T — R siirekli oldugu i¢in ¢ € [t, o (t)] 6yle ki g(c) = & dir. Simdi t sagdan yogun
olsun. Bu durumda

. e fe@)-F(e®) gO-g(s) .1g
To(feg)(t) =lm== i Ty £ %

Bu teorem araciliyla burada é€]a(t), g(a(t))[ vardir dyle ki
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To(f o g)(0) = lsl_r)rtl {f’(f) .%tl—a}.

g’nin siirekliliginden ling & = g(t) elde edilir. O zaman
S—

T,(f o g)(t) = f'(g(t)T,(g)(t) olur. t sagdan yogun oldugu i¢gin
¢ =t = o(t) olur ve sonug elde edilir

(Benkhettou vd., 2016).

Tamim 2.2.14. T zaman skalasi, « € (n,n + 1],n € Nolsunve f,t € TX, n
defa delta tiirevlenebilir olsun. f‘nin a. mertebeden konform kesirli tiirevini

T, (F)(t) = Ty (f2")(t) olarak tammlayacagiz. Notasyon olarak dnceki gibi
(F ()@ = T, (f)(t) kullanacagiz (Benkhettou, 2015).

Teorem 2.2.15. n € N olmak iizere @ € (n,n + 1] olsun. Bunu takiben

T,(F)(t) = =227 (), (2.18)

Ispat. f fonksiyonu n defa delta tiirevlenebilir olsun. a € (n,n + 1] igin g € (0,1]
vardir dyle ki @ = n + B°dir. Tanim 2.2.14 geregi T, (f) = Tg(f2").

Yiiksek mertebeden delta tiirevin tanimindan ve Teorem 2.2.4'deki (ii) ve (iii)'den
nyA

T.(N@®) = t*A(f2") ()

(Benkhettou vd., 2016).

Tamim 2.2.16. f: T = R diizenli fonksiyon olsun. O zaman f’nin a —Kesirli integrali

0<ac<i,[f®)A := [ f(t)t* 1At olarak tanimlanir
(Benkhettou vd., 2016).

Tamim 2.2.17. Farz edelim ki f: T —» R diizenli fonksiyon olsun. @ € (0,1] olmak {izere
mertebesi a olan f’nin ifade edilen belirsiz a —kesirli integrali

F,(t) = [ f()A%t
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olarak tanimlanir. O zaman Cauchy a —Kesirli integrali

b
Va,b € 'ﬂ‘,f f(®)A%t = F,(b) — F,(a)

olarak tanimlayabiliriz

(Benkhettou vd., 2016).

2
. 1 103
Ornek 2.2.18. T =R, a = ve f(t) = tolsun.O zaman [~ f(t)A%t = 6

(Benkhettou vd., 2016).

Teorem 2.2.19. a € (0,1] olsun. O zaman herhangi bir sagdan yogun stirekli

f:T - R fonksiyonu i¢in dyle F,:T — R vardir ki
Vte TK;Ta(Fa)(t) = f(®).

F, fonksiyonu f‘nin s6z konusu a — antitiirevidir
(Benkhettou vd., 2016).

Teorem 2.2.20. a € (0,1],a,b,c,d € T,A € R ve f, g sagdan yogun siirekli iki fonksiyon
olsun. O zaman,

[PIF@® + g1 8%t = [ FOn%t + [° g(p)ace.
[PAnH®A% = 1 [) f(t)A%.

i [ fa e = - [ fe)aee.

ii. [ F(O)A% = [ F(©)A% + [ f(E)A.
iii. [ f(£)A%t = 0.

iv. vt € [a,b], g: T - R olmak iizere

IfF O] < g(2) ise,

[ foase] < J7 goace.
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V.Vt € [a,b], £(£) > 0 ise, [, f(©)A%t =0
(Benkhettou vd., 2016).

Teorem 2.2.21. T zaman skalasi, a < b olmak tizere a, b € T olsun.
vt € [a,b] N T, T,(f)(t) = 0 0 zaman f fonksiyonu [a, b] N T’de artan fonksiyondur
(Benkhettou vd., 2016).

Tamm 2.2.22. h(a) siirekli bir fonksiyon ve lir(r)1+ h(a) =1 ve lim h(a) = 1 kabul
a— a—
edelim.
T zaman skalas1 ve ae(0,1] olsun.t € T¥ icin f: T — R fonksiyonu a mertebeden

konform delta kesirli diferansiyellenebilirdir dyle ki T, (f2)(t) vardir.Ve > 0 igin t nin U
komsulugu vardir dyle ki tiim s € U i¢in

|h(@) f(©)a(t) —s) + (1 = R(@)(FO () — f(5))o* = T (f2) (&) (a(t) —s| <
ela(t) — s| dir.

T,(f*)(t) ifadesini @ mertebeden konform delta kesirli tiirev olarak adlandiracagiz
ve f tiim T* icin konform delta kesirli diferansiyellenebilir ise f ye konform delta kesirli
diferansiyellenebilir diyecegiz.

T¥ de a mertebeden konform delta kesirli diferansiyellenebilir biitiin
fonksiyonlarin ailesini S sembolii ile gosterelim (Zhao vd., 2016).

Teorem 2.2.23. T zaman skalas1, t € T* ve a € (0,1] olsun.
I. f €Gise f, t de siireklidir.

ii. f,t de siirekli ve t sagdan dagilmis is o zaman f € S ile

To (@) = h(@f () + (1 — h(@) ZELE g1-o(

iii. f sagdan yogun ise o zaman f € & ancak ve ancak
lim h(@)f () + (1 - h(a)) KL p1-e
S— -

gibi sonlu bir say1 vardir.

Bu durumda

To(f)(8) = lim h(a)f(t) + (1 — h(a ))M I
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olur (Zhao vd., 2016).

Ornek 2.2.24. f: T - R fonksiyonu tiim t € T icin f(t) = t olarak tanimlansmn. O zaman

T,(f () = h(a)t + (1 — h(a))al‘“(t) olur.
a = 1ise 0 zaman

T,(f*)(t) = 1 dir (Zhao vd., 2016).

Teorem 2.2.25. f, g: T - R € G olsun.O zaman
i. Herhangi 4, A, sabitleri igin A, f + 1, € S ile
To (i f + 2290 () = LT (F)(8) + 2, T, (g*) () dir.
ii. f ve g siirekli ise 0 zaman f, g: T » R € G ile
T,(f9)* () = T,(FH g7 () + fOTL(g®) @) — h()g(t) f° (1)
= To (g Of 7 () + g(OT(FH () — h(@)g(t)f°(¢) olur.

iii. f()f°(t)=+#0iseo0 zaman%e Sile

Ny (MO | h@ | h@
Ta (F) () = “roreo T 7o T o olur.

iv. g(t)g?(t) # 0 ise 0 zaman 5 ecile

N2 1 _ TP 090 (OTa(g”) () f®
T.(5) o= TR +h(@) X olur. (zho vd., 2016).
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2.3 Nabla Konform Kesirli Tiirev

Bu bdliimde zaman skalalari tizerinde nabla konform kesirli tiirev kavrami verilecektir. T
keyfi zaman skalasi ve @ € ]0,1] olsun.

Tanmm 2.3.1. f: T —» R bir fonksiyon ,t € T« olsun. t > 0 i¢in Ty, (f) (t) asagidaki gibi
tanimlanir. Herhangi bir t nin V, € T § komsulugu (6 > 0 ) vardir yleki

vs €V, |[f(a(®) = F()]e* = TL(H (D)o (t) = s]| < ela(t) - s]

saglanir.

Ty o (f)(t), t noktasinda f’nin a. mertebeden nabla konform kesirli tiirevi olarak
adlandirilir.

t = 0 icin nabla konform kesirli tiirevi

Ty o ()(0) = tl_i)rgl+ Ty o (f)(t) olarak tanimlanir

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Uyan 2.3.2.a =1 icin Ty, (f) = fV(¢t) elde edilir.

Bu boliimiin devaminda asagidaki notasyonlar kullanilacaktir.

i Ty o (f) = fo'®

“ C(X([a’ b]Tl IR) = {f [a, b]']I' - ]:R;
f, la, bl araligi izerinde @ mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve Ty . (f) € C([a, b]r, R)}

I" Cald([al b]TI IR) = {f [al b]']I' - R;
f, la, bl araligi izerinde @ mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve Ty, (f) € Ciy([a, b]lt, R) }

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.3.3.

Farz edelim ki f: T — R, bir fonksiyon ve t € T k olsun.

O zaman asagidaki 6zellikler saglanir.

I. f fonksiyonu t > 0 noktasinda a mertebeden nabla konform kesirli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise t noktasinda siireklidir.
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ii. f, t noktasinda siirekli ve t sol yayillmis ise f, t noktasinda a mertebeden nabla

konform kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve

Toa(f) = £7() = FOLLO e gy (2.19)

iii. t sol yogun bir nokta olsun. O zaman f, t noktasinda a mertebeden nabla konform

kesirli diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak lirrtl % t1~¢ limiti var ve sonlu bir
5 -
sayidir. Bu durumda
Ty (F)(£) = limL2LE p1-a dir, (2.20)
’ s-t  (t-s)

iv. Eger f, t noktasinda @ mertebeden nabla konform Kkesirli diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ise

f(p®) = F(B) = (W)t Teo(H(t)  dir.
Ispat. i. Kabul edelim f, t noktasinda @ mertebeden nabla konform Kkesirli
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

O zaman ¢t 'nin bir v(t) komsulugu vardir, 6yle ki

|(F(p®) = () 7% = Ty () p(®) — )| <€ | p(t) = 5|
s € V; i¢in saglanir. Buradan

VseV,N]t—gt+¢]igin
F() = £ < |(F(p(®) = £(9)) = Toa(H(O(p() = )=
+|(£(p@®) = £(O)| + |F2®1 p®) = slie= - 1]

elde edilir ve t sol yogun bir nokta oldugundan,
£ = £ < |(FP@) = £(9) = FOD () = )] + | (0) & = )]

< &6+ |t | Ty o (H()]6
dir.

t>0ves - ticin § = 0 oldugundan f 'nin t noktasindaki siirekliligi goriiliir.

ii. f, t noktasinda siirekli ve t 'nin sol yayilmis nokta olsun. Siireklilikten

lim ZPO)=F () 1-a _ L(PW)F (D 11-a _ [(O=F(P®) 11-a dir
s>t pB=s p(O)-t v(t) :
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Buradan verilen, e > 0 ve a € ]0,1] i¢in, t 'nin bir V; komsulugu vardir 6yleki
f(p®)=f(s) 1—q _ F(O-F(p®)) t1-a

Vs € V, igin (s 0 | < ¢ saglanir.
Buradan
(@) = F()ere - LOLLO e (o) - )] < 1p(0) = 5] dir

Tanim-2.3.1 den (2.19) esitiligi elde edilir.

iii. t sol yogun nokta ve f, t’de a mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir
fonksiyon olsun.

e >0 verilsin. f, fonksiyonu t noktasinda a mertebeden nabla konform Kesirli
diferansiyellenebilir fonksiyon oldugundan ¢ nin V; komsulugu vardir dyleki

vs €V igin [[f( p(0) = F()]t™* = Ty o (A () (p(t) = 9)| < elp(®) - 5| dir.

p(t) = t oldugundan Vs € V; icin I% t1 — Ty o (F)( t)| < ¢ dir.

s # t i¢in , istenen (2.20) esitligi elde edilir.

Simdi (2.20)'nin sag tarafindaki limit var ve L'ye esit t yi sol yogun nokta olarak alalim.
O zaman, t nin bir V; komsulugu vardir 6yleki

Vs € V; icin

|(f( t) — f( s))tl“" —L(t - s)(t)| < eglt—s| dir

t sol yogun oldugundan

|(f( p(t)) — f( S)) t1* — L(p(t) — S)(t)| <elp(t) —s| dir.

Buradan bizi f nin t noktasinda @ mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir

oldugu ve Ty ,(f)(t) = L sonucu elde edilir.

iv. Eger t, sol yogun nokta ise p(t) = t yani v(t) = 0 dir.
f(p@®) = (N(t) = (N() —v(O) Ty (H()E™* dur.

Diger taraftan, t sol yayilmig bir nokta yani p(t) < t (iii) den

F@® - f(p®)
v(t)

f(p(®) = (D) — vt t1=¢ = £ () — (v(®))t1 Ty (H( )
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elde edilir

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).
Ornek 2.3.4.

i. f: T —> R bir fonksiyonve vVt € T, ¢ € Rigin f(t) = c ile tanimlansin.

O zaman

Tyo(f)(1) = (c)é“) =0 dm.

ii. f:T->R f(t)=t iletamimlansin.

O zaman

Toa(N@® = O = {12 du

a=1
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem-2.3.5. f,g:T - R a mertebeden nabla konform Kesirli diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olsunlar

i. O zaman f +g: T = R toplam fonksiyonuda a mertebeden nabla konform kesirli

diferansiyellenebilirdir ve

TV,a(f + 9) = TV,a(f) + TV,a(g) dir.
ii. Keyfi 1eR igin Af: T — R fonksiyonuda a mertebeden nabla konform Kesirli

diferansiyellenebilirdir ve

Ty Af) = ATV,a(f) dir.

iii. f ve g strekli fonksiyonlar olsun, o zaman fg : T - R carpim fonksiyonuda «

mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve
Tyo(f9) = Tva (g + [P Tya(9) = Ty (Fg? + f Tya(g) dir.

iv. f fonksiyonu siirekli olsun, o zaman % fonksiyonuda a mertebeden nabla konform

kesirli diferansiyellenebilirdir ve

VtE Tk, F(OfP(t) #0 igin Tyg (%) = —TV%E)” dir.
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v. fve g sirekli fonksiyonlar olsunlar, o zaman s fonksiyonuda a mertebeden nabla

konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve

Vt € ,]I,K, g( t)gp( t) +0 1g1n Tv‘a (5) — TV,a(f)z;"]:TV,a(g) dir.

Ispat. Kabul edelim f ve g fonksiyonlari t € Ty igin @ mertebeden nabla konform kesirli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

i. € > 0olsun. O zaman t 'nin V, ve U, komsuluklart vardir 6yleki

vseV; igin - [[f(p(D) = F()]t' ¢ = Ty o (A O (p(®) = )| <5 p(0) = sl

vseU, igin  [[g(p()) = g( )]t = Ty (@O (p(t) = )| <5 lp(1) — s
W, =V, n U; olsun. O zaman seW,

[(f + 9 (p(®) = (f + D()]e* = [Ty (N(®) + T (D] (p(D) ~ 9| < elp(®) — 5]
dir.
Boylece, f + g, t noktasinda a mertebeden nabla konform kesirli

diferansiyellenebilirdir ve Ty, (f + g)(t) = Ty (f)(t) + Ty (9)(t)

ii. € > 0 olsun. O zaman t' nin bir V, komsulugundaki biitiin s’ ler i¢in

[F (o) = F()]t* = To o (N (p(t) = )| < lp(t) — s] dir.

Buradan VseV; igin

[AN(p(®) = AN (]t = Ty (N(®) (p(E) = 5)| < elllp(e) — s| dir.
Yani Af , t noktasinda @ mertebeden nabla konform Kkesirli diferansiyellenebilirdir ve

Ty o(Af) = ATy o(f) saglanur.

iii. t sol yayilmis nokta olsun, 0 zaman

NO-NEW) 1 @O-@®) 1
Tyo(fo) () = [T)(ptl “] g( p(@®) + %ﬂ a]f(t)
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= Ty« () (®)g(p(®)) + f () Ty (9) (V)

Eger t sol yogun nokta ise, 0 zaman

Tyo(F9) () = lim [[OLE p1-¢| g (1) + lim [X8=22 12| £ ()

=T (DY) + Ty (@O () = To (D)) + Tyo (PWf () dir.

iv. Ornek 2.3.1 (i)den Ty, (f%) ® =1 =0 dr
Oyleyse (iii) den

T (7) (O (0(®) + Toa (O g = 0 elde edilir

(H (P (t) # 0 kabuliimiizden

1 Toa(H)(®)
To () (0) = = LaPDO_ 4
va (f)() rorp@) M

v. (ii) ve (iv)'i kullanarak
f_ 1y o
Toa (5) = o (F-5) © = (D@ (3) © + Fea PO s

TVa(f)(t)g(t) f(®)Ty4(9)(®)
g(®)g(p(®))

(t))

elde edilir

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).
Teorem 2.3.6. ¢ bir sabit olsun, meN ve f(t) = (t — ¢)™ olsun. O zaman
Ty o ()(E) = 17X — )™ i (p(t) — )t dir.

Eger c=0 ise
Too () = ™ = t1=a ymstm-1-1(p(0)’  dir.

Ispat. 1k formiilii tiimevarim yontemi ile kanitlryalim.

(2.21)

Eger m = 1 igin, f(t) =t — c olur. Ornek 2.3.1 ve Teorem 2.3.5 (i)'den Ty, (f)(t)t1™

saglanir.
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Simdi varsayalim ki f(t) = (t — ¢)™ ig¢in
Ty () = t77* Tt — o)™ 7 (p(t) — ¢)* dogru olsun.
F(t) = (t—c)™? = (t —c)f(t) dersek, Teorem 2.3.5 (iii) elde edilir.

F) D = Tyt = f (p(0) + Toa(H@®(E —c) = 17 X2, (t — )™ P (p(t) — ¢)!
Burdan ispat tamamlanur.

Eger c=0 ise

Tye()(®) = 12 X751 (E)™ 1 (p(r))" dir.
Eger t sol yogun nokta ise Ty ,(f)(t) = mt™ ¢ dir
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.3.7. ( Zincir kurali) Farz edelimki g : T — R fonksiyonu t € Tk noktasinda «
mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon ve f : R - R siirekli
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

O zaman [p(t), t] reel araliginda bir ¢ noktasi vardir dyleki

Ty« (fog) () = f'(9(c)) Ty (9)(t) dir. (2.22)

Ispat. t € T olsun. 1k énce t 'yi sol yayilmis alalim.

Bu durumda

Fl9®)-F(alp®))
v(t)

t1-% dir.

Tya(fog)(t) =

Eger g(p(t)) = g(t) ise 0 zaman Ty, (fog)(t) = 0 ve Ty,(g)(t) =0 dir.

Buradan (2.22), [p(t), t]reel araligindaki herhangi bir ¢ igin gegerlidir.
Simdi g(p(t)) # (g)(t) kabul edelim.
ortalama deger teoremi ile

7 (9(p®)) = £(9®) g(e) - g(p(®)) i
glp@®)-g@® = v@®

Ty (fog)(t) = * = f'(§) Ty,a(9)(0)
dir.
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Burada ¢, g(p(t)) ve g(t) arasindadir. g:T - R siirekli oldugundan
ce[p(t), t] vardir 6yleki g(c) = ¢ vardir, buda istenen sonucu verir.

Simdi t 'nin sol yogun oldugu durumu ele alalim. Bu durumda;

— i FO®)-F(96)) 9O-9() 1-q
Toa(fog) () = lim ==me=r 0= 2 =17 dr.

Ortalama deger teoremi ile g(p(t)) ve g(t) arasinda &; vardir, dyle ki
Tyo(Fog)(®) = lim {f'(§) L9222 £1-¢ saglanr.

g 'nin stirekliliginden, lintl & =g(t) elde edilir. O zaman
S—

Ty (Fog)(t) = f'(g(®)) Ty (g)(¢) dir.

t sol yogun oldugundan ¢ =t = p(t) elde edilir
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tamm 2.3.8. T bir zaman skals1 olsun. ae(m, m + 1] ,m eN
ve f fonksiyonu teTxm noktasinda m defa nabla diferansiyellenebilir olsun.

Bu durumda

TV,oc (f) t) = TV,a—m (fvm)(t) dir
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.3.9. ae(m, m + 1] ve,m eN olsun. O zaman

To o (F)(t) = t1m=af V"™ (1) dir,

Ispat. f, m defa nabla diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
ae(m, m + 1]i¢in, « = m + f olacak sekilde bir Be(0,1] vardur.
Tamm 2.3.8 kullanilarak Ty, (f) = Tygf"" elde edilir.

nabla tiirevinin tanimi ve Teorem 2.3.3 (ii) ve (iii)'den

Toa(F)(®) = 1B (F7™) (£) elde edilir.
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(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tamim 2.3.11. f : T — R™ bir fonksiyon olsun. Eger T 'nin sol yogun noktalarinda siirekli
ve sag yogun noktalarinda sag taraftan limiti varsa f fonksiyonuna ld-siirekli denir ve
feC (T, R™) gosterilir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tamm 2.3.12. f : T — R™nin bir fonksiyon olsun.
£ = (@), £@),..., f.(t)) ve teTx olsun. O zaman

Ty () () = ( Ty afi(t), Tyafz(t),..., Tyafn (t)) ile tanimlanir.

0 noktasindaki nabla konform kesirli tiirev Ty, (f)(0) = tlir(1)1Jr () (t) olarak tanimlanir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tanmm 2.3.13. T bir zaman skalasi, ae(m,m + 1], meN olsunve f : T - R"
fonksiyonu teTgm noktasinda m defa nabla diferansiyellenebilir olsun.

O zaman a mertebeden f’ nin nabla kesirli tiirevi

Too()() = Tyam(f7")(t) tanimlanr.

Tanim 2.3.12, Teorem 2.3.3 ve Teorem 2.3.4'yi kullanarak asagidaki teoremler elde edebilir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.3.14. f : T — R" bir fonksiyon ve teT, olsun. O zaman asagidaki ozellikler
saglanir.

i. f, t > 0 noktasinda a« mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ise f, t’ noktasinda siireklidir.

ii. t sol yayilmig bir nokta ve f, t noktasinda siirekli bir fonksiyon olsun o zaman f, t

noktasinda a mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve

Toa(F)(®) = LOLLO 1 dir. (2.24)

iii. Eger t sol-yogun nokta ise, 0 zaman f, t noktasinda @ mertebeden nabla konform kesirli

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ancak
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OO

lirrtl ) t1=2 limiti var ve sonlu ise

S— -

Bu durumda

Tyo(F)(£) = limLELE p1-a dir. (2.25)
’ sot  (t—s)

iv. f,t noktasinda ¢ mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir ise

flp(®) = ft) — (v(O))t* ™ Ty (H)(t) elde edilir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.3.15. f,g : T - R™ a mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda

a mertebesinde nabla konform kesirli tiirevlenebilir oldugunu varsayalim.Sonra;

i. f+g : T-R" toplam fonksiyonu « mertebeden nabla konform Kkesirli
diferansiyellenebilirdir ve

Tyo(f +9) = Tyo(f) + Ty (g) dir.

ii. Keyfi bir AeR i¢in, Af . T->R"™ a mertebeden nabla konform kesirli
diferansiyellenebilirdir ve

Ty (Af) = A Ty o (f) dir.

(iii) f ve g siirekli ise, 0 zaman f.g : T — R" carpim fonksiyonu a« mertebeden nabla
konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve

Toa(f.9) = Tya(f)g+ (fop)Tye(9) = Tva(f)(gop) + f Tyq(g) dir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).
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2.4 Nabla Konform Kesirli integral

Bu boliimde zaman skalalari iizerinde nabla konform kesirli integral kavrami verilecektir.

Tanim 2.4.1.

f : T - R diizenli bir fonksiyon olsun. O zaman f'nin nabla « -kesirli integrali
0<a<tligin [f(t)t* vt dir

a=1icin [f(E)Vet=[Ff®)Vt dir

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tanim 2.4.2.
f : T - R diizenli bir fonksiyon olsun. ae(0, 1] i¢in f nin a« mertebeden nabla a -kesirli
belirsiz integrali Fy,(t) = [ f(t) V4t ile tammlanir,
Va, b €T icin
b .
[, F(©) Vot = Fyo(b) — Fyg(a) dir

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tamim 2.4.3. f . T — R bir fonksiyon olsun.

A, T 'nin V —ol¢ili bir alt kiimesi olsun.

f, fonksiyonu A iizerinde nabla a integrallenebilirdir anacak ve ancak t*~1f(t) A iizerinde
integrallenebilirdir. Ayrica [, f(£)Vqot = [, t*1f(t)Vt dir

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.4.
Keyfi f : T—> R bir Id siirekli fonksiyonu i¢in dyle bir Fy, : T — R fonksiyonu vardir

oyleki VteTy igin Tyq( Fye)(®) = £(¢) dir.

Fy o fonksiyonuna f'nin bir nabla a-ilkeli denir.

Ispat. « = 1 durumu (Bohner, M., Peterson, A., 2001)'de kamtlanmustir. ae(0,1) olsun. f
'ninc Id siirekli oldugunu varsayalim. (Bohner, M., Peterson, A., 2003)'deki Teorem 1.16

dan f diizenli fonksiyondur. O zaman

FV,a(t) = ff(t) Vat
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Tx tizerinde nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir. (2.23) esitligi ve Tanim 2.4.1

den

Tyo( Fye)(t) = tl‘“(FV,a(t))V = f(¢t) teTy elde edilir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.5. ae(0,1], a,b,c €T A,y € R ve f,g iki ld-siirekli fonksiyonlar olsun.
i
b

b
A +r9@IVat =2 [ FOTat + ¥ [ o0Vt

b
a

/

b a
! F(E)Vat = - J )Vt

ce(a, b) igin;

ff(t)Vat = ff(t)Vat+ff(t)Vat
faf(t)vat =0

v. Eger tela, b] icin |f(t)] < g(t) olacak sekilde bir g : T - R fonksiyonu varsa o

Zaman

b b
[ r@ve| < [ gt

dir.
vi. Vtela, blve f(t) > 0ise

f:f(t)vat > 0 dir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.6. Eger f : Ty = R ld-siirekli bir fonksiyonu ve teTy olsun. O zaman

fpt(t)f(S)Vas =v(®)f (Ot dir.
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Ispat. f, Ty iizerinde 1d-siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f diizenli bir fonksiyondur.

Tanim 2.4.2 ve Teorem 2.4.1'e gore, bir f fonksiyonu Fy, ilkeli vardir 6yleki

t

] F()Vys = Fpo(t) = Fua(p@®) = Tyo( Fye)©Ov©t* = v(0) (DL
p(®)

saglanir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.7.a,beT ve f:T - R iizerinde 1d-siirekli bir fonksiyon olsun.

O zaman

I. Eger T = R ise

f; f®V,t = fab f(®)t*1dt dir. Bu esitliktekisag taraftaki integral (Khalil R., v.d,
2014)'de verilen konform kesirli integraldir.

Eger « = 1 ise bilinen Riemann integraline indirgenir.

ii. [a, bl araligi izole noktalardan olugsun, 0 zaman

Zte(a,b]Tv(t)ta_lf(t) a<b
[ FVat =1 o0 A
S retan, VOL@) > b

dir.
iii. Eger T = hZ = {hk: keZ} h >0 dur.

(n
) Zkz%ﬂh(kh) Lf(kh) a<bh
ff(t)Vat=< 0 a=>hb
’ =" R R a<b
\ k=41

dir.

iv. Eger T =17 ise

b zb t* (1) a<b
ff(t)Vat= 0o a=h

a
— Z t* (1) a<b
t=b+1
dir
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(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Ornek 2.4.8.

i.f:T->R, f(t)=ct™® teT, ceR iletanimlansin. O zaman

[} F(OV,t = c(b - ) dir,
ii. Eger f:R->R tim teR i¢in f(t) = t ile tanimlanirsa, sonra

b b
1
- a — a+l _ a+1
jf(t)Vat ft dt a+1(b a®tt)
a a
iii. Bger f 12N - R

f(&) =2tile a =~ ise

3oty 1 1ot 1 (253 [152 (255 [153) _ 6 4 g
flz V%t—ZZte(Ls]%N\/:Z —2<\/;22\/;2 \ﬁZZ\/;2>—\/§+\/§+\/§dlr

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Lemma 2.4.9. T bir zaman skalasi, a, beT ve a < b olsun.
Vtela, b]y icin Ty (f)(t) = 0 ise f,fonksiyonu [a, b]y tizerinde artan bir fonksiyondur.

Ispat. Ty, (f), [a, bly iizerinde var olsun. Vte[a, b]y igin Ty, (f)(t) = 0 olsun. O zaman

Teorem 2.3.1 (i) den Ty ,(f) [a, bly tizerinde siireklidir ve Teorem 2.4.2 (vi) den
fst Tya f(E)V,E = 0eldeedilir. a <s<t<b olacak sekilde Tanim 8'den,

f©) = £) + [ Ty fE)VaE = f(s) dir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.10. f: T - R fonksiyonu [a, b]y araligi {izerinde siirekli ve

(a,b]y araligi tizerinde a mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve f(a) = f(b) olsun.

O zaman &,nela, blg r vardir, 6yle ki T,(f)(&) <0 < T,(f)(n) dir.

Ispat. f fonksiyonu [a, b]x + kompakt kiimesinde siirekli oldugundan, f in minimumunu m

ve maksimumunu M vardir. O zaman &,nela, bl 1 vardir dyle ki
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m=f(),M=f(m), f(a) = f(b) oldugundan &, nela, b]x r almabilir.
Lemma 1den T,(f)(¢) <0< T,(f)(n) elde edilir.
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.11. (Ortalama deger teoremi) 0 < a < b olsun.
f,la,b]ly siirekli ve [a,b]gr araligi tzerinde a mertebeden nabla konform kesirli
diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

O zaman
£ Ty o () (€) < LO=LED < et 1y (F)(n)  olacak sekilde &,mela, by elemant
vardir.

Ispat. Teorem 2.3.9 den

1—
Toa(®) = (O = {t1 “© 0 <0‘f =<11 elde edilir. (2.26)

R(®) = ) = £(b) = L2LD) ¢ — b) olsun.
O zaman, h fonksiyonu [a, b]y tizerinde siirekli, [a,b) aralig: lizerinde fonksiyondur ve bu,

a mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve h(a) = h (b) dir.

Teorem 2.3.2 ve (2.26) esitliginden

Toa(H@ = LOLD) g =g

Ty (R)(®) = elde edilir. (2.27)

Tyo ()(t) — —(f(?;:ga)) tl%, 0<a<1

Teorem 2.4.10" u h fonksiyonuna uygulanirsa &, ne[a, bl vardir 6yleki
TV,a (h) (E) <0< TV,a(h) (77) dir

Yani §971 Ty o (F) (8) < LE=DD < ety (@) dir.

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.12. Varsayalim f : T —» R, TX iizerinde konform kesirli diferansiyellenebilir
bir fonksiyon ve T,(f) TX iizerinde siirekli ise f, TX iizerinde nabla konform kesirli

diferansiyellenebilirdir.

VeeTX igin Ty (F)(8) = T,(F)(p(®)) dir.
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Ispat. teTXolsun. ilk olarak t sol yayilmis nokta olsun.
f konform kesirli diferansiyellenebilir oldugundan, siirekli fonksiyon olacaktir. Buradan

f, t 'de nabla konform kesirli diferansiyellenebilir olacaktir ve

t))-f(t —
Toa () = L0 pra gy

Diger tarfatan, p(t) saga yayilmis olabilceginden

F((ep®))-F(p®) 1, - o
Toa()(p(®)) = (al()p(t)g—p(f) tt =%§¢)@)tl dir.

Buradan Ty o(f)(t) = T,(F)(p(®)) dir.

Simdi t hem soldan yogun hem de sagdan yogun olsun.

Bu durumda T, (f)(t) var oldugundan

lim £2=L®) ¢1-a (2.28)

st t—s
limiti vardir, sonludur ve T, (f)(t) 'ye esittir.

Diger taraftan, t sol-yogun oldugundan, (2.28) deki limitin varhigindan Ty ,(f)(t) vardir ve
bu limite esittir. Buradan Ty, (f)(t) = T, (f)(t) dir.
Son olarak, soldan yogun ve sag yayilmis olsun. (Wang Y., v.d 2016)'nin 15. Teoremi

f, fonksiyonuna uygularsak

FTL (N @) < LE < et 1 () () (2.29)

elde edilir.
Burada &, s ve t arasindadir. s — t iken
E-t,n-t, T,(f) siirekli oldugundan,
(2.29)'den

. fO-F() a—1
lsl_r)rtl—(t_s) t* 1 T, (f) (2.30)

elde edilir.

Diger tarfatan, t sol yogun oldugundan, (2.30)'tin sol tarafi t*~* Ty o (f)(t) esittir.
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yani TV,a(f)(t) = Ta(f) dir
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Teorem 2.4.13. f : T - R fonksiyonu Ty tizerinde nabla konform kesirli
diferansiyellenebilirdir ve Ty ,(f) Ty tizerinde siirekli ise

f fonksiyonu TX iizerinde konform kesirli diferansiyellenebilirdir.

VteTK i¢in T,(f)(t) = Tv,a(f)(a(t)) dir.
(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

Tamm 2.4.14. f :[a,b] = R fonksiyonu [a, b] araligi lizerinde mutlak siireklidir

(i. e.,f € AC([a,bly, ]R)) denir, eger Ve > 0 i¢in dyle birn > 0 vardir ki [a, b]y nin alt
araliklarinin sonlu ikiser ikiser ayrik {(ay, bk]T}:l:1 ailesi

Yr=m(by, a) < 7 icin

YR=m(f(by), f(a)) < & saglamr

(Bendouma ve Hammoudi, 2019).

-40 -



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Hilbert uzayda simetrik operatorlerin simir deger uzayi yardimiyla yapilan

disipatif geniglemeleri ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

3.1. Disipatif Genislemeler

Teorem 3.1.1.Her disipatif operator maksimal disipatif genislemeye sahiptir. Disipatif bir

A operatoriin maksimal disipatif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 34 < 0 i¢in
RA-AD=H

olmasidir (Gorbachukve Gorbachuk, 1991).

Ispat. A kapali disipatif operatdr, ImA < 0 olsun. O zaman R(A —AI) = H
kapalidir

Im((A—=ADf,f) = —ImA(f, f) oldugundan

Im((A—=ADf, f) < I(A=ADSIfII = ImA < ||(A = ADf]| dir.

Buradan R(A — AI) = H kapalidir. Simdi iki durum olusabilir:

1. ImA < 0 i¢in R(A — AI) = H olursa A maksimal disipatif operator olur. Aksi
halde A operatoriiniin kendisinden farkli disipatif A genislemesi icin bir f, # 0 eleman:
bulunur dyle ki (A — AI)f, = 0 olur. Buradan

Im(Afo, fo) = ImA(fo, fo) olur ki bu A mn disipatifligi ile celisir.

2. R(A — AI) # H ise A operatorii kendisinden farkli disipatif genislemeye sahiptir ve

bu genisleme su sekilde insa edilir:
N=HOSR(A-A),Dz=D4+N,
A(f+u) =Af + Au, f € Dy, u € N.

olarak tanimlayalim A operatorii dogru tanimlamir: f + u = 0 ise
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(Af, ) = (Au,u) = (w, Aw) = A(u,u) dir. Im(Af,f) <0 ise u=0,f=0 olur. A
operatorii disipatiftir:

(AGf +w. f +u) = (Af, /) + A w) + (A, w) + A, )

= (Af, ) + 2w, u) + (f, Au) + A(w, f)

=(Af, ) + A(u,u) + A(f, u) + A(u, )

Buradan Im(A(f +uw), f +u) = Im(Af, f) + ImA(u,u) = 0.

Son olarak R(A — AI) = H oldugunu kontrol etmek zor degildir. Yukarida gosterildigi gibi
A operatdrii maksimal disipatiftir. Teorem 3.1.1. den bir operatdr maksimal disipatif ve
maksimal akretif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul operatdriin kendine es olmasidir. Maksimal
disipatif veya maksimal akretif simetrik operatore maksimal simetrik operator denir. Teorem
3.1.1. den A simetrik operatorii maksimal simetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul
operatoriin defekt sayilarindan biri sifira esit olmasidir. A operatoriiniin maksimal simetrik
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A operatoriiniin kendinden farkli simetrik genislemeye

sahip olmamasidir.
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3.2. Lineer Bagintilar

Tamim 3.2.1. 0 < H bir Hilbert uzay olsun. 86 € H @ H keyfi lineer kiimesine lineer baginti

denir. 64,0, lineer bagmtilar olsunlar. 8, C 6, ise 6, ye 6 in genislemesi denir.

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Tamim 3.2.2. 6 lineer bagntisinda {x, x'} € 6 i¢in

Im(x',x) = 0,( sirasiyla, Im(x', x) < 0,Im(x’,x) = 0)

oluyorsa 0 lineer bagintisina disipatif (sirasiyla, akretif, simetrik) baginti denir. Eger disipatif

( akretif, simetrik) bagintinin kendisinden farkli disipatif genislemesi yoksa baginti

maksimal disipatifdir. Ayn1 anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif olan

simetrik bagint1 kendine estir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 0 disipatif bagintisi ile

eslesen Uy operatoriinii tanimlayalim:

Dy, = {x"+ix:{x,x} € 6},

Ug(x' +ix) =x'—ix

olsun. Uy operatorine 6 bagintisinin Cayley donilisiimii denir. U

tamimlanmustir. Eger {x, x'} € 0, {y,y'} € 6 i¢in x" + ix = y' + iy olursa
x—yx'—y}ebx' -y =—-i(x—-y)

olur. Diger taraftan
0<Im(x'—y.,x—y)=Im(-i(x—y),x—y)=—|lx -y’

dir. Buradan x = y,x’ = y’ elde edilir.

U (x" + )7 = [Ix||” + [|lx]|* — 2Im(x’, x)

llx" + dx|[2 = |lx12 + ||x|? + 2Im(x', x)

dir. 0 bagintist disipatif oldugundan
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|Ug(x"+ ix)|| < ||x"+ ix]||,{x,x} €06 (3.1)

elde edilir. 6 bagintis1 simetrik ise (3.1) esitsizligi gegerlidir.

Teorem 3.2.3 K, H Hilbert uzay iizerinde biiziilme operatorii olsun.
(K-Dx'+i(K+Dx=0 (3.2)
(K-Dx'—i(K+Dx=0 (3.3)
esitlikleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla maksimal disipatif ve maksimal akretiftir.
Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) baginti (3.2), (3.3) bi¢iminde
gosterilebilir. K biiziilme operatorii bagmnti ile tek tiirlii belirlenir. Maksimal disipatif
(maksimal akretif) baginti maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.2)
ifadesindeki (3.3) deki ) K operatorii izometrik olmasidir. Kendine es bagintilarin genel
formu (3.2) veya (3.3) ile verilir, burada K operatorii tiniterdir

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat. (3.2) ile tamimli 6 lineer bagintisini alalim. {x, x'} € @ olsun.

K(x'+ix) =x"—ix

IK G+ 0l = [IX]|* + ||x||* — 2Im(x, x)

llx"+ x|l = |lx'l|* + [|x]]* + 2Im(x’, x).

Sonuncu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

4Im(x',x) = ||x" + ix]|? = ||[K(x" + ix)||> = 0 (3.4)

olur. Boylece 8 bagintis1 disipatiftir. u € H igin

x’=%(u+Ku),x=%(u—Ku)
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tanimlayalim. O zaman {x,x'} € 6, x" + ix = u,x’ — ix = Ku olur. Buda Dy, = H,Uy =
K oldugunu gosterir. 6 bagintis1 8 bagmtisinin disipatif genislemesi ise Uz D Uy olur . Bu
ise ancak Uz = Uy olmasiyla miimkiindiir. Buradan 6 = 6 olur. Yani 6 maksimal
disipatifdir. 8 keyfi maksimal disipatif baginti, Ugda 8 bagintisinin Cayley doniisiimii olsun.
O zaman Dy, = H dir. Bunu ispatlayalim: Tersini kabul edelim. Ugm ya stirekli olarak
genisletilebilir. D_Ue + H ise Uy, H © D_Ue tizerinde sifira esitlenerek Uy, H a genisletilir.
Buradan K © Uy biiziilme operatdrii tiim uzayda tanimlanir. K operatoriinii insa ederek (3.2)
esitligine karsilik gelen 8 bagintisini ele alalim. Yukarida ispat ettigimiz gibi 6 bagintist
disipatif ve § > 6 dir. 0 bagmtis1 maksimal disipatif oldugundan 8 = 6, Uz = Uy olur
buradan bir c¢eliski elde edilir. Boylece Uy, H lizerinde biiziilme operatoriidiir. Cayley

dontigimiiniin tanimindan her {x, x'} € 0 i¢in
Up(x' +ix) = x — ix (3.5)
dir. Daha &nceden belirttigimiz gibi (3.5) maksimal disipatif 8 > 6 bagintisin1 tanimlar. 6
bagintis1 maksimal disipatif oldugunda 8 = 8, yani 6 bagmtisi (3.2) ile belirlenir. (3.4) dan
6 bagintis1 maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K izometrik operator
olmasidir. 8 bagintis1t maksimal akretif olsun.

0, = {{—x, x'}: {x, x'}} €0 (3.6)

bagintis1 maksimal disipatifdir. Gosterdik ki

{x,x'} € 6, (veya{—x,x'}€0) ©o(K—-Dx'"+i(K+1)(—x) =0

dir. Bu ifade de (3.3) e denktir. Tersi de benzer sekilde gosterilir. Son olarak 6 bagintisi

kendine es olsun. O zaman K;, K, operatorleri H lizerinde izometrik operator olmak {izere
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esitlikleri denktir.

KiK,(x" —ix) = x"+ ix, K;K;(x" + ix)Ko K (x' + ix)

elde edilir.

{x' +ix|{x,x'} €0} ={x'—ix|{x,x'} €0} =H

oldugundan

Kle = KzKl = I

olur, yani K, ve K, tniterdir. Tersi asikardir.
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3.3. Smmir Deger Uzaylari ve Disipatif Genislemeler

Tamm 3.3.1. K Hilbert uzay, I'y, I'2: Do+ = K lineer doniistimler olsun.

I. f,g € Dp+ igin

(A*f'g) - (f'A*) = (Flf'FZQ)K_(FZerlg)K;

ii. Keyfi Fi,F, € K igin I'yf = F4,I'>f = F; olacak sekilde bir f € D+ vektorii vardir;
sartlarint saglayan (K, I'y, I';) Ugliisiine A operatdriiniin sinir deger uzay1 denir
(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Teorem 3.3.2. n < o olmak iizere (n, n) indis defektli keyfi simetrik operator i¢in

dimK = n olmak tizere (K, I'1, ;) sinir deger uzayi vardir

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat.
Dy =Dy DN, ®N_; (3.7)
idi.  P_j, P;: Do+ = N_j, Njizdiisim operatorleri olsun.  dimN_; = dimN; oldugundan

N; = N_; izometrik bir doniisiim vardir. Bunu U ile gosterelim. K = N_; alirsak (H dan

indirgenen i¢ ¢arpima gore )

I"1=P_i+UPl-,F2=—iP_i+iUPl-

olsun. (K,I'y,I';) nin A operatoriiniin siir deger uzayr oldugunu ispatlayalim. (3.7)

ifadesinden f, g € Dp- ise

f=fo+Pif+Pf,9=9go+P_ig+Pg, fo.go€Da

dir.

A*Pi == —iPi,A*P_i = —iP_i

ve A operatoriiniin simetrik oldugunu dikkate alirsak
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Af,9) — (f,Ag) = 2i((P-if, P_i9) — (Pif, P9))
dir. Diger taraftan U operatoriiniin izometrikligine denk olarak
(T1f,T29)k — (T2f , T19)k = 2i((P-if, P-i9) — (Pif, Pig))

dir. Buradan sinir deger uzaymin (i) kosulu saglanir. F1,F, € K, f € D+ alalim.
f=fotfoit+fifo€Dy

1 1 .
f—i = Z_i(lFl_ Fz) € Ni’fl' = Z_iU_I(lFl +F2) € Ni

olsun. O zaman I'1f = F4,I',f = F, olur.

Teorem 3.3.3. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatoriiniin

(K=DI'if +i(K+DIr,f =0 (3.8)
(K—Drif —i(K+Dr,f =0 (3.9

kosulunu saglayan f € Dj+vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatoriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A oOperatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatdriiniin (3.8) ve (3.9) kosulunu
saglayan f € D+ vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme operatorii
genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay: ilizerinde A operatoriiniin maksimal
simetrik genislemesi (3.8) , (3.9) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik operatordiir.
Eger K tniter operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son durumda (3.8),

(3.9) kosullari, C, H iizerinde kendine es operator olmak {izere
(cosC)I'2f — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatdriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

- 48 -



K(T+f + il5f) = T'af — ilof , T1f + ilof € Dy (3.10)

sirastyla
K(I'yf —ilyf) = T1f +ilof , T1f —ilf € D (3.11)
kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin
K[ < 71
saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik operator

olmak tizere (3.10), (3.11) formiilleri ile verilir

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bdliimde zaman skalalari tizerinde singiiler durumdaki konform kesirli Sturm-Liouville
operatorlerini ¢alisacagiz. Sinir kosullar1 kullanilarak bu operator i¢in sinir deger uzayi insa
edilecektir. Bu kavram yardimiyla simetrik konform kesirli Sturm-Liouville operatériiniin
maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilecektir.
Simdi

F(y):= ~Toa[p(DTaey O] + qy(©) = Ay(),  t€[0,00)y (4.1)

konform kesirli  Sturm-Liouville denklemini goz Oniine alalim. Burada p(.)ve q(.)
fonksiyonu, [0, 00) araligi tizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyondurlar.

Denkleminden operatdre gecis yapmak igin,

(f,g) = j FOFOVat,

i¢ carpimi yardimiyla L%,a[O, )  Hilbert uzaymi gozoniine alalim (Allahverdiev ve
Tuna, 2021).
Simdi bu denkleme karsilik gelen maksimal ve minimal operatorlerin tanim kiimelerini

verelim.

yvep Tp,y fonksiyonlart
, [0, oo) ¢ aralig1 tizerinde
Dmax = ¥ € Ly4[0,0): V. — lokal mutlak siirekli,

L ve
((y) € 2g0(wo,b) )

Dpin = {y € Dy y(O) = TA,aY(O) =0, WA,a(:VJ z)=0Vze Dmax}-
Dyax Kimesi tizerinde  Ly,q,y = ly ile Ly, ., maksimal operatoriinii tanimlayalim. Eger
Linax operatoriinii D,,;,, kiimesine kisitlarsak L,,;,, minimal operatorii elde edilir.

Lomin" = Lmax V& Lmin kapali simetrik operatoriidiir (Naimark,1968).

Lemma 4.1. y,,yY2€Dpqx Ve te[0,00) g icin

f [F ) ©20 = 3, (OT GO | Vat = Wa o (1, 72)(0) = W o (31,7,)(0)
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elde edilir. Burada

Whaa(y1, y2) (£):= p(t) {y1 (O)Tae(y2)(t) = TA,ayl(t)yz(t)} ile tanimlanur. (Allahverdiev
ve Tuna, 2021).

Ispat. y;, y,€D,, 4, olsun. O zaman

fo ) [r(yl)(t)m - yl(t)m] V.t

= f [~To.o[p(O)Tpays O] + ¢ y1(6)]y2 () Vot
0

~ [ O Tep T2 O] + 40 O]Vt
0

= _f Tyq [p(t)TA,ayl(t)]mVat +j y1(t) [TV,a[p(t)TA,ayZ(t)]] Vut
0 0

V., —Kismi integrasyon uygulanirsa

[ [ro0®n® - nore) @] vet
0

= ~[pOTon OO1F + | [pOTaa O)aera @t
0

o

+ y1(Op(E)Tany, (O] — f TpaY1 (P T oy (8) Ayt
0

= p() {71 (OTay2(®) — Taa1 072 (O15)

elde edilir.

Lonin Simetrik operatorii Weyl ’in limit-cember durumunda olsun, yani (2,2) indis defektine

sahip oldugunu varsayacagiz.

I'(y) = 0 denkleminin,
u(0) =1, (pTaqus)(0) =0, u;(0) =0, (pTaau2)(0) =1

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimlerini u, (t) ve u,(t) olarak gosterelim.

Agiktir ki, u,(t) ve u,(t) lineer bagimsizdir ve onlarin Wronskian 1 e esittir;

WA,a’ [uliuz] (t) = WA,a [ul'uz] (O) = 1' (tE[O, oo)']l‘)
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Simdi
Ty, Ty: Dy = C2,

—y(O) TA,ay(O)
”y=QmﬂMu¢)' 5y=GmﬂMuA)’ 4.2)

doniisiimlerini tanimlayalim.

Teorem 4.2. (4.2) doniisiimleri ile tanimlanan(C?,Ty, I,) iicliisii, Ly, operatdriiniin smir
deger uzayidir.

Sinir deger uzayinin ilk kosulunu ispatlamak igin ilk olarak asagidaki lemmay1 ispatlamamiz

gerekiyor.
Lemma 4.3. y(t), w(t) € Dy q, keyfi fonksiyonlar igin
Whely, Wit = Waely, usle- Wy oW, usl;
~Wpaly, uale Waelw,ugly, 0<t<o (4.3)

dir.

Ispat. u, (t) ve u,(t) reel degerli fonksiyonlar1 i¢in
Waaly, us]e- Waa[W, uz]e = Waaly, uale WaalW, u ]

= (OTa0u (O = Taay (O () (WO Taau2(6) — TaaW(Ou (1) )

~Y(OTaauo(8) = Ta gy (DU (0)) (WO Ty 0112 (6) = T aw (s (1) )
= y(t)TA,aW(t) - TA,ay(t)m = WA,a [y' W]t' 0 St=<®

elde edilir.

Vy(t),w(t) € Dygy icin

5y, )¢ — (Y, [12)e = =y(0) (Taa(W(0)) )+Taa (y(0) )W (0) +
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Waaly, U] Wa oW, uzleo = Waaly, Uzl o Wa oW, Ug] e
Lemma 4.3 den

(Y, [2) ¢z — (Y, [12)c2 = Waaly, Wle = Waely, Wlo
elde edilir. Lemma 4.1 kullanilarak

(Lmaxy» W)sz,a[0,°°)1r -, LmaxW)LZVﬂ[o,oo)T = (y, L2)¢z — (Iy, [12)¢2 (4.4)
elde edilir. Boylece sinir deger uzaymin ilk sarti yerine getirilmistir. Ikinci sart1 asagidaki
lemma kullanilarak ispatlanir.

Lemma 4.4. Keyfi py, p1, 6, Ve §; kompleks sayilari igin

y(0) = py, TA,ay(O) = P1 WA,a[Y: Uil = 8o, WA,a[Y; Uyl = 83 (4.5)

sartlarini saglayan bir y € D,,,,, fonksiyonu vardir.

Ispat.
f ul)sz,a[O:w)T =6+ p1 uZ)LZV‘a[O,OO)’]I‘ =81— po (4.6)

saglayan bir f (t) € L% ,[0, o)y fonksiyonunu dikkate alalim. Bdyle bir fonksiyon u; ve u,

fonksiyonlarmin lineer birlesimi olarak bulunabilir.

y(0) = py, Tray(0) = py

baglangi¢ kosullarini saglayan I'(y) = f(t) denkleminin ¢6ziimiinii y, (t) ile gosterelim. Bu

¢coziim asagidaki gibi yazilabilir;
Y1(8) = pous () + pr12(8) + {1 () u5 () — 1 (D (DI )V

Bu ifade gosterir ki y; (t) € L% ,[0, ) dir. Lemma 4.1 den

(f’ uj)sz,a[Oxoo)'ﬂ‘ - (F(yl)' uj)LZV,a[O'OO)T
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= Waq [3’1»”1']00 — Wha [yl'uj]o + (}’;F(uj)) j=12 (4.7)

LZV,a[O:OO)'lT ’
elde edilir.

j=1,2 icin F(uj) =0, ve y,(0) =py, Tarqy(0) = p; oldugundan

— P ]=1

Waalyawl, = {Po' j=2

elde edilir. O zaman
f ul)LZV_a[O’oo)-]r = Waalyy wile + p4

f, 112)L2‘7_“[(),<><,)1r = Waaly1 uzle = po

buluruz. (4.6) ifadesinden

Wa [y1, u1le = Wha [y1, uzleo = 64

elde edilir.

Boylece, Lemma 4.4 ve Teorem 4.2 ispatlandi. Teorem 4.2 ve Teorem 3.3.3 kullanarak

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.5. K, C? uzayinda biiziilme operatorii ise Ly, operatoriiniin

(K—=DTy +i(K+ Dy =0 (4.8)
ve
(K-Dhhy—i(K+DhLy=0 (4.9

kosullarin1 saglayan y € D,,,, fonksiyonlarinin kiimesine kisitlanmasi sirasiyla L,

operatOriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.
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Tersine Ly, operatoriiniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemeleri (4.8)
ve (4.9) kosullar1 yardimiyla verilir. K biiziilme operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir.
Eger (4.8) ve (4.9) ifadesindeki K operatdrii izometrik olursa L,;, operatoriiniin maksimal
simetrik geniglemesini verir.

Eger (4.8) ve (4.9) ifadesindeki K operatdrii tiniter olursa L,;, operatoriiniin kendine es

genislemesini verir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda,

~Ty[POTLy®] + q(®y () == Ay(t), t € [0,0)

formundaki zaman skalasi tizerinde singiiler konform kesirli Sturm-Liouville differensiyel
denklemleri ele alindi. Burada p(. )ve q(.) fonksiyonu, [0, o)} aralig1 lizerinde tanimli
reel degerli siirekli fonksiyondurlar. Bu tiirden denklemlere karsilik gelen minimal ve
maximal operator olusturuldu. Weyl limit-cember durumunda, yani indis defektin (2,2)
oldugu durumda operatoriin sinir deger uzayi insa edildi. Sinir deger uzay1 yardimiyla
simetrik operatoriin maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeler sinir kosullari

cinsinden ifade edildi.

Bu ¢alisma zaman skalasi tizerinde singiiler konform kesirli Sturm-Liouville differensiyel
denklemlerinin Weyl limit-nokta durumu igin yani indis defektin (1,1) oldugu durumda

yapilarak konu genisletilebilir.
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