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Yüksek Lisans Tezi 

 

Zaman Skalası Üzerinde Singüler Konform Sturm-Liouville Operatörünün     
Genişlemeleri  

 

                                                       Erdal YOLCU 

 

Burdur Mehmet Akif Ersoy Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Hüseyin TUNA 

 

Ocak, 2022 

 

 

Bu çalışmada ilk olarak konunun tarihsel gelişimi ifade edildi ve çalışmada 

kullanılan bazı tanım ve temel sonuçlar verildi. 

Üçüncü bölümde, sınır değer uzayı ve dissipatif genişlemelerin temel tanım ve 

özellikleri verildi. 

Son olarak, zaman skalası üzerinde singüler konform kesirli mertebeden Sturm-

Liouville operatörünün maximal disipatif, akretif, kendine eş genişlemeleri sınır koşulları 

cinsinden verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Zaman skalası üzerinde konform kesirli kalkulüs, Sturm-

Liouville operatörü, simetrik operatör, kendine eş operatör, disipatif operatör, akretif 

operatör, genişleme, sınır değer uzayı, sınır koşulları. 
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SUMMARY 
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Extensions of  singular conformable Sturm-Liouville operator on a time scale  
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Supervisor: Prof. Dr. Hüseyin TUNA 

 

January, 2022 

 

In this study, firstly historical development of the topic is mentioned, some 

definitions and main results used in the work are given. 

In the third section, basic definitions and properties of a boundary value space and 

dissipative extension are given.  

Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self- adjoint and other 

extensions of singular conformable fractional Sturm-Liouville operator on time scales is 

given in terms of boundary conditions. 

 

Keywords: Conformable fractional calculus on time scales, Sturm-Liouville 

operator, symmetric operators, self-adjoint operators, dissipative operators, accretive 

operators, a space of boundary value, boundary conditions. 
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1. GİRİŞ 

             Zaman skalası kavramı 1988 yılında Stefan Hilger tarafından literatüre 

kazandırılmıştır (Hilger,1988). Hilger doktora tezinde ayrık kalkülüs ile sürekli kalkülüsü 

tek bir teori altında birleştirmiştir. Bu kavram yardımıyla diferansiyel denklemler teorisi ile 

fark denklemler teorisi tek bir çatı altında toplanmıştır. Literatürde zaman skalalarının pek 

çok uygulamaları vardır. Örneğin, böcek popülasyon modellerinde, ısı transferi 

çalışmalarında, borsa ve sinirsel ağ modellerinde zaman skalası kavramından yararlanılır. 

Bu konuda daha ayrıntılı bilgi için Bohner ve Peterson’un (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

çalışmalarına bakılabilir. 

Kesirli mertebeden kalkülüs günümüzde uygulamalı matematikçiler tarafından 

yoğun olarak çalışılan alanlarından biridir. Yakın zamanlarda Khalil ve arkadaşları (Khalil 

vd, 2014) konform kesirli mertebeden türev kavramını tanımlamışlardır. Bu çalışmalarında 

konform kesirli mertebe türev tanımının adi türeve paralel olarak çarpım kuralı, bölüm kuralı 

vb özellikleri sağladığını göstermişlerdir. Daha sonra Abdeljawad  (Abdeljawad, 2015) 

konform kesirli mertebe türev teorisini geliştirerek çeşitli özelliklerini ispatlamıştır.    Al-

Refai ve Abdeljawad (Al-Refai ve Abdeljawad, 2017) konform Sturm Liouville özdeğer 

problemi için temel sonuçları (özdeğerlerin reelliği, basitliği, farklı özdeğerlere karşılık 

gelen öz fonksiyonların ortogonalliği vb) elde etmişlerdir. Allahverdiev ve arkadaşları 

(Allahverdiev vd., 2019) 2019 yılında yaptıkları çalışmada konform Sturm Liouville 

problemini ele almışlardır.  

 Benkhettou ve arkadaşları (Benkhettou vd,2016) konform kesirli mertebeden 

kalkülüsü zaman skalaları üzerine taşımışlardır. Zaman skalası üzerinde konform kesirli 

mertebeden türevin temel  kavramlarını ispatlamışlardır. Benzer tanımlar Zhao ve Li (Zhao 

ve Li, 2016) tarafından da verilmiştir. Daha sonra Zhao ve arkadaşları (Zhao vd, 2016) 

Benkhettou ve arkadaşlarının (Benkhettou vd,2016) çalışmalarını genişleterek zaman 

skalaları üzerinde birim operatöre sahip konform delta türev kavramını vermiştir. 2019 

yılında Bendouma ve Hammoudi (Bendouma ve Hammoudi, 2019) zaman skalaları üzerinde 

konform nabla türev kavramını vermiştir ve çeşitli özelliklerini araştırmışlardır.  Gülşen ve 

arkadaşları (Gülşen vd, 2018) zaman skalası üzerinde konform Sturm Liouville denklemi 

için çözümlerin varlığını incelemiştirler.  Allahverdiev ve Tuna  (Allahverdiev ve Tuna, 

2021) zaman skalası üzerinde konform Sturm Liouville denkleminini ele alarak çeşitli 

özelliklerini ispatlamıştırlar.  
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 Simetrik operatörlerin genişleme teorisi operatörler teorisinin önemli uğraşı 

alanlarından biridir. Bu konuda ile ilgili temel sonuçlar 1929 yılında J. von Neumann (Von 

Neumann, 1929), tarafından elde edilmiştir. J. von Neumann hangi koşullarda simetrik 

operatörlerin kendine eş genişlemeye sahip olduğu ve bu genişlemenin nasıl olacağını 

göstermiştir. Rellich (Rellich,1951), Krein (Krein, 1947-1952), Vishik (Vishik,1952), 

Birman (Birman,1956), Phillips (Phillips,1959), simetrik operatörlerin kendine eş 

genişlemeleri üzerinde çalışan matematikçilerden bazılarıdır.  

Lineer bağıntılar metodunu kullanarak simetrik operatörlerin genişlemesi 1969 yılında Rofe-

Beketov  (Rofe-Beketov,1969) tarafından verilmiştir. Bu metodu  kullanarak simetrik 

diferansiyel operatörlerin kendine eş genişlemeleri sınır koşulları cinsinden ifade eden 

matematikçiler: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk vd,1984), Bairamogly 

(Bairamogly,1984),  Allahverdiev (Allahverdiev, 2013, 2014, 2016), Tuna (Tuna , 2013), 

Tuna ve Bayrak (Tuna ve Bayrak, 2018), Tuna ve Allahverdiev  (Tuna  ve Allahverdiev, 

2018) ve  Allahverdiev vd. (Allahverdiev vd.,  2020) dir. 

 Disipatif lineer bağıntılar kullanılarak operatör katsayılı simetrik diferansiyel operatörlerin 

disipatif ve kendine eş genişlemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (Gorbachuk vd,1972) 

tarafından verildi. Daha sonraları birbirinden bağımsız olarak Bruk (Bruk,1976) ve 

Kochubei (Kochubei,1975) tarafından sınır değer uzayı kavramı yardımıyla simetrik 

operatörlerin disipatif, akretif, kendine eş ve diğer genişlemeleri yapıldı. Simetrik 

operatörlerin genişlemesi ile ilgili daha ayrıntılı bilgi için  Gorbachuk, Gorbachuk ve 

Kochubei (Gorbachuk vd,1989) çalışmasına bakılabilir. 

 Bu tez çalışmasında, zaman skalaları üzerinde singüler durumda  konform Sturm 

Liouville denklemi için  sınır değer uzayı inşa edildi. Sınır koşulları yardımıyla tüm 

maksimal disipatif, akretif ve kendine eş  genişlemeleri verildi.  
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1   Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. U, bir kompleks lineer uzay olmak üzere her u,v ∈  𝑈  ve 𝜆 ∈ 𝕂 her için 

aşağıdaki şartları sağlayan ve (u,v) ile gösterilen kompleks sayısına u ve v elemanlarının iç 

çarpımı ve U lineer uzayına da iç çarpım uzayı denir: 

1. (𝑢, 𝑢) ≥ 0; (𝑢, 𝑢) = 0 ⇔ 𝑢 = 0 

2. (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3. (𝜆𝑢, 𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣) 

4. (𝑢1 + 𝑢2, 𝑣) = (𝑢1, 𝑣) + (𝑢2, 𝑣). 

Ayrıca verilen bu özellikler gözönünde bulundurularak (𝑢, 𝜆𝑣) = 𝜆̅(𝑢, 𝑣) ve  

(𝑢, 𝑣1 + 𝑣2) = (𝑢, 𝑣1) + (𝑢, 𝑣2) özellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963). 

Tanım 2.1.2. (𝑈, (. , . )) bir iç çarpım uzayı ve 𝑢 ∈ 𝑈 olsun. u vektörünün normu,  

‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)
1
2⁄ = (∑ |𝜀𝑗|

2∞

𝑗=𝑖
)

1
2⁄

                                                                                          (2.1) 

olarak tanımlanır. Bu norma göre (𝑈, (. , . )) iç çarpım uzayı bir normlu vektör uzayı olur 

(Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.1.3. Bir (𝑈, (. , . )) iç çarpım uzayı,  

‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)
1
2⁄                                                                                                                                (2.2) 

 

normuna göre tam ise, yani (𝑈, (. , . ))içindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir u0 noktasına 

yakınsak ise bu iç çarpım uzayına Hilbert Uzayı denir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.1.4. K , 𝐻 Hilbert uzayının herhangi bir lineer alt uzayı  (𝐾 ⊆ 𝐻)olsun. 

𝑇:𝐾 ⊆ 𝐻 → 𝐻                                                                                                                                 (2.3) 

 

dönüşümü, her 𝛼, 𝛽𝜖 ℂ ve her 𝑢, 𝑣 𝜖 𝐾 için 

 

𝑇(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣) = 𝛼𝑇𝑢 + 𝛽𝑇𝑣                                                                                                          (2.4) 
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eşitliğini sağlanıyorsa, T dönüşümüne lineer operatör denir (Naimark, 1968). 

Tanım 2.1.5. H Hilbert uzayı üzerinde tanımlanan bir T  lineer operatörü verilsin. 

 Her 𝑢 ∈ 𝐻 için  

‖𝑇𝑢‖ ≤ 𝑘‖𝑢‖                                                                                                                                  (2.5) 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir k sayısı varsa 𝑇 ye sınırlı lineer operatör denir. Bu k 

sayılarının en küçüğüne T sınırlı operatörünün normu denir ve ‖𝑇‖ ile gösterilir. 

T operatörünün normu alternatif olarak 

 

‖𝑇‖ = sup
𝑢≠0

‖𝑇𝑢‖

‖𝑢‖
= sup

‖𝑢‖≤1
‖𝑇𝑢‖                                                                                                   (2.6) 

 

eşitliği ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).  

 

Tanım 2.1.6. H bir Hilbert uzayı ve T bu uzayda bir lineer operatör olmak üzere, T nin tanım 

kümesi 𝒟(T), H Hilbert uzayında yoğun olsun. Her ℎ, 𝑡 ∈ 𝒟(𝑇) için, 

 

(𝑇ℎ, 𝑡) = (ℎ, 𝑇∗𝑡)                                                                                                                           (2.7) 

 

eşitliğini saplayan 𝑇∗ operatörüne 𝑇’ nin eşlenik operatörü denir. Bu eşitliği sağlayan 𝑡 ∈ H 

vektörler kümesine 𝑇’ nin tanım kümesi denir ve K(𝑇∗) ile gösterilir. 𝑇∗ operatörü aşağıdaki 

eşitlikleri sağlar. 

i. (𝑇∗)∗ = 𝑇 

ii. (𝜆𝑇)∗ = 𝜆̅𝑇∗ 

iii. (𝑇 + 𝐿)∗ = 𝑇∗ + 𝐿∗ 

iv. (𝑇)∗ = 𝐿∗𝑇∗ 

v. ‖𝑇∗‖ = ‖𝑇‖  (𝑇 sınırlı iken) 

(Naimark, 1968). 

 

Tanım 2.1.7. 𝑇∗ = 𝑇 ise, T  ye kendine eş operatör adı verilir (Akhiezer ve Glazman, 1963). 
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Tanım 2.1.8. Tanım kümesin 𝐷(𝐴) olan bir A lineer operatörü için, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴) olmak 

üzere, 

(𝐴𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐴𝑔) 

eşitliği sağlanırsa, 𝐴 operatörüne Hermitian denir (Naimark,1968). 

Tanım 2.1.9. 𝐴: 𝐷(𝐴) → 𝐻 lineer bir operatör ve 𝐷(𝐴) tanım bölgesi 𝐻 Hilbert uzayında 

yoğun olsun (𝐷(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐻). Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝐴) için, 

 

(𝐴𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝐴𝑔) 

 

ise, yani 𝐴 ⊂ 𝐴∗ ise, 𝐴 ya simetrik operatör denir (Naimark,1968). 

Tanım 2.1.10. 𝐷(𝑈), 𝑈 operatörünün tanım bölgesi olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑈) için 

 

(𝑈𝑥, 𝑈𝑦) = (𝑥, 𝑦) 

 

ise, U ya izometrik operatör denir (Akhiezer ve Glazman, 1963). 

 

Tanım 2.1.11. Bir U izometrik operatörünün tanım ve değer kümesi tüm H Hilbert 

uzayına eşit ise, U operatörüne üniter operatör denir. 

Sınırlı bir izometrik U operatörünün üniter olabilmesi için gerek ve yeter şart 

 𝑈∗𝑈 = 𝑈𝑈∗ = 𝐼 olmasıdır (Akhiezer and Glazman, 1963). 

Tanım 2.1.12. 𝑇 lineer operatörünün 𝒟(𝑇) tanım kümesi 𝐻 Hilbert uzayında yoğun olmak 

üzere, her ℎ ∈ 𝒟(𝑇) için, 

lm(𝑇ℎ, ℎ) ≥ 0                                                                                                                                (2.8) 

 

ise, 𝑇 lineer operatörüne dissipatif (dissipative) operatör denir  (Gorbachuk ve Gorbachuk, 

1991). 

Tanım 2.1.13. Reel (Gerçel) sayıların keyfi boş olmayan kapalı alt kümelerine zaman skalası 

denir. Zaman skalası T ile gösterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Örnek 2.1.14. Reel (Gerçel) sayılar (ℝ),Tam sayılar (ℤ), Doğal sayılar (ℕ)ve [2,5] kapalı 

alt aralığı bir zaman skalasına örnek oluştururken Rasyonel sayılar (ℚ), İrrasyonel sayılar 
(ℝ

ℤ⁄ ), Kompleks sayılar (ℂ)ve (1,3) açık aralığı zaman skalasına örnek oluşturmazlar. 
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(Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.15.  𝑡𝜖𝑇 olmak üzere  𝜎: 𝑇 → 𝑇 operatörü ileri sıçrama operatörüdür ve  

 

𝜎(𝑡) = sup {𝑠𝜖𝑇: 𝑠 > 𝑡} 
 

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.16. 𝑡 ∈ 𝑇 olmak üzere;  𝜌: 𝑇 → 𝑇  operatörü geri sıçrama operatörüdür ve 

 

𝜌(𝑡) = sup {𝑠𝜖𝑇: 𝑠 < 𝑇} 
 

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.17. Graininess fonksiyonları 𝜇, 𝜗: 𝑇 → (0,∞), ( ) ttt −= )(  ve 

 𝜗(𝑡) = 𝑡 − 𝜌(𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝑇 ile tanımlanır. (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.18. 𝑡 ∈ 𝑇 olsun. Eğer ( ) tt    ise 𝑡 ye sağ yayılmış nokta, ( ) tt    ise 𝑡 ye 

sol yayılmış nokta denir. Eğer ( ) )(ttt    ise 𝑡 ∈ 𝑇 noktasına ayrık(izole) nokta denir. 

(Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.19. 𝑡 ∈ 𝑇 olsun. Eğer 𝑡 < 𝑠𝑢𝑝𝑇 ve ( ) tt =  ise  ye sağ yoğun nokta, 

 𝑡 > 𝑖𝑛𝑓𝑇 ve ( ) tt =   ise  𝑡 ye sol yoğun nokta denir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.20. T zaman skalası sol yayılmış maksimum değer M’ ye sahip ise, 

türevlenebilirlik bölgesi 𝑇𝐾 = 𝑇 − {𝑀} dir. Diğer durumda 𝑇𝐾 = 𝑇 şeklindedir.  

T zaman skalası sağ yayılmış maksimum değer m’ ye sahip ise, türevlenebilirlik bölgesi 

 𝑇𝐾 = 𝑇 − {𝑚} dir. Diğer durumda 𝑇𝐾 = 𝑇 şeklindedir. (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.21. μ: 𝕋 → [0,∞) şeklinde tanımlı ileri sıçrama fonksiyonu her 𝑡 ∈ 𝕋 için 

μ(t) = σ(t) − t                                                                                                                 (2.9) 

 

şeklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 
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Tanım 2.1.22.  𝜐: 𝕋 → [0,∞) şeklinde tanımlı geri sıçrama fonksiyonu her 𝑡 ∈ 𝕋 için 

υ(t) = t − ρ(t)                                                                                                               (2.10) 

 

şeklinde tanımlanır (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.23. Eğer 𝜎(𝑡) > 𝑡 ise 𝑡 ∈ 𝕋 ye sağ yayılmış nokta,  𝜌(𝑡) < 𝑡 ise 𝑡 ∈ 𝕋‘ye soldan 

yayılmış nokta denir. Eğer  

𝜌(𝑡) < 𝑡 < 𝜎(𝑡)                                                                                                             (2.11) 

 

ise 𝑡 ∈ 𝕋 noktasına ayrık(izole) nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

Tanım 2.1.24. Eğer t < 𝑠𝑢𝑝𝕋 ve 𝜎(t) = t ise t ∈ 𝕋  ye sağdan yoğun nokta, t > 𝑖𝑛𝑓𝕋 ve 

ρ(t) = t ise t ∈ 𝕋  ye soldan yoğun nokta denir. Eğer 

ρ(t) = t = σ(t)                                                                                                                 (2.12) 

 

ise t ∈ 𝕋 ye hem sağ hem de sol yoğun nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.25. 𝕋 zaman skalası soldan yayılmış maksimum değer M’ ye sahip ise 

türevlenebilirlik bölgesi 𝕋𝑘 = 𝕋 − {M} dir. Diğer durumlarda 𝕋𝑘 = 𝕋 şeklindedir. 

𝕋 zaman skalası sağdan  yayılmış minimum değer m ye sahip ise türevlenebilirlik bölgesi 

𝕋𝐾 = 𝕋 − {m} dir. Diğer durumlarda 𝕋𝐾 = 𝕋 şeklindedir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

Tanım 2.1.26. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ bir fonksiyon olmak üzere 𝑓𝜎 : 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu herhangi bir  

t ∈ 𝕋 için 𝑓𝜎(t) = 𝑓(𝜎(𝑡)) şeklinde tanımlanır. Benzer şekilde 𝑓𝜌: 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu 

herhangi bir t ∈ 𝕋 için 𝑓𝜌(t) = 𝑓(𝜌(𝑡))  şeklinde tanımlıdır (Bohner ve Peterson 2001, 

2003). 

Tanım 2.1.27.  U ⊂ 𝕋 olmak üzere herhangi bir δ > 0 için  

U(t) = {s ∈ 𝕋: |s − t| < 𝛿} 

biçiminde tanımlanan U(t)  kümesine  t’ nin δ-komşuluğu denir (Bohner ve Peterson 2001, 

2003). 
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Tanım 2.1.28. t0 ∈ 𝕋 olmak üzere herhangi bir 𝜀 > 0 ve t ∈ U(t0 ) için  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡0)| < 𝜀 

olacak şekilde bir U(t0 ) komşuluğu varsa 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu 𝑡 = t0   noktasında 

süreklidir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.29. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ bir fonksiyon ve t ∈ 𝕋K olsun. Herhangi bir 𝜀 > 0 sayısına karşılık 

bir δ > 0 için t noktasının U = (t − δ, t + δ) ∩ 𝕋 komşuluğunda  𝑓∆ türevi her 

  s ∈ U için   |𝑓(𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠)) − 𝑓∆(𝜎(𝑡) − 𝑠)| ≤ ε|𝜎(𝑡) − 𝑠| 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑓∆ türevine delta (Hilger) türevi denir. 

Eğer her t ∈ 𝕋K için 𝑓 fonksiyonu 𝑓∆ türevlenebiliyorsa 𝕋K kümesine delta (Hilger) 

türevlenebilirdir denir. Yani 

𝑓∆(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠)

𝜎(𝑡) − 𝑠
 

şeklinde tanımlanır (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.30. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ bir fonksiyon ve t ∈ 𝕋K olsun. Herhangi bir 𝜀 > 0 sayısına 

karşılık bir δ > 0 için t noktasının U = (t − δ, t + δ) ∩ 𝕋 komşuluğunda 𝑓∇  türevi  

her s ∈ U için  

|𝑓(𝜌(𝑡) − 𝑓(𝑠)) − 𝑓∇(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤ ε|𝜌(𝑡) − 𝑠| 

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑓∇ türevine nabla türevi denir. 

Eğer her t ∈ 𝕋K için 𝑓 fonksiyonu 𝑓∇ türevlenebiliyorsa 𝕋K kümesine nabla türevlenebilirdir  

denir. Yani 

𝑓∇(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑠) − 𝑓(𝜌(𝑡))

𝑠 − 𝜌(𝑡)
 

şeklinde tanımlanır. 

i. 𝕋 = ℝ ise 𝕋K = 𝕋  olduğundan her t ∈ 𝕋K için 

𝑓∆(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
= 𝑓′(𝑡)  

olur. Yani 𝕋 = ℝ için 𝑓∆ = 𝑓′ şeklindedir. Benzer şekilde 

𝑓∇(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
= 𝑓′(𝑡)  

olur. Yani 𝕋 = ℝ için 𝑓∇ = 𝑓′ şeklindedir 

ii. 𝕋 = ℤ ise 𝕋K = 𝕋  olduğundan ∀t ∈ 𝕋K için 
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𝑓∆(𝑡) = lim
𝜎(𝑡)→𝑡

𝑓(𝜎(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝜎(𝑡)−𝑡
=

𝑓(𝑡+1)−𝑓(𝑡)

(𝑡+1)−𝑡
=𝑓(𝑡 + 1) − 𝑓(𝑡) = ∆𝑓(𝑡)  

olur. Yani 𝕋 = ℤ için 𝑓∆ = ∆𝑓 şeklindedir. Benzer şekilde 

 

𝑓∇(𝑡) = lim
𝜌(𝑡)→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝜌(𝑡))

𝑡−𝜌(𝑡)
=

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑡−1)

𝑡−(𝑡−1)
=𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − 1) = ∇𝑓(𝑡)  

 

olur. Yani 𝕋 = ℤ için 𝑓∇ = ∇𝑓 şeklindedir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

 

Tanım 2.1.31. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonunun 𝕋K
2
= (𝕋K)K  üzerinde ikinci mertebeden delta 

(Hilger) türevi 

𝑓∆∆ = (𝑓∆)∆: 𝕋K
2
→ ℝ 

 

şeklinde tanımlanır. n. mertebeden delta (Higher) türevi  𝑓∆
𝑛
: 𝕋K

n
→ ℝ 

seklinde tanımlanır. Ayrıca 𝜎2(𝑡) = 𝜎(𝜎(𝑡)) ve 𝜌2(𝑡) = 𝜌(𝜌(𝑡)) olmak üzere her  n ∈ ℕ0 

için  𝜎𝑛(𝑡) = 𝑡 + 𝑛ℎ ve 𝜌𝑛(𝑡) = 𝑡 − 𝑛ℎ 

şeklinde olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

 

Tanım 2.1.32. Eğer 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonunun 𝕋’ deki sağdan yoğun noktalarda sağdan, 

soldan yoğun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona düzenli fonksiyon denir (Bohner 

ve Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.33. Eğer 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu 𝕋’ deki sağdan yoğun noktalarda sürekli ve 

soldan yoğun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sağdan yoğun sürekli ya da rd-

sürekli  fonksiyon denir . 

𝑓:𝕋 ⟶ ℝ olmak üzere rd-sürekli olan  fonksiyonların kümesi 

𝐶𝑟𝑑 ≔ 𝐶𝑟𝑑 (𝕋) = 𝐶𝑟𝑑 (𝕋,ℝ) ile gösterilir.  

𝑓:𝕋 ⟶ ℝ türevlenebilir olmak üzere türevi  rd-sürekli olan fonksiyonların kümesi 

𝐶𝑟𝑑
1 ≔ 𝐶𝑟𝑑

1 (𝕋) = 𝐶𝑟𝑑
1 (𝕋,ℝ) 

şeklinde ile gösterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 
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Tanım 2.1.34. Eğer 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu 𝕋’ deki soldan yoğun noktalarda sürekli ve 

sağdan yoğun noktalarda sağdan limiti varsa bu fonksiyona sol yoğun sürekli ya da ld-sürekli  

fonksiyon denir. 

𝑓:𝕋 ⟶ ℝ olmak üzere ld-sürekli olan fonksiyonların kümesi 

𝐶𝑙𝑑 ≔ 𝐶𝑙𝑑 (𝕋) = 𝐶𝑙𝑑 (𝕋,ℝ) 

ile gösterilir.  

𝑓:𝕋 ⟶ ℝ türevlenebilir olmak üzere türevi ld-sürekli olan fonksiyonların kümesi 

𝐶𝑙𝑑
1 ≔ 𝐶𝑙𝑑

1 (𝕋) = 𝐶𝑙𝑑
1 (𝕋,ℝ) 

şeklinde gösterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Teorem 2.1.35. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ  bir fonksiyon olsun. 

i. 𝑓 sürekli ise rd-süreklidir. 

ii. 𝑓 rd-sürekli ise düzenlidir. 

iii. İleri sıçrama operatörü 𝜎 rd-süreklidir. 

iv. 𝑓 düzenli ya da rd-sürekli ise 𝑓𝜎  fonksiyonu da düzenli ya da  rd-süreklidir. 

v. 𝑓 sürekli olsun. Eğer 𝑔:𝕋 ⟶ ℝ düzenli ya da rd-sürekli ise 𝑓 ∘ 𝑔 fonksiyonu da bu 

özelliğe sahiptir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Teorem 2.1.36. Kompakt aralık üzerinde her düzenli fonksiyon sınırlıdır. 

İspat. 𝑓: [a, b] ⟶ ℝ fonksiyonu sınırsız olsun. Her n ∈ ℕ için 

|𝑓(𝑡𝑛)| > 0 ve 𝑡𝑛 ∈ [a, b], {𝑡𝑛: n ∈ ℕ} ⊂ [a, b]  

olduğundan bir {𝑡𝑛𝑘}k∈ℕ
 yakınsak alt dizisi vardır.  

lim
𝑛→∞

𝑡𝑛𝑘 = 𝑡0   𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏] 𝑣𝑒 {𝑡𝑛: n ∈ ℕ} ⊂ 𝕋                                                                (2.13) 

 

ve 𝕋 kapalı olduğundan 𝑡0 ∈ 𝕋 dir. (2.13) den dolayı 𝑡0 ayrık(izole) nokta değildir ve 𝑡0  

aşağıdan ya da yukarıdan yaklaşan bir alt dizi vardır.  Her bir durum için 𝑡 → 𝑡0 iken 𝑓(𝑡) 

nin limiti düzenlilikten dolayı sonlu olmak zorundadır. Bu ise bir çelişkidir (Bohner ve 

Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.37. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ sürekli bir fonksiyon olsun. 𝐷 ⊂ 𝕋K olmak üzere 𝕋K\D ve 𝕋 nin 

sağdan yayılımlı elemanlarını kapsayan ve ∀t ∈ D için 𝑓 türevlenebilir ise D ile ön 

türevlenebilir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  
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Sonuç 2.1.38. 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları D ile ön türevlenebilir fonksiyonlar olsun.  

i.  Eğer U, s, r ∈ 𝕋  noktaları ile kompakt aralık ise 

 |𝑓(𝑠) − 𝑓(𝑟)| ≤ supt∈UK∩D{|𝑓
∆(𝑡)|}|𝑠 − 𝑟| 

olur. 

ii. Eğer her  t ∈ D için 𝑓∆(𝑡) = 0 ise 𝑓 sabit fonksiyondur. 

iii. Eğer her  t ∈ D için 𝑓∆(𝑡) = 𝑔∆(𝑡) ise her  t ∈ 𝕋 için 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝐶 olur. Burada C 

bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.39. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ düzenli bir fonksiyon olsun. Eğer 𝐹:𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu 𝕋K 

üzerinde delta (Hilger) türevlenebilir ve her  t ∈ 𝕋K için 𝐹∆(𝑡) = 𝑓∆(𝑡) ise F fonksiyonuna 

f fonksiyonunun delta-anti türevi veya ilkeli denir. 

Eğer f fonksiyonun ∆-anti türevi varsa f fonksiyonuna  ∆-integrallenebilir fonksiyon denir. 

a, b ∈ 𝕋 olmak üzere 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
  

şeklinde tanımlanır (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Tanım 2.1.40. 𝑓: 𝕋 ⟶ ℝ düzenli bir fonksiyon olsun. Eğer 𝐹:𝕋 ⟶ ℝ fonksiyonu 𝕋K 

üzerinde nabla türevlenebilir ve ∀t ∈ 𝕋K  için 𝐹∇(𝑡) = 𝑓∇(𝑡) ise F fonksiyonuna f 

fonksiyonunun nabla-anti türevi veya ilkeli denir. 

Eğer f fonksiyonun ∇-anti türevi varsa f fonksiyonuna ∇- integrallenebilir fonksiyon denir. 

a, b ∈ 𝕋 olmak üzere 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
  

şeklinde tanımlanır (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

Teorem 2.1.41. Her rd-sürekli fonksiyonun bir anti-türevi vardır (Bohner ve Peterson 2001, 

2003).  

Teorem 2.1.42. Eğer 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑  ve t ∈ 𝕋K ise  

∫ 𝑓(𝜏)∆𝑡 = 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)
𝜎(𝑡)

𝑡
  olur. 

İspat. Teorem 2.3.4. gereğince f fonksiyonunun F anti-türevi vardır. O zaman  
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∫ 𝑓(𝜏)∆𝑡
𝜎(𝑡)

𝑡

 = 𝐹(𝜎(𝑡)) − 𝐹(𝑡) 

 = 𝜇(𝑡)𝐹∆(𝑡) 

 = 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡) 

elde edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Teorem 2.1.43. Her ld-sürekli fonksiyonun bir anti-türevi vardır (Bohner ve Peterson 2001, 

2003).  

Örnek 2.1.44. Eğer 𝕋 = ℤ  ve 𝑎 ≠ 1 ise 

∫ 𝑎𝑡∆(𝑡)   integralini hesaplayalım.  

(
𝑎𝑡

𝑎−1
)
∆

= ∆(
𝑎𝑡

𝑎−1
) =

𝑎𝑡+1−𝑎𝑡

𝑎−1
= 𝑎𝑡  olduğundan 

∫ 𝑎𝑡∆(𝑡) =
𝑎𝑡

𝑎−1
+ 𝐶  elde edilir.  

burada C bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

Örnek 2.1.45. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 ve 𝑓 ∈ 𝐶𝑟𝑑 olsun.  

i. Eğer 𝕋 = ℝ  ise 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

şeklinde hesaplanır. 

 

ii. Eğer 𝕋 = ℤ  ise 

 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

=

{
  
 

  
 
∑𝑓(𝑡)

𝑏−1

𝑡=𝑎

, 𝑎 < 𝑏

0 , 𝑎 = 𝑏

−∑𝑓(𝑡)

𝑎−1

𝑡=𝑏

, 𝑎 > 𝑏

 

şeklinde hesaplanır. 

 

iii. Eğer [𝑎, 𝑏 ] aralığı ayrık noktalar içeriyorsa ve  𝕋 = ℤ  ise 
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∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

=

{
 
 
 

 
 
 

∑ 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑡∈[𝑎,𝑏)

, 𝑎 < 𝑏

0 , 𝑎 = 𝑏

− ∑ 𝜇(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑡∈[𝑎,𝑏)

, 𝑎 > 𝑏

 

şeklinde hesaplanır. 

iv. Eğer 𝕋 = hℤ = {hk: k ∈ ℤ} ve h > 0 ise 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 
∑𝑓(𝑘ℎ)ℎ

𝑏

ℎ
−1

𝑘=
𝑎

ℎ

, 𝑎 < 𝑏

0 , 𝑎 = 𝑏

−∑𝑓(𝑘ℎ)ℎ

𝑎

ℎ
−1

𝑘=
𝑏

ℎ

, 𝑎 > 𝑏

 

şeklinde hesaplanır (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 

Teorem 2.1.46. Eğer 𝑓∆ ≥ 0 ise f azalan değildir. 

İspat: [𝑎, 𝑏] kapalı aralığı üzerinde 𝑓∆ ≥ 0 ve 𝑠, t ∈ 𝕋 için 𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 olsun. O zaman  

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑠) + ∫ 𝑓∆(𝜏)∆𝜏
𝑡

𝑠

≥ 𝑓(𝑠) 

olur. Dolayısıyla f artan değildir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

Teorem 2.1.47. Eğer a, b, c ∈ 𝕋, 𝛼 ∈ ℝ ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑟𝑑 ise 

i. ∫ (𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡))∆𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + ∫ 𝑔(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

ii.  ∫ (𝛼𝑓(𝑡))∆𝑡
𝑏

𝑎
= 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎
 

iii.  ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎
= −∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡

𝑎

𝑏
 

iv.  ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑐

𝑏

𝑎
 

v.  ∫ 𝑓(𝜎(𝑡))𝑔∆∆𝑡
𝑏

𝑎
= (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝑡)∆𝑡

𝑏

𝑎
 

vi.  ∫ 𝑓(𝑡)𝑔∆∆𝑡
𝑏

𝑎
= (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∆(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡))∆𝑡

𝑏

𝑎
 

vii.  ∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑎

𝑎
= 0 

viii.  Eğer [𝑎, 𝑏) üzerinde |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑔(𝑡) ise 
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|∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ 𝑔(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

 

ix. Eğer 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑏 için 𝑓(𝑡) ≥ 0 ise 

∫ 𝑓(𝑡)∆𝑡
𝑏

𝑎

≥ 0 

olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).  

Teorem 2.1.48. Eğer a, b, c ∈ 𝕋, 𝛼 ∈ ℝ ve 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑙𝑑 ise 

i.∫ (𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡))∇𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 + ∫ 𝑔(𝑡)∇𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

ii. ∫ (𝛼𝑓(𝑡))∇𝑡
𝑏

𝑎
= 𝛼 ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡

𝑏

𝑎
 

iii. ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎
= −∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡

𝑎

𝑏
 

iv. ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡

𝑏

𝑐

𝑏

𝑎
 

v. ∫ 𝑓(𝜌(𝑡))𝑔∇∇𝑡
𝑏

𝑎
= (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∇(𝑡)𝑔(𝑡)∇𝑡

𝑏

𝑎
 

vi. ∫ 𝑓(𝑡)𝑔∇∇𝑡
𝑏

𝑎
= (𝑓𝑔)(𝑏) − (𝑓𝑔)(𝑎) − ∫ 𝑓∇(𝑡)𝑔(𝜌(𝑡))∇𝑡

𝑏

𝑎
 

vii. ∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑎

𝑎
= 0 

viii. Eğer [𝑎, 𝑏) üzerinde |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑔(𝑡) ise 

|∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ 𝑔(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎

 

ix. Eğer 𝑎 ≤ 𝑡 < 𝑏 için 𝑓(𝑡) ≥ 0 ise 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝑡
𝑏

𝑎

≥ 0 

olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003). 
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2.2   Konform Kesirli Türev 

        Bu bölümde zaman skalaları üzerinde konform kesirli delta türev kavramı ve özellikleri 

verilecektir. 𝕋 zaman skalası, 𝑡 ∈ 𝕋  ve 𝛿 > 0 olsun. 𝑡'nin 𝛿 komşuluğunu 

  𝑉𝑡 ≔]𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿[∩ 𝕋 olarak tanımlayacağız.  

Tanım 2.2.1. 𝑓: 𝕋 → ℝ, 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾 ve 𝛼 ∈]0,1] olsun. 𝑡 > 0 için öyle bir 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) sayısı 

tanımlayalım ki herhangi 𝜀 > 0 verildiğinde 𝛿 komşuluğunda 𝑡 'nin 𝑉𝑡 ⊂ 𝕋 için 

 𝛿 > 0  olsun, öyle ki 

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡 , |[𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠)]𝑡
1−𝛼 − 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)[𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠|. 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡), 𝑡’de 𝑓’nin 𝛼. mertebeden konform kesirli türevi olarak adlandırılır. 

 𝑡 = 0 için konform kesirli türevi 𝑇𝛼(𝑓)(0) = lim
𝑡→0+

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) olarak tanımlayacağız. 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Uyarı 2.2.2. 𝛼 = 1, o zaman Tanım 2.2.1’den delta zaman skalasının türevi elde edilir.  

𝛼 = 0 mertebeden konform kesirli türevi 𝑇0(𝑓) = 𝑓 operatörüyle tanımlayacağız. 

 

Uyarı 2.2.3. Çalışma boyunca [𝑓(𝑡)]𝛼 = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) notasyonunu kullanacağız.  

 

Teorem 2.2.4. 𝛼 ∈]0,1] ve  𝕋 zaman skalası olsun. Kabul edelim ki 𝑓: 𝕋 → ℝ ve 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾 

olsun. Bunu izleyen özelliklere devam edelim. 

i. 𝑓, 𝑡 > 0 için  𝛼. mertebeden konform kesirli türevlenebilirse o zaman f, t’de süreklidir. 

 

ii. f, t’de sürekli ve t sağdan dağınık ise, o zaman f, t’de 𝛼. mertebeden türevlenebilirdir. 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑡1−𝛼                                                                                           (2.14) 

 

iii. 𝑡 sağdan yoğun ise, o zaman 𝑓, 𝑡’de 𝛼. mertebeden konform kesirli türevlenebilirdir 

ancak ve ancak lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼 gibi sonlu bir sayı vardır. 

Bu durumda  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼                                                                                         (2.15) 

 

iv. 𝑓, 𝑡’de 𝛼. mertebeden kesirli türevlenebilirse   

𝑓(𝜎(𝑡)) = 𝑓(𝑡) + (𝜇(𝑡))𝑡1−𝛼𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) 
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(Benkhettou vd., 2016). 

Lemma 2.2.5. 𝑓: 𝕋 → ℝ,∀𝑡 ∈ 𝕋, 𝑐 ∈ ℝ için, 𝑓(𝑡) = 𝑐 tarafından tanımlanırsa o zaman  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = (𝑐)(𝛼) = 0. 

İspat. 𝑡 sağdan dağılmış ise, o zaman Teorem 2.2.4’in (ii) öncülü gereği  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) =
𝑓(𝜎(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑡1−𝛼 = 0. Aksi taktirde 𝑡 sağdan yoğun ve Teorem 2.2.4’in (iii) 

öncülü gereği 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑐−𝑐

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼 = 0 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Lemma 2.2.6. Tüm 𝑡 ∈ 𝕋  için 𝑓:𝕋 → ℝ, 𝑓(𝑡) = 𝑡 şeklinde tanımlıysa o zaman  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡(𝛼) = {
𝑡1−𝛼,   𝛼 ≠ 1 𝑖𝑠𝑒,
1,          𝛼 = 1 𝑖𝑠𝑒,

 . 

İspat. Teorem 2.2.4’in (iv) öncülü gereği  

𝜎(𝑡) = 𝑡 + 𝜇(𝑡)𝑡𝛼−1𝑇𝛼(𝑓)(𝑡), 𝜇(𝑡) = 𝜇(𝑡)𝑡
𝛼−1𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) takip eder.  

𝜇(𝑡) ≠ 0 ise, 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡
𝛼−1 ve istenilen ilişki kanıtlanır. 

Farz edelim ki 𝜇(𝑡) = 0, 𝜎(𝑡) = 𝑡 olsun. Bu durumda 𝑡 sağdan yoğun Teorem 2.2.4’in (iii) 

öncülü gereği 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑡−𝑠

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼 = 𝑡1−𝛼. 

Bu yüzden 𝛼 = 1 ise o zaman 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 1, 0 < 𝛼 < 1 ise 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼. 

Şimdi kabullerimizi 𝕋 = ℝ ve 𝕋 = ℎℤ, ℎ > 0 olmak üzere iki sınıf için düşünelim 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Sonuç 2.2.7. 𝑓: 𝕋 → ℝ olmak üzere 𝑡 ∈ ℝ noktası için 𝛼. mertebeden konform kesirli 

diferansiyellenebilir fonksiyonu için gerek ve yeter koşul lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼  limiti sonlu bir 

sayıdır. Bu durumda  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼  

 

İspat. Burada 𝕋 = ℝ için tüm noktalar sağdan yoğundur. Sonuç Teorem 2.2.4’in (iii) 

öncülünü takip eder 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Sonuç 2.2.8. ℎ > 0 olsun. 𝑓: ℎℤ → ℝ ise, o zaman 𝑓, 𝑡 ∈ ℎℤ için, 𝛼. mertebeden konform 

kesirli diferansiyellenebilirdir ki  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) =
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
𝑡1−𝛼                                                                                           (2.16) 

(Benkhettou vd., 2016). 
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İspat. Burada 𝕋 = ℎℤ ve tüm noktalar sağdan dağınıktır. Sonuç Teorem 2.2.4’in (iii) 

öncülünü takip eder 

(Benkhettou vd., 2016). 

Teorem 2.2.9. 𝑓, 𝑔: 𝕋 → ℝ, 𝛼. mertebeden sürekli konform kesirli diferansiyellenebilir 

olsun. O zaman 

i. 𝑓 + 𝑔:𝕋 → ℝ konform kesirli diferansiyellenebilir  

𝑇𝛼(𝑓 + 𝑔) = 𝑇𝛼(𝑓) + 𝑇𝛼(𝑔). 

ii. Herhangi  𝜆 ∈ ℝ için, 𝜆𝑓:𝕋 → ℝ konform kesirli diferansiyellenebilir  

𝑇𝛼(𝜆𝑓) = 𝜆𝑇𝛼(𝑓). 

iii. 𝑓 ve 𝑔 sürekli ise çarpımları da 𝑓𝑔: 𝕋 → ℝ konform kesirli diferansiyellenebilir 

𝑇𝛼(𝑓𝑔) = 𝑇𝛼(𝑓)𝑔 + (𝑓 ∘ 𝜎)𝑇𝛼(𝑔) = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑔 ∘ 𝜎) + 𝑓𝑇𝛼(𝑔). 

iv. 𝑓 sürekli ise, 
1

𝑓
  konform kesirli diferansiyellenebilir 

𝑇𝛼 (
1

𝑓
) = −

𝑇𝛼(𝑓)

𝑓(𝑓∘𝜎)
, 𝑓(𝑡)𝑓(𝜎(𝑡)) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ 𝕋 𝐾  geçerlidir. 

v. 𝑓 ve 𝑔 sürekli ise 
𝑓

𝑔
 konform kesirli diferansiyellenebilir 

𝑇𝛼 (
𝑓

𝑔
) = −

𝑇𝛼(𝑓)𝑔−𝑓𝑇𝛼(𝑔)

𝑔(𝑔∘𝜎)
, 𝑔(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡)) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ 𝕋 𝐾  geçerlidir.  

İspat. 𝛼 ∈]0,1] olsun ve 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾  için 𝑓 ve 𝑔 konform kesirli diferansiyellenebilir olsun. 

i. 𝜀 > 0 olsun. O zaman  𝑡‘nin komşuluğunda olan 𝑉𝑡 ve 𝑈𝑡  vardır. 

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡 , |[𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠)]𝑡
1−𝛼 − 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)[𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤

𝜀

2
|𝜎(𝑡) − 𝑠| 

 ve 

∀𝑠 ∈ 𝑈𝑡 , |[𝑔(𝜎(𝑡)) − 𝑔(𝑠)]𝑡
1−𝛼 − 𝑇𝛼(𝑔)(𝑡)[𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠|. 

𝑊𝑡 = 𝑉𝑡 ∩ 𝑈𝑡 olsun. O zaman  ∀𝑠 ∈ 𝑊𝑡 ,  

|[(𝑓 + 𝑔)(𝜎(𝑡)) − (𝑓 + 𝑔)(𝑠)]𝑡1−𝛼 − [𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) + 𝑇𝛼(𝑔)(𝑡)][𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠| 

 

Bu yüzden 𝑓 + 𝑔, 𝑡’de konform diferansiyellenebilir ve  

𝑇𝛼(𝑓 + 𝑔)(𝑡) = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) + 𝑇𝛼(𝑔)(𝑡). 

ii. 𝜀 > 0 olsun. O zaman 𝑡’nin 𝑉𝑡  komşuluğundaki tüm 𝑠’ler için, 

|[𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠)]𝑡1−𝛼 − 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)(𝜎(𝑡) − 𝑠)| ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠|. 

Bunu 

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡 , |[(𝜆𝑓)(𝜎(𝑡)) − (𝜆𝑓)(𝑠)]𝑡
1−𝛼 − 𝜆𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)[𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜆||𝜎(𝑡) − 𝑠|  

 

takip eder. Bu yüzden 𝜆𝑓, 𝑡’de 𝑇𝛼(𝜆𝑓) = 𝜆𝑇𝛼(𝑓)’dır. 

 

iii. 𝑡 sağdan yoğun ise, o zaman  
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𝑇𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

[
𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
𝑡1−𝛼] 𝑔(𝑡) + lim

𝑠→𝑡
[
𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑠)

𝑡 − 𝑠
𝑡1−𝛼] 𝑓(𝑠) 

                     = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡) + 𝑇𝛼(𝑔)(𝑡)𝑓(𝑡) 

                     = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡)) + 𝑇𝛼(𝑔)(𝑡)𝑓(𝑡). 

𝑡 sağdan dağılmış ise,  

𝑇𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) = [
𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑡1−𝛼] 𝑔(𝜎(𝑡)) + [

𝑔(𝜎(𝑡)) − 𝑔(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑡1−𝛼] 𝑓(𝑡) 

                     = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡)) + 𝑓(𝑡)𝑇𝛼(𝑔)(𝑡). 

𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarının rolleri değiştirilerek diğer çarpım kuralı formülü takip eder. 

iv.  𝑇𝛼 (𝑓
1

𝑓
) = 1𝛼 = 0 olduğundan (iii) gereği  𝑇𝛼 (

1

𝑓
) (𝑡)𝑓(𝜎(𝑡)) + 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)

1

𝑓(𝑡)
= 0 

olur. 𝑓(𝜎(𝑡)) ≠ 0 varsaydığımız için, 𝑇𝛼 (
1

𝑓
) (𝑡) = −

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓(𝜎(𝑡))
  elde edilir. 

v. (ii) ve (iv)'den elde ettiklerimizi kullanırsak  

𝑇𝛼 (
𝑓

𝑔
) (𝑡) = 𝑇𝛼 (𝑓

1

𝑔
) (𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑇𝛼 (

1

𝑔
) (𝑡) + 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)

1

𝑔(𝜎(𝑡))
 

=
𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑇𝛼(𝑔)(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔(𝜎(𝑡))
 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Örnek 2.2.10. 𝛼 ∈]0,1] ve 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑚 olsun. O zaman 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼 ∑ (𝜎(𝑡) − 𝑐)𝑚−1−𝑝𝑚−1
𝑝=0 𝑡𝑝  

olur.  𝑡 sağdan yoğun ise, o zaman  

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑚𝑡𝑚−𝛼  

olur. 𝕋 = ℝ ve 𝛼 = 1 seçersek o zaman alışılmış türev  

𝑇1(𝑓)(𝑡) = 𝑚𝑡
𝑚−1 = 𝑓′(1) elde edilir 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Örnek 2.2.11. 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 1)2 ise, o zaman tüm 𝛼 ∈]0,1] için  

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼[(𝜎(𝑡) + 1)2 + (𝜎(𝑡) + 1)(𝑡 + 1) + (𝑡 + 1)2] 

(Benkhettou vd., 2016). 

Örnek 2.2.12.  𝛼 ∈ (0,1) olsun. Öyle ki 𝕋 = ℕ = {1,2,3, … } ve  
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𝜎(𝑡) = 𝑡 + 1, 𝜇(𝑡) = 1 ve 𝑓, 𝑔: 𝕋 → 𝕋, 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 𝑡 olsun. O zaman  

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑔(𝑡))𝑇𝛼(𝑔)(𝑡) = 𝑡
2(1−𝛼) iken  

  

𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) ≠ 𝑇𝛼(𝑓)(𝑔(𝑡))𝑇𝛼(𝑔)(𝑡): 𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 𝑡1−𝛼   

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Teorem 2.2.13. 𝛼 ∈]0,1] olsun. 𝑔:𝕋 → ℝ sürekli 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾’da 𝛼. mertebeden konform 

kesirli diferansiyellenebilir olsun ve 𝑓: ℝ → ℝ sürekli diferansiyellenebilirdir. O zaman 

[𝑡, 𝜎(𝑡)] gerçel aralığında 𝑐 sabiti olsun ki  

 

𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 𝑓′(𝑔(𝑐))𝑇𝛼(𝑔)(𝑡)                                                                                 (2.17) 

 

İspat. 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾  olsun. İlk olarak 𝑡 sağdan dağılmış olsun. Bu durumda 

 

 𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) =
𝑓(𝑔(𝜎(𝑡)))−𝑓(𝑔(𝑡))

𝜇(𝑡)
𝑡1−𝛼 . 

 

𝑔(𝜎(𝑡)) = 𝑔(𝑡) ise 𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 0 ve 𝑇𝛼(𝑔)(𝑡) = 0 olur. 

 

Bu yüzden (2.3)'den [𝑡, 𝜎(𝑡)]  reel aralığında herhangi 𝑐 sabiti için sağlanır.  

Bu teoremden  𝜉𝜖]𝜎(𝑡), 𝑔(𝜎(𝑡))[ 

  

𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) =
𝑓(𝑔(𝜎(𝑡)))−𝑓(𝑔(𝑡))

𝑔(𝜎(𝑡))−𝑔(𝑡)
∙
𝑔(𝜎(𝑡))−𝑔(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝑡1−𝛼 = 𝑓′(𝜉)𝑇𝛼(𝑔)(𝑡). 

 

𝑔: 𝕋 → ℝ sürekli olduğu için 𝑐 ∈ [𝑡, 𝜎(𝑡)] öyle ki 𝑔(𝑐) = 𝜉’dır. Şimdi 𝑡 sağdan yoğun 

olsun. Bu durumda 

 

 𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑔(𝑡))−𝑓(𝑔(𝑠))

𝑔(𝑡)−𝑔(𝑠)
.
𝑔(𝑡)−𝑔(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼 . 

 

Bu teorem aracılıyla burada 𝜉𝜖]𝜎(𝑡), 𝑔(𝜎(𝑡))[ vardır öyle ki 
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 𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

{𝑓′(𝜉) ⋅
𝑔(𝑡)−𝑔(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼}. 

 

𝑔’nin sürekliliğinden lim
𝑠→𝑡

𝜉𝑠 = 𝑔(𝑡) elde edilir. O zaman  

𝑇𝛼(𝑓 ∘ 𝑔)(𝑡) = 𝑓′(𝑔(𝑡))𝑇𝛼(𝑔)(𝑡) olur. 𝑡 sağdan yoğun olduğu için 

 𝑐 = 𝑡 = 𝜎(𝑡) olur ve sonuç elde edilir 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Tanım 2.2.14. 𝕋 zaman skalası, 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 𝑛 ∈ ℕ olsun ve 𝑓, 𝑡 ∈ 𝕋𝐾 , 𝑛  

defa delta türevlenebilir olsun. 𝑓‘nin 𝛼. mertebeden konform  kesirli türevini  

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) ≔ 𝑇𝛼−𝑛(𝑓
∆𝑛)(𝑡) olarak tanımlayacağız. Notasyon olarak önceki gibi  

 

(𝑓(𝑡))(𝛼) = 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) kullanacağız (Benkhettou, 2015). 

 

Teorem 2.2.15. 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] olsun. Bunu takiben  

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1+𝑛−𝛼𝑓∆
1+𝑛
(𝑡).                                                                                          (2.18) 

 

İspat. 𝑓 fonksiyonu 𝑛 defa delta türevlenebilir olsun.  𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] için 𝛽 ∈ (0,1] 

vardır öyle ki 𝛼 = 𝑛 + 𝛽’dır. Tanım 2.2.14 gereği 𝑇𝛼(𝑓) = 𝑇𝛽(𝑓
∆𝑛). 

 

Yüksek mertebeden delta türevin tanımından ve Teorem 2.2.4'deki (ii) ve (iii)'den 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛽(𝑓∆
𝑛
)
∆
(𝑡) 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Tanım 2.2.16. 𝑓: 𝕋 → ℝ düzenli fonksiyon olsun. O zaman 𝑓’nin 𝛼 −kesirli integrali  

 

0 < 𝛼 ≤ 1, ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡 ≔ ∫𝑓(𝑡)𝑡𝛼−1∆𝑡  olarak tanımlanır 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Tanım 2.2.17. Farz edelim ki 𝑓: 𝕋 → ℝ  düzenli fonksiyon olsun. 𝛼 ∈ (0,1] olmak üzere 

mertebesi 𝛼 olan 𝑓’nin ifade edilen belirsiz 𝛼 −kesirli integrali  

 

𝐹𝛼(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)∆
𝛼𝑡  
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olarak tanımlanır. O zaman Cauchy  𝛼 −kesirli integrali  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋,∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑏

𝑎

= 𝐹𝛼(𝑏) − 𝐹𝛼(𝑎) 

olarak tanımlayabiliriz 

(Benkhettou vd., 2016). 

Örnek 2.2.18.  𝕋 = ℝ, 𝛼 =
1

2
 ve 𝑓(𝑡) = 𝑡 olsun. O zaman ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡

10
2
3

1
= 6 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Teorem 2.2.19. 𝛼 ∈ (0,1] olsun. O zaman herhangi bir sağdan yoğun sürekli 

 𝑓: 𝕋 → ℝ   fonksiyonu için öyle 𝐹𝛼:𝕋 → ℝ vardır ki   

 

∀ 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾 , 𝑇𝛼(𝐹𝛼)(𝑡) = 𝑓(𝑡). 

 

𝐹𝛼 fonksiyonu  𝑓‘nin söz konusu  𝛼 − antitürevidir 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Teorem 2.2.20.  𝛼 ∈ (0,1], 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝕋, 𝜆 ∈ ℝ ve 𝑓, 𝑔 sağdan yoğun sürekli iki fonksiyon 

olsun. O zaman,      

  ∫ [𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)]
𝑏

𝑎
∆𝛼𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡 + ∫ 𝑔(𝑡)∆𝛼𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
. 

 

   ∫ (𝜆𝑓)(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑏

𝑎
= 𝜆∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡

𝑏

𝑎
. 

 

i. ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑏

𝑎
= −∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡

𝑎

𝑏
. 

 

ii. ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡

𝑏

𝑐
. 

 

iii. ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑎

𝑎
= 0. 

 

iv. ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑔: 𝕋 → ℝ olmak üzere  

 

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑔(𝑡) ise, |∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑏

𝑎
| ≤ ∫ 𝑔(𝑡)∆𝛼𝑡

𝑏

𝑎
. 

 



- 22 - 

 

v. ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑓(𝑡) > 0 ise, ∫ 𝑓(𝑡)∆𝛼𝑡
𝑏

𝑎
≥ 0 

(Benkhettou vd., 2016). 

 

Teorem 2.2.21. 𝕋 zaman skalası, 𝑎 < 𝑏 olmak üzere 𝑎, 𝑏 ∈ 𝕋 olsun. 

 ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∩ 𝕋, 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) ≥ 0 o zaman 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏] ∩ 𝕋’de artan fonksiyondur 

(Benkhettou vd., 2016). 

Tanım 2.2.22. ℎ(𝛼) sürekli bir fonksiyon ve lim
𝛼→0+

ℎ(𝛼) = 1 ve lim
𝛼→1

− ℎ(𝛼) = 1 kabul 

edelim. 

𝕋 zaman skalası ve 𝛼𝜖(0,1] olsun.𝑡 ∈ 𝑇𝑘  için 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝛼 mertebeden 

konform delta kesirli diferansiyellenebilirdir öyle ki 𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡) vardır.∀𝜖 > 0 için 𝑡 nin 𝑈 

komşuluğu vardır öyle ki tüm 𝑠 ∈ 𝑈 için 

|ℎ(𝛼)𝑓(𝑡)𝜎(𝑡) − 𝑠) + (1 − ℎ(𝛼))(𝑓𝜎(𝑡) − 𝑓(𝑠))𝜎1−𝛼 − 𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡)(𝜎(𝑡) − 𝑠| ≤

𝜖|𝜎(𝑡) − 𝑠| dir. 

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡) ifadesini 𝛼 mertebeden konform delta kesirli türev olarak adlandıracağız 

ve 𝑓 tüm 𝑇𝑘 için konform delta kesirli diferansiyellenebilir ise 𝑓 ye konform delta kesirli 

diferansiyellenebilir  diyeceğiz. 

𝑇𝑘
𝑘 de 𝛼 mertebeden konform delta kesirli diferansiyellenebilir bütün 

fonksiyonların ailesini 𝔖 sembolü ile gösterelim (Zhao vd., 2016). 

Teorem 2.2.23. 𝕋 zaman skalası , 𝑡 ∈ 𝕋𝑘  ve 𝛼 ∈ (0,1] olsun. 

i.  𝑓 ∈ 𝔖 ise 𝑓, 𝑡 de süreklidir. 

ii. 𝑓,𝑡 de sürekli ve 𝑡 sağdan dağılmış is o zaman 𝑓 ∈ 𝔖 ile 

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡) = ℎ(𝛼)𝑓(𝑡) + (1 − ℎ(𝛼))

𝑓𝜎(𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜇(𝑡)
𝜎1−𝛼(t) 

iii. 𝑓 sağdan yoğun ise o zaman 𝑓 ∈ 𝔖 ancak ve ancak  

 

lim
𝑠→𝑡

ℎ(𝛼)𝑓(𝑡) + (1 − ℎ(𝛼))
𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼  

 

gibi sonlu bir sayı vardır. 

Bu durumda  

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡) = lim

𝑠→𝑡
ℎ(𝛼)𝑓(𝑡) + (1 − ℎ(𝛼))

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)

𝑡 − 𝑠
𝑡1−𝛼 
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olur (Zhao vd., 2016). 

 

Örnek 2.2.24. 𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonu tüm 𝑡 ∈ 𝕋 için 𝑓(𝑡) = 𝑡 olarak tanımlansın. O zaman 

 

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡) = ℎ(𝛼)𝑡 + (1 − ℎ(𝛼))𝜎1−𝛼(𝑡) olur. 

𝛼 = 1 ise o zaman  

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡) ≡ 1 dir (Zhao vd., 2016). 

 

Teorem 2.2.25. 𝑓, 𝑔: 𝕋 → ℝ ∈ 𝔖 olsun.O zaman 

i. Herhangi 𝜆1, 𝜆2 sabitleri için 𝜆1𝑓 + 𝜆2𝑔 ∈ 𝔖 ile 

𝑇𝛼((𝜆1𝑓 + 𝜆2𝑔)
∆)(𝑡) = 𝜆1𝑇𝛼(𝑓

∆)(𝑡) + 𝜆2𝑇𝛼(𝑔
∆)(𝑡) dir. 

 ii. 𝑓  ve 𝑔 sürekli ise o zaman 𝑓, 𝑔:𝕋 → ℝ ∈ 𝔖 ile 

𝑇𝛼(𝑓𝑔)
∆(𝑡) = 𝑇𝛼(𝑓

∆)(𝑡)𝑔𝜎(𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑇𝛼(𝑔
∆)(𝑡) − ℎ(𝛼)𝑔(𝑡)𝑓𝜎(𝑡) 

        = 𝑇𝛼(𝑔
∆)(𝑡)𝑓𝜎(𝑡) + 𝑔(𝑡)𝑇𝛼(𝑓

∆)(𝑡) − ℎ(𝛼)𝑔(𝑡)𝑓𝜎(𝑡) olur.  

iii.   𝑓 (𝑡)𝑓𝜎(𝑡) ≠ 0 ise o zaman 
1

𝑓
∈ 𝔖 ile  

𝑇𝛼 (
1

𝑓
)
∆
(𝑡) = −

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓𝜎(𝑡)
+

ℎ(𝛼)

𝑓(𝑡)
+

ℎ(𝛼)

𝑓𝜎(𝑡)
 olur. 

iv. 𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡) ≠ 0 ise o zaman 
𝑓

𝑔
∈ 𝔖 ile 

 𝑇𝛼 (
𝑓

𝑔
)
∆
(𝑡) =

𝑇𝛼(𝑓
∆)(𝑡)𝑔(𝑡)−𝑓(𝑡)𝑇𝛼(𝑔

∆)(𝑡)

𝑔(𝑡)𝑔𝜎(𝑡)
+ ℎ(𝛼)

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
 olur. (Zhao vd., 2016). 
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2.3   Nabla Konform Kesirli Türev 

Bu bölümde zaman skalaları üzerinde nabla konform kesirli türev kavramı verilecektir. 𝕋 

keyfi zaman skalası ve 𝛼 ∈ ]0,1] olsun. 

Tanım 2.3.1. 𝑓: 𝕋 → ℝ   bir fonksiyon , 𝑡 ∈ 𝕋 𝐾  olsun. 𝑡 > 0 için 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) aşağıdaki gibi 

tanımlanır. Herhangi bir 𝑡 nin 𝑉𝑡 ⊂ 𝕋  𝛿 komşuluğu (𝛿 > 0  ) vardır öyleki 

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡 , |[𝑓(𝜎(𝑡)) − 𝑓(𝑠)]𝑡
1−𝛼 − 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)[𝜎(𝑡) − 𝑠]| ≤ 𝜀|𝜎(𝑡) − 𝑠| 

sağlanır. 

𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡), 𝑡 noktasında  𝑓’nin 𝛼. mertebeden nabla konform kesirli türevi olarak 

adlandırılır. 

 𝑡 = 0 için nabla konform kesirli türevi 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(0) = lim
𝑡→0+

𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) olarak tanımlanır 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Uyarı 2.3.2. 𝛼 = 1   𝑖ç𝑖𝑛 𝑇∇,𝛼(𝑓) = 𝑓
∇(𝑡)   elde edilir. 

Bu bölümün devamında aşağıdaki notasyonlar kullanılacaktır. 

i. 𝑇∇,𝛼(𝑓) = 𝑓∇
(𝛼)

 

 

ii. 𝐶𝛼([𝑎, 𝑏]𝕋, ℝ) = {𝑓: [𝑎, 𝑏]𝕋 → ℝ , 

𝑓,  [𝑎, 𝑏]𝕋 aralığı üzerinde 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve  𝑇∇,𝛼(𝑓) 𝜖 𝐶([𝑎, 𝑏]𝕋, ℝ)} 

 

iii.  𝐶𝛼𝑙𝑑([𝑎, 𝑏]𝕋, ℝ) = {𝑓: [𝑎, 𝑏]𝕋 → ℝ , 

𝑓,  [𝑎, 𝑏]𝕋 aralığı üzerinde 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve  𝑇∇,𝛼(𝑓) 𝜖 𝐶𝑙𝑑([𝑎, 𝑏]𝕋, ℝ) } 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.3.3. 

Farz edelim ki 𝑓: 𝕋 → ℝ,  bir fonksiyon ve  𝑡 ∈ 𝕋 𝐾  olsun. 

O zaman aşağıdaki özellikler sağlanır. 

i. 𝑓 fonksiyonu 𝑡 > 0 noktasında  𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise  𝑡 noktasında süreklidir. 
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ii.  𝑓,  𝑡 noktasında sürekli ve 𝑡 sol yayılmış ise  𝑓,  𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla 

konform kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve 

𝑇∇,𝛼(𝑓) = 𝑓
∇(𝑡) =

𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼           dır.                                                                                       (2.19)          

 

iii. 𝑡 sol yoğun bir nokta olsun. O zaman  𝑓,  𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform 

kesirli diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak lim
𝑠→𝑡

𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝑠)

(𝑡−𝑠)
𝑡1−𝛼 limiti var ve sonlu bir 

sayıdır. Bu durumda  

𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝑠)

(𝑡−𝑠)
𝑡1−𝛼             dır.                                                                    (2.20) 

 

iv. Eğer  𝑓,  𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ise  

𝑓( 𝜌(𝑡)) = 𝑓( 𝑡) − (𝑣(𝑡))𝑡𝛼−1𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)         dir. 

İspat. i. Kabul edelim 𝑓,  𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.  

O zaman  𝑡 'nin bir 𝑣(𝑡) komşuluğu  vardır, öyle ki 

|(𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)) 𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)( 𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤∈ | 𝜌(𝑡) − 𝑠| 

𝑠 ∈ 𝑉𝑡 için sağlanır. Buradan  

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡 ∩ ]𝑡 − 𝜀, 𝑡 + 𝜀] için  

|𝑓( 𝑡) − 𝑓( 𝑠)| ≤ |(𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)) − 𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)( 𝜌(𝑡) − 𝑠)𝑡
𝛼−1|

+ |(𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑡))| + |𝑓∇
(𝛼)
(𝑡)|| 𝜌(𝑡) − 𝑠||𝑡𝛼 − 1| 

elde edilir ve 𝑡 sol yoğun bir nokta olduğundan, 

|𝑓( 𝑡) − 𝑓( 𝑠)| ≤ |(𝑓𝑝(𝑡) − 𝑓( 𝑠)) − 𝑓(𝛼)(𝑡)(𝜌(𝑡) − 𝑠)𝛼| + |𝑓∇
(𝛼)
(𝑡)(𝑡 − 𝑠)𝛼|

≤ 𝜀𝛿 + |𝑡𝛼−1||𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)|𝛿 

dır. 

 

𝑡 > 0 ve 𝑠 → 𝑡 için  𝛿 → 0 olduğundan 𝑓 'nin  𝑡 noktasındaki sürekliliği görülür. 

ii.  𝑓, 𝑡 noktasında sürekli ve 𝑡 'nin sol yayılmış nokta olsun. Süreklilikten 

 

lim
𝑠→𝑡

𝑓( 𝜌(𝑡))−𝑓( 𝑠)

𝜌(𝑡)−𝑠
𝑡1−𝛼 =

𝑓( 𝜌(𝑡))−𝑓( 𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
𝑡1−𝛼 =

𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼              dır. 
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Buradan verilen, 𝜀 > 0  ve 𝛼 ∈ ]0,1] için, 𝑡 'nin bir 𝑉𝑡 komşuluğu vardır öyleki 

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡  için   |
𝑓( 𝜌(𝑡))−𝑓( 𝑠)

𝜌(𝑡)−𝑠
𝑡1−𝛼 −

𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼| ≤ 𝜀   sağlanır. 

Buradan  

|𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)𝑡1−𝛼 −
𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤ |𝜌(𝑡) − 𝑠|                 dır. 

 

Tanım-2.3.1 den (2.19) eşitiliği elde edilir. 

iii. 𝑡 sol yoğun nokta ve 𝑓,  𝑡’ de 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir 

fonksiyon olsun. 

𝜀 > 0  verilsin. 𝑓, fonksiyonu 𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilir fonksiyon olduğundan 𝑡 nin 𝑉𝑡  komşuluğu vardır öyleki  

∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡  için |[𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)]𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤ 𝜀|𝜌(𝑡) − 𝑠|   dir. 

𝜌(𝑡) = 𝑡 olduğundan ∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡  için |
𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝑠)

𝑡− 𝑠
𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)| ≤ 𝜀   dir. 

 𝑠 ≠ 𝑡 için , istenen (2.20) eşitliği elde edilir. 

Şimdi  (2.20)'nin sağ tarafındaki limit var ve L'ye eşit  𝑡 yi sol yoğun nokta olarak alalım. 

O zaman, 𝑡  nin  bir 𝑉𝑡 komşuluğu vardır öyleki 

 ∀𝑠 ∈ 𝑉𝑡  için 

|(𝑓( 𝑡) − 𝑓( 𝑠))𝑡1−𝛼 − 𝐿(𝑡 − 𝑠)(𝑡)| ≤ 𝜀|𝑡 − 𝑠|    dir. 

𝑡 sol yoğun olduğundan 

|(𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)) 𝑡1−𝛼 − 𝐿(𝜌(𝑡) − 𝑠)(𝑡)| ≤ 𝜀|𝜌(𝑡) − 𝑠|   dir. 

 

Buradan bizi 𝑓 nin 𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir 

olduğu ve  𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡) = 𝐿 sonucu elde edilir. 

 

iv. Eğer 𝑡, sol yoğun nokta ise  𝜌(𝑡) = 𝑡 yani 𝑣(𝑡) = 0 dır. 

 𝑓( 𝜌(𝑡)) = (𝑓)( 𝑡) = (𝑓)( 𝑡) − 𝑣(𝑡)𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡)𝑡
1−𝛼 dır. 

 

Diğer taraftan,  𝑡 sol yayılmış bir nokta yani 𝜌(𝑡) < 𝑡  (iii) den 

 

𝑓( 𝜌(𝑡)) = (𝑓)( 𝑡) − 𝑣(𝑡)𝑡1−𝛼
𝑓(𝑡) − 𝑓( 𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼 = 𝑓(𝑡) − (𝑣(𝑡))𝑡1−𝛼𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡) 
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elde edilir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Örnek 2.3.4.  

 

i.  𝑓: 𝕋 → ℝ bir fonksiyon ve ∀𝑡 ∈ 𝕋,  𝑐 ∈ ℝ için 𝑓(𝑡) = 𝑐  ile tanımlansın. 

O zaman  

𝑇∇,𝛼(𝑓)( 𝑡) = (𝑐)∇
(𝛼) = 0    dır. 

 

ii.  𝑓: 𝕋 → ℝ  𝑓(𝑡) = 𝑡   ile tanımlansın. 

O zaman  

𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = (𝑡)∇
(𝛼) = {𝑡

1−𝛼   ;  𝛼≠1 
1        ;  𝛼=1

   dır 

 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem-2.3.5.  𝑓, ɡ: 𝕋 → ℝ  𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir 

fonksiyonlar olsunlar 

 

i. O zaman 𝑓 + ɡ: 𝕋 → ℝ toplam fonksiyonuda 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir  ve 

𝑇∇,𝛼(𝑓 + ɡ) = 𝑇∇,𝛼(𝑓) + 𝑇∇,𝛼(ɡ) dir. 

ii. Keyfi 𝜆𝜖ℝ için 𝜆𝑓: 𝕋 → ℝ fonksiyonuda 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir ve  

𝑇∇,𝛼(𝜆𝑓) = 𝜆𝑇∇,𝛼(𝑓) dir. 

 

iii.  𝑓 ve ɡ sürekli fonksiyonlar olsun, o zaman 𝑓ɡ : 𝕋 → ℝ     çarpım fonksiyonuda 𝛼 

mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve 

𝑇∇,𝛼(𝑓ɡ) = 𝑇∇,𝛼(𝑓)ɡ + 𝑓
𝜌  𝑇∇,𝛼(ɡ) = 𝑇∇,𝛼(𝑓)ɡ

𝜌 + 𝑓 𝑇∇,𝛼(ɡ)   dir. 

iv. 𝑓 fonksiyonu sürekli olsun, o zaman 
1

𝑓
  fonksiyonuda 𝛼 mertebeden nabla konform 

kesirli diferansiyellenebilirdir ve 

∀𝑡 ∈ 𝕋𝐾 ,  𝑓( 𝑡)𝑓𝜌( 𝑡) ≠ 0  için   𝑇∇,𝛼 (
1

𝑓
) = −

𝑇∇,𝛼(𝑓)

𝑓𝑓𝜌
   dır. 
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v.  𝑓 ve ɡ sürekli fonksiyonlar olsunlar, o zaman 
𝑓

ɡ
  fonksiyonuda 𝛼 mertebeden nabla 

konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve 

∀𝑡 ∈ 𝕋𝐾 ,  ɡ( 𝑡)ɡ𝜌( 𝑡) ≠ 0   için   𝑇∇,𝛼 (
𝑓

ɡ
) =

𝑇∇,𝛼(𝑓)ɡ+𝑓𝑇∇,𝛼(ɡ)

ɡɡ𝜌
    dir. 

 

 İspat. Kabul edelim 𝑓 ve ɡ  fonksiyonları 𝑡 ∈ 𝕋𝐾 için 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  

 

i. 𝜀 > 0 olsun. O zaman 𝑡 'nin  𝑉𝑡  ve  𝑈𝑡 komşulukları vardır öyleki  

∀𝑠𝜖𝑉𝑡   için     |[𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)]𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤
𝜀

2
|𝜌(𝑡) − 𝑠| 

 

∀𝑠𝜖𝑈𝑡  için     |[ɡ( 𝜌(𝑡)) − ɡ( 𝑠)]𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡)(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤
𝜀

2
|𝜌(𝑡) − 𝑠| 

𝑊𝑡 = 𝑉𝑡 ∩ 𝑈𝑡   olsun. O zaman  𝑠𝜖𝑊𝑡  

|[(𝑓 + ɡ)( 𝜌(𝑡)) − (𝑓 + ɡ)( 𝑠)]𝑡1−𝛼 − [𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) + 𝑇𝛼(ɡ)(𝑡)](𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤ 𝜀|𝜌(𝑡) − 𝑠| 

dir. 

Böylece, 𝑓 + ɡ, 𝑡  noktasında  𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir ve  𝑇∇,𝛼(𝑓 + ɡ)(𝑡) = 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) + 𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡) 

 

ii. 𝜀 > 0 olsun. O zaman   𝑡′ nin bir  𝑉𝑡 komşuluğundaki bütün  𝑠′ ler için  

 

|[𝑓( 𝜌(𝑡)) − 𝑓( 𝑠)]𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤ 𝜀|𝜌(𝑡) − 𝑠| dir. 

  

Buradan ∀𝑠𝜖𝑉𝑡  için  

 

 |[(𝜆𝑓)( 𝜌(𝑡)) − (𝜆𝑓)( 𝑠)]𝑡1−𝛼 − 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)(𝜌(𝑡) − 𝑠)| ≤ 𝜀|𝜆||𝜌(𝑡) − 𝑠| dir. 

 

Yani  𝜆𝑓 , 𝑡 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve 

 

𝑇∇,𝛼(𝜆𝑓) = 𝜆𝑇∇,𝛼(𝑓)   sağlanır. 

 

iii. 𝑡 sol yayılmış nokta olsun, o zaman  

𝑇∇,𝛼(𝑓ɡ)(𝑡) = [
(𝑓)(𝑡)−(𝑓)(𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼] ɡ( 𝜌(𝑡)) + [

(ɡ)(𝑡)−(ɡ)(𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼] 𝑓(𝑡)  
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= 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)ɡ(𝜌(𝑡)) + 𝑓(𝑡)𝑇∇,𝛼(ɡ)(t)  

Eğer  𝑡 sol yoğun nokta ise, o zaman 

𝑇∇,𝛼(𝑓ɡ)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

[
𝑓( 𝑡)−𝑓( 𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼] ɡ(t) + lim

𝑠→𝑡
[
ɡ( 𝑡)−ɡ( 𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼] 𝑓( 𝑠)  

 

= 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)ɡ(𝑡) + 𝑇∇,𝛼(ɡ)(t)(𝑓)(𝑡) = 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)ɡ(𝜌(𝑡)) + 𝑇∇,𝛼(ɡ)(t)𝑓(𝑡)   dır. 

  

iv.  Örnek 2.3.1  (i) den     𝑇∇,𝛼 (𝑓.
1

𝑓
) (𝑡) = (1)∇

(𝛼)
= 0  dır. 

Öyleyse (iii) den 

𝑇∇,𝛼 (
1

𝑓
) (𝑡)𝑓(𝜌(𝑡)) + 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)

1

(𝑓)(𝑡)
= 0   elde edilir. 

  

(𝑓)(𝑡)𝑓𝜌(𝑡) ≠ 0 kabulümüzden 

𝑇∇,𝛼 (
1

𝑓
) (𝑡) = −

𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)

𝑓(𝑡)𝑓(𝜌(𝑡))
   dır. 

   

v.  (ii) ve (iv)'i kullanarak 

𝑇∇,𝛼 (
𝑓

ɡ
) = 𝑇∇,𝛼 (𝑓.

1

ɡ
) (𝑡) = (𝑓)(𝑡)𝑇∇,𝛼 (

1

ɡ
) (𝑡) + 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)

1

ɡ(𝜌(𝑡))

=
𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)ɡ(𝑡) − 𝑓(𝑡)𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡)

ɡ(𝑡)ɡ(𝜌(𝑡))
 

elde edilir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.3.6. 𝑐 bir sabit olsun, 𝑚𝜖ℕ ve 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑐)𝑚 olsun. O zaman 

 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡
1−𝛼 ∑ (𝑡 − 𝑐)𝑚−1−𝑖(𝜌(𝑡) − 𝑐)𝑖𝑚−1

𝑖=0   dir.                                                (2.21) 

 

Eğer c=0 ise  

  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = (𝑡
𝑚)

∇
(𝛼) = 𝑡1−𝛼 ∑ (𝑡)𝑚−1−𝑖(𝜌(𝑡))

𝑖𝑚−1
𝑖=0    dir.                             

                         

İspat. İlk formülü tümevarım yöntemi ile kanıtlıyalım. 

Eğer 𝑚 = 1 için, 𝑓(𝑡) = 𝑡 − 𝑐 olur.  Örnek 2.3.1 ve Teorem 2.3.5 (i)'den  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)𝑡
1−𝛼    

sağlanır. 
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Şimdi varsayalım ki 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑐)𝑚  için  

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼 ∑ (𝑡 − 𝑐)𝑚−1−𝑖(𝜌(𝑡) − 𝑐)𝑖𝑚−1
𝑖=0  doğru olsun.  

ℱ(𝑡) = (𝑡 − 𝑐)𝑚+1 = (𝑡 − 𝑐)𝑓(𝑡)  dersek, Teorem 2.3.5 (iii) elde edilir. 

 

ℱ(𝑡)(𝛼) =  𝑇∇,𝛼(𝑡 − 𝑐)𝑓(𝜌(𝑡)) +  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)(𝑡 − 𝑐) = 𝑡1−𝛼 ∑ (𝑡 − 𝑐)𝑚−𝑝(𝜌(𝑡) − 𝑐)𝑖𝑚
𝑖=0   

Burdan ispat tamamlanır. 

Eğer c=0 ise  

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼 ∑ (𝑡)𝑚−1−𝑖(𝜌(𝑡))
𝑖𝑚−1

𝑖=0  dir. 

 

Eğer t sol yoğun nokta ise   𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑚𝑡
𝑚−𝛼   dır 

 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.3.7. ( Zincir kuralı) Farz edelimki ɡ : 𝕋 → ℝ fonksiyonu 𝑡 ∈ 𝕋𝐾 noktasında 𝛼 

mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon  ve  𝑓 : ℝ → ℝ     sürekli 

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 

O zaman [𝜌(𝑡), 𝑡] reel aralığında bir 𝑐 noktası vardır öyleki 

 

 𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) = 𝑓′(ɡ(𝑐)) 𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡)            dir.                                                               (2.22) 

 

İspat. 𝑡 ∈ 𝕋𝐾 olsun. İlk önce 𝑡 'yi sol yayılmış alalım. 

Bu durumda 

 𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) =
𝑓(ɡ(𝑡))−𝑓(ɡ(𝜌(𝑡)))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼 dır. 

 

Eğer ɡ(𝜌(𝑡)) = ɡ(𝑡)  ise o zaman  𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) = 0  ve  𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡) = 0  dır. 

 

Buradan (2.22), [𝜌(𝑡), 𝑡]reel aralığındaki herhangi bir 𝑐 için geçerlidir. 

Şimdi   ɡ(𝜌(𝑡)) ≠ (ɡ)(𝑡) kabul edelim. 

 ortalama değer teoremi ile 

 𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) =
𝑓 (ɡ(𝜌(𝑡))) − 𝑓(ɡ(𝑡))

ɡ(𝜌(𝑡)) − ɡ(𝑡)
.
ɡ(𝑡) − ɡ(𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼 = 𝑓′(𝜉) 𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡) 

dir. 
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Burada 𝜉,   ɡ(𝜌(𝑡))  ve ɡ(𝑡)  arasındadır.  ɡ : 𝕋 → ℝ    sürekli olduğundan 

𝑐𝜖[𝜌(𝑡), 𝑡] vardır öyleki ɡ(𝑐) = 𝜉  vardır, buda istenen sonucu verir. 

Şimdi 𝑡 'nin sol yoğun olduğu durumu ele alalım. Bu durumda; 

 

 𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(ɡ(𝑡))−𝑓(ɡ(𝑠))

ɡ(𝑡)−ɡ(𝑠)
.
ɡ(𝑡)−ɡ(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼  dır. 

Ortalama değer teoremi ile ɡ(𝜌(𝑡)) ve  ɡ(𝑡) arasında 𝜉𝑠  vardır, öyle ki 

 

 𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

{𝑓′(𝜉𝑠)
ɡ(𝑡)−ɡ(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼 sağlanır. 

 

ɡ 'nin sürekliliğinden,  lim
𝑠→𝑡

𝜉𝑠 =ɡ(𝑡)   elde edilir. O zaman 

 𝑇∇,𝛼(𝑓𝑜ɡ)(𝑡) = 𝑓′(ɡ(𝑡)) 𝑇∇,𝛼(ɡ)(𝑡) dir. 

𝑡 sol yoğun olduğundan  𝑐 = 𝑡 = 𝜌(𝑡)  elde edilir 

 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.3.8. 𝕋 bir zaman skalsı olsun. 𝛼𝜖(𝑚,𝑚 + 1] ,𝑚 ϵℕ  

ve 𝑓 fonksiyonu 𝑡𝜖𝕋𝐾𝑚  noktasında 𝑚 defa nabla diferansiyellenebilir olsun.  

Bu durumda  

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇∇,𝛼−𝑚(𝑓
∇𝑚)(𝑡) dir 

 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.3.9.  𝛼𝜖(𝑚,𝑚 + 1] ve , 𝑚 ϵℕ olsun. O zaman 

 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1+𝑚−𝛼𝑓∇
1+𝑚

(𝑡)    dir.                                                                              ( 2.23) 

 

İspat. 𝑓, 𝑚  defa nabla diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 

𝛼𝜖(𝑚,𝑚 + 1]için,  𝛼 = 𝑚+ 𝛽  olacak şekilde bir  𝛽𝜖(0, 1]  vardır. 

Tanım 2.3.8 kullanılarak    𝑇∇,𝛼(𝑓) =  𝑇∇,𝛽𝑓
∇𝑚  elde edilir. 

 nabla türevinin tanımı ve Teorem 2.3.3 (ii) ve (iii)'den 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛽(𝑓∇
𝑚
)
∇
(𝑡)  elde edilir. 
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(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.3.11. 𝑓 : 𝕋 → ℝ𝑛   bir  fonksiyon olsun. Eğer 𝕋 'nin  sol yoğun noktalarında sürekli 

ve sağ yoğun noktalarında sağ taraftan  limiti varsa 𝑓   fonksiyonuna ld-sürekli denir ve  

𝑓𝜖𝐶𝑙𝑑(𝕋,ℝ
𝑛)   gösterilir. 

 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.3.12. 𝑓 : 𝕋 → ℝ𝑛 'nin bir fonksiyon olsun.  

𝑓(𝑡) = (𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡), . . . , 𝑓𝑛(𝑡)) ve 𝑡𝜖𝕋𝐾   olsun. O zaman  

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = ( 𝑇∇,𝛼𝑓1(𝑡),  𝑇∇,𝛼𝑓2(𝑡), . . . ,  𝑇∇,𝛼𝑓𝑛(𝑡))  ile tanımlanır. 

0 noktasındaki nabla  konform kesirli türev  𝑇∇,𝛼(𝑓)(0) = lim
𝑡→0+

(𝑓)(𝑡) olarak tanımlanır. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.3.13. 𝕋 bir zaman skalası, 𝛼𝜖(𝑚,𝑚 + 1], 𝑚 ϵℕ   olsun ve 𝑓 : 𝕋 → ℝ𝑛 

fonksiyonu  𝑡𝜖𝕋𝐾𝑚  noktasında 𝑚 defa  nabla diferansiyellenebilir olsun. 

O zaman  𝛼 mertebeden 𝑓’ nin nabla kesirli türevi  

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇∇,𝛼−𝑚(𝑓
∇𝑚)(𝑡)   tanımlanır. 

Tanım 2.3.12, Teorem 2.3.3 ve Teorem 2.3.4'yi kullanarak aşağıdaki teoremler elde edebilir. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.3.14.  𝑓 : 𝕋 → ℝ𝑛 bir fonksiyon ve 𝑡𝜖𝕋𝐾   olsun. O zaman aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

i. 𝑓, 𝑡 > 0 noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyon 

ise 𝑓,  𝑡’ noktasında süreklidir. 

ii. 𝑡 sol yayılmış  bir nokta ve 𝑓, 𝑡 noktasında sürekli bir fonksiyon olsun o zaman 𝑓, 𝑡 

noktasında 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ve 

 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =
𝑓(𝑡)−𝑓(𝜌(𝑡))

𝑣(𝑡)
𝑡1−𝛼               dir.                                                                    ( 2.24) 

 

iii. Eğer 𝑡 sol-yoğun nokta ise, o zaman 𝑓, 𝑡 noktasında 𝛼  mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur ancak  
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lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

(𝑡−𝑠)
𝑡1−𝛼 limiti var ve sonlu ise 

 Bu durumda 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) = lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

(𝑡−𝑠)
𝑡1−𝛼            dir.                                                                      ( 2.25) 

 

iv.  𝑓, 𝑡 noktasında 𝛼  mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir ise  

𝑓(𝜌(𝑡)) = 𝑓(𝑡) − (𝑣(𝑡))𝑡𝛼−1 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)  elde edilir. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.3.15. 𝑓, ɡ : 𝕋 → ℝ𝑛 𝛼  mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir 

fonksiyonlar olsun. Bu durumda  

 𝛼 mertebesinde nabla konform kesirli türevlenebilir olduğunu varsayalım.Sonra; 

i. 𝑓 + ɡ : 𝕋 → ℝ𝑛 toplam fonksiyonu 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir ve  

 𝑇∇,𝛼(𝑓 + ɡ) =  𝑇∇,𝛼(𝑓) +  𝑇∇,𝛼(ɡ) dir. 

ii. Keyfi bir 𝜆𝜖ℝ için, 𝜆𝑓 : 𝕋 → ℝ𝑛  𝛼  mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir ve 

 𝑇∇,𝛼(𝜆𝑓) = 𝜆 𝑇∇,𝛼(𝑓) dir. 

(iii) 𝑓 ve ɡ sürekli ise, o zaman 𝑓. ɡ : 𝕋 → ℝ𝑛 çarpım fonksiyonu 𝛼  mertebeden nabla 

konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve 

 𝑇∇,𝛼(𝑓. ɡ) =  𝑇∇,𝛼(𝑓)ɡ +  (𝑓𝑜𝜌)𝑇∇,𝛼(ɡ) =  𝑇∇,𝛼(𝑓)(ɡ𝑜𝜌) + 𝑓 𝑇∇,𝛼(ɡ) dir. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 
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2.4   Nabla Konform Kesirli İntegral 

Bu bölümde zaman skalaları üzerinde nabla konform kesirli integral kavramı verilecektir.     

 

Tanım 2.4.1. 

𝑓 : 𝕋 → ℝ düzenli bir fonksiyon olsun. O zaman 𝑓'nin nabla 𝛼 -kesirli integrali 

 0 < 𝛼 ≤ 1 için ∫𝑓(𝑡) 𝑡𝛼−1∇𝑡    dir. 

𝛼 = 1  için  ∫ 𝑓(𝑡) ∇𝛼𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡) ∇𝑡    dir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.4.2. 

𝑓 : 𝕋 → ℝ düzenli bir fonksiyon olsun. 𝛼𝜖(0, 1] için 𝑓 nin 𝛼 mertebeden nabla 𝛼 -kesirli 

belirsiz integrali  𝐹∇,𝛼(𝑡) = ∫𝑓(𝑡) ∇𝛼𝑡   ile tanımlanır.  

∀𝑎, 𝑏 𝜖𝕋 için 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
∇𝛼𝑡 =  𝐹∇,𝛼(𝑏) −  𝐹∇,𝛼(𝑎)  dir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.4.3.  𝑓 : 𝕋 → ℝ  bir fonksiyon olsun. 

A, 𝕋 'nin ∇ −ölçülü bir alt kümesi olsun. 

𝑓, fonksiyonu A üzerinde nabla 𝑎 integrallenebilirdir anacak ve ancak 𝑡𝛼−1𝑓(𝑡) A üzerinde 

integrallenebilirdir. Ayrıca ∫ 𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡 =𝐴
∫ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑡)∇𝑡
𝐴

  dir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.4.  

Keyfi 𝑓 : 𝕋 → ℝ   bir ld sürekli fonksiyonu için öyle bir  𝐹∇,𝛼 : 𝕋 → ℝ  fonksiyonu vardır 

öyleki    ∀𝑡𝜖𝕋𝐾   için  𝕋∇,𝛼( 𝐹∇,𝛼)(𝑡) = 𝑓(𝑡) dir. 

 𝐹∇,𝛼 fonksiyonuna 𝑓'nin bir nabla α-ilkeli denir. 

 

İspat. 𝛼 = 1  durumu (Bohner, M., Peterson, A., 2001)'de kanıtlanmıştır. 𝛼𝜖(0,1) olsun. 𝑓 

'ninc ld sürekli olduğunu varsayalım. (Bohner, M., Peterson, A., 2003)'deki Teorem 1.16  

dan 𝑓 düzenli fonksiyondur. O zaman 

 𝐹∇,𝛼(𝑡) = ∫𝑓(𝑡) ∇𝛼𝑡  
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  𝕋𝐾  üzerinde nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir. (2.23) eşitliği ve Tanım 2.4.1 

den 

 𝕋∇,𝛼( 𝐹∇,𝛼)(𝑡) = 𝑡1−𝛼 ( 𝐹∇,𝛼(𝑡))
∇

= 𝑓(𝑡)  𝑡𝜖𝕋𝐾   elde edilir. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.5. 𝛼𝜖(0, 1], 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖𝕋    𝜆, 𝛾 ∈ ℝ   ve  𝑓, ɡ  iki ld-sürekli fonksiyonlar olsun. 

i. 

∫[𝜆𝑓(𝑡) + 𝛾ɡ(𝑡)]∇𝛼𝑡 =

𝑏

𝑎

𝜆∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡 +  𝛾

𝑏

𝑎

∫ɡ(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

 

ii. 

∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

= −∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑎

𝑏

 

iii. 

 𝑐𝜖(𝑎, 𝑏) için;  

∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

= ∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑐

𝑎

+∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑐

 

iv. 

∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑎

𝑎

= 0 

v. Eğer 𝑡𝜖[𝑎, 𝑏]  için  |𝑓(𝑡)| ≤ ɡ(𝑡)   olacak şekilde bir ɡ : 𝕋 → ℝ   fonksiyonu varsa o 

zaman 

|∫ 𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

| ≤ ∫ ɡ(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

 

dır. 

vi.  ∀𝑡𝜖[𝑎, 𝑏]ve  𝑓(𝑡) > 0 ise 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡 ≥ 0
𝑏

𝑎
 dır. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

   

Teorem 2.4.6. Eğer 𝑓 : 𝕋𝐾 → ℝ    ld-sürekli bir fonksiyonu ve 𝑡𝜖𝕋𝐾  olsun. O zaman 

∫ 𝑓(𝑠)∇𝛼𝑠
𝑡

𝜌(𝑡)
= 𝑣(𝑡)𝑓(𝑡)𝑡𝛼−1  dir. 
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İspat. 𝑓, 𝕋𝐾   üzerinde ld-sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman 𝑓 düzenli bir fonksiyondur. 

Tanım 2.4.2 ve Teorem 2.4.1'e göre, bir 𝑓 fonksiyonu   𝐹∇,𝛼 ilkeli vardır öyleki  

∫ 𝑓(𝑠)∇𝛼𝑠

𝑡

𝜌(𝑡)

=  𝐹∇,𝛼(𝑡) −  𝐹∇,𝛼(𝜌(𝑡)) =  𝕋∇,𝛼( 𝐹∇,𝛼)(𝑡)𝑣(𝑡)𝑡
𝛼−1 = 𝑣(𝑡)𝑓(𝑡)𝑡1−𝛼 

sağlanır. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.7. 𝑎, 𝑏 𝜖𝕋 ve  𝑓 : 𝕋 → ℝ      üzerinde ld-sürekli bir fonksiyon olsun. 

O zaman  

i. Eğer 𝕋 = ℝ  ise  

∫ 𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑡)𝑡𝛼−1𝑑𝑡

𝑏

𝑎
 dir. Bu eşitliktekisağ taraftaki integral (Khalil R., v.d, 

2014)'de verilen konform kesirli integraldir. 

Eğer 𝛼 = 1  ise bilinen Riemann integraline indirgenir. 

 

ii. [𝑎, 𝑏]𝕋  aralığı izole noktalardan oluşsun, o zaman 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡
𝑏

𝑎
= {

     ∑ 𝑣(𝑡)𝑡𝛼−1𝑓(𝑡)       𝑎 < 𝑏𝑡𝜖(𝑎,𝑏]𝕋

    0                                                  𝑎 = 𝑏
−∑ 𝑣(𝑡)𝑡𝛼−1𝑓(𝑡)      𝑎 > 𝑏𝑡𝜖(𝑎,𝑏]𝕋

     

dir. 

iii. Eğer 𝕋 = ℎℤ = {ℎ𝑘: 𝑘𝜖ℤ}    ℎ > 0  dır. 

∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

=

{
  
 

  
      ∑ ℎ(𝑘ℎ)𝛼−1𝑓(𝑘ℎ)       𝑎 < 𝑏

𝑏

ℎ

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

    0                                                  𝑎 = 𝑏

−∑ ℎ(𝑘ℎ)𝛼−1𝑓(𝑘ℎ)       𝑎 < 𝑏

𝑏

ℎ

𝑘=
𝑎

ℎ
+1

 

dir. 

 

iv.  Eğer 𝕋 = ℤ  ise  

∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

=

{
 
 

 
      ∑ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑡)                𝑎 < 𝑏

𝑏

𝑡=𝑎+1

     0                                                  𝑎 = 𝑏

− ∑ 𝑡𝛼−1𝑓(𝑡)                𝑎 < 𝑏
𝑎

𝑡=𝑏+1

 

dir 
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(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Örnek 2.4.8.  

i. 𝑓 : 𝕋 → ℝ ,  𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡1−𝛼     𝑡𝜖𝕋, 𝑐 𝜖ℝ   ile tanımlansın. O zaman 

∫ 𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡
𝑏

𝑎
= 𝑐(𝑏 − 𝑎) dir. 

 

ii. Eğer  𝑓 : ℝ → ℝ        tüm 𝑡𝜖ℝ için 𝑓(𝑡) = 𝑡  ile tanımlanırsa, sonra 

∫𝑓(𝑡)∇𝛼𝑡

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑡𝛼𝑑𝑡

𝑏

𝑎

=
1

𝛼 + 1
(𝑏𝛼+1 − 𝑎𝛼+1) 

 

iii. Eğer 𝑓 : 
1

2
ℕ → ℝ      

𝑓(𝑡) = 2𝑡 ile  𝛼 =
1

2
  ise 

∫ 2𝑡
3

1
∇1
2

𝑡 =
1

2
∑ √

1

𝑡𝑡𝜖(1,3]1
2
ℕ

2𝑡 =
1

2
(√

2

3
2
3

2√
1

2
22√

2

5
2
5

2√
1

3
23) = √2 +

6

√3
+

4

√5
  dir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Lemma 2.4.9.  𝕋 bir zaman skalası,  𝑎, 𝑏𝜖𝕋 ve   𝑎 < 𝑏 olsun. 

 ∀𝑡𝜖[𝑎, 𝑏]𝕋 için  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) ≥ 0  ise 𝑓,fonksiyonu [𝑎, 𝑏]𝕋 üzerinde artan bir fonksiyondur. 

İspat.  𝑇∇,𝛼(𝑓), [𝑎, 𝑏]𝕋 üzerinde  var olsun. ∀𝑡𝜖[𝑎, 𝑏]𝕋 için  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) ≥ 0   olsun. O zaman 

 

 Teorem 2.3.1 (i)  den  𝑇∇,𝛼(𝑓) [𝑎, 𝑏]𝕋 üzerinde süreklidir ve  Teorem 2.4.2  (vi) den 

∫  𝑇∇,𝛼
𝑡

𝑠
𝑓(𝜉)∇𝛼𝜉 ≥ 0 elde edilir.  𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏   olacak şekilde Tanım 8'den, 

𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑠) + ∫  𝑇∇,𝛼
𝑡

𝑠
𝑓(𝜉)∇𝛼𝜉 ≥ 𝑓(𝑠) dir. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.10.  𝑓 : 𝕋 → ℝ  fonksiyonu  [𝑎, 𝑏]𝕋 aralığı üzerinde sürekli ve 

(𝑎,𝑏]𝕋 aralığı üzerinde 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilir bir 

fonksiyon ve 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) olsun. 

O zaman 𝜉, 𝜂𝜖[𝑎, 𝑏]𝐾,𝕋  vardır, öyle ki  𝑇𝛼(𝑓)(𝜉) ≤ 0 ≤  𝑇𝛼(𝑓)(𝜂) dir. 

İspat. 𝑓 fonksiyonu [𝑎, 𝑏]𝐾,𝕋 kompakt kümesinde sürekli olduğundan, 𝑓 in minimumunu m 

ve maksimumunu M  vardır. O zaman 𝜉, 𝜂𝜖[𝑎, 𝑏]𝐾,𝕋  vardır öyle ki 
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 𝑚 = 𝑓(𝜉) , 𝑀 = 𝑓(𝜂),  𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)   olduğundan 𝜉, 𝜂𝜖[𝑎, 𝑏]𝐾,𝕋 alınabilir. 

Lemma 1 den  𝑇𝛼(𝑓)(𝜉) ≤ 0 ≤  𝑇𝛼(𝑓)(𝜂) elde edilir. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.11.  (Ortalama değer teoremi) 0 < 𝑎 < 𝑏  olsun. 

𝑓, [𝑎, 𝑏]𝕋  sürekli ve [𝑎, 𝑏]𝐾,𝕋 aralığı üzerinde 𝛼 mertebeden nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. 

O zaman 

𝜉𝛼−1 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝜉) ≤
(𝑓)(𝑏)−(𝑓)(𝑎)

𝑏−𝑎
≤ 𝜂𝛼−1 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝜂)  olacak şekilde 𝜉, 𝜂𝜖[𝑎, 𝑏]𝐾,𝕋 elemanı 

vardır. 

İspat. Teorem 2.3.9 den  

 𝑇∇,𝛼(𝑡) = (𝑡)∇
(𝛼) = {𝑡

1−𝛼     0 < 𝛼 < 1
1                  𝛼 = 1

            elde edilir.                                                      (2.26) 

 

ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑏) −
(𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎))

(𝑏−𝑎)
(𝑡 − 𝑏) olsun. 

O zaman, h fonksiyonu [𝑎, 𝑏]𝕋  üzerinde sürekli, [𝑎,𝑏)𝕋 aralığı üzerinde fonksiyondur ve bu,  

𝛼 mertebeden nabla konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve ℎ(𝑎) = h (b) dir. 

Teorem 2.3.2 ve  (2.26) eşitliğinden  

 𝑇∇,𝛼(ℎ)(𝑡) = {
 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) −

(𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎))

(𝑏−𝑎)
,              𝛼 = 1

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) −
(𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎))

(𝑏−𝑎)
𝑡1−𝛼 , 0 < 𝛼 < 1

       elde edilir.                         (2.27) 

 

Teorem 2.4.10' u h fonksiyonuna uygulanırsa 𝜉, 𝜂𝜖[𝑎, 𝑏]𝕋 𝑣𝑎𝑟𝑑𝚤𝑟 ö𝑦𝑙𝑒𝑘𝑖  

  𝑇∇,𝛼(ℎ)(𝜉) ≤ 0 ≤  𝑇∇,𝛼(ℎ)(𝜂) dir 

 

 Yani 𝜉𝛼−1 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝜉) ≤
(𝑓)(𝑏)−(𝑓)(𝑎)

𝑏−𝑎
≤ 𝜂𝛼−1 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝜂)   dır.  

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.12.  Varsayalım 𝑓 : 𝕋 → ℝ , 𝕋𝐾  üzerinde  konform kesirli diferansiyellenebilir 

bir fonksiyon ve  𝑇𝛼(𝑓) 𝕋
𝐾   üzerinde sürekli ise 𝑓, 𝕋𝐾  üzerinde nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir.  

 

∀𝑡𝜖𝕋𝐾  için   𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇𝛼(𝑓)(𝜌(𝑡)) dir. 
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İspat. 𝑡𝜖𝕋𝐾olsun. İlk olarak 𝑡  sol yayılmış nokta olsun. 

𝑓 konform kesirli diferansiyellenebilir olduğundan, sürekli fonksiyon olacaktır. Buradan 

 𝑓, 𝑡 'de nabla konform kesirli diferansiyellenebilir olacaktır ve 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =
𝑓(𝜌(𝑡))−𝑓(𝑡)

𝜌(𝑡)−𝑡
𝑡1−𝛼 dır. 

Diğer tarfatan, 𝜌(𝑡) sağa yayılmış olabilceğinden 

 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝜌(𝑡)) =
𝑓((𝜎𝜌(𝑡)))−𝑓(𝜌(𝑡))

𝜎(𝜌(𝑡))−𝜌(𝑡)
𝑡1−𝛼 =

𝑓(𝑡)−𝑓(𝜌(𝑡))

𝑡−𝜌(𝑡)
𝑡1−𝛼 dir. 

 

Buradan  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇𝛼(𝑓)(𝜌(𝑡))  dir. 

 

Şimdi  𝑡 hem soldan yoğun hem de sağdan yoğun olsun. 

Bu durumda  𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) var olduğundan 

 

 lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

𝑡−𝑠
𝑡1−𝛼                                                                                                               (2.28) 

 

limiti vardır, sonludur ve  𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) 'ye eşittir. 

 

Diğer taraftan, t sol-yoğun olduğundan, (2.28) deki limitin varlığından  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) vardır ve 

bu limite eşittir. Buradan  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) dir. 

Son olarak, soldan yoğun ve sağ yayılmış olsun. (Wang Y., v.d 2016)'nin 15. Teoremi  

 𝑓, fonksiyonuna uygularsak  

 

𝜉𝛼−1 𝑇𝛼(𝑓)(𝜉) ≤
(𝑓)(𝑡)−(𝑠)

𝑡−𝑠
≤ 𝜂𝛼−1 𝑇𝛼(𝑓)(𝜂)                                                                    (2.29) 

 

elde edilir. 

Burada 𝜉, 𝜂  𝑠 𝑣𝑒 𝑡  arasındadır. 𝑠 → 𝑡  iken 

 𝜉 → 𝑡, 𝜂 → 𝑡 ,   𝑇𝛼(𝑓)  sürekli olduğundan,  

(2.29)'den  

lim
𝑠→𝑡

𝑓(𝑡)−𝑓(𝑠)

(𝑡−𝑠)
𝑡𝛼−1 𝑇𝛼(𝑓)                                                                                                    (2.30) 

 

elde edilir.  

Diğer tarfatan, 𝑡  sol yoğun olduğundan, (2.30)'ün sol tarafı 𝑡𝛼−1 𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡)  eşittir. 
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yani  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇𝛼(𝑓)  dir 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Teorem 2.4.13.  𝑓 : 𝕋 → ℝ   fonksiyonu 𝕋𝐾 üzerinde nabla konform kesirli 

diferansiyellenebilirdir ve 𝑇∇,𝛼(𝑓)   𝕋𝐾  üzerinde sürekli ise  

𝑓  fonksiyonu 𝕋𝐾  üzerinde  konform kesirli diferansiyellenebilirdir.  

 ∀𝑡𝜖𝕋𝐾  için  𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) =  𝑇∇,𝛼(𝑓)(𝜎(𝑡)) dır. 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 

 

Tanım 2.4.14.  𝑓 : [𝑎, 𝑏]𝕋 → ℝ fonksiyonu [𝑎, 𝑏]𝕋 aralığı üzerinde mutlak süreklidir 

(𝑖. 𝑒. , 𝑓 ∈ 𝐴𝐶( [𝑎, 𝑏]𝕋, ℝ)) denir, eğer ∀𝜀 > 0 için öyle bir 𝜂 > 0  vardır ki [𝑎, 𝑏]𝕋  nin alt 

aralıklarının sonlu ikişer ikişer ayrık {(𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]𝕋}𝑘=1
𝑚

   ailesi 

∑ (𝑏𝑘 , 𝑎𝑘) < 𝜂
𝑘=𝑚
𝑘=1  için 

∑ (𝑓(𝑏𝑘), 𝑓(𝑎𝑘)) < 𝜀
𝑘=𝑚
𝑘=1  sağlanır 

(Bendouma ve Hammoudi, 2019). 
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3.   MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde Hilbert uzayda simetrik operatörlerin sınır değer uzayı yardımıyla yapılan 

disipatif genişlemeleri ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilmiştir. 

3.1.   Disipatif Genişlemeler 

Teorem 3.1.1.Her disipatif operatör maksimal disipatif genişlemeye sahiptir. Disipatif  bir 

A operatörün maksimal disipatif olması için gerek ve yeter koşul ℑ𝜆 < 0 için 

 

𝑅(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝐻  

 

olmasıdır (Gorbachukve Gorbachuk, 1991). 

İspat. 𝐴  kapalı disipatif operatör,  𝐼𝑚𝜆 < 0   olsun. O zaman 𝑅(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝐻 

kapalıdır 

𝐼𝑚((𝐴 − 𝜆𝐼)𝑓, 𝑓) ≥ −𝐼𝑚𝜆(𝑓, 𝑓)  olduğundan 

𝐼𝑚((𝐴 − 𝜆𝐼)𝑓, 𝑓) ≤ ‖(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑓‖‖𝑓‖ − 𝐼𝑚𝜆 ≤ ‖(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑓‖  dir.   

Buradan 𝑅(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝐻 kapalıdır. Şimdi iki durum oluşabilir: 

 

1. 𝐼𝑚𝜆 < 0  için 𝑅(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝐻 olursa A maksimal disipatif operatör olur.  Aksi 

halde 𝐴 operatörünün kendisinden farklı disipatif 𝐴̃  genişlemesi için bir 𝑓0 ≠ 0 elemanı 

bulunur öyle ki (𝐴̃ − 𝜆𝐼)𝑓0 = 0  olur. Buradan  

𝐼𝑚(𝐴̃𝑓₀, 𝑓₀) = 𝐼𝑚𝜆(𝑓₀, 𝑓₀) olur ki bu 𝐴̃ nın disipatifliği ile çelişir. 

 

2. 𝑅(𝐴 − 𝜆𝐼) ≠ 𝐻 ise A operatörü kendisinden farklı disipatif genişlemeye sahiptir ve 

bu genişleme şu şekilde inşa edilir:   

 

𝑁 = 𝐻⊖𝑅(𝐴 − 𝜆𝐼), 𝐷𝐴̃ = 𝐷𝐴 +𝑁,  

 

𝐴̃(𝑓 + 𝑢) = 𝐴𝑓 + 𝜆̅𝑢, 𝑓 ∈ 𝐷𝐴, 𝑢 ∈ 𝑁.  

 

olarak tanımlayalım 𝐴̃ operatörü doğru tanımlanır:  𝑓 + 𝑢 = 0 ise 
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(𝐴𝑓, 𝑓) = (𝐴𝑢, 𝑢) = (𝑢, 𝜆𝑢) = 𝜆(𝑢, 𝑢) dir. 𝐼𝑚(𝐴𝑓, 𝑓) ≤ 0 ise 𝑢 = 0, 𝑓 = 0 olur. 𝐴̃ 

operatörü disipatiftir: 

(𝐴̃(𝑓 + 𝑢), 𝑓 + 𝑢) = (𝐴𝑓, 𝑓) + 𝜆̅(𝑢, 𝑢) + (𝐴𝑓, 𝑢) + 𝜆̅(𝑢, 𝑓)  

 

= (𝐴𝑓, 𝑓) + 𝜆̅(𝑢, 𝑢) + (𝑓, 𝐴∗𝑢) + 𝜆̅(𝑢, 𝑓)  

 

=(𝐴𝑓, 𝑓) + 𝜆̅(𝑢, 𝑢) + 𝜆(𝑓, 𝑢) + 𝜆̅(𝑢, 𝑓) 

 

Buradan  𝐼𝑚(𝐴̃(𝑓 + 𝑢), 𝑓 + 𝑢) = 𝐼𝑚(𝐴𝑓, 𝑓) + 𝐼𝑚𝜆̅(𝑢, 𝑢) ≥ 0.  

 

Son olarak 𝑅(𝐴̃ − 𝜆𝐼) = 𝐻 olduğunu kontrol etmek zor değildir. Yukarıda gösterildiği gibi 

𝐴̃ operatörü maksimal disipatiftir. Teorem 3.1.1. den bir operatör maksimal disipatif ve 

maksimal akretif olması için gerek ve yeter koşul operatörün kendine eş olmasıdır. Maksimal 

disipatif veya maksimal akretif simetrik operatöre maksimal simetrik operatör denir. Teorem 

3.1.1. den 𝐴 simetrik operatörü maksimal simetrik olması için gerek ve yeter koşul 

operatörün defekt sayılarından biri sıfıra eşit olmasıdır. 𝐴 operatörünün maksimal simetrik 

olması için gerek ve yeter koşul  𝐴 operatörünün kendinden farklı simetrik genişlemeye 

sahip olmamasıdır. 
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3.2.   Lineer Bağıntılar 

Tanım 3.2.1. 0 < 𝐻 bir Hilbert uzay olsun. 𝜃 ∈ 𝐻 ⊕𝐻  keyfi lineer kümesine lineer bağıntı 

denir.  𝜃₁, 𝜃₂  lineer bağıntılar olsunlar. 𝜃₁ ⊂ 𝜃₂ ise 𝜃₂ ye 𝜃₁ in genişlemesi denir. 

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 

Tanım 3.2.2. 𝜃 lineer bağıntısında {𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃 için 

 

𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) ≥ 0, ( sırasıyla, 𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) ≤ 0, 𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) = 0) 

 

oluyorsa θ lineer bağıntısına disipatif (sırasıyla, akretif, simetrik) bağıntı denir. Eğer disipatif 

( akretif, simetrik) bağıntının kendisinden farklı disipatif genişlemesi yoksa bağıntı 

maksimal disipatifdir. Aynı anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif olan 

simetrik bağıntı kendine eştir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). θ disipatif bağıntısı ile 

eşleşen 𝑈𝜃  operatörünü tanımlayalım: 

 

𝐷𝑈𝜃 = {𝑥
′ + 𝑖𝑥: {𝑥, 𝑥 ′} ∈ 𝜃}, 

𝑈𝜃(𝑥
′ + 𝑖𝑥) = 𝑥′ − 𝑖𝑥 

 

olsun. 𝑈𝜃  operatörüne 𝜃 bağıntısının Cayley dönüşümü denir. 𝑈𝜃  operatörü iyi 

tanımlanmıştır. Eğer {𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃, {𝑦, 𝑦′} ∈ 𝜃 için 𝑥′ + 𝑖𝑥 = 𝑦′ + 𝑖𝑦 olursa 

 

{𝑥 − 𝑦, 𝑥′− 𝑦′} ∈ 𝜃, 𝑥′− 𝑦′ = −𝑖(𝑥 − 𝑦) 

 

olur. Diğer taraftan 

 

0 ≤ 𝐼𝑚(𝑥′− 𝑦′, 𝑥 − 𝑦) = 𝐼𝑚(−𝑖(𝑥 − 𝑦), 𝑥 − 𝑦) = −‖𝑥 − 𝑦‖² 

 

dir. Buradan 𝑥 = 𝑦, 𝑥′ = 𝑦′ elde edilir. 

 

‖𝑈𝜃(𝑥′+ 𝑖𝑥)‖² = ‖𝑥′‖²+ ‖𝑥‖²− 2𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) 

 

‖𝑥 ′ + 𝑖𝑥‖² = ‖𝑥′‖²+ ‖𝑥‖²+ 2𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) 

 

dir. θ bağıntısı disipatif olduğundan 
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‖𝑈𝜃(𝑥′+ 𝑖𝑥)‖ ≤ ‖𝑥′+ 𝑖𝑥‖, {𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃                                                                                     (3.1) 

 

elde edilir. θ bağıntısı simetrik ise (3.1) eşitsizliği geçerlidir. 

Teorem 3.2.3 𝐾,𝐻 Hilbert uzay üzerinde büzülme operatörü olsun. 

 

(𝐾 − 𝐼)𝑥′ + 𝑖(𝐾 + 𝐼)𝑥 = 0                                                                                                         (3.2)  

 

(𝐾 − 𝐼)𝑥′ − 𝑖(𝐾 + 𝐼)𝑥 = 0                                                                                                         (3.3)  

 

eşitlikleri ile verilen lineer bağıntılar sırasıyla maksimal disipatif ve maksimal akretiftir. 

Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) bağıntı (3.2), (3.3) biçiminde 

gösterilebilir. 𝐾 büzülme operatörü bağıntı ile tek türlü belirlenir. Maksimal disipatif 

(maksimal akretif) bağıntı maksimal simetrik olması için gerek ve yeter koşul  (3.2) 

ifadesindeki  (3.3) deki ) 𝐾 operatörü izometrik olmasıdır. Kendine eş bağıntıların genel 

formu (3.2) veya (3.3) ile verilir, burada 𝐾 operatörü üniterdir  

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 

İspat. (3.2) ile tanımlı 𝜃 lineer bağıntısını alalım. {𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃 olsun. 

 

𝐾(𝑥′+ 𝑖𝑥) = 𝑥′− 𝑖𝑥 

 

‖𝐾(𝑥′ + 𝑖𝑥)‖² = ‖𝑥′‖² + ‖𝑥‖² − 2𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) 

 

‖𝑥′+ 𝑖𝑥‖² = ‖𝑥′‖²+ ‖𝑥‖²+ 2𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥). 

 

Sonuncu eşitlikler taraf tarafa çıkarılırsa 

 

4𝐼𝑚(𝑥′, 𝑥) = ‖𝑥′ + 𝑖𝑥‖2 − ‖𝐾(𝑥′ + 𝑖𝑥)‖2 ≥ 0                                                                   (3.4) 

 

olur. Böylece 𝜃 bağıntısı disipatiftir. 𝑢 ∈ 𝐻 için 

 

𝑥′ =
1

2
(𝑢 + 𝐾𝑢), 𝑥 =

1

2𝑖
(𝑢 − 𝐾𝑢)  
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tanımlayalım. O zaman {𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃, 𝑥′ + 𝑖𝑥 = 𝑢, 𝑥′ − 𝑖𝑥 = 𝐾𝑢 olur. Bu da 𝐷𝑈𝜃 = 𝐻, 𝑈𝜃 =

𝐾 olduğunu gösterir. 𝜃 bağıntısı 𝜃 bağıntısının disipatif genişlemesi ise 𝑈𝜃̃ ⊃ 𝑈𝜃  olur . Bu 

ise ancak 𝑈𝜃̃ = 𝑈𝜃   olmasıyla mümkündür. Buradan 𝜃̃ = 𝜃 olur. Yani 𝜃 maksimal 

disipatifdir. 𝜃 keyfi maksimal disipatif bağıntı, 𝑈𝜃da 𝜃 bağıntısının Cayley dönüşümü olsun. 

O zaman 𝐷𝑈𝜃 = 𝐻  dır. Bunu ispatlayalım: Tersini kabul edelim. 𝑈𝜃 , 𝐷𝑈𝜃
̅̅ ̅̅ ̅̅  ya sürekli olarak 

genişletilebilir. 𝐷𝑈𝜃
̅̅ ̅̅ ̅ ≠ 𝐻 ise 𝑈𝜃 , 𝐻⊖𝐷𝑈𝜃

̅̅ ̅̅ ̅  üzerinde sıfıra eşitlenerek 𝑈𝜃 , 𝐻 a genişletilir. 

Buradan 𝐾 ⊃ 𝑈𝜃  büzülme operatörü tüm uzayda tanımlanır. 𝐾 operatörünü inşa ederek (3.2) 

eşitliğine karşılık gelen 𝜃̃ bağıntısını ele alalım. Yukarıda ispat ettiğimiz gibi 𝜃̃ bağıntısı 

disipatif ve 𝜃̃ ⊃ 𝜃 dır. θ bağıntısı maksimal disipatif olduğundan 𝜃̃ = 𝜃,𝑈𝜃̃ = 𝑈𝜃  olur 

buradan bir çelişki elde edilir. Böylece 𝑈𝜃 , 𝐻 üzerinde büzülme operatörüdür. Cayley 

dönüşümünün tanımından her {𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃 için 

 

𝑈𝜃(𝑥
′ + 𝑖𝑥) = 𝑥 ′ − 𝑖𝑥                                                                                                                  (3.5)  

 

dır. Daha önceden belirttiğimiz gibi (3.5) maksimal disipatif 𝜃̃ ⊃ 𝜃 bağıntısını tanımlar. 𝜃 

bağıntısı maksimal disipatif olduğunda 𝜃̃ = 𝜃, yani 𝜃 bağıntısı (3.2) ile belirlenir. (3.4) dan 

𝜃 bağıntısı maksimal simetrik olması için gerek ve yeter koşul  𝐾 izometrik operatör 

olmasıdır. 𝜃 bağıntısı maksimal akretif olsun. 

 

𝜃1 = {{−𝑥, 𝑥′}: {𝑥, 𝑥′}} ∈ 𝜃                                                                                                         (3.6)  

 

bağıntısı maksimal disipatifdir. Gösterdik ki  

 

{𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃1 (𝑣𝑒𝑦𝑎{−𝑥, 𝑥
′} ∈ 𝜃)   ⇔ (𝐾 − 𝐼)𝑥′ + 𝑖(𝐾 + 𝐼)(−𝑥) = 0                              

 

dir. Bu ifade de (3.3) e denktir. Tersi de benzer şekilde gösterilir. Son olarak 𝜃 bağıntısı 

kendine eş olsun. O zaman 𝐾1, 𝐾₂ operatörleri 𝐻 üzerinde izometrik operatör olmak üzere 

 

(𝐾1 − 𝐼)𝑥
′ + 𝑖(𝐾1 + 𝐼)𝑥 = 0  

 

(𝐾2 − 𝐼)𝑥
′ − 𝑖(𝐾2 + 𝐼)𝑥 = 0  
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eşitlikleri denktir. 

 

𝐾1𝐾2(𝑥
′ − 𝑖𝑥) = 𝑥′ + 𝑖𝑥,𝐾₂𝐾₁(𝑥′ + 𝑖𝑥)𝐾₂𝐾₁(𝑥′ + 𝑖𝑥)  

 

elde edilir. 

 

{𝑥′ + 𝑖𝑥|{𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃} = {𝑥′ − 𝑖𝑥|{𝑥, 𝑥′} ∈ 𝜃} = 𝐻  

 

olduğundan 

 

𝐾₁𝐾₂ = 𝐾₂𝐾₁ = 𝐼 

 

olur, yani 𝐾₁ ve 𝐾₂ üniterdir. Tersi aşikardır. 
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3.3.   Sınır Değer Uzayları ve Disipatif Genişlemeler 

Tanım 3.3.1. 𝐾 Hilbert uzay, Γ₁, Γ₂: DA∗ → K lineer dönüşümler olsun. 

i. 𝑓, 𝑔 ∈ DA∗ için  

 

(𝐴∗𝑓, 𝑔) − (𝑓, 𝐴∗) = (𝛤₁𝑓, 𝛤₂𝑔)𝐾−(𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑔)𝐾; 

 

ii. Keyfi F₁, F₂ ∈ K için 𝛤₁𝑓 = 𝐹₁, 𝛤₂𝑓 = 𝐹₂ olacak şekilde bir 𝑓 ∈ DA∗  vektörü vardır; 

şartlarını sağlayan (𝐾, 𝛤₁, 𝛤₂) üçlüsüne 𝐴  operatörünün sınır değer uzayı denir 

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).  

Teorem 3.3.2. 𝑛 ≤ ∞ olmak üzere (𝑛, 𝑛) indis defektli keyfi simetrik operatör için 

 𝑑𝑖𝑚𝐾 = 𝑛 olmak üzere (𝐾, 𝛤₁, 𝛤₂) sınır değer uzayı vardır  

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 

İspat. 

 

DA∗ = DA⊕Ni⊕N−i                                                                                                                  (3.7) 

 

idi.  P−i, 𝑃𝑖: DA∗ → N−i, Niizdüşüm operatörleri olsun.  𝑑𝑖𝑚N−i = 𝑑𝑖𝑚Ni olduğundan     

Ni → N−i izometrik bir dönüşüm vardır. Bunu 𝑈 ile gösterelim. 𝐾 = N−i  alırsak (𝐻 dan 

indirgenen iç çarpıma göre ) 

 

𝛤₁ = P−i +𝑈𝑃𝑖, 𝛤₂ = −𝑖P−i + 𝑖𝑈𝑃𝑖 

 

olsun. (𝐾, 𝛤₁, 𝛤₂) nin 𝐴  operatörünün sınır değer uzayı olduğunu ispatlayalım. (3.7) 

ifadesinden 𝑓, 𝑔 ∈ DA∗ ise 

 

𝑓 = 𝑓₀ + P−if + 𝑃𝑖𝑓, 𝑔 = 𝑔₀ + P−ig + 𝑃𝑖𝑔, 𝑓₀, 𝑔₀ ∈ DA  

 

dir. 

 

A∗𝑃𝑖 = −𝑖𝑃𝑖, A
∗𝑃−𝑖 = −𝑖𝑃−𝑖  

 

ve  𝐴 operatörünün simetrik olduğunu dikkate alırsak 
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(A∗𝑓, 𝑔) − (𝑓, A∗𝑔) = 2𝑖((𝑃−𝑖𝑓, 𝑃−𝑖𝑔) − (𝑃𝑖𝑓, 𝑃𝑖𝑔)) 

 

dir. Diğer taraftan U operatörünün izometrikliğine denk olarak 

 

(𝛤₁𝑓, 𝛤₂𝑔)𝐾 − (𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑔)𝐾 = 2𝑖((𝑃−𝑖𝑓, 𝑃−𝑖𝑔) − (𝑃𝑖𝑓, 𝑃𝑖𝑔)) 

 

dir. Buradan sınır değer uzayının (i) koşulu sağlanır. 𝐹₁, 𝐹₂ ∈ 𝐾, 𝑓 ∈ DA∗   alalım. 

 

𝑓 = 𝑓₀ + 𝑓−𝑖 + 𝑓𝑖 , 𝑓₀ ∈ 𝐷𝐴 

 

𝑓−𝑖 =
1

2𝑖
(𝑖𝐹₁ − 𝐹₂) ∈ 𝑁𝑖 , 𝑓𝑖 =

1

2𝑖
𝑈⁻¹(𝑖𝐹₁ + 𝐹₂) ∈ 𝑁𝑖 

 

olsun. O zaman 𝛤₁𝑓 = 𝐹₁, 𝛤₂𝑓 = 𝐹₂ olur. 

 

Teorem 3.3.3. 𝐾,𝐻 Hilbert uzayında büzülme operatörü ise A∗ operatörünün 

 

(𝐾 − 𝐼)𝛤₁𝑓 + 𝑖(𝐾 + 𝐼)𝛤₂𝑓 = 0                                                                                                 (3.8) 

 

(𝐾 − 𝐼)𝛤₁𝑓 − 𝑖(𝐾 + 𝐼)𝛤₂𝑓 = 0                                                                                               (3.9) 

 

koşulunu sağlayan 𝑓 ∈ DA∗vektörlerinin kümesine kısıtlaması sırasıyla  𝐴 operatörünün 

maksimal disipatif (maksimal akretif) genişlemesidir. Tersine 𝐴 operatörünün keyfi 

maksimal disipatif (maksimal akretif) genişlemesi A∗ operatörünün (3.8)  ve (3.9)  koşulunu 

sağlayan 𝑓 ∈ DA∗ vektörlerinin kümesine kısıtlamasıdır ki burada 𝐾 büzülme operatörü 

genişleme ile tek türlü belirlenir. 𝐻 Hilbert uzayı üzerinde 𝐴 operatörünün maksimal 

simetrik genişlemesi (3.8) , (3.9) koşulu ile belirlenir ki burada 𝐾 izometrik operatördür. 

Eğer 𝐾  üniter operatör ise bu koşullar kendine eş genişleme belirler. Son durumda (3.8), 

(3.9) koşulları, 𝐶, 𝐻 üzerinde kendine eş operatör olmak üzere 

 

(𝑐𝑜𝑠𝐶)𝛤₂𝑓 − (𝑠𝑖𝑛𝐶)𝛤₁𝑓 = 0   

 

koşuluna denktir. 𝐴 operatörünün disipatif genişlemelerinin genel formu 
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𝐾(𝛤₁𝑓 + 𝑖𝛤₂𝑓) = 𝛤₁𝑓 − 𝑖𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑓 + 𝑖𝛤₂𝑓 ∈ 𝐷𝐾                                                                (3.10) 

sırasıyla 

 

𝐾(𝛤₁𝑓 − 𝑖𝛤₂𝑓) = 𝛤₁𝑓 + 𝑖𝛤₂𝑓, 𝛤₁𝑓 − 𝑖𝛤₂𝑓 ∈ 𝐷𝐾                                                                (3.11) 

 

koşulu ile verilir. Burada 𝐾 operatörü 𝑓 ∈ 𝐷𝐾 için 

 

‖𝐾𝑓‖ ≤ ‖𝑓‖  

 

sağlayan lineer operatördür. 𝐴 operatörünün simetrik genişlemeleri ise 𝐾 izometrik operatör 

olmak üzere (3.10), (3.11) formülleri ile verilir  

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).  
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4.   ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde zaman skalaları üzerinde singüler durumdaki  konform kesirli Sturm-Liouville 

operatörlerini çalışacağız. Sınır koşulları kullanılarak bu operatör için sınır değer uzayı inşa 

edilecektir. Bu kavram yardımıyla simetrik konform kesirli Sturm-Liouville operatörünün 

maksimal disipatif, akretif ve kendine eş genişlemeleri elde edilecektir. 

Şimdi 

𝛤(𝑦):= −𝑇∇,𝛼[p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦(𝑡)] + 𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝜆𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞)𝕋  (4.1) 

  

 

konform kesirli  Sturm-Liouville denklemini göz önüne alalım. Burada 𝑝(. )𝑣𝑒 𝑞(. ) 

fonksiyonu, [0,∞)𝕋 aralığı üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyondurlar. 

Denkleminden operatöre geçiş yapmak için, 

〈𝑓, 𝑔〉 ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ∇𝛼𝑡,
∞

0 

 

iç çarpımı yardımıyla  𝐿∇,𝛼
2 [0,∞)𝕋      Hilbert uzayını gözönüne alalım (Allahverdiev ve 

Tuna, 2021). 

Şimdi bu denkleme karşılık gelen maksimal ve minimal operatörlerin tanım kümelerini 

verelim. 

𝐷𝑚𝑎𝑥 =

{
 
 

 
 

𝑦 ∈ 𝐿∇,𝛼
2 [0,∞)𝕋:

 
𝑦 𝑣𝑒 p  𝑇∆,𝛼𝑦 𝑓𝑜𝑛𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑛𝑙𝑎𝑟𝚤 

[0,∞)𝕋 aralığı üzerinde 
∇𝛼 − lokal  mutlak  sürekli ,

𝑣𝑒  
 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿2𝑞,𝜔(𝜔0, 𝑏) }

 
 

 
 

. 

 

𝐷𝑚𝑖𝑛 = {𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥: 𝑦(0) = 𝑇∆,𝛼𝑦(0) = 0, 𝑊∆,𝛼(𝑦, 𝑧) = 0 ∀𝑧 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥}.  

𝐷𝑚𝑎𝑥  kümesi üzerinde      𝐿𝑚𝑎𝑥𝑦 = 𝑙𝑦 ile 𝐿𝑚𝑎𝑥 maksimal operatörünü tanımlayalım. Eğer 

𝐿𝑚𝑎𝑥 operatörünü 𝐷𝑚𝑖𝑛 kümesine kısıtlarsak  𝐿𝑚𝑖𝑛 minimal operatörü elde edilir. 

 𝐿𝑚𝑖𝑛
∗ = 𝐿𝑚𝑎𝑥 ve 𝐿𝑚𝑖𝑛 kapalı simetrik operatörüdür (Naimark,1968). 

 

Lemma 4.1.  𝑦1, 𝑦2𝜖𝐷𝑚𝑎𝑥 ve 𝑡𝜖[0,∞)𝕋 için 

∫ [𝛤(𝑦1)(𝑡)𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡)𝛤(𝑦2)(𝑡)] ∇𝛼𝑡 = 𝑊∆,𝛼(𝑦1, 𝑦2)(∞) −
∞

0

 𝑊∆,𝛼(𝑦1, 𝑦2)(0) 
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elde edilir. Burada 

 𝑊∆,𝛼(𝑦1, 𝑦2)(𝑡):= p(𝑡) {𝑦1(𝑡)𝑇∆,𝛼(𝑦2)(𝑡) − 𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)𝑦2(𝑡)} ile tanımlanır. (Allahverdiev 

ve Tuna, 2021). 

 

İspat. 𝑦1, 𝑦2𝜖𝐷𝑚𝑎𝑥 olsun. O zaman 

∫ [𝛤(𝑦1)(𝑡)𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡)𝛤(𝑦2)(𝑡)] ∇𝛼𝑡
∞

0

 

= ∫ [−𝑇∇,𝛼[p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)] + 𝑞(𝑡)𝑦1(𝑡)]𝑦2(𝑡)∇𝛼𝑡
∞

0

−∫ 𝑦1(𝑡)[−𝑇∇,𝛼[p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦2(𝑡)] + 𝑞(𝑡)𝑦2(𝑡)]∇𝛼𝑡
∞

0

 

= −∫ 𝑇∇,𝛼[p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)]𝑦2(𝑡)∇𝛼𝑡 + ∫ 𝑦1(𝑡) [𝑇∇,𝛼[p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦2(𝑡)]] ∇𝛼𝑡
∞

0

∞

0

 

∇𝛼 −Kısmi integrasyon uygulanırsa 

∫ [𝛤(𝑦1)(𝑡)𝑦2(𝑡) − 𝑦1(𝑡)𝛤(𝑦2)(𝑡)] ∇𝛼𝑡
∞

0

= −[p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)]𝑦2(𝑡)|0
∞ +∫ [p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)]𝑇∆,𝛼𝑦2(𝑡)∆𝛼𝑡

∞

0

+ 𝑦1(𝑡)p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦2(𝑡)|0
∞ −∫ 𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)p(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦2(𝑡)

∞

0

∆𝛼𝑡

= p(𝑡) {𝑦1(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑦2(𝑡) − 𝑇∆,𝛼𝑦1(𝑡)𝑦2(𝑡)|0
∞} 

elde edilir. 

 

 

𝐿𝑚𝑖𝑛 simetrik operatörü Weyl ’in limit-çember durumunda olsun, yani (2,2) indis defektine 

sahip olduğunu varsayacağız. 

𝛤(𝑦) = 0 denkleminin,  

 

𝑢1(0) = 1,   (𝑝𝑇∆,𝛼𝑢1)(0) = 0,   𝑢2(0) = 0, (𝑝𝑇∆,𝛼𝑢2)(0) = 1  

 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümlerini 𝑢1(𝑡) ve 𝑢2(𝑡) olarak gösterelim. 

Açıktır ki,  𝑢1(𝑡) ve 𝑢2(𝑡) lineer bağımsızdır ve onların Wronskian 1 e eşittir; 

 

𝑊∆,𝛼[𝑢1, 𝑢2] (𝑡) = 𝑊∆,𝛼[𝑢1, 𝑢2] (0) = 1,          (𝑡𝜖[0,∞)𝕋).  
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Şimdi  

 

Γ1, Γ2: 𝐷𝑚𝑎𝑥 → ℂ2, 

𝛤1𝑦 = (
−𝑦(0)

𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢1]∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ,                      𝛤2𝑦 = (
𝑇∆,𝛼𝑦(0)

𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢2]∞̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ),                                         (4.2)                                                                               

 

dönüşümlerini tanımlayalım. 

 

 

Teorem 4.2. (4.2) dönüşümleri ile  tanımlanan(ℂ𝟐, 𝚪𝟏, 𝚪𝟐) üçlüsü, 𝐋𝐦𝐢𝐧 operatörünün sınır 

değer uzayıdır. 

Sınır değer uzayının ilk koşulunu ispatlamak için ilk olarak aşağıdaki lemmayı ispatlamamız 

gerekiyor. 

Lemma 4.3. 𝑦(𝑡),𝑤(𝑡) ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 keyfi fonksiyonlar için 

𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑤̅]𝑡 = 𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢1]𝑡. 𝑊∆,𝛼[𝑤̅, 𝑢2]𝑡 

                                                            −𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢2]𝑡 .𝑊∆,𝛼[𝑤̅, 𝑢1]𝑡,    0 ≤ 𝑡 ≤ ∞            (4.3) 

 

dır. 

İspat. 𝑢1(𝑡) ve 𝑢2(𝑡) reel değerli fonksiyonları için 

 

𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢1]𝑡. 𝑊∆,𝛼[𝑤̅, 𝑢2]𝑡 −𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢2]𝑡. 𝑊∆,𝛼[𝑤̅, 𝑢1]𝑡  

 

= (𝑦(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑢1(𝑡) − 𝑇∆,𝛼𝑦(𝑡)𝑢1(𝑡)) (𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑇∆,𝛼𝑢2(𝑡) − 𝑇∆,𝛼𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑢2(𝑡))  

 

−(𝑦(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑢2(𝑡) − 𝑇∆,𝛼𝑦(𝑡)𝑢2(𝑡)) (𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑇∆,𝛼𝑢1(𝑡) − 𝑇∆,𝛼𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑢1(𝑡))  

 

= 𝑦(𝑡)𝑇∆,𝛼𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑇∆,𝛼𝑦(𝑡)𝑤(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑤̅]𝑡 ,          0 ≤ 𝑡 ≤ ∞  

 

elde edilir. 

∀𝑦(𝑡),𝑤(𝑡) ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥  için 

 

(𝛤1𝑦, 𝛤2𝑧)ℂ2 − (𝛤2𝑦, 𝛤1𝑧)ℂ2 = −𝑦(0) (𝑇∆,𝛼(𝑤(0)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+𝑇∆,𝛼(𝑦(0))(𝑤(0))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 
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𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢1]∞. 𝑊∆,𝛼[𝑤̅, 𝑢2]∞ −𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢2]∞.𝑊∆,𝛼[𝑤̅, 𝑢1]∞ 

 

Lemma 4.3 den 

 

(𝛤1𝑦, 𝛤2𝑧)ℂ2 − (𝛤2𝑦, 𝛤1𝑧)ℂ2 = 𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑤̅]∞ −𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑤̅]0  

 

elde edilir. Lemma 4.1 kullanılarak  

 

(𝐿𝑚𝑎𝑥𝑦,𝑤)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋 
− (𝑦, 𝐿𝑚𝑎𝑥𝑤)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋 

= (𝛤1𝑦, 𝛤2𝑧)ℂ2 − (𝛤2𝑦, 𝛤1𝑧)ℂ2                     (4.4) 

elde edilir. Böylece sınır değer uzayının ilk şartı yerine getirilmiştir. Ikinci şartı aşağıdaki 

lemma kullanılarak ispatlanır. 

Lemma 4.4. Keyfi 𝜌0,  𝜌1, 𝛿0 ve 𝛿1 kompleks sayıları için 

 

𝑦(0) = 𝜌0,     𝑇∆,𝛼𝑦(0) =  𝜌1,     𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢1]∞ = 𝛿0,     𝑊∆,𝛼[𝑦, 𝑢2]∞ = 𝛿1                       (4.5)  

 

şartlarını sağlayan bir 𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥   fonksiyonu vardır. 

İspat.  

 

(𝑓, 𝑢1)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋
= 𝛿0 +  𝜌1     (𝑓, 𝑢2)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋

= 𝛿1 −  𝜌0                                                   (4.6)  

 

sağlayan bir 𝑓(𝑡) ∈  𝐿𝛻,𝛼
2 [0,∞)𝕋 fonksiyonunu dikkate alalım. Böyle bir fonksiyon 𝑢1 𝑣𝑒 𝑢2 

fonksiyonlarının lineer birleşimi olarak bulunabilir. 

 

𝑦(0) = 𝜌0,          𝑇∆,𝛼𝑦(0) =  𝜌1  

 

başlangıç koşullarını sağlayan 𝛤(𝑦) = 𝑓(𝑡) denkleminin çözümünü 𝑦1(𝑡) ile gösterelim. Bu 

çözüm aşağıdaki gibi yazılabilir; 

 

𝑦1(𝑡) = 𝜌0𝑢1(𝑡) + 𝜌1𝑢2(𝑡) + ∫ {𝑢1(𝑡)
𝑡

0
𝑢2(𝜉) − 𝑢1(𝜉)𝑢2(𝑡)}𝑓(𝜉)𝛻𝛼𝜉.  

 

Bu ifade gösterir ki 𝑦1(𝑡) ∈ 𝐿𝛻,𝛼
2 [0,∞)𝕋  dir. Lemma 4.1 den 

(𝑓, 𝑢𝑗)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋 
= (𝛤(𝑦1), 𝑢𝑗)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋 
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= 𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢𝑗]∞ −𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢𝑗]0 + (𝑦, 𝛤
(𝑢𝑗))

𝐿𝛻,𝛼
2 [0,∞)𝕋 

, 𝑗 = 1,2                                     (4.7)  

 

elde edilir.  

 

𝑗 = 1,2  𝑖ç𝑖𝑛 𝛤(𝑢𝑗) = 0,    𝑣𝑒  𝑦1(0) = 𝜌0 ,     𝑇∆,𝛼𝑦(0) =  𝜌1 olduğundan 

 

 

𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢𝑗]∞ = {
− 𝜌1,   𝑗 = 1
𝜌0,      𝑗 = 2

  

 

elde edilir. O zaman 

 

(𝑓, 𝑢1)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋
= 𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢1]∞ +  𝜌1  

 

(𝑓, 𝑢2)𝐿𝛻,𝛼2 [0,∞)𝕋
= 𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢2]∞ − 𝜌0  

 

buluruz. (4.6) ifadesinden 

 

𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢1]∞ = 𝛿0           𝑊∆,𝛼[𝑦1, 𝑢2]∞ = 𝛿1  

 

elde edilir.  

Böylece, Lemma 4.4 ve Teorem 4.2 ispatlandı. Teorem 4.2 ve Teorem 3.3.3 kullanarak 

aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.5.  𝐾,ℂ2 uzayında büzülme operatörü ise Lmin operatörünün 

 

(𝐾 − 𝐼)Γ1𝑦 + 𝑖(𝐾 + 𝐼)Γ2𝑦 = 0                                                                                          (4.8) 

 

ve  

 

(𝐾 − 𝐼)Γ1𝑦 − 𝑖(𝐾 + 𝐼)Γ2𝑦 = 0                                                                                          (4.9) 

 

koşullarını sağlayan 𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 fonksiyonlarının kümesine kısıtlanması sırasıyla Lmin 

operatörünün maksimal disipatif ve maksimal akretif genişlemesidir. 



- 55 - 

 

Tersine Lmin operatörünün keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif genişlemeleri (4.8) 

ve (4.9) koşulları yardımıyla verilir. K büzülme operatörü genişleme ile tek türlü belirlenir. 

Eğer (4.8) ve (4.9) ifadesindeki K operatörü izometrik olursa Lmin operatörünün maksimal 

simetrik genişlemesini verir. 

Eğer (4.8) ve (4.9) ifadesindeki K operatörü üniter olursa Lmin operatörünün kendine eş 

genişlemesini verir. 
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5.   SONUÇ 

Bu tez çalışmasında,  

 

−𝐓𝛁,𝛂[𝐩(𝐭)𝐓∆,𝛂𝐲(𝐭)] + 𝐪(𝐭)𝐲(𝐭) == 𝛌𝐲(𝐭), 𝐭 ∈ [𝟎,∞)𝕋  

formundaki zaman skalası üzerinde singüler konform kesirli Sturm-Liouville differensiyel 

denklemleri ele alındı. Burada 𝐩(. )𝐯𝐞 𝐪(. ) fonksiyonu, [𝟎,∞)𝕋 aralığı üzerinde tanımlı 

reel değerli sürekli fonksiyondurlar. Bu türden denklemlere karşılık gelen minimal ve 

maximal operatör oluşturuldu. Weyl limit-çember durumunda, yani indis defektin (2,2) 

olduğu durumda operatörün sınır değer uzayı inşa edildi. Sınır değer uzayı yardımıyla 

simetrik operatörün maksimal disipatif, akretif ve kendine eş genişlemeler sınır koşulları 

cinsinden ifade edildi. 

Bu çalışma zaman skalası üzerinde singüler konform kesirli Sturm-Liouville differensiyel 

denklemlerinin Weyl limit-nokta durumu için yani indis defektin (1,1) olduğu durumda 

yapılarak konu genişletilebilir. 
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