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OzET

4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catisina Gére Tip-3 Slant Helisler

Gonca CIHANGIR

Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNiVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Ocak 2022, Sayfa: viii + 35

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris kismi yer almaktadir. ikinci boliimde
Oklid uzayina ait temel tamim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda Frenet
catisina ve paralel tasima catisina gore slant helisler incelenmistir. Dordiincii béliimde 4-boyutlu Oklid
uzayinda paralel tagima catisina gore (k,m)-tip slant helisler aragtirilmigtir. Besinci boliimde ¢alismanin

sonug kismi yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Helis, Slant helis, Tip-3 Slant helis, Bishop ¢atis1, (k,m)-Tip slant helis
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ABSTRACT

On Type-3 Slant Helices Due To Bishop Frame in Euclidean 4-Space
Gonca CIHANGIR
Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

January 2022, Pages: viii + 35

This study comprises five sections. In the first section the introduction is placed. In the second section,
fundamental definitions and theorems in Euclidean space are given. In the third section, slant helices with
respect Frenet frame and parallel transport frame in the four dimensional Euclidean space are examined.

In the four section slant helices of (k,m)-type with recpect to parallel transport frame in the four dimensional
Euclidean space are investigated.

Keywords: Helices, Slant helices, Type-3 slant helices, Bishop frame, (k,m)- Type Slant helices
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride, egriler teorisi en temel ¢alisma alanlarindan biridir. Bir egrinin pek
cok ozelligini karakterize etmek icin; Frenet {igliisii ve bunlarin egri boyunca degisimlerini iceren
Frenet denklemleri kullanilir. Diger taraftan Frenet denklemleri ve egrinin egrilikleri, egrileri
siniflandirmada kullanilan 6nemli bir aragtir. Bu egrilerin en 6nemlilerinden biri helis egrisidir.

Frenet denklemlerinden; diferansiyel geometri de silindirik helisler, dairesel helisler, slant
helisler kavramlarma ulagilmaktadir. Slant helis, asli normal vektorii sabit bir dogrultuyla sabit ac1
yapan egri olarak tanimlanmistir. Bununla birlikte, Darboux helis ad1 verilen ve Darboux vektorii
sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan yeni 6zel egriler olarak bilinir.

Tanim olarak bir genel helis, teget vektori sabit bir dogrultuyla sabit ac1 yapan bir egri olarak
verilir. Helisin yeni bir tiirii olan slant helis; egrinin asli normal vektor alan1 sabit dogrultuyla sabit
ac1 yapan egri olarak tanimlanir. Bu tanim 2004 yilinda Izumiya ve Takeuchi tarafindan ilk defa
yapilmustir[1]. 3-boyutlu Oklid uzayinda Darboux helis kavrami Yayli ve arkadaslar1 tarafindan [2]
2012 tarihinde tamtilms ve ¢alisiimistir. Oklid uzayinda Darboux helisleri 2018 yilinda larslan ve
Yildirim [3] tarafindan incelenmistir. Oklid uzayinda slant helisleri 2009 yilinda Ali ve arkadaslari
tarafindan [4] incelenmistir. Ayrica, son yillarda, bu konuda birgok c¢alisma yapan ¢ogu
aragtirmacilar [5 ,6] tarafindan egrinin asli normal vekt6r alani ile sabit dogrultu arasindaki ag¢inin
sabit olmasi halindeki egriler slant helis olarak adlandirilmugtir.

Egriler teorisinde ise son zamanlarda en ¢ok ilgi ¢ceken egriler helisler, slant helisler ve
baglantili egrilerdir [7]. Egriliklerin aldig1 degerlere goére bir egri, geodezik, gember ve helis olarak
adlandirilabilmektedir.

Egrilerin diferansiyel geometrisi farkli uzaylarda farkli catilara gore calisilan en onemli
alanlardan birisidir. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin teget, asli normal ve binormal
vektorlerinden olusan Frenet catist bu egrinin diferansiyel geometrisinin ¢aligilabilmesi i¢in en iyi
bilinen bir ortonormal g¢atidir. Ayrica bir uzay egrisinin sekli, yani uzaydaki yerel davranisi bu
egrinin egrilik ve burulmasi ile tamamen belirlidir. Dolasiyla bir egrinin tamamen incelenebilmesi
icin en azindan li¢lincli mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilir olmasi gerekmektedir.

Birgok arastirmaci egrilerin 6zelliklerini karakterize etmek ve hesap yapmak ic¢in Frenet
catisin1 kullanir. Fakat Frenet catis1 yalnizca diferensiyellenebilen egriler i¢in tanimlidir ve bazi
noktalarda egrinin ikinci tiirevi sifir olabilir. Bu durumda egri i¢in alternatif bir ¢atiya ihtiyag vardir.
Bu sebeple 1975 yilinda L.R. Bishop paralel vektér alanlari yardimiyla 3-boyutlu Oklid uzayinda
egriler i¢in bir alternatif ¢at1 ya da paralel 6teleme catis1 tanimlamistir [8]. Bu ¢at1 bir egrinin ikinci
tiirevinin tamamen sifir oldugu durumda bile iyi tanimlanan bir hareketli ¢atidir.

Bishop, bu cat1 sayesinde hareketli bir ¢atiy1 tanimlamak i¢in alternatif bir yol bulmustur. Bu

cati Frenet catisinda bulunan teget vektdr sabit tutularak normal vektorlerin belli bir agiyla



déndiriilmesiyle olusur [8]. Bu alternatif ¢atinin bulunusuyla birlikte arastirmacilar bazi temel
konular1 bu yeni ¢atiya gore incelemeyi amaglamislardir ve Bishop ¢atisi {izerine pek ¢ok caligma
yapmuslardir [9,10].

Biik¢ii ve Karacan bazi 6zel egrileri Bishop ¢atisina gore incelemislerdir [10]. Yilmaz,
Ozyillmaz ve Turgut sdz konusu Bishop catisnin bilesenlerinin kiiresel goriintiileri iizerine
caligmugtir [11]. Macit ve Diildiil, E3 ‘de her iliskili egrinin egriliklerini karakterize etmisler ve
E* ‘de baz1 yeni iliskili egrileri tanimlamuslardir [12]. 2015 yilinda Biiyiikkiitiik ve Oztiirk E* “de
Bishop catiya gore egriler igin bazi sonuglar elde etmisler [13]. Elzawy 2017 yilinda yaptigi
caligmasinda 4-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ve Frenet gatiyr calismustir [14]. J. H. Choi ve Y.
H. Kim 2012 yilinda integral egrileri yardimiyla, verilen bir Frenet egrisi i¢in baz1 baglantili egriler
tanimlamiglardir. Bu baglantili egrileri asli-dogrultu egrisi, binormal dogrultu egrisi, asli-donor
egrisi, binormal-dondr egrisi olarak siralayabiliriz. [15]. Kérpiar 3-boyutlu Oklid uzayda Bishop
catrya gore iliskili egrileri de [10,16] incelenmistir. Ayrica, 4-boyutlu Oklid uzayinda ve 4-boyutlu
Minkowski uzayinda (k, m)-tip slant helisler aragtirilmstir[17-19].

Bu calismada; [20] de yapilan incelemelere benzer olarak 4-boyutlu Oklid uzayindaki

Tip-3 slant helisleri ve (k, m)-tip slant helisleri paralel tasima ¢atisinda inceleyecegiz.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde diferansiyel geometrinin temeli diyebilecegimiz tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.

Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iizerinde bir vektor uzayr V olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir f: AxA — V fonksiyonu varsa A ya V de birlestirilmis bir afin uzay
denir.

i)Her P,Q,R € Aicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
iil)Her P € Avey € Vicinf(P,Q) = vy
olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir[21].

Tanim 2.2.

Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay1 V olsun. V' vektor uzayinda bir i¢ carpim
islemi olarak, iki vektor X = (xq, X2, X3, ..., Xp) V€ ¥ = (Y1, Y2, ¥3, .., 1) olmak lizere,

<,>=VxV - R

<Xy >=Xi1 %

Oklid i¢ ¢arpimu tamimlanirsa A da uzaklik ve ac1 gibi metrik kavramlar tanimlanabilir.
Boylece A afin uzayi yeni bir ad alarak Oklid uzay1 adin1 alir. R™ veya E™ ile gosterilir [22].

Tanim 2.3.

R™ reel vektor uzayinda herhangi bir x = (x4, x5, ..., X,) elemani igin

I1: R* - R

déniisiimii ile tamml1 ||x|| = \/(x, x) ifadesine x in normu denir [23].

Tamm 2.4.

y egrisinin birim hizli olmasi igin gerek yeter sart ||y|| = 1 olmasidir. E™ uzayinda birim
hizli

y:l - E"
regiiler egrisi i¢in T (s) = y(s) ise verilen y(s) vektoriine y egrisinin y(s) noktasindaki birim teget
vektorii veya hiz vektorii denir [22].

Tamm 2.5.

I, R ‘nin bir agik araligi olmak iizere y: I — R"™ bi¢iminde diizgiin bir y doniisiimiine, R™
uzay1 i¢inde bir egri denir [21].

Tanim 2.6.

I C E agik aralik olmak tizere y: I — E™ seklinde diferansiyellenebilir dontisime E™ *de
bir egri denir. y(a) her mertebeden tiirevleri mevcutsa diferansiyelenebilir egri denir [22].

Tanim 2.7.

Her a € licin y(a) #0 oluyorsay(a) egrisine regiiler egri denir. Yani her noktasindaki hiz

vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir [22].



Tamm 2.8.

y:I > R™ Egrisi verildiginde, I ‘min her bir t noktasmna T, (R™) uzaymin bir
X(t) vektorinii karsilik getiren bir X fonksiyonuna, y egrisi iistiinde bir vektor alani denir [21].

Tanim 2.9.

E™ ‘de birim hizli egri y olsun. y *nin Frenet gatis1 {V;(t),V,(¢t), ..., V,,(t)} olmak lizere

Frenet formiilleri

Bilp o ks 0 0 o o o1,
Hz kn—3 0 _kn_4, 0 vee 0 0 0 HZ*
H3"' 0 kn—4 0 ~kys - 0 0 0 || Hs
Hy_," 0 0 0 0 o0 —ky 0 l[H,_4"
a0 0 0 0 .. ke 0 kg .
-3 I 0 0 0 | *
L n() J 0 0 0 0 -Hn—Z -
seklinde verilir. Burada k; (i = 1,2, ...,n) egrinin i.inci egrilik fonksiyonlaridir [23].
Tanmm 2.10.

f fonksiyonunun E™ ‘nin her bir noktasinda k. basamaktan kismi tiirevleri var ve bu tiirevler
siirekli fonksiyonlar ise “f fonksiyonu C* sinifindandir” denir. E™ ‘den R ye giden C* smifindan
biitiin fonksiyonlamn ciimlesine C*¥ (E™, R) bigiminde gosterilir [23].

Tanim 2.11.

E™ ‘nin her bir P noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri var ve siirekli
iseler f fonksiyonuna C* simifindandir veya diizgiin fonksiyondur denir [23].

Tamm 2.12.

f, E™ den R ye giden bir fonksiyon ve P € E™ olsun.

1
y;r(;; [f (01, P25 s Dic1, i + S, Dit1s s Pn) — F(P1, D20 s Dic1, Pis Pik1s - » Pr)]

limiti varsa bu limite f fonksiyonunun i. degiskene gore kismi tiirevi denir. Genel olarak E™
uzayinda dik koordinat sistemi (x4,Xj, ..., X,) olduguna gore 1 < i < n i¢in herbir x;: E™ - R

fonksiyonunun k. degiskene gore kismi tiirevi

axi .
— =9 <i <
oxs S, 1<i<n

dir [24].

Tamm 2.13.

R3 uzayinda birim hizli y:1 > R3 egrisi i¢in T(s) = y'(s) esitligiyle belirli
T(s) vektoriine, y egrisinin y(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [21].

Tamm 2.14.

y egrisi (I, y) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger her s € Tigin |[y’|| =1 ise y

egrisi birim hizli egridir. Bu durumda egrinin s € [ parametresine yay parametresi adi verilir [23].



Tanim 2.15.

T(s),N(s), B(s) vektorlerine y: I = R3 egrisinin y(s) noktasindaki Frenet vektdrleri denir.
{T(s),N(s), B(s)} kiimesine Frenet catis1 denir. T, N, B vektor alanlarina, y egrisi {istiinde Frenet
vektor alanlari denir [21].

Tamm 2.16.
R3 uzayindaki birim hizli y: I - R3 egrisi i¢in, N(s) = %T’(s) esitligiyle belirli N(s)

vektoriine, y egrisinin y(s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli normali) denir. N vektor
alanina, y egrisinin birinci vektor alani (asli normal vektor alani) denir [21].

Tanim 2.17.

R3 uzayindaki birim hizl1 y: I —» R3 egrisi igin,

B(s) =T(s) X N(s)
esitligiyle tanimli B(s) vektoriine, y egrisi i¢in y (s) noktasindaki ikinci dik vektorii (binormali)
denir. B vektor alanina, y egrisinin ikinci vektor alani (binormal vektor alani) denir [21].

Tamm 2. 18.

R3 uzayimdaki birim hizli y: [ — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olsun.

{T(s),N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, y (s) noktasindaki dokunum diizlemi veya
oskiilator diizlem denir.

{T(s),B(s)} kiimesinin gerdigi diizleme,y (s) noktasindaki dogrultma diizlemi veya
rektifyan diizlem denir.

{B(s), N(s)} kiimesinin gerdigi diizleme, y (s) noktasindaki dik diizlem veya normal diizlem
denir [21].

Teorem 2.1.

R3 uzayindaki birim hizli y: I - R3 egrisinin Frenet vektdr alanlar1 T, N, B olmak iizere,
T'=kN, N' = —kT + 1B ve B' = —tN dir [21].

Tamm 2.19.

R3 uzayindaki birim hizl1 y: I » R3 egrisi i¢in, k: I > R ,k(s) = ||T’||(s) fonksiyonuna, y
egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin y (s) noktasindaki egriligi denir [21].

Tamm 2.20.

R3 Uzayindaki birim hizli y: I = R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere,
7:1 - R,7(s) = —< B'(s),N(s) > fonksiyonuna, y egrisini burulma fonksiyonu denir. t(s)
sayisina egrinin y(s) noktasindaki burulmasi denir [21].

Tamm 2.21.

E™ ‘de yay parametreli bir egri y, y:1 € R - E™ ve sabit birim vektoér U olsun. Her s € |
icin y'(s), y’nin s noktasindaki birim teget vektorii olmak tizere y'(s) ve U arasinda ¢ kadar sabit

ac1 yapiyorsa Y ‘ya E™ de helis ad1 verilir [24].



Tanim 2.22.

E™ ’de birim hizli egri y: I € R = E™ olsun. Sifirdan farkli k; egrilikli ve y’nin frenet ¢atist
Vi, Vs, ..., Vi, } verilsin. y’nin i. birim vektor alam U ile bir dogrultusu ¢ kadar sabit bir ag1
yapiyorsa y’ya V,,—slant helis ad1 verilir [24].

Tamm 2.23.

E* ‘de s yay parametreli bir egri y:1 € R — E* olsun ve X sabit birim vektorii olmak iizere
her s € I igin, y'(s) , y 'nin s noktasindaki birim teget vektorii olmak {izere y' (s) ve X arasinda
¢ kadar sabit ag1 yapiyorsa

<y'(s),X >=cos@ @ # 0, = sabit
Y ‘va E* ‘de helis ad verilir [24].

Tanim 2.24.

I € R acik aralik olmak iizere E* ‘de y:1 ¢ R —» E* birim hizl regiiler egrisi verilsin. y
‘nin teget vektor alanina dik birim normal vektoér alamn T(U) olmak tizere {T, M, M, M3}
kiimesine y’nin paralel 6teleme catisi, Bishop catist veya paralel tasima catisi denir. Biz bu
calismada daha ¢ok paralel tagima ¢atis1 ismini kullanacagiz [25].

Tamm 2.25.

¥, birim hizl1 egrisinin paralel tasima gatis1 {T, M, M, M3} olsun. k4, k,, ks sirasiyla egrinin
birinci, ikinci ve tigiincii egriligini belirtsin. E* *de her s€ IS R igin k3 # 0 olmak iizere Frenet
formiilleri agagidaki gibi

T’, 0 kq 0 0 T
Ml ] _ _k1 0 k2 0 Ml
MZ'J o -k, 0 ki||M:

M3 ! 0 0 _k3 0 M3
dir [26].
Tanim 2.26.

E* “de keyfi bir y egrisi sabit egrilik fonksiyonlarina sahipse w-egri olarak adlandirilir [24].

Tanim 2.27.

E* Oklid uzayinda bir tiir egik helezona B,-slant helis ad1 verilir [24].

Teorem 2.2.

y:1 € R - E* birim hizl, sifirdan farkl k; egrilikli (i = 1,2,3) egri olsun. B,-slant helis
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

k 1 (k"2 .
(k—z)2 + k_zl(k_z ) = tan® @3 = sabit

olmasi gerekir. ¢3 = B, binormal vektor alani ile birim sabit vektdr U arasindaki agidir [25].



3. MATERYAL VE METOT

Bu béliimde tezimizin asil konusunu olusturan slant helisler verilecektir.

3.1. 4 -Boyutlu Oklid Uzayinda (k,m) —Tip Slant Helisler

Bu boliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda (k, m)-tip slant helisleri verecegiz.
Tamim 3.1.1.

E* *te bir regiiler egri y, egrinin Frenet catis1 {V;,V,, V5, V,} olsun. U sifirdan farkli sabit
vektdr alam U € E* olmak iizere 1 <k <4 k #m igin <V, U >= a (a sabit) olmak iizere y
egrisine (k,m)- tip slant helis denir. U sabit vektorii (k, m)-tip slant helis {izerindedir Frenet
catisina gore U vektoriinii diizenlersek burada k; # 0,(1 < i <3) u; = u;(s)’ler s’ye gore
diferansiyelenebilir fonksiyonlarve V; =T, V, = N, V3 = B; V, = B, diyebiliriz. O halde;

U=uT+u,N+uzB; +uuB, (3.1)
seklinde ifade edilir [20].
Teorem 3.1.1.
E* ‘te y, bir regiiler egri olsun. Frenet ¢atisina gore (1,2) —tip slant helis olamaz [20].
ispat:
Farz edelim ki y, (1,2) —tip slant helis olsun. U sabit vektor alan1 olmak {izere
<T,U>=a, <N,U>=)b,
ve Frenet formiillerini kullanarak tiirevini alirsak.
ki <N, U>=0
olup N ve U ortogonaldir. E* te (1, 2)- tip slant helis yoktur.
Teorem 3.1.2.
E* “te y, bir regiiler egri olsun. y, (1,3)- tip slant helis olamaz [20].
ispat:
Farz edelim ki; y, (1,3) -tip slant helis olsun.
<T,U>=a,a = sabit < B,U >=b,b = sabit
yazabiliriz. Ayrica Tamim 3.1.1 den
U=aT +bB; +u,B,
U sabit vektor alaninin tiirevini alirsak
0 = a(k;N) + b(=k,;N + k3B,) +u,' By + uy,(—k3B;) (3.2
0 = ak,N — bk, (3.3)
0 =—uyk; (3.4)



0= u2’+bk3

buradan b = 0 dir. Dolayisiyla u, = 0 dir. O halde E*’ te (1, 3)- tip slant helis olamaz.

Teorem 3.1.3.
E* *te y, bir regiiler egri olsun. ¥, (1,4) -tip slant helis olamaz [20].
ispat:
Farz edelim ki; y, (1,4)-tip slant helis olsun. O halde;
U=aTl +u,B; + bB,
yazabiliriz. U sabit vektor alaninin tiirevinden asagidaki denklemleri yazabiliriz.

0= a(klN) + u1'5’1 + ul(_kzN + k3Bz) + b(_k3Bl)

0= ak1 - u1k2
0= ull = bk3
0= u1k3

Burada 3.8 denkleminde b = 0 oldugundan u," = 0 olur. y, (1,4) -tip slant olamaz.
Sonug 3.1.1.
E* *te y, bir regiiler egri olsun. y, (1, k)- tip slant helis olamaz [20].
Teorem 3.1.4:

Eger y, (2, 3)- tip slant helis ise gerek ve yeter sart

ko (t) s _
ﬁ— fO k,(t)dt =0
dir [20].
ispat:

Farz edelim ki; y, E* *te (2,3)-tip slant helis olsun.
U=uT+aN +bB; +u;B,
U sabit vektoriiniin tiirevini alirsak
0=u,'T+u,(kyN) + a(—k,T + k,B;)
+b(—kyN + k3By) + uy' By + uy,(—k3B;)

0 =U.1’_ak1

0 =u1k1—bk2
0 = akz _k3
0 = bk3 +U,2,

3.11 ve 3.14 denklemlerinden

w; = a [ ki (t)dt

(3.5)

(3.6)
(3.7)
(3.8)
(3.9)

(3.10)
(3.12)
(3.12)
(3.13)
(3.14)

(3.15)



u, = —b [ ks (t)dt (3.16)
3.12 denkleminden u; = b% dir. Bu sonucu dikkate alarak 3.15 denkleminden
1
c[S ki () dt = b’;—j =2 [S ky(t)dt (3.17)

a ve b sabit oldugu i¢in dolayisiyla % de sabittir 3.17 denklemini kullanarak

ko (t) s
o INAGLE

yazabiliriz. O halde ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.1.5.
E* *te y, bir regiiler egri olsun. y, (2,4) -tip slant helis olamaz [20].
Ispat:
Farz edelim ki y, E* ‘te (2,4) -tip slant helis olsun. O halde U sabit vektdriinii
U=uT+aN +u,B, +bB,
yazabiliriz. U sabit vektoriiniin tiirevinden

0= u1'T + ul(klN) + a(_le + kZBl) + u2'B1

+u, (ks N + k3B,) + b(—ksB,) (3.18)
0= u —ak, (3.19)
0 =uky —uyk, (3.20)
0 =ak, +u, — bks (3.22)
0 = uyks (3.22)

3.22 denkleminden u, = 0 dir. 3.20 denkleminden de u; =0 ve sonu¢ olarak a=bh =0
yazabiliriz. O halde E* ‘te (2,4) -tip slant helis yoktur.

Teorem 3.1.6.
E*'te y, bir regiiler egri olsun. y, (3,4)- tip slant helis olamaz [20].
Ispat:
Farz edelim ki y, E* ‘te (3,4)- tip slant helis olsun. O halde;
U=uT+u,N+aB; +bB, (3.23)
U sabit vektoriin tiirevinden
0= (u;" —u k)T + (uiky + uy,’ — ak,)N + (uyk, — bk3)B, + (aks)B,
0=uy" —uykq
0 =u ks +uy —ak,

0 = uzkz - bk3



0=ak3

a = 0 dir. Diger teoremlerdeki gibi E* “te (3,4)- tip slant helis yoktur.

3.2. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catisina Gore Tip-3 Slant Helisler

Bu béliimde, 4-boyutlu Oklid Uzay1 E* “te Bishop ¢atisina gére tip-3 slant helisleri
verecegiz.

Tanim 3.2.1.

y egrisinin, Frenet ¢atis1 {T, N, By, B, } ve paralel tasima ¢atis1 {T, M;, M,, M3} Buraday ‘nin
paralel tasima c¢atisinda egrilik fonksiyonlart {kq,k,, ks} Frenet catisindaki egrilikleri
{ki, ky, k3}olmak iizere asagidaki denklemleri verebiliriz.

N = cos O(s) cos Yi(s) M; + (—cos @(s) sini(s) + sin @(s) sin O(s) cos Y(s))M,
+(sin @ (s) sinP(s) + cos p(s) sinO(s) cos Y(s))M;
By = cos O(s) sin Y(s) M; + (cos ¢(s) cos Y(s) + sin @(s) sin O(s) sin Y(s)) M,
+(—sin@(s) cos Y(s) + cos ¢(s) sin O(s) sinY(s))M;
B, = —sin©B(s) M; + sin@(s) cos©(s) M, + cos ¢(s) cos O(s) M;
Buradan paralel tagima denklemlerini:
T' =k My + k;My + kM5 M, = —k T, M," = —k,T, M3' = —k3T (3.24)
seklinde yazabiliriz.
ky = ky cos© cos |,
k, = k,(—cos ¢ sin + sin © sin ¢ cos ),
ks = kq(sin ¢ siny + cos ¢ sin © cos |,

i (s) = Jk_£+k_%+k_%.
ka(s) = —U'(s) + ¢'(s) sin6(s),

= _ 8
k3 (S) - sinyi(s)’
' _ =9’ (s) cot(s)
p'(s) = cosB(s)
Buradan;
! T, 1, k_32_912
V'(s) = —(ky + kz-——,
ki2+ky?
, Jies?(9)-0/(s)2
¢ (s) =- cosB(s) '’

el(s) — E(S)

1/"12(5)“"(22(5).
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dir [25].
Tanim 3.2.2.

E* ¢ te sifirdan farkli k; egrilikli ve birim hizli egri y:ICc R - E * olsun. y, birim hizli
egrisinin paralel tasima catisi {T, M1, M5, M3} olsun. X sabit yonlii vektor olmak tizere, X ile paralel
vektor alan1 M5 arasinda ¢ kadar sabit ag1 olusturuyorsa. Bu egriye, tip-3 slant helis denir.

< M3, X > = cos¢ = sabit
ile gosterilir [25].
Tanim 3.2.3.

E* ‘te sifirdan farkli kj egrilikli birim hizl1 egri ¥ olsun. ¥ ‘nin harmonik egrilik fonksiyonlari

HO = 0
k3\r
)
Ty
k2
k31
G
Hz = I;; 5
(H)

seklinde tanimlanir [25].
Teorem 3.2.1.

E* ‘te sifirdan farkli k; egrilikli ve birim hizli egri y:1 € R - E* olsun. y, birim hizh
egrisinin paralel tasima ¢atis1 {T, M;, M, M3} ve harmonik egrilikleri {Hy, H; , H,} olsun. Eger v,
ekseni X olan tip-3 slant helis ise Bu takdirde;

<T,X>= Hy< M3, X >
<My X >= Hy < Mg, X >
< M3, X>= Hy, <My, X >
esitlikleri saglanir [25].
Ispat:
Y, ekseni X olan tip-3 slant helis oldugundan
< Ms(s),X > = cos ¢ = sabit
yazilabilir. Denklemin s’ye gore diferansiyelini alirsak.
< M3(s)',X >=cos ¢’
—ky <T,X>=0
Burada ; k3 # 0 dir.
<T,X>=0
<T,X>=Hy< My X > (3.25)
elde edilir. Bu da 3.25 denkleminin s ‘ye gore diferansiyelidir. Paralel tasima ¢atisin1 kullanirsak
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ki <M, X >4k, <My, X >+k; <M3,X>=0 (3.26)
denklemi elde edilir. 3.26 ‘nin s’ye gore diferansiyeli alinirsa

k' <My, X > +k, <My X >+ky <Mz, X>=0 (3.27)
elde edilir 3.26 ve 3.27 denkleminden

k3 !
k2
ki1

k2

<M1,X>: <M3.X>

k_3’
LY
ko

k1

<My, X >= < M3, X > (3.28)

dir. Tanim 3.2.3” den

<M1,X>:H1 <M3,X>
<M1,X>=H2 <M3,X>

elde edilir.
Sonug¢ 3.2.1.

E*’ te sabit bir vektdr alam X, ve sifirdan farkli k; egrilikli birim hizli egri y:1c R - E*
olsun. y’nin paralel tasima ¢atis1 { T, My, M,, M3} ve harmonik egrilikleri {Hy, H,, H,} olsun.
Buradan, y’ nin X eksenli tip-3 slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart y” nin harmonik egrilikleri

= (8) /&y ve Hy=—(2) /&y = 0)
sabit olmasidir[25].
Ispat:
Denklem 3.25 ‘in s’ye gore diferansiyelinden
—k;<T,X>=H; <M3,X>=0
yazabiliriz.< M3,X > = 0ve H,;' = 0 olabilir. Ciinkii ; H; sabit fonksiyondur.
Tersine; H, sabit ve
<M, X>=H <M3,X >
denkleminin s “ ye gore diferansiyelinden;
-k, <T,X>= H;/ < M3, X > +H{[<M3,X>]' =0
dir.
< M3, X > = ||M;]||||X|| cos ¢ = sabit
olur. Buradan kolaylikla gorebiliriz ki H, de sabit fonksiyondur.
Sonug 3.2.2.

E* ‘te bir sabit vektor alan1 X, sifirdan farkli k; (i = 1,2, 3) egrilikli birim hizl1 egri olsun.
Y ‘nin paralel tasima catis1 {T, M;, M,, M3} harmonik egrilikleri {H,, H;, H,} olsun. Burada; tip-3
slant helisin ekseni
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X = {HlMl + H2M2 + M3}COS¢
dir[25].

Ispat:
Eger, E* ‘tey ‘nim tip-3 slant helisin X ise Teorem 3.2.1 ‘i kullanarak
X =c1T + c;My + c3M3 + c,M,y
yazabiliriz. Burada;

¢ =<T,X>=Hy<M3,X>=0
Cy =< M,X>=H; < M3, X >
3 =< M,,X>=H, <M3,X >
Ccy =< M3, X > =cos¢

kolaylikla;
X ={H M, + H,M, + M3} cos ¢
¢Oziimiine ulasabiliriz.
Teorem 3.2.2.

E* ‘te bir sabit vektor alam1 X, sifirdan farkli k; egrilikli birim hizl1 egri olsun. y ‘nin paralel
tasima ¢atis1 {T, My, M,, M3} harmonik egrilikleri {H,, Hy, H,} olsun. Burada; tip-3 slant helis
olmasi i¢in {M,, M,} vektor alanlar ile sabit a¢1 yapmasi gerekir. Yani; < My, X > ve

< M,,X > sabittir[25].

ispat:

Teorem 3.2.1 ‘den < M{,X >= H,cos¢pve<M,,X >= H,cos¢ yazabiliriz. Ayrica,
Sonug 3.2.2 ‘den y’ nin tip-3 slant helisinin harmonik egrilikleri {H,, H,} sabittir. Ciinki ;

<My, X >'=(Hycos¢p) =0 ve < M,, X >'= (H, cos @) = 0 iki denklemin tiirevinden

< My, X > ve < M,,X > sabit oldugu anlagilir.

Bu teoremden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.2.3.

Y, tip-3 slant helis ise ayni1 zamanda tip-1 ve tip-2 slant helisdir[25].

Tanim 3.2.5.

E*‘tey:Ic R - E* birim hizh egri ve sifirdan farkli egrilikleri k; (i = 1,2, 3) olsun. E*
‘te bir sabit vektor alan1 X olsun. y ‘nin paralel tasima ¢atis1 { T, My, M,, M3} harmonik egrilikleri
{Hy, H{, H,} olmak tizere. y egrisinin tip-3 slant helisinin Darboux vektori

D = H1M1 + H2M2 + M3
verilebilir[25].
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Teorem 3.2.3.

v, E* ‘te sifirdan farkh k; (i = 1,2,3) egrilikli birim hizli egri olsun. y ‘nin paralel tasima
catist {T, M;, M,, M3} olsun. X bir sabit vektor alan1 olmak {izere, y tip-3 slant helistir gerek ve
yeter sart D sabit vektor alanidir[25].

Ispat:
Ekseni X olan y, tip-3 helis olsun. Sonug 3.2.2 den biliyoruz ki,
X = {H{M; + H,M, + M3} cos ¢ dir. Tersine; D sabit vektor alani olsun. O halde;

<D,M;>=1
IDl[cosp =1
dir. Buradan;
1
cos @ ol

¢, D ve M;arasindaki acidir. O halde;

_ w1

<X,M; >=cos¢ = D

olup X sabit vektor ve y tip-3 slant helisdir.
Teorem 3.2.4.

Eger; y tip-3 slant helis ise

ks kay Y
E’H;kZi’ : E"fz;kzgl]z = tan® ¢ = sabit
ks key

dir. ¢, X ile M5 arasindaki sabit a¢idir[25].

+1

Ispat:
y tip-3 slant helis, X eksenli bir vektor alanidir.

(H,* 4+ Hy*) cos? ¢ + cos? ¢p = 1

Buradan;
ks, \ ks, \ 5
le + H22 — [(k /k2)’]2 + [(k /k2),]2 — 1:;:;)25¢¢ — tanz ¢ — Sablt
( 1/k2) ( z/kl)
elde edilir.
Teorem 3.2.5.

v’ nin tip-3 slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
kiHi+ky,Hy, + k3 =0
olmasidir[25].
Ispat:

¥’ nin tip-3 slant helisinin D darboux vektoriiniin diferansiyeli
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D' = H'M; + HiM;' + H,'M, + H,M,’ + My' = 0
Burada Sonug 3.2.1 ‘den kolaylikla
kiH; + k,Hy + k3 =0
olur. Tersine; Eger;
kiH; + k,Hy, + k3 =0
ise D' = 0 ve buradan da D = sabit olur ki Teorem 3.2.3 ‘den y’ nin tip-3 slant helis olur.
Teorem 3.2.6.

¥’ nin paralel tagima ¢atisinin matrisi

0 ky ky ks
—k; 0 0 0
-k, 0 0 0
-k; 0 0 O

M;(s) = € R3
seklinde verilsin. Burada y’ nin tip-3 slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart
D=[Hy, H, H, 1]€eR}
olmak iizere
My(s)[Hy Hy H, 17==[Hy Hy Hp 1]
esitliginin saglanmasidir[25 ].
Ispat:
Teorem 3.2.5 ve Sonug 3.2.1 ‘i kullanarak
0 ki ky k3][H,

~k, 0 0 0 ||H]_ 4 B
—k2 O 0 0 H2 - k1H1 + k2H2 + k3 —_ E [HO Hl H2 1] —_ 0
~k; 0 o0 oll1

elde edilir. Sonug 3.2.1 ve Teorem 3.2.5 ‘den ispat agikardir.
Sonug 3.2.4.

y egrisi tip-3 slant helistir gerek ve yeter sart D darboux vektdrii paralel tasima catisinda
matrisi M5(s) ‘in ¢ekirdegindedir[25].

Teorem 3.2.7.
E* ‘tey, tip-3 slant helis ise w-egri olamaz[25].
Ispat:
Farz edelim ki;
y, tip-3 slant helis olsun ve w-egrisi olsun. Burada, 3.28 denkleminden
<M1,X>(:—;)'

COoS =
¢ >

# 0 (3.29)
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yazabiliriz. Ciinkii;

ki k . . 5 . — _
k—l,k—3 oranlar1 sabit olamaz. Diger taraftan eger y, w-egri ise kq,k;, k3 ‘ler sabit aym
2 2

zamanda % nin de sabit olmasi demektir.3.29 denkleminde ¢ ;t% dir. Bu nedenle, y, w-egri
2

olamaz.
Teorem 3.2.8.

E* “te birim hizl1 ve sifirdan farkli k; egrilikli egri y: I € R = E* olsun. a, b, ¢ sabit olmak
iizere, eger , ¥ 3-kiire S 3iizerinde yatiyorsa gerek ve yeter sart

ak1+bk2+ck3+1=0
dir[25].
Teorem 3.2.9.

y, stfirdan farkli k ;(i = 1, 2, 3) egriliklerine sahip birim hizli bir egri olsun. Eger y, bir tip-
3 slant helis ise S kiiresi iizerinde yatan egri olamaz[25].

ispat:

y, P merkezli, r yaricapli kiire iizerinde yatan bir egri olsun. Bu takdirde; Teorem 3.2.8 *den
a, b, c sabitler ve {k4, k,, k3 } sifirdan farkli egrilikler olmak tizere ak, + bk, + ck3 +1 = 0 dur.
Ancak Teorem 3.2.5 ‘den eger y egrisi tip-3 slant helis ise H;, H, sabitler olmak iizere

lel + szz + k3 =0

dir. Yani {ky,k,, k3 } egrilikleri ak, + bk, + ck; + 1 = 0 denklemini saglamaz. Béylece y, S 3
kiiresi tizerinde yatan bir egri olamaz.

3.3. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Paralel Tasima Catisina Gére k-Tip Slant Helisler

Tamm 3.3.1.

E* ‘te s yay parametreli bir egri y ve y egrisinin paralel tasima catis1 {T, M;, M,, M5} olsun.
Eger, U sifirdan farkli sabit yonlii vektor alam ile egrinin k. egriligi her s€ [ i¢in < M, U ># 0
oluyorsay ‘ya k-tip slant helis denir {k € {0, 1, 2,3}}. Burada My =T ve U y ‘nin eksenidir [26].

Teorem 3.3.1.

v, E* te paralel tasima catisinda birim hizli bir egri ve sifirdan farkli egrilikleri {kq, ky, k3}
olsun. E* ‘te paralel tasima ¢atisina gore 0-tip slant helis (genel helis) yoktur [26].

Ispat:
Farz edelim ki, y E* ‘te paralel tasima ¢atisina gore 0-tip slant helis olsun. O halde;
<T,U>=¢;(s) (3.30)
ifadesi sabittir. Paralel tasima ¢atisina gére denklemin tiirevini alirsak
<k My + kM, + ksM3,U >=0 (3.31)

kl<M1,U>+k2<M2,U>+k3<M3,U>=O (332)
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bu denklemde U birim vektoriiniin {T} ile gerilmis alt uzaya gerilmis oldugunu gosterir. O halde
U=rc(s)T (3.33)
yazilir.3.33 denkleminin diferansiyelini alirsak
c1kiM; + c kM + c3k3M3 =0 (3.34)
dir. {M;, M,, M3} lineer bagimsiz vektorler oldugu i¢in sifir olamaz o halde ¢; = 0 dur.
Buradan
U=0 (3.35)

olur. 3.35 denklemi U ‘nun tanimu ile gelisir o halde E* ‘te paralel tasima ¢atisina gore 0-tip slant
helis (genel helis) yoktur.

Teorem 3.3.2.

¥y, E* *te birim hizl1 ve sifirdan farkli {ky, k, k5 } egrilikli bir egri olsun. y "mn E* ‘te paralel
tasima gatisina gore 1-tip slant helis olmasi igin gerek ve yeter sart

k k
—cok—:— clk—z (3.36)

denklemi sabittir ve denklemde ¢, ve c; sabittir [26].
ispat:

Farz edelimki, y ‘nin E* ‘te paralel tasima gatisina gore 1-tip slant helis, U sabit yonlii birim
vektori olsun. O halde;

<M, U >=cy(s), co(s)ER (3.37)
yazilabilir. s’ye gore paralel tasima catisini kullanarak tiirev alirsak
-k, <T,U>=0 (3.38)
dir. U birim vektorii {T, My, M,} gerdigi diizlemde yatar buna gore
U =cy(s)M; + a(s)M, + b(s)M3 (3.39)
denklemi verilir.
(—coky — ak, — bk3)T +a’'M, + b'M; =0 (3.40)

{T, M, M,} vektorleri lineer bagimsiz oldugundan

_C0k1 - kz - k3 =0 (341)
a =0 (3.42)
b'=0 (3.43)

3.41, 3.42 ve 3.43 denklemlerinden

elde edilir. Tersine;

Eger 3.36 denkleminin saglandigini farz edelim U sabit yonlii birim vektorii ile
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< M;,U > = sabit
yazabiliriz.
ki | k2
3.36 denkleminin yardimiyla U ‘nun tiirevini alirsak U’ = 0 olur. Buradan U sabit vektor
¢ikar. Sonug olarak, y E*‘te paralel tasima gatisina gore 1-tip slant helisdir.
Teorem 3.3.2 den asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug¢ 3.3.1.

y’> nin E* ‘te paralel tasima catisina gore sifirdan farkli egrilikleri {kq, k,, k3} olmak iizere
y’ nin ekseni

k k
U= C()Ml + CIMZ + (—Cok_: —C k—z)M3

yazabiliriz. Burada c, ve ¢; sabitlerdir[26].
Teorem 3.3.3.

v, E* te birim hizl1 ve sifirdan farkli {k,, k,, k3} egrilikli bir egri olsun. y’ nin E*‘te paralel
tagima catisina gore 2-tip slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

—Cy :—z - 61:—: = sabit (3.45)
olmasidir [26].
Ispat:

y’nin E* ‘te paralel tasima catisina gore 2-tip slant helis, ve U sabit yonlii sifirdan farkl
vektor olsun.

< M,.U > = cy(s) (3.46)
yazabiliriz. 3.46 ‘nin paralel tasima catisina gore tlirevini alirsak
—k, <T,U>=0 (3.47)
U birim vektor {M;, M,, M3} gerdigi alt uzayda yatar. Buradan
U=a(s)M; + cy(s)M, + b(s)M; (3.48)
3.48 denkleminin diferansiyelini alirsak
(—aky — cogky, —bk3)T+a'My, +b'M; =0
dir. {T, M, M3} lineer bagimsiz oldugundan
—ak; — cok, —bk; =0
a =0 (3.49)
b'=0
3.49 denkleminden
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a=c,b= —Cop. T, (3.50)

¢, sabittir.
Tersine;

3.45 denkleminin saglandigini varsayalim. U sabit sifirdan farkli vektorii < My, U > = sabit
Buradan;

ky+kq
k3

U=M1+M2+( )M3

U’nun tiirevini alirsak 3.45 denklemi yardimiyla U’ = 0 bulunur. U sabit vektor oldugundan
y, 2-tip slant helistir.

Teorem 3.3.3 den asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug¢ 3.3.2.

v, E* *te paralel tasima ¢atisinda 2-tip slant helis ise ekseni

k k
U= COM1 + C1M2 + (_Cok_z —C1 k_z)M3

dir[26].
Teorem 3.3.4.

v, E*’te birim hizl1 ve sifirdan farkli kq, k,, k3 egrilikli bir egri olsun. y’min E* ‘te paralel
tagima catisina gore 3-tip slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart

k k .
- k—: - cok—z = sabit (3.51)

olmasidir [26].
Ispat:
v, E* *te paralel tasima ¢atisinda 3-tip slant helis olsun.
< Ms3,U > = cy(s) (3.52)

yazabiliriz. 3.52 denkleminin tlirevini alirsak

—k;<T,U>=0 (3.53)
U =a(s)M; + b(s)M; + cq(s)M3 (3.54)
U’ = (_Cokl - ak2 - bk3)T + a,MZ + b,M3 = O (355)

dir. {T, M,, M3} lineer bagimsiz oldugundan

0 =—ak1 - bkz - C0k3 ) 0= a’, 0= b’ (356)
k k
a=c¢ b=—clk—:—cok—z (3.57)

c; = sabit elde edilir.

Tersine; eger 3.36 denklemi saglamiyorsa < My, U > = sabit
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U =M+ (=2 =2)M, + M; (3.58)

U vektoriiniin diferansiyelini alirsak U’ = 0 bulunur. Bu da U’nun sabit vektor oldugunu gésterir.
O halde y *nin E* ‘te paralel tasima ¢atisina gore 3-tip slant helisdir.

Bu teoremi takip ederek asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug¢ 3.2.3.

y ,E* ‘te paralel tasima gatisma gore sifirdan farkli kq, k, ve k5 egrilikli 3-tip slant helis
olsun. y’nin ekseni olarak cyve c; sabit olmak iizere;
U= ClMl + (_Clﬁ — Co E) M2 + COM3 (359)
ke ke

dir[26].

3.4. n-Boyutlu Oklid Uzayinda V,,-Slant Helisler

Bu béliimde n-boyutlu Oklid uzayinda V.- slant helisleri verecegiz.
Tanim 3. 4.1.

v ,E™ 'de birim hizli bir egri olsun. y’nin harmonik egrilik fonksiyonlar1

H*1cR->R
0, i=0
(L A"
Hi X - kn—z, - } (360)
1

k{kn—iHi* —H;i_;"}

kn—(i+1)’
seklinde tanimlidir [27].
Tanim 3.4.2.

y: I - E™ birim hizli bir egri olsun. {V;(t),V,(t),...,V,(t)} , {H.(t), Hy(t), ..., Hp(t)}
sirastyla y egrisinin Frenet catis1 ve yiiksek mertebeden harmonik egrilikleri olsun.

D= V1 + H1V3 + -+ HTL—ZVH (361)
vektoriine y egrisinin Darboux vektorii denir [27].
Tamm 3.4.3.

E™ ‘de yay parametreli bir egriy : I € R — E", ve sabit birim vektor X olsun. Her s € [ igin
y’nin s noktasindaki birim teget vektorii y ' (s) ve X arasinda ¢ kadar sabit a¢1 yapiyorsa y ‘ya E®
de helis ad1 verilir [27].

(Y(8),X)=cosqp,p + %,(p = sabit (3.62)
Tanim 3.4.4.

E™ ‘de birim hizl1 egri y olsun. Sifirdan farkli k; egrilikli ve y’nin Frenet gatis1 {V;, V5, ..., V. }
verilsin. y’nin i. birim vektor alani ile bir X dogrultusu ¢ kadar sabit bir a¢1 yapiyorsa y’ya V,—
slant helis ad1 verilir [27].
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Tanim 3.4.5.

E* “de keyfi bir y egrisi sabit egrilik fonksiyonlarina sahipse w-egri olarak adlandirilir [27].
Tanim 3.3.6.

y :1c R — E* regiiler bir egri olsun. Bu egri sabit egrilik oranlarma sahipse yani H; =
:—: ve H, = Z—z oluyorsa bu egriler ccr-egri olarak adlandirilir. Ayrica E* Oklid uzaymda w-egrisi
ccr-egrisinin 6zel durumudur [27].

Onerme 3.4.1.

E™ 'de yay parametreli bir egriy : [ € R - E™ olsun. y’nmin harmonik egrilik fonksiyonlari
{H,",H,", ..., H,"}
ve tlirevleri

{Hy" Hy*', . Hy')

olmak lizere

Boolr o —kes 0 0 o o o
Hy' ks 0 —kny O 0 0 o |
Hy"' 0 kn—a 0 —kn—s 0o 0 0 || Hs
*! 0 0 0 0 0 —k; 0 ([Hpos”
Z”—‘**, 0 0 0 0 ke 0 —kaillg
_3 *
- 0 0 0 0 o o ol
dir [27].
Onerme 3.4.2.

E" ‘de yay parametreli bir egriy : [ € R = E™ olsun. R™ de birim sabit vektor alan1 X, y ‘nin
Frenet catis1 {V;,V,,...,V,,} ve harmonik egrilik fonksiyonlar1 {H,",H,", ..., H,_,"} verilsin.
Eger;

y: 1 c R — E™ egrisi ekseni X olan V,,-slant helis ise bu takdirde
(Vn—(i+1), X) = H*i(V, X) i=0,..,n-2 (3.63)
dir[27].
Ispat:
Bu 6nerme i¢in tlimevarim yontemini kullanalim
i =1ig¢in;
X birim sabit vektor alan1 V s € [ i¢in ;
cos@ = (Vi (5, X)
0=(V'y(s)X)
0 = (—kp-1Vn-1,X)
Burada k,,_; # 0 dir. O Halde;
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V1, X) =0 (3.64)

yazabiliriz. 3.64 denkleminde s’ye gore tekrar tiirev alirsak ve Serret-Frenet denklemlerini
kullanarak

0= (V,Tl—llX)
0 =(—kn2Vn2+ kn1V,X)
0= —kp_ Va2, X) + kp_1(V, X)

olur ve 3.60 denkleminden

kn—
(Vn—Z' X) =

=V, X)

kn—z
(Vn—2,X) = H*1(V, X)

olur.

i = 2 igin; son denklemin s’ye gore tiirevi alinirsa
Hy (Vo X) = (V' 2, X)
Hy" (o, X) = (—kn-3Vn-3 + kn-aVn-1,X)

Hy™ Vo, X) = ~kp_3(Vin_3, X) + kn_2(Vy_1, X)
elde edilir. 3.63 denklemi ve Onerme 3.4.1 kullanilirsa

(Vo_s, X) = Hy*(Vy, X)
olur. Onerme 3.4.2 ‘nin (i-1) i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Bu demektir ki,
Hy_*(Vy, X) = (Vi X) (3.65)
dir. 3.65 denkleminin s’ye gore tiirevini alirsak.
Hioy" (Vo X) = (V. X)
elde edilir ve
Hio1" (o, X) = (—kn_i—1Vnic1 + kn—iVisi, X)
Hioy" (Vo X) = —kn—i-1(Vinmic1, X) + KneilVne i1, X) (3.66)
olur. Onerme 3.4.2 nin (i — 2) i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda;
(Va(ir1) X) = Hi—2"(V, X)
olur. 3.65 denkleminde bu esitligi yerine yazarsak ve 3.60 denklemini de kullanirsak

1 * *
(Vn-(i+1) X) = ——{kn_iH" iy — H" -1}V, X)

kn-(i+1)
(Vn—(i+1): X) = Hi*<Vni X)

elde edilir.
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Sonug¢ 3.4.1.

E™ ‘de yay parametreliegriy : [ € R — E™ ve R"™ de birim sabit vektor alan1 X olsun. y’nin
Frenet gatisi {V;, V5, ..., V,,} ve harmonik egrilikleri {H,", H,", ..., H,_,"} olsun. Eger, E™ ‘deki V-
slant helisin ekseni X ise;

X={Hy 2 Vi +Hp3Vot -+ H Vyy + V3V, X)
veya
X={Hp_ ;' Vi + Hy_3" Vo + -+ H;"Vp,_5 + V,, }cose
dir[27].
ispat:

Eger E" ‘deki Vj,-slant helisin ekseni X ise X = Y-, 4;V; yazabiliriz. Onerme 3.4.2 ‘yi
kullanarak

Al = (VlJX> = Hn—Z*(Vn'X)
/12 = (VZ!X> = Hn—3*<VnJX)

An—z = V2, X) = H{"(V, X)
A1 =0
An = (V, X)
olur. Boylece;
X={Hy Vi +Hp 3'Vot -+ H Vyy + VVp, X)
elde edilir.
Tamm 3.4.7.

E™ ‘de birim hizl1 egri y olsun. Frenet gatis1 {V;, V5, ..., V},} ve harmonik egrilik fonksiyonu
{H,",H,", ..., Hp_5"} olsun.

D= Hn—Z*Vl + Hn_3*V2 + -+ Hl*Vn—Z + ‘/Tl
vektoriine Vj,-slant helisinin Darboux vektorii denir [27].
Teorem 3.4.1.

E™ ‘de birim hizhi egri y olsun. Frenet ¢atisi {V;,V,,...,V,} ve harmonik egrilikleri
{H,",H,", ..., H,_,"} olsun. y egrisinin V,-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart D ‘nin sabit
vektor alan1 olmasidir[27].

ispat:
E™ ‘de V},-slant helis ve y’nin ekseni X olsun. Sonug 3.4.1 den cos¢ = sabit olmak tizere
X={H,_," Vi + Hy_3"Vo + -+ H;"Vy,_, + V,,}cos@

olup D bir sabit vektor alanidir.
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Tersine; D sabit vektor alani ise bu takdirde

1=(D,,)
1=(|D|||V|[cose
1 =||D||cose

dir. Boylece;

1
COoS = —
? =i

elde edilir. Bu durumda V;,-slant helisinin ekseni X = cos¢ D seklinde tanimlanabilir. Boylece X
bir sabit vektor alanidir ve y bir V,-slant helistir.

Teorem 3.4.2.

E™ ‘de birim hizli egri y olsun. Frenet ¢atis1 {V;, V5, ..., V,, } ve harmonik egrilik fonksiyonlar1
{H,",H,", ..., H,_,"} olsun. y’nin V,-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Hp 3" —kiHyp 3" =0
olmasidir[27].
Ispat:
D=Hp ;' Vi+H, 3Vo+Hy 4 Vot -+ H"'Vyy_ s+ Hy'Vy 3+ Hi 'V + 1,
D vektoriiniin tiirevi alinirsa,
D' =Hy 2" Vi + Hy y'Vy' + Hy "' Vo + Hy 5™V + -+ Hy" Vi + Hy Vi)' + V)
elde edilir. Frenet formiilleri ve Onerme 3.4.1 kullanilirsa,
D' = {Hn—z*’ - len—3*}V1
olur. y bir V,-slant helis oldugunda D sabit vektor alani olup D' = 0 ise dolayisiyla
Hn—z*l —kiHy 3" =0
bulunur. Tersine; eger H,_,* — k{H,_3* = 0 ise D’ = 0 ve dolayisiyla D bir sabit vektordiir.
Teorem 3. 4.1 den vy, bir V,-slant helistir.
Sonug¢ 3.4.2.

E3 ‘de birim hizli egri y olsun. y’min Frenet ¢atis1 {T, N, B} ve sifirdan farkli egrilikleri
{kqy,k5} olsun. y ’nin genellestirilmis helis olmas1 igin gerek ve yeter sart y’nin V3-slant helis
olmasidir[27].

Ispat:
v , E3 ‘de V3-slant helis olsun. Teorem 3.4.2 ‘den H," — k,H," = 0 oldugunu biliyoruz.

Tamim 3.4.1 ‘i kullanarak

G -
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buradan da,

k . k .
-2 = sabit ve = = sabit
kq ky

olup bu da y’nin genellestirilmis helis olmas1 demektir.

Tersine; y genellestirilmis helis olsun. 1;_2 ve % sabittir. Dolayisiyla (i—z)’ = ( oldugunu gosterir.
1 2 1

H," —k,;H," = 0 Teorem 3.3.2 ‘den y bir, V5-slant helis olur.
Sonug 3.4.3.

E* ‘de birim hizli egri y, egrinin Frenet gatis1 {Vy,V,,V3,V,} ve harmonik egrilikleri
{ky, k,, k3} olsun. y, V,-slant helis egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1 ksy,]’ ks _
[ ] +rk2=0 (3.67)
olmasidir[27].
ispat:

v, E* “de bir V,-slant helis olsun. Teorem 3.4.2 ‘den HZ*' —kyH;" = 0 olur. Tanim 3.4.1
‘den

1 ksy/]' ks _
G| +ag=0
!
bulunur. Tersine; [ki (%)’] + kq % = 0 oldugunu kabul edelim. Teorem 3.4.2 ve Tanim 3.4.1 ‘den
1 2) 2
y’nin V,-slant helis oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.3.

y:1c R - E* | birim hizli egri olsun. y sifirdan farkli {k;(s), k,(s), k3(s)} egrilikli bir
egri olsun. y ’nin V,-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sart1 saglamasidir.

k 1 (k3\' ,
(k—z)2 + k—lz((k—z) )2 = tan?@5; = sabit

burada ¢4, V, ikinci binormal vektor alani ile birim sabit vektor X arasindaki a¢idir[27].

Teorem 3.4.4.

E™ 'de birim hizli bir egriy ve Frenet vektor alanlart {V;,V,, ... ,V;,} ve harmonik egrilik
fonksiyonlar1 {H,", H,", ..., H,_,"} olsun. y, bir V,-slant helis ise

S H
sabittir[27].
ispat:

E™ ‘de V,-slant helisy : I € R — E* olsun. Sonug 3.4.1 kullanilarak, Y’ nin ekseni birim
vektor alan1 oldugundan

{Hl*z + et Hn_z*z}coszgo + cos?p =1 (3.68)
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dir. Bundan dolay1

-2 ., %2 _ (1—cos?p) 2 ,
YisiH = Trostg | tante = sabit

elde ederiz.
Sonug¢ 3.3.4.

Sifirdan farkl {k4, k,, k3} egrilikli birim hizl1 bir egri y olsun. Eger, y bir V,-slant helis ise
bu takdirde ¢ , ikinci binormal birim vektor alani1 V, ile sabit birim vektor arasindaki ag1 olmak
uzere

&)z + L (%)) = tan?e = sabit
ks k% VK,
dir[27].

Ispat:

n = 4 i¢in Teorem 3.4.4 den agikca goriiliir.

Teorem 3.4.5.

E?™*1 <de birim hizl egri y : | € R —» E2™*1 olsun. y’nin harmonik egrilik fonksiyonlari
{H,",H,", ..., Hypp_1 "} olsun. Eger; Ky ko Ko | Kemez Kam o oeonlar sabit ise bu takdirde

k1" k3 ks kam-3" kam-1

1<i<migin

HZL'* == 0
Hoi X = kom  Kam-2 Kom-a kam—(2i-3) Kam+1-(2i-1)
2i-1 kam-1 kam—3 Kom—s =~ Kom+i-(zi-2) Kom+1-(20)
dir[27].
Ispat:

Timevarim metoduyla ispati yapalim.

i = 1 i¢in Tamim 3.4.1 den

1

Hz* = {kZm—lHO* - H*1’} K2
H" = — 1 kam s

k2m—1 k2m—1

yazilabilir.

Burada kkzm sabit ve bdylece H," = 0 olur. Tamim 3.4.1 ‘den H," = 0 oldugu gdz 6niine

2m-—1
alinirsa,

* _ Kam—2 Kom
Hy = k k
2m-3 2m-1

olur.
i = p igin dogru oldugunu kabul edelim. Bu durumda H,," = 0 ve

Kom Kam-2 Kam-4 k2m—(2p—3) k2m—(2p—1)

H t =
2 _1 T
p Kom-1 k2m-3 Kam—s k2m+1—(2p—2) k2m+1—2p
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olur.

1

* * *!
H2p+1 = {kZm—ZpHZp—l - H2p }
kom—2p-1

olur. Tanim 3.4.1 den
Hzp* = O

Kom kam+1-(2p+1)

H Y=
2p+l kam—1" Kam+1-(2p+2)

yazabilir ki buda ispat1 tamamlar.

Sonug 3.4.5.

y:1c R - E2M*1 p2m+l <de birim hizli egri olsun. Egrinin egrilik fonksiyonlar:

{ki, k3, ..., kom} olsun. Eger ky ks Kam

ki'ks’ " kapmoq

oranlar1 sabit ise,

helisinin ekseni

D =Hpyp1"Vi+ Hypa Vot o+ Vo
dir[27].

ispat:

Tanim 3.4.2 ye gére n = 2m + 1 i¢in

D =Hypm_1 Vi + Hypp 2 Vo + -+ Vampis
dir. Teorem 3.4.5 den

D =Hpyp1'Vi+Hyp3 Va4 + Vo
elde edilir.

Sonug 3.4.6.

bu takdirde bir V,,,,,-slant

y:1c R - E2m+l p2m+l <de birim hizli egri olsun. Egrinin egrilik fonksiyonlar

ky ks kam

=, =, ...,/ oranlarn
ey ks' " kamey

{kll kz, ey kZm} Olsun. Eger,

ki k3 ks Kam-3 Kam-1

sabit iseler bu takdirde

=1 =2 =5 —2me3 ZZmel granlan sabit olsun. Bu takdirde Teorem 3.4.5den 1 < i < m igin Hy;_¢"

k2 ’ k4— ’ k6 ’ k2m—2 ’ kZm

sabittir. Bu durumda Sonug¢ 3.4.5 e gbz Oniine alinirsa D bir sabit vektor alanidir. Bu takdirde

Teorem 3.4.1 den vy bir V,,,,,1-Slant helistir[27].
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4, BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde 4- Boyutlu Oklid uzayinda Bishop catisina gore (k,m)-tip slant helisleri
incelecegiz.

4.1. E*‘te Bishop Catisina Gore (k, m)-Tip Slant Helisler

Tanim 4.1.1.

E*te bir regiiler egri y, egrinin paralel tasima ¢atis1 {Vy,V,, V3, V, } olsun. U sifirdan farkl
sabit vektdr alan1 U € E* olmak iizere 1 < k < 4 k # m igin < Vj, U >= a (a sabit) olmak iizere
y egrisine (k, m)- tip slant helis denir. U sabit vektorii (k, m)-tip slant helis ilizerindedir paralel
tasima ¢atisina gore U vektoriinii diizenlersek burada k; # 0, (1 <i < 3) u; = u;(s) ’ler s’ye
gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar ve V, =T, V, = My, V3 = M, V, = M5 diyebiliriz. O
halde;

U=u T +u,M; +usM; + uy,Ms
seklinde ifade edilir[20].
Teorem 4.1.1.

y, regiiler bir egri olsun. y 'nin paralel tasima ¢atis1 {T, M;, M,, M3} olsun. U sabit bir vektor
veu;’lerde (i = 1, 2,3) y ‘nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere y paralel
tasima gatisina gore (1,2) -tip slant helis olamaz.

ispat:

Farz edelim ki; ¥, 4-boyutlu Oklid uzay1 E* ¢ te paralel tasima ¢atisina gre (1,2)-tip slant
helis olsun. U sabit vektor alanini

U=aTl +bM; +u My +u,M;
seklinde yazabiliriz.
<T,U>=ave < M;,U>=>b ave b sabittir. Paralel tagima catisina gore tiirevi alinirsa;
<T,U>=d
<k;M;+ kM, + k;M3,U >=0 (4.1)
<M,U>"=Db'
< —k;T,U>=0 (4.2)
bulunur. Bu esitliklerden;
ki <M, U>+k, <My, U>+k; <M;,U>=0 (4.3)
-k, <T.U>=0 (4.5)
elde edilir. k4, k,, k3 ‘ler sifirdan farkli oldugundan yukarida verilen denklemlerden;

<M;,U>=0, <M,,U>=0, <M3,U>=0,<T,U>=0 denklemlerinin sifir oldugu
sonucuna ulasiriz. O halde paralel tasima ¢atisinda y, (1,2) -tip slant helis degildir.



Teorem 4.1.2.

Y, regiiler bir egri olsun. y “nin paralel tasima catisi {T, M1, M,, M3} olsun. U sabit bir vektor
ve u;’ler de (i = 1,2,3) y’nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere y, paralel
tasima gatisinda (1,3) -tip slant helis olamaz.

ispat:

Farz edelim ki; y, 4 boyutlu Oklid uzay1 E* * te paralel tasima gatisma gore (1,3) -tip slant
helis olsun. U sabit vektor alan1 olmak tizere: U vektoriiniin tanimdan

U= aT+u2M1 +bM2 +u2M3 (46)
yazabiliriz. Paralel tasima ¢atisina gore tiirev alinirsa;
0= aT’ + u2'M1 + u2M1, + szl + u2,M3 + u2M3, (47)

3.24 esitlikleri kullanilirsa

0 = —uyky — bk, — uyks (4.8)
0 =ak; +u,’ (4.9)
0 = ak, (4.10)
0 = aks +u,’ (4.11)

ki, ko, k3 ‘ler sifirdan farkli oldugundan a = 0 elde edilir. a = 0 ise denkleminden u,’ = 0 olur,
bu da u, nin sabit oldugunu gosterir. 4.8 denkleminden
uz(kl + k3) + bkz =0

olur. Buradan da, b = 0 bulunur. Dolayisiyla y , paralel tasima ¢atisina gére (1,3)-tip slant helis
olamaz.

Teorem 4.1.3.

y, regiiler bir egri olsun. y 'nin paralel tagima ¢atis1 {T, My, M,, M3} olsun. U sabit bir vektor
veu;’lerde (i =1,2,3) y’nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar1 olmak iizere y paralel
tasima catisinda (1,4) -tip slant helis olamaz.

Ispat:

Farz edelim ki; y, 4-boyutlu Oklid uzay1 E* ‘te paralel tasima ¢atisina gore (1,4)-tip slant
helis olsun. U sabit vektor alani olmak tizere: U denklemini tanimdan

U=aT + u2M1 + ule + bM3
yazabiliriz. U vektoriiniin paralel tasima ¢atisina gore diferansiyelini alirsak
U’ = aT, + uZ,Ml + ulel + u1'M2 + ulMZI + bM3, (412)

+b(—ksT) (4.13)

0 = (—u1k2 - bk3 - qul)T + (ak1 + uZ,)Ml +
(aky +uy )M, + (ak3)Mg (4.14)

{T, My, M,, M3} lineer bagimsiz oldugundan
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0= —u1k2 - bk3 - u2k1 (415)

0= ak1+ uZ, (416)
O = akz + u1' (417)

yazabiliriz. 4.16 ve 4.18 denklemlerinde k; # 0 ve k3 # 0 oldugundan a = 0 bulunur.

u," = —ak, ve u,’ = —ak, burada u;’ =0 u; = sabit ve u, = sabit bulunur.

a = 0ve b = 0 olmas1t Tanim 4.1.1 ile geligir o halde; y , (1,4)-tip slant helis degildir.
Sonuc¢ 4.1.1.

y, regiiler bir egri olsun. y’min paralel tasima catis1 {T, My, M,, M3} olsun. U sabit bir
vektor ve u;’ler de (i = 1,2,3) y’nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar: olmak {izere y
paralel tagima ¢atisinda (1, k)- tip slant helis olamaz.

Teorem 4.1.4.

y, regiiler bir egri olsun. y ’nin paralel tasima ¢atis1 {T, M;, M5, M3} olsun. U sabit bir vektor
ve y;’ler de (i = 1,2) y 'nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere y paralel
tasima catisinda (2,3)-tip slant helis ise a ve b sifirdan farkl: sabitler olmak tizere,

Ispat:

Farz edelim ki; y, 4 boyutlu Oklid uzay1 E* ‘te paralel tasima catisina gore (2,3)-tip slant
helis olsun. U sabit vektor alan olmak tizere, U vektoriinii Tanim 4.1.1°den

U=uT+aM;+bM; + u,M; (4.19)
seklinde yazabiliriz. Bu esitliginin diferansiyeli alinirsa,

0=u'T+T'uy +aM;’ + bM," + u,’ M5 + u,M;' (4.20)
elde edilir. Buradan,

0=uy'T+u (kyM;y + kyM, + ksM3) + b(—k,T) + uy,' Mg + uy (—k3T)

0 = T(uy" — bky — uzk3) + My (uiky) + My (uikz) + M3(ugks + uy')

denklemleri diizenlersek,

0 =u, —ak,; — bk, —uyk; (4.21)
0 =uk, (4.22)
0 =uk, (4.23)
0 =uks +u, (4.24)

4.22 ve 4.23 denklemlerinden egrilikler sifirdan farkli oldugu i¢in u; = 0 ve u, = sabit 4.21
denkleminden
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ky

u, = —(a +bple
k3

) (4.25)

u; = 0 ve u,’ = 0 oldugu i¢in u, sabit oldugu anlasilir o halde y, paralel tagima catisinda
(2,3)-tip slant helis olmasi igin u, = —(a% +b %) esitligi saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.
3 3
Teorem 4.1.5.

y ,regiiler bir egri olsun. y ’nin paralel tagima ¢atist {T, M, M,, M3} olsun. U sabit bir vektor
ve u;’ler de (i = 1,2) y’nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere y paralel
tasima cgatisinda (2,4)-tip slant helis ise a ve b sifirdan farkli sabitler olmak tizere

aky +uk, + bk; =0 (4.26)
dir.
Ispat:
Farz edelim ki; y; bir (2,4) -tip slant helis olsun. Bu takdirde U sabit vektoriinii
U=wT+aM; +u,M, + bM;
seklinde yazabiliriz. U sabit vektoriiniin paralel tasima ¢atisina gore tiirevini alirsak;
U =u'T+uT' +aM;' +u,’M, + u,M," + bM;' (4.27)
0 = T(uy — aky —uzky — bk3z) + My (uiky) + Ma(usky +uy") + Mz (uiks)

gerekli denklemler yerine yazilirsa {T, M, M,, M3} lineer bagimsiz oldugundan

0 =uy —ak; —uyk, — bk; (4.28)
0 = uk, (4.29)
0 =uky, +uy’ (4.30)
0 = uykg (4.31)

yazabiliriz. 4.29 ve 4.31 denkleminden u; = 0 ve u, = sabit olup;
aky +usky +bk; =0

elde edilir.
Teorem 4.1.6.

y , regiiler bir egri olsun. y “nin paralel tagima ¢atis1 {T', M;, M5, M3} olsun. U sabit bir vektor
ve u;’ler de (i = 1,2) y’nin s ‘ye gore diferansiyelenebilir fonksiyonlar1 olmak iizere y paralel
tasima catisinda (3,4) -tip slant helis ise,

k ,
-2 = sabit
k3

dir.
ispat:
Farz edelim ki; y, bir (3,4)-tip slant helis olsun. Bu takdirde, U sabit vektoriinii

U= ulT + ule + aMZ + bM3
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yazabiliriz. U sabit vektoriiniin paralel tagima ¢atisina gore tiirevini alirsak;

U'=u,'T+T'uy +uy,’ My +u,M;' + aM,’ + bM3' (4.32)
0= (u," —uky — ak, — bky) (4.33)
0= (kius +uy") (4.34)
0 = (kyuq) (4.35)
0 = (ksuy) (4.36)

yazabiliriz. 4.36 ve 4.35 denkleminden u; = 0 oldugu igin 4.34 denkleminden u," = 0 olup u, ‘nin
sabit oldugunu gosterir denklem 4.33 ‘den % = sabit elde edilir.

3
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5. SONUCLAR

Bu tezde, 4- boyutlu Oklid uzayinda tip-3 slant helisler, k-tip slant helisler ve (k, m)-tip
slant helisler incelenmistir.

Bu calismalarin, dort boyutlu uzay1 E#  te Bishop ¢atisina gore karsiliklar: aragtirilarak,
(k ,m)- tip slant helisler i¢in baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir.

Bu tip slant helisler farkli uzaylarda ve farkli ¢atilara gére arastirilabilir.
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