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OZET

SIMETRIK TERS iKiLi TUREVLI HALKALAR

Havva UNALAN

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dalh
Damisman: Dog. Dr. Emine KOC SOGUTCU

2021, 31+x sayfa

Tezin amaci halkanin degismeliligi ile ilgili yapilan bazi ¢aligmalar1 simetrik ters ikili
tiirevli yariasal halkalara tasimaktir. Birinci boliimiinde tez konusuyla ilgili genel tanim,
teorem ve kavramlardan bahsedilerek 6rnekler verilmistir. Ikinci béliimde ise R yarasal
halkasmin her u € U i¢in u? € U kosulunu saglayan U bir Lie ideali, D,G:R X R - R
simetrik ters ikili tlirevler ve d ve g sirasiyla D ve G nin izi olmak iizere her x,y € U
icin asagida verilen degismeli olma kosullar1 arastirilmistir:

i) [d(x),x] € Z,

i) d(xy) +d(x)d(y) £ xy € Z,

i) d(xy) + d(x)d(y) £ yx € Z,

iv) d(xy) —d(yx) + [x,y] € Z.

Ayrica asagidaki kosullar ise I, R halkasinin ideali olmak {izere her x € I i¢in ele
almmustir:

v) d(I) = (0),

vi) D, [ iizerinde sol veya sag homomorfizma,

vii) D(d(x),x) = 0,

viii) d(d(x)) = g(x).

Anahtar kelimeler: Yariasal halka, Lie ideal, ideal, tiirev, simetrik ikili tiirev, ters

tlirev, simetrik ters ikili tiirev.
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ABSTRACT

RINGS WITH SYMMETRIC REVERSE BI-DERIVATIONS

Havva UNALAN
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Emine KOC SOGUTCU
2021, 31+x pages

The aim of the thesis is to carry some studies on the commutativity of the ring to
symmetric reverse bi-derivation semiprime rings. In the first part, general definitions,
theorems and concepts related to the thesis subject are mentioned and examples are given.
In the second part, the following commutativity conditions are investigated for all x,y €
U, where U is a Lie ideal of R such that u? € U forallu € U, D,G: R X R —» R symmetric
reverse bi-derivations and d and g be the traces of D and G, respectively:

i) [d(x),x] € Z,

i) d(xy) +d(x)d(y) £ xy € Z,

i) d(xy) + d(x)d(y) +t yx € Z,

iv) d(xy) —d(yx) + [x,y] € Z.

In addition, the following conditions are considered for all x € I, where I ideal of R:

v) d(I) = (0),

vi) D acts as left or right homomorphismon I,

vii) D(d(x),x) =0,

viii) d(d(x)) = g(x).

Keywords: Semiprime ring, Lie ideal, ideal, derivation, symmetric bi-derivation, reverse

derivation, symmetric reverse bi-derivation.
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GIRIS

Tiirevler konusu matematik alaninda son yillarda aktif bir arastirma alani olmustur. Asal
halkalar iizerinde tiirev tanimi literatiirde ilk olarak 1957 yilinda E. C. Posner tarafindan
yapilmustir. Tiirevli asal halkalar teorisinin gelisimiyle birlikte daha sonraki yillarda
farkl tiirev kavramlar1 yapilms, halkalarda bu tiirevlerin sagladigi 6zellikler
incelenmistir. 1980 yilinda Gy. Maksa tarafindan kismi tiireve karsilik gelen simetrik
ikili tlirev tanimu verilmistir. Ayrica Gy. Maksa 1987 yilindaki ¢alismasinda simetrik
ikili tiirevlerin baz1 fonksiyonel denklemlerin genel ¢6ziimii ile baglantili oldugunu
gostermistir. 1989 yilinda M. Bresar ve J. Vukman tarafindan ise ters tiirev tanimi
verilmistir. 2017 yilinda ters tiirev ve simetrik ikili tiirev tanimlar1 ele alinarak C. J. S.
Reddy ve M. N. Naik tarafindan simetrik ters ikili tiirev tanim1 yapilmistir. Bu tanimla
birlikte literatiirde olan simetrik ikili tiirevli halkalarla ilgili pek ¢ok sonug simetrik ters
ikili tiirevler i¢in ispatlanmustir. Degismeli bir halkada simetrik ikili tiirev ve simetrik
ters ikili tiirev kavramlarmin ayni oldugu bilinen bir gercektir. Ancak halkasi degismeli

halka degil iken bu iki kavram birbirinden farklidir.

Merkezil déniistimler ile ilgili ilk ¢calisma 1955 yilinda N. Divinsky tarafindan ele
alimmustir. Bu sonu¢ 1970 yilinda J. Luh tarafindan ise asal halkalar i¢in incelenmistir.
1957 yilinda E. C. Posner tarafindan Posner'm II. Teoremi olarak da bilinen merkezil
tiireve sahip olan bir asal halkanin degismeli oldugu ispatlanmistir. Bir taraftan R. Awtar
1973 yilinda diger taraftan ise P. H. Lee ve T. K. Lee tarafindan 1983 yilinda Posner’in
Il. Teoremi Lic idealler iizerinde incelemistir. 2002 yilinda N. Rehman tarafindan bu
kosul Lie ideali tizerinde genellestirilmis tiirev i¢in incelenmistir. Daha sonra 2011
yilinda O. Gélbasi ve E. Kog tarafindan bu teoremdeki kare-kapali kosulu kaldirilmustir.
Ayrica, S. Huang, O. Golbast ve E. Kog tarafindan 2015 yilinda bu kosul yariasal
halkalarda endomorfizmler i¢in incelenmistir. J. Vukman ayni kosulu 1989 yilinda
simetrik ikili tiirevli asal halkalar i¢in incelemistir. 1993 yilinda ise bu teorem M. N.
Yesilgiil ve N. Argag tarafindan halkanin ideali tizerinde genellestirilmistir. M. Ashraf
ise Posner'in II. Teoremini 1999 yilinda yariasal halkada simetrik ikili tiirevler i¢in
incelemistir. M. A. Oztiirk ve M. Sapanci ise 1999 yilinda bu kosulu simetrik ikili

a —tiirev i¢in incelemislerdir.



1989 yilinda H. E. Bell ve L. C. Kappe tarafindan R asal halkasinin d tiirevi i¢in eger d, R
nin sifirdan farkli bir sag ideali lizerinde homomorfizm ise bu durumda d = 0 oldugu
gosterilmistir. Bu teorem 2003 yilinda ise A. Asma, N. Rehman ve A. Shakir tarafindan
her u € U i¢in u® € U saglayan bir Lie ideali igin genellestirilmistir. 2004 yilinda Argag
ve E. Albas ayn1 sonucu genellestirilmis tiirevli asal halka tlizerinde arastirmigtir. 1993
yilinda ise bu teorem M. N. Yesilgiil ve N. Argag tarafindan halkanin ideali {izerinde

simetrik ikili tiirevler i¢in genellestirilmistir.

M. N. Daif ve H. E. Bell tarafindan 1992 yilinda R bir yariasal halkasi iizerinde d tiirevi
her x,y €R i¢cin xy+ d(xy) = yx + d(yx) kosulunu sagliyor ise R halkasmnin
degismeli oldugu gosterilmistir. 1990 yilinda M. Ashraf ayni kosulu asal halka {izerinde
simetrik ikili tiirev i¢in ele almistir. C. J. Reddy, G. V. B. Rao, ve K. M. Reddy tarafindan

ise 2015 yilinda yariasal halka i¢in bu teorem genellestirilmistir.

2001 yilinda M. Ashraf ve N. Rehman R bir asal halkasinin [ ideali lizerinde d tiirevi her
X,y €R i¢in d(xy) —xy € Z veya d(xy) — yx € Z kosullarindan birini saglyor ise [

degismeli oldugunu gostermislerdir.

Ote yandan J. Vukman 1990 yilinda R yariasal halka, D, R halkasi iizerine simetrik ikili
tiirev ve d, D simetrik ikili tlirevinin izi olmak tlizere eger her x € R i¢in D(d(x),x) = 0
ve d(d(x)) = g(x) ise bu durumda D = 0 oldugunu ispatlamistir. 2017 yilinda C. J.
Reddy ve M. R. Naik yukaridaki kosullar1 simetrik ters ikili tiirev i¢in ele almislardir.

Bu tez calismasinda, yukarida bahsedilen problemler bir yariasal halkanin her u € U igin
u? € U kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali ve ideali iizeride simetrik

ters ikili tiirevi i¢in incelenmistir.



l. GENEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1: Bos kiimeden farkli bir G kiimesi lizerinde
+:GXG-G
(a,b) >a+b
islemi tanimlansin. Buna gore
i. HerabceGigna+(b+c)=(@+b)+c

ii. HeraeGi¢ina+ 0 =0+ a=aolacak bicimde 0 € G var
iii. Hera€gG igina+ (—a) = (—a) +a = 0 olacak bigimde —a € G var
kosullar1 saglantyorsa (G, +) ikilisine bir grup denir. Islemin énemli olmadig1 durumda

(G, +) ikilisi yerine sadece G gosterimi kullanilabilir.

Tamm 1.2: G bir grup ve @ # A < G olsun. Eger A kiimesi, G kiimesi {izerinde tanimli

isleme gore kendi basina bir grup oluyorsa A kiimesine G grubunun bir altgrubu denir.
Tamm 1.3: Bir grubun, birimden ve kendinden farkli altgrubuna 6z altgrup denir.
Tamm 1.4: (G, +) ve (S,*) iki grup olmak iizere bir f: G — S fonksiyonu her x,y € G
i¢in

fx+y) =f&) )

kosulu saglaniyorsa oluyorsa f fonksiyonuna bir grup homomorfizmasi denir.

Eger f grup homomorfizmasi 6rten doniigiim ise grup epimorfizmasi, 1 — 1 doniisiim ise

grup monomorfizmasi ve 1—1, Orten doniisiim ise grup izomorfizmasi1 olarak

adlandirilir.

Kerf = {a € G|f(a) = eg} olarak tamimlanan kiimeye f grup homomorfizmasmimn
cekirdegi denir.
Teorem 1.5: (Brauer’s Trick) Herhangi bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak

yazilamaz.

Ispat: (G,*) bir grup olmak iizere K ve H 6z altgruplar1 i¢in G = H U K olarak yazilsim.
Kabul edelim ki H € K ve K & H olsun. Bu durumda a € H — K ve a € K — H olacak
bicimde a,b € G vardir. G grup oldugu i¢cin a * b € G dir. G = H U K oldugundan a *
beHveyaaxb € Kolur. axb € H ise H bir grup ve a € H oldugu i¢in a™! € H dr.

3



Budurumdab = a~!*a=b € Holur. Oysaki b ¢ H idi. Bu nedenle a = b € H olamaz.
O halde a * b € K dir. Benzer sekilde K bir grup ve b € H oldugu i¢in b~ € K dur.
Boylece a = a*b* b1 € K olur. Bu ise a € K olmas: ile celisir. Celiskilerin nedeni
kabuldiir. O halde H c K veya K c H dur. ilk olarak kabul edelim ki K < H olsun. Bu
durumda HUK c H olur. Bu G ¢ H demektir. Yani G = H olur. Bu ifade de K
kiimesinin 6z altgrup olmasi ile ¢eligir. Tim bu celiskilerin nedeni baslangictaki

kabuldiir. Boylece G = K U H olmasi durumda ¢ = H veya G = K dir.

Tanim 1.6: R, bos olmayan bir kiime ve R iizerinde “ + " ve “-” ikili islemleri tanimli
olsun. Buna gore asagidaki kosullar saglaniyorsa R ye bir halka denir ve (R,+,.) ile
gosterilir.
i. (R, +) degismeli grup,
ii. Va,b,c € R i¢in a(bc) = (ab)c,
iii. Va,b,c € Ri¢in a(b + c¢) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc.
Ayrica
iv.Va,b € R igin ab = ba ise R halkasina degismeli (komiitatif) halka denir.

V. Va € Rigin a. 1z = 1z.a = 0 olacak sekilde 1; € R varsa R halkasina birimli halka

denir.

o ”

(R, +,") tgliisi R kiimesi tizerinde tanimlanan “+ " ve islemleri ile birlikte bir

halkay1 ifade eder. Islemin &nemli olmadigi durumlarda (R,+,”) yerine sadece R

gosterimi kullanilabilir.

Tamm 1.7: R bir halka ve @ # A € R olsun. Eger A kiimesi, R kiimesi lizerinde tanimli
islemlere gore kendi bagina bir halka oluyorsa A kiimesine R halkasmin bir alt halkas1

denir.

Tanim 1.8: (R, +,) ve (S,*,0) iki halka olmak tizere bir f: R — S fonksiyonu her x,y €
R i¢cin

fx+y)=f) Q)

ve

fG-y)=F)ef(y)

kosullar1 sagliyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.



Eger f halka homomorfizmasi orten doniigiim ise halka epimorfizmasi, 1 — 1 doniisiim
ise halka monomorfizmasi1 ve 1 — 1, orten doniisim ise halka izomorfizmasi olarak

adlandirilir.

Ozel olarak, f:R — R bir halka izomorfizmasi ise halka otomorfizmasi adini alir.
Tamim 1.9: R bir halka ve A, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Cr(A) ={a € R|xa =ax,Vx € A} ={a € R|[x,a] = 0,Vx € A}

kiimesine A kiimesinin R halkasmdaki merkezlestircisi denir.

Ozel olarak, Ci(R) kiimesine R halkasmm merkezi denir ve Z(R) ile gosterilir.
Uyan 1.10: Bir halkanin merkezi kendisinin althalkasidir.

Uyan 1.11: R bir halka, A ve B kiimeleri R halkasinin altgruplari olsun. a € Ave b € B

olmak tizere ab elemanlar1 tarafindan iiretilen altgrup AB dir.
Tammm 1.12: R bir halka ve I, R halkasmin bir alt halkasi olsun.

i. Herr € R,a €1 i¢in ra € I ise [ ya R halkasmin sol ideali,

ii. Herr € R, a € I i¢in ar € I ise I ya R halkasinin sag ideali denir.

I, R nin hem sol, hem de sag ideali ise I ya R halkasinin bir ideali denir.

a b
00

kiimesi R halkasinin bir idealidir.

Ornek 1.13: R = {( ) |a, b e Z} halkas1 verilsin. Bu durumda I = {(0 a) |a € Z}

0 O

Tamim 1.14: R bir halka ve A ve B, R halkasinin idealleri olsun. n bir pozitif tam say1

olmak tzere
AB = {Zsonlu aibi |ai EA, bi € B}

ve
At = {Zsonlu a;, aiz...ai].|al-j € A}
dir.
Tamm 1.15: R bir halka ve P #R olan R nin bir ideali olsun. A ve B, R halkasinin
herhangi iki ideali olmak tizere

“ABC Pise ACPveyaBc P”

onermesi dogru ise P idealine R halkasinin asal ideali denir.
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Tamm 1.16: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.
Ornek 1.17: (Z, +,) tamsayilar halkas1 bir asal halkadur.

Onerme 1.18: Bir R halkasinin asal halka olmas igin gerek ve yeter kosul a, b € R olmak

iizere aRb = (0) oldugunda a = 0 veya b = 0 olmasidir.

Tammm 1.19: R bir halka ve I, R halkasmin bir ideali olsun. I™ = (0) olacak bi¢imde

3n € Z* varsa I idealine R halkasinin nilpotent ideali denir.

Tamm 1.20: R bir halka, A ve Q, R halkasinin iki ideali olsun. A> € Q iken A € Q ise

Q idealine R halkasinin yariasal ideali denir.
Tanmim 1.21: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yariasal halka denir.

Onerme 1.22: Bir R halkasinmn yariasal halka olmast igin gerek ve yeter kosul a € R

olmak iizere aRa = (0) oldugunda a = 0 olmasidir.
Uyarn 1.23: Her asal halka bir yariasal halkadir. Ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.

Tamm 1.24: R bir halka olsun. Va € R i¢in na = 0 saglayan n pozitif tamsayilarinin en

kii¢iigline R halkasimnn karakteristigi denir ve charR = n ile gosterilir.

Tamim 1.25: R bir halka ve m # 0 bir tamsay1 olsun. Her a € R i¢in ma = 0 oldugunda

a = 0 oluyorsa R halkasma m- torsion free halka denir.

Uyan 1.26: Bir 2 — torsion free halka ise R halkasmin karakteristigi ikiden farklidir.

Ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.

Uyan 1.27: R bir asal halka olmak iizere R halkasinin karakteristigi ikiden farkli ise R
halkas1 2 — torsion free bir halkadir.

Ispat: R karakteristigi ikiden farkl1 olan bir asal halka olsun. Kabul edelim ki x € R i¢in

2x = 0 olsun. Bu durumda her a, b € R i¢in
2(xab) = 0= xab+xab=0=xa(b+b) =0=xa(2b) =0

olur. Bu ise her b € R i¢in 2b = 0 elde edilir. Bu durumda halkanin karakteristigi ikiden

farkli oldugu i¢in x = 0 olur. Boylece R halkas1 bir 2 — torsion free halkadir.

Sonug¢ 1.28: R bir asal halka olmak {lizere charR # 2 olmasi ile 2 — torsion free olmasi

ayni anlama gelir.



Tanmim 1.29: R bir halka olsun. x,y € R i¢in xy — yx ifadesine x ile y elemanlarinin

komiitatdr carpimi denir Ve [x, y] ile gosterilir.
Ozellikler: Her x,y, z € R icin asagidaki bagmtilar saglanur.
i [x+yz] =[x 2]+ [y 2]
i. [x,yz] =ylx,z] + [x,y]z
iii. [xy, z] = x[y,z] + [x,z]y
iv. [[x,y] 2] + [[y, 2], x] + [[z x],y] = 0 (Jacobi 6zdesligi)

Tamm 1.30: R bir halka ve U, R halkasmin toplamsal alt grubu olsun. Vu € U ve Vr €

R i¢in ur — ru € U oluyorsa U idealine R halkasinin bir Lie ideali denir.

a b a b
0 d 0 a

halkasmin alt kiimesi olsun. U, R halkasmnin Lie idealidir, fakat bir ideali degildir.

Ornek 1.31: R = {( ) | a,b,c,d € Z} halka, U = {( ) |a,b € Z} kiimesi R

Tamm 1.32: R bir halka, d: R = R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y € R i¢in

d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulu saglaniyor ise d doniisiimiine R halkasinda bir tiirev denir. (Posner, 1957)

a b

Ornek 1.33: R bir halka ve S = {(0 ;

) | a,b € R} olsun. S kiimesi matrisler halkas1

iizerinde bilinen islemler ile bir halkadir. Bu durumda d:S — S, d (g g) - (g g) ile

tanimli doniisiim S kiimesi lizerinde bir tiirevdir.

Coziim: A = (¢ 2),B = (¢ ¢

0 0 0 0) € S alalim.

i)d(A+B) = d(A) + d(B) oldugunu gosterelim.

d(A+B):d<(g g)+(8 g)>:d(aarc bzd):(g aarc)

olur. Ote yandan

ww=a(§ = )

0 0o/7 o
ve
4@ =d(5 )= o)



oldugundan

d(A)+d(B)=(8 g)+(8 8)2(8 Cl-(l)-C)

dir. Boylece
d(A+B) = d(A) + d(B)
elde edilir. Yani d toplamsal bir doniisiimdiir.

i) d(AB) = d(A)B + Ad(B) oldugunu gosterelim.

awm =a((§ DG D)= D=6 %

dir. Ayrica

1@z = (5 9 =G o

ve
aa® =G )G )= %)
olmak tiizere

dMB +ad®) = () %)

0 0

dir. Boylece

d(AB) = d(A)B + Ad(B)

elde edilir. O halde d, R halkasi tizerinde bir tiirevdir.

Tamim 1.34: R bir halka, D: R X R — R bir doniisiimii i¢in eger

i. Her x,y € R i¢in D(x,y) = D(y, x),

ii. Her x,y,z € R i¢in

D(x+y,z) =D(x,z) + D(y, Z)( D(x,y+2z)=D(x,y)+ D(x,z))

kosullar1 saglaniyorsa D ye R iizerinde simetrik ikili toplamsal doniisiim denir.
Tanim 1.35: D: R X R — R bir simetrik ikili toplamsal doniigiimii her x, y,z € R i¢in

D(xy,z) = D(x,2)y +xD(y,z) (D(x,yz) = D(x,y)z + yD(x,2))



ise D ye R iizerinde simetrik ikili tiirev denir. Ayrica her x € R i¢in d(x) = D(x,x)
bi¢iminde tanimlanan d: R — R doniisiimiine D nin izi denir. ( Maksa, 1980)

a b

Ornek 1.36: R = {(O 0

)|a,bE]R} bir halka, D: R X R — R,

D <(8 g) , (8 g)) = (8 aoc) olarak tanimli doniisiim bir simetrik ikili tiirevdir.

Ayrica D'nin izi, d (a b) = (0 %2) seklindedir.

0 0/ \o
Coziim:
A = (8 g),B = (8 g),c= (g g)eRalallm.

1) D(A, B) = D(B, A) oldugunu gosterelim.
pam =0 ((§ 0.6 9)=0 =0 9=

o (6 .G D)een

oldugundan D simetrik dontistimdiir.

i) D(A+ B,C) = D(4,C) + D(B, C) oldugunu gosterelim.

D(A+B,C)=D<(g g)+((c, 3):(8 ’5))

:D<(a8rc bJ(;d)'(g €)>:(8 (aJBc)e)

dir. Ote yandan

D(A,C)+D(B.C)=D<(g 3)'(8 €)>+D<((C) g)’(g €)>

-3 )40 -6 5
dir. Boylece
D(A+B,C)=D(A,C)+D(B,C)

elde edilir. Ayrica D simetrik doniisiim oldugundan D(4,B + C) = D(A,B) + D(4,C)

bulunur. Boylece D simetrik ikili toplamsal doniisiimdiir.



iii) D(AB,C) = D(A,C)B + AD(B, C) oldugunu gosterelim.

D(AB,C)=D<(3 3)(8 Cé)'(g ](;))

=o((5 DG 5)=6 )
dir. Ote yandan

D(A,C)B + AD(B, C)
o(@ 0.6 D)E 9+ @ Do(s . D)

_ (0 ae\(c d a b0 cey_(0 O 0 acey_ (0 ace
_(0 0)(0 0)+(0 o)(o 0)_(0 o)+(0 0)_(0 0)
dir. Yani D(AB,C) =D(A,C)B+ AD(B,C) elde edilir. D simetrik doniisim
oldugundan D(A,BC) = D(A,B)C + BD (A, C) bulunur. Yani D simetrik ikili tiirevdir.

Ayrica D nin izi d,
a@ =2 0.6 )-C %)
bulunur.

Not: R bir halka ve D: R X R — R simetrik ikili tiirev olsun. y € R sabit eleman olmak
tizere, d:R = R,x = D(x,y) ile tanimlanan doniisiim bir tiirevdir. Dolayisiyla simetrik

ikili tiirev kavram tiirev kavramindan daha geneldir.

Tamim 1.37: R bir halka, d: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y € R igin
d(xy) = d(y)x + yd(x)

kosulu saglaniyor ise d doniistimiine R halkasinda bir ters tiirev denir. (Bresar, 1989)

0 a b
Ornek 1.38: R bir degismeli halka ve S = {(0 0 c) |a,b,c € RI olsun. S kiimesi
0O 0 O

matrisler halkasi iizerinde bilinen islemler ile bir halkadir. Bu durumda d:S — S,

0 a b 0 0 a—c
dlo 0 c|]=(0 0 0 ile tanimli fonksiyon S kiimesi lizerinde bir ters
0 0 O 0 0 0

tirevdir.
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0 a b 0 d e
Cozim: A =|0 O ,B =10 0 f| € Salalm.

0 0 O 0 0 O

1)d(A+ B) = d(A) + d(B) oldugunu gosterelim.

0 a b 0 d e
d(A+B) =d (O 0 c)+<0 0 f)
0 0 O 0 0 O

0 a+d b+e

=d<0 0 c+f)

0 0 0

0 0 0

(O 0 (a+d)—(c+f))
0 O 0

olur. Ote yandan

0 a b 0 0 a-c
d(A)=d(0 0 ¢ =<0 0 0
0 0 O 0 0 0

ve

0 d e 00 d—f
d(B)=d<0 f>=<0 0 o)
000 00 0

0
oldugundan
0 0 a—c 0 0 d-—f 0 0 a—c+d-—f
d(A) + d(B) =<0 0 0 )+<0 0 0 )=<0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
dir. Boylece

d(A+B) = d(A) + d(B)
elde edilir.

ii) d(AB) = d(B)A + Bd(A) oldugunu gosterelim.

0 a b\/0 d e 0 0 af\ /0 0 O
d(AB) = d|{0 0 c|lo o f)|]=dlo o o])=[o o o
00 0/\0 0 0 o0 0o/ \0 00

dir. Ayrica

11
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d(B)A =d (o 0 f

0 0 O
ve
0 d e 0 a b 0 d eN/0O 0 a—c 0 0 O
Bd(A)= |0 0 f|d{0 O c¢|={0 0 f]J|lO O 0 —<0 0 0)
0 0 O 0 0 O 0 0 0/\0 O 0 0 0 O

olmak tlzere

0 0 O
d(B)A+ Bd(4) = (O 0 0)
0 0 O

dir. Boylece
d(BA) = d(B)A + Bd(4)

elde edilir. O halde d, R halkasi iizerinde bir ters tiirevdir. Yani d toplamsal bir

doniisiimdyir.

Tamm 1.40: R bir halka olsun. D: R X R — R bir doniisiimii i¢in eger

i. Her x,y € R i¢in D(x,y) = D(y, x),

ii. Her x,y,z € R i¢in

D(x+y,z) =D(x,z) + D(y,2) (D(x,y + 2) = D(x,y) + D(x, z)),
iii. Her x,y,z € R i¢in

D(xy,z) = D(y,2)x + yD(x,z) (D(x,yz) = D(x,2)y + zD(x,y)),

ise D ye R lizerinde simetrik ters ikili tiirev denir. (Reddy ve Naik, 2017)

a 0

Ornek 1.41: R = {(b 0

)1 @b € R} birhalka, D:R x R > R,

a 0y (c O (0 0 . .
D<(b O)'(b O)> _(ac 0) olarak tanimmli doniisim bir simetrik ters ikili

tirevdir. Ayrica D nin izi, d (Z 8) = (6?2 g) seklindedir.
Coziim:
a=(¢ 8),3 = (§ 8),c= (; g>e R alahim.

i) D(A, B) = D(B, A) oldugunu gosterelim.

12



vun=o (G 0. 9)=( D=(o D=2(G O-G )
= D(B,A)
oldugundan D simetrik doniigiimdiir.

i) D(A+ B,C) = D(4,C) + D(B, C) oldugunu gosterelim.

varno - o((§ )+ (G O 0)

=D<(ZI§ o) (f 8)>=((afc)e o)

dir. Ote yandan

D(A,C)+D(B,C)=D<(Z 8)(? 8)>+D<(§ 8)(; 8))

- (aoe 8) 4 (coe 8) - (ae E)l- ce 8)
dir. Boylece
D(A+B,C)=D(A,C)+D(B,0)

elde edilir. Ayrica D simetrik doniisiim oldugundan D(A,B + C) = D(A,B) + D(4A, C)

bulunur. Yani D simetrik ikili toplamsal doniistimdiir.

iii) D(AB,C) = D(B,C)A + BD(A4, C) oldugunu gosterelim.

pn.o=o((5 D& DG 8)-2(6 DG D)-(% )
dir. Ote yandan

D(B,C)A+ BD(A,C)

(IR I ) (R A E (R )

= 06 0+ G 0 0= ee 06 0= (e o

dir. Yani D(AB,C)=D(A,C)B+ AD(B,C) elde edilir. D simetrik donisiim

oldugundan D(A,BC) = D(A,C)B + CD(A,B) bulunur. Yani D simetrik ters ikili

tirevdir.

13



Ayrica D nin izi d,

a@ D=o(( -6 9)=(% )

Tammm 1.42: R bir halka, S, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f,R {izerinde bir
doniisiim olsun. Eger her x € S icin [f(x), x] = 0 kosulu saglaniyor ise f ye S {lizerinde

Komiiting (commuting) doniigiim denir.

Tamim 1.43: R bir halka, S, R nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f,R {izerinde bir
doniisiim olsun. Eger her x € S i¢in [f (x), x] € Z kosulu saglaniyor ise f ye S lizerinde

merkezil (centralizing) doniisiim denir.

Onerme 1.44: R bir 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasmin merkezil olmayan
her u € U igin u? € U kosulunu saglayan Lie ideali olsun. Bu durumda R halkasinin I

U kosulunu saglayan sifirdan farkli I ideali vardir. (Bedir ve Golbasi, 2020, Teorem 1.3)

Onerme 1.45: Eger R bir yariasal halka ise R nin sifirdan farkli idealinin merkezi R
halkasiin merkezi tarafindan kapsanir. (Daif ve Bell, 1992, Lemma 2 (b))

Tamim 1.46: R bir halka ve D: R X R — R bir doniisiim olsun. Eger her x, y,r € R i¢in
i) D(rx,y) = D(x,y)r ve D(x,ry) = D(x,y)r

saglaniyorsa D ye R iizerinde sag§ homomorfizma

i) D(xr,y) =rD(x,y) ve D(x,yr) =rD(x,y)

saglaniyorsa D ye R iizerinde sol homomorfizma denir.
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1. YARIASAL HALKALARDA SIMETRIK TERS iKiLi TUREVLER

Merkezil ve komiiting doniisiimler konusuna E. C. Posner* 1n iyi bilinen Posner'in II.
Teoremi olarak da adlandirilan merkezil tiireve sahip olan bir asal halkanin degismeli
halka oldugunu gosterdigi teorem ile giris yapilmistir. Pek ¢ok yazar bu konuyla ilgili
halkanin uygun bir alt kiimesini ve farkl tiirevler alarak genellestirmeler yapmuistir.
Toplamsal komiiting doniistim kavramu ikili tiirev kavramu ile yakindan ilgilidir. Her
F:R - R toplamsal komiiting doniisiimii ikili tiireve doniistiiriilebilir. Yani [F(x),x] =
0 ifadesinde x yerine x + y yazilirsa [F(x),y]+ [F(y),x] = 0 elde edilir. (x,y) -
[F(x),y] bir ikili tiirevdir. Bu ¢alismalardan yola ¢ikarak bu tez ¢alismasinda yariasal
halkanin her u € U igin u? € U kosulunu saglayan Lie ideali iizerinde merkezil simetrik

ters ikili tiirev doniisiimii incelenmistir.

Diger taraftan ise ¢esitli yazarlar tarafindan ele alinan D, G: R X R — R simetrik ters ikili
tiirevler ve d ve g sirasiyla D ve G nin izi olmak tizere

) d(xy) +d(x)d(y) £ xy € Z,

i) d(xy) + d(x)d(y) £ yx € Z,

i) d(xy) —d(yx) £ [x,y] € Z,

kosullar1 simetrik ters ikili tiirevli yariasal halkanm her u € U i¢in u? € U kosulunu

saglayan Lie ideali i¢in incelenmistir.

Ayrica asagidaki kosullar ise I, R halkasinin ideali olmak {izere x € I i¢in ele alinmistir:
v) d(I) = (0),

vi) D, I iizerinde sol veya sag homomorfizma,

vii) D(d(x),x) = 0,

viii) d(d(x)) = g(x).

Not: R bir halka ve U R halkasimin bir Lie ideali olsun. Her u € U i¢in u? € U kosulu,
U idealinin R halkasinin bir ideali olmasi kabuliine yakin goéziikse bile, bu 6zelligi

saglayan ve R halkasinin ideali olmayan Lie idealler bulunabilir.

a b

Ornek: Z tamsayilar kiimesi olmak iizere R = {(0 c) |a, b,c € Z} halkasi olsun. U =

{(8 Z) |a, b€ Z} kiimesi R halkasinin her u € U i¢in u? € U kosulunu saglayan bir

Lie idealidir. Fakat U, R halkasinin bir ideali degildir.
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Gergekten; her u = (8 Z) € U i¢in
=3 D6 -5 Pre
olur. Ayni zamanda her u = (g Z) eUver = (f)l ;) € R i¢in

1= D6 7)-6 76
=(ad ae+bf>_(da db+ea>

0 af 0 fa
_ (O bf — db)
0 0
.. . _(a b _ d e . .
olur. Bu durumda U Lie idealdir. Fakat her u = (0 a) eUver = (0 f) € R igin

_(a b\(d e\ _ (ad ae+ bf)
ur_(o a)(O f>_<0 af “v

_(d e\ra b\ _(da db+ea
(9 D= 2o
olur. Dolayisiyla U, R halkasinin bir ideali degildir.

Lemma 2.1: R bir 2 —torsion free yariasal halka ve I, R halkasmnin sifirdan farkli ideali
olsun. Eger [I,I] € Z ise bu durumda R halkas1 merkez tarafindan kapsanan ideal igerir.
Ispat: Hipotezden her x, y € I igin

[x,y] €Z

dir. Bu ifadede y yerine yx yazilirsa ve komiitator ¢arpim 6zellikleri kullanilirsa

Z 3 [x,yx] = [x,y]x + y[x, x]

dir. Yani

[x,y]x € Z

bulunur. Son ifade r € R ile komiite edilirse

[[x,y]x,7r] =0,Vx,y €, r €ER

olur. Buradan

0=[[x, y],7]x + [x, y][x,7]

dir. Son esitlikte hipotez kullanilirsa

[x,y][x,r] =0,Vx,y €, r €ER

elde edilir. Yukaridaki esitlikte r yerine ry yazilir ve bu esitlik kullanilirsa

0 =[x, yllx, 7yl = [x, ylr[x, y] + [x, y1[x, rly = [x, y]r[x, ¥]
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dir. Yani

[, YIR[x,y] = (0),Vx,y €1

dir. R bir yariasal halka oldugundan

[x,y] =0,Vx,y €I

dir. Yani, [I,1] = (0) bulunur. Onerme 1.45 kullanilirsa I € Z elde edilir. Sonug olarak

R halkas1 merkez tarafindan kapsanan ideal icerir.

Teorem 2.2: R bir 2 — torsion free yariasal halka, I, R halkasinin bir ideali ve D:R X
R > R simetrik ters ikili tiirev, D(R,R) < I ve d, D nin izi olsun. Eger d(I) = (0) ise
bu durumda D = 0 dur.

Ispat: Hipotezden

d(x) =0, Vx €1

olur. Bu ifadede x yerine x + y,y € I yazilirsa

0=dx+y)

=D(x+yx+y)

=D(x,x) +D(x,y) + D(y,x) + D(y,)

olur. Burada d, D nin izi ve D(x,y) = D(y, x) oldugu kullanilirsa

d(x)+d(y) +2D(x,y) =0

bulunur. Hipotezden

2D(x,y) =0

dir. R, 2 —torsion free yariasal halka oldugu kullanilirsa

D(x,y) =0,Vx,y €1 [2.1]
elde edilir. Bu esitlikte x yerine xr,r € R yazilirsa ve D nin simetrik ters ikili tiirev
oldugu kullanilirsa

0 =D(xr,y)

=rD(x,y) + D(r,y)x

olur. Burada [2.1] esitligi kullanilirsa

D(r,y)x =0,Vx,y€l,r €R

bulunur. Burada y yerine ys,s € R yazilirsa ve D nin simetrik ters ikili tiirev oldugu
kullanilirsa

0 =D(r,ys)x

= D(r,s)yx + sD(r,y)x

=D(r,s)yx

elde edilir. Yani
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D(r,s)yx =0,Vvx,y € ,r,s €R

elde edilir. Son esitlikte x yerine tD(r,s)y, t € R yazilirsa
D(r,s)ytD(r,s)y =0,Vy € l,r,s,t ER

dir. Dolayisiyla

D(r,s)yRD(r,s)y = (0),vy € I,r,s €R

elde edilir. R yariasal halka oldugundan
D(r,s)y=0,vyel,r,s€R

dir. Buradan

D(r,s)Ry = (0),vyel,r,s€R

bulunur. Yukaridaki esitlikte y yerine D(r, s) yazilirsa
D(r,s)RD(r,s) = (0),Vr,s €R

dir. R nin yariasal halka oldugu kullanilirsa

D(r,s) =0,Vr,s €ER

dir. Dolayisiyla D = 0 elde edilir.

Teorem 2.3: R bir 2 —torsion free yariasal halka, U, R halkasinin her u € U igin u? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali ve D:R X R — R simetrik ters ikili
tirev ve d, D nin izi olsun. Eger her x,y € U i¢cin d(xy) + d(x)d(y) £ xy € Z ise
halkas1 merkez tarafindan kapsanan ideal igerir.
Ispat: Onerme 1.44 ten R halkasinin I c U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Hipotezden her x,y € I i¢in
dxy) +d(x)d(y) txy € Z
dir. Bu ifadede y yerine y + z, z € [ yazilirsa
Z3dx(y+2)+dx)dly+2z)tx(y+2)
=dxy+xz)+dx)d(y+2) £ xy + xz
=D(xy+xz,xy+xz) +dx)D(y+z,y+2z)txytxz
=D(xy,xy) + D(xy,xz) + D(xz,xy) + D(xz,xz) + d(x)(D(y,y) + D(y,z) +
D(z,y) + D(z,2z)) + xy + xz
olur. Burada d, D nin izi ve D(x,y) = D(y, x) oldugu kullanilirsa
d(xy) +d(xz) + d(x)d(y) + d(x)d(z) + 2D (xy, xz)
+2d(x)D(y,z) txytxz€Z
bulunur. Yukaridaki ifadede hipotez kullanilirsa
Z>3 2D(xy,xz) + 2d(x)D(y, z)
= 2(D(xy,xz) + d(x)D(y, z))
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elde edilir. R halkasinin 2 —torsion free oldugu kullanilirsa
D(xy,xz) + d(x)D(y,z) € Z,Vx,y,z €1

olur. Son ifadede z yerine y yazilirsa

D(xy,xy) + d(x)D(y,y) € Z,Vx,y €1

dir. Burada d, D nin izi oldugu kullanilirsa

dxy) +d(x)d(y) € Z,vx,y €1

elde edilir. Bu ifade hipotezde kullanilirsa

xy € Z,Vx,y €1

elde edilir. [2.2] ifadesi 7, € R ile komiite edilirse
[xy,r] =0,Vx,y €I, €R

elde edilir. Komiitator ¢arpimin 6zelliginden

[x,r]ly + x[y,r] = 0,Vx,y €,r €R

olur ve burada y yerine yz, z € I yazilirsa ve [2.3] esitligi kullanilirsa

0 =[x,r]lyz + x[yz,7]

=[x, r]yz

ifadesi elde edilir. Son esitlikte z yerine [x, r] yazilirsa
[x,r]y[x,r] =0,Vx,y € ,r €R

olur. Yani

[x,r]Ry[x,r]y = (0),Vx € I,r €R

elde edilir. Son esitlikte R nin yariasal oldugu kullanilirsa
[x,rly=0,Vvx€l,r €R

olur. Burada y yerine t[x,r], t€ R yazilirsa

[x,7]t[x,7r] = 0,Vx € I,7,t ER

bulunur. Yani,

[x,7]R[x,r] = (0),Vx € I, v €R

Tekrar R halkasinin yariasal oldugu kullanilirsa

[x,7T] =0,vx €I, €ER

[2.2]

[2.3]

dir. Dolayisiyla I c Z dir. Sonug olarak R halkasi merkez tarafindan kapsanan ideal

igerir.

Teorem 2.4: R bir 2 —torsion free yariasal halka, U, R halkasinmn her u € U i¢in u? € U

kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali ve D: R X R — R simetrik ters ikili

tirev ve d, D nin izi olsun. Eger her x,y € I igin d(xy) + d(x).d(y) ¥ yx € Z ise bu

durumda R halkas1 merkez tarafindan kapsanan ideal igerir.

19



Ispat: Onerme 1.44 ten R halkasmin I c Uolacak bicimde I # (0) olan bir I ideali

vardir. Hipotezden her x,y € I i¢in

dlxy) +d(x)d(y) tyx € Z

dir. Bu ifadede y yerine y + z, z € [ yazilirsa

Z> d(x(y + Z)) +dx)d(y+z)+ (y+2)x

=D(xy+xz,xy+xz)+dx)D(y+z,y+2z) + (y+2)x

= D(xy,xy) + D(xy,xz) + D(xz,xy) + D(xz,xz) + d(x)D(y,y)

+d(x)D(y,2z) + d(x)D(z,y) + d(x)D(z,z) + (y + 2)x

dir. Burada D (x, y) = D(y, x) ve d, D nin izi oldugu kullanilirsa
d(xy) + d(xz) + d(x)d(y) + d(x)d(z)

+2D(xy,xz) + 2d(x)D(y,2) * yx + zx € Z

bulunur. Burada hipotez kullanilirsa

Z 3 2D(xy,xz) + 2d(x)D(y,z) = 2(D(xy, xz) + d(x)D(y,2))

elde edilir. R bir 2 —torsion free halka oldugu kullanilirsa

D(xy,xz) + d(x)D(y,z) € Z,Vx,y,z €1

olur. Son ifadede z yerine y yazilirsa

Z 3 D(xy,xy) + d(x)D(y,y) = d(xy) + d(x)d(y)

elde edilir. Bu ifade hipotezde kullanilirsa

yx € Z,Vx,y €1

elde edilir. Bu ifade Teorem 2.3 te [2.2] esitligi ile aynidir. Teorem 2.3 te kullanilan

metotla R halkas1 merkez tarafindan kapsanan ideal igerir.

Teorem 2.5: R bir 2 —torsion free yariasal halka, U, R halkasinm her u € U i¢in u? € U

kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali ve D: R X R — R simetrik ters ikili

tirev ve d,D nin izi olsun. Eger her x,y € I igin d(xy) —d(yx) + [x,y] € Zise R

halkas1 merkez tarafindan kapsanan ideal igerir.
Ispat: Onerme 1.44 ten R halkasinin I © Uolacak bigimde I # (0) olan bir I ideali

vardir. Hipotezden her x,y € [ i¢in
d(xy) —d(yx) + [x,y] €Z
olur. Yukaridaki ifadede y yerine y + z,z € I yazilirsa
dx(y+2)—d((y+2)x) £ [x,y+z]€Z
dir. D simetrik ters ikili tiirev ve d, D nin izi oldugu kullanilirsa
Z3d(xy+xz) —d(yx + zx) + [x,y + z]

20



=D(xy+xz,xy+xz) —D(yx+zx,yx +zx) t [x,y+z| € Z
= D(xy,xy) + D(xy,xz) + D(xz,xy) + D(xz, xz)
—D(yx,yx) — D(yx, zx) — D(zx,yx) — D(zx,zx) + [x,y + z]
dir. D(x,y) = D(y, x) ve d, D nin izi oldugu kullanilirsa
d(xy) + d(xz) + 2D(xy,xz) — d(yx) — d(zx) — 2D(yx,zx) + [x,y] + [x,z] € Z
olur. Bu ifadede hipotez kullanilirsa
2D(xy,xz) — 2D(yx,zx) € Z
elde edilir. R, 2 —torsion free yariasal halka oldugundan
D(xy,xz) — D(yx,zx) € Z,Vx,y,z €
dir. Yukarida z yerine y yazilirsa
D(xy,xy) — D(yx,yx) € Z,Vx,y €1
bulunur. d, D nin izi oldugu kullanilirsa
d(xy) —d(yx) € Z,Vx,y €1
elde edilir. Bu ifade hipotezde kullanilirsa
[x,y] € Z,Vx,y €1
olur. Yani [I,I] € Z dir. Sonu¢ olarak Lemma 2.1 den R halkas1 merkez tarafindan

kapsanan ideal igerir.

Teorem 2.6 : R bir 2 —torsion free yariasal halka, I, R halkasmnm bir ideali ve D: R X
R — R simetrik ters ikili tiirev, D(R,R) < I ve d, D nin izi olsun. Eger D, I iizerinde sol

(sag) homomorfizm ise D = 0 dur.

ispat: D, I uzerinde sol homomorfizm olsun. Tanim 1.46 kullanilirsa
D(x,yz) = zD(x,y),Vx,y,z € ]

dir. Diger taraftan D simetrik ters ikili tiirev oldugundan
D(x,yz) = D(x,z)y + zD(x,y),Vx,y,z € ]

olur. Burada hipotez kullanilirsa

D(x,z)y =0,Vx,y,z €1

elde edilir. Bu ifadede y yerine rD(x, z) yazilirsa
D(x,z)rD(x,z) =0,Vx,y,z €1

dir. Yani

D(x,z)RD(x,z) = (0),Vx,z€ I
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elde edilir. R yariasal halka oldugu kullanilirsa D(x,z) = 0,Vx,z € I olur. Burada z

yerine x yazilirsa

D(x,x) =0,Vx €1

dir. d, D nin izi oldugundan

d(x) =0,vx €l

olur. Burada Teorem 2.2 kullanilirsa D = 0 olur.

Diger taraftan eger D, I iizerinde sag homomorfizm ise de benzer tekniklerle ispat

yapilir.

Not: R bir halka ve D: R X R = R simetrik ters ikili tirev ve d, D nin izi olsun. Buna
gore her x,y € R i¢in asagidaki o6zellikler saglanir.

i) D(0,y) =0 = D(x,0),

ii) D(=x,y) = =D(x,y)ve D(x,—y) = —D(x,y),

i) d(—x) = d(x).

Gergekten,

i) D(0,y) =D(0+0,y) = D(0,y) + D(0,y)

dir. Buradan

D(0,y) =0

elde edilir. Benzer sekilde D (x, 0) = 0 bulunur.

i)0=D(0,y) =D(x+ (—x),y) =D(x,y) + D(—x,y)

dir. Buradan

D(=x,y) = =D(x,y)

elde edilir. Benzer sekilde D (x, —y) = —D(x, y) oldugu elde edilir.
i) d(—x) = D(—x,—x) = =D(x,—x)—D(x,x) = D(x,x) = d(x)

bulunur.

Teorem 2.7: R bir 2 —torsion free yariasal halka, I, R halkasmnn bir ideali ve D: R X
R — R simetrik ters ikili tiirev, D(R,R) < I ve d,D nin izi olsun. Eger her x € I igin
D(d(x),x) = 0ise bu durumda D = 0 dur.

Ispat: Hipotezden

D(d(x),x) =0,vx €1
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dir. Yukarida x yerine x + y,y € [ yazilirsa ve d, D nin izi, D(x,y) = D(y, x) oldugu

kullanilirsa

0=D(dx+y)x+y)

=D(D(x +y,x +y),Xxty)

=D(D(x,x)+D(x,y) + D(y,x) + Dy, y), x +¥)

=D(d(x)+D(x,y) + D(x,y) +d(y),x +y)

=D(d(x) +d(y) +2D(x,y),x +y)

= D(d(x),x) + D(d(x),y) + D), x) + D(d(y),y)

+2D(D(x,y),x) + 2D(D(x,y),y)

olur. Burada hipotez kullanilirsa

D(d(x),y) + D(d(y),x) + 2D(D(x,y),x) + 2D(D(x,¥),y) =0

elde edilir. Burada x yerine - x yazilirsa ve D(—x,y) = —D(x,y), d(—x) = d(x)
oldugu kullanilirsa

0 =D(d(—x),y) + D(d(y),—x) + 2D(D(—x,y), —x) + 2D(D(—x,y),y)
=D(d(x),y) — D(d(y),x) + 2D(D(x,y),x) — 2D(D(x,y),y)

olur. Son iki esitlik taraf tarafa toplanirsa

2D(d(x),y) + 4D(D(x,y),x) =0

dir. Burada R nin 2 —torsion free yariasal halka oldugu kullanilirsa

D(d(x),y) + 2D(D(x,y),x) =0 [2.4]

elde edilir. [2.4] esitliginde y yerine yx yazilirsa ve D nin simetrik ters ikili tiirev

oldugu kullanilirsa

0=D(d(x),yx) + 2D(D(x,yx),x)

=D(d(x),x)y + xD(d(x),y) + 2D(xD(x,y) + D(x,x)y, x)
=D(d(x),x)y + xD(d(x),y) + 2D(xD(x,y) + d(x)y, x)
=D(d(x),x)y + xD(d(x),y) + 2D(D(x,y),x)x + 2D(x,y)D(x, x)
+2yD(d(x),x) + 2D(y, x)d(x)

olur. Hipotezden

xD(d(x),y) + 2D(D(x,y),x)x + 2D(x,y)D(x,x) + 2D(y,x)d(x) = 0

dir. d, D nin izi ve D(x,y) = D(y, x) oldugu kullanilirsa
23



xD(d(x),y) +2D(D(x,y),x)x +4D(x,y)d(x) =0

bulunur. [2.4] esitligi sagdan x ile garpilirsa

D(d(x),y)x+2D(D(x,y),x)x =0

olur. Son iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa

0=xD(d(x),y) + 2D(D(x,y),x)x + 4D (x,y)d(x)

—D(d(x),y)x —2D(D(x,y),x)x

= xD(d(x),y) +4D(x,y)d(x) — D(d(x),y)x

elde edilir. Burada komiitatr garpim tanimi kullanilirsa

[x,D(d(x),y)] +4D(x,y)d(x) =0 [2.5]

bulunur. [2.5] esitliginde y yerine yx yazilirsa ve D nin simetrik ters ikili tiirev oldugu

kullanilirsa

0 =[x, D(d(x),yx)] + 4D (x, yx)d(x)

= [x,xD(d(x),y) + D(d(x),x)y] + 4(xD(x,y) + D(x, x)y)d (x)

= [x,xD(d(x),y)] + [x, D(d(x),x)y] + 4xD(x,y)d(x) + 4D (x, x)yd(x)
=[x, x]D(d(x),y) + x[x,D(d(x),y)] + [x, D(d(x),x)]y + D(d(x),x)[x, ¥]
+4xD(x,y)d(x) + 4D(x, x)yd(x)

elde edilir. Bu esitlikte [2.5] esitligi ve komiitatdr ¢arpim tanimi kullanilirsa
[x, D(d(x),x)]y + D(d(x),x)[x,y] + 4D (x,x)yd(x) =0

bulunur. d, D nin izi oldugu ve hipotez kullanilirsa

4d(x)yd(x) =0

bulunur. R, 2 —torsion free halka oldugu kullanilirsa
d(x)yd(x) =0,Vx,y €I
olur. Yani,

d(x)yRd(x)y =0,Vx,y €]

dir. Burada R halkasinin yariasal oldugu kullanilirsa
dx)y=0,Vx,y €1

elde edilir. Son esitlikte y yerine rd(x), r € R yazilirsa
d()rd(x) =0,vx €1
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dir. Tekrar R halkasinin yariasal oldugu kullanilirsa d(x) = 0, Vx € I dir. Teorem 2.2

kullanilirsa D = 0 olur.

Teorem 2.8: R bir 2 —torsion free ve 3 —torsion free yariasal halka, I, R halkasinin bir
ideali ve D, G: R X R — R simetrik ters ikili tirevler, G(R,R) < I ve d, g sirastyla D, G
nin izleri olsun. Eger her x € I i¢in d(d(x)) = g(x) ise bu durumda G = 0 dur.
Ispat: Hipotezden

d(d(x)) = g(x),vx €1

dir. Burada x yerine x +y, y € I yazilirsa

d(d(x+y)) =glx+v)

dir. Burada

dx+y)=Dx+y,x+y)

=D(x,x) +D(x,y) + D(y,x) + D(y,y) = d(x) + D(x,y) + D(x,y) + d(y)

= d(x)+d(y)+2D(x,y)

oldugu kullanilirsa

D(d(x) +d(y) + 2D(x,y),d(x) + d(y) + 2D(x,¥)) = g(x) + g(y) + 2G(x, )
dir. D simetrik ters ikili tiirev oldugundan

D(d(x),d(x)) + D(d(x),d(»)) + 2D(d(x), D(x,)) + D(d(¥),d(x))
+D(d),d() +2D(d(), D(x, ) +2D(D(x,), d(x)) + 2D(D (x,),d ()
+4D(D(x,y),D(x,y)) = g(x) + g(¥) + 26 (x,y)

dir. d, D nin izi, D nin simetrik oldugu ve hipotez kullanilirsa

ZD(d(x), d(y)) + 4D(d(x),D(x, y)) + 4D(d(y),D(x, y))

+4d(D(x,y)) - 26(x,y) = 0

elde edilir. R bir 2 — torsion free yariasal halka oldugu kullanilirsa

D(d(x), d(y)) + ZD(d(x),D(x, y)) + ZD(d(y),D(x, y))

+2d(D(x, y)) —G(x,y)=0

olur. Son esitlikte x yerine—x yazilirsa ve D(—x,y) = —D(x,y), d(—x) = d(x)
oldugu kullanilirsa

OZD(d(—x), d(y)) + ZD(d(—x),D(—x, y)) + ZD(d(y),D(—x, y)) +

Zd(D (—x, y)) —G(—x,y)

=D(d(x),d()) = 2D(d(x),D(x,)) = 2D(d (), D (x,)) + 2d(D(x,)) + G (x, y)
elde edilir. Son iki ifade taraf tarafa ¢ikarilirsa
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4D (d (x),D(x, y)) + 4D (d(y), D(x, y)) =2G(x,y)
dir. R bir 2-torsion free halka oldugu kullanilirsa

ZD(d(x),D(x, y)) + ZD(d(y),D(x, y)) =G(x,y),Vx,y €1 [2.6]

bulunur. [2.6] esitliginde x yerine 2x yazilirsa

2D(d(2x),D(2x,v)) + 2D(d(y),D(2x,y)) = G(2x,)

dir. Ayrica

d(2x) = 2x,2x) =D(x+x,x+x) =D(x,x) + D(x,x) + D(x,x) + D(x,x)
= d(x) + d(x) + d(x) + d(x) = 4d(x),

D(2x,y) =D(x+x,y) =D(x,y) + D(x,y) = 2D(x,y)

ve

D(x,2y) =D(x,y +y) =D(x,y) + D(x,y) = 2D(x,y)
dir. Bu ifadeler son esitlikte kullanilirsa

0 = 2D(4d(x),2D(x,y)) + 2D(d(y), 2D(x,y)) — 2G(x,y)
=16D(d(x), D(x,y)) + 4D(d(»),D(x,y)) — 2G(x,y)

elde edilir. Son ifadede [2.6] esitligi kullanilirsa

12D(d(x),D(x,y)) = 0,Vx,y € I

bulunur. Burada R, 2 —torsion free ve 3 —torsion free yariasal halka oldugu kullanilirsa
D(d(x),D(x, }/)) =0,Vx,y €1

dir. Yukaridaki esitlikte y yerine x yazilirsa

0= D(d(x),D(x, x))

:D(d(x), d(x))

dir. d, D nin izi oldugundan

d(d(x)) =0,vx €1

olur ve bu ifade hipotezde kullanilirsa g(x) = 0,Vx € I bulunur. Dolayisiyla Teorem

2.2 kullanilirsa G = 0 elde edilir.

Teorem 2.10: R bir 2 —torsion free ve 3 —torsion free yariasal halka, U, R halkasinin her

u € U igin u? € U kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali ve D:R X R —
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R simetrik ters ikili tiirev ve d, D nin izi olsun. Eger her x € I i¢in [d(x),x] € Z ise bu
durumda d, I iizerinde komiiting doniistimdiir.
ispat: Onerme 1.44 ten R halkasinin I  Uolacak bigimde I # (0) olan bir I ideali vardur.
Hipotezden her x € I igin
[d(x),x] € Z
saglanir. Burada x yerine x + y, y € I yazilirsa
Z3[dx+y),x+y]
=[D(x+y,x+y),x+y]
= [D(x,x) +D(x,y) + D(y,x) + D(y,y),x + y]
=[d(x) +D(x,y) + D(x,y) +d(y),x + ¥]
= [d(x) +d(y) + 2D(x,y),x + y]
= [d(), x] + [d(x), y] + [d(y), x] + [d(y), ¥] + 2[D(x, y), x] + 2[D(x, ), y]
dir. Burada hipotez kullanilirsa
[dC0), y] + [d), x] + 2[D(x, y),x] + 2[D(x,¥),y] € Z

elde edilir. Yukarida x yerine - x yazilirsa ve D(—x,y) = —D(x,y), d(—x) = d(x)
oldugu kullanilirsa

[d(x),y] = [d(), x] + 2[D(x, ), x] — 2[D(x,y),y] € Z

olur. Son iki ifade taraf tarafa toplanirsa

2[d(x),yl + 4[D(x,y),x] € Z

dir. Burada R nin 2 —torsion free halka oldugu kullanilirsa
[d(x),y] + 2[D(x,y),x] € Z

elde edilir. Yukaridaki ifadede y yerine x? yazilirsa ve D nin simetrik ters ikili tiirev
oldugu kullanilirsa

Z 3 [d(x),x?] + 2[D(x, x?), x]

= [d(x),x%] + 2[xD(x,x) + D(x, x)x,x]

= [d(x),x?] + 2[xd(x) + d(x)x, x]

= [d(x),x]x + x[d(x), x] + 2x[d(x), x] + 2[x, x]d(x) + 2d (x)[x, x]
+2[d(x), x]x

dir. Burada hipotez kullanilirsa

6[ld(x),x]x € Z

olur. R, 2 —torsion ve 3 —torsion free halka oldugundan
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[d(x),x]x € Z

bulunur. Bu ifade z € R ile komiite edilirse ve hipotez kullanilirsa
0= [[d(x), x]x, Z]

=[d(x), x][x, z] + [[d(x), ], 7]

= [d(x), x][x, z]

bulunur. Bu ifade soldan r € R ile garpilirsa
rld(x),x][x,z] =0

dir. Burada [d(x),x] € Z oldugu kullanilirsa
[d(x),x]r[x,z] =0

elde edilir. Burada z yerine d(x) yazilirsa
[d(x),x]r[x,d(x)] =0

olur. R yariasal halka oldugu kullanilirsa
[d(x),x] =0,Vx €I

bulunur. Sonug olarak d, I izerinde komiiting doniigiimdiir.
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