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OZET

QUASI METRIK UZAYLARDA TAMLIK KAVRAMI VE BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

LEYLA YOZGATLI
Kirikkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. HAKAN SIMSEK
Subat 2022, 52 Sayfa

Bu ¢alismada bazi sabit nokta teoremleri dort boliimde incelenmistir. Birinci boliimde
metrik uzay kavrami ve sabit nokta teorisi ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Ikinci
bolimde tezde kullanilacak temel tanimlara, teoremlere ve ¢alismanin igerigiyle ilgili
genel bilgilendirmeye yer verilmistir. Ugiincii bdliimde smyth tam veya bi-tam quasi
metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri, sabit noktanin varlig1 ve tekligini igeren
teoremler incelenmistir. Dordiincii boliimde ¢alisma sonucunda elde edilen genel bilgi

ve sonuglardan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Quasi metrik uzay, sabit nokta, smyth tam, bi-tam quasi metrik

uzay



ABSTRACT

THE CONCEPT OF COMPLETENESS IN QUASI METRIC SPACES AND
SOME FIXED POINT THEOREMS

YOZGATLI, Leyla
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. HAKAN SIMSEK
February 2022, Page 52

In this study, some fixed point theorems are examined in four sections. In the first
chapter, basic information about the concept of metric space and fixed point theory is
given. In the second part, basic definitions and theorems to be used in the thesis are
given and general information about the content of the study are given. In the third
chapter, the existence and uniqueness of fixed point examined in Smyth complete
(bicomplete) quasi metric spaces. In the fourth chapter, general information and results

obtained as a result of the study are mentioned.

Keywords: Quasimetric space, fixed point, Smyth complete, bicomplete quasi

metric spaces
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1. GIRIS

Metrik uzay kavrami, topoloji alanindaki 6nemli kavramlardan biridir. Bu kavrami ilk
kez Fonksiyonel Analiz, Olasilik ve Calculus alanlarinda da ¢alisan Fransiz
matematik¢i Maurice Fréchet (1906) doktora tezinde ele almistir. Uzerinde calisilan
uzayda herhangi iki eleman arasindaki "mesafe" kavraminin tanimlanabilmesi
gerekmektedir. Bu manada Metrik uzay kavrami; cebir, diferansiyel geometri,
istatistik, fizik ve miihendislik gibi pek ¢ok alandaki cesitli ¢caligmalar i¢in temel
olmustur. Analiz ve Fonksiyonel Analizde S(x) = 0 ve T (x) = x denklemlerle sik¢a
karsilasiriz. Bu denklemleri ¢6zmek i¢in farkli yontemlerden faydalaniriz. Sabit nokta
teoride bu yontemlerden biridir. Sabit nokta teoremi, diferansiyel denklemlerin, kismi
diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin ve bircok ilgili alanin varlik
teorisinde ¢cok kullanilmaktadir. X bos olmayan bir kiime ve T: X — X e bir fonksiyon
olsun. Eger T (x,) = x, oluyorsa x, noktasina T nin bir sabit noktast denir. Metrik
uzaylar lizerinde tanimlhi fonksiyonlarla ilgili en dikkat ¢eken caligmalardan biri,
Banach tarafindan yapilmistir. 20. yiizyilin 6nemli matematik¢ilerinden kabul edilen
Polonyali Matematik¢i Stefan Banach (1922), doktora tezinde ilk kez “Metrik
Uzaylarda Sabit Nokta Teoremi ni ortaya atmistir. Uzayin metrik yapisini degistirerek
Banach teoreminin genellestirmeleri yapilmaktadir. Metrik fonksiyonlar yerine,
onlarin 6zelliklerinin bir ya da birkagina sahip olmayan fonksiyonlarla da ¢alismak
miimkiin olmaktadir. Bu fonksiyonlara, pseudo metrik, kismi metrik, quasi metrik, G-
metrik, B-metrik gibi 6rnekler verilebilir. Bu ¢alismada da quasi metrik uzaylarda
tamlik kavrami ve bu uzaylarda verilmis bazi sabit nokta teoremleri incelenecektir.
Calismanin birinci boliimii giris kismindan olusmaktadir ve burada metrik uzay ve
sabit nokta teoremiyle ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Ikinci boliim iki kisimdan
olugmaktadir. Birinci kisimda metrik uzay, yuvar, siireklilik, dizi, yakinsaklik, quasi
metrik uzay, tam metrik uzay, azalmayanlik, sag stireklilik gibi tanimlar ve bu
kavramlar1 kolaylastirict temel &rnekler verilmistir. Tkinci kisimda ise sabit nokta
teoreminde sik¢a kullandigimiz Banach, Kannan, Subrahmanyam, Ciric, Caristi,
Matkowski sabit nokta teoremleri verilmistir. Caligmanin {igiincii boliimiinde Metrik

uzaylarda verilen Banach, Kannan [3], [14], Subrahmanyam gibi bazi sabit nokta



teoremlerinin, Quasi metrik uzaylarda smyth tam veya bi-tam quasi metrik uzay
kavrami {izerindeki versiyonlarini inceleyecegiz. Bu inceleme “Alegre, C., Dag, H.,
Romaguera, S., Tirado, P. "On the fixed point theory in bicomplete quasi-metric
spaces”, Journal of Nonlinear Science and Applications 9 (2016), 5245-5251” ve
“Alegre, C., Dag, H., Romaguera, S., Tirado, P.,"Characterizations of quasi-metric
completeness in terms of Kannan-type fixed point theorems". Hacettepe Journal of
Mathematics and Statistics 46 / 1 (2017), 67-76 “adli makalelerinin bakis agisiyla

yapilacaktir. Dordiincii bolimde ¢aligsma kisaca 6zetlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tamimlar

Bu kisimda tez konumuzda kullanacagimiz, metrik uzay, Cauchy dizisi, sabit nokta,
tam metrik, quasi metrik gibi tanimlara yer verilmistir. Temel tanim ve 6rnekler igin
Mahmut Kocgak'in Genel Topolojiye Giris ve Coziimlii Alistirmalar kitabindan ve
Stefan Cobzas’in Functional Analysis in Asymetrik Normed Spaces[17] adl
kitabindan, [15], [16] numarali tezlerden faydalanilmistir.

Tanmm 2.1.1

X bos olmayan bir kiime olsun. d: X X X - R fonksiyonu Vx,y,z € X igin;
ex=y &dxy) =0

o d(x,y) =d(y,x)
ed(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

kosullarini sagliyor ise d ye X tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay

denir.

Ornek 2.1.1
Her x,y € Rigin
d(x,y) = |x — y]

seklinde tanimlanan d: R X R — R fonksiyonu R iizerinde bir metriktir. Bu metrige

R iizerinde alisilmis metrik veya Oklid metrigi denir.

Ornek 2.1.2

d bos olmayan bir X kiimesi tizerinde bir metrik olsun. Her x,y € X i¢in

d(x,y)

p(x,y)= Trdey)



seklinde tanimlanan p fonksiyonu X tizerinde bir metriktir.
Ornek 2.1.3

X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R fonksiyonu x,y € X i¢in

0 , X=Y
d(x,y)={1 ’ X*y

seklinde tanimlansin. d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Bu metrigi Ayrik metrik

olarak da adlandiririz.

Tanmm 2.1.2

(X,d) bir metrik uzay a € X ve &> 0 bir reel say1 olsun.
Bxa)(a, &) = {x € X|d(x,a) < &}

kiimesine a merkezli & yarigapli agik yuvar denir ve By 4y(a, €) ile gosterilir,
Dixa)(a, €) = {x € X|d(x,a) < &}

kiimesine a merkezli € yarigapl kapali yuvar denir ve Dy 4)(a, €) ile gosterilir,
Sxay(a &) = {x€X|d(x,a) = &}

kiimesine a merkezli € yarigaph yuvar ytizeyi denir ve S 4(a, €) ile gosterilir.

Tanim 2.1.3

(X,d) bir metrik uzay ve U da X in bir alt kiimesi olsun. Eger Vx € U i¢in B(x,r) €
U olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa U kiimesine agiktir denir. Eger X\U kiimesi

acik ise U kiimesine kapal1 kiime denir.

Tanmm 2.1.4

(X,d) bir metrik uzay x € X veV € X alt kiimesi i¢in x € G S V kosulunu

saglayan bir G € X acik kiimesi varsa V ye x in bu uzayda bir komsulugu denir.



Tanmm 2.1.5

(X,d) ve (Y,e) metrik uzaylar, f: (X,d) = (Y, e) bir fonksiyon ve x, € X olsun.
Eger V € > 0 i¢in f(B(xy,8)) S B(f(xy), €) olacak sekilde bir § > 0 varsa ya da
Ve > 0i¢in d(xy, x) < 8 oldugunda e(f (xy), f(x)) < € olacak sekilde bir § > 0
varsa f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu X in her

noktasinda siirekli ise f ye siirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.1.6

X bos olmayan bir kiime olsun. Her f: N — X fonksiyonuna X de bir dizi veya

terimleri X in elemanlarindan olusan bir dizi denir. n € N igin f(n) = x,, ise bu

dizi genellikle (x,) seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.7
(X,d) bir metrik uzay, n € N, {x,,} de X de bir dizi olsun. n, < n;,, olmak iizere

{Xnk}

dizisine {x,} dizisinin bir alt dizisi denir.

Tanim 2.1.8

(X, d) bir metrik uzay ve (x,,) terimleri X in elemanlarindan olusan bir dizi olsun.
Her n,m € N igin d(x,, x,,) < r olacak sekilde r > 0 sayisi1 varsa (x,,) dizisine
sinirhdir denir. Yani {x,| n € N} kiimesi (X, d) metrik uzayinda sinirli ise (x,,) ye

sinirli dizi denir.

Tanmim 2.1.9

(X, d) bir metrik uzay ve {x,,} terimleri X in elemanlarindan olusan bir dizi olsun. Her
€ > 0 i¢in bir ny € N sayis1 n > n, 6zelligindeki her x€ N i¢in d(x,, x) < & olacak
sekilde varsa (x,,) dizisine x € X noktasina yakinstyor denir. Bu durumda x noktasina

(x;,) dizisinin limiti denir ve bu durum lim x,, = x seklinde gosterilir.

n—-oo

Uyan 2.1.1

Herhangi bir (X, d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi tek bir noktaya yakinsar.



Uyar 2.1.2

(X, d) bir metrik uzay olsun.{x,} dizisi yakinsak ise her {xnk} alt dizisi de ayni
noktaya yakinsar.

Tamm 2.1.10

(X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda tanimli bir dizi olsun. Ve > 0 i¢in ny € N
sayist n,m > n, oldugunda d(x,, x,,) < & olacak sekilde varsa {x,} dizisine bir

Cauchy dizisi denir.

Uyar 2.1.3

(X, d) bir metrik uzay (x,,) terimleri X in elemanlarindan olusan bir dizi olsun. (X, d)
metrik uzayinda (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmasi icin gerek ve yeter sart R

standart uzayinda n, m — o igin d(x,, x,,) — 0 olmasidir.

Ornek 2.1.4

Herhangi bir (X,d) metrik uzayinda yakinsak her (x,) dizisi bir Cauchy
dizisidir. (x,,) dizisi x € X noktasina yakinsasin ve & > 0 verilsin. (x;,) dizisi x € X

noktasina yakinsadigindan bir n, € N sayis1t n > n, 6zelligindeki her n € N igin

d(x,,n) < golacak sekilde vardir. O halde n, m > n, 6zelligindeki her n, m € N igin
d(xp, Xpm) < d(xp, x) +d(x,x,,) < g .|.§ = ¢

olur. Yani (x,,) bir Cauchy dizisidir.

Tanmm 2.1.11

(X, d) metrik uzayinda tanimli T: X — X fonksiyonu,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

esitsizligini tanim kiimesindeki tiim X, y 'ler i¢in sagliyorsa, T fonksiyonuna biiziilebilir

doniisiim denir.



Tamm 2.1.12
(X, d) bir metrik uzay olsun. f: X — X bir fonksiyon olsun. Her x,y € X i¢in
d(f(x), f(¥)) < kd(x,y)

olacak sekilde k € [0,1) ozelligine sahip bir k reel sayist varsa f fonksiyonuna bir

biiziilme doniisiimii denir.

Tanmm 2.1.13

(X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X igin;
d(Tx,Ty) < qmax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty) + d(y, Tx)}

olacak sekilde bir 0 < g < 1 sayis1 varsa, T’ye quasi-biiziilme fonksiyonu denir.

Tamm 2.1.14

(X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. V x € X i¢in
d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde a > 0 sayis1 varsa T ye Lipschitz doniisiimii denir. Bu esitsizligi

saglayan en kii¢iik a sayisina T nin Lipschitz sabiti denir.

Burada Tezin ilerleyen kisimlarinda yer alan bazi teoremlerde kullanacagimiz birkag
fonksiyonu verelim. Burada yer alan ve yanlarinda yer alan sartlar ile bu fonksiyonlar,
sabit nokta teoremleri icerisinde cesitli yazarlar tarafindan kullanilmigtir. Bu
fonksiyonlar1 ileride teoremler igerisinde tekrar tekrar yazmamak i¢in ve daha kolay

referans verebilmek adina burada yazacagiz.

Tanmim 2.1.15

(X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. ¢, n, ¢ : R*» R*

fonksiyonlarini goz oniine alalim;

1. @ azalmayanve her t>0icin lim¢ " (t) =0, ve Vx,y € X i¢in
n—-oo

d(Tx,Ty) < ¢ (d(x,y)) sartin1 saglar,

2. @ ,azalmayan, sagdan siirekli ve Vx,y € X ve ¢(t) <t, t> 0 i¢in;



d(Tx,Ty) < ¢ (d(x,y)) sartin1 saglar,

3. nsireklidir,hert > 0i¢in 0 < n (t) <t ve;Vx,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y) —n(d(x,y)) sart1 saglanir,

4. 1) azalmayan, siirekli, ¥ ~1(0) = {0}, Vx,y € Xvebaz1 a € [0, 1) igin
Y(d(Tx, Ty)) < ay (d(x,y)) sart1 saglanir,

5. 1 vey azalmayan, siirekli, 1y ~1(0) = n71(0) = {0} ve Vx,y € X icin
Y(d(Tx, Ty)) < YP(d(x,y)) —n(d(x,y)) sart1 saglanir.
Tanim 2.1.16
X bir kiime ve f: X — X bir fonksiyon olsun. f(x,)=x, 6zelligini saglayan x, € x
noktasina f fonksiyonunun bir sabit noktas1 denir.
Ornek 2.1.5
fiR >R, f(x)=x>fonksiyonunun sabit noktas1 x=1 ve x=0 noktasidir. Fakat
X =[0, ), f(x)=x + 2 doniistimiiniin bir sabit noktas1 yoktur.
Ornek 2.1.6
X = {0} U [1,2] kiimesini alisilmis metrik ile goz 6nline alalm. T: X - X
doniistimii

1 , x=0

sz{O , x#0

olarak tanimlansin. Bu durumda V x,y € X icin
d(Tx,Ty) < {(d(x, Tx) + d(y, Ty)}

esitsizligi saglanir fakat T nin sabit noktas1 yoktur.



Tanim 2.1.17

(X, d) bir tam metrik uzayinda tanimli T fonksiyonu igin
d(Tx, Ty) < ad(x,Tx) + ad(y, Ty)
olacak sekilde bir 0 < a < %varsa T fonksiyonuna bir Kannan fonksiyonu denir.[13]

Tanim 2.1.18

(X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her cauchy dizisi X in bir noktasina yakinsiyor ise

X uzaymna tam metrik uzay denir.

Ornek 2.1.7

Q nun R de tam olmadigin1 gérelim.
x; = 1ven = 1igin xpey = — + =2 olmak iizere (x,) dizisi yani

17 577
12’ = 208"

x1=1,x2= +

2 3
,x3:§+z=

[ [N
N~
N W

dizisi verilsin. Bu durumda
d(xw xm) = |xm - xnl -0

oldugundan bu dizi Q da bir cauchy dizisidir. (x,) dizisinin x € Q noktasina

yakinsadigini varsayalim. Bu durumda her n € N i¢in x,, > 1 oldugundan x >1

dir. Diger yandan x,,; = xi + %" oldugundan

) ) 1 x 1 lim xp
lim x = lim(—+=2)=— oo
n+1
n—oo n—oo \Xn 2 lim xn 2
n-oo

olur. Buradan

olur. Bu durumda x? = 2 ve bdylece x,, = 0 oldugundan x = /2 olur. Bu ise V2 ¢
Q oldugundan bir c¢eliskidir. Bu durumda (x,) dizisi Q nun higbir noktasina
yakinsamaz. O halde Q tam degildir.



Ornek 2.1.8

Her (X, d) ayrik metrik uzayimnin tam oldugunu gosterelim.

(xy) bir cauchy dizisi olsun. Bu durumda € = 7 i¢in bir ny € N sayis1 n,m = n,

ozelligindeki her n,m € N
d(xy, X)) < %
olacak sekilde vardir. Bu durumda n > n, 6zelligindeki her n € N i¢in
1
d(xn, xno) < >
olur. Diger yandan d(xn, xno) = 0 veya d(xn, xno) = 1 olacagindan n = n,

dzelligindeki her n € N igin d(x,, x,,) = 0 olur. Bu durumda n > n, ézelligindeki
her n € N igin x,, = x;, olur. Diger bir deyisle, belirli bir terimden sonra dizi sabittir.
Bu durumda bu dizi yakinsak ve limiti x, dir. O halde (X,d) ayrik metrik uzay1

tamdir.

Tanimm 2.1.19

X kiimesi ve d: X - X — R fonksiyonu verilmis olsun. Vx,y,z € X igin;
o d(x,x)=0

o d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

od(x,y)=dy,x) =0=x=y

kosulunu sagliyorsa d ye quasi metrik denir. Eger,

e d(x,y)=0 =x=y

Ozelligini sagliyorsa d ye T;- quasi metrik denir. Bu durumda (X, d) ikilisine quasi

metrik veya T;- quasi metrik uzay denir.

10



Ornek 2.1.9

— X, x <

x=[01veawy =" 17

fonksiyonu tanimlansin.

e d(x,x)=0
s d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
e d(x,y) =0ise y —x = 0olmaldir, x = y elde edilir. Ancak

e d(x,y) =d(y,x) esitligi V x,y € R i¢in saglanmaz. Bu durumda (X, d) uzay1

T;-quasi metriktir ancak metrik degildir.
Tanim 2.1.20

(X,d) quasi metrik uzaymnda By(xg,€) ={x € X:d(xy, x) <€} ile tanimlanan

kiimeye x, merkezli € yarigapli agik yuvar denir.

Tanim 2.1.21

(X, d) quasi metrik uzayinda Vx,y € X igin;

d~1 fonksiyonu d~1(x,y) = d(y,x) seklinde tammlanir ve X de bir quasi metrik

belirtir.

ds fonksiyonuise d®(x,y) = max{d(x,y),d *(x,y)} seklinde tanimlanir ve X de bir
metrik belirtir.

Tanim 2.1.22

(X, d) bir quasi metrik uzay, {x,} bir dizi ve a € X olsun. Eger n —» o, d(a,x,) —

0 ise {x,,} dizisinin t; ye gore yakinsak denir. Buna d-yakinsama denir ve

d
X, 2 aed(a,x,) —0

seklinde gosterilir.
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Benzer sekilde n — oo, d(a,x,) - 0 olacak sekilde {x,} dizisi t4-1 ye gore

yakinsaktir ve buna d ~'yakinsama denir ve

-1
X, —aesd(x,,a)—0

seklinde gosterilir.

n — oo, d*(a,x,) = 0 olacak sekilde {x,} dizisi t4s ye gore yakinsaktir ve buna

d®yakinsama denir ve

dS

X, 2 aed’(x,,a) >0
seklinde gosterilir.

Uyan 2.1.4

Her quasi metrik yapisi ile bunun tanimli oldugu kiime {izerinde bir 7, topolojisi
olusturulabilir. Eger (X, d) bir quasi metrik uzaysa 7, topolojisi T, dir ancak T;-quasi

metrik uzaysa t, topolojisi T, dir.
Uyar 2.1.5

(X, d) quasi metrik uzayinda tanimli bir dizinin d®-yakinsak olmasi i¢in, ayni anda

hem d-yakinsak hem de d~!-yakinsak olmasi gerekir.

Ornek 2.1.10

X = {% in E N} uzay1 ve bu kiime tlizerinde

- %, ntek,mgiftven <m
a (3 =10, n=m
1, diger durumlarda

quasi metrigi verilsin. Bu uzayda {x,} = {i} dizisi d-yakisak ya da d~1- yakinsak
degildir.
Tamm 2.1.23

(X, d) bir quasi metrik uzay ve {x,} bu uzaydaki bir dizi olsun.
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eve>0 Ix€ X, dkeN vm=k ,d(x x,) < eoluyorsa, {x,} dizisine
sol d -Cauchy,

evVe>0 3Ix€X, IkeN Vm=>k ,d(x, x) <eoluyorsa, {x,} dizisine

sag d-Cauchy,

eve>0 3IkeN Vr,s>k , d(x,xs) < eoluyorsa, {x,} dizisine
d-Cauchy,

eve>0 IkEN Vr,s; r=s=>k ,d(x,xs) <eoluyorsa {x,} dizisine

sag K-Cauchy,

eve>0 3IkeN Vr,s;r>s>k , d(xgx,) < eoluyorsa {x,} dizisine
sol K-Cauchy dizisi denir. [11]

Ornek 2.1.11

- X2y

ile tanimlanan d fonksiyonu X
) x<y

X = (0,1) ve d(x,y) = {"1

tizerinde bir quasi metrik belirtir. Bu uzayda, {x,,} dizisi,

bl = {1

n+1
seklinde tanimlansin. Vr < s i¢in d(x,, x5) = 0 saglandigindan {x,} dizisi sol K-
Cauchy ve dolayisiyla sol d-Cauchy’dir. Fakat her x € X igin belli bir noktadan
sonra d(x,,x) = 1 oldugundan {x,,} dizisi sag d-Cauchy degildir.

Tamm 2.1.24

(X, d) bir quasi metrik uzay olsun. (X, d) tlizerinde
d(Tx,Ty) < c(d(x, Tx) +(d(y, Ty))

Vx,y € X sart1 saglanacak sekilde bir ¢ € [0,1/2) sabiti varsa X den X olan bir T

doniisiimiine d-Kannan doniisiimii denir.

Tanim 2.1.25

(X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) tizerinde taniml
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d(Tx,Ty) < p(x) — ¢(Tx)

sartin1 saglayan alttan yar1 siirekli bir ¢: X — [0, o) fonksiyonu varsa (her x € X) T’

ye Caristi doniistimii denir.

2.2. Temel Teoremler
Teorem 2.2.1 (Banach, 1922)

(X, d) bos olmayan bir tam metrik uzay ve T:X — X Dir biiziilme dontigiimii olsun,
bu durumda T 'nin X in i¢inde bir sabit noktas1 vardir ve bu nokta tektir. Ustelik x; €

X olmak tizere
X1, X2 = T(x1), e, X = T (Xp—1)
ile taniml {x,,} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.
Ispat
X € X olsun.
x1=Txg, %, = Tx; = T?xg, ..., Xy = Txp_q = T"x,

seklinde taniml {x,,} dizisini goz Oniine alalim. Vn € N i¢in;

d(xn, Xp41) = d(Txn—q, Txy)

< Ld(xp—1,%y)
olur. O halde m,n € N, m > n igin;

d(Xn, Xm) < d(xp, Xny1) + d(Xpgq, Xny2) + o+ dQop1, Xm)
<Ld(x,x1) + L1 d(xg, x1) + - + L™ d (xg, x1)

:[L‘I’l + Ln+1 + e + Lm_l]d(xo, xl)

Ln
=17 d (xg,x1)
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Buradan {x,} dizisinin bir cauchy dizisi oldugu goriiliir. X tam oldugundan
limx,, = z olacak sekilde bir z € X noktas1 vardir. Ayrica T siirekli oldugundan

z =limx,,; =limTx, =Tlimx, =Tz

elde edilir ve buradan T nin tek bir sabit noktasinin oldugu goriiliir. w € X noktas1 T

nin bagka bir sabit noktasi ise

0<d(z,v)=d(Tz,Tw) <Ld(z,v) <d(z,v)

olur ki bu L<I oldugundan ¢elisir. Yani T nin sabit noktasi tektir.
Teorem 2.2.2 (Kannan, 1968)
(X, d) bir tam metrik uzayida tanimli T fonksiyonu verilsin. Eger her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,Tx) + ad(y,Ty)

olacak sekilde bir 0 < a < é sabit sayist varsa T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir.
Teorem 2.2.3 (Ciric,1974)

(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir quasi-biiziilme olsun. Bu durumda T’nin

tek bir sabit noktasi vardir.
Teorem 2.2.4 (Subrahmanyam, 1975)

Bir metrik uzayin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, o uzaydaki her Kannan

fonksiyonunun bir sabit noktaya sahip olmasidir.
Teorem 2.2.5 (Caristi, 1976)

(X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger T bir Caristi

fonksiyonu ise T’nin X’de bir sabit noktas1 vardir.
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Teorem 2.2.6 (Matkowski, 1994)

(X,d) bir tam metrik uzay, T bu uzayda tanimh bir doniisiim, : [0, ) — [0, =)

monoton azalmayan ve her t € [0,00) i¢in lim " (t) = 0 esitligini saglayan bir
n—>oo

fonksiyon olsun.

esitsizligi her x, y € X i¢in saglaniyorsa, T ‘nin X ‘de tek bir sabit noktas1 vardir.
Teorem 2.2.7 (Edelstein,1963)

(X,d) bir kompakt metrik uzay ve T:X — X biiziilebilir bir doniisiim olsun. Bu

durumda, T dontisiimii X “de bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 2.2.8 (Cobzas, 2011)

(X, d) bir dizisel tam T; quasi metrik uzay ve T bu uzayda tanimli bir doniisiim olsun.
T4-1 topolojisine gore alttan yari siirekli bir ¢: X — [0, ) fonksiyonu i¢in

d(x,Tx) < Y(x) — Y (Tx)

esitsizligi her x € X icin saglansin. Bu takdirde T 'nin bir sabit noktas1 vardir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu baglikta [12],[13] numarali makaleler de verilen kavramlar1 incelemek
amaglanmaktadir. Quasi metrik uzaylarda ¢esitli tamlik kavramlar1 vardir. Bu
calismada bu tamlik yapilarinin tanimi verilecek ve bu kavramlardan yukarda sozii
edilen makalelerde kullanilan anlamda tamlik kavramlari yoluyla elde edilmis
teoremlere yer verecegiz. Bunlar arasinda farkliliklar oldugundan bu baslikta

calismamiz1 temelde iki alt basliga ayiracagiz.

3.1. Bu Bashkta Quasi Metrik Uzaylarda Sol K-tam Kavram ve

Kannan ve Caristi Doniisiimii ile Tlgili Teoremler Verecegiz
Teorem 3.1.1

(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir Kannan doniisiimii olsun. O zaman T bir
tek v € X sabit noktasina sahiptir ve tistelik Vx € X icin {T"x} dizisi bu v noktasina

yakinsar.[16]
Ispat

Xo €E X olsun. Vn € N i¢in x,= Tx,_1=T"x, ile tanimh {x,} dizisini g6z Oniine

alalm. Vn € N
d(xn, Xp41) = d(Txn-1, Txy)
<Kd{(xp—1, Txp_1) + d(x,, Tx,)
= Kd{(xp—1,xn) + d(xn, Xn4+1)}

buradan

K
d(xn' xn+1) = 1-K d(xn—lr xn)
elde edilir. Boylece Vn € N i¢in
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d(n, Xns1) S 7 Aoy, )

K
< (E)z d(xn—z' xn—l)

K
< ()" d(xo, x1)
bulunur. Simdi ﬁ =L dersek K <% oldugundan L<1 dir. O zaman m,n € N i¢in

d(xnfxm) < d(xn: xn+1) + d(xn+1'xn+2) + et d(xm—lfxm)

SLnd(xO, xl) + Ln+1d(x0, xl) + + Lm_ld(xO, xl)

_ A=
=P 4, %)

< d(xe 1)

1-L

bulunur. Dolayisiyla {x,} bir Cauchy dizisidir.(X,d) tam oldugundan lim x,, = v

olacak sekilde bir v € X vardir. Boylece
d(w,Tv) < dW, xp41) + d(xXp41, TV)
=d(w,xp41) +d(Tx,, Tv)
< dW,xp41) + Kd{(x,,Tx,) +d(v,Tv)}

=dW, xp41) + Kd{(xp, Xn41) + d(w, Tv)}

oldugundan
1 K
d(v, Tv)<— d(, xn11) + T d(Xn, Xn41)

bulunur ki n - oo i¢in limit alinirsa d (v, Tv) = 0 elde edilir. Yani v noktas1 T nin bir

sabit noktasidir. Sabit noktanin tek oldugu

d(Tx,Ty) <K{d(x,Tx) + d(y,Ty)}

18



esitsizligi yardimiyla goriliir. Ayrica Vx € X igin {T"x} dizisi bu v noktasina

yakinsar.

Teorem 3.1.2 (Subrahmanyam)

(X,d) metrik uzay olsun. Vx,y € X ve 1 > 0 igin;
d(Tx,Ty) < Amax{d(x,Tx),d(y,Ty)}

ve sayilabilir bir kiime 6zelligini saglayan T'(X) ve her T: X — X doniisiimii bir sabit

noktaya sahip ise (X, d) metrik uzay1 tamdir. [16]

ispat

(X, d) metrik uzayinin tam olmadigini1 kabul edelim. X de yakinsak olmayan bir {x,, }

Cauchy dizisi vardir. Bu dizinin terimlerinin farkli oldugunu kabul edebiliriz. Simdi
A ={x,:n € N} diyelim. {x,,} dizisi yakinsak olmadigindan V x & A i¢in

d(x,A) = inf{d(x,y) : y € A}>0dir. {x,} bir cauchy dizisi oldugundan her bir x ¢

A noktasina karsilik m,n = N(x) oldugundan

d(xp, X)) < Ad(x,A)
olacak sekilde bir N (x) pozitif tam sayisi vardir. Bu durumda m,n > N(x) ve

[=1,2,3,..1i¢in
d(xp,, xym) < Ad(x,A) < Ad(x, x;)
olur. Ozel olarak m > N(x) ve [ = 1,2, 3, ... igin

d(xN(x),xm) < Ad(x,A) < Ad(x,x;)

yazilabilir. Benzer sekilde her x = x,, € A iginm = n’ oldugunda

d(xmv xn') < Ad(xp, xn’)

olacak sekilde bir n’ > n pozitif tam sayist vardir. Simdi T: X — X donligiimii
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X , A
Tx = { N0 x e
Xn' , X =x, €E A
biciminde tanimlansin. T nin sabit noktaya sahip olmadig iistelik (T'x) de sayilabilir

bir kiime oldugu agiktir. Simdi x,y € X olsun. O zaman Tx =x, ve Ty = x,,

bi¢ciminde olacagindan

Adly,A\{y}), nz=m

d(TX, Ty) = d(xn'xm) < {ld(X,A\ {x}), n<m

olur. Yani V x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Amax{d(x,Tx),d(y,Ty)}

esitsizligi saglanir. Sonug olarak T doniistimii Teorem 3.1.2 6zelliklerini saglayan bir
doniisiim olup sabit noktaya sahip olmadigindan ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla (X, d)

metrik uzay1 tamdir.

Bir metrik uzayin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, bu uzaydaki her Cauchy
dizisinin yakinsak olmasidir. Ancak bir quasi metrikte bu sekilde tek bir tanim yoktur.

Altun vd. (2017) yaptiklar1 ¢alismada bu tanimlar1 su sekilde vermistir [18].

Tamm 3.1.1

(X, d) bir quasi metrik uzayinda taniml1 her

e Sol (sag) d-Cauchy dizisi d-yakinsak ise (X, d)ye sol (sag) G-tam,

e d-Cauchy dizisi d-yakinsak ise (X,d)‘ye G-tam,

e Sol (sag) d-Cauchy dizisi d~1-yakinsak ise (X, d)‘ye sol (sag) n-tam,

e d-Cauchy dizisi d~-yakinsak ise (X, d)‘ye n-tam,

e Sol (sag) d-Cauchy dizisi d®-yakinsak ise (X, d)‘ye sol (sag) 6-tam,

e d-Cauchy dizisi d®-yakinsak ise (X, d)‘ye 6-tam,

e Sol (sag) K-Cauchy dizisi d-yakinsak ise(X, d)‘ye sol (sag) K-tam,

e Sol (sag) K-Cauchy dizisi d~1-yakinsak ise (X, d)‘ye sol (sag) M-tam,
e Sol (sag) K-Cauchy dizisi d%-yakinsak ise (X, d)‘ye sol (sag) Smyth tam

denir.
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Ornek 3.1.1

0, m=n ise
X=Nved(m,n) = ni m > n ve m ift n tek ise
1, diger durumlarda

fonksiyonu verilsin. (X, d) quasi metrik uzay1 géz oniinde bulunduruldugunda {x,} =
{2n} dizisi bir sagd-Cauchy dizisidir ve (2n +1) € N tek sayilarma d~1-
yakinsaktir, ancak d—yakinsak degildir. Bu durumda sag G -tam degildir.

Ornek 3.1.2
_ _(x—y, x=yigin
X=(01) ve d(x,y) = {1' x < y icin olsun.
(X, d) quasi metrik uzayinda,
4
b} = {n+1}

seklinde tanimlanan {x, } dizisi sol d-Cauchy ve sol K-Cauchy oldugu halde d, d~!
veya d3-yakinsak olmadigindan, (X, d) uzayi sol G/n /6-tam veya sol K/M/Smyth-
tam degildir.

Bu uzayda {x,,} sag d-Cauchy olan bir dizi ise her € > 0 igin,

X, — X, Xp =X
d(xn,x)={1" x:<x <e

esitsizliginin saglanabilmesi i¢in
X, te<x <x,

seklinde olmalidir. Bu durumun bir k € N degerinden biiyiik tiim n'ler igin saglanmasi
gerektiginden, dizi bir noktadan sonra sabit dizi olmalidir. Bu durumda {x,,} dizisi d,

d~1 ve dS-yakinsaktir, (X, d) uzay1 sag G -tam, sag n-tam ve sag 0-tamdur.

Buna benzer tanimlarin bir digeri agagida verilmistir.
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Tanim 3.1.2

(X, d) bir quasi metrik uzayinda tanimli (x,,) dizisine, eger her € > 0 i¢in d(x,, x) <
€ olacak sekilde bir ng € N (dyleki buradan, < n < mdir) varsa sol K-cauchy
dizisi denir. Eger, (X, d) bir quasi metrik uzayinda tanimli her sol-K cauchy dizisi bu
uzayda tanimlanan t4 yapisina gore ((X, d®) metrik uzayinda her cauhy dizisi) bu
uzayda bir noktaya yakinsar ise bu uzaya sol K-dizisel tam(d -dizisel tam) uzay denir.
Eger (X, d) uzayinda her sol K- cauchy dizisi t4° uzayinda yakinsak ise bu takdirde
Smyth tam uzay olarak adlandirilir. Bundan sonraki bagliklart bu tanimlamalarla

inceleyecegiz.

(X, d) bir quasi metrik uzayinda asagidaki durum gegerlidir. Bu durumun tersi genelde

dogru degildir.
Smyth tam — sol K — dizisel tam — d — dizisel tam
Bu durumu iki bilinen drnekle gosterebiliriz.

Ornek 3.1.3

X = N U {0} ve d de X iizerinde asagidaki gibi tanimlanan bir T; quasi metrik olsun.

d(x,x) =0 herx €X
d(x,y) =4d(0,x) =
d(x,y) =1 diger haller

hern €N

R

Bu taktirde(X, d) uzay1 sol K- dizisel tam olur. (Dikkat edelim ki X iizerinde t, uzay1
kompakt topoloji olusturur) Ancak bu uzay Smyth tam uzay olmaz. Ciinkii bu uzayda
(n),n € N dizisi bir sol K-cauchy dizisi olur ancak bu dizi t,;° uzayinda bir yakinsak
degildir.
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Ornek 3.1.4

R reel sayilar ciimlesi ve bu climle iizerinde d ise asagidaki gibi tanimlanan bir T;

quasi metrik olsun.

X<y

- X
d(x,y)={yl x>y

Bu taktirde (R,d) uzay1 bu uzayda her cauchy dizisi (R, d®) uzayinda sabit dizi

olacagindan d-dizisel tam olur. Bununla beraber bu uzay sol K-dizisel tam uzay olmaz.
Ciinkii bu uzayda (— %), n € N dizisi bir sol K-cauchy dizisi olur ancak bu dizi t4°

uzayinda bir yakinsak degildir. Bu uzayin R iizerinde alt limit topolojisi olusturduguna
dikkat edelim.

Bu calismada yukarda verilen anlamda Smyth tamlik kavramini kullanacagiz.

Smyth tam quasi metrik uzaylarda Caristi teoreminin bir versiyonunu [19]

makalesinde S. Romeguera ve P. Tirado 2015 de asagidaki sekilde vermislerdir.
Tamm 3.1.3

(X,d) quasi metrik uzayinda bir T self donisiimiine, eger asagidaki

d(x,Tx) < @(x) — @(Tx) fonksiyonu her x € X i¢in

sart1 saglayan bir alttan yar1 siirekli, ¢: X — [0,0) varsa bu fonksiyona d*-Caristi

doniistimii denir.

Teorem 3.1.3

(X,d) tam quasi metrik uzaymda her d-Caristi doniigiimii bir sabit noktaya

sahiptir[19].
Ispat

(X,d) tam quasi metrik uzay olsun ve T: X — X doniisiimii bir d-Caristi dontisiimii

olsun. Bu takdirde 74-1 topolojisine gore alttan yari siirekli bir
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@ X - [0, 00) doniisiimii mevcuttur ve d(x,Tx) < @(x) — @(Tx), her x € X igin

saglanir. Klasik metrik uzaylarda oldugu gibi X {izerinde bir < siralama bagintist

x<yodkxy) <elx)— @(y), her x,y € Xi¢in tammlayalim. Agik olarak <
bagintis1 X {izerinde bir kismi siralamadir. V x € X icin x < Tx olduguna dikkat
edelim. (X, <) kismi sirali ciimlesinin bostan farkli tam sirali her alt ciimlesinin bir st
sinira sahip oldugunu ispatlamaliy1z. Gergekten A, X in tam sirali alt climlesi oldugunu
varsayalim. (X, d) uzayinda (X,),e4 agmin sol K-cauchy agi oldugunu gosterelim.
Burada her x € X igin, X, := x olarak tanimlansin. Bunu sonlandirmak igin

in

= eA @(x) secelim. Verilen her keyfi € > 0 i¢in ¢@(x) < r + € olacak sekilde

x € A secelim. Su halde herhangi y,z € 4 i¢in x < y < z oldugundan

d(y,z) < o(y) — ¢(2) < p(x) — ¢(z) <r+e—r = eelde ederiz.

Sonug olarak (X, ).eq4 81, (X, d) uzayinda sol K-cauchy dizisidir ve 7,;-1 topolojisine
gore p € X gibi bir noktaya yakinsar. x € A segelim ve € > 0 keyfi olsun. Bu takdirde
z € Avey < zoldugunda d(z,p) < eve p(p) — @(z) < € olacak sekilde biry € A

vardir. x < z, ve y < z, olacak sekilde bir z, € A segelim. Boylece

d(x,p) < d(x,z) +d(ze,p) < p(x) — @(z0) +te< @(x) — ¢(p) + 2¢

elde ederiz. € keyfi oldugundan d(x,p) < ¢@(x) — @(p) yani x < p oldugu i¢in p, A
i¢in bir tist sinir olusturur. Zorn Lemmasi geregi (X, <) bir maksimal elemana sahiptir.
Bu elemana a dersek a < Ta oldugundan a = Ta elde edilir. Boéylece a, T nin bir

sabit noktasidir.

Asagida verilen 6nermeler Romaquera, S.ve Tirado,P. [19,Proposition 1,Proosition 2)]

ya ait olup daha sonraki teoremlerin ispatinda kullanilacagi i¢in burada verilmistir.

Onerme 3.1.1 Bir (X, d) quasi metrik uzayinda Smyth tam olmas i¢in gerek ve yeter

sart bu uzayda her sol K-cauchy dizisinin t;° uzayinda yakinsak olmasidir. [19]

Onerme 3.1.2 Bir (X,d) quasi metrik uzayinda (x,,) dizisi bir sol K-cauchy dizisi
olsun. Eger (x,) dizisi t,4° uzayinda bir x € X noktasina yakinsayan bir alt diziye

sahip ise bu takdirde (x,,) dizisi t;°uzayinda bir X € X noktasina yakinsar. [19]
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Teorem 3.1.4

(X, d) quasi metrik uzaymin smyth tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu uzayda her

d*-caristi doniigiimiiniin X de bir sabit noktaya sahip olmasidir. [19]

ispat

(X,d) smyth tam quasi metrik uzay ve bu uzayda tanimli T doniisiimii dS-caristi
y q Y Yy $

doniisiimii olsun. Bu takdirde 745 de alttan yar siirekli olan ve

d(x,Tx) < @(x) — ©(Tx), Vx € X sartim saglayan ¢ :X — [0,) fonksiyonu
vardir. Tam olarak Teorem 3.1.3’{in ispatinda oldugu gibi (X,d) uzayinda sol K-

cauchy dizisi insa edebiliriz.

(X, d) smyth tam oldugundan yukarida insa edilen ag (ya da dizi) p € X noktasina t s
topolojik uzayinda yakinsar. Bu p noktasinin, T’nin sabit noktasi oldugu sonucuna
yine Teorem 3.1.3’iin ispatinda oldugu gibi ¢ fonksiyonunun t,s uzayinda alttan yar1

siirekli olmasindan dolay1 ulasiriz.

Diger yonii gostermek i¢in Onerme 3.1.1 geregi (X, d) uzayinda her sol K-cauchy
dizisinin 74s uzayinda yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. Aksini kabul edelim.
Bu takdirde (X,d) uzayinda bir (x,),en SOl K-cauchy dizisinin t4s uzayinda

yakinsamadigini varsayalim. Her bir k € N i¢in Vn > n; oldugunda
d (X, Xn) < 270D olacak sekilde bir ny, > k vardir.

Buradan d(xnk,xnk+1) < 2=+ vk € N olacaktir. Vk € N i¢in y;, := Xy, Olarak

tanimlayalim. Bu takdirde Onerme 3.1.2 den genelligi bozmaksizin k # j oldugundan

yk # yj ve {y, := k € N} dizisi t4s uzayinda hig bir yakinsak alt dizi igermez.

Vk € N i¢in Ty, =y, Ve her x € {y, : k € N} i¢in Tx=y; olarak tanimlanan

T: X — X bir d®-caristi doniisiimii oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin

@: X - [0, ) déniisiimii Vk € N i¢in @(y;)=2"% ve ¢ (x)=d° (x,y,) + % ,
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x & {yy : k € N} seklinde tanimlansin.

Her bir k € N i¢cin @(yy) < @(x), x € {y; : k € N} oldugundan x - d*(x,y;)
fonksiyonu t4s de yakinsak oldugundan ¢’ nin alttan yari siirekli fonksiyon oldugunu
elde ederiz. Ustelik

AW Tyi) = AW Yiesr) < 27% D = o(y,) — o(Tyy) , Yk € N ve

d(x,Tx) =d(x,y,) < d°(x,y1) = o(x) — @(Tx) Vx & {y, : k € N} elde ederiz.

Boylece (X, d) uzaymnda T bir d-caristi doniistimii olur. Ancak T bir sabit noktaya

sahip olamaz. Bu durum ise bir ¢eliskidir. Yani yukaridaki 6nermenin karsiti dogrudur.

Simdi de Kannan doniisiimii yardimiyla elde edilen ve tamligi ifade eden bazi

teoremleri verelim.[13]

Lemma3.1.1

(X,d) quasi metrik uzaymnda T doniisimiic € [0,1\2) sabitiyle bir d-Kannan

donisimi olsun. Bu takdirde;

(a) Vx,yeX, d°(Tx,Ty) <c(d(x,Tx)+d(y, Ty))
(b) T doniisiimii (X, d°) metrik uzayinda bir Kannan doniistimidiir.

(c) Herhangi bir xy € X i¢in ( T"xy ey dizisi (X, d®) metrik uzayinda bir Cauchy

dizisidir.

Ispat

(a) x,y € X igin;

d(Tx,Ty) <c(d(x,Tx)+d(y,Ty))ved(Ty,Tx) <c(d(y,Ty) +d(x,Tx))
d*(Tx, Ty) <c(d(x,Tx)+d(y,Ty)) <c(d(x,Tx)+ d(y,Ty)) elde edilir.
(b) Vx,y € X, c sabiti igin;

d(x,Tx) < d°(x,Tx) ve d(y, Ty) < d*(y,Ty)

26



oldugundan (a) geregi c sabitiyle beraber T doniisimii (X, d°) iizerinde bir Kannan

doniistimiidiir.

(c¢) (b) geregi T doniisiimii (X, d°) uzayinda tanimlh oldugundan, ( T"xg )y dizisi
herhangi bir x, € X i¢in Kklasik Kannan sabit nokta teoremi ispatinca (X, d®) metrik

uzayinda bir Cauchy dizisidir.

Lemma 3.1.1 ile ilgili olarak (X,d) quasi metrik uzayinda bir self doniisiim Ornegi
verecegiz. Bu doniisim (X,d°) uzayinda Kannan doniisimii olurken d-Kannan

doniisiimii olamaz.
Ornek 3.1.5

X = [0, ) ve X tizerinde her x, y € X i¢in d(x,y) = max{y — x, 0} ile taniml1 quasi

metrik olsun. Bu durumda (X, d) uzayinin smyth tam oldugunu biliyoruz.

0, x € [0,1]

T:X - X, T(x):{z' x € (1,00) olarak tanimlansin.

Eger x >y > 1ise d(Tx, Ty) = => olur ancak d(x, Tx) = d(y, Ty)=0 oldugundan
T doniisiimii (X, d) uzayinda d-Kannan degildir. Bununla beraber ¢ = % icin (X, d°)

uzayinda T doniisimii Kannan dontisimii degildir. (d°nin X uzayinda Euclidean

metrik olmadigina dikkat ediniz)

Teorem 3.1.5

(X, d) uzay1 d-dizisel tam quasi metrik uzay olsun. Bu takdirde (X, d) uzayinda her

d-Kannan doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat

T, (X, d) tizerinde d-Kannan doniisiimii olsun. Bu takdirde V x € X i¢in biiziilme sart1
saglanacak sekilde bir ¢ €[0,1\2) vardir. x, € X secelim. Lemma 3.1.1 (c) den
(T™x¢)nen dizisi (X, d®) uzayinda bir cauchy dizisidir. (X,d) uzayi d-dizisel tam

oldugundan, 74 uzayinda (T"x,),ey dizisi bir z € X noktasina yakinsar.

Yani n - oo oldugunda d(z, T"x,) — 0 olur.
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Simdide Tz nin T déniisiimiiniin tek bir sabit noktasi oldugunu gosterecegiz. Bunun

icin ilk olarak d(z,Tz) = 0 oldugunu gosterelim. Gergekten V n € N igin
d(z,Tz) <d(z,T'"xy) + d(T"x,,Tz)
< d(z,T"xo) + c(d(T" 1xy, T'xy) + d(z,Tz))

d(z,T"xy) = 0 ve (T"xg)ney dizisi (X,d®) metrik uzayinda bir cauchy dizisi

oldugundan d(z,Tz) < c d(z, Tz ) sonucuna ulasiriz.

Sonug olarak d(z,Tz) = 0 olur. Lemma 3.1.1 (a) dan

dS(Tz,T%z) < c(d(z,Tz) +d (T2, T?))

yazariz. Buradan

ds(Tz,T?z) < c(d(Tz,T?z) ve bdylece d*(Tz,T?z) = 0 olur. Yani Tz, T nin sabit

noktasidir.
Son olarak eger Tu = u' ise Lemma 3.1.1 (a) dan
ds(u,Tz) = d5(Tu,T?z) < c(d(u,Tu) + d(Tz,T?z)) ve

d(u,Tu) = d(Tz,T?z) = 0 elde ederiz. Buradan d*(u, Tz) = 0 sonucunu ¢ikaririz.

Yani u = Tz olur. Bu ispat1 tamamlar.
Teorem 3.1.5°i saglayan bir 6rnek verelim.
Ornek 3.1.6

X = [0, o) ve X tizerindeki quasi metrik her x,y € X i¢in d(x,y) = max{y — x, 0}
ile tanimlansin. X {izerinde d® metrigi oklidyen metriktir. (X, d) uzay: d-dizisel tam
oldugundan (gegekten X de her dizi t; ye gore 0 noktasina yakinsadigi i¢in sol-K
dizisel kompakt olur) T:X — X doniisiimii Ornek 3.1.5 teki doniisiim olarak
tanimlansin. x,y € X olsun ve genelligi bozmaksizin x < y oldugunu varsayalim.

Eger x,y € [0, 1] ise bu takdirde d5( Tx, Ty) = 0 olur.
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Eger x € [0,1] ve y € [1,0) ise

d*(Tx,Ty) =2 < - (x +2) =2 (d(x, Tx) + d(y, Ty)) elde ederiz.

Sonug olarak eger x,y € (1, ) ise

dS(Tx, Ty) = ? < g(%x + %y :é (d(x,Tx) + d(y,Ty)) elde ederiz. Boylece ¢ = %
ile beraber T, (X, d) tizerinde d-Kannan doniistimii olur. Teorem 3.1.5”in tiim kriterleri

saglanir ve z = 0 T ' nin tek sabit noktasidir.

Ornek 3.1.7

X €]0,1] U {2} ve d, X iizerinde asagidaki sekilde tanimlanan bir quasi metrik olsun.

d(2,x) =0 Vx € X icin ve d(x,y) = |x — y| diger durumlarda acik olarak (X,d)

uzayi d-dizisel tam uzay olur. T: X — X donisiimii T2 = 0 ve x € [0,1] i¢in Tx = %

ile tanimlansin. ¢ =§ icin T ‘nin (X,d) lzerinde d-Kannan doniisiimii oldugunu
gorebiliriz. Su halde teorem 3.1.5’in tiim sartlar1 saglanir. Ilging bir sekilde gorebiliriz
ki herhangi bir x, € X i¢in (T"xy)ney dizisi T4 uzayinda 2 noktasina yakinsar ancak
bu nokta sabit nokta degildir. Bu durumda Teorem 3.1.5’in ispatinda gosterilen T2
noktasinin tek sabit nokta olmasi durumunu ifade eder.7;° uzayinda (T™x,) ey dizisi

T2 ye yakinsar.

Teorem 3.1.6

(X,d) quasi metrik uzaymin d-dizisel tam olmasi igin gerek ve yeter sart (X, d)

uzayinda her d-Kannan doniisiimiiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir.
Ispat

(X, d) uzayinin d-dizisel tam oldugunu kabul edelim. Bu takdirde (X, d*) uzayinda t4
ye gore yakinsamayan bir (x,,),ey Cauchy dizisi vardir. Buradan her x € X iginV n >
n, oldugundan d(x,x,) > 0 olacak sekilde bir n, € N vardir. (ger¢ekten aksi

durumda her bir n € N igin bir m, >n bulabiliriz. Oyleki (X,d°) uzayinda
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(xX)nenbir cauchy dizisi oldugundan d(x, xmn) = 0 olacaktir. Buradan t,; uzayinda

(X)nen dizisi X noktasina yakinsar ve bu ¢eliskidir)
Simdi her bir x € X i¢in C,, = {x,;: n = n,} segelim.

Acik olarak d(x,C,) > 0 olur. (Gergekten eger baz1 x € X ler icin d(x,C,) =0
olsaydi yukarida sozii edildigi gibi 74 uzayinda (x,),ey dizisinin x noktasina

yakinsadig1 anlasilir ve bu durum ¢eliski olur)

(X, d®) uzayinda (x,),en bir cauchy dizisi oldugundan her bir x € X i¢in n(x) > n,

oldugundan d®(x,, x,, ) < %d(x, C,) olacak sekilde bir m,n > n,, vardir.

T:X > X ve her x € X igin Tx = Xy, ile tanimlansin. n(x) =n, oldugundan

d(x, xn(x)) > 0 elde ederiz. Boylece T sabit noktaya sahip degildir.

Buna ragmen T’nin (X,d) uzayinda c =% igin d-kannan doniisimii oldugunu

gostermeliyiz. Gergekten x,y € X ve genelligi bozmaksizin n(x) < n(y) oldugunu

varsayalim. Bu takdirde
d5(Tx, Ty) = d*(%ngay Xn(y) ) < 7d(x, C)

< id(x, xn(x)) = id(x, Tx)

elde edilir.

d(Tx,Ty) < d5(Tx,Ty) ve d( Ty, Tx) < d5(Tx, Ty ) oldugundan ¢ = i icin T’nin

d-kannan doniisiimii oldugu sonucuna variriz. Bu ¢elisgki ispati tamamlar.

3.2. Bu Bashkta Quasi Metrik Uzaylarda Bi-tam Kavramm ve Bu
Kavramla Birlikte [12] Numaralh Makaledeki Teoremler

Incelenmistir

Metrik uzaylarda Tanim 2.1.15 de verilen (1)-(5)sartlarina sahip olan fonksiyonlar
yardimiyla bir¢ok yazar tarafindan sabit nokta teoremleri verilmistir.(X, d) tam metrik

uzalarda Krasnoselskii ve Stetsenko [21], [22]. T doniisiimiiniin (3) sart1 saglamasi
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durumunda bir sabit noktaya sahip oldugunu, benzer olarak sirasiyla Khan[28], Dutta
ve Chaudhuny [20] de T’nin (4) ve (5) i saglamasi durumunda sabit noktaya sahip

oldugunu gosterdiler.

Yine Matkowski[24] ve Browder[23] de sirasiyla (1) ve (2) sartlarinin saglanmasi

durumunda T’nin sabit noktaya sahip oldugunu gosterdiler.

Teorem 3.2.1 (Matkowski)

(X,d) tam metrik uzay, T: X — X bir doniisim ¢: R* - R* ye doniisiimii, Tanim
2.1.15 in (1) numarali sartina sahip bir fonksiyon olsun. Bu takdirde T bir tek sabit
noktaya sahiptir.

Teorem 3.2.2 (Browder)

(X,d) tam metrik uzay, T: X — X bir doniisim ¢: R* - R* ye doniisiimii, Tanim
2.1.15 in (2) numarali sartina sahip bir fonksiyon olsun. Bu takdirde T bir tek sabit
noktaya sahiptir.

Bu kisimda amacimiz bu iki teoremin bi-tam quasi metrik uzaylarda genellemesini

arastirmaktir.

Bilindigi tlizere eger (X,d°) metrik uzay1 tam ise (X,d), quasi metrik uzayina
bicomplate (bi-tam) uzay denir. Genel olarak bi-tam quasi metrik uzay yapisi smyth

tam quasi metrik olarak da adlandirilabilir.

Teorem 3.2.3

(X, d) bi-tam quasi metrik uzay T: X — X ve t > 0 igin:
lim @™ (t) =0
nooo

sartim1 saglayacak sekilde bir ¢: R* - R* azalmayan bir doniisiim olsun. V x,y € X

igin
d(Tx,Ty) < p(d(x,¥))

oluyorsa T bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat

(X,d) bi-tam oldugundan (Smyth tam) (X, d®) tam metrik uzaydir. x,y € X olsun.
Genelligi bozmaksizin d*( Tx,Ty) = d(Tx, Ty)oldugunu kabul edelim.

d(x,y) < d®(x,y) oldugundan ve ¢ azalmayan oldugu i¢in
d*(Tx,Ty) = d(Tx,Ty) < ¢(d(x,y)) < ¢(d*(x,¥))

sonucuna ulasiriz.

Sonug olarak Matkowski sabit nokta teoeminden (Teorem 3.2.1) T tek bir sabit

noktaya sahiptir.
Teorem 3.2.4

(X, d) bi-tam quasi metrik uzay T: X — X, ¢: Rt - R* azalmayan sagdan siirekli ve
t > 0icin @(t) < t olacak sekilde bir fonksiyon ve V x,y € X,

d(Tx,Ty) < o(d(x,y))

olsun. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat

Eger @-azalmayan, sagdan siirekli ve t > 0 i¢in ¢@(t) <t sartin1 saglayan bir

fonksiyon ise bu takdirde

lim ¢™ (t) = 0 oldugunu gérmek kolaydir. Boylece Teorem 3.2.3 den T bir tek sabit
n—-oo

noktaya sahiptir.

Uyarn 3.2.1

Browder’e ait Teorem 3.2.2 ifadesinden Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4 ‘lin ispatt

benzer sekilde yapilabilir.
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Asagida verecegimiz teorem [20], [28], [22] de verilen teoremlerin bir genellemesidir.
Ancak bu teoremi vermeden 6nce ihtiya¢ duyacagimiz [25] Jachymski ye ait lemmay1

verelim.

Lemma 3.2.1

R* x R* nin bos olmayan alt ciimlesi D olsun. Asagida verilen durumlar denktir.

i) Vt>0 igin @(t) <t olacak sekilde ¢:R* - R* siirekli ve azalmayan bir

fonksiyonu vardir ve D € E, olur. Burada
E, ={(u,v) ER" X R":v < (w)}

ii) ¢$71(0) ={0} ve ¢:R* - Rtsiirekli ve tlim ¢(t) = o olacak sekilde bir
azalmayan fonksiyonu ile D € Ey,, olacak sekilde n~*(0) = {0} ve alttan yari siirekli

n: R* — R*fonksiyonu mevcuttur. Burada Eg , ,
Epn ={(w,v) € R xR*: ¢p(v) — n(u)}

ile tanimlidir.
Teorem 3.2.5

(X, d) bi-tam quasi metrik uzay olsun. T: X — X ve n,¢: Rt - R* fonksiyonlari ise
Y —azalmayan siirekli ve n71(0) = ¢~1(0) = {0} sartin1 saglayan ve alttan yar

stirekli fonksiyonlar olsun. Ayrica Vx,y € X icin
Y(d(Tx, Ty)) < P(d(x,¥)) — n(d(x,»))

sart1 saglansin. Bu takdirde T tek bir sabit noktaya sahiptir.
Ispat

[lk olarak Vx,y € X igin d(Tx, Ty) < d(x,y) oldugunu gdzlemleyelim.
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¢: Rt > Rt fonksiyonu ¢(t) = (t) + P(t), Vt € Rt olarak tanmimlansin. ¢

azalmayan ve siirekli fonksiyondur. Ayrica ¢~1(0) = {0}, tlim ¢(t) = o sartini

saglar. D = {(d(x,y),d(Tx,Ty)):x,y € X } ile

Epn={(w,v) ER* xR*:¢(v) < dp(w) —n(w)}
olarak tanimlayalim.

D € Eg, oldugunu gostermeliyiz. x,y € X verilsin.

$(d(Tx, Ty)) = d(Tx, Ty) + P(d(Tx, Ty)) < d(x,y) + P(d(x, y) —1(d(x,y))

=¢(d(x,y) —n(d(x,y))

Su halde D € E,, olur. Lemma 3.2.1 geregi ¢(t) < (t),Vt > 0 i¢in ¢: Rt - R*
on

sartin1 saglayan azalmayan siirekli fonksiyonu vardir ve D € E,, olur. Burada
E, ={(u,v) € R* x R":v < ¢(w)} dir. Béylece Vx,y € X igin

d(Tx, Ty) < ¢(d(x,y))
olur. Teorem 3.2.4 geregi T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonug 3.2.1

(X,d) bi-tam quasi metrik uzay olsun. T:X —» X ve n:R* - R* alt yan siirekli
fonksiyon ve n71(0) = {0} olsun. Vx,y € X i¢in

olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Sonuc¢ 3.2.2

(X, d) bi-tam quasi metrik uzay olsun. T: X — X ve ¢: R* —» R* azalmayan ve siirekli

bir fonksiyon ve 1~1(0) = {0} olsun. Vx, y € X i¢in

Y(d(Tx, Ty)) << p(d(x,y))
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saglanacak sekilde bir «€ [0, 1) skaler olsun.

Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir.
ispat

Teorem 3.2.5%in ispatinda 7:R* - R*; vVt € RT i¢in n(t) = (1 —c)t alinirsa

gortilebilir.
Sonug 3.2.3

(X, d) bi-tam quasi metrik uzay olsun.T: X — X bir fonksiyon ve

o€ [0, 1) bir sabit say1 olmak tizere Vx,y € X i¢in d(Tx, Ty) <o d(x,y) olsun. Bu
takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir.

Uyar1 3.2.2

Jleli ve Samet [10] de yayinlanan makalelerinde (X, d) bi-tam T; quasi metrik uzay
oldugunda Sonug 3.2.1’in ispatin1 : R* - R*, n71(0) = {0} siirekli fonksiyonu i¢in
yapmislardir.

Sonug 3.2.3 ifadesi Banach sabit nokta teoreminin bi-tam quasi metrik uzaylardaki

versiyonudur. A¢ik olarak ispati1 Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4’ten goriilebilir.

Yukarida verilen teoremlerde s6zii gecen fonksiyonlarin varligini agagidaki 6rneklerle

destekleyelim.

Ornek 3.2.1

X =10, %] , (X, d) tizerinde bir quasi metrik olsun.

_(y—x, x<y
dx,y) = {x, diger haller

Seklinde tanimlansin. Bu takdirde (X, d) uzay1 bi-tam T; quasi metrik uzaydir. Ciinkii

(X, d®) uzayinda (x,,) dizisi belirli bir yerden sonra sabit olup da bu sayiya yakinsayan
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bir cauchy dizisi oldugunda alisilmig topolojiye gore x, — 0 olur ve bu durumda

d*(x,,0) = 0, (n = o) olacaktir.
T:X - X,Vx € X i¢in T(x) = x2olarak tammlayalim. : R* - R*,y(t) = vt ,

t € RT ve x=,/2/3 olsun. Eger x < y ise
Y(d(Tx,Ty)) =y —x?) =y —x2 = [y +xJy —«x
<V2/3y —x =xy(d(x,y))

Elde ederiz. Eger x > y ise
Y(d(Tx,Ty)) = p(x?) = x <V1/3Vx <x 9p(x) = P(d(x, )

Bu durum sonug 3.2.2’nin tiim sartlarin1 sagladigini gosterir. Buradan T bir tek sabit

noktaya sahiptir. Bu nokta 0 noktasidir.

3. 2 Bashiginda tinlii Boyd-Wong sabit nokta teoreminin bi-tam (Smyth-tam) quasi
metrik uzayima genislemesinin var olup olmamasi problemini inceledik. Bu teorem
Browder sabit nokta teoreminin bir genislemesidir ve Matkowski sabit nokta
teoreminden bagimsiz olarak ¢ —biiziilme kavramiyla (¢:R* - R* sagdan yari

stirekli fonksiyon) ¢alismaktadir.

Boyd-Wong teoremine karsit olarak bi-tam quasi metrik uzayda ¢ —sagdan yari
stirekli fonksiyon olmak iizere T bir ¢ —biiziilme olmasina ragmen T bir sabit noktaya

sahip degildir.

Ornek 3.2.2

X ={0,1} ciimlesi tzerinde d(0,0) =d(1,1) =d(0,1)=0 ve d(1,0)=1

olarak, d quasi metrigi tanimlansin. (X, d) bi-tam quasi metriktir.

T:X—->X, TO=1, T1=0 olarak tanimlansin. T’nin ¢ —biiziilme oldugunu
gosterelim. Burada ¢ fonksiyonu: Vt > 0 igin ¢: RT > R*, ¢(0) = 1, ¢(t) = % ile

tanimlansin.
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@ sagdan yar siirekli fonksiyondur. Vt > 0 i¢in ¢(t) < t’dir.
d(T1,T0) = d(0,1) = 0

d(T0,T1) = d(1,0) = 1 = ¢(0) = ¢(d(0,1))

Bu o6rnek, Boyd-Wong[26] sabit nokta teoreminin bi-tam quasi metrik uzaylara

genislemesini elde etmek i¢in bazi ek sartlara gerek duydugunu gosterir.
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4. SONUC

Son yillarda bir¢ok matematik¢i tarafindan metrik uzaylarda verilen sabit nokta
teoremlerinin bircogu quasi metrik uzaylara aktarilmaya c¢alisgilmaktadir. Bu
caligmalarin bir kism1 da metrik uzaylarin tamligi kavramini igermektedir. Bilindigi
tizere tamlik kavrami ve sabit noktanin varligi arasinda 6nemli bir baglanti vardir.
Metrik uzaylarda tamlik kavrami Kannan[3] doniisiimii ad1 verilen doniisiimle veya
Caristi doniistimiiyle elde edilmektedir. Kirk, AW. [27], Kannan, R. [3],
Subrahmanyam, P. V. [5], Caristi, J. [6], quasi metrik uzaylarda bu tezin girisinde de
s0zii edildigi gibi birgok tanim ortaya kondugu i¢in, tamlik kavrami ¢ok daha karmagik
ifadelerle verilebilmektedir. Bu tez ¢alismasinda bir¢cok tamlik kavrami igerisinden
Smyth tam ya da bi-tam quasi metrik uzay kavrami igeren iki makaleyi 3. 1 ve 3. 2
basliklarin da incelemeye calistik. Bu kavramlarin daha farkli tanimlarla, farkli tamlik

kavramlariyla iligkileri de arastirilabilir.
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