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Danışman: Prof. Dr. Mustafa Kemal YILDIZ  

                                  İkinci Danışman: Prof. Dr. Özkan ÖCALAN  

               

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılarak 

genel bir literatür bilgisi verilmiştir. İkinci bölümde, gerekli temel kavramlardan ve 

şimdiye dek yapılan bazı çalışmalardan söz edilmiştir. Üçüncü bölüm ise orijinal 

sonuçlara adanmıştır. Üçüncü bölümde, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 için {𝑝𝑖(𝑛)} pozitif reel sayı dizileri 

ve {𝜏𝑖(𝑛)} monoton olması gerekmeyen, 

𝑛 ≥ 1 için 𝜏𝑖(𝑛) ≥ 𝑛 

koşullarını sağlayan tamsayı dizileri ve geri fark operatörü 

∇𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛 − 1) 

eşitliği ile tanımlanmak üzere birinci mertebeden lineer ileri fark denklemi 

∇𝑥(𝑛) −∑𝑝𝑖(𝑛)𝑥(𝜏𝑖(𝑛))

𝑚

𝑖=1

= 0 

ve bu denklemin 𝑚 = 1 için özel bir hali olan 

∇𝑥(𝑛) − 𝑝(𝑛)𝑥(𝜏(𝑛)) = 0 

ileri fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılığı için yeni salınımlılık şartları elde 

edilmiştir. Son olarak tartışma ve sonuç kısmına yer verilmiştir. 

 

2020, v+ 33 sayfa 

 

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, İleri fark denklemi, Monoton arguman, Monoton 

olmayan arguman, Salınımlı çözüm, Salınımlı olmayan çözüm. 
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction 

section and provide a generel knowledge of literature. In the second chapter, we 

mention some basic notions and studies so far. Third chapter is devoted to our original 

results. In the third chapter, new oscillatory conditions are obtained for first order linear 

advanced difference equation given by 

∇𝑥(𝑛) −∑𝑝𝑖(𝑛)𝑥(𝜏𝑖(𝑛))

𝑚

𝑖=1

= 0 

and the special form of above equation for 𝑚 = 1  

∇𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛 − 1) 

where {𝑝𝑖(𝑛)} are sequences of positive real numbers and {𝜏𝑖(𝑛)} are sequences of 

integers and are not necessarily monotone for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 such that 

𝑛 ≥ 1 for 𝜏𝑖(𝑛) ≥ 𝑛 

and backward difference operator is given by 

∇𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛 − 1). 

Finally, the discussion and conclusion part is given. 
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1 G·IR·IŞ

Geli̧sen teknoloji ile birlikte uygulamal¬ bilimlerde özellikle mühendislik, matematik

�zik, kimya, biyoloji, ekonomi gibi bilim dallar¬nda yaşanan geli̧smeler beraberinde

matematiksel problemleri de getirmektedir. Bu alanlarda ele al¬nan problemlerde ba¼g¬m-

s¬z de¼gi̧skenin sürekli olmad¬¼g¬durumlar söz konusu olabilir. Bu gibi durumlarda ise

kaŗs¬m¬za fark denklemleri ç¬kmaktad¬r. Çünkü fark denklemleri; bir veya daha çok

de¼gi̧skenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenleri aras¬ndaki cebirsel

ba¼g¬nt¬lard¬r. Diferensiyel denklemlere benzerlik gösteren ve inceleme süreci yönünden

daha yeni olan fark denklemlerine fonksiyonel denklemler de denir (Elaydi 2000).

Di¼ger taraftan fark denklemleri zamana ba¼gl¬ çeşitli do¼ga olaylar¬n¬n incelenmesinin

do¼gal bir ifadesidir. Zamana ba¼gl¬ de¼gi̧skenlerin kullan¬ld¬¼g¬ olaylar¬n birço¼gu ayr¬k

(kesikli) oldu¼gu için bu tür denklemlere önemli matematiksel modellemelerde yer ver-

ilir. Daha da önemli olan nokta ise fark denklemleri diferensiyel denklemler için ayr¬k-

laşt¬rma yöntemlerinin incelenmesinde kaŗs¬m¬za ç¬kar. Fark denklemleri teorisinde elde

edilen pek çok sonuç hemen hemen bu tür denklemlere kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel den-

klemlerin ayr¬k bir benzeri olarak ele al¬n¬r. Ayr¬ca fark denklemleri, diferensiyel den-

klemlere göre daha geni̧s kapsaml¬bir yap¬ya sahiptir. Örne¼gin, birinci mertebeden bir

diferensiyel denklemin ayr¬k bir benzeri olan bir fark denklemi �ghost� çözümlere ya

da kaotik yörüngelere sahip olabilmesine ra¼gmen bu durum ancak yüksek mertebeden

diferensiyel denklemler için geçerlidir. Böylece, fark denklemleri teorisinin diferensiyel

denklemler teorisine göre daha zengin oldu¼gu ve yak¬n gelecekte önemininin artaca¼g¬n¬

söyleyebiliriz.

Ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin sürekli oldu¼gu durumda, y(x) ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin de¼gi̧simi, y(x);

y0(x); y00(x);... türevleri yard¬m¬yla aç¬klanabilmektedir. Ancak x in ayr¬k (discrete)

de¼gerler almas¬ durumunda de¼gi̧sim türevler yard¬m¬yla aç¬klanamaz. Burada devr-

eye içinde sonlu farklar¬n bulundu¼gu fark denklemleri girer. Diferensiyel denklemlerde

�ziksel olaylar¬n matematiksel modeli, sürekli de¼gi̧sim oranlar¬aras¬ndaki denklemler

ile ifade ediliyordu. Fakat 20. yüzy¬l¬n başlar¬nda radyasyondaki quanta ile biyolo-

jide görülen genetik olaylardaki geli̧smeler, tüm do¼ga olaylar¬n¬n süreklilik terimleri

ile ifade edilmeyece¼gini göstermi̧stir. Böylece fark denklemleri kullan¬larak diferensiyel
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denklemlerde görülen süreksizlik halleri kald¬r¬lmak istenmi̧stir. Günümüzde birçok

alanda uygulanan fark denklemleri, daha çok hareket analizinde devreleri matematiksel

olarak ifade etmede, ekonomide arz ve talep denklemlerini oluşturmada, ekonomik dal-

galanmalar veya devresel hareketleri aç¬klamada yayg¬n olarak kullan¬lmaktad¬r (Tollu

2009).

Ayr¬ca fark denklemleri uygulamal¬bilim dallar¬n¬n birço¼gunda da uygulama alan¬bul-

maktad¬r. Bu alanlardan baz¬lar¬ ise kontrol teoride kararl¬l¬k durumlar¬n¬n incelen-

mesi, t¬p biliminde hücre hareketlerinin incelenmesi, ekonomide borsa hareketlerinin

izlenmesi, biyolojide canl¬populasyon say¬s¬n¬n araşt¬r¬lmas¬oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Fark denklemleri tam olarak bilinmemekle birlikte M.Ö. 2000�li y¬llara Babiller�in kök

bulma çabalar¬na dayan¬r. Ayr¬ca M.S. 400-1200 y¬llar¬aras¬matematik ad¬na sönük

bir dönemdir. Avrupa�da bu dönemde etkileyici bir çal¬̧sma olmam¬̧st¬r. Ancak Or-

tado¼gu�da yap¬lan çal¬̧smalarda öne ç¬kan isim Ömer Hayyam olmuştur. Kesin olarak

bilinmemekle birlikte 1000-1100 y¬llar¬civar¬nda, Chia Hsien ve Ömer Hayyam en eski

fark denklemi örneklerinden olan,

bn+1;r = bn;r + bn;r�1

eşitli¼gi üzerine çal¬̧sm¬̧slard¬r (Lakshmikhantham ve Trigiante 2002).

1202 y¬l¬nda Fibonacci dizisinin temeli olan �tavşan problemini�Fibonacci olarak da

bilinen Leonardo di Pisa isimli ünlü ·Italyan matematikçi ortaya atm¬̧st¬r. Asl¬nda bu

baz¬kaynaklarda fark denklemlerinin başlang¬c¬olarak düşünülür.

1600-1700 y¬llar¬aras¬nda fark denklemleri ve yinelemeli sayma üzerine çal¬̧smalar ya-

pan matematikçiler; Francesco Maurolica, Fermat, Pascal, Sir Thomas Harriet, Henry

Briggs, Leibniz, Newton ve Euler�dir. Bu ki̧siler aras¬nda en önemli çal¬̧smay¬Newton,

günümüzde �Newton Metodu�olarak bilinen kök bulma formülünü (nümerik analizde

yer alan)

xn+1 = xn �
f(xn)

f 0(xn)

şeklindeki fark denklemi ile ifade etmi̧stir (Kulenovic vd. 2000).

18. yy�da temel lineer fark denklemleri teorisini geli̧stiren matematikçiler Moivre, Euler,
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Lagrange, Laplace, Simson, Cotes olmuştur. Yine bu dönemde Riccati�nin de çal¬̧s-

malar¬olmuştur. �Riccati fark denklemi�olarak bilinen denklem aşa¼g¬da belirtilmi̧stir.

xn+1 =
a+ bxn
c+ dxn

1850 li y¬llardan sonra herhangi bir canl¬türünün gelecekteki durumuyla ilgili tahminler

yap¬l¬rken, bu türün ço¼galmas¬n¬etkileyebilecek tüm iç, d¬̧s ve çevresel faktörler göz

önüne al¬nmas¬gerekti¼ginden fark denklemlerinden yararlan¬lmaya başlanm¬̧st¬r.

19. yy�da ise lineer fark denklemleri Bessel fonksiyonunun hesaplanmas¬nda Miller�in

algoritmas¬arac¬l¬¼g¬yla kullan¬lm¬̧st¬r. 1950�den bu zamana kadar yap¬lan araşt¬rmalar-

daki bilgiler 1950�li y¬llardan sonraki matematikçilerin lineer olmayan sabit katsay¬l¬

fark denklemleri ile ilgili çal¬̧smalar¬ için bir zemin oluşturmuştur. Bu çal¬̧smalardan

baz¬lar¬1995-2000 y¬llar¬aras¬nda Ladas taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r (Karagöz 2019).

Fark denklemlerinin çözümü, pek çok matematikçinin yak¬n ilgisini çekmi̧s ve özellikle

son 40 y¬l içerisinde yap¬lan çal¬̧smalar sonucunda da bu konuda zengin bir literatür

ortaya ç¬km¬̧st¬r. Son y¬llarda fark denklemlerinin çözümlerinin davran¬̧s¬ve özellikle

sal¬n¬ml¬olmas¬ile ilgili çok say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

1990 y¬l¬nda Ladas,

xn+1 � xn + pxn�k = 0; n = 0; 1; 2; ::: (1.1)

p 2 (0;1); k 2 Z+ lineer otonom gecikmeli fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬için gerek ve yeter şart vermi̧stir. 1989 y¬l¬nda Erbe ve Zhang

xn+1 � xn + pnxn�k = 0; n = 0; 1; 2; ::: (1.2)

pn negatif olmayan reel terimli dizi ve k 2 Z+ lineer otonom gecikmeli fark denklem-

lerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeter şart vermi̧slerdir. 1989 y¬l¬nda, Ladas, Phi-

los ve S�cas yukar¬daki otonom olmayan fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

için yeter şart elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca diferensiyel denklemler ile fark denklemlerinin

çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬aras¬nda ilginç benzerlikler söz konusudur. Ancak bu durum

her zaman geçerli olmayabilir. Örne¼gin,

x0(t) + p(t)x(t� k) = 0 (1.3)
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diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m. (1.2) fark denklemi (1.3) diferensiyel den-

kleminin ayr¬k benzeridir. k = 0 için (1.3) diferensiyel denklemi

x(t) = x(t0) exp

�
�
Z
p(s)ds

�
şeklinde bir çözüme sahiptir ve bu çözüm hiç bir zaman sal¬n¬ml¬de¼gildir. Ancak (1.2)

fark denklemi ise k = 0 için

xn =

"
n�1Y
j=n0

(1� pj)
#
xn0

şeklinde bir çözüme sahiptir. Dolay¬s¬yla bu çözüm her j � n0 için 1�pj < 0 oldu¼gunda

sal¬n¬ml¬bir çözüme sahiptir.

Fark denklemleri ile diferensiyel denklemler aras¬nda büyük benzerlikler bulunmaktad¬r.

Fark denklemleri sayesinde diferensiyel denklemlerdeki süreksizlik durumlar¬ortadan

kald¬r¬labilmektedir. Hatta birçok diferensiyel denklem, fark denklemleri kullan¬larak

kolayl¬kla çözülebilmektedir. Bu nedenle yukar¬da verilen bilgiler ¬̧s¬¼g¬nda bu yüksek

lisans tez çal¬̧smas¬nda birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri çal¬̧s¬lm¬̧s ve bu

denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ için yeni şartlar elde edilmi̧s ve örneklere yer

verilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ilk olarak diferensiyel denklemler ve fark denklemleri ile ilgili genel

bir literatür bilgisine yer verilmi̧stir.

Ayr¬ca 1 � i � m için fpi(n)g pozitif reel say¬ dizileri ve f� i(n)g monoton olmas¬

gerekmeyen,

n � 1 için � i(n) � n

koşullar¬n¬sa¼glayan tamsay¬dizileri ve geri fark operatörü

rx(n) = x(n)� x(n� 1)

eşitli¼gi ile tan¬mlanmak üzere birinci mertebeden lineer ileri fark denklemi

rx(n)�
mX
i=1

pi(n)x(� i(n)) = 0

ve bu denklemin m = 1 için özel bir hali olan

rx(n)� p(n)x(�(n)) = 0
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ileri fark denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için yeni yeter şartlar elde edilmi̧stir.

Son olarak ise tart¬̧sma ve sonuç k¬sm¬na yer verilmi̧stir.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezimizde ihtiyaç duyulacak literatürde yer alan bilgilere yer verilecektir.

·Ilk olarak fark analizi tan¬t¬lacak ard¬ndan diferensiyel denklemler ve fark denklem-

lerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili baz¬tan¬m ve teoremler hat¬rlat¬lacakt¬r.

2.1 Fark Analizi

Tan¬m 2.1.1 E öteleme (kayd¬rma) operatörü, x sürekli bir de¼gi̧sken ve ayr¬k noktalar

kümesi üzerinde s¬ras¬yla

Ey(x) = y(x+ h); Exn = xn+1 (2.1.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. ·Ikinci mertebeden E operatörü

E2y(x) = E[Ey(x)] = E[y(x+ h)] = y(x+ 2h)

şeklinde bulunur. Benzer i̧slem ad¬mlar¬devam ettirildi¼ginde

Eky(x) = y(x+ kh); Ekxn = xn+k

eşitli¼gi elde edilir. Böylece, Ek operatörü k: dereceden bir öteleme operatörünü tan¬m-

lar.

Tan¬m 2.1.2 y reel veya kompleks de¼gerli bir fonksiyon olmak üzere ileri fark operatörü

�,

�y(x) = y(x+ h)� y(x); �xn = xn+1 � xn (2.1.2)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada h herhangi bir sabit x ise ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skendir.

Özel olarak y(x) = x olarak aln¬rsa �x = (x + h)� x = h ya da h = �x bulunur. Bu

nedenle h fonksiyon aral¬¼g¬olarakta adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.1.3 Geri fark operatörü r

ry(x) = y(x)� y(x� h); rxn = xn � xn�1 (2.1.3)

şeklinde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca

ry(x) = �E�1[y(x)] = (1� E�1)y(x)
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şeklinde de ifade edilebilir.

r ve E nin temel özellikleri, ry ve Ey de¼gerlerini hesaplamak için önemlidir. c1 ve c2
key� sabitler, y1 ve y2 farkl¬iki fonksiyon olmak üzere;

(a) E [y1(k) + y2(k)] = Ey1(k) + Ey2(k);

(b) E [cy1(k)] = cEy1(k);

(c) Er[Esy1(k)] = Er+sy1(k);

(d) E0y1(k) = y1(k);

(e) r [y1(k) + y2(k)] = ry1(k) +ry2(k);

(f) r [cy1(k)] = cry1(k);

(g) r [c1y1(k) + c2y2(k)] = c1ry1(k) + c2ry2(k);

(h) y1; y2; :::; yn; n-tane fonksiyon ve c1; c2; :::; cn key� sabitler olsunlar. O halde

r [c1y1(k) + c2y2(k) + :::+ cnyn(k)] = c1ry1(k) + c2ry2(k) + :::+ cnryn(k)

yaz¬l¬r.

(¬) k bir tamsay¬olmak üzere y(k); y fonksiyonunun k daki de¼gerini göstermek üzere,

a; b (b � a) şeklinde herhangi iki tamsay¬ise

y(a) + y(a+ 1) + :::+ y(b) =
bX

k=a

y(k)

şeklinde ifade edilir.

Toplam operatörü ile ilgili baz¬kurallar ise aşa¼g¬daki şekildedir.

(a)
mP
k=1

= mc;

(b)
mP
k=1

cy(k) = c
mP
k=1

y(k);

(c)
mP
k=1

[y(k)� z(k)] =
mP
k=1

y(k)�
mP
k=1

z(k);

(d) (A+B)n =
mP
k=0

n(n�1):::(n�k+1)
1:2:::k

AkBn�k veya (A+B)n =
mP
k=0

0@ n

k

1AAkBn�k:
Tan¬m 2.1.4 n 2 N olmak üzere, xn; N üzerinde tan¬ml¬reel (veya kompleks) de¼gerli

bir fonksiyon olsun.

xn; xn+1; :::; xn+k (2.1.4)

ifadelerini içeren bir ba¼g¬nt¬ya k: mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).
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Tan¬m 2.1.5 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük

indis aras¬ndaki fark olarak tan¬mlan¬r. Örne¼gin; xn+3�xn+1+4xn = 0 denklemi üçünü

mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.6 E¼ger (2.1.4) fark denklemi,

kX
i=0

ainxn+i = bn (2.1.5)

formunda verilirse k. mertebeden olan (2.1.4) fark denklemine lineerdir denir. E¼ger en

az bir n 2 N için bn s¬f¬rdan farkl¬ ise bu durumda (2.1.5) fark denklemine homojen

olmayan lineer fark denklemi denir.

E¼ger (2.1.5) fark denklemi
kX
i=0

ainxn+i = 0 (2.1.6)

şeklinde verilirse (2.1.6) fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

2.2 ·Ileri Fark Denklemlerinin Çözümlerinin Sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

Bu bölümde ileri diferensiyel denklemler ve ileri diferensiyel denklemlerin ayr¬k benzeri

olan ileri fark denklemleri ile ilgili bilinen baz¬tan¬m ve teoremlere yer verilecektir.

·Ilk olarak 1 � i � m için � i(t) � t ve pi 2 C [[t0;1) ;R] olmak üzere, birinci mertebeden

bir lineer ileri diferensiyel denklemi göz önüne alal¬m.

x0(t)�
mX
i=1

pi(t)x(� i(t)) = 0 (2.2.1)

m = 1 için (2.2.1) denklemi

x0(t)� p(t)x(�(t)) = 0 (2.2.2)

denklemine dönüşür.

T pozitif bir reel say¬ve p; [t0;1) üzerinde tan¬ml¬negatif olmayan reel de¼gerli bir

fonksiyon olmak üzere �(t) = t+ T al¬n¬rsa (2.2.2) denklemi
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x0(t)� p(t)x(t+ T ) = 0; t � t0 (2.2.3)

sabit gecikmeli bir diferensiyel denkleme dönüşür.

Tan¬m 2.2.1 1 � i � m için � i 2 R+; � i(t) = t� � i ve � = max f� 1; � 2; :::; �mg olmak

üzere t � t1 için x; [t1;1) aral¬¼g¬nda sürekli diferensiyellenebilir ve x; (2.2.1) denklemini

sa¼gl¬yorsa x 2 C [[t1 � � ;1) ;R] fonksiyonu (2.2.1) denkleminin bir çözümüdür ve bu

çözüm [t1;1) üzerinde bir çözüm olarak adland¬r¬l¬r.

t1 bir başlang¬ç noktas¬olmak üzere, � 2 C [[t1 � � ; t1) ;R] başlang¬ç fonksiyonu verilmi̧s

olsun. Böylece (2.2.1) denklemi t1 � � � t � t1 için

x(t) = �(t) (2.2.4)

olacak şekilde [t1;1) aral¬¼g¬nda birtek x çözümüne sahiptir (Györi ve Ladas 1991).

Tan¬m 2.2.2 Bir diferensiyel denklemin aşikar olmayan bir çözümü x olsun. E¼ger

x çözümü key� say¬da s¬f¬ra sahipse, yani; lim
n!1

tn = 1 olacak şekilde bir ftng dizisi

vard¬r öyle ki x(tn) = 0 ise x çözümüne sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi taktirde sal¬n¬ml¬

de¼gildir denir. Sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüm, ergeç pozitif ya da ergeç negatiftir. Yani,

8t > t1 için x(t) 6= 0 olacak biçimde bir t1 vard¬r. E¼ger denklemin her çözümü sal¬n¬ml¬

ise denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r, sal¬n¬ml¬ olmayan en az bir çözümü varsa

denklemin çözümleri sal¬n¬ml¬de¼gildir denir (Ladde vd. 1987).

Aşa¼g¬da verilen teorem Ladas ve Stavroulakis (1982) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.1

lim inf
t!1

t+TZ
t

p(s)ds >
1

e
(2.2.5)

ise (2.2.3) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Ladas ve Stavroulakis 1982).

p(t) � p 2 (0;1) oldu¼gunda ise aşa¼g¬daki koşul elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.2

(i) x0(t)�px(t+�) � 0; t � t0 eşitsizli¼ginin ergeç hiç bir pozitif çözüme sahip olmamas¬,

(ii) x0(t)�px(t+�) � 0; t � t0 eşitsizli¼ginin ergeç hiç bir negatif çözüme sahip olmamas¬,
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(iii) x0(t) � px(t + �) = 0; t � t0 denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬için

gerek ve yeter koşul

pT >
1

e
(2.2.6)

olmas¬d¬r (Ladas ve Stavroulakis 1982).

Ayr¬ca Kulenavic ve Grammatikopoulos (1988), Koplatadze ve Chanturija (1982) ve

Kusano (1982) da (2.2.3) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili çal¬̧smalar yap-

m¬̧slard¬r.

Aşa¼g¬da verilen sonuçlar ise Li ve Zhu (2002) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.3

pk(t) �
1

ek
; qk(t) �

1

ek
; t � t1 + kT

ve

1Z
t1+kT

p(t)

�
exp

�
ek�1pk(t)�

1

e

�
� 1
�
dt =1

olacak şekilde t1 > t0 + T ve k pozitif tamsay¬s¬mevcut ise (2.2.3) denkleminin tüm

çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada

p1(t) =

t+TZ
t

p(s)ds;

pn(t) =

t+TZ
t

p(s)pn�1(s)ds; n � 2; t � t0

ve

q1(t) =

tZ
t�T

p(s)ds; t � t0 + T;

qn(t) =

tZ
t�T

p(s)qn�1(s)ds; n � 2; t � t0 + nT

şeklindedir (Li ve Zhu 2002).
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Teorem 2.2.4

lim inf
t!1

pk(t) >
1

ek
ve lim inf

t!1
qk(t) >

1

ek
(2.2.7)

olacak şekilde pozitif bir k tamsay¬s¬varsa (2.2.3) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬m-

l¬d¬r. pk(t) ve qk(t) ifadeleri Teorem 2.2.3 teki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r (Li ve Zhu 2002).

Örnek 2.2.1

x0(t)� 1

2e
(1 + sin t)x(t+ �) = 0; t � 0 (2.2.8)

ileri diferensiyel denklemi verilmi̧s olsun. Burada p(t) = 1
2e
(1+sin t); T = � şeklindedir.

Böylece

lim inf
t!1

t+TZ
t

p(s)ds = lim inf
t!1

t+�Z
t

1

2e
(1 + sin s)ds =

1

2e
(� � 2) < 1

e

oldu¼gundan

lim inf
t!1

t+TZ
t

p(s)ds >
1

e

olma koşulu sa¼glanmaz. Ancak

p1(t) =
t+TR
t

p(s)ds = 1
2e
(� + 2 cos t)

p2(t) =
t+TR
t

p(s)p1(s)ds =
�2+2� cos t�4 sin t

4e2

p3(t) =
t+TR
t

p(s)p2(s)ds =
1
8e3
(�3 � 2� + (2�2 � 8) cos t� 4� sin t)

p4(t) =
t+TR
t

p(s)p3(s)ds =
1

16e4
[�4 � 4�2 � 2� + 2(�3 � 6�) cos t� 4(�2 � 4) sin t]

olur ki;

lim inf
t!1

p4(t) >
22

4e4

d¬r. Ayn¬zamanda

q1(t) =
tR

t�T
p(s)ds = 1

2e
(� � 2 cos t)

q2(t) =
tR

t�T
p(s)q1(s)ds =

1
4e2
(�2 � 2� cos t� 4 sin t)

q3(t) =
tR

t�T
p(s)q2(s)ds =

1
8e3
(�3 � 2� + (2�2 � 8) cos t� 4� sin t)
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q4(t) =
tR

t�T
p(s)q3(s)ds =

1
16e4

[�4 � 4�2 � 2� + 2(�3 � 6�) cos t� 4(�2 � 4) sin t]

olaca¼g¬ndan

lim inf
t!1

q4(t) >
22

4e4

olur. Böylece, Teorem 2.2.4 gere¼gince (2.2.8) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r

(Li ve Zhu 2002).

Teorem 2.2.5 p(t) � 0; t � t0; azalmayan �(t) fonksiyonu için �(t) � t ve lim
t!1

�(t) =1

olmak üzere

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds >
1

e
(2.2.9)

ise (2.2.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Ancak

�(t)Z
t

p(s)ds � 1

e

ise (2.2.2) denklemi sal¬n¬ms¬z bir çözüme sahiptir (Fukagai ve Kusano 1984).

Örnek 2.2.2 a > 0 ve � bir sabit olmak üzere

x0(t)� at�x(et) = 0 (2.2.10)

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m.

E¼ger p(t) = at� ve �(t) = et al¬n¬rsa, ileri diferensiyel denklem için

lim
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds =

�
1; � � �1
0; � < �1

sonucu elde edilir. Böylece verilen (2.2.10) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬

olmas¬için gerek ve yeter koşul � � �1 olmas¬d¬r (Fukagai ve Kusano 1984).

Örnek 2.2.3 a > 0 bir sabit olmak üzere

x0(t)� atx
�
t+

1

t

�
= 0 (2.2.11)

ileri diferensiyel denklemini göz önüne alal¬m.

E¼ger, p(t) = at ve �(t) = t+ 1
t
al¬n¬rsa, ileri diferensiyel denklem için

lim inf
t!1

�(t)Z
t

p(s)ds = a
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sonucu elde edilir. Böylece a > 1
e
ise verilen denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬, a � 1

e

ise verilen denklemin sal¬n¬ml¬olmayan çözümü vard¬r (Fukagai ve Kusano 1984).

Teorem 2.2.6 1 � i � m olmak üzere azalmayan � i(t) fonksiyonlar¬için,

lim inf
t!1

mX
i=1

�min(t)Z
t

pi(s)ds >
1

e
(2.2.12)

ise (2.2.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada, �min(t) = min
1�i�m

f� i(t)g

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Ladde vd. 1987).

Şimdi birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri ile ilgili literatürde yer alan çal¬̧s-

malar¬inceleyelim.

1 � i � m için fpi(n)g pozitif reel say¬dizileri ve f� i(n)g monoton olmas¬gerekmeyen,

n � 1 için � i(n) � n (2.2.13)

koşullar¬n¬sa¼glayan tamsay¬dizileri ve geri fark operatörü

rx(n) = x(n)� x(n� 1) (2.2.14)

eşitli¼gi ile tan¬mlanmak üzere

rx(n)�
mX
i=1

pi(n)x (� i(n)) = 0; n 2 N; n � 1 (2.2.15)

şeklinde ifade edilen birinci mertebeden lineer ileri fark denklemini göz önüne alal¬m.

m = 1 için (2.2.15) denklemi

rx(n)� p(n)x(�(n)) = 0; n 2 N; n � 1 (2.2.16)

denklemine dönüşür.

Tan¬m 2.2.3 E¼ger pozitif bir N tamsay¬s¬ve n � N için xnxn+1 � 0 ise xn aşikar

olmayan çözümüne s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi halde xn çözümüne sal¬n¬ml¬

olmayan çözüm denir.

Başka bir şekilde ifade edecek olursak, e¼ger bir xn çözümü belli bir yerden (n de¼gerinden

itibaren) sonra ergeç pozitif ya da ergeç negatif de¼gilse s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir

(Agarwal vd. 2000, Györi ve Ladas 1991, Elaydi 2000).
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Li ve Zhu (2002) taraf¬ndan aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilmi̧stir.

Teorem 2.2.7 �(n) = n+ k oldu¼gunda

q1(n) =
n�1X
i=n�k

p(i); n � k;

qj+1(n) =
n�1X
i=n�k

p(i)qj(n); j � 1; n � (j + 1)k

olmak üzere
1X

n=n1+lk

p(n)

"�
k + 1

k

�l
q
1=k+1
l (n)� 1

#
=1 (2.2.17)

olacak şekilde n1 � 0 tamsay¬s¬ve l pozitif tamsay¬s¬mevcut ise (2.2.16) denkleminin

tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Li ve Zhu 2002).

Di¼ger taraftan Györi ve Ladas (1991), �(n) = n + � olmak üzere aşa¼g¬da verilen ileri

terimli birinci mertebeden lineer fark denklemini çal¬̧sm¬̧slard¬r.

�x(n)� p(n)x(n+ �) = 0; n � 0; (2.2.18)

burada� ileri fark operatörü olmak üzere�x(n) = x(n+1)�x(n) eşitli¼gi ile tan¬ml¬d¬r.

Teorem 2.2.8 � � 2 pozitif bir tamsay¬olmak üzere

lim sup
n!1

n+��1X
i=n

p(i) > 1 (2.2.19)

ya da

lim inf
n!1

n+��1X
i=n+1

p(i) >

�
� � 1
�

��
; (2.2.20)

ise (2.2.18) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Györi ve Ladas 1991).

Öcalan ve Ak¬n (2007) ise aşa¼g¬da verilen birinci mertebeden lineer fark denklemini

çal¬̧sm¬̧slard¬r.

i = 1; 2; :::;m için pi(n) � 0 ve ki � �1 olmak üzere

�x(n) +

mX
i=1

pi(n)x (n� ki) = 0; n � 0 (2.2.21)

denklemi için baz¬sonuçlar elde etmi̧slerdir.
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Ayr¬ca i = 1; 2; :::;m için pi(n) = pi oldu¼gunda

�x(n) +

mX
i=1

pix (n� ki) = 0; n = 0; 1; 2; ::: (2.2.22)

ve bu denklemin bir özel hali olan

�x(n) + px(n� k) = 0; n = 0; 1; 2; ::: (2.2.23)

denklemi elde edilir.

Györi ve Ladas (1991), (2.2.22) ve (2.2.23) denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için

aşa¼g¬daki sonuçlar¬elde etmi̧stir.

Teorem 2.2.9 p 2 R ve k 2 Z olmak üzere (2.2.23) denkleminin tüm çözümlerinin

sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter koşul aşa¼g¬daki koşullardan birinin sa¼glanmas¬d¬r.

(i) k = �1 ve p � �1;

(ii) k = 0 ve p � 1;

(iii) k 2 f:::;�3;�2g [ f1; 2; :::g ve p (k+1)
k+1

kk
> 1

(Györi ve Ladas 1991).

Teorem 2.2.10 i = 1; 2; :::;m için

pi 2 (0;1) ve ki f0; 1; 2; :::g

ya da

pi 2 (�1; 0) ve ki f:::;�3;�2;�1g

şartlar¬ndan biri sa¼glanmak üzere

mX
i=1

pi
(ki + 1)

ki+1

kkii
> 1 (2.2.24)

ise (2.2.22) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r (Györi ve Ladas 1991).

Chatzarakis ve Stavroulakis (2012) aşa¼g¬daki sonucu vermi̧slerdir.

Teorem 2.2.11 f�(n)g azalmayan olmak üzere

lim sup
n!1

�(n)X
j=n

p(j) > 1; (2.2.25)
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ise (2.2.16) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬d¬r (Chatzarakis ve Stavroulakis

2012).

Chatzarakis ve Stavroulakis 2012 y¬l¬nda yapm¬̧s olduklar¬bu çal¬̧smada �(n) � n +

1; n � 1 oldu¼gunu kabul etmi̧slerdir. Ancak �(n) � n; n � 1 al¬nd¬¼g¬nda bu sonuçlar

gerçeklenmemektedir.

Ayr¬ca Chatzarakis ve Stavroulakis (2012) aşa¼g¬daki sonucu elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.2.12 f�(n)g monoton olmas¬gerekmeyen bir dizi olmak üzere

lim sup
n!1

�(n)X
j=n

p(j) > 1; (2.2.26)

ise (2.2.16) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬d¬r. Burada �(n) fonksiyonu

�(n) = max
1�s�n

f�(s)g ; s 2 N

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Chatzarakis ve Stavroulakis 2012).

Ancak biz elde edilen bu sonucun uygulanabilir oldu¼gunu düşünmüyoruz. Bu du-

rumu göz önünde bulundurarak çal¬̧smalar yapt¬¼g¬m¬zda bu sonucun Chatzarakis ve

Stavroulakis (2012)�in makalesinde yer alan Teorem 2.1 gibi ispat edilemeyece¼gini gördük.

Şimdi bu durumu görmek için Teorem 2.1 de yap¬lan ispat ele al¬rsak �(n) � �(n) ve

fx(n)g; f�(n)g azalmayan oldu¼gundan (2.2.16) denkleminden

rx(n)� p(n)x (�(n)) � 0; n � 1

elde edilir. Bu denkleme n den �(n) ye kadar toplam uygulan¬rsa

x (�(n))� x(n� 1)�
�(n)X
j=n

p(j)x (�(j)) � 0

elde edilir ve ispata bu ad¬mdan sonra devam edilemez. Böylece Chatzarakis ve Stavroulakis

(2012)�in makalesinde yer alan Teorem 2.1 ve Teorem 2.4 uygulanamaz.

Örnek 2.2.4

rx(n)� p(n)x(n2 + 1) = 0; n � 1 (2.2.27)
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ileri fark denklemini göz önüne alal¬m. Burada

p(n) =
c

(n+ 2) ln(n+ 2)
; n � 1; c = e

ln 4
; �(n) = n2 + 1

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. fp(n)g pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi ve f�(n)g pozitif tam-

say¬lar¬n bir dizisi olmak üzere n � 1 için �(n) � n+ 1 şart¬n¬sa¼glas¬n. Ayr¬ca f�(n)g

azalmayand¬r. Di¼ger yandan c
(n+2) ln(n+2)

artmayan oldu¼gundan, f(x) artmayan pozitif

bir fonksiyon olmak üzere

bZ
b�1

f(x)dx � f(b) �
b+1Z
b

f(x)dx

olma durumunu göz önünde bulundurursak

n2+1X
i=n

c

(i+ 2) ln(i+ 2)
� c

n2+1X
i=n

i+1Z
i

ds

(s+ 2) ln(s+ 2)
= c

n2+2Z
n

ds

(s+ 2) ln(s+ 2)

ya da
n2+1X
i=n

c

(i+ 2) ln(i+ 2)
� c ln ln(n

2 + 4)

ln(n+ 2)

ve
n2+1X
i=n

c

(i+ 2) ln(i+ 2)
� c

n2+1X
i=n

iZ
i�1

ds

(s+ 2) ln(s+ 2)
= c

n2+1Z
n�1

ds

(s+ 2) ln(s+ 2)

ya da
n2+1X
i=n

c

(i+ 2) ln(i+ 2)
� c ln ln(n

2 + 3)

ln(n+ 1)

elde edilir. Buradan

lim
n!1

c ln
ln(n2 + 4)

ln(n+ 2)
= lim

n!1
c ln

ln(n2 + 3)

ln(n+ 1)
= c ln 2 =

e

ln 4
ln 2 =

e

2

bulunur.

Böylece

lim
n!1

n2+1X
i=n

p(i) = lim
n!1

n2+1X
i=n

c

(i+ 2) ln(i+ 2)
=
e

2

olup

lim sup
n!1

�(n)X
i=n

p(i) =
e

2
> 1
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oldu¼gundan verilen denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur (Chatzarakis ve Stavroulakis

2012).

Öcalan ve Özkan (2016) ise aşa¼g¬daki sonucu elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.2.13 f�(n)g monoton olmas¬gerekmeyen bir dizi olmak üzere, e¼ger

lim sup
n!1

h(n)X
j=n

p(j) > 1; (2.2.28)

ise (2.2.16) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada h(n) = minn�s f�(s)g

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Öcalan ve Özkan 2016).

·Ispat: Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (2.2.16) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir x(n) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Ayr¬ca�x(n) de (2.2.16) denkleminin bir çözümü olarak düşünülebilir

ancak biz ispat¬m¬z¬yaln¬zca x(n) in pozitif oldu¼gu durum için yapaca¼g¬z. Böylece her

n � n1 için x(n); x (�(n)) > 0 olacak şekilde n1 > n0 � 1 mevcuttur. Yani (2.2.16)

denkleminden

rx(n) = p(n)x (�(n)) � 0; n � n0

elde edilir ki buradan fx(n)g azalmayan olur. Böylece �(n) � h(n) � n oldu¼gundan

(2.2.16) denkleminden

rx(n)� p(n)x(h(n)) � 0; n � n0 (2.2.29)

bulunur. Di¼ger taraftan x(n) ve h(n)�in azalmayan oldu¼gu göz önüne al¬narak, n � n0
için (2.2.29) eşitsizli¼gine n den h(n) ye kadar toplam uygulan¬rsa

x(h(n))� x(n� 1)�
h(n)X
j=n

p(j)x(h(j)) � 0

ve

x(h(n))� x(h(n))
h(n)X
j=n

p(j) � 0

veya

x(h(n))

241� h(n)X
j=n

p(j)

35 � 0
elde edilir. Buradan

lim sup
n!1

h(n)X
j=n

p(j) � 1
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olup kabul ile çeli̧sir. ·Ispat tamamlan¬r.

Chatzarakis vd. (2014), (2.2.15) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için aşa¼g¬daki

sonucu elde etmi̧slerdir.

Teorem 2.2.14 i = 1; 2; � � � ;m için f� i(n)g azalmayan ve

lim sup
n!1

�(n)X
j=n

mX
i=1

pi(j) > 1 (2.2.30)

ise (2.2.15) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada �(n) = min1�i�m f� i(n)g

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Chatzarakis vd. 2014).

Örnek 2.2.5

rx(n)� c

3 ln(n+ 2)n+2
x(n2 + 1)� 2c

3 ln(n+ 2)n+2
x(n2 + 2) = 0; n � 1 (2.2.31)

şeklinde verilen ileri fark denklemini göz önüne alal¬m. Burada c = e
ln 4
; � 1(n) = n

2+1;

� 2(n) = n
2 + 2; p1(n) =

c
3 ln(n+2)n+2

ve p2(n) = c
3 ln(n+2)n+2

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Her

n � 1 için � 1(n) ve � 2(n) artan ve � 2(n) > � 1(n) olur. Böylece

�(n) = min
1�i�m

� i(n) = � 1(n) = n
2 + 1; n � 1

olur. Şimdi

lim sup
n!1

�(n)X
j=n

2X
i=1

pi(j) = lim sup
n!1

n2+1X
j=n

2X
i=1

pi(j) > 1

oldu¼gunu göstermek istiyoruz.

Örnek 2.2.4 deki benzer i̧slem ad¬mlar¬uygulan¬rsa

lim
n!1

�
c ln

ln(n2 + 4)

ln(n+ 2)

�
� lim

n!1

�(n)X
j=n

2X
i=1

pi(j) � lim
n!1

�
c ln

ln(n2 + 3)

ln(n+ 1)

�
elde edilir. Buradan

lim
n!1

�(n)X
j=n

2X
i=1

pi(j) =
e

2

bulunur. Sonuç olarak,

lim sup
n!1

�(n)X
j=n

2X
i=1

pi(j) =
e

2
> 1

olup verilen denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur (Chatzarakis vd. 2014).
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3 B·IR·INC·I MERTEBEDEN L·INEER ·ILER·I FARK

DENKLEMLER·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN SALINIMI

Sal¬ml¬l¬k teorisi ile ilgili çal¬̧smalarda genellikle aşa¼g¬da belirtilen durumlar üzerinde

durulmuştur:

(i) Sal¬n¬ml¬olmayan çözümün varl¬¼g¬için yeter şartlar.

(ii) Her çözümün sal¬n¬ml¬olmas¬için yeter şartlar.

Verilen bu durumlar için yap¬lan çal¬̧smalar birbirinden farkl¬d¬r. ·Ilk durum için sabit

i̧saretli olan bir çözümün var oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Bu durumda çeşitli sabit

nokta teoremleri uygulanabilir ya da sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüme yak¬nsak, monoton

bir dizi tan¬mlanabilir. ·Ikinci durumda ise denklemin baz¬çözümleri için bu yöntemlerin

kullan¬lmas¬uygun de¼gildir. Bu yüzden çeli̧ski yöntemi kullan¬larak ispat yap¬l¬r. Yani,

verilen denkleme ait sal¬n¬ml¬olmayan bir çözümün varl¬¼g¬kabul edilir ve bu denklemin

parametreleri için kabul edilen şartlar¬n sa¼gland¬¼g¬gösterilerek çeli̧ski elde edilir.

Birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬ile ilgili birçok çal¬̧sma

mevcuttur. Ancak birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin sal¬n¬m¬üzerine

çok say¬da çal¬̧sma bulunmamaktad¬r. Özellikle daha genel bir durum olan monoton

olmas¬gerekmeyen argumanlar¬içeren denklemlerle ilgili yap¬lan çal¬̧smalar neredeyse

yok denecek kadar azd¬r.

Bu nedenle bu tez çal¬̧smas¬nda

rx(n)�
mX
i=1

pi(n)x (� i(n)) = 0; n 2 N; n � 1 (3.1)

ve bu denklemin m = 1 için özel bir hali olan

rx(n)� p(n)x(�(n)) = 0; n 2 N; n � 1 (3.2)

şeklinde verilen birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧s¬

ele al¬nm¬̧st¬r. Bu denklemlerin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için yeni sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri

elde edilmi̧stir. Burada 1 � i � m için fpi(n)g pozitif reel say¬dizileri ve f� i(n)g

monoton olmas¬gerekmeyen ve

8n 2 N; n � 1 için � i(n) � n (3.3)
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koşullar¬n¬ sa¼glayan tamsay¬ dizileridir. Ayr¬ca çal¬̧smam¬z boyunca
k�1X
i=k

A(i) = 0

oldu¼gunu kabul edece¼giz. Elde edilen sonuçlar tamamen orjinal olup aşa¼g¬daki şek-

ildedir.

·Ilk olarak (3.2) denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili elde edilen sonuçlar¬ele

alal¬m.

f�(n)g monoton olmas¬gerekmeyen bir dizi olmak üzere

h(n) := min
n�s

f�(s)g ; s 2 N (3.4)

ifadesini tan¬mlayal¬m. Aç¬k olarak, her n � 1 için �(n) � h(n) ve fh(n)g azalmayan

olur.

Lemma 3.1 (3.4) eşitli¼gi sa¼glans¬n ve m > 0 olsun. Bu durumda

m = lim inf
n!1

h(n)X
j=n+1

p(j) = lim inf
n!1

�(n)X
j=n+1

p(j) (3.5)

eşitli¼gi vard¬r (Öcalan ve Özkan 2016).

Lemma 3.2 p(n) > 0 ve fx(n)g aşa¼g¬da verilen eşitsizli¼gin pozitif bir çözümü olsun.

rx(n)� p(n)x(n) � 0; n � s: (3.6)

Böylece

x(n) � exp
(

nX
j=s+1

p(j)

)
x(s); n � s (3.7)

olur.

·Ispat ·Ilk olarak (3.6) eşitsizli¼gi x(n) ile bölünürse

rx(n)
x(n)

� p(n) � 0; n � s (3.8)

eşitsizli¼gi elde edilir. (3.8) eşitsizli¼gine s+ 1 den n ye kadar toplam uygulan¬rsa,

nX
j=s+1

rx(j)
x(j)

�
nX

j=s+1

p(j) � 0 (3.9)
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bulunur. Şimdi x � 0 için ex � 1 + x oldu¼gu kullan¬larak
nX

j=s+1

rx(j)
x(j)

=
nX

j=s+1

x(j)� x(j � 1)
x(j)

= (n� s)�
nX

j=s+1

x(j � 1)
x(j)

= (n� s)�
nX

j=s+1

exp

�
ln
x(j � 1)
x(j)

�

� (n� s)�
nX

j=s+1

�
1 + ln

x(j � 1)
x(j)

�
=

nX
j=s+1

ln
x(j)

x(j � 1)

elde edilir. Böylece

nX
j=s+1

rx(j)
x(j)

�
nX

j=s+1

ln
x(j)

x(j � 1) = ln x(n)� lnx(s)

= ln
x(n)

x(s)

bulunur. Son olarak (3.9) eşitsizli¼ginden

ln
x(n)

x(s)
�

nX
j=s+1

p(j) � 0

ya da

x(n) � exp
(

nX
j=s+1

p(j)

)
x(s)

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1 (3.4) sa¼glans¬n. f�(n)g monoton olmas¬gerekmeyen bir dizi ve

lim inf
n!1

h(n)X
j=n+1

p(j) = lim inf
n!1

�(n)X
j=n+1

p(j) >
1

e
; (3.10)

ise (3.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (3.2) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir x(n) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Ayr¬ca�x(n) de (3.2) denkleminin bir çözümü olarak düşünülebilir

ancak biz ispat¬m¬z¬yaln¬zca x(n) in pozitif oldu¼gu durum için yapaca¼g¬z. Böylece her

n � n1 için x(n); x (�(n)) > 0 olacak şekilde n1 > n0 � 1 mevcuttur. Yani (3.2)

denkleminden

rx(n) = p(n)x (�(n)) � 0; 8 n � n1
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elde edilir ki buradan fx(n)g azalmayan olur. Buradan ve �(n) � h(n) � n oldu¼gundan

(3.2) denkleminden

rx(n)� p(n)x(h(n)) � 0; n � n1 (3.11)

ve

rx(n)� p(n)x(n) � 0; n � n1 (3.12)

bulunur.

Di¼ger taraftan Lemma 3.1 ve (3.10) ifadesinden

h(n)X
j=n+1

p(j) � c > 1

e
; n � n2 > n1 (3.13)

olacak şekilde c > 0 sabiti vard¬r. Böylece, Lemma 3.2 ve (3.12) ifadesinden

x (h(n)) � exp

8<:
h(n)X
j=n+1

p(j)

9=;x (n) 8 h(n) � n (3.14)

elde edilir.

Her x 2 R için ex � ex oldu¼gundan ec > 1 olmak üzere (3.13) ve (3.14) eşitsizliklerinden

x (h(n)) � ecx (n) � (ec)x (n) (3.15)

bulunur. Böylece (3.11) ve (3.15) ifadelerinden

rx(n)� p(n) (ec)x (n) � 0; n � n2

elde edilir.

Şimdi p1(n) := (ec) p(n) olsun. Böylece

rx(n)� p1(n)x (n) � 0; n � n2 (3.16)

bulunur.

Ayr¬ca Lemma 3.2 kullan¬l¬rsa,

x (h(n)) � exp

8<:
h(n)X
j=n+1

p1(j)

9=;x (n) 8 h(n) � n (3.17)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Di¼ger taraftan (3.13) ve (3.16) ifadeleri yard¬m¬yla

x (h(n)) � exp

8<:
h(n)X
j=n+1

(ec) p(j)

9=;x (n)
= exp

8<:(ec)
h(n)X
j=n+1

p(j)

9=;x (n) � exp�ec2	 x (n)
� (ec)2 x (n)

ifadesi elde edilir. Yukar¬da verilen i̧slem ad¬mlar¬tekrarland¬¼g¬nda, herhangi bir pozitif

k tamsay¬s¬için tümevar¬m uygulan¬rsa yeterince büyük n ler için

x (h(n))

x (n)
� (ec)k (3.18)

elde edilir. Di¼ger taraftan (3.13) ifadesinden

n�X
j=n+1

p(j) � c

2
ve

h(n)X
j=n�

p(j) � c

2
(3.19)

olacak şekilde n� 2 (n; h(n)], n� 2 N mevcuttur. (3.11) ifadesine n + 1 den n� a kadar

toplam uygulan¬rsa

x (n�)� x(n)�
n�X

j=n+1

p(j)x (h(j)) � 0

ifadesi bulunur.

Şimdi (3.19) ifadesi ve fx(n)g, fh(n)g nin azalmayan oldu¼gu göz önünde bulundurulursa

x (n�) � x (h(n+ 1))
n�X

j=n+1

p(j) � x (h(n))
n�X

j=n+1

p(j)

ya da

x (n�) � x (h(n)) c
2

(3.20)

ifadeleri elde edilir. (3.11) ifadesine n� dan h(n) ye kadar toplam uygulan¬rsa

x(h(n))� x(n� � 1)�
h(n)X
j=n�

p(j)x (h(j)) � 0;

;

x(h(n))� x (h(n�))
h(n)X
j=n�

p(j) � 0
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ya da

x(h(n)) � x (h(n�)) c
2

(3.21)

bulunur. Elde edilen (3.20) ve (3.21) ifadeleri birlikte düşünüldü¼günde

x(n�) � x (h(n)) c
2
� x (h(n�))

� c
2

�2
ya da

x (h(n�))

x(n�)
�
�
2

c

�2
< +1

olup lim infn!1
x(h(n))
x(n)

mevcut olur. Ancak bu durum (3.18) ile çeli̧sir ve ispat tamam-

lan¬r.

Teorem 3.2 Teorem 3.1�in tüm koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Böylece

(i)

rx(n)� p(n)x(�(n)) � 0; n 2 N; n � 1

fark eşitsizli¼ginin ergeç pozitif bir çözümü yoktur.

(ii)

rx(n)� p(n)x(�(n)) � 0; n 2 N; n � 1

fark eşitsizli¼ginin ergeç negatif bir çözümü yoktur.

Örnek 3.1.1

rx(n)� p(n)x (�(n)) = 0; n 2 N; n � 1 (3.22)

ileri fark denklemini ele alal¬m. p(n) = 0:19 ve �(n) = n+ 2 olsun. Böylece

lim sup
n!1

n+2X
j=n

p(j) = 0:57 � 1

olup (1.12) şart¬sa¼glanmaz. Ancak

lim inf
n!1

n+2X
j=n+1

p(j) = 0:38 >
1

e
;

olup (3.22) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬olur.

Şimdi tekrar (3.1) denklemini göz önüne alal¬m ve bu denklemin çözümlerinin sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬için elde etmi̧s oldu¼gumuz yeni şartlar¬verelim.
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1 � i � m için f� i(n)g monoton olmas¬gerekmeyen diziler olmak üzere

hi(n) := inf
n�s
f� i(s)g ve h(n) = min

1�i�m
hi(n); n � n0 (3.23)

tan¬mlayal¬m. Aç¬k olarak, 1 � i � m için fhi(n)g azalmayan ve her n � n0 için

� i(n) � hi(n) � h(n) olur.

Teorem 3.3 (3.3) sa¼glans¬n. 1 � i � m için f� i(n)g monoton olmas¬ gerekmeyen

diziler olmak üzere

lim sup
n!1

h(n)X
j=n

mX
i=1

pi(j) > 1 (3.24)

ya da

lim inf
n!1

�(n)X
j=n+1

mX
i=1

pi(j) >
1

e
; (3.25)

ise (3.1) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r. Burada �(n) = min1�i�m f� i(n)g ve

h(n) (3.23) deki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat Çeli̧ski oluşturmak ad¬na (3.1) denkleminin pozitif sal¬n¬ms¬z bir x(n) çözümünün

varl¬¼g¬n¬kabul edelim. Ayr¬ca�x(n) de (3.1) denkleminin bir çözümü olarak düşünülebilir

ancak biz ispat¬m¬z¬yaln¬zca x(n) in pozitif oldu¼gu durum için yapaca¼g¬z. Böylece her

n � n1 için x(n); x (�(n)) > 0 olacak şekilde n1 > n0 � 1 mevcuttur. Yani (3.1)

denkleminden

rx(n)�
 

mX
i=1

pi(n)

!
x (�(n)) � 0

bulunur.

(3.24) ve (3.25) ifadeleri göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, Teorem 3.2 ile bir çeli̧ski elde edilir.

Böylece verilen denklemin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬ olup ispat tamamlan¬r. Burada

aşa¼g¬daki eşitlik kullan¬lm¬̧st¬r.

lim inf
n!1

�(n)X
j=n+1

mX
i=1

pi(j) = lim inf
t!1

h(n)X
j=n+1

mX
i=1

pi(j):

Bu eşitlik Lemma 3.1 deki ispat yöntemi kullan¬larak kolayca elde edilebilir.
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Teorem 3.4 Teorem 3.3 ün tüm koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Böylece

(i)

rx(n)�
mX
i=1

pi(n)x (� i(n)) � 0; n 2 N; n � 1

fark eşitsizli¼ginin pozitif çözümü yoktur.

(ii)

rx(n)�
mX
i=1

pi(n)x (� i(n)) � 0; n 2 N; n � 1

fark eşitsizli¼ginin negatif çözümü yoktur.
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4 TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda

rx(n)�
mX
i=1

pi(n)x (� i(n)) = 0; n 2 N; n � 1

ve bu denklemin m = 1 için özel bir hali olan

rx(n)� p(n)x(�(n)) = 0; n 2 N; n � 1

birinci mertebeden lineer ileri fark denklemleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu denklemlerin tüm

çözümlerinin sal¬n¬ml¬olmas¬ için yeter şartlar elde edilmi̧stir. Bu denklemlerle ilgili

yap¬lan önceki çal¬̧smalarda argumanlar¬n monoton olmas¬söz konusu idi, ancak elde

etti¼gimiz yeni sonuçlar ile birlikte argumanlar¬n monoton olma şart¬kald¬r¬ld¬. Böylece,

elde edilen yeni sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri ile birlikte monton olmas¬gerekmeyen arguman-

lar¬içeren birinci mertebeden lineer ileri fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

gösterildi.

Ayr¬ca tezimizde yer alan sonuçlar¬n ilerleyen zamanlarda bu konular üzerinde çal¬̧sacak

olan araşt¬rmac¬lara yol gösterici nitelikte olaca¼g¬düşünülmektedir.
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