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Bu tez çalışmasında, Orlicz uzaylarında fonksiyonların trigonometrik polinomlarla yaklaşımı 

incelenir. Ağırlıklı Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonlarla Fourier serilerinin Fejér toplamları 

arasındaki değerlendirme elde edilir. Ayrıca, kompleks düzlemde basit eğrilerle sınırlanmış çift bağlantılı 

bölgelerde Smirnov-Orlicz sınıflara ait fonksiyonların rasyonel fonksiyonlarla yaklaşımı ile ilgili 

yaklaşım teorisinin düz teoremi ispat edilir. 
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
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p
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1. GİRİŞ 

          Fonksiyonların Yaklaşım teorisi Matematik analizin en çok uygulaması olan 

dallarından biridir. Fonksiyonların yaklaşım teorisinde, fonksiyonların daha basit 

fonksiyonlara en iyi nasıl yaklaştırılabileceği incelendi ve bu sayede ortaya çıkan 

hatalar nicel olarak karakterize edilmiştir. İyi özelliklere sahip olmayan bir fonksiyon 

uzayının elemanları ile iyi özelliklere sahip trigonometrik polinomların, cebirsel 

polinomların, tam fonksiyonların (kompleks düzlemde analitik fonksiyonlar) ve sonsuz 

basamaktan diferensiyellenebilen fonksiyonların yaklaşımı incelenmiştir. 

          Fonksiyonların yaklaşım teorisinde düz ve ters teoremler ispatlanmaktadır. Düz 

teoremler, bir fonksiyonun düzgünlük özellikleri (fonksiyonun belirli bir mertebeden 

türevlerinin varlığı, fonksiyonun, türevlerinin veya bazı türevlerinin süreklilik modülü 

vb.) cinsinden fonksiyona yaklaşan polinomların yakınsaklık hızının ifade edilmesidir. 

Trigonometrik, cebirsel polinomlarla (rasyonel fonksiyonlarla) en iyi yaklaşım 

durumunda, düz teoremler Jackson tipi teoremler olarak da bilinir. Ters teoremler ise 

yakınsaklık hızına bağlı olarak fonksiyonların diferansiyel özelliklerini ifade 

etmektedir. Yani ters teoremler, fonksiyona yaklaşan polinomların yakınsaklık hızından 

bağımlı olarak bir fonksiyonun şu veya bu sınıfa ait olduğunu ifade eden teoremlerdir. 

Bu düz ve ters teoremlerin elde edilmesi fonksiyonların yaklaşım teorisinde 

fonksiyonların yapısal karakterizasyonu olarak adlandırılmaktadır. 

         Bu tez çalışmasının Kaynak Araştırması bölümünde incelenen problemle ilgili 

fonksiyonların yaklaşım teorisi kapsamında kaynak araştırması yapılmıştır. Bu 

çalışmanın Materyal ve Yöntem bölümü üç alt bölümden oluşmaktadır. Bu bölümde ilk 

önce reel ve kompleks fonksiyonlar teorisi ile ilgili olarak temel tanımlar ve teoremler 

verilmektedir. Ortogonal fonksiyonlar sistemi ve Fourier serileri tanımlanır. Ayrıca bu 

bölümde Orlicz uzayları ve bu uzaylarda yüksek mertebeden düzgünlük modülü 

tanımlanır.  

         Tezin Araştırma Sonuçları ve Tartışma olarak adlandırılan dördüncü bölümü dört 

alt bölümden oluşmaktadır. Bu bölümde ilk önce esas sonuçların ispatında kullanılan 

yardımcı sonuçlar verilmektedir. Daha sonra Orlicz uzayında fonksiyonların ve 

fonksiyonların türevlerinin yaklaşımı ile ilgili sonuçlar elde edilir. Elde edilen 

değerlendirmeler fonksiyonların en iyi yaklaşım dizisine bağlıdır. Ayrıca, ağırlıklı 

Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonların trigonometrik polinomlarla yaklaşımı 
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incelenir Daha sonra çift bağlantılı bölgelerde tanımlanan Smirnov-Orlicz sınıflarında 

fonksiyonların rasyonel fonksiyonlarla yaklaşımı incelenir. Elde edilen düz teorem 

yüksek mertebeden düzgünlük modülü cinsinden verilmektedir.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI  

          Fonksiyonların yaklaşım teorisi ile problemler ilk önce P. L. Chebyshev (1854), 

Weierstrass (1885) çalışmalarında incelenmiştir.  

Jackson’ın (1911,1912) çalışmalarında süreklilik modülü kavramından 

yararlanarak yaklaşım teorisinin düz teoremleri ispat edilmiştir. Daha sonralar 

fonksiyonların yaklaşım problemleri  (düz ve ters teoremler) birçok yazar tarafından 

incelenmiştir (örneğin bakınız, Bernstein, (1912),  Stechkin (1951), Timan (1962) . 

         Fonksiyonların trigonometrik ve cebirsel polinomlarla yaklaşım problemleri 

birçok yazarın kitaplarında incelenmiştir. ( örneğin, bakınız, Timan, 1994;   De Vore ve 

Lorentz; 1993; Dzyadyk, 1977; Dzyadyk ve Shevchuk, (2009), Andrievskii ve Blatt, 

2002)  

Fakat fonksiyonların belli aralıkta değil, kompleks düzlemde bulunan bölgelerde 

fonksiyonların polinomlarla yaklaşımı ile ilgili problemler bir çok yazar tarafından 

incelenmiştir (bu problelerle ilgili sonuçlar Dzyadyk, 1977 kitabında buluna bilir).  

          Farklı uzaylarda ve kompleks düzlemde bulunan farklı eğrilerde fonlsiyonların 

rasyonel fonksiyonlarla yaklaşımı merak konusudur. Fonksiyonların rasyonel 

fonksiyonlarla yaklaşımı farklı uzaylarda Walsh, 1935; Tietz, 1957; Pekarskii, 1994; 

Ramazanov, 1984; Cavus ve Israfilov, 1995 ve başka birçok matematikçi tarafından 

araştırılmıştır. Ayrıca fonksiyonların rasyonel fonksiyonlarla yaklaşımı ile ilgili 

sonuçlar Walsh, 1935 kitabı’nda bulunabilir. 

  Ağırlıksız ve ağırlıklı Orlicz uzaylarında polinomlarla yaklaşım çoğu yazar 

tarafından incelenmiştir.( Örneğin, bak. Akgün ve Israfilov, 2008; Israfilov ve Güven, 

2006;  Jafarov, Mamedkhanov, 2012; Kokilashvili, 1968;  Ramazanov, 1984 ). 

Farklı uzaylarda fonksiyonların Fourier serilerinin toplamları ile yaklaşımı 

birçok yazar tarafından incelenmiştir. (Örneğin, bak.  Il’yasov, 1986;    Kokilashvili, 

Tsanava, 2010;  Stechkin, 1961;  Timan, 1962; Zygmund, 1959). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM           

3.1 Temel Tanımlar   

Tanım 3.1  L  bir lineer uzay ve B L⊂  olsun. 
1 1,x y B∀ ∈  için, 

( ){ }1 1: 1 , 0 1K z L z x y Bα α α= ∈ = + − ≤ ≤ ⊂  ise, B  kümesine konveks küme denir. 

(Kreyszıg, 1978 )  

Tanım 3.2  B ⊂  bir aralık olsun. :M B→  fonksiyonu 
1 1,x y B∀ ∈  ve   [ ]0,1β∀ ∈   

için   

( )1 1 1 1(1 ) ( ) (1 ( )M x y M x M yβ β α β+ − ≤ + −  

şartı sağlanıyorsa, M  fonksiyonu konveks fonksiyon olarak adlandırılır. 

                Kompleks Düzlemi  ile gösterelim.  

Tanım 3.3 Kompleks değişkenli g  fonksiyonu verilmiş olsun Eğer g fonksiyonu 
0z  

noktasının belli bir komşuluğundaki her bir noktada türevlenebiliyorsa, bu durumda g

fonksiyonu 
0z  noktasında analitiktir, denir. (Başkan, 1998) 

Tanım 3.4 Bağlantılı açık kümeye Bölge adı verilir (Başkan, 1998, s. 23). 

Tanım 3.5 ( )w f z=  bir B  bölgesinde tanımlı bir kompleks tasvir ve 0z , B  deki bir 

nokta olsun. Bu taktirde, 0z noktasında kesişen B deki her yönlendirilmiş 
1γ ve 

2γ  

düzgün eğri çiftinin 0z ’da aralarındaki açı, '

1γ ve '

2γ resim eğrilerinin 0( )f z ’da 

aralarındaki açıya hem büyüklükte hem de yönde eşitse, ( )w f z=  kompleks tasvirine 

0z da konform denir (Zill ve Shanahan, 2003). 

Tanım 3.6 Bağlantılı kapalı kümeye Kontinyum adı verilir (Dzyadyk, 1977, s.346). 

Tanım 3.7  (Lebesgue Uzayı) ( , )X µ  bir ölçü uzayı ve , :M f X →  tanımlı µ  

ölçülebilir fonksiyonların kümesi olsun. 0 p< < ∞  olmak üzere   

( ) :
pp

X

L X f M g dµ
 

= ∈ < ∞ 
 

∫  

sınıfına mutlak değerinin p − inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonların sınıfı denir. 



5 

 

 

 

g fonksiyonunun pL  normu   

1

( ) ,1

sup ( ) ,

p p

X

x X

g d p

p
ess g x p

g

µ

∈

≤ <∞

=∞


∫




= 



 

ile tanımlanır ve bu norm ile pL  ye Lebesgue uzayı denir. Burada   

sup ( ) inf{ : ({ : ( ) }) 0}
x X

ess g x x X g xλ µ λ
∈

= ∈ > =  

dir. ( )pL X   uzayı 
( )PL X

g  normuna göre bir Banach uzayıdır.  

( DeVore, Lorentz, 1993). 

Tanım 3.8  [ ] [ ): , 0,ω π π− → ∞  ölçülebilir bir fonksiyonu göz önüne alalım. Eğer  

{ }( )
1

0,ω
−

∞  kümesinin Lebesgue ölçümü sıfır ise bu durumda ω  fonksiyonuna 

[ ],π π− parçası üzerinde bir ağırlık fonksiyonu denir. 

Tanım 3.9 ω  ağırlık fonksiyonu verilmiş olsun. Pg Lω∈  koşulunu şartını sağlayan 

ölçülebilir, [ ]: ,g π π− →    fonksiyonlarının kümesi 
PLω   ile gösterilir. Bu durumda 

,

:
p p

g g
ω

ω=  

fonksiyonu P

Lω
 üzerinde bir normdu ifade edir. . P

Lω
 normlu uzayına ağırlıklı Lebesgue 

uzayı denir. 

G  bölgesi  kompleks düzlemde, Γ düzeltilebilir Jordan eğrisi ile sınırlı bölge olsun.  

Tanım 3.10  , 1,s o sΓ < < eğrisi, D  diskinin B  bölgesine konform dönüşümü altında 

{ }: , 0 1s sµ µ = < <  çemberinin görüntüsü olsun. B  bölgesinde analitik olan ve  

( )
0 1

sup

s

p

s

g z dz
< <

Γ

< ∞∫ , 1 p≤ < ∞  

koşulunu sağlayan g  fonksiyonlarının kümesine ( )pE B  Smirnov sınıfı denir.  (Timan, 

1994). 
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Ayrıca B D=  olduğu durumda, ( ) ( ):p pH D E D= olarak tanımlanan uzaya Hardy 

uzayı denir (Timan, 1994). 

Uyarı 3.1  ( )pL Γ  ve ( )pE G  uzayları 1p ≥  olduğunda,     

( ) ( )
( )

1

:p p

p
p

E G L
h h h z dz

Γ

Γ

 
= =  

 
∫  

normuna göre Banach uzayıdırlar. 

             ( ),pE B ω , 1 p≤ < ∞ ,  ω - ağırlıklı Smirnov sınıfı  

( ) ( ) ( ){ }1, : : ,p

pE B h E B h Lω ω= ∈ ∈ Γ    

biçiminde tanımlanır.  

Tanım 3.11  Kabul edelim ki ( )1,p∈ ∞  ve 
1 1

1
p q
+ =  şartları sağlansın. ω  fonksiyonu

Γ  eğrisi üzerinde  

( )
( )

( )
( )

1 1

0
, ,

1 1
supsup

p q

p q

t
t t

d d
ε

ε ε

ω τ τ ω τ τ
ε ε

−

∈Γ >
Γ Γ

   
    < ∞
   
   

∫ ∫
   

(3.1) 

şartını sağlıyorsa, bu durumda ω  ağırlık fonksiyonu ( )pA Γ sınıfına aittir diyeceğiz: 

(3.1) şartına Muckenhoupt pA− şartı denir, Burada ( ) { }, :t tε τ τ εΓ = ∈Γ − < dur. 

(Muckhenhoupt 1972;  Böttcher ve Karlovich, 1997). 

Γ eğrisi  kompleks düzlemde sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. Ayrıca

B Int= Γ  ve B Ext− = Γ  gösterelim. ( )1f L∈ Γ  olmak üzere  

( )
( )1

,
2

g
g z d z G

i z

ζ
ζ

π ζ

+

Γ

= ∈
−∫              

ve 

( )
( )1

,
2

g
g z d z G

i z

ζ
ζ

π ζ

− −

Γ

= ∈
−∫  
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biçiminde tanımlanan g+
 ve g−

 fonksiyonları, sırasıyla B  ve B−  bölgelerinde 

analitiktirler ve ( ) 0g− ∞ = olur.  

( )1g L∈ Γ
 
fonksiyonunun bir z∈Γ  noktasındaki Cauchy singüler integrali, 

( ) ( )
( )

( )
0

\ ,

lim
z

g
S g z d

zε
ε

ζ
ζ

ζ
Γ

→
Γ Γ

=
−∫  

olarak tanımlanır. Bu limit hemen her z∈Γ  için mevcuttur.  

(Böttcher ve Karlovich,1997). 

Not edelim ki, SΓ  lineer operatörünün sınırlılığı  ( )pL Γ  Lebesgue uzaylarında 

G David tarafından incelenmiştir (David, 1984). Ayrıca,  Cauchy singüler 

integrallerinin özellikleri ile ilgili bilgiler   (Böttcher ve Karlovich, 1997) kitabında 

bulunabilir.  

Şimdi Faber polinomlarını ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarını 

tanımlayalım. Bunun için aşağıdaki yardımcı bilgilere ihtiyaç duyulmaktadır. 

Kabul edelim ki Γ  kapalı Jordan eğrisidir. ( )1 2 1 20 ,G C G G G G= Γ = ∪ ∈ ∞∈

bölgesi Γ  kapalı eğrisinin iki bileşenli (tümleyeni) olsun. Ayrıca kabul edelim ki

( ) ( )1,2iw z i=Φ = fonksiyonları konform ve yalınkat olarak

( ) ( ) ( )1 1 2
0

0 , lim 0,
z

z z
→

Φ =∞ Φ > Φ ∞ =∞  ve ( )2lim / 0
z

z z
→∞

Φ > normları ile 1G  ve 

2G  bölgelerini birim çemberinin dışına dönüştürür.  

Birim çemberin içini 1U , birim çemberin dış kısmını ise 2U  ile gösterelim. 

Birim çemberin sınırı T  olsun. 

( ) ( )1,2i z iΦ =  fonksiyonlarının tersi ( ) ( )1,2iz w i= Ψ =  olsun. Caratheodory 

teoremi gereğince 1Φ  ve 2Φ  ( 1Ψ  ve 2Ψ ) fonksiyonları sürekli olarak ( )TΓ 'ye 

genişletilebilir (örneğin bkz. Markushevich 1977, s.44).  

( )g C∈ Γ  olsun. Bu durumda f  fonksiyonunu genelleştirilmiş Faber-Laurent 

serisi cinsinden  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

1/ ,kkk k

k k

g z c g F z c f F z
∞ ∞

= =

+ −∑ ∑  

biçiminde ifade edebiliriz, burada ( )ka f  ve ( )ka f  katsayıları 

( )
( )2

1

1
: , 0,1,2,...

2
k k

T

g
c f d k

i
ω

ω

π ω +

Ψ  
= =∫  

ve 

( )
( )1

1

1
: , 0,1,2,...

2
k

k

T

g
c f d k

i
ω

ω

π ω +

Ψ  
= =∫                      

olarak tanımlanır. ( )kc f  ve ( )kc f  katsayılarına ( )g C∈ Γ 'nin Faber-Laurent 

katsayıları denir. ( )kF z  polinomu, Γ  eğrisi için k  dereceli Faber polinomu olarak 

adlandırılır. ( )kF z  polinomunun integral şekli  

( )
( )21

,
2

R

k

kF z d
i z

ζ
ζ

π ζ
Γ

Φ  =
−∫  

biçimindedir. Burada 

( ){ }2 2: :R G Rζ ζΓ = ∈ Φ =  

dir.  

( )1kF z  rasyonel fonksiyonu, Γ  eğrisi için k  dereceli Faber esas kısmı olarak 

adlandırılır ve integral şekli  

( )
( )11

1
2

R

k

kF z d
i z

ζ
ζ

π ζ
Γ

Φ  = −
−∫  

biçimindedir. Burada 

( ){ }1 1: :R G Rζ ζΓ = ∈ Φ =  

dir.  
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Tanım 3.12  ( )g C∈ Γ  ve ( )kc f , ( )kc f  ise Faber-Laurent katsayıları olsun. Bu 

durumda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, : 1
n n

kkn k k

k k

R f z c f F z c f F z
= =

= + −∑ ∑
 

rasyonel fonksiyonuna g ’nin n . dereceden Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu 

denir. 

         µ  fonksiyonu 2π  üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun 

süreklilik modülü  

( )
[ ]

( ) ( )
1 2 1 2

1 2
, 0,2 ,

, : sup , 0
t t t t t

t t t t
π

ω χ µ µ
∈ − <

= − ≥  

biçiminde tanımlanır.  

Γ  eğrisinin parametrik denklemi  

( ): ,0 2t tµ πΓ ≤ ≤  

biçiminde olsun.   Eğer ( )tµ′  fonksiyonu Dini-süreklilik şartını, yani  

( )

0

,t
dt

t

π ω µ′
< ∞∫  

şartını sağlıyorsa, bu durumda, Γ  eğrisi Dini-düzgün eğri olarak adlandırılır. 

 (Ch. Pomerenke, 1992, s.48). 

Γ  kapalı Jordan eğrisi ve ( )f C∈ Γ olsun. ( ),nE f Γ  ile f fonksiyonunun  Γ

eğrisi üzerinde en iyi yaklaşımını gösterelim. Yani,  

( )
{ }

( ) ( ), inf max
n

n n
R z

E f f z R z
∈Γ

Γ = −  

dir.  

3.2 Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi ve Fonksiyonun Fourier Serisi  

Tanım 3.13 [ ],a b  parçasında tanımlanmış ( )f x ve ( )g x fonksiyonları, 

( ) ( ) ( ) ( ), . 0

b

a

f g f x g x d xµ= =∫                 
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şartını sağlandığında, ( )xµ ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal fonksiyonlardır 

denir. (Nasibov, 2013) 

Tanım 3.14 [ ],a b  parçasında tanımlanmış ( )f x  fonksiyonu için,  

( ) ( ) ( )2, 1

b

a

f f f x d xµ= =∫              

olduğunda ( )f x , ( )xµ  ağırlık fonksiyonuna göre normal fonksiyondur denir. Özel 

halde ( ) ( )( ),d x dx x xµ µ= = veya ( ) ( ) ( )'d x x dx p x dxµ µ= = de olabilir. (Ferhat 

Nasibov, 2013) 

 

( ) ( ) ( )1 2, , ... , nx x xϕ ϕ ϕ  fonksiyonlar sistemi verilmiş olsun. 

Tanım 3.15 ( ) ( ) ( )1 2, , ... , nx x xα α α  fonksiyonlar sistemi için  

 ( ) ( ) ( )
0,

, ( 0)

b

i j

j ja

i j
x x d x

i j
α α µ

λ λ

≠
= 

= >
∫                 

ise ( ){ }
1

n

k xα sistemi ( )xµ ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal sistemdir denir. 

Özel halde; 1 ( 1,2,..., )j j nλ = = olduğunda ( ){ }
1

n

k xα  sistemi ortonormaldir denir. 

Eğer, ( ){ }
1

n

k xα ortogonal sistem (o.s.) ise 
( )

1

n

k

k

xα

λ

  
 
  

ortonormal sistemdir (o.n.s.). 

Tanım 3.16 ( ){ }
0k xα
∞

 sistemi; 

 ( ) ( ) ( )
0,

,

b

k m

ma

k m
x x d x

k m
α α µ

λ

≠
= 

=
∫                           

şartını sağladığında [ ],a b parçasında ( )xµ fonksiyonuna göre ( o.s.) denir.  

(Nasibov, 2013) 

Tanım 3.17 ( ){ }k xα  (sonlu veya sonsuz) (o.s), ( ) 2g x L∈ herhangi bir fonksiyon 

olduğunda, 
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                  ( ) ( ) ( ) ( )
1

. . 1,2,3...

b

k k

k a

c g x x d x kα µ
λ

= =∫             

formüllerine Fourier formülleri, bu formüller ile hesaplanan 
ka  sayılarına ise ( )f x  in 

{ }kϕ  sistemi üzerindeki Fourier katsayıları denir. (Nasibov, 2013) 

Tanım 3.18 
na
 
ve 

nb  ( 0,1,2,...)n =  sabit sayılar olmak üzere  

0

1

( cos sin )
2

n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑  

serisine trigonometrik seri denir. 

1

( sin cos )n n

n

a nx b nx
∞

=

−∑  

serisine de 0

1

( cos sin )
2

n n

n

a
a nx b nx

∞

=

+ +∑ serisinin eşlenik serisi denir.( Suetin, 1998). 

Tanım 3.19 n∈  ka  ve 
kb  ( 0,1,2,..., )k n=  sabit sayılar ve 0n na b+ ≠  olmak üzere 

0

1

( ) ( cos sin ) , 1,2,3,...
2

n

n p p

p

a
T x a px b px n

=

= + + =∑  

ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir. (Suetin, 1998). 

Tanım 3.20 ( ) ( )0
0 ( , ) : , ( , ) : cos sin , 1,2,3,...

2
n n n

a
A g x A g x a g nx b g nx n= = + =  olsun. 

0

( , ) : ( , ) , 0,1,2,...
n

n p

p

S g x A g x n
=

= =∑  

dizisine g  fonksiyonunun Fourier serisinin kısmi toplamlar dizisi denir.( Suetin, 1998) 

0

( , ) : ( , ) , 0,1,2,...
n

n p

p

S f x A f x n
=

= =∑  

 serisinin Fejer toplamları ise  

 

( ) ( )
0

1
,

1

n

n p

p

g S x g
n

σ
=

=
+
∑  

biçiminde tanımlanır. 
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Tanım 3.21 1g L∈  ve  0

1

( ) ( cos sin )
2

n n

n

a
g x a nx b nx

∞

=

+ +∑  olsun. 

1

( sin cos )p p

p

a px b px
∞

=

−∑  

serisi bir fonksiyonun Fourier serisi ise bu fonksiyona g  fonksiyonunun eşlenik 

fonksiyonu denir ve g  şeklinde gösterilir. (Suetin 1998). 

 

3.3 Orlicz uzayı ve yüksek mertebeden düzgünlük modülü 

        Konveks ve sürekli bir [ ) [ ): 0, 0,M ∞ → ∞  fonksiyonu verilmiş olsun. 

( )0 0,M = 0x >  için  ( ) 0M x >  olmak üzere   

( )
0

lim 0,
x

M x
x→
=   

( )
lim
x

M x
x→∞
= ∞  

şartları sağlansın. Bu durumda M fonksiyonu  N - fonksiyon olarak adlandırılır. N

fonksiyonunun tamamlayıcı fonksiyonu  

     ( ) ( )( )
0

: max ,
x

N y xy M x
≥

= −  0.y ≥  

şeklinde tanımlanır. 

             G  bölgesi  kompleks düzlemde, Γ düzeltilebilir Jordan eğrisi ile sınırlı 

bölge olsun.  

        M  bir N - fonksiyon ve N ise onun tamamlayıcı fonksiyonu olsun. 0α >  için  

  ( )M g z dzβ
Γ

  < ∞ ∫  

koşulunu sağlayan, Lebesgue ölçülebilir :g Γ→  fonksiyonlarının doğrusal uzayını 

( )ML Γ ile gösterelim. ( )ML Γ  de f  fonksiyonunun donatılmış normu 

( )
( ) ( ) ( ) ( ): sup : , , 1

M
NL

g g z h z dz h L h Nρ
Γ

Γ

 
= ∈ Γ ≤ 

 
∫  

şeklinde tanımlanır, burada  

( ) ( )( ), : ,h N N h z dzρ
Γ

= ∫  

dir, ( )ML Γ   uzayı bir Banach uzayıdır (Rao ve Ren, 1991). 
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( )ML Γ
⋅   normu,  Orlicz normu, ( )ML Γ  Banach uzayı da Orlicz uzayı olarak 

adlandırılır. 

 Bilindiği gibi ( )ML Γ uzayındaki  her fonksiyon Γ  de integrallenebilir, yani,  

( ) ( )1 .ML LΓ ⊂ Γ  

dir.  

        M bir N fonksiyon olmak üzere 
( )

( )

2
limsup
x

M x

M x→∞
< ∞  ise, M fonksiyonu 2Δ  

koşulunu sağlar denir. 

Orlicz uzayının özellikleri Krasnoselskii ve Rutickii (1961)  ve Rao ve Ren (1991)  

kaynaklarında ele alınmıştır.  

M  bir N  fonksiyon ve [ ) [ )1 : 0, 0,M − ∞ → ∞ ise M nin ters fonksiyonu olsun. 

( ) ( ]: 0, 0, ,h ∞ → ∞  ( )
( )1

1

: limsup
t

M t
h x

t
M

x

−

→∞
−

=
 
 
 

,  0x >  

fonksiyonunu tanımlayalım. ( )ML Γ  Orlicz uzayının Mα  alt indisi ve Mβ  üst indisi  

( )
0

log
: lim ,

log
M

x

h x

x
α

→
=   

( )log
: lim

log
M

x

h x

x
β

→∞
=  

biçiminde verilir. ( )ML Γ  Orlicz uzayının Boyd indisleri olarak adlandırılmıştır. 

Bilindiği gibi 

0 1M Mα β≤ ≤ ≤  

ve  

1,N Mα β+ =   1.M Nα β+ =  

Eğer  0 Mα<  ve  1Mβ <   ise  ,Mα   Mβ   Boyd indisleri, trivial (aşikar) değildir denir. 

( )ML Γ  Orlicz uzayının yansımalı olması için gerekli ve yeterli koşulun    

0 1M Mα β< ≤ <  şartının sağlanmasıdır. Başka bir değişle Boyd indisleri trivial 

olmadığı durumda ( )ML Γ uzayı yansımalıdır. ( )ML T  uzayı ancak ve ancak 

0 1M Mα β< ≤ <  ise refleksivdir (dönüşümlüdür) . 

Tanım 3.22 ω  bir ağırlık fonksiyonu olsun. Mg Lω∈   biçimindeki ölçülebilir, 

:g T →  fonksiyonların kümesi Lω

Μ  ile gösterilir. 
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,

:
M M

g g
ω

ω=  

fonksiyonu M

Lω
 üzerinde bir normu ifade eder. . M

Lω
 normlu uzayına ağırlıklı Orlicz 

uzayı denir. 

Tanım 3.23  (Kokilashvili, 1968) M bir N − fonksiyonu, g ise B  bölgesinde analitik 

fonksiyon olsun. 

( )( )
r

M g z dz
Γ

< ∞∫   

şartı sağlanırsa, bu durumda :g B →  fonksiyonlarının sınıfı ( )ME B  ile gösterilir, 

burada rΓ , 1w <  dairesinin B  bölgesine konform dönüşümü altında,  

{ }: , 0 1w w r r∈ = < < çemberinin görüntüsüdür. 

Tanım 3.24 (Kokilashvili, 1968) ( )ME B  sınıfı Smirnov-Orlicz sınıfı olarak 

adlandırılır. 

Eğer ( )
p

M u u= ( )1 p< < ∞ , ise ( )ME B  sınıfı iyi tanımlanmış ( )pE B  Smirnov sınıfı 

ile çakışır. 

        ( )ME B  sınıfına ait herhangi bir ( )f z  analitik fonksiyonu, aynı zamanda ( )1E B  

sınıfına da ait olacaktır, yani, 

( )
r

g z dz c
Γ

≤ < ∞∫ , 

yakınsaması, r , ( 0 1r< < ) ye göre düzgün yakınsamadır.  

( )ME B  sınıfında norm  

( ) ( )
:

M ME B L
g g

Γ
=  

dir. 

             B  bölgesi  kompleks düzlemde ,  Γ düzeltilebilir Jordan eğrisi ile sınırlı 

bölge olsun.  ( ),ME B ω , ω - ağırlıklı Smirnov-Orlicz  sınıfı  

( ) ( ) ( ){ }1, : : ,M ME B g E B g Lω ω= ∈ ∈ Γ . 
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biçiminde tanımlanır. Ağırlıklı Smirnov-Orlicz sınıfı,   ( )pE G - Smirnov sınıfının 

genelleştirilmesidir. Özel olarak ( ) , 1pM x x p= < < ∞  ise bu durumda ( ),ME G ω

ağırlıklı Smirnov-Orlicz sınıfı, ( ),pE G ω  ağırlıklı Smirnov sınıfı ile çakışmaktadır. 

Ayrıca  1ω =  ise bu ( )ME G  Smirnov-Orlicz sınıfı ile çakışır.  . 

 

( ),ML T ω  uzayı 0 1M Mα β< ≤ <  Boyd indisleri ile ağırlıklı bir Orlicz uzayı ve 

( ) ( )1/ 1/M M
A T A Tα βω∈ ∩  olsun. ( ),Mg L T ω∈  için kaydırma operatörü                  

( ) ( )
1

: ,
2

h

h

h

g x g x t dt
h

−

= +∫ 0 h π< <  , x T∈ . 

şeklinde tanımlanır.  

( ) ( )
( )1

,
0 1

,

, : sup ,
i

i
i k

M

k
k

M h
h i

L T

g I g gω
δ

ω

δ

≤ ≤

< < =

Ω = −∏ 0δ >  , 1,2,...k =  

fonksiyonuna g 'nin k-inci düzgünlük modülü denir, burada I  özdeşlik operatörüdür. 

hg 'nin ( ),ML T ω  üzerinde sınırlı bir lineer ( doğrusal) operatör olduğu bilinmektedir. 

Eğer 0k =  ise ( )
( )

0

, ,
, :

M
M L T

g gω ω
δΩ =  ve 1k =  ise ( ) ( )1

, ,, : ,M Mg gω ωδ δΩ =Ω  yazılır. 

[ ],π π−  üzerinde  2π -periyodik toplanabilir fonksiyonuna 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
2 20

1 1
lim

2 tan 2 tant t

g x t g x t g x t g x t
g x dt dt

π π

ε
ε

π π+→

 + − − + − −
= − = − 

 
∫ ∫  

ile verilen eşlenik fonksiyonu hemen hemen her yerde (h.h.y.) vardır. 

                   ( ) ( )0

1

, ,
2

n

n

a
g x A x g

∞

=

+∑    ( ), : cos sinn n nA x f a nx b nx= +                  

( )1g L T∈  fonksiyonunun Fourier serisi olsun. O halde  

( )
1

sin cosikx

k n n

k n

i signkc e a nx b nx
∞ ∞

=−∞ =

− = −∑ ∑  

biçiminde yazılan eşlenik trigonometrik serisi,  bazı g  fonksiyonunun Fourier serisi 

olur. Not edelim ki   
[ ]0,2

g L
π

∈  nin Fourier serisinin eşlenik serisinin her zaman Fourier 

serisi olmayacağı bilinmektedir (bkz, örneğin, A. F. Timan, 1994)  

( ),Mg L T ω∈  için g 'nin türevini  
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( ) ( )( ) ( )
( )

1
0

,

1
lim 0

M

h
L T

g x h g x g x
h ω

→
+ − − =  

şartını sağlayan bir g  fonksiyonu olarak tanımlarız ve bu durumda 
1g g′=  yazarız. Bu 

durumda ( ),Mg L T ω∈  fonksiyonunun ( ),ML T ω  anlamında türevi olduğunu söyleriz. 

        Derecesi n 'den büyük olmayan trigonometrik polinomların 
nΠ  sınıfında 

( ),Mg L T ω∈ fonksiyonunun en iyi yaklaşımı  

( )
( ), ,

: inf
Mn n

n nM L TT
E g f T

ω ω∈Π
= −  

olsun. Not edelim ki,  

( )
( ), ,

:
M

n nM L T
E g f T

ω ω

∗= −  

gibi n nT ∗∈Π 'nin varlığı, örneğin (De Vore ve Lorentz,  1993 s. 59) çalışmasındaki 

Teorem 1.1'den elde edilir. 

        B ,  kompleks düzlemde 'de, 1γ  ve 2γ düzeltilebilir Jordan eğrileri ile 

sınırlandırılmış çift bağlantılı bir bölge olsun. (kapalı 2γ  eğrisi, 1γ  kapalı eğrisinin 

içindedir). Genelliği bozmadan  20 int γ∈  olduğunu kabul edelim. 
0

1 1: intB γ= , 

1 1:B extγ∞ =  , 
0

2 2: intB γ=  , 2 2:B extγ∞ =  olsun. ( )zω α=  fonksiyonu  

( ) ( )
, lim 1

z

z
z

z
α

α
→∞

= ∞ =  

 normalleştirilmiş şartıyla 1B∞  bölgesini { }1 : 1D ω ω= ∈ >  bölgesine konform 

dönüştüren fonksiyon olsun ve β ' ise nin α 'nin ters fonksiyonu olsun. 

        Ayrıca ( )w zα= ile 
0

2B ' bölgesini  ( )0α = ∞  , ( )( )lim . 1
z

z zα
→∞

=  normalleştirilmiş 

şartıyla { }2 1: :D w w= ∈ >   bölgesine dönüştüren fonksiyonu gösterelim. 1β ' 

fonksiyonu ise  1α 'nin ters fonksiyonu olsun. 

( ){ }
0 0: : 1z zρ α ρΓ = >=  , ( ){ }

0 1 0: : 1rK z z rα = >=   . 

gösterelim. 

α ' fonksiyonu z =∞  noktasının komşuluğunda   

( ) 1 2
0 2

...z z
z z

µ µ
α µ µ= + + + + +  

biçiminde Laurent seri açılımına sahip olsun ve dolayısıyla 
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( )
1

, ,

0  0

n
n n n k k

n k n k

k k

z z z zα µ µ µ
−

<=

= + +   ∑ ∑   

 

elde ederiz.  

( )
1

,

0

:
n

n n k

n n k

k

z z zµ µ
−

=

Φ = +∑  

polinomuna 
0

1B  bölgesi için  n . dereceden Faber polinomu denir.  

1α  fonksiyonu, başlangıç noktasının bazı komşuluklarında           

( )1 0 1

1
... ...k

kz z z
z

α η η η= + + + + +  

seri açılımına sahiptir. Bu fonksiyonun n  kuvveti için 

( ) ( )1

1n

n nz F L z
z

α
 

= −    
 

 , 
0

2z B∈  

elde ederiz; burada ( )1
n z

F  , z 'nin negatif kuvvetlerinin polinomunu belirtir ve ( )nL z  

terimi, z 'nin negatif olmayan kuvvetlerini içerir. Dolayısıyla bu  
0

2B  bölgesinde bir 

analitik fonksiyondur. 

( )n zΦ  ve ( )1
n z

F  için aşağıdaki integral gösterimleri geçerlidir (Markushevich, 1968)': 

1. Eğer 
0

intz ρ∈Γ  ise, o zaman  

                      ( )
( ) ( )

( )

00

1 1

2 2

n n

n z z
z d d

i i
ρ

α β ω ω

β ω

ω ρ

ω
π π

ζ  ′ 

ζ− −

Γ =

Φ = ζ =∫ ∫  .                                (3.2) 

2. Eğer  
o

z ext ρ∈ Γ  ise bu durumda  

                      ( ) ( )
( )

0

1

2

n
n

n z
z z d

i
ρ

α
α

π

ζ  

ζ−

Γ

Φ = + ζ   ∫    .                           (3.3) 

3.Eğer int
or

z∈ Γ  ise bu durumda   

                                        ( ) [ ]
( )1

0

1
1

1
( )

2

n

r

n

zn z
F z d

i

α
α

π

ζ  

ζ−

Γ

= − ζ∫  .                         

4. Eğer 
0r

z ext∈ Γ  ise bu durumda  
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                          ( )
( ) ( )

( )
1 1

1

00

1
1 1

2 2

n n

r

zn z z

r

F d d
i i

α β ω ω

β ω

ω

ω
π π

ζ  ′ 

ζ− −

Γ =

= − ζ = −∫ ∫               (3.4) 

Eğer  ( )g z  fonksiyonu, 
0ρ

Γ  ve 
0r

K  eğrilerle sınırlı çift bağlantılı bölgede analitik ise bu 

durumda söz konusu bölgede aşağıdakilerle Laurent seri açılımı geçerlidir (Suetin, 

1998): 

                            ( ) ( )1

0 1

( )k k k k z

k k

g z c z d F
∞ ∞

= =

= Φ +∑ ∑                                   

burada  

                               
( ) ( )

( )

( )
1 1

11

1 1

2 2
k k

r

gg z z

k
z

c dz d
i i

β ωα

ωα
ω ρ

ω
π π

+ +

 ′  

  
Γ =

= =∫ ∫  ,  ( )1 01 ρ ρ< <  

ve                                                                                                                                                                       

                              
( ) ( )

( )

( )1

1 1

1

11

1 1

2 2
k k

r

gg z z

k
z

C r

d dz d
i i

β ωα

ωα
ω

ω
π π

+ +

 ′  

  
=

= =∫ ∫  , ( )1 01 r r< <  .     (3.5) 

Dir.  z B∈  için kompleks analizden bilinen Cauchy teoremine göre  

                                                    ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

2 2

g g

z z
g z d d

i i

ξ

ξ

γ γ

ξ
π π

ζ

ζ− −
= ζ −∫ ∫  

olur.  2intz γ∈  ve 1z extγ∈  için bu durumda  

                                
( ) ( )

1 2

1 1
0

2 2

g g

z z
d d

i i

ξ

ξ

γ γ

ξ
π π

ζ

ζ− −
ζ − =∫ ∫ .                        (3.6) 

olur. 

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 1
,

2 2

g g

z z
M z d M z d

i i

ξ

ξ

γ γ

ξ
π π

ζ

ζ− −
= ζ =∫ ∫ ’ 

olduğunu gösterelim.   

( )1M z  fonksiyonu ( )1M z+  ve ( )1M z−  fonksiyonlarını belitrir, ( )2M z , 

fonksiyonu ise  ( )2M z+  ve ( )2M z−  fonksiyonlarını belirtir. ( )1M z+  fonksiyonu 1intγ  de 

ve ( )1 zγ − fonksiyonu ise 1extγ  'de analitiktir. ( )2M z+  fonksiyonu ise 2int γ  de ve  

( )2M z−  fonksiyonu ise 2extγ  'de analitiktir. 

        T  birim çemberi ( )ML T  ise T  birim çemberi üzerinde tanımlanmış Orlicz uzayı 

olsun. 0r >  için ( )Mg L T∈  fonksiyonun r  – inci düzgünlük modülü  
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( )
( )

, : sup
M

r

r hM L T
h

g g
δ

ω δ
≤

= Δ   ,  0δ >   ,  0r >  

olarak tanımlanır, burada  

( ) ( ) ( )( )
0

: 1
r

kr

h

k

r
g x g x r k h

k=

 
Δ = − + − 

 
∑   

dir.  

           Eğer 
1γ  ve 

2γ  Dini-düzgün eğriler ise, bu durumda  ( Warschawskii, 1932)’daki 

sonuçlardan  

( )1 20 c z cα′< < < <∞  ,  ( )3 1 40 c z cα′< < < <∞  

ve                                                                                                                                (3.7)                                      

( )5 60 c cβ ω′< < < < ∞  , ( )7 1 80 c cβ ω′< < < < ∞   

çıkar; burada 1 2 3 4, , ,c c c c  ve 5 6 7 8, , ,c c c c  sabitleri z B
−
−∈  ‘ den bağımsızdır ve  1ω ≥

dir. 

Eğer 0

1B  ve 0

2B  bölgeleri kapalı Dini-düzgün eğrileri ile sınırlı ise bu durumda 

diyeceğiz ki çift bağlantılı B  bölgesi Dini-düzgün eğri ile sınırlıdır. 

( )1,2i iγ =  Dini düzgün bir eğri olsun ve ( )1Mg L γ∈  için 
0 :g g β= ο  olsun. ve 

( )2Mg L γ∈  için 
1 1:g g β= ο  olsun. Bu durumda (1.8) gereğince  ( )0 Mg L T∈  ve 

( )1 Mg L T∈ elde ederiz.  T  üzerinde 0g +  ve 1g + ' in açısal yollar boyunca sınır 

değerlerini kullanarak 0r >  için  

( ) ( )

( ) ( )

, 0

, 1

, : , , 0,

, : , , 0,

r rM M

r rM M

g g

g g

γ

γ

ω δ ω δ δ

ω δ ω δ δ

+

+

= >

= >
 

tanımlayalım. 

( )0 1, Mg g L T∈  olduğundan ( )0 1, Mg g E D+ + ∈  ve ( )0 1, Mg g E D− − −∈ elde ederiz, öyle ki 

( ) ( )0 1, 0g g− −∞ =∞ ∞ =  ve T  üzerinde h. h. her yerde  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

1 1 1

g g g

g g g

ω ω ω

ω ω ω

+ −

+ −

= − 


= − 

 

eşitliği doğrudur. 
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( ) ( ) ( )1

0 0

, :
n n

zn k k k k

k k

R f z a z b F
= =

= Φ +∑ ∑  

gösterelim. 

          ( ),nR f z  rasyonel fonksiyonuna f fonksiyonunun n . dereceden Faber-Laurent 

rasyonel fonksiyonu denir.  

           Faber polinomları serisi, Taylor serisinin basit bağlantılı bir bölgede 

genelleştirilmesi olduğundan, Laurent serisinin çift bağlantılı bir bölge durumuna 

benzer bir genellemesinin oluşturulmasını düşünmek doğaldır. 

           Şimdi çift bağlantılı bölgede Smirnov-Orlicz sınıfını tanımlayalım 
rγ  eğrisi, 

2 10 1r rω< < < <  halkasının çift bağlantılı B  bölgesine konformal dönüşümünde  

( )2 1r r r rω = < <  çemberinin görüntüsü ve M   bir N -fonksiyonu olsun. Eğer  

( )
r

M g z dz
γ

  < ∞ ∫  

şartı sağlanırsa B  bölgesinde tanımlanan ( )g z  analitik fonksiyonlarının sınıfı ( )ME B

Smirnov-Orlicz sınıfı olarak adlandırılacaktır. 

          Tez çalışmasında güncel ilgi alanlarına yönelik sorular için yalnızca önemli 

olmayan niceliklere bağlı 1 2, , ,...c c c (genel olarak farklı değerlendirmelerde farklıdırlar)  

sabitlerini kullanıyoruz. 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

4.1 Yardımcı Sonuçlar   

        Orlicz uzayları için aşağıda verilen Bernstein eşitsizliği esas sonuçların ispatında 

önemli bir rol oynamaktadır. 

  Lemma 4.1 ( Israfilov, Güven 2006; Kokilashvili, 1968). ( )ML T  refleksiv (dönüşlü)  

bir Orlicz uzayı olsun. Bu durumda n  dereceli her trigonometrik 
nT  polinomu için  

                                                        
( ) ( )M M

n nL T L T
T cn T′ ≤                                       (4.1) 

eşitsizliği geçerlidir,  burada  c  sabiti n 'den bağımsız bir sabittir. 

Lemma 4.2 (Akgün, Israfilov, 2008).   N -fonksiyonu M  ,  hem de onun tamamlayıcı 

fonksiyonunu 2Δ  koşulunu sağlasın. Bu durumda öyle 9 0c >  sabiti bulunabilir ki, 

( )
( )

( )1
9

0

, , 0,

M

n
k

ns r M
s L T

g d c g nω ω ω α
=

− ≤ > ∀ ∈∑  

eşitsizliği geçerlidir,  burada ( ), 0,1,2,...kd k =  kat sayları ( )Mg E D∈ fonksiyonunun 

orijin noktası komşuluğundaki Taylor seri açılımında k 'inci Taylor katsayılarıdır. 

  

4.2 Orlicz uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşım üzerine 

 

       T ile [ ],π π−  parçasını gösterelim. Tez çalışmasının bu bölümünde ( )ML T  Orlicz 

uzayında fonksiyonların trigonometrik polinomlarla yaklaşımı için bazı teoremler 

ispatlanmıştır. Belirli koşullar altında, ( )ML T  Orlicz uzayına ait fonksiyonların 

türevlerinin varlığı ispat edilir ve trigonometrik polinomların türevlerinin yaklaşım 

özellikleri incelenir. Not edilmelidir ki, fonksiyonların türevleri ile trigonometrik 

polinomların türevleri arasında elde edilen değerlendirme, ( )ML T Orlicz uzayındaki en 

iyi yaklaşımlar dizisine bağlıdır. 

( )ML T  bir Orlicz uzayı olsun. Varsayalım ki x , h  reel sayılar olsun ve  
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0

0

1

1 , ,

s

h

s

s

M

s

g x g x s h
s

g x sh Z f L T
s

α
α

α
α

α
α

α
α

=

−

=

 
Δ = − + − 

 

 
= − + ∈ ∈ 

 

∑

∑
 

                                                

gösterelim. ( )Mg L T∈  için  

                                              ( ) ( )( ) ( )
( )

1

0
lim 0

M
h L Th

g h g h
→

⋅+ − ⋅ − ⋅ =                        (4.2)  

şartı sağlanırsa,  bu durumda g  fonksiyonunu  f 'nin türevi olarak tanımlarız, bu 

durumda g f ′=  yazarız. 

            ( )Mg L T∈  fonksiyonunun derecesi n 'yi aşmayan trigonometrik polinomlarla 

en iyi yaklaşımını ( )n M
E g  ile gösteriyoruz, yani  

( )
( ){ }inf :

M
n n n nM L T

E g g T T= − ∈Π , 

burada nΠ  derecesi en fazla n  olan trigonometrik polinomlar sınıfını gösterir. Ayrıca 

( )
( )M

n nM L T
E f f T= −  

dir. 

            Bu bölümün ana sonuçları aşağıdaki teoremlerdir. 

Teorem 4.1 ( )ML T  bir refleksiv (dönüşlü)  Orlicz uzayı ve nT  ise ( )ML T  uzayında g ' 

ye trigonometrik polinomlarla en iyi yaklaşım olsun. Eğer ( )Mg L T∈  fonksiyonu bazı 

doğal r  için  

( )1

1

r

m M
m

m E g
∞

−

=

< ∞∑  

şartını sağlıyorsa, bu durumda f ’ nin (1.1) anlamında .r  mertebesinden bir türevi var 

ve  
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( ) ( )

( )
( ) ( )1

1M

r r r r

n n M ML T
n

g T c n E g E g
∞

−

+

   
− ≤ +  

   
∑ µ

µ=

µ  

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat:  Öyle bir { }
1n n

T
∞

=
 trigonometrik polinomlar dizisi vardır ki  

( )
( )

M
n n ML T

g T E g− = . 

olur. Teorem 4.1'in koşuluna göre aşağıdaki değerlendirmeler geçerlidir:  

( )
( )1 12 2 2

2i i i

M
ML T

T T E g− −− ≤ , 

( )11 2 2 2
1 0

k k k

k k

g T T T W−

∞ ∞

= =

= + − =∑ ∑ . 

Şimdi 1,...j r=  için  

( ) ( ) ( )
2

0

i

j

j

i

x W xψ
∞

=

=∑     ve    ( ) ( ) ( )j

j x g xψ =  

olacak şekilde ( ) ( )j Mx L Tψ ∈  fonksiyonlarının var olduğunu gösterelim. 

 (4.1) i kullanarak 1j =  için 

  

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

0

0

0

0

2 2
1 2

0 0

2 2

2
0

2 2

2
1

2 2
12 2

0 1

2

i i

i

M M

i i

i

M

i i

i

M

M

i i

i i

M

M

i iL T L T

n

i
L T

L T
i n

L T

n
i

L T
i i n

L T

W h Wg h g
W

h h

W h W
W

h

W h W
W

h

V h V
V c W

h

ϕ
∞ ∞

= =

=

∞

= +

∞

= = +

⋅ + − ⋅⋅+ − ⋅
′− ⋅ ≤ − ⋅

⋅+ − ⋅
′≤ − ⋅

 ⋅+ − ⋅
 + +
 
 

⋅+ − ⋅
′≤ − ⋅ +

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

  (4.3) 

elde ederiz. 

( 4.3)  eşitsizliğinden 0h→  ve 
0n n≥  için  

( ) ( )1g x xψ′ =  

bulunur. 2,...j n=  için Teorem 4.1'i ispat etmek için tümevarım yöntemini kullanırız. 

(4.1)  eşitsizliği dikkate alınırsa,  
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( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

1

2 2 2
1

2 2
1

2

m i i

M M M

i

r r r r r r

n n
L T L T L T

i m

r ir

n M M
i m

T f T T T T

c n E f E f

−

−

∞

= +

∞

= +

− ≤ − + −

 
≤ + 

 

∑

∑

             (4.4)  

elde ederiz. 

1,2,...,i =  için aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:  

                     ( )1

2

2
2 2i

ir r

M
E g− ≤ ( )

1

1

2
1

2 1

i

i

r

M
E g

−

−

−

= +

∑ µ

µ

µ  .                                           (4.5) 

12 2m mn− ≤ <  olacak şekilde m  seçilirse (4.4) ve (4.5)  değerlendirmeleri kullanılırsa 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2

2
2 1

3

1 2 1

1

4

1

2

i

iM

r r r r r

n n M ML T
i m

r r

n M M
n

T g c n E g E g

c n E f E fµ

−

−

∞
−

µ

= + µ= +

∞
−

µ

µ= +

  
− ≤ + µ 

  

 
≤ + 

 

∑ ∑

∑

 

elde edilir.  Teorem 4.1'in ispatını tamamlanmış olur. 

Teorem 4.2 ( )ML T  bir refleksiv (dönüşlü)  Orlicz uzayı ve nT  aşağıdaki koşulları 

sağlayan n  dereceli trigonometrik polinomlar dizisi olsun:  

                
( )

1

M
n L T

f T
n

ο
 

− =  
 

      ve     
( )

( )1
M

n L T
g T ο′− =    ,    n →∞  

Bu durumda  f g′ =  elde ederiz. Yani g  fonksiyonu (4.2) koşulunu sağlar. 

          İspat: Herhangi bir 0ε >  sayısını alıyoruz. 
0n n≥  için  

                                         
( ) ( )

1
,

M M
n nL T L T

g T u T
n

ε ε′− ≤ − ≤                         (4.6)  

olacak şekilde bir ( )0 0n n ε=  doğal sayısı seçiyoruz. 1
n n

hε ≤ ≤  koşulunu sağlayan h  

için (4.6) dikkate alınırsa 

                                 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

M

n

L T

g h g T h T

h h
ε

⋅+ − ⋅ ⋅+ − ⋅
− ≤                         (4.7) 

elde ederiz. 
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(Ditzian, Hristov ve Ivanov,1995) referansından ( )2 2
,r rr jη− < <  ve j r−  tek 

olduğunda ( ), 0r jη =  ise  

                                  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

1

0 1
2

1
2 !

,

r
kr

h n n

k

j jr
k j

n

j r k

j rr jr

n n

j r

r r
T x T x k h

k

r r h
k T x

k j

h T x r j T xη

=

∞

= =

∞
−

= +

    
Δ = − + −    

   

   
= − −   

  

= +

∑

∑∑

∑

                     (4.8) 

eşitliği yazılabilir. . Daha sonra 2

n n
hε ε≤ <  için (2.7) ve Lemma 4.1'i kullanarak  

   

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

1
1

2 2

51 2

!

4
1 2

M
M

M

M M

m
mmn n

n n n L TL T
m mL T

n nL T L T

T h T h
T T hn T

h m

T c T
ε

ε
ε

−∞ ∞
−

= =

⋅ + − ⋅
′− ⋅ ≤ ≤

≤ ≤
−

∑ ∑
               (4.9)   

elde ederiz. 

2

n n
hε ε≤ <  için ( 4.7), (4.9) ve (4.6) i kullanarak, 

        

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )1 2

6

M M

M

M

M

n n

L T L T

n n

n n L T

L T

L T

g h g g h g T h T
u

h h h

T h T
T T u

h

c gε ε ε

⋅+ − ⋅ ⋅+ − ⋅ ⋅+ − ⋅
− = −

⋅+ − ⋅
′ ′+ − ⋅ + −

≤ + +

              (4.10) 

ulaşırız. (4.10) eşitsizliğinden (4.2) anlamında g f ′=  elde ederiz ki bu da Teorem 

4.2'nin ispatını tamamlar. 

              Teorem 4.2'nin ispatındaki aynı yöntemi kullanarak aşağıdaki sonucu elde 

ederiz. 

Sonuç 4.1 ( )1, ,..., k Mg u u L T∈ , 1,2,...,k =   ve  
nT  ise 1,...,i k=  için 

                                           
( )

1
,

M
n kL T

g T n
n

ο
 

− = →∞ 
 

 , 
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                                           ( )

( ) 1

1
,

M

i

i n k
L T

u T n
n

ο
−

 
− = →∞ 

 
 

koşullarını sağlayan trigonometrik polinomlar dizisi olsun. Bu durumda  (4.2) 

anlamında ( )1 0i iu u g u−
′= =  elde ederiz. 

           Not edelim ki Teorem 4.1 ve 4.2’ nin varsayımlarının karşılaştırılması 

mantıklıdır. Açıktır ki   

( )1

1

r

m M
m

m E f
∞

−

=

< ∞∑  

koşulu sağlanırsa, bu durumda  ( ) 0r

M M
m E f →  olur. 

4.3 Ağırlıklı Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonların trigonometrik polinomlarla 

yaklaşımı 

        Fonksiyonların türevinin varlığı, fonksiyonun ve eşlenik fonksiyonun türevinin 

polinomlarla yaklaşımı problemleri çeşitli yazarlar tarafından incelenmiştir: (Örneğin, 

bkz. Bari ve Stechkin, 1956; Stechkin, 1961; Timan, 1962; Zhizhiashvili, 1990 )  

        Bu bölümde ( ),ML T ω  ağırlıklı Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonun Fourier 

serilerinin Fejér toplamları ile eşlenik fonksiyonunun yaklaşımı incelenmektedir. Belirli 

koşullar altında, eşlenik fonksiyonların türevleri ile ( ),ML T ω  ağırlıklı Orlicz uzayında 

eşlenik trigonometrik polinomların türevleri arasındaki değerlendirme elde edilir. Not 

edelim ki eşlenik fonksiyonunun türevleri ile eşlenik trigonometrik polinomlarının 

türevleri arasındaki değerlendirme ( ),ML T ω  ağırlıklı Orlicz uzayında en iyi yaklaşım 

dizisine bağlıdır.  

       Ayrıca ( ),ML T ω  ağırlıklı Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonların türevleri için 

yaklaşım teorisinin ters teoremi elde edilir.  

          Esas sonuçlarımız aşağıdaki gibidir. 

Teorem 4.3 ( ),ML T ω  uzayı 0 1M Mα β< ≤ <  Boyd indisleri ile ağırlıklı Orlicz uzayı ve 

( ),Mg L T ω∈ , ( ) ( )1/ 1/M M
A T A Tα βω∈ ∩  olsun. Bu durumda 

( )
( ),

r

Mg L T ω∈  ve  

      ( ) ( )
( )

( )1 1 , 1
,,

1
,

1M

n M k
ML T

g x g c f E f
k

ω
ωω

σ − +

  
− ≤ Ω +  

+  
 ,          ( )1,2,3...k =  
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değerlendirmesi doğrudur, burada 
1 0c >  ise n 'den bağımsız bir sabittir.  

İspat:  

( ) ( )
2

2

1
,

1

n

n k

k n

T x S x f
n =

=
+
∑  

Gösterelim. Burada ( ),kS x f  ( )1g L T∈  fonksiyonunun n -inci kısmi toplamlarıdır. 

 (Israfilov ve Güven 2006)  çalışmasına göre  

                               ( ) ( )
( )

( )2 4 1 ,,M
n n ML T

g x T x c E g
ωω +− ≤                                          (4.11) 

olur.  (Golinskii, 1960)  çalışması gereğince herhangi bir ( ),Mg L T ω∈  ve 

( ),Mu L T ω∈  fonksiyonu için  

                  
( ) ( )5 ,, MM

L TL T
g c g

ωω
≤  ,   ( )

( ) ( )1 6 ,, MM
n L TL T

u c u
ωω

σ − ≤                         (4.12)          

elde ederiz. 

Bu durumda (4.12) ve üçgen eşitsizliği dikkate alınırsa,  

               

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1 2 2 1, ,

2 2 1, ,

2 1 2, ,

2 7 2, ,

8 2 ,
1

M M

M M

M M

M M

M

n n n nL T L T

n n nL T L T

n n nL T L T

n nL T L T

n L T

u u u T u T u u

u T u T u u

u T u T u u

u T u c u T u

c u T u

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω

σ σ

σ

σ

− −

−

−

− = − + −

≤ − + −

= − + −

≤ − + −

≤ + −

    (4.13) 

elde ederiz. (4.11) ve (4.13)’ e göre  

( )
( )

( )1 9 1 ,,M
n n ML T

u u c E u
ωω

σ − +− ≤  

bulunur. Şimdi bu eşitsizlikte g f=  yazılırsa, 

                          ( )
( )

( )1 10 1
,,M

n n
ML T

g g c E g
ωω

σ − +− ≤                                               (4.14) 

elde edilir.  

Bilindiği gibi (Jafarov, Mamedkhanov, 2012) çalışmasına göre  

                                                   ( ) 11 ,,

1
,

1

k

n MM
E g c g

n
ωω

 
≤ Ω  

+ 
                             (4.15) 

değerlendirilmesi doğrudur. (4.14) ve (4.15) değerlendirilmeleri dikkate alınırsa,  

( )
( )

( )1 12 , 1
,,

1
,

1M

n M n
ML T

g g c g E g
n

ω
ωω

σ − +

  
− ≤ Ω +  

+  
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elde ederiz. Teorem 4.3'ün ispatı tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.4 ( ),ML T ω  uzayı 0 1M Mα β< ≤ <  Boyd indisleri ile ağırlıklı bir Orlicz 

uzayı ve ( ),Mg L T ω∈ , ( ) ( )1/ 1/M M
A T A Tα βω∈ ∩  olsun. Bu durumda 

( )
( ),

r

Mg L T ω∈   

olur ve eğer 
nT , ( ),ML T ω  uzayında g 'ye en iyi yaklaşan trigonometrik polinom ise ve 

bazı doğal r ' ler için  

                                                     ( )1

,
1

r

n M
n

n E g
ω

∞
−

=

< ∞∑                                              (4.16) 

şartı sağlanıyorsa  

( ) ( )

( )
( ) ( )1

2 , ,
, 1M

r r r r

n n M M
L T n

g T c n E g E gµω ω
ω µ

µ
∞

−

= +

   
− ≤ +  

   
∑  

değerlendirilmesi geçerlidir.  

İspat:  (4.16) koşulundan 
( ) ( ),
r

Mg L T ω∈ olduğu sonucu çıkar. Sonuç olarak, adjoint 

operatörün sınırlılığı nedeniyle  
( )

( ),
r

Mg L T ω∈ elde ederiz. n  doğal sayısı için  

0,1,...i = olmak üzere  
2i n

T trigonometrik polinomunu göz önüne alırsak aşağıdaki 

bağıntı geçerlidir:  

 

                                    ( ) ( ) ( ) ( )( )12 2
0

k kn n n
k

g x T x T x T x+

∞

=

= + −∑                                (4.17) 

nT  trigonometrik polinomu f ’ ye en iyi yaklaşan polinom olduğundan, (4.17) serisinin 

sağ tarafı ( ),ML T ω  uzayının normuna göre yakınsar. Bu durumda (4.17) gereğince her 

n  doğal sayısı için 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1

1

2 2 2 2, , ,

, , ,2 2 2
2

k k k k

M M M

k k k

n n n nL T L T L T

M M Mn n n

T x T x T x g x g x T x

E g E g E g

ω ω ω

ω ω ω

+ +

+

− ≤ − + −

≤ + ≤
 

elde ederiz. 

 

( ) ( )12 2k kn n
T x T x+ −  polinomumum derecesi en fazla 12i n+  olan trigonometrik 

polinom olduğu açıktır. ( ) ( )
,,

n n MM
E g cE g

ωω
≤  (Israfilov ve Güven, 2006)  ve 
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( ){ },n M
E g

ω
 dizisi monoton olduğundan, bu durumda ağırlıklı Orlicz uzayları için 

Bernstein eşitsizliğini kullanılırsa  (Israfilov ve Güven, 2006) 

     

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1

1

2 2 2 2 ,,

1

2 2, ,

1

2 2, ,

1

,2

1

,2

2

2

2

2 2

2 2

k k k k

MM

k k

M M

k i

k

k

rr r k

n n n n L TL T

r
k

n nL T L T

r
k

n nM M

r
k

Mn

r
r k

Mn

T x T x n T x T x

n g T g T

n E g E g

n E f

n E g

ωω

ω ω

ω ω

ω

ω

+ +

+

+

+

+

+

+

+

− ≤ −

≤ − + −

≤ +

≤

≤

   (4.18) 

bulunur.  

( ) ( ) ( )( )12 2
0

k kn n n
k

T x T x T x+

∞

=

+ −∑  serisi (4.17) serisinin eşlenik serisi olsun. Bu 

durumda (4.18) ’ yi dikkate alarak,  

       ( ) ( ) ( ) ( )(
( )

( ) ( )1

1

13 ,2 2 2
0 0,

2 2i i i

M

rr rr r i

n Mn n n
i iL T

T x T T x c n E f
ω

ω

+

∞ ∞
+

= =

+ − ≤∑ ∑                       (4.19) 

elde ederiz.  (4.16)  koşulu geçerli olduğundan   

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

2
1 1

, ,
1 0 2 1

1

, ,2 2
0 0

2 2 2

k

k

k k

n
r r

m mM M
m n k m n

r r
k k k

M Mn n
k k

m E g m E g

n E g n n E g

ω ω

ω ω

+

+ +

∞ ∞
− −

= + = = +

∞ ∞
−

= =

=

≥ =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

 

eşitsizliği yazılabilir. Bu durumda  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

, , ,2 2
0 0

1

, ,
1

2 2

2

k k

r r
k r k

nM M Mn n
k k

r r r

n nM M
m n

n E g n E g n E g

n E g m E g

ω ω ω

ω ω

+

∞ ∞
+

= =

∞
−

= +

= +

≤ +

∑ ∑

∑
 

   elde edilir. Son eşitsizlik  

      ( ) ( ) ( ) ( )1 1

14, , ,2
0 1

2 2 k

r
r k r r

n nM M Mn
k m n

n E g c n E g m E g
ω ω ω

∞ ∞
+ −

= = +

 
≤ + 

 
∑ ∑                     (4.20) 

eşitsizliğini verir.  

 (4.19)  ve (4.20) ’ye  göre  

                                   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12 2

0

k k

r r r

n n n
k

T x T x T x+

∞

=

+ −∑                                           (4.21) 
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serisi ( ),ML T ω  uzayının normuna göre bazı fonksiyonlara yakınsar. ( ),ML T ω  

anlamında ( )r
f  türevi için  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12 2

0

k k

r r r r

n n n
k

g x T x T x T x+

∞

=

= + −∑  

olduğu açıktır.  (4.20) ve (4.21) 'u kullanarak  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

,2
, 0

1

15 , ,
1

2 2 k

M

rr r r k

n Mn
L T k

r r

n mM M
m n

g x T x n E g

c n E g m E g

ω
ω

ω ω

∞
+

=

∞
−

= +

− ≤

 
≤ + 

 

∑

∑

 

elde ederiz. Teorem 4.4’ in ispatı tamamlanmıştır. 

 

Teorem 4.5 ( ),ML T ω  uzayı 0 1M Mα β< ≤ <   Boyd indisleri ile ağırlıklı bir Orlicz 

uzayı ve ( ) ( )1/ 1/M M
A T A Tα βω∈ ∩   olsun. Eğer ( ),Mg L T ω∈  fonksiyonu bazı doğal r

sayıları için  

( )1

,
1

r

n M
n

n E g
ω

∞
−

=

< ∞∑  

şartını sağlıyorsa, bu durumda  
( )

( ),
r

Mg L T ω∈  ve her n  doğal sayısı için  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 1 11 1 1
, 3 0 , , ,

1 1

, k k

r
k k r r

M q qn M M Mn n
q q n

g c E g q E g q E gω ω ω ω

∞ ∞
+ − −

= = +

 
Ω ≤ + + 

 
∑ ∑  

                                                                                                              1,2,3,...,k =  

 

değerlendirmesi doğrudur, burada 
3c  sabiti  n ' den bağımsızdır. 

İspat: Teorem 4.4’ e göre 
( )

( ),
r

Mg L T ω∈  ve  

              
( )( ) ( ) ( )1

16 , ,
, 1

r
r r

n n M M
M n

E g c n E g E gµω ω
ω µ

µ
∞

−

= +

   
≤ +  

   
∑                            (4.22) 

olur.  

        ( ), ,k

M fωΩ ⋅   k -düzgünlük modülü için aşağıdaki değerlendirme geçerlidir 

(Israfilov ve Güven, 2006):  
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              ( ) ( )2 117
, 02 , ,

1

1
,

n
k k

M mk M M
m

c
g E g m E g

n n
ω ω ω

−

=

  
Ω ≤ +  

   
∑                                 (4.23) 

Eğer (4.23) eşitsizliği ( )r
f  fonksiyonuna uygulanırsa  

                 
( ) ( )( ) ( )( )2 118

, 02
, ,1

1
,

n
r r r

k k

M mk
M Mm

c
g E g m E g

n n
ω

ω ω

−

=

  
Ω ≤ +  

   
∑                      (4.24)    

elde edilir. (4.22) ve (4.24)  değerlendirmelerini kullanarak, 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 119
, 02

, ,1,

120
02 , ,

1

2 1 1

, ,
1 1

2 1 2 1 121
02 , , ,

1 1

1
,

n
r r r

k k

M mk
M MM

r

k M M

n
k r r

m pM M
m p m

n n
k r k r

pk M M M
p

c
g E g E g

n n

c
E g E g

n

m m E g p E g

c
E g E g E g

n

ω
ω ωνω

νω ω
ν

ω ω

νω ω ω
ν ν ν

ν

ν

ν ν ν

−

=

∞
−

=

∞
− −

= = +

∞
+ − − −

= = =

  
Ω ≤ +  

   


≤ +



 
+ +  

 

 
≤ + + 



∑

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 122
02 , ,

1

2 1 1 1

, ,
1 1

2 1

23 02 , ,
1

1 2 1 1

2 , ,
1 1 1

24 02 2,

1 1

1

1 1

n
k r

k M M

n n
k r r

p pM M
m p m p n

n
k r

mk kM M
m

n n
n k r

p pk M M
p m p n

k kM

c
E g E g

n

m p E g p E g

c E g m E g
n n

p E g m p E g
n

c E g
n n

νω ω
ν

ω ω

ω ω

ω ω

ω

ν + −

=

∞
− − −

= = = +

+ −

=

∞
− − −

= = = +




≤ +



 
+ +  

 


≤ +




+ + 



≤ +

∑

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1 2 1

2, ,
1 1

2 1 1

25 02 2, , ,
1 1

1

1 1

n n
k r k r

m pkM M
m p

n
k r r

q qk kM M M
q q n

m E g p E g
n

c E g q E g q E g
n n

ω ω

ω ω ω

+ − + −

= =

∞
+ − −

= = +

 
+ 

 

 
≤ + + 

 

∑ ∑

∑ ∑

 

elde ederiz. Teorem 4.5’ in ispatı tamamlanmıştır. 
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4.4 Smirnov-Orlicz Sınıflarında Rasyonel Fonksiyonlarla Yaklaşımı 

          Faber polinomları serisi, Taylor serisinin basit bağlantılı bir bölgede 

genelleştirilmesi olduğundan, Laurent serisinin çift bağlantılı bir bölge durumuna 

benzer bir genellemesini düşünmek doğaldır. 

            Tez çalışmasının bu bölümünde Dini-düzgün eğri ile sınırlanan çift bağlantılı 

bölgelerde tanımlanan Smirnov-Orlicz sınıflarında yaklaşım teorisinin düz teoremi 

ispatlanmıştır. Benzer problemler çift bağlantılı bölgelerde rasyonel fonksiyonlarla 

yaklaşımı çoğu yazarlar tarafından çalışmalarında incelenmiştir.(Örneğin bk. Tietz, 

1957; ve Ji-fieng, Ming 2005)   

           γ  Dini-düzgün eğri ile sınırlanan basit bağlantılı bölgede tanımlanan Orlicz 

sınıflarında fonksiyonların polinomlarla yaklaşım problemi, ( Akgün ve Israfilov, 2008)  

tarafından incelenmiştir. 

            Not edelim ki, reel sayılar doğrusunun aralıklarında tanımlanan Orlicz 

uzaylarında fonksiyonların polinomlar ve rasyonel fonksiyonlarla yaklaşımı Ramazanov 

tarafından incelenmiştir ( Ramazanov,1984)  . 

           Bu bölümün esas sonuçları aşağıdaki gibidir. 

Teorem 4.6 ,B  1 2γ γ γ= ∪  Dini-düzgün eğri ile sınırlı sonlu çift bağlantılı bir bölge 

olsun. ( )ME B ,  B üzerinde refkeksiv bir Smirnov-Orlicz sınıfı olsun. Eğer ve 

( )Mg E B∈  ise herhangi bir 1,2,3,...n =  için bir 10 0c >  sabiti vardır, öyle ki 

( )
( ) ( ) ( ){ }10 , ,

1 1., , ,
M

n r rL M M

g R g c
n ng gγ γω ω

Γ
− ≤ +  

eşitsizliği sağlanır, burada ( ).,nR g , g  fonksiyonunun Faber-Laurent serisinin n 'inci 

kısmi toplamıdır. 

İspat:  (3.2)-(3.4) ve (3.5) formüllerinde sırasıyla 
1γ , 

2γ  v { }: : :1T ω ω= ∈  eğrilerini 

integral eğrileri olarak alalım. (Bu, teorem 1'in koşulları nedeniyle mümkündür). 

( )Mg E B∈  olsun. O halde ( )0 1, Mf f L T∈  olur. (3.7) gereğince    

       ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 1 1 1,g g g g g gα α ξ α ξ α ξ+ − + −ζ = ζ − ζ = −                     (4.25) 
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 olur.  

1z extγ∈  olsun. O halde (3.3) ve (4.25) den  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1

1

1

01
2

0 0

0

01
2

0

1
02

n
k

kn n
k

k
k k k i

k k

n
k

kn
k

k
k i

k

i

c

a z c z d
z

c g

c z d
z

g
d g z

z

π

γ

π

γ

π

γ

α

α

α α

α

α

=

= =

+

=

=

−

ζ  
Φ = + ζ   ζ −

ζ − ζ      
= + ζ   ζ −

ζ
+ ζ −   ζ −

∑
∑ ∑ ∫

∑
∑ ∫

∫

     (4.26) 

elde ederiz. 

2z extγ∈  için (3.4) ve (4.25) dikkate alınırsa  
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    (4.27) 

bulunur. 

1z extγ∈  için  (4.26), (4.27) ve (3.6)’yı kullanarak, 
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elde ederiz. 
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1γ  dışındaki tüm açısal olmayan yollar boyunca *

1z z γ→ ∈  limiti alınırsa, 
1γ  eğrisi 

üzerinde h. h. her yerde  
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∑ ∫                        (4.28) 

yazılabilir. 

Şimdi  (4.28), Minkowski eşitsizliğini ve 
1

SΓ operatörünün Orlicz uzayında sınırlı 

olduğu dikkate alınırsa  

   ( )
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elde ederiz.  

         Yani, g  fonksiyonunun 
kc  ve 

kd Faber-Laurent katsayıları sırasıyla 0f
+  ve 1f

+

fonksiyonlarının Taylor katsayılarıdır. Bu durumda Lemma 4.2 ve (4.29) gereğince  
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M
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eşitsizliği yazılabilir. 

2intz γ∈  olsun.  O halde (3.4)  ve (4.25) ‘ e göre  

           

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1

0

2

1 1 1

1

2

2

1 1
1 2

1 1

1
1 2

1

1
1 12

n
k

k

k

n
k

k

k

dn n
k

k k kz i z

k k

d gn
k

k i z

k

g

i z

d F d z d

d z d

d g z

α ξ

π ξ

γ

α ξ α ξ

π ξ

γ

ξ

π ξ

γ

α ξ

α ξ

ξ α

=

+

=

  

−

= =

 
 −       
 

−

=

−

−

∑
= −  

∑
= −  

− −   

∑ ∑ ∫

∑ ∫

∫

     (4.30) 

elde ederiz. 
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1intz γ∈  için 3.2 ve (4.25)'den  
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                        (4.31) 

bulunur. 

2intz γ∈  için (4.30) ve (4.31)' nin kullanımı bize  
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verir. 

2γ  eğrisi içinde açısal olmayan yollar boyunca *

2z z γ→ ∈  limiti alınırsa, 
2γ  üzerinde 

h.h. her yerde  
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elde ederiz. 

 (4.32) eşitliği, Minkowski eşitsizliği ve 
2

Sγ operatörünün Orlicz uzayında sınırlı olduğu 

dikkate alınırsa,  
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eşitsizliği elde edilir. 
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Lemma 4.2 ve (4.33) kullanılırsa,  
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M
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bulunur. Teorem 4.6 'in ispatı tamamlanmış olur. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1 Sonuçlar 

        Bu tez çalışmasında ilk önce ,T  [ ],π π−  olmak üzere ( )ML T  Orlicz uzayında 

fonksiyonların trigonometrik polinomlarla yaklaşımı incelenir. Belirli şartlar altında, 

( )ML T Orlicz uzayına ait fonksiyonların türevlerinin varlığı ispat edilir ve fonksiyonun 

yüksek mertebeden türevleri ile trigonometrik polinomların yüksek mertebeden 

türevlerinin yaklaşımı incelenir. Ayrıca gösterilir ki, fonksiyonların türevleri ile 

trigonometrik polinomların türevleri arasında elde edilen değerlendirme, ( )ML T Orlicz 

uzayındaki en iyi yaklaşımlar dizisine bağlıdır. Daha sonra Fourier serilerinin Fejér 

toplamları ile eşlenik fonksiyonlarının yaklaşımı incelenir ve Muckenhoupt ağırlıklı 

Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonların türevleri ile eşlenik trigonometrik 

polinomların türevleri arasındaki değerlendirme elde edilir.  

Ağırlıklı Orlicz uzaylarında eşlenik fonksiyonların türevleri için yaklaşım 

teorisinin ters teoremini ispat edilir. Ayrıca, Dini-düzgün eğri ile sınırlanmış çift 

bağlantılı bölgelerde tanımlanan Smirnov-Orlicz sınıflarında fonksiyonların Faber- 

Laurent fonksiyonlarla yaklaşımı ile ilgili yaklaşım teorisinin düz teoremi 

ispatlanmıştır. 

5.2 Öneriler 

           Bu tez çalışmasında Orlicz uzayında fonksiyonların ve eşlenik fonksiyonların 

trigonometrik polinomlarla yaklaşımı, başka uzaylarda (Morrey, Değişken üslü 

Lebesgue, Lorentz Uzaylarında) incelenebilir. Ayrıca, çift bağlantılı bölgelerde 

Fonksiyonların Faber-Laurent fonksiyonlarla yaklaşımı ile ilgili teorem Morrey- 

Smirnov, Smirnov-Değişkenüslü Lebesgue uzaylarında ispat edilebilir.  
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