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Bu tez caligmasinda, Orlicz uzaylarinda fonksiyonlarin trigonometrik polinomlarla yaklasimi
incelenir. Agirliklt Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarla Fourier serilerinin Fejér toplamlari
arasindaki degerlendirme elde edilir. Ayrica, kompleks diizlemde basit egrilerle sinirlanmis ¢ift baglantili
bolgelerde Smirnov-Orlicz smiflara ait fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi ile ilgili

yaklagim teorisinin diiz teoremi ispat edilir.
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In this thesis, the approximation of functions by trigonometric polynomials in Orlicz spaces is
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Simgeler

dist(z, D)
U (2,,5)
D(z.5)
A(D)

L*(T)

SIMGELER ve KISALTMALAR

: Dogal Sayilar Kiimesi

: Reel Sayilar Kiimesi

: Kompleks Sayilar Kiimesi

: Cu{oo}

: I’ egrisinin bir boyutlu Lebesgue Olciisii

: Kapali T’ egrisinin i¢i

: Kapali ' egrisinin dist

. B bdlgesinin sinir1

. f <cg, c sabiti f ve g'ye bagh degil
cf<gveg<sf

: T egrisi lizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi

: f fonksiyonunun siireklilik modiilii

: Stireklilik modiilii yardimiyla tanimlanan
fonksiyonlar sinifi

: Egrilerde mutlak siirekli fonksiyon

: g fonksiyonunun en iyi yaklasimi

: f e L' (r) fonksiyonunun Cauchy singiiler
integrali

: I lizerinde Muckenhoupt sartin1 saglayan agirlik
fonksiyonlar sinifi

. Z noktasinin D bdlgesine uzaklig
{zi|z-2, <5}

Htift—z|< 5}

. D bolgesinde analitik fonksiyonlar sinifi

: Lebesgue uzay1 :{ f: f, I'"'de dlgiilebilir
(Lebesgue anlaminda) ve

ﬂf(z)\pdz<oo,p>o}
r

viii



. w — agirlikli Lebesgue uzayi { f:f, I''da
Olciilebilir (Lebesgue anlaminda) ve

ﬂ f (z)‘p dz <o, p >0}

r

. @ — agirliklt Smirnov sinifi:

{f S El(G): fe L, (F,a)),FzéG}

. I egrisi lizerinde tanimlanan Orlicz uzay1

. I' egrisi lizerinde tanimlanan agirlikli Orlicz

uzay1

: Smirnov-Orlicz simifi:
{feE(G): fel, (), =0G}

. Agirlikli Smirnov-Orlicz sinifi:
{feE(G): fely, (T w),I =0G|



1. GIRIS

Fonksiyonlarin Yaklasim teorisi Matematik analizin en ¢ok uygulamasi olan
dallarindan biridir. Fonksiyonlarin yaklasim teorisinde, fonksiyonlarin daha basit
fonksiyonlara en iyi nasil yaklastirilabilecegi incelendi ve bu sayede ortaya c¢ikan
hatalar nicel olarak karakterize edilmistir. Iyi &zelliklere sahip olmayan bir fonksiyon
uzaymnin elemanlart ile iyi Ozelliklere sahip trigonometrik polinomlarin, cebirsel
polinomlarin, tam fonksiyonlarin (kompleks diizlemde analitik fonksiyonlar) ve sonsuz

basamaktan diferensiyellenebilen fonksiyonlarin yaklasimi incelenmistir.

Fonksiyonlarin yaklasim teorisinde diiz ve ters teoremler ispatlanmaktadir. Diiz
teoremler, bir fonksiyonun diizgiinliik 6zellikleri (fonksiyonun belirli bir mertebeden
tiirevlerinin varligi, fonksiyonun, tiirevlerinin veya bazi tlirevlerinin siireklilik modiilii
vb.) cinsinden fonksiyona yaklasan polinomlarin yakinsaklik hizinin ifade edilmesidir.
Trigonometrik, cebirsel polinomlarla (rasyonel fonksiyonlarla) en iyi yaklagim
durumunda, diiz teoremler Jackson tipi teoremler olarak da bilinir. Ters teoremler ise
yakinsaklik hizina bagli olarak fonksiyonlarin diferansiyel 0Ozelliklerini ifade
etmektedir. Yani ters teoremler, fonksiyona yaklasan polinomlarin yakinsaklik hizindan
bagimli olarak bir fonksiyonun su veya bu sinifa ait oldugunu ifade eden teoremlerdir.
Bu diiz ve ters teoremlerin elde edilmesi fonksiyonlarin yaklasim teorisinde

fonksiyonlarin yapisal karakterizasyonu olarak adlandirilmaktadir.

Bu tez galismasinin Kaynak Arastirmasi boliimiinde incelenen problemle ilgili
fonksiyonlarin yaklasim teorisi kapsaminda kaynak arastirmasi yapilmistir. Bu
calismanin Materyal ve Ydntem boliimi {i¢ alt boliimden olugmaktadir. Bu boéliimde ilk
once reel ve kompleks fonksiyonlar teorisi ile ilgili olarak temel tanimlar ve teoremler
verilmektedir. Ortogonal fonksiyonlar sistemi ve Fourier serileri tanimlanir. Ayrica bu
boliimde Orlicz uzaylar1 ve bu uzaylarda yiiksek mertebeden diizgiinlik modiilii
tanimlanir.

Tezin Arastirma Sonuglar1 ve Tartigma olarak adlandirilan dordiincii bolimii dort
alt bolimden olugmaktadir. Bu boéliimde ilk once esas sonuglarin ispatinda kullanilan
yardimct sonuglar verilmektedir. Daha sonra Orlicz uzaymda fonksiyonlarin ve
fonksiyonlarin tlirevlerinin yaklasimi ile ilgili sonuclar elde edilir. Elde edilen
degerlendirmeler fonksiyonlarin en iyi yaklasim dizisine baghdir. Ayrica, agirlikli

Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarin trigonometrik polinomlarla yaklagimi



incelenir Daha sonra ¢ift baglantili bolgelerde tanimlanan Smirnov-Orlicz siiflarinda
fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi incelenir. Elde edilen diiz teorem

yiiksek mertebeden diizgiinliik modiilii cinsinden verilmektedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Fonksiyonlarin yaklasim teorisi ile problemler ilk 6nce P. L. Chebyshev (1854),

Weierstrass (1885) c¢alismalarinda incelenmistir.

Jackson’in  (1911,1912) c¢alismalarinda siireklilik modilii  kavramindan
yararlanarak yaklasim teorisinin diiz teoremleri ispat edilmistir. Daha sonralar
fonksiyonlarin yaklasim problemleri (diiz ve ters teoremler) bir¢ok yazar tarafindan

incelenmistir (6rnegin bakiniz, Bernstein, (1912), Stechkin (1951), Timan (1962) .

Fonksiyonlarin trigonometrik ve cebirsel polinomlarla yaklasim problemleri
birgok yazarin kitaplarinda incelenmistir. ( drnegin, bakiniz, Timan, 1994; De Vore ve
Lorentz; 1993; Dzyadyk, 1977; Dzyadyk ve Shevchuk, (2009), Andrievskii ve Blatt,
2002)

Fakat fonksiyonlarin belli aralikta degil, kompleks diizlemde bulunan bolgelerde
fonksiyonlarn polinomlarla yaklasimi ile ilgili problemler bir ¢ok yazar tarafindan

incelenmistir (bu problelerle ilgili sonuglar Dzyadyk, 1977 kitabinda buluna bilir).

Farkli uzaylarda ve kompleks diizlemde bulunan farkli egrilerde fonlsiyonlarin
rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi merak konusudur. Fonksiyonlarin rasyonel
fonksiyonlarla yaklasimi farkli uzaylarda Walsh, 1935; Tietz, 1957; Pekarskii, 1994,
Ramazanov, 1984; Cavus ve lIsrafilov, 1995 ve baska bir¢ok matematik¢i tarafindan
aragtirtlmistir.  Ayrica fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi ile ilgili

sonuclar Walsh, 1935 kitabi’nda bulunabilir.

Agirliksiz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda polinomlarla yaklasim cogu yazar
tarafindan incelenmistir.( Ornegin, bak. Akgiin ve Israfilov, 2008; Israfilov ve Giiven,

2006; Jafarov, Mamedkhanov, 2012; Kokilashvili, 1968; Ramazanov, 1984 ).

Farkli uzaylarda fonksiyonlarin Fourier serilerinin toplamlari ile yaklagimi
bircok yazar tarafindan incelenmistir. (Ornegin, bak. II’yasov, 1986;  Kokilashvili,

Tsanava, 2010; Stechkin, 1961; Timan, 1962; Zygmund, 1959).



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Temel Tanimlar

Tanim 3.1 L bir lineer uzay ve B < L olsun. vx,,y, € B i¢in,
K={zelL:z=ax +(1-a)y,, 0<a<1}cB ise, B kiimesine konveks kiime denir.
(Kreyszig, 1978 )
Tamim 3.2 B <R bir aralik olsun. M :B—R fonksiyonu vx,,y, e B ve VAe[0,1]
icin
M (8% + 1=y <aM (%) +(1- )M (y)

sart1 saglantyorsa, M fonksiyonu konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

Kompleks Diizlemi C ile gosterelim.

Tamm 3.3 Kompleks degiskenli g fonksiyonu verilmis olsun Eger g fonksiyonu gz,
noktasmin belli bir komsulugundaki her bir noktada tiirevlenebiliyorsa, bu durumda ¢

fonksiyonu z, noktasinda analitiktir, denir. (Baskan, 1998)
Tamm 3.4 Baglantili agik kiimeye Bolge ad1 verilir (Baskan, 1998, s. 23).

Tamim 3.5 w= f(z) bir B bolgesinde tanimli bir kompleks tasvir ve Z,,B deki bir
nokta olsun. Bu taktirde, Z,noktasinda kesisen B deki her yonlendirilmis y,ve p,

diizgiin egri ciftinin Z,’da aralarindaki ac1, y, Ve ¥, resim egrilerinin f(ZO) ’da
aralarindaki agiya hem biiyiikliikte hem de yonde esitse, w= f (z) kompleks tasvirine

Z, da konform denir (Zill ve Shanahan, 2003).

Tamm 3.6 Baglantili kapali kiimeye Kontinyum adi verilir (Dzyadyk, 1977, s.346).

Tamm 3.7 (Lebesgue Uzay1) (X, u) bir 6l¢ii uzay1 ve M, f: X - C tanimh u

Olciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 < p < oo olmak iizere

L%X):{feM:IMPdﬂ<w}

siifina mutlak degerinin p —inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.



g fonksiyonunun L* normu

-

1
([l9["du)p 1<p<oo
X

lall, =

esssup|g (x)|, p=

xeX

S
ile tanimlanir ve bu norm ile L° ye Lebesgue uzayr denir. Burada

esssup|g(x)| =inf{A: u({x e X :|g(x)| > 1}) =0}

xeX

dir. L°(X) uzay1 ||g| normuna gore bir Banach uzayidir.

L”(x)
( DeVore, Lorentz, 1993).
Tammm 3.8 :[-7,7] —[0,0) &lgiilebilir bir fonksiyonu géz 6niine alalim. Eger
@ '({0,0}) kiimesinin Lebesgue olgiimil sifir ise bu durumda @ fonksiyonuna

[-7, 7] pargas iizerinde bir agirlik fonksiyonu denir.

Tamm 3.9 ® agirlik fonksiyonu verilmis olsun. gew e L kosulunu sartin1 saglayan

dlgiilebilir, g:[-7,7] > C fonksiyonlarmin kiimesi L;, ile gbsterilir. Bu durumda

9]

~lg<l,

p,@

fonksiyonu |’ tizerinde bir normdu ifade edir. . | normlu uzayina agirlikli Lebesgue

uzayt denir.

G bolgesi C kompleks diizlemde, I diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirli bélge olsun.

Tanmm 3.10 T',, o<s<1legrisi, D diskinin B bdlgesine konform doniisiimii altinda
{u:|p]=s, 0<s<1} gemberinin goriintiisii olsun. B bélgesinde analitik olan ve

sup Hg(z)‘p|dz|<oo, 1<p<w

O<s<1 r,

kosulunu saglayan g fonksiyonlarinin kiimesine EP (B) Smirnov sinifi denir. (Timan,
1994).



Ayrica B=D oldugu durumda, H"(D):=E"(D)olarak tanimlanan uzaya Hardy

uzay1 denir (Timan, 1994).

Uyani 3.1 L°(T) ve EP(G) uzaylari p>1 oldugunda,

1
p
”h”Ep(G) = ”h”Lp(r) = U|h(z)|p |dZ|J
r

normuna gore Banach uzayidirlar.

EP(B,®), 1< p<w, o-agirhkl Smirnov simfi
E’(B,w)={heE'(B):heL, (T, o)
bi¢iminde tanimlanir.

Tanmim 3.11 Kabul edelimki p e(1,«) ve 1.1, sartlar1 saglansin. @ fonksiyonu
P q
I' egrisi lizerinde

1 "1 !
supsup| = j w® (7)|d7] - I o' (7)|dz]| <o (3.2)
I'(te)

tel' &>0 g F(t,g)

sartini saglyorsa, bu durumda @ agirhk fonksiyonu A (T)smifina aittir diyecegiz:
(3.1) sartina Muckenhoupt—A sart: denir, Burada F(t,g):{ref:|r—t|<g} dur.

(Muckhenhoupt 1972; Boéttcher ve Karlovich, 1997).

[egrisi C kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Ayrica

B=Intl" ve B” = ExtI" gosterelim. f e L (I') olmak tizere

N 1
g (Z):le%dg’ 7eG

ve



bigiminde tanimlanan ¢° ve @  fonksiyonlari, sirasiyla B ve B~ bélgelerinde

analitiktirler ve g~ (o) =0olur.

g e L, (T") fonksiyonunun bir z eT" noktasindaki Cauchy singiiler integrali,

S:(9)(z)=Ilim Mdg“
0 \I[(z,¢) ¢-1

olarak tanimlanir. Bu limit hemen her z €I' i¢in mevcuttur.

(Bottcher ve Karlovich,1997).

Not edelim ki, S lineer operatériiniin smurliligt L (') Lebesgue uzaylarinda

G David tarafindan incelenmistir (David, 1984). Ayrica, Cauchy singiiler
integrallerinin Gzellikleri ile ilgili bilgiler  (Bottcher ve Karlovich, 1997) kitabinda

bulunabilir.

Simdi Faber polinomlarint ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarin

tanimlayalim. Bunun i¢in agsagidaki yardimer bilgilere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Kabul edelim ki " kapali Jordan egrisidir. G=CI'=G, UG, (0€G,, ©€G,)

bolgesi I kapali egrisinin iki bilesenli (tiimleyeni) olsun. Ayrica kabul edelim ki

w=a. (Z) (i =1 2) fonksiyonlari konform ve yalinkat olarak
@, (0) =00, lim z®,(z)>0, ®,(x)=00 Ve limo, (z)/z>0 mnormlan ile G, ve
Gz bolgelerini birim ¢emberinin disina doniistiirtir.

Birim ¢emberin i¢ini U,, birim ¢emberin dis kismim ise U, ile gdsterelim.
Birim ¢emberin sinir1 T olsun.

®,(z) (i=12) fonksiyonlarinmn tersi z="V¥,;(w)(i=12) olsun. Caratheodory

teoremi geregince @, ve 0, (¥, ve Y¥,) fonksiyonlar1 siirekli olarak F(T)'ye

genisletilebilir (6rnegin bkz. Markushevich 1977, s.44).

g eC(T) olsun. Bu durumda f fonksiyonunu genellestirilmis Faber-Laurent

serisi cinsinden



0(2)~ 6, (9)F (2)+ X (<5 (1))Fe (2/2),

k=0 k=0

0

bigiminde ifade edebiliriz, burada a, ( f) ve ax () katsayilar

¢ ()= 2; [2 [\Ziflw)] d, k=012,..

T

ve

k+1

c(f)= Z;ilg[zl(w)]dw, k=012,...

olarak tammlanir. ¢, (f) ve Ek(f) katsayilarma g eC(T)'nin Faber-Laurent

bi¢imindedir. Burada

dir.

F(1/z) rasyonel fonksiyonu, I' egrisi i¢in k dereceli Faber esas kismi olarak

adlandirilir ve integral sekli

bi¢imindedir. Burada

dir.



Tamm 3.12 geC(T) ve ¢, (f), ck(f) ise Faber-Laurent katsayilari olsun. Bu
durumda

R, (f,2)=> ¢ (f)F (z)+> —c(f)Fe(Yz)

k=0 k=0
rasyonel fonksiyonuna g ’nin n. dereceden Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu

denir.

u  fonksiyonu 27 iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun

stireklilik modiilui

o(tz)=sup |u(t)-u(t)t=0
ty.t,€[0,27], [ty —ty|<t

bi¢iminde tanimlanir.

I' egrisinin parametrik denklemi

F:,u(t),OStSZﬂ

bigiminde olsun. Eger z/'(t) fonksiyonu Dini-siireklilik sartini, yani

dt <oo

t

]’-w(t,y’)

sartin1 sagliyorsa, bu durumda, I" egrisi Dini-diizgiin egri olarak adlandirilir.

(Ch. Pomerenke, 1992, 5.48).
I' kapali Jordan egrisi ve feC(T)olsun. E (f,I') ile f fonksiyonunun I"

egrisi lizerinde en 1yi yaklagimini gésterelim. Yani,

E,(f,I')=in nf max f(z)-R,(2)

{ n zel
dir.

3.2 Ortogonal Fonksiyonlar Sistemi ve Fonksiyonun Fourier Serisi

Tanim 3.13 [a,b] pargasinda tammlanmis f (x)ve g(x)fonksiyonlari,

jf d,u() 0



10

sartin1 saglandiginda, y(x)aglrhk fonksiyonuna gore ortogonal fonksiyvonlardir

denir. (Nasibov, 2013)

Tanim 3.14 [a,b] pargasinda tamimlanmig f (x) fonksiyonu igin,

(f,f):ifz(x)dy(x):l

oldugunda f(x), x(x) agirhk fonksiyonuna gére normal fonksiyondur denir. Ozel

halde du(x)=dx, (u(x)=x)veya du(x)=u(x)dx=p(x)dx de olabilir. (Ferhat
Nasibov, 2013)

@ (X), @,(X), ..., @, (x) fonksiyonlar sistemi verilmis olsun.

Tamm 3.15 o, (x), @, (X), ..., &, (X) fonksiyonlar sistemi i¢in

.Tai(x)aj(x)dﬂ(x)z{i, iijjj(ij >0)

a i?

ise {a, (x)}f sistemi z(x) agurlik fonksiyonuna gdre ortogonal sistemdir denir.

Ozel halde; 4, =1(j=12,..,n) oldugunda {ak(x)}f sistemi ortonormaldir denir.

o (X)

Eger, {ak(x)}l" ortogonal sistem (0.S.) ise{ \/Z } ortonormal sistemdir (0.n.s.).
1

Tamm 3.16 {c, (X)}: sistemi;

e e pgutey=[2

sartin1 sagladiginda [a, b] pargasinda z( x) fonksiyonuna gére ( 0.s.) denir.

(Nasibov, 2013)

Tamm 3.17 {ak(x)} (sonlu veya sonsuz) (0.s), g(x)e L, herhangi bir fonksiyon

oldugunda,
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C, = g(x).en (x)dp(x)(k=1,23..)

QD ey T

1
A

formiillerine Fourier formiilleri, bu formiiller ile hesaplanan a, sayilarma ise f (x) in
{@} sistemi tizerindeki Fourier katsayilar: denir. (Nasibov, 2013)

Tamm 3.18 a, ve b, (n=0,1,2,...) sabit sayilar olmak tlizere

a & :
?‘)+Z(an cos nNx + b, sin nx)
n=1

serisine trigonometrik seri denir.

> (a,sinnx—b, cosnx)
n=1

serisine de 22+ Z (a, cosnx+h_ sinnx) serisinin eslenik serisi denir.( Suetin, 1998).

n=1

Tamm 3.19 neN a, ve b, (k=0,12,...,n) sabit sayilar ve |a,|+|b,|# 0 olmak iizere
T (X) :%+Z(ap cos px-+b, sin px),n=1,2,3,...
p=1
ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir. (Suetin, 1998).

Tanim 3.20 A (g, X) ::a—ZO,A1(g,x) =a,(g)cosnx+b,(g)sinnx, n=12,3,... olsun.

S, (9,X)=>_A(9,%),n=012,..
p=0
dizisine g fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi denir.( Suetin, 1998)

S,(f.x)=> A(f,x),n=012,..
p=0

serisinin Fejer toplamlart ise

bi¢giminde tanimlanir.
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Tamm 3.21 gl ve g(x)~ %+Z(an cosnx+b, sinnx) olsun.

n=1

(a,sin px—b, cos px)
p=1

serisi bir fonksiyonun Fourier serisi ise bu fonksiyona g fonksiyonunun eslenik

fonksiyonu denir ve g seklinde gosterilir. (Suetin 1998).

3.3 Orlicz uzay1 ve yiiksek mertebeden diizgiinliik modiilii
Konveks ve siirekli bir M :[0,00) —>[0,00) fonksiyonu verilmis olsun.

M (0)=0, x>0 igin M(x)>0 olmak iizere

i <o im0 =

sartlar1 saglansin. Bu durumda M fonksiyonu N - fonksiyon olarak adlandirilir. N

fonksiyonunun tamamlayici fonksiyonu
N(y)= nQ;ag((xy—M (x))., y=o0.
seklinde tanimlanir.

G bolgesi C kompleks diizlemde, I’ diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirh

bolge olsun.

M bir N - fonksiyon ve N ise onun tamamlayici fonksiyonu olsun. & >0 igin
jM [ﬂ‘g(z)u|dz| <o
r

kosulunu saglayan, Lebesgue olgiilebilir g:I" — C fonksiyonlarmin dogrusal uzayimni

L,, () ile gosterelim. L, (') de f fonksiyonunun donatilmis normu

ol =8| a2 e (). ) <3

r
seklinde tanimlanir, burada
p(h.N)= [N (|n(2))e]
r

dir, L, (F ) uzay1 bir Banach uzayidir (Rao ve Ren, 1991).
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Orlicz normu, L, (I') Banach uzayr da Orlicz uzayr olarak

”'"LM (1) nhormu,

adlandirilir.

Bilindigi gibi L,, (I') uzayindaki her fonksiyon I de integrallenebilir, yani,
L (D) L(r)

dir.

M bir N fonksiyon olmak {izere Iimsup%«n ise, M fonksiyonu A,
X

X—>0

kosulunu saglar denir.
Orlicz uzayinin 6zellikleri Krasnoselskii ve Rutickii (1961) ve Rao ve Ren (1991)

kaynaklarinda ele alinmistir.
M bir N fonksiyonve M™ :[0,oo)—>[0,oo)ise M nin ters fonksiyonu olsun.

h:(0,00) —(0,0], h(x)::limsupﬁ, x>0
1

_ .. logh(x) _ . logh(x)
o =i logx P '_MlW

bigiminde verilir. L, (I') Orlicz uzaymm Boyd indisleri olarak adlandirilmistir.

Bilindigi gibi
0<q, <p, <1
ve
ay + Py =1, ay + By =1
Boyd indisleri, trivial (asikar) degildir denir.

Eger O<¢q, ve B, <1 ise «a,, pBy

Ly, (F) Orlicz uzaymmin yansimali olmasit ic¢in gerekli ve yeterli kosulun

O<ay £, <1 sartinin saglanmasidir. Bagka bir degisle Boyd indisleri trivial
olmadigi durumda L,, (T')uzayr yansimalidir. L, (T) wuzayr ancak ve ancak

0<ay, < p, <1 ise refleksivdir (doniisiimliidiir) .

Tamm 3.22 o bir agirlik fonksiyonu olsun. gwel™  bigimindeki olgiilebilir,

g: T —>C fonksiyonlar kiimesi " ile gosterilir.
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e [+

lg

M

fonksiyonu | " iizerinde bir normu ifade eder. . " normlu uzayna agwrlikli Orlicz

uzayt denir.

Tamim 3.23 (Kokilashvili, 1968) M bir N —fonksiyonu, gise B bdlgesinde analitik

fonksiyon olsun.

jM (‘g(Z)‘)|dZ|<oo

l—‘I'

sart1 saglanirsa, bu durumda g:B — C fonksiyonlarmm smifi E,, (B) ile gosterilir,

burada T, |W| <1 dairesinin B bolgesine konform doniigiimii altinda,

r

{weC:|w|=r}, 0<r <lgemberinin goriintiisiidir.

Tamm 3.24 (Kokilashvili, 1968) E,, (B) smifi Smirnov-Orlicz smmfi olarak

adlandirilir.

Eger M (u)=|ul’ (1< p<w), ise E, (B) simfi iyi tanimlanmis E_(B) Smirnov sinifi
ile ¢akasir.
E, (B) smifina ait herhangi bir f (z) analitik fonksiyonu, aym zamanda E, (B)

sinifina da ait olacaktir, yani,

I|g(z)||dZ|SC<w,

r

r

yakinsamast, r, (0<r <1) ye gore diizgiin yakinsamadir.

Ey (B) smifinda norm

”g”EM(B) ::”g”LM(F)
dir.

B bolgesi C kompleks diizlemde , I diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirli

bolge olsun. E,, (B, ), @ - agirhkh Smirnov-Orlicz sinifi

E, (B.@)={geE'(B):geL, (I ).
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biciminde tanimlanir. Agirliklt Smirnov-Orlicz smifi, Ep(G)- Smirnov sinifinin
genellestirilmesidir. Ozel olarak M(x)zx", l<p<oo ise bu durumda E,, (G,a))
agirlikli Smirnov-Orlicz sifi, Ep(G,a)) agirhikli Smirnov simifi ile ¢akismaktadir.

Ayrica =1 ise bu E,, (G) Smirnov-Orlicz simfi ile gakisir. .

Ly (T.®) uzayt O<a, <p, <1 Boyd indisleri ile agirlikli bir Orlicz uzay1 ve

weh, (T)nA,, (T)olsun. gel,, (T,®) icin kaydirma operatdrii

h
gh(x)::z—lh'fg(x+t)dt,0<h<7z , XeT.

“h
seklinde tanimlanir.

k

Qb,w(é,g):zosgpé_ | |(I—ghi)g ,0>0,k=12,..
<N <ol i=1
1<i<k LM(T,a))

fonksiyonuna g 'nin k-inci diizgiinliitk modiilii denir, burada | 6zdeslik operatoriidiir.

g, nin L, (T,®) iizerinde smirh bir lineer ( dogrusal) operatdr oldugu bilinmektedir.
Eger k=0 ise Oy, ,(5.9)=[g|, ., Ve k=1ise Q,, (6.9)=Qy,,(5,9) yazilr.

[~7, 7] tizerinde 27 -periyodik toplanabilir fonksiyonuna

{_ETg(x+t)—g(x—t)dt}:_%]’-g(x+t)—g(x—t)dt

e 2tan § 2tan

909=17 |

ile verilen eslenik fonksiyonu hemen hemen her yerde (h.h.y.) vardir.
g(x)~%+ZA1 (x,9), A (x f)=a,cosnx+b,sinnx
n=1

g e L, (T) fonksiyonunun Fourier serisi olsun. O halde

—i i signkc,e™ = i(an sinnx—b, cosnx)
k=—0 n=1

bi¢iminde yazilan eslenik trigonometrik serisi, bazi g fonksiyonunun Fourier serisi

olur. Not edelimki ge L[0 24] nin Fourier serisinin eslenik serisinin her zaman Fourier

serisi olmayacagi bilinmektedir (bkz, 6rnegin, A. F. Timan, 1994)

gely, (T,®) igin g 'nin tiirevini



16

=0

Ly (T.®)

lim
h—0

H(9(x+h)-9(x)-g,(x)

sartin1 saglayan bir g fonksiyonu olarak tanimlariz ve bu durumda g, =g’ yazariz. Bu
durumda g e L, (T,®) fonksiyonunun L, (T,®) anlaminda tiirevi oldugunu sSyleriz.
Derecesi n'den biiyilk olmayan trigonometrik polinomlarin TII, sinifinda

g €L, (T,®)fonksiyonunun en iyi yaklagimi

E, (g )M 0 TEQEH ” f-T, ”LM (T\@)
olsun. Not edelim ki,

E,(9),.,=|f-T,

Ly (T,w)
gibi T, eII, 'nin varligi, 6rnegin (De Vore ve Lorentz, 1993 s. 59) c¢alismasindaki
Teorem 1.1'den elde edilir.

B, C kompleks diizlemde 'de, y;, ve p,dizeltilebilir Jordan egrileri ile
siirlandirlmis ¢ift baglantili bir bolge olsun. (kapali y, egrisi, y;, kapali egrisinin
icindedir). Genelligi bozmadan Oeinty, oldugunu kabul edelim. B :=inty,,

B =exty, , By =inty, , By :=exty, olsun. @=a(z) fonksiyonu

a(z)=om, Iim@=1

normallestirilmis sartiyla B[ bolgesini D, ={weC:|w|>1} bolgesine konform

dontistiiren fonksiyon olsun ve ' ise nin « 'nin ters fonksiyonu olsun.

Ayrica w=a/(z)ile B;' bdlgesini «(0)=oo , Iim(z.a(z)):l normallestirilmis

sartiyla D, = {We C:|w >1} bolgesine doniistiiren fonksiyonu gosterelim. '

fonksiyonu ise «; 'nin ters fonksiyonu olsun.

T, ={z:|a(z)|=p>1} , K, ={z:]y(2)| =1, >1}
gosterelim.
a ' fonksiyonu z = oo noktasinin komsulugunda

a(z)=,uz+,uo+%+%+...+

bi¢iminde Laurent seri a¢ilimina sahip olsun ve dolayisiyla
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n-1
[a(z):ln = :unzn J’_;lun,kzk +Z/un,kzk

k<0

elde ederiz.
n-1 ‘
D, (2)=p"2"+D p1,, 2
k=0

polinomuna B, bolgesi i¢in n. dereceden Faber polinomu denir.

o, fonksiyonu, baslangi¢ noktasinin baz1 komsuluklarinda
1 K
a,(2) =Sy FIRZF AT T

seri agilimina sahiptir. Bu fonksiyonunn kuvveti i¢in

lan(2)] = F, (Ej_ L(2), 2B

z

elde ederiz; burada F, (1) , z'nin negatif kuvvetlerinin polinomunu belirtir ve L, (2)

terimi, z'nin negatif olmayan kuvvetlerini igerir. Dolayisiyla bu By bolgesinde bir

analitik fonksiyondur.

@, (z) ve F, (%) i¢in asagidaki integral gdsterimleri gegerlidir (Markushevich, 1968)"

1. Eger zeT'Int, Ise, 0 zaman

1 [«(¢)] 1 B(@)o"
D (z)= d¢ = dow . 3.2
(2) 27i ) 5 27i w'fpo Aoy (3.2)

2. Eger zeextl', ise bu durumda

_ "y Lopleer
D, (2)=[a(z)] +27zir —dg (3.3)

0

3.Eger zeintl', ise bu durumda

4. Eger zeextl', ise bu durumda
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1 o " (o)
Fn(%)z—ﬁj[;fj] g =- 2m [ A2 do (3.4)
Iy

l@l=1o
Eger g(z) fonksiyonu, T s, Ve K. egrilerle sinirh ¢ift baglantili bdlgede analitik ise bu

durumda s6z konusu bolgede asagidakilerle Laurent seri agilimi gecerlidir (Suetin,
1998):

z):i“ckd)k(zﬂidkl:k (%)

burada
! 1
C = g(z)a&)dz: g[ﬁdew 1<p <
“ 27zirJ: [a(2)] 27i Jpl (l<p<p,)
ve
1 : 1
d=—— [ £ g7 = Llde , (1<r<r,) . 3.5
< 27 £ [ea(2)] 27i wJ-1 ( 1 0) (3.5)

Dir. z e B igin kompleks analizden bilinen Cauchy teoremine gore
G L (a9
Z)=—|>=dl-—— | ==d
) 27i -[ e 96 2ri J‘ &2 0
n 72
olur. zeinty, ve z eexty, i¢in bu durumda
1 a0 L e
— | =d-—| = d&=0. 3.6
27zl;l:€_Z : 27r|;[‘}’¥_Z > (3.6)

olur.

1 o
L[y
27i ¥+ g

72

J‘ f;Z)dC M )
L
oldugunu gosterelim.
M,(z) fonksiyonu M/ (z) ve M, (z) fonksiyonlarmi belitrir, M, (z),
fonksiyonu ise M; (z) ve M, (z) fonksiyonlarim belirtir. M, (z) fonksiyonu inty, de

ve 7, (z)fonksiyonu ise exty, 'de analitiktir. M, (z) fonksiyonu ise inty, de ve

M, (z) fonksiyonu ise exty, 'de analitiktir.

T birim gemberi L, (T) ise T birim gemberi iizerinde tamimlanmis Orlicz uzay:

olsun.r >0 i¢in g e L, (T) fonksiyonun r — inci diizgiinliik modiilii
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ArQ , 0>0 , r>0

®,(9,5),, =sup|

|hj<s tu (T)

olarak tanimlanir, burada
;

590930 Jalxs r-tom)

k=

dir.
Eger y, ve y, Dini-diizgiin egriler ise, bu durumda ( Warschawskii, 1932)’daki
sonuglardan
0<c <|a'(z)|<c, <o, 0<c,<|e(z)<c, <o
ve 3.7)

O<C5<‘/5"(a))‘<c6<oo , 0<c, <

Bl (o)) <ey<o0

¢ikar; burada ¢,,C,,C,,C, Ve C;,GCq,C,,C, Sabitleri ze B~ ¢ den bagimsizdir ve || >1
dir.

Eger B} ve BY bolgeleri kapali Dini-diizgiin egrileri ile sl ise bu durumda
diyecegiz ki ¢ift baglantili B bolgesi Dini-diizgiin egri ile smirlidir.

7(i=12) Dini diizgiin bir egri olsun ve gel, (y,) isin g,:=goB olsun. ve
gely(7,) icin g,:=goB olsun. Bu durumda (1.8) geregince g,el,, (T) ve
g, €Ly, (T)elde ederiz. T iizerinde g, ve g, ' in agisal yollar boyunca sir

degerlerini kullanarak r >0 igin

tanimlayalim.

0o,9; €Ly (T) oldugundan g;,9, €E, (D) ve g;,9, €E, (D’)elde ederiz, dyle ki
gy () =0,0; (0)=0 ve T iizerinde h. h. her yerde

9o () = gé(w)—ga(a))}

9 (@) =9/ (@)-9; (@)

esitligi dogrudur.
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gosterelim.

R, (f,z) rasyonel fonksiyonuna f fonksiyonunun n. dereceden Faber-Laurent

rasyonel fonksiyonu denir.

Faber polinomlar1 serisi, Taylor serisinin basit baglantili bir bdlgede
genellestirilmesi oldugundan, Laurent serisinin ¢ift baglantili bir bolge durumuna
benzer bir genellemesinin olusturulmasini diistinmek dogaldir.

Simdi ¢ift baglantili bélgede Smirnov-Orlicz smifim1 tanimlayalim y, egrisi,
0<r,<|w|<r, <1 halkasin ¢ift baglantili B bolgesine konformal doniisiimiinde
lw|=r(r, <r <r) gemberinin goriintiisii ve M bir N -fonksiyonu olsun. Eger

I M Dg (z)|]|dz| <o

7r

sart1 saglanirsa B bolgesinde tanimlanan g(z) analitik fonksiyonlarmmn smifi E,, (B)

Smirnov-Orlicz sinifi olarak adlandirilacaktir.

Tez g¢alismasinda giincel ilgi alanlarina yonelik sorular i¢in yalnizca onemli
olmayan niceliklere bagl C,C,C,,...(genel olarak farkli degerlendirmelerde farklidirlar)

sabitlerini kullaniyoruz.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 Yardimci Sonuglar
Orlicz uzaylan i¢in asagida verilen Bernstein esitsizligi esas sonuglarin ispatinda

onemli bir rol oynamaktadir.

Lemma 4.1 ( Israfilov, Giiven 2006; Kokilashvili, 1968). L,, (T) refleksiv (doniisli)

bir Orlicz uzay1 olsun. Bu durumda n dereceli her trigonometrik T, polinomu igin
[Tl oy < cnlTall, ) (4.1)
esitsizligi gecerlidir, burada ¢ sabiti n'den bagimsiz bir sabittir.

Lemma 4.2 (Akgiin, Israfilov, 2008). N -fonksiyonu M , hem de onun tamamlayici

fonksiyonunu A, kosulunu saglasin. Bu durumda 6yle ¢, >0 sabiti bulunabilir ki,

cha)r(g,%)M , a>0,YneN

L (T)

lo(0)- 300

s=0

esitsizligi gecerlidir, burada d,,(k=0,1,2,...) kat saylari g eE,, (D)fonksiyonunun

orijin noktas1t komsulugundaki Taylor seri agiliminda k 'inci Taylor katsayilaridir.

4.2 Orlicz uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasim iizerine

Tile [, 7] pargasim gosterelim. Tez galismasimn bu boliimiinde Ly, (T) Orlicz

uzayinda fonksiyonlarmn trigonometrik polinomlarla yaklasgimi i¢in bazi teoremler

ispatlanmigtir. Belirli kosullar altinda, L,, (T) Orlicz uzayma ait fonksiyonlarin

tiirevlerinin varlhigr ispat edilir ve trigonometrik polinomlarin tiirevlerinin yaklagim

ozellikleri incelenir. Not edilmelidir ki, fonksiyonlarin tiirevleri ile trigonometrik

polinomlarm tiirevleri arasinda elde edilen degerlendirme, L,, (T)Orlicz uzaymndaki en

1yi yaklagimlar dizisine baghdir.

Ly, (T) bir Orlicz uzay1 olsun. Varsayalim ki X, h reel sayilar olsun ve
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_if;(l)“[fjg(mh), aez, fely(T)

gosterelim. g e L, (T) igin

=0 (4.2)

L (T)

limf(g (-+h)-9())-n()

sarti saglanirsa, bu durumda g fonksiyonunu f 'min tiirevi olarak tanimlariz, bu

durumda g = f' yazariz.

gel, (T) fonksiyonunun derecesi n'yi asmayan trigonometrik polinomlarla

en iyi yaklasimmi E, (g),, ile gosteriyoruz, yani

M
E,(9), =inf {||g —Tn||LM(T) e Hn} :
burada I1 derecesi en fazla n olan trigonometrik polinomlar sinifin1 gosterir. Ayrica

En(f)M :”f _Tn“

Lw (T)
dir.
Bu bdliimiin ana sonuglart asagidaki teoremlerdir.

Teorem 4.1 L,, (T) bir refleksiv (doniislii) Orlicz uzay ve T ise L, (T) uzaymda g°

ye trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagim olsun. Eger g e L,, (T) fonksiyonu bazi

dogal r icin
> mE, (g), <o
m=1

sartin1 sagliyorsa, bu durumda f ’ nin (1.1) anlaminda r. mertebesinden bir tlirevi var

ve
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g T

n

esitsizligi gecerlidir.

e SC{n'En(g)M +[ > WE(9), j}

p=n+1

Ispat: Oyle bir {T, }:;1 trigonometrik polinomlar dizisi vardir ki

||g _Tn”LM(T) =E, (g)M '

olur. Teorem 4.1'in kosuluna gore asagidaki degerlendirmeler gegerlidir:

Simdi j=1,..r igin

olacak sekilde  (x) e L, (T) fonksiyonlarinin var oldugunu gosterelim.

(4.2) i kullanarak j=1 i¢in

g(+h)-9( ) Swe
jelet=atl g SRRl Sy
() 110 =0 Lu(T)
Sno W2(+h)—W2()_W:()
i:"H h ’ Ly (T)
(4.3)
2 [ Wy (+h) =W, ()
& {” 2 h ) +, w(ﬂ]
i=ny+1 LM(T)
o Vi(-+h) V () ©
< 2 Z V! 2' W,
<§H h ()LM(T)+C1i—nZO:+ K ()
elde ederiz.

(4.3) esitsizliginden h—0 ve n>n, i¢in

g'(x) =y (x)

bulunur. j=2,..n i¢in Teorem 4.1'i ispat etmek i¢in tiimevarim yontemini kullaniriz.
(4.1) esitsizligi dikkate alinirsa,
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" _ £ <0 _T0 S [0 T
LR PR LA LM(T)+§+1HT2. [ .
SCZ{ann(f)M + Z"EZH(f)M}
i=m+1
elde ederiz.
i=12,..., icin agagidaki esitsizlik gecerlidir:
zifl
2"E,.(9), <2 >, w'El(9), - (4.5)

p=2"41

2"t <n<2™ olacak sekilde m secilirse (4.4) ve (4.5) degerlendirmeleri kullanilirsa

0 Dida
P LEXCRS L e ON

i=m+1 p:Zi’Z +1

sc4{ann(f)M + i ﬂr_lEp(f)M}

p=n+1

elde edilir. Teorem 4.1'in ispatin1 tamamlanmuis olur.

Teorem 4.2 L, (T) bir refleksiv (doniisli) Orlicz uzayr ve T, asagidaki kosullart

saglayan n dereceli trigonometrik polinomlar dizisi olsun:

1

It Tl =o3] Ve Tl e =0 . noe

Bu durumda f’'=g elde ederiz. Yani g fonksiyonu (4.2) kosulunu saglar.

Ispat: Herhangi bir &> 0 sayisin1 aliyoruz. n>n, igin
loTlm=es o =T = @6)
i, (M = nll, (1) = .

olacak sekilde bir n, =n, (g) dogal sayisi seciyoruz. % <h<1 kosulunu saglayan h

icin (4.6) dikkate alinirsa

9(+h)-9() T(+h)-T,()] <2Jz 4.7)

elde ederiz.
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(Ditzian, Hristov ve Ivanov,1995) referansmdan —%5<n(r,j)<% ve j-r tek

oldugunda 7(r, j)=0 ise

=i§1JPQTQ*YEJ”u> “8)

_ . 0 m-1 o
10, D 20 LA D o/ 1
H h Ly(T) M=2 m: m=2 (4.9)
G <
341—28]/2 ”Tn Ly (T) sC Ny (T)
elde ederiz.

Yo <h<2E jgin (4.7), (4.9) ve (4.6) i kullanarak,

H9(~+h)—9()_u :HQ(+h)—9(-)_Tn(+h)—Tn()
h Lu(T) h h Lu(T)
h)-T, (-
+HTn( u I.? n()_Tn,() +||Tn’_u||LM(T) (4.10)
Lu(T)

ulasiriz. (4.10) esitsizliginden (4.2) anlammnda g = f' elde ederiz ki bu da Teorem

4.2'nin ispatin1 tamamlar.

Teorem 4.2'nin ispatindaki ayn1 yontemi kullanarak asagidaki sonucu elde
ederiz.

Sonu¢ 4.1 g,u,,....,u, €L (T), k=12,..., ve T isei=1..k icin

1
Tl =0 =)+ no>eo
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kosullarin1 saglayan trigonometrik polinomlar dizisi olsun. Bu durumda (4.2)

anlamimda u, =u/, (g =u,) elde ederiz.

Not edelim ki Teorem 4.1 ve 4.2 nin varsayimlarinin karsilastiritlmasi
mantiklidir. Agiktir ki

S mE, (), <o
m=1

kosulu saglanirsa, bu durumda m'E, (f) —0 olur.

4.3 Agirhikh Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarin trigonometrik polinomlarla

yaklasim

Fonksiyonlarin tiirevinin varligi, fonksiyonun ve eslenik fonksiyonun tiirevinin
polinomlarla yaklasimi problemleri cesitli yazarlar tarafindan incelenmistir: (Ornegin,

bkz. Bari ve Stechkin, 1956; Stechkin, 1961; Timan, 1962; Zhizhiashvili, 1990 )

Bu béliimde Ly, (T,®) agulikli Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonun Fourier

serilerinin Fejér toplamlari ile eslenik fonksiyonunun yaklagimi incelenmektedir. Belirli

kosullar altinda, eslenik fonksiyonlarm tiirevleri ile L, (T,®) agirlikli Orlicz uzayinda

eslenik trigonometrik polinomlarin tiirevleri arasindaki degerlendirme elde edilir. Not

edelim ki eslenik fonksiyonunun tiirevleri ile eslenik trigonometrik polinomlarinin

tirevleri arasindaki degerlendirme L,, (Ta)) agirlikli Orlicz uzayinda en iyi yaklasim

dizisine baghdir.

Ayrica Ly, (T,®) agirhkh Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarin tiirevleri igin

yaklasim teorisinin ters teoremi elde edilir.

Esas sonuglarimiz asagidaki gibidir.

Teorem4.3 L, (T, ) uzayt 0< ey, < B, <1 Boyd indisleri ile agirlikls Orlicz uzay: ve

gely(T,®), weA, (T)mA,, (T) olsun. Budurumda g" e Ly (T, @) ve

la(x)-o,.(9)

1 -
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degerlendirmesi dogrudur, burada c, >0 ise n 'den bagimsiz bir sabittir.

ispat:

Gosterelim. Burada S, (x, f) g e L, (T) fonksiyonunun n -inci kismi toplamlaridur.

(Israfilov ve Giiven 2006) c¢alismasina gore
||g (X) =T, (X) ) ¢.Ept(9)y (4.11)

olur.  (Golinskii, 1960)  ¢alismasi geregince herhangi bir gel,, (T,®) ve

uel, (T,®) fonksiyonu i¢in

HgHLM(T,a)) =G ”g”LM (To) * oy () Le(T.0) = O ”u”'-M T.w) (412)
elde ederiz.
Bu durumda (4.12) ve tiggen esitsizligi dikkate alinirsa,
HU _0“—1(u) Ly (T o) = HU T2 ) 2n (U)—Jn_l (U)HLM (T,0)
<Ju-T,, (u) v + [T (U) =0, (u) ",
=u-Te, ( ) Ly (T.0) |9 (TZ” (U)—U) Ly (T.0) (4.13)
<Ju-T W], 1.y +C Ju-T,, (u) )
<(1+¢)Ju=T, (u) ol
elde ederiz. (4.11) ve (4.13)’ e gore
”u O, 1(U) La(To0) = C9En+1( )M,w
bulunur. Simdi bu esitsizlikte g = f yazilirsa,
lo-cu(a)], ., <coEril9),, (4.14)
elde edilir.
Bilindigi gibi (Jafarov, Mamedkhanov, 2012) ¢alismasina gore
1
E.(9), ., <cuy, [ L gj (4.15)

degerlendirilmesi dogrudur. (4.14) ve (4.15) degerlendirilmeleri dikkate alinirsa,

1
L (T.0) =G {QM'“£n+1’gj+ EMl(g)M,w}

Jo=cv.(o)
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elde ederiz. Teorem 4.3'iin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.4 L, (T,0) uzayt 0<a, <p, <1 Boyd indisleri ile agwrlikli bir Orlicz

uzayr ve gely, (T,w), weA, (T)nA,, (T) olsun. Bu durumda g" e Ly (T, @)
olur ve eger T, L,, (T,a)) uzayinda g 've en iyi yaklasan trigonometrik polinom ise ve

bazi dogal v ' ler i¢in

> n"'E (9), , <® (4.16)
n=1 ’
sarti saglaniyorsa

Hg(r) _.I:n(r)

Scz{ann(g)M,w{ 2 ﬂ”Ey(g)M,wJ}
Ly (Tv“’) pu=n+1

degerlendirilmesi gecerlidir.

ispat: (4.16) kosulundan g'” e L, (T, ®)oldugu sonucu ¢ikar. Sonug olarak, adjoint

operatoriin  sinirliligi nedeniyle g(r)eLM (T,w)elde ederiz. n dogal sayisi i¢in

i=0,1...olmak tlzere Tzintrigonometrik polinomunu gbz Oniine alirsak asagidaki

bagint1 gecerlidir:

g(x):Tn(x)+i(T2Mn (x)—Tan(x)) (4.17)

k=0

T trigonometrik polinomu f ’ ye en iyi yaklasan polinom oldugundan, (4.17) serisinin
sag tarafi L, (T,®) uzaymm normuna gére yakimsar. Bu durumda (4.17) geregince her
n dogal sayist i¢in

[Ty () =Ty (%)

Lu (T.@) = ‘szn (X)_g (X) Ly (T.@) +Hg (X)_Tzkn (X)
< E2k+ln(g)M,w+E2kn(g)M,w S2Ezkn(g)|\/|,w

Ly (T @)
elde ederiz.

T2k*1n (X) -T

2n

(x) polinomumum derecesi en fazla 2"'n olan trigonometrik

polinom oldugu agiktir. En(g)M SCEn(g)Myw (Israfilov ve Giiven, 2006) ve
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{En(g)M’w} dizisi monoton oldugundan, bu durumda agirlikli Orlicz uzaylar i¢in

Bernstein esitsizligini kullanilirsa (Israfilov ve Giiven, 2006)

T2 00T 0 S0 T 00T O

+Hg—T

2n

<(2n) [Jg-T...

Ly (T o) )

<(2n) Ezk+1n(g)M,w+Ezin(g)M,w) (4.18)

= (2k+1n)r 2Ezkn ( f )

Ly (T.@)

M,
<2(2n) €y, (9),,,
bulunur.

'I:n(x)+i('lz2k+ln(X)—'Izzkn(x)) serisi (4.17) serisinin eslenik serisi olsun. Bu

k=0

durumda (4.18) ’ yi dikkate alarak,

<c,2'Y(2n) E, (1), (4.19)

Ly (T.@) i=0

-I:nr (X) + (fz(ir) _fz(‘rn) (X)

0
+1n
i=0

elde ederiz. (4.16) kosulu gegerli oldugundan

0 o 2¢p
2 MTEN (9, =2 2 MTEL(9),,
m=n+1 k=0 m=2% n+1
>3(20) B,y (9),,,20=2(20) By, (9),,,,
k=0 k=0

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda

> (2) E,, (9),, =NE,(9),, + 2(2'0) E,u (0),,,

k=0 k=0
<nE,(9),,+2" 2 mE(9),.,

elde edilir. Son esitsizlik

2”12(2kn)r E,,(9), ., <Cu {ann (9),.,+ > mE, (g)Mw} (4.20)
k=0
esitsizligini verir.

(4.19) ve (4.20) ’ye gore

TO () + (T (0 -T8 (x) (4.21)
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serisi L, (T,w) uzaymin normuna gore bazi fonksiyonlara yakmsar. L, (T,®)

anlammda " tiirevi icin

0" () =T (x)+ X (T4, () -T2 ()

k=0

oldugu aciktir. (4.20) ve (4.21) 'u kullanarak
(r) = (r

|o" (0-T ()

0

< 2r+12(2k n)r Ezkn (g)M,a)

Ly (T.®) k=0

= ClS {ann (g)M,(o + z mr_lEm (g)M,(z)}

m=n+1

elde ederiz. Teorem 4.4’ in ispat1 tamamlanmaigtir.

Teorem 4.5 L,, (Ta)) uzayr 0<a,, < p, <1 Boyd indisleri ile agirlikl bir Orlicz
uzayrve we A, (T)N A, (T) olsun. Eger g el (T,w) fonksiyonu bazi dogal r

sayilari igin

Zoo;nrlEn (g)M,(u <

sartini sagliyorsa, bu durumda g(r) €L, (Ta)) ve her n dogal sayist i¢in

Qb,w(%,g“’)scs{n% Eo (), + 20 B (0, Y q“Eq<g>M,w}
g=1

g=n+1

k=123,..,

degerlendirmesi dogrudur, burada c, sabiti n'den bagimsizdir.

Ispat: Teorem 4.4 e gore g(r) el (T,w) ve

En(g(r))M £clﬁ{ann(g)Myw+( i yr‘lE#(g)Myw]} (4.22)

pu=n+1
olur.
QY (~f)  k-dizginlik modili i¢in asagidaki degerlendirme gegerlidir

(Israfilov ve Giiven, 2006):
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1 C . _
Q?A,m(ﬁ'gjﬁﬁ{Eo(g)M,ﬁZ_im” 1Em(9)M,w} (4.23)
Eger (4.23) esitsizligi f o fonksiyonuna uygulanirsa
Qb’w(l,g(r)jg%{%(gm) +Zm2k1Em(g(r)) } (4.24)
n n M,0o  m=1 M, o

elde edilir. (4.22) ve (4.24) degerlendirmelerini kullanarak,

o [2"] <& le(d) +zvzk—1Em(g<f>) }
n M. n M, o =1 M,

gC—Zk{ -l-Z:vr 1E

n
S @), 3 pf-lEp<g>M,w}}
m=1 p=m+1

C ! +r= ! AN r-
Sn—it{Eo(g)M,wa E (O, t 2V 2y 1Ep(9)M,w}
V= v= p=v
C D oler—
<% {E (0. + 2 E O,
S S el £ 0 0l
m=1 p=m

p=n+l
< 1 1 C 2k+r-1
SCy FEO(Q)M,Hn—kZ;m Em(g)M,w
p= m=. p=n+
<c iE (9) +izn:m2k”‘lE z 2E (o
=4 2 0 Mo 2k s =

1 1 & e .
a{Wammﬁggwlaww+Zqﬂwm$

g=n+1

elde ederiz. Teorem 4.5’ in ispat1 tamamlanmstir.
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4.4 Smirnov-Orlicz Simiflarinda Rasyonel Fonksiyonlarla Yaklasimi

Faber polinomlar1 serisi, Taylor serisinin basit baglantili bir bolgede
genellestirilmesi oldugundan, Laurent serisinin ¢ift baglantili bir boélge durumuna

benzer bir genellemesini diisiinmek dogaldir.

Tez calismasinin bu boliimiinde Dini-diizgiin egri ile siirlanan ¢ift baglantili
bolgelerde tanimlanan Smirnov-Orlicz siniflarinda yaklasim teorisinin diiz teoremi
ispatlanmistir. Benzer problemler ¢ift baglantili bolgelerde rasyonel fonksiyonlarla
yaklasimi ¢ogu yazarlar tarafindan c¢alismalarinda incelenmistir.(Ornegin bk. Tietz,

1957; ve Ji-fieng, Ming 2005)

y Dini-diizglin egri ile sinirlanan basit baglantili bdlgede tanimlanan Orlicz

smiflarinda fonksiyonlarin polinomlarla yaklasim problemi, ( Akgiin ve Israfilov, 2008)

tarafindan incelenmistir.

Not edelim ki, reel sayillar dogrusunun araliklarinda tanimlanan Orlicz
uzaylarinda fonksiyonlarin polinomlar ve rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi Ramazanov

tarafindan incelenmistir ( Ramazanov,1984) .
Bu bolimiin esas sonuglart asagidaki gibidir.
Teorem 4.6 B, y =y, Uy, Dini-diizgin egri ile simirh sonlu ¢ift baglantili bir bdlge

olsun. EM(B), B tizerinde refkeksiv bir Smirnov-Orlicz smifi olsun. Eger ve

g € E,, (B) ise herhangi bir n=1,2,3,... igin bir ¢,y > 0 sabiti vardir, Syle ki

Jo-R. (-0l <e0{@,(9,) e (9. %) |

esitsizligi saglanir, burada R (.,g), g fonksiyonunun Faber-Laurent serisinin n'inci
kismi toplamudir.
Ispat: (3.2)-(3.4) ve (3.5) formiillerinde sirastyla ,, y, V T = {a)e C:|al :1} egrilerini

integral egrileri olarak alalim. (Bu, teorem 1'in kosullar1 nedeniyle miimkiindiir).

g € E, (B) olsun. O halde f,, f, L, (T) olur. (3.7) geregince

9(€)=95 (a(€))-90 («(€)).9(£) =9/ (e (&)~ 0 (u (&) (4.25)



olur.

z e exty, olsun. O halde (3.3) ve (4.25) den

elde ederiz.

z eexty, icin (3.4) ve (4.25) dikkate alinirsa

7 =T 24 2 dé
72 72

idka (%) :_% ;dk[al(f)]k / N kzz;,dk[“l(’:)]k
k=1

o ()] d[ea(&)]"
=2 = A8 —2q o)
-2
72 72

dé
bulunur.

Z e exty, i¢in (4.26), (4.27) ve (3.6)’y1 kullanarak,

Ya[o o] « 3R (G- Yale@] -a ()]

% [a(c)}kick [a())
Nz g—:g
a

1 g;[%(s)}gdk[al(:)]k
+ e j §:Z d
72

elde ederiz.
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(4.27)
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y, digindaki tiim agisal olmayan yollar boyunca z — z" €y, limiti aliirsa, y, egrisi
tizerinde h. h. her yerde

0(2)-2a®, (2)- 20 (2)
=0, [(p(z*)]_kiock [a(z*)}k (go [ ( *)]_kiock [a(z*)}kj
" o7 [aa()]- Y e[ en(&)]]
+Sy1 {(ggoa)— > akak}—zi”i ;_21 dé (4.28)

yazilabilir.

Simdi  (4.28), Minkowski esitsizligini ve S operatdriiniin Orlicz uzaymnda smirh

oldugu dikkate alinirsa

n

d (a))—ZCka)k

k=0

n

g, (a))—dea)k

k=0

lo-R.(9:2)],, ) <Cu (4.29)

+Cp,
Lu (T)

Lw (T)
elde ederiz.

Yani, g fonksiyonunun c, ve d, Faber-Laurent katsayilar1 sirasiyla f;” ve f°

fonksiyonlarimin Taylor katsayilaridir. Bu durumda Lemma 4.2 ve (4.29) geregince
lo=R.(F.2)],,,, <Gl (9.50), + e, (9.5,

esitsizligi yazilabilir.

zeinty, olsun. O halde (3.4) ve (4.25) ‘ e gore

Zd [ea(¢)
kZ;dF Zd [051 ] e T

72

zn:dk[al(cf)]k 07 [(¢)]
d

=i d [ (2)] -] 2 - £ (4.30)

72

_ZAJ. i)df 9, I:al ]

elde ederiz.
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z einty, i¢in 3.2 ve (4.25)'den

ch [«(0)
ch = 27r| [
n
k (4.31)
[ Batet e o
= 27 - [ dC+ 27i _[ C—vz dC
n 7

bulunur.

zeinty, i¢in (4.30) ve (4.31)" nin kullanimi bize

o [el@)] -5 ()]
ZC q) +zd F ( ) 27rl [k:0 -z jdc

n

Bl

72

g [al(z)}gdk [a,(2)]

Verir.

7, egrisi iginde agisal olmayan yollar boyunca z — 7z €y, limiti alinirsa, y, lizerinde

h.h. her yerde

o(2)-Y 00 (7)- 2ok () -0 [a(2)]
S T o] [ -(arom)]
L @Ck[a(?;—ga[gm]dc .

elde ederiz.

(4.32) esitligi, Minkowski esitsizligi ve S, operatoriiniin Orlicz uzayinda sinirli oldugu

dikkate alinirsa,

n

g (@)-> d,o"

k=1

n

gy (@)— > c0f

k=0

(4.33)

”g _Rn(g’z)”LM( ) SCl4

+C
s 15

Lu (T) L (T)

esitsizligi elde edilir.



Lemma 4.2 ve (4.33) kullanilirsa,
||g —Ry ( . Z)"LM (72) = Cis {wa (g,%)M T, (g’%)m }

bulunur. Teorem 4.6 'in ispati tamamlanmis olur.

36
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda ilk 6nce T, [-z,7z] olmak iizere L, (T) Orlicz uzayinda

fonksiyonlarin trigonometrik polinomlarla yaklasimi incelenir. Belirli sartlar altinda,

Ly, (T)Orlicz uzayma ait fonksiyonlarin tiirevlerinin varlig: ispat edilir ve fonksiyonun

yiiksek mertebeden tiirevleri ile trigonometrik polinomlarin yiiksek mertebeden

tirevlerinin yaklagimi incelenir. Ayrica gosterilir ki, fonksiyonlarn tiirevleri ile

trigonometrik polinomlarm tiirevleri arasinda elde edilen degerlendirme, L,, (T)Orlicz

uzayindaki en iyi yaklagimlar dizisine baglidir. Daha sonra Fourier serilerinin Fejér
toplamlart ile eslenik fonksiyonlarinin yaklagimi incelenir ve Muckenhoupt agirlikli
Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarn tiirevleri ile eslenik trigonometrik
polinomlarin tiirevleri arasindaki degerlendirme elde edilir.

Agirlikli Orlicz uzaylarinda eslenik fonksiyonlarin tiirevleri igin yaklagim
teorisinin ters teoremini ispat edilir. Ayrica, Dini-diizgiin egri ile smrlanmis ¢ift
baglantili bolgelerde tanimlanan Smirnov-Orlicz smiflarinda fonksiyonlarin Faber-
Laurent fonksiyonlarla yaklagimi ile ilgili yaklasim teorisinin diiz teoremi

ispatlanmistir.

5.2 Oneriler

Bu tez ¢alismasinda Orlicz uzayinda fonksiyonlarin ve eslenik fonksiyonlarin
trigonometrik polinomlarla yaklasimi, baska uzaylarda (Morrey, Degisken islii
Lebesgue, Lorentz Uzaylarinda) incelenebilir. Ayrica, c¢ift baglantili bolgelerde
Fonksiyonlarin Faber-Laurent fonksiyonlarla yaklagimi ile ilgili teorem Morrey-

Smirnov, Smirnov-Degiskeniislii Lebesgue uzaylarinda ispat edilebilir.
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