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OZET

Bu ¢aligmada, Conway' in metodunu kullanarak 8;q, 105, 1047, 1062 diigiimlerinin
Conway polinomlarim ve bu diiglimlerin 6rgiilerini bulduk. J. M. Van Buskirk'in
makalesinde verdigi teoremler yardimiyla bu diigiimler i¢in pozitiflik kavramlan
incelenmistir. Bu diigtimlerin 6rgiilerinden hareketle gesitli grup temsilleri elde edilmis,
yaklagik olarak verilen Conway polinomlarinin katsayilan ¢izimlerle desteklenerek tam

olarak verilmistir.
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SUMMARY

In this Thesis, we found out the Conway polynomials of 8;9, 105, 1047, 1062 knots via
The Conway Methods and Braids relations for the same knots. Secondly, in view of
Buskirk's paper we examine the positivity structure for these knots. We gave special
groups representations of these braids obtained respectively 8,9, 105, 1047, 1062 knots.
At this time, we obtain the exact coefficient of the Conway polynomials of 8,
105, 1047, 1062 knots. This observations supported by figures.
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1. GIRIS

Diigiim teorisi ile ilk olarak, kimin ne zaman ilgilendigini sGylemek zordur. Son
dénemde, Gauss'un bu alana biraz ilgi duydugu bilinmektedir. Ancak onun 6grencisi
olan ve diigiim teorisi ile ilgili ¢aligmalar1 lizerine alan Listing bu konuya gerekli 6nemi
vermemistir. Ama orijinal olarak onun becerisinin bir nisan1 olarak ozellikle 8-gekilli
diigiim olarak bilinen Sekil 1.1 deki diigim Listing diigtimii olarak adlandinlir.

&y

Sekil 1.1 Listing Diigtimii

Amerikali matematik¢i JW. Alexander diiglim teorisinin 3-boyutlu topoloji
¢alismalarinda ne kadar 6nemli oldugunu gésteren ilk kisidir. Digerleri arasinda Alman
matematik¢i H. Seifert 1920'lerin bagindan 1930'a kadar yaptig: ¢alismalarda bu teorinin
onemini belirtmistir. Ayrica cebirsel geometri ile diitim teorisi arasindaki iligki ile
alakal gozle goriiliir galismalarda yine bu donemde Almanya'da yapildi.

Ikinci diinya savagindan sonra 1950' lerde A.B.D.' de diigiim teorisi ile ilgili biiyiik
ilerlemeler goriildii. Bu aragtirmalarin etkisi altinda Japonya'da biiyiik atilimlar yapildi.
1970'lerin diigiim teorisinde ise periyodik doniislimlerle alakali Smith tahmininin
¢6ziimiinden dolay1, diigiim teorisinin, cebirsel say1 teorisi ile baglantisinin olabilecegi

goriildil.

1980'lerin basinda V. F. R. Jones'un diiftim sabitlerini kesfinden dolay: diigiim teorisi
topoloji baghgi altindan ¢ikmis matematiksel fizi§e taginmustir. Bu durum diigiim
teorisinin gézﬁiebilir istatistiksel mekanikle yakinlhigim goéstermistir. Diigiim teorisi
bityliyilp gelistigi i¢in onun sirlar1 da devaml: olarak degismektedir. Matematiksel
biyoloji ve kimyanin belli alanlarinda da gelismeler gdstermistir. Daha agik olarak
biyolojide DNA molekiillerinin belli tiplerinin, baz1 diigim tiplerinin seklini aldig:
goriilmiistiirfMurasugi,K.1996].



Bizde bu galigmamizda Diiglim teorisinin ¢aligma alanlarindan olan E. Artin, J. Birman,
W. Brau gibi Matematikgilerin ¢alistiklart Orgii kavrami, Conway tarafindan verilen
algoritmanin 15181nda ortaya ¢ikan Conway polinomlari ve A.Stoimenow, R. Lee, J.V.
Buskirk ve digerleri, tarafindan ¢alisilan Pozitiflik kavramiyla ilgili olarak 8,q, 10s,

1047, 104 diigiimlerini ¢alisacagiz.
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2. DUGUM TEORISININ TEMEL KAVRAMLARI
Bu kisim diger kisimlarda kullanilan temel kavramlardan olusacaktir
2.1.1 Diigiim Teorisinin Esas Kavramlar

Bir diigiim kisaca biikiilmiis bir gemberdir. Bir digiimii Sekil 2.1.1(a) da gérilldiigii gibi
3-boyutlu uzayda bikilmi veya dolagtmlmis bir poligon olarak diistinecegiz.
Matematik dilinde ise diigiim, bir S' ¢emberinin Euclidean 3-uzaya, R3, yada S3, 3-
yuvarina gémilmesidir. Bir tek 7:S5' — S® gomiilmesi tabii olarak o kadar ilging
yapilar meydan getirmez. Diigtimle ilgili esas problem diigiimiin yapisin1 bozmadan
belirli tip hareketlerle 3-uzaya tagimaktir. Topolojik yapilar bu hareketlerle alakali
gomiilmelerin sinifindan dogar. Bir K diigiimii, i(S!) = K(basit kapali egri)
gémiilmesinin(daha ¢ok gémiilme déniigiimleri simfinin) goriintiisiidiir veya boyle
egrilerin bir siufidir. Izotopinin pek gok farkli notasyonu vardir. Biz Burde'nin vermis
oldugu kavramlardan hareket edecegiz[Burde,G.1985].

X ve Y birer Hausdorff uzay olsun. Eger, f: X — f(X) homoemorfizm ise
f: X — Y ye gomme(gémiilme ) déniigiimii ad1 verilir.

TANIM 2.1.1: Eger fo,fi: X =Y iki gdmme doniigiimii izotop ise bu taktirde
F(z,t)=(f(z),t) )z e X,;teI=[0,1] ve f[f(z,0)= fo(z), f(z,1) = fi(x)
olacak sekilde bir

F:XxI—-YxI

gomme doniislimi vardir. Bu £ d6niistimiine fy ve f; arasinda seviyeyi koruyan izotopi

denir.

TANIM 2.1.2: Eger

H:Y xI—Y xI, H(y,t) = (he(y),t), fr = h1fo,ho = Idy
seviyeyi koruyan izotopisi varsa fo ve f; gémiilmelerine ambient izotop denir. H ' a
ambient izotopi denir. Bir F' ambient izotopisi, fo ve f; arasinda F(z,t) = (h;:fo(z),1)
seklinde bir izotopi dogurur.
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TANIM 2.1.3: Eger K, R3de basit kapali bir poligona izotop ise, K diiglimiine
uysal(tame), aksi halde vahsi diigiim adi verilir. Vahgi diigiimlere bir érnek Sekil
2.1.1(b)'de goriilebilir[Burde,G.,Zieschang,H.,1985].

Bir P noktasi segelim bu nokta bir anlamda "limit" noktasidir ve diigtim akordiyonik bir
tavirla demetler halinde baglayarak bu noktaya dogru gider. Boyle bir noktanin
komgulugunda diigiim kendi dogal durumunu gosterir. Bu yiizden, ayrim yapmaksizin,
her seyi topolojinin goriis noktas1 dogrultusunda farz edecegiz.

(a) (b)
Sekil 2.1.1

2.2.1 Basit Diigiim Hareketleri

Poligonal bir bigimde olan bir diigiimii diistintirsek, bir diigiim sinirsiz sayida kenarlarin
bir birlesimi oldugu i¢in diglim poligonal yaylardan ziyade daha yumusak daha diiz bir
sekilde resmedilir. Ancak matematiksel anlamda poligonal dogrularin bir kollek-

siyonudur.

Bir dugimii kesin (matematiksel) bir sekilde izah etmeyi siirdiirtirsek, diigtimiin
bigiminde degisiklik yapabildigimizi kolayca gorebiliriz. Omegin bir K diigtimii
lizerindeki AB kenarmi AC ve CB kenarlariyla degistirmek miimkiindiir. Bu
degisikligin tersini de yapabiliriz. Béyle yer degistirmeler basit diigiim hareketleri olarak
adlandirilir. Bu degisim hareketlerini simdi tam olarak tanimlayacagiz.

TANIM 2.2.1: Verilen bir K diiglimii lizerinde agagidaki dort islemi uygulayabiliriz.

(1) Sekil 2.2.2 de goriildiigit gibi bir K diigiimii {izerindeki AB kenarii bir C kenarn
referans alinarak AC ve CB seklinde iki kenara bélebiliriz.

(1)' ((1) in tersi) Yine Sekil 2.2.2 de gdriildiigl gibi bir K diigiimii tizerinde bitisik AC
ve CB kenarlarindan olusan bir dogru varsa bu C kenar silinerek bir AB kenan elde
edilebilir.
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(2) K diigiimii tzerinde bulunmayan bir C noktasim diigiinelim. AB ve C ile
bi¢imlendirdigimiz ABC tiggeni AB kenan hari¢ K diigtimiinti kesmezse bu durumda
AB kenarini ortadan kaldirabilir ve AC ve CB kenarlanini ekleyebiliriz (Sekil 2.2.3).

(2)' ((2) nin tersi) K diigtimii izerinde K nin AC ve CB bitisik iki kenarini ihtiva eden
bir ABC iiggeni mevcutsa ve bu tiggen AC ve CB kenarlar hari¢ K diigiimiinii kesmezse
Sekil 2.2.3 de gorildigi gibi AC ve CB kenarlarimt silebilir ve AB kenanmi
ekleyebiliriz.

(1)

——} .
N N
A B (1 ACHEBH

Sekil 2.2.2 Basit Diiglim Hareketleri (1) ve (1)’

oC —(-2—)9 C

A o
Sekil 2.2.3 Basit Diigtim Hareketleri (2) ve (2)'

Bu dort islem basit diigiim hareketleri olarak adlandirilir.

2.2.2 Reidemester Hareketleri

Beklenildigi gibi yalmz bir basit diigim hareketi regiiler diyagramda gesitli

degisikliklerin olmasina sebep olur. Bununla birlikte, kendimizi simdilik Sekil 2.2.4 de
gdsterilen dort harekete ve onlarin terslerine kisitlamamiz miimkiindiir.
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Sekil 2.2.4 Reidemester Hareketleri

\_/
V

Gergekten bu hareketlerin yapilabilmesi igin onlar1 anlamak gereklidir. Ornegin ;
Sekil 2.2.4 de gosterildigi gibi, ACUCB ile AB yi yer degistiren regiiler diyagram
{izerinde bir basit diigtim hareketine karsilik gelen hareket olarak diisiiniilebilir.

C

Sekil 2.2.5 §2; Hareketi

Q1,9 ve Q3 den dogal yapilan farkli olan bu izotopik deformasyonlar altinda D (K
diigiimiinii regiiler izdligiimii) zorunlu olarak degismeden kalir. Boylece D nin yeterli
sayist kadar diizenli diyagram {izerinde herhangi bir yere oldukga serbest bir sekilde
izotopik olan bu deformasyonlan uygulayabiliriz. Bu pargalarin yeterliliginden emin
olmak i¢in D nin ilk olarak kdselerinin sayisini artirmamiz gerekebilir. D iizerindeki
koselerin toplamina tam olarak Tanim 2.2.1 de verilen basit diigiim hareketleri (1) veya
(1) karsilik gelir. Aym sebepten (1) ve (1) hareketleri olarak gozoniine alinmast
gerekmektedir. Biz onlar1 bu hareketlerin bir toplami olarak siniflandiramayacagiz.
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Bunlar akilda tutarsak K ve K'dugtmlerinin iki regiiler diyagrami D ve D’ arasinda
bir denklik tamimlayabiliriz.

TANIM 2.2.2: Eger regiiler bir D diyagramin1 Qy,{y ve Q3 veya onlarin terslerini
sonlu kez uygulayarak diger bir D’ diyagramina déniistiirebilirsek, bu taktirde D ve I
diyagramlari denktir denir ve bu denkligi D ~ D' ile gosterecegiz.

Bu ti¢ hareket Q;,y ve Q3 ve onlann terslerine Reidemeister hareketleri denir. Bu

sdylenenler 1s131nda asagidaki teoremi verebiliriz.

TEOREM 2.2.1: D ve D' niin, K ve K’ diiglimlerinin regiiler diyagramlar: olduklarim
kabul edelim. Bu taktirde,

K~K ©D~D
olur[Murasugi,K.,1996].

Yukaridaki teoremden diigtimlerin denkligi probleminin aslinda bu diigiimlerin regiiler
diyagramlarinin bir denkligi problemi oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Bdylece bir diigiim
sabitinin bir regiiler diyagrama herhangi bir Reidemeister hareketinin biri uygulandig
zaman degismeden kalan bir nicelik oldugu dﬁsﬁnﬁlebilir. Reidemeister hareketlerini
agagidakileri elde etmek igin sonlu kez lokal olarak uygulamamiz gerekecektir.
Basitlestirmek i¢in bu hareketleri R-hareketleri olarak da adlandirabiliriz.



JiJf/!f Jl"f—:-ff

N N— 3
: —
| - B | )
’ at I
(b1) (52)
\ ——p —'\/\ —N = é
] 5 / i>
y== RH W
(c1) () (<3}

Sekil 2.2.6 Reidemester Hareketleri
LEMMA 2.2.1: Sekil 2.2.6 de gosterilen hareketler R-hareketleridir]Murasugi,K.1996].
2.2.3 Diigiimlerin Denkligi (I)

Eger bir diigiime tek bir temel diigiim hareketini uygularsak, o diiglim degismez. Ancak
farkli yerlerde bu islemi birkag kez tekrarlarsak, meydana gelen diigiimiin goriiniis
itibariyla tamamen farkli bir diigiim oldugu goriiliir. Ornegin, Perko ¢ifti olarak
adlandirilan Sekil 2.2.7 deki K ve K diigiimlerini géz6niine alalim.

Sekil 2.2.7 Perko Cifti
Goriiniiste yukaridaki diigiimlerin birbirinden tamamen farkli oldugu distintlebilir.
Aslinda yiizyillar boyunca da hi¢ kimse aksini diisiinmedi. Ancak temel digim
hareketlerini anlamli bir sekilde birka¢ kez uygulayarak, K; diigiimiinii K diigiimiine
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d6niistirmek miimkiindtir. Bu ispat 1970 yilinda Amerikali avukat K. A. Perko
tarafindan yapildi.

Temel diigiim hareketlerini uygulayarak birinden digerine ddniistiiriilebilen diigiimlerin
denk veya esit oldugu soylenebilir. Bu ytizden Sekil 2.2.7 deki iki diigiim denktir.

TANIM 2.2.3.1: Temel dtiglim hareketlerini sonlu kez uygulayarak K diigiimiinden K’
diigtimii elde ediliyorsa K digiimiintin X’ diigiimiine denk oldugu séylenir. Uzayda,
siirekli bir doniisiim altinda bir diigtim, diger bir diigiim {izerine doniistiiriilebiliyorsa bu
iki diigiim denktir denir.

Eger K diigiimii K’ diigtimiine denk ise, K’ de K ya denk oldugu i¢in, K ve K’
diigiimlerinin denk (esit) oldugunu sdyleyebiliriz. Bu denkligi K = K’ ile gésterecegiz.
Diigiim teorisinde denk diigiimlerin birbirinden farklarinin olmadig: kabul edildigi i¢in,

onlar1 aym diigiimler olarak diisiinecegiz.

Bir diigiim baslangi¢ ve bitis noktasina sahip degildir. Bir diigiim basit kapali bir egridir.
Bu ylizden egriye bir yonlendirme verebilirizz. Alisilmis olarak, bir diigiimiin
yonlendirmesini bir ok vasitasiyla gosterecegiz. Herhangi bir digiimiin
yonlendirmesinin iki tiirlii olacag:, Sekil 2.2.8 de goriildiigi gibidir.

Sekil 2.2.8 Sag ve Sol El Yonlendirilmis Yonca Yaprag:

Eger yonlendirilmis K ve K’ diigiimleri, yonlendirilmis temel diigiim hareketleri
vasitasiyla birbirlerine donistiiriilebiliyorsa K ve K’ diigiimlerinin y6nlendirmeleri
korunarak denk olduklar s6ylenir ve K = K’ seklinde yazilir.
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Sekil 2.2.9 Basit Diiglim Hareketleri

Denk iki diigiime herhangi bir yonlendirme yapilmaz ise bu iki diigiimiin kesinlikle
denk oldugu diistiniiltir. Ancak bu iki diigtime herhangi bir yonlendirme yapilirsa bu iki
diigiimiin denk olup olmadig1 konusunda bir netlik yoktur.

2.2.3 Diigiimlerin Denkligi (II)

Bir diigiim tizerindeki temel diigtim hareketleri, bir diigiimiin yalmzca bir boliimiine
uygulanan "lokal" hareketler veya doniigtimlerdir. B6yle "lokal" déniisiimler yerine,
"glbbal" doniistimler veya hareketlere dayali olarak diigiimlerin denkligini yeniden
tamimlayabiliriz. Bu doniistimler uzaydaki mevcut biitlin digiimler i¢in gegerlidir.

Ancak daha 6nce, bazi temel kavramlan verelim.

f bir X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina bir déniisiim olsun. Oncelikle bu X ve
Y uzaylarimin 3-boyutlu Euclid uzayinda olduklarimi veya bu uzayin alt uzayr
olduklarini kabul edecegiz. Eger f bire-bir, iizerine bir d6niisiim ise, f~!: X — Y ters
doniistimiin{i tammlayabiliriz. Ayrica hem f hem de f~! siirekli déniistimler ise, bu
durumda X den Y ye f doniisiimii, homeomorfizm olarak adlandirilir ve X ve Y
uzaylarina homeomorfik uzaylar denir. Cebirsel topoloji agisindan bakildiginda, X ve Y
uzaylarinin tamamen aym uzaylar olduklan soylenebilir. X ve Y bir yonlendirmeye
sahip oldugunda, eger, Y nin orijinal ydnlendirmesi Y ye verdigimiz yonlendirmeyle
uyusuyorsa, yani, f nin etkisiyle X in yonlendirmesi de ayn1 sekilde uyusuyorsa, f nin
yonlendirmeyi koruyan bir homeomorfizme sahip oldugu séylenir. Sonug olarak X =Y
olacak sekilde X den kendi tizerine bir homeomorfizm, oto-homeomorfizm olarak

adlandinlir.

ORNEK 2.22: Hem X hem de Ynin R? oldugunu farz edelim. Bu durumda
(z,y) = (z + a,y + b) ile verilen bir dogru boyunca bir paralel teleme ve bir sabit
nokta etrafinda (6rnegin orijin etrafinda) yapilan bir dénme, yénlendirmeyi koruyan oto-
homeomorfizm drnekleridir (Sekil 2.2.10(a)).
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v y1
b
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() (b)
Sekil 2.2.10 Dénme ve Oteleme

Bununla birlikte f(z,y) = (z, — y) homeomorfizmi ile verilen x-eksenine gére ayna
goriintii, yonlendirmeyi koruyan bir oto-homeomorfizm degildir. Ciinkii burada
yonlendirme Sekil 2.2.10(b) de goriildiigii gibi ters gevrilir. (Bu sekilde y-ekseni
tizerindeki f d6niigiimiiniin etkisi y-ekseninin orijinal yénlendirmesini ters ¢evirecektir.)

Sag-el sol-el
Sekil 2.2.11 Sag ve Sol Yonlenme

Sekil 2.2.11 de goriildiigii gibi R® uzayinda zyz-eksenine goére sag-el kurali vasitasiyla
yapilan bir yénlendirmenin tayininin dogal bir yolu daha vardir.

TANIM 2.2.3.2: K; ve K, iki dugiim olmak tizere, K, diigiimiini K, diigiimiine
doniistiiren R® {in yonlendirmeyi koruyan bir homeomorfizmi varsa, K; ve K,

diigiimlerinin denk oldugunu soyleriz.

Simdiye kadar Tamim 2.2.3.1 ve Tamim 2.2.3.2 bashg: altinda denkligin iki tamimim
yapmamiza ragmen matematiksel anlamda bu tammlar aymidir. Bu denkligin ispati
Kawauchi'nin "A Survey of Knot Theory" adli eserinde verilir (Kawauchi'nin ispatinda
kullanilan déniigiimiin bir PL donitisiimii oldugu kabul edilmez){Kawauchi, A.,1996].
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Ornek 2.2.2 deki (Oklid) uzaylar 2-boyutludur. Ancak, bu uzaylar1 bir ist boyutta
diigtiniirsek, bu durumda sabit bir nokta (veya sabit bir eksen) etrafindaki bir donme ve
paralel dtelemenin R? {in y6nlendirmesini koruyan oto-homeomorfizmlerin 6rnekleri
oldugunu gérmek zor degildir. Ancak, xy-diizlemine gore, j(z,y,z2) = (z,y, — 2)
doniiglimii ile verilen ayna goriintilyll gézoniine alirsak, bu durumda, bu doéniistim
yOnlendirmeyi ters gevirir. Xy-diizleminin bir ayna oldugu kabul edildigi icin, j
doniigimiing, Sekil 2.2.12 de goriildigii gibi P noktasimin aynada P' noktasina
yansimasi olarak dﬁsﬁhebiliriz. Aym sekilde sag-el kuralina gore ii¢ eksen, sol-el
kuralina gore olusan ii¢ eksene yansir (d6niisiir). Bu ylizden ;7 yonlendirmeyi korumaz.

+z
P
N
¢ .V
pe
z R

Sekil 2.2.12 P noktasinin Ayna Goriintiisii

Genelde, R® deki bir keyfi noktayr F diizlemine gore bu noktanin yansimast olan
noktaya doniistiirebiliyorsak, bu j doniislimiiniin F diizlemine gére bir ayna goriinti
(veya bir simetri) oldugunu sdyleyebiliriz. K diigiimti {izerinde ;7 ayna goriintiisiniin
etkisiyle elde edilen j(K) goriintiisii, K nin ayna gériintiisii olarak adlandirilir. Eger K
tayin edilmis bir yonlendirmeye sahipse, agik¢a K nin ydnlendirmesinden K nin ayna
gOriintlisii igin de bir yonlendirme tayin ederiz.

Simdi her ikisinin de yonlendirmesi tayin edilmis, K; ve K, seklinde iki diigiim
diigiinelim. Ne K in ne de K> nin yénlendirmesini degigtirmeyen, R? iin yonlendirmeyi
koruyan bir oto-homeomorfizmi vasitasiyla K; i K3 ye déniistiirebilirsek, K; ve K5
diigiimlerinin yonlendirmeyle denk oldugunu séyleyebiliriz. A

Hatirlayacagimiz gibi basit diigtim hareketlerine bagh olarak tarif edilen Tamum 2.2.1
den ziyade, Tanim 2.2.2 {izerinde dikkatimizi yogunlagtirmamizin sebebi, Tamm 2.2.2
in sezgisel olarak ve agikga birgok diigiim denkligini gormemizi saglamasidir.



—~——

Sekil 2.2.13 Diizlem ve S? Arasindaki Esleme

Sekil 2.2.13, diizlemin tiimii ve kuzey kutbu ¢ikarilmis 2 boyutlu S? kiiresi arasinda
bire-bir bir eslemeyi gosterir. Boylece eger R? diizlemine "sonsuzda bir nokta" yani oo
noktasini ilave edersek bu durumda R? U oo ve S? homeomorf uzaylar olurlar. Benzer
olarak 3 boyutlu $? kiiresi, R® ¢ sonsuzda ilave edilen oo noktastyla elde edilen R* U oo
uzayina homeomorf olur. Bazen bir diigiimiin R® de bulunmasi yerine S 3 de
bulunmasim diisiinmek daha uygun olacaktir. (Tanim 2.2.2 de R3 ile S® iin yer
degistirmesi gerekir. Bu sebepten K diigiimiiniin sonsuzda bir nokta ihtiva etmedigini
kabul ederiz.)

Bu yeni tanimi kullanarak asagidaki teoremin saglandigini gorebiliriz.

TEOREM 2.2.3.1: Eger S® iginde bulunan K; ve K, diigiimleri denk iseler o zaman
onlarin tiimleyenleri olan S° — Kj ve $3 — Kj homeomorftur[Murasugi,K.1996].

2.2.4 Halkalar

Simdiye kadar diigiimler kiimesi olarak adlandirdifimiz. kendi bagina ilging olan
kiimeye spesifik olarak baktik. Bu kisimda bu kiimenin bir genellestirmesi yapilacaktir.
Yani, ¢ok sayida diigiimiin birbiriyle baglandifinda ne olacagim inceleyecegiz.

TANIM 2.2.4.1: Bir halka, biri digerini kesmeyen diigiimlerin sonlu ve siralanmig bir
kolleksiyonudur. Her bir K; diiglimiine halkanin bir bileseni ad1 verilir.

TANIM 2.2.4.2: Eger asagidaki iki sart saglanursa, L = {K;, K>, ..., Kn} ve L' =
{K!, K}, ..., K}, } halkalar denktirler (veya esittirler).
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(1) m=mnyani LveL’ aym sayida bilesene sahiptir.

(2) Sonlu sayida basit diigtim hareketini uygulayarak L yi L’ ne d6niistiirebiliriz.
Daha dogrusu basit diigiim hareketlerini kullanarak K i K| ne, K, yi K} ne,ve K, yi
K, ne doniistiirebiliriz (m = n) (Bir bilesen {izerinde yapilan hareketin diger herhangi

bir bileseni kesmedigini vurgulamamiz gerekir).
Yukarda verilen (2) sart1 yerine (2)' sartin1 yazabiliriz.

(2) j(K1) = K1, j(K3) = K3, ..., j(Kn) = K., olan ve R? iin yénlendirmesini
koruyan bir j oto-homeomorfizmi vardir.

Daha agik bir sekilde sdylenirse, halkalarin denkligi bilesenleri nasil siraladigimiza da
bagli olacaktir. Bilesenleri yeniden siralama imkamina sahip oldugumuzdan genelde
boyle bir sarti koymak gereksizdir. Genellikle bu sebepten (2)' asagidaki (2A) ile
degismistir.

(A) K1UK,U...UKpyi K{UK)U...UK! ailesine doniistiiren ve R® iin

y6nlendirmesini koruyan bir oto-homeomorfizm vardir.

Biz daha ¢ok (2)' den ziyade (2A) sartim kullanacagiz. Eger halkamin her bir bileseni
yonlendirilmig ise bu durumda denklik tanimlan diigiimdekinin tamamen bir

genislemesi olacaktir.

ORNEK 2.2.4.1: Sekil 2.2.14 deki L ve L’ halkalan tamamen aym oldugundan, bu
halkalar denktir. Bununla beraber eger, L nin bilesenlerinin sirasini degistirirsek, bu
durumda Tanim 2.2.3.2 nin (2) sart1 saglanmaz ve halkalar denk olmaz. Fakat (2A) sart:
saglanmistir. Boylece onlar1 denk olarak diisiinecegiz.

Sekil 2.2.14 Denk Halkalar
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Simdi Sekil 2.2.15 de L ve L' ne bir yon verelim. ki halkaya bir yén verilmesi (2)
sartinin saglanmamasina sebep olur. Boylece bu yonlenmis halkalar denk olmaz.

oy oD

Sekil 2.2.15 Yonlendirilmis Halkalar

Bu sebepten diigtimlerin denkligi problemine gére daha ¢ok karisik olan halkalarin
denkligi problemini incelerken daha dikkatli olmaliy1z.

Beklem'lecegi gibi halkalarin durumuna gére asikar diigtim kavramum genisletebiliriz.
Ornegin, n-bilesenli agikar halka gibi. Halkalarin genislemesinde uygun halka n-ayrik
asikar diiglimden meydana gelir Sekil 2.2.16.

O OO

Sekil 2.2.16 n-bilesenli Asikar Halka

Her bir n igin sadece bir agikar n-bilesenli halka vardir (asikar halkayr yonlendirme
fazla ise yaramaz). Dtiglimler i¢in verilen 6nermeler halkalar i¢inde genisletilebilir.

2.2.5. Diigiim Ayrisim ve Bir Diigiimiin Yar1 Grubu

Biitiin diigtimleri ihtiva eden kiime f{izerinde bir toplam veya carpim iglemi
tanimlayabiliriz. Bu kiime bahsettigimiz bdyle bir islem vasitasiyla grup oluyorsa, teorik
grup tekniklerini diigiim teorisine uygulayabiliriz. Bu durum miimkiinse, bu teknikleri
uygulamadan 6nce boyle islemler tamimlamamiz gerekir. Bu nedenle bu béliimde, iki
diigiimiin toplami olarak adlandinlan, iki diiglimden tek bir diigiimiin nasil elde
edilebildigine g6z atacagiz. Bu yaklasimdan bir sonug¢ ¢ikarmak igin ters islem lizerine
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yogunlagacagiz. Ornegin, bir dugimi (veya halkay)) daha basit iki digime

ayrigtiracagiz.

Simdi, S3 de (veya R®) bir S kiiresini ve S ile smirlanmis, &rnegin, simr1 S olan 3-
boyutlu, B®topunu goézéniine alalim. B {in iginde, A, B ug noktalar1 S yiizeyinde
bulunan bir o basit egrilmis dogrusunu (aslinda, poligonal bir dogru) alalim. Eger bu o
egrisi S yi sadece A ve B noktalarinda kesiyorsa, Sekil 2.2.17 de de goriilecegi gibi, bu
egri, (1,1)-tangle olarak adlandirilir. ((n,n)-tangles gibi, genellestirilmis tangleslar1 daha
sonraki kisimlarda verecegiz). Bir (1,1)-tangle nin basit kapali egrilere boliinmiis

olabilecegine dikkat etmemiz gerekir.

B? in i¢inde bulunan o digimlenmis (1,1)-tangle'nin pargalarma basit diigiim
hareketlerini uygulayabiliriz. Bunu yaparak da, sabitlenmis A ve B noktalarina sahip +
egrisini, Sekil 1.2.17(b) de goriildiigl gibi (1,1)-tangle'a degistirdigimizi diisinebiliriz.
Boyle bir 7 egrisi bir agikar (1,1)-tangle olarak adlandirilir. Burada Sekil 2.2.17(c)
asikar olmayan (1,1)-tangle'a 6rnek teskil ederken, Sekil 2.2.17(a) ve Sekil 2.2.17(b) de

asikar (1,1)-tangle 6rnekleridir.

(a) (b) ()
Sekil 2.2.17 (1,1)-tangle Ornekleri

K nin S° de bir diigiim (veya halka) oldugunu kabul edelim. Ustelik, K yi tam olarak A
ve B seklinde iki noktada kesen (dik agida) bir 2-boyutlu S kiiresinin mevcut oldugunu
farz edelim. S nin, yukarida tanimlanan S nin roltinii tistlendigini fark edebiliriz. Ancak
K, S de bulundugu i¢in, K,S vasitasiyla, Sekil 2.2.18(a) ve Sekil 2.2.18(b) de
goriildiigii gibi biri S nin iginde digeri S nin disinda bulunan « ve 8 seklinde iki
(1,1)-tangles'a boliiniir (S, biri S den ve onun iginden, digeri S den ve onun digindan
olusmus iki 3-boyutlu topun sinir1 oldugu igin, iki (1,1)-tangles meydana gelir). S3 iin,
simirlarina 2-boyutlu kiire diyebilecegimiz, sinirlari boyunca birbirlerine yapigtirilmig iki
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(3-boyutlu) toptan yapildigim disiinebiliriz. Eger boyutu bir agagi diigiiriirsek,
yapistirma iglemi daha kolay anlasilir. Eger iki disk alir ve onlan sinirlari boyunca
yapigtirirsak ki burada smirlar ¢emberlerdir, bu durumda iki boyutlu kiire elde
edebiliriz). Simdi S de bulunan bir s basit poligonal dogrusu vasitasiyla A y1 B ye
baglayalim. Boylece s yi o ya ve s yi 3 ya birlestirerek, sirasiyla K ve K, diigtimlerini
elde ederiz.

Sekil 2.2.18 Diiglimlerin Ayrisimi

Gostermis oldugumuz sey bir X diigiimiintin Sekil 2.2.18 deki gibi K ve K seklinde
iki diigiime ayrigabilmesidir. s nin segimi keyfidir. Ciinkii, S tizerinde bulunan bir bagka
basit poligonal dogru vasitasiyla A y1 B ye bagliyabiliyorsak, K yi bir kez daha K ve
K} denen iki dugtime aynstirabiliriz. K1 ve K3 ile K] ve Kj niin denk diigtimler
oldugunu gérmek oldukga kolaydir. o veya B nin biri asikar bir (1,1)-tangle ise, Kj
asikar bir diiglimdiir. Boyle durumlarda, K; ve K,, tam anlamiyla soylersek, K nin
"ger¢ek" bir ayrigimu degildir(Bakinz Sekil 2.2.19).

'."- o.d-n-....‘ K‘
'.ol a t.. A' B K;
: : — s
: B
..‘.- o".-' B
(a) {b)

Sekil 2.2.19 K nin Ayrisimi

Aslinda K ve Kjdenktir, bu yiizden, K nin daha basit diiglimlere ayrisabildigini
diistinmeyecegiz. K i¢in bir gergek (asikar olmayan) ayrisim bulunamadigindan, K nin
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asal diigiim oldugunu sdyleyebiliriz. Buradan, bir K diglimii ya asal bir diigiimdiir, ya
da agikar olmayan en az iki diiglime ayrisabilir. Bu agikar olmayan diigiimler, ya kendi
kendine asal ya da bizim tarafimizdan asallagtirilarak, agikar olmayan diigiimlere, birisi
ya da digeri ya da her ikisi de ayrisabilir. Bu islemi bir sonraki, asal olmayan diigiimler
icin siirdiirecegiz. Bu islem sonsuzluk durumunda stirdiiriilemeyecektir. Aslinda bu
islem yalniz sonlu degil ayn1 zamanda asal diigtimler igerisinde bir diigiimiin tek bir
ayrisimina yol agar. Bu durum kisaca asagidaki teoremle ifade edilir.

TEOREM 2.2.4.1: (Diiglimlerin Ayngimimin Varligi ve Tekligi) (1) Herhangi bir
diigiim sonlu sayida asal diigiime ayrigabilir.

(2) Bu aynsim mertebesi hari¢ tektir. Yani K, Ks,..., K, ve LKy K,
seklinde iki halde K yi ayristirabildigimizi sdyleyebiliriz. Béylece n = m ve fistelik,
K1, Ky, ..., K, nin indis sayisim uygun bir sekilde segersek K = K7, K3 = K

~ !
y ooy Km = K7, olur.

Bu teoremin ispatt Schubert'te [Schubert,H.,1949] bulunabilir. Yukandaki teorem

halkalar igin de saglanir.

Simdi yukaridaki aynigimin tersine sebep olan birlesmeyi diisiinelim. Esasen aradigimiz
sey iki diiglimiin toplamidir. Ancak ilk olarak bu toplamin ayrigim isleminden neden
daha zor oldugunu agiklayalm. Ornegin iki halka alirsak birlestirmeye ihtiyag
duydugumuz bu halkanin birlesimi hi¢ de net degildir. Soyle ki bu halkalarin toplami1
olan tek bir halka elde edilebilir. Diiglimlerle ¢aligirken de tistesinden gelinmesi gereken
birgok engel vardur. Bir digiim lizerinde yonlendirmeyi ters gevirirsek, bir diigiimiin
yonlendirmeyi koruyan oto-homeomorfizm vasitasiyla orijinal y6nlendirmeli diigtime
mutlaka denk olmayacagmm biliyoruz. Iki diigiimii birlestirdigimiz zaman onlarin
yonlendirmeleri 6nemli olur. Yonlendirilmis bu iki dugtimle ilgili engelin nasil
tistesinden gelecegimizi gdsterecegiz. P nin S3 de bir K diigiimii {izerinde bir nokta
oldugunu farzedelim. Burada P yi Sekil 2.2.20 (a) (b) de de goriildiigii gibi asagidaki
ozelliklere sahip gok kiigiik yarigaplt B* topunun merkezi olarak diisiinebiliriz.

(1) K tam olarak (dik agida) B sinirh kiiresinin yiizeyindeki iki noktay1 keser.

2) B3 iin i¢inde K dan elde edilen a, (1,1)-tangle asikar bir tangledir.
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(a) b (r)
Sekil 2.2.20 Dugtimlerin Birlesimi

Benzer olarak diger bir 3-boyutlu S kiiresinden bir baska K’ diigtimii igin, bir P’
noktasi segebiliriz. Yukaridaki gibi B3 Kkiiresi Sekil 2.2.20(b) de goriildiigii gibi bir 5
agikar (1,1)-tangle K dan elde edilir. Dogal bir sekilde X ve K’ den elde ettigimiz
sirasiyla @ ve § (1,1)-tangle'leri igin bir yonlendirme tayin edebiliriz.§3, B3 in ig
noktalarim1 S3 den ¢ikararak elde edilen top olsun. Benzer olarak B de B i ic
noktalarinin S® den ¢ikarilmasiyla elde edilen top olsun bu toplarin her birinin yilizeyi
bir (2-boyutlu) kiiredir. Eger biz bu toplar, kiiresinin yonlendirmesini bastan basa ters
¢eviren bir homeomorfizm uygulayarak bu kiire boyunca iki topu yapistirirsak 3-boyutlu
S3 kiiresini elde etmis oluruz. Bu yapistirma islemi o ve 8 nin ug noktalarini birlestirir.
Boylece bu yeni, tek, yonlendirilmis K diigiimii bu 3-boyutlu S3 kiiresinde bigimlenir
(Sekil 2.2.20(c)). Bu insa nedeniyle bu K diiglimiiniin ya K ya da K’ diigiimiiniin
orijinal yonlendirmesiyle geliski tegkil etmemektedir.

Yukarnidaki islemle meydana gelen K digimii K ve K’ digiimiiniin toplami olarak
adlandinlir ve K # K ile gosterilir. Ustelik bu K # K’ toplami orijinal olarak secilen P
ve P’ noktalarindan bagimsizdir. Béylece K # K’ toplaminin K ve K’ ile tek bir
sekilde tayin edildigini s6yleyebiliriz. Diigtimlerin toplam tanimindan agagidaki nerme

kolayca stylenebilir.

ONERME 2.2.4.1: Iki diigiimiin toplami komiitatiftir. Yani, K1# K, = K,y# K, dir.
Daha agik olarak, K # Ky ve Ky# K, yonlendirmeleriyle denktir. Ayrica birlesme
kanunlan da saglanir. K #( Ko# K3) = (K 1# K))# K.

Yukaridaki diigiimlerin toplami tanimi biitiin diglimlerin A kiimesi i¢in tanimlanir.
Ancak bu tanim 4 y1 bir grup yapmaz. Bunun sebebi agikar diigiimiin A nin birim
eleman1 olmasina ragmen A nin ters eleman ihtiva etmemesindendir.



2.2.6. Regiiler Diyagramlar ve Alterne Diigiimler

R3 deki P(z,y,z) noktasii xy-diizlemindeki  P(x,y,0) noktasina izdiigtiren
donilisimili p ile gosterelim. Sekil 2.2.21

Qir

Sekil 2.2.21 Diigiimiin [zdtistimi

Eger K bir diigiim(veya halka) ise p(K) = K ya K nin izdiisiimii denir. Dahas1 K bir
yOne sahipse 0 zaman K da K nin yoniine bagh bir yén kazanir. Bununla beraber K
birka¢ arakesit noktasina sahip oldugundan diizlemde basit kapali bir egri degildir. X
diiglimii {izerinde birka¢ basit diigiim hareketi yapmak suretiyle asafidaki sartlar
verebiliriz.

1. K sonlu saylda arakesit noktasina sahiptir.

2. Eger Q, K nin bir arakesit noktast ise @ nun p~1(Q) N K ters goriintiisti X da iki
noktaya sahiptir. Yani Q, K nin bir katli noktasidir (Bakmiz Sekil 2.2.22.(a)). Sekil
2.2.2.(b) de gosterildigi gibi ikiden fazla noktaya miisaade edilmez.

3. K nin bir kdgesi (diigiim bir poligonal olarak diistiniildiiginde) X nin bir kath
noktasina doniismez. Sekil 2.2.22(c) ve (d) deki 6meklerin ikisinde de bir poligonal
dogru K ninbir kosesine izdiigmiistiir. Bu durumlarin ikisine de miisaade edilmez.

N S A4
X o

: ™ SN /
VAN // \‘\ ~ g N ]

(a) (b) (© (d)
Sekil 2.2.22 Kath Nokta
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Yukaridaki sartlar1 saglayan izdiisiimiiniin bir regiiler izdiigiim oldugu séylenir.

Izdiistimiin bu katli noktasinda diigiimiin kendi kendisinin altindan mu tstiinden mi
gectigi belli degildir. Bu belirsizligi ortadan kaldirmak i¢in, diigiimiin kesim noktasin
¢izerek, katli nokta civarinda diiglimi bir miktar degistirebiliriz. B6ylece diiglimiin gegit
noktasinin alttan mi iistten mi oldugu konusunda orijinaline uymasa da gergek
goriintlisiinii ¢izebiliriz. Boyle degistirilmis izdistimler bir regiiler diyagram olarak
adlandirilir. Sekil 2.2.23(a),(b).

I'/ it \ ’l’, - -\\ "/-\‘\\
BBy A
(N0 N2 (S
(a) (b) (©)

Sekil 2.2.23 Degistirilmis [zdiistimler

Bir regiiler diyagram aslinda diigtimiin ii¢ boyutlu uzayda nasil bulundugunu verir. Yani
diizlemde uzaysal bir ¢izim vermemize imkan verir. Dahast izdiistimde kaybolan bilgiyi
elde etmek i¢in regiiler diyagrami kullaniriz. Ornegin Sekil 2.2.23(c), Sekil 2.2.23(a) ve
(b) deki (farkli) iki diiglimiin izdlistimiidiir.

Ozel bir K diigiimii (veya halka) i¢in regiiler diyagram sayis1 numaralandirilamaz. Daha
kesin olarak, R® de bir K diiglimiiniin yalmz bir regiiler diyagrami vardir. Bununla
beraber bir 6nceki bsliimdeki tartiymamizdan basit diigiim hareketlerini uygulayarak K
diigiimiinden elde edilen, K’ diigtimii ve K diigiimii ayn: diigiim olarak diistiniilebilir.
Boylece K dugiimi igin regililer bir diyagram olarak K' niin regiiler diyagramim
diigiinebiliriz. Buradan K" diiglimii i¢in regiiler diyagram sayis1 numaralandirilamaz.

Diizenli bir diyagramin Sekil 2.2.24(a) ve Sekil 2.2.24(b) de gosterilen seklin gegit
noktalarina sahip olabilmesi miimkiindjir.

- _ ~ AY \
/\\J ,@

() (b)
Sekil 2.2.24 [lmek
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Daha genel olarak, iki diigtimiin (veya halkanin) iki regiiler diyagrammin tek bir
burulmus serit ile baglandigim kabul edelim. Orek olarak Sekil 2.2.25(a) veya
2.2.25(b) ye bakimz. Gergekten $ekil 2.2.25(c) de gorildiigi gibi, bu diiglime bir
burulma uygulayarak bu merkezcil gegit noktalarini kaldirabiliriz. Herhangi bir gegit
noktasi olmayan bu tipteki regiiler bir diyagrama, indirgenmis regiler diyagram denir.

(a) (b) (c)
Sekil 2.2.25 Indirgenmis Regiiler Diyagram

Bir K diigiimiiniin regiiler bir D diyagrami iizerinde keyfi bir P noktast alalim ve P
noktasim D etrafinda bir kez dondirelim. Eger D nin gegit noktalarindaki P noktasi
alternatif olarak alt ve iist gegit noktasi arasindaki hareketi gosteriyorsa bu taktirde bu
regiiler diyagrama alterne (regiiler) diyagram denir. Sekil 2.2.25 alterne regiiler bir
diyagram 6regidir. En az bir alterne diyagrama sahip diigiime alterne diigiim denir. Bu
diigiimlerin karakterlerinin ¢ogunun bilinmesine ragmen, diigiimlerin bu tipleri diigiim
teorisinde biiyilk bir dnem tagir. Asikar diiglimde alterne bir diiglimdiir. Cogu basit
diigiimler alterne diigiimlerdir. Buradan daha diigiim teorisinin ilk zamanlarinda biitiin

diigiimlerin alterne diigtimler oldugunu diisiinebiliriz.
2.3 Diigiim Teorisinin Problemleri

Diigiim teorisi ¢aligmalarinda ortaya ¢ikan problemler esasen iki kisma ayrilir. Bunlan
global problemler ve lokal problemler olarak adlandiracagiz..

Global problemler biitiin diiftimler kiimesinin kendisinin nasil davrandigini inceler.
Tersine lokal problemler ise verilen bir diglimiin surf kendisi ile ilgilenir. Global
problemleri ¢dzmek i¢in genellikle gesitli lokal problemlerin ¢&ziimiinti bulmak gerekir.
Tersine lokal problemlerin tayini ise global problemlerin i¢inde bu problemlerin nasil

yer alacagina baghdir.



23

Bu boliimde, bu iki tip problemin o6rneklerini verecek ve agiklayacagiz. Diigiim
teorisindeki problemleri global ve lokal problemler seklinde iki baslikla kesin bir
sekilde sinirlandirmak dogru olmaz.

2.3.1 Global Problemler
Klasik global problemlerin tiplerinden biri siniflandirma problemidir.
2.3.1.1 Siniflandirma Problemi

Siniflandirma problemi, tanim olarak, tam (biitiin) bir diigiim tablosu meydana getirme
problemidir. Biitiin bir tabloyla anlatilmak istenen, once iki diigiimiin asla denk
olmamasimin ve ikinci olarak keyfi bir diigiimiin bu tablodaki bazi diigiimlere denk

oldugunun tam olarak ne anlama gelmesidir.

Yukarida bahsedilen tablo, 13 gecitli asal diiglimlere kadar derlenmistir. Bir sonraki
problem bu tabloyu biraz daha genisletmek i¢indir. Orijinal siniflandirma probleminden
direkt olarak iiretilen bir diger (alt) problem alterne diglimler gibi sadece belli ve dzel
diigiim tiplerinden bir biitiin diiglim tablosu meydana getirmek igindir. Diger diigtim
tipleriyle karsilagtikga, onlar1 tam olarak simiflandirip siniflandiramayacagimiz sorusu
kendi kendimize soracagimiz sorularin daima 6nciisii olacaktir.

2.3.1.2 Esas Tahmin
Bu tahmin dogrudan dogruya asagidaki gibi ifade edilebilir.

K, ve K, diigiimleri icin, genellikle tiimleyen uzaylari olarak adlandirilan S3 — K7 ve
S3 — K5, eger homeomorf ise, bu taktirde diigiimler denktir.

Bu tahmin 1980'lerin sonlarinda Gordon ve Leucke tarafindan ispatlandi. Bu
sdylenenlerin bir neticesi olarak, S® deki diigiim problemi S* deki diigiimiin geklini
ilgilendiren relatif bir problem olarak adlandirabilecegimiz durumdan artik tiimleyen
uzaylardaki bir ¢aligmay: ilgilendiren soyut bir problem haline doniisiir. Bununla
beraber bu doniistiirmeyi korkariz ki her zaman yapamayiz. Yani relatif problemi soyut
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bir problem i¢ine her zaman doniigtiiremeyiz. Bu tahminin ters 6rnek verilerek halkalar
icin gegerli olmadig: goriiliir.

ORNEK 2.3.1.1: Sekil 2.3.1 deki iki halka denk olmamasina ragmen, onlarin tiimleyen
uzaylart homeomorftur.

Sekil 2.3.1 Denk Olmayan Diiglimler

Genelde diigiimler i¢in saglanan bu sonuglar halkalar i¢inde saglanir. Ancak yukaridaki
ornekte de gosterildigi gibi, bu durumu istismar edemeyiz.

2.3.1.3 Diigiim Sabitleri

Iki diigiimiin denk olup olmadigin: tayin etmenin bir yolu olarak diigiim sabitleri gok
onemli bir rol oynar. Diigiim sabiti tipleri simdilik sayisal miktar bakimindan sinirsizdir.
Bu diigiim sabitleri yaygin olarak grup ve halkalar gibi matematiksel kavramlarin
kullanimina da baghidir.

Her K diigiimiinii, 6zel bir 7(K) niceligi ile isaretledigimizi farzedelim. Eger iki denk
diigiim icin isaretledigimiz nicelik daima denkse, boyle 7(K) niceligi diigiim sabiti
olarak adlandirilir. Inceleme altinda bazi objeler igin isaretlenen bazi matematiksel
nicelikler kavrami matematigin birgok dalinda bulunmasina ragmen, diigiim teorisi i¢in
simdilik simrh degildir. Galiba en kolay benzer 6rnek grup teorisinde ortaya g¢ikar.
Grubun mertebesi olarak adlandirdigimiz gruptaki eleman sayist izomorf gruplar igin,

ayr1 ayr1 mertebeleri denk oldugu i¢in, bir grup sabitidir.
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K ve K'dugiimleri denkse, bu durumda K diiglimiine sonlu sayida basit diigiim
hareketini uygulayarak K digiminii K° diiglimiine donistiirebilmenin miimkiin
oldugunu biliyoruz. Béylece, diigiim sabiti olan r(K) niceliginin, K diigiimiine
uygulanan sonlu sayida basit diigiim hareketinden sonra degismemesi gerekir. Ornegin
bir diiglimlin kenar sayisimin bir diigiim sabiti olmadigi bundan dolay1 gériilebilir.
Genelde bir diigiim sabiti tek yonliidiir. Yani,
eger iki diigiim denkse — sabitleri de esittir.

Iki diigiimin sabiti farkliysa bu durumda dtigiimlerin kendileri denk olamaz. Bu yiizden,
bir diiglim sabiti bize iki diigtimiin denk olup olmadigini gésteren oldukea etkili bir
metot verir. Diglim teorisi tarihinin, diiglim sabitlerinin nasil kesfedildigini ve sonraki
gesitli problemlere nasil uygulandigmin cevabim verdigi sylenebilir. Bu sekildeki
diigim sabitlerini bulmak global problemden dolayidir. Ote yandan, bu diigiim
sabitlerinin gergekte sayisini hesaplamak oldukga zordur. Ustelik bu diigiim sabitlerini
hesaplamak i¢in bir metot bulmakta global bir problemdir.

2.3.2. Lokal Problemler
Lokal problemlerin neler oldugu fikrini agiklamak icin birkac &rnek verelim.
(1)  Bir K diiglimii ve onun ayna goriintiisii olan K™* diigiimii ne zaman denktir?

K ve K* denkse K nin bir amphicherial(bazen achiral diigiim de denir.) oldugunu
sOyleyebiliriz. Ornegin sag-el trefoil diigiimi ve onun ayna gériintiisii olan sol-el trefoil
diigimii denk olmadig: i¢in trefoil dugiimii amphicherial degildir. Ote yandan sekiz
sekilli diigiim amphicherialdir. Amphicherial diigiimlerin ¢ok 6zel bir yapis1 oldugu igin
relatif terimlerde gok az bir gekilde kullanilir. Bu (lokal) problem oldukga yogun bir
sekilde calisilmis ve diiglimlerin 6zel tipleri igin ¢ok 6nemli sonuglar bulunmustur.

(2) Verilen bir diiglim ne zaman asaldir.

K, ve Kj nin baglantili toplam: olan K #K nin regiiler diyagrami K; ve K, nin
regiiler diyagramlarim yan yana koyarak ve daha sonra onlar iki paralel daire pargasi
vasitasiyla baglayarak yapabiliriz. Bu ytizden bir K digiimii K; ve K, ye aynlabilirse o
zaman K diigiimi $ekil 2.2.20 de gosterilen regiiler diyagram tipine sahip olur. Ustelik,
teori bu uygulamada bulunmasina ragmen asal olmayan diigiimlerin diyagramlan, genel
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olarak bdyle bulunamadig: i¢in bir diiglimiin asal olup olmadig: regiiler diyagramdan

cikaramayiz.

ORNEK 2.3.2.1: Sekil 2.3.2 de gdsterilen K d{igiimiiniin regiiler diyagrami Sekil 2.2.25
formunda degildir. Fakat K asal diigiim degildir.

. |
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(a) (b)
Sekil 2.3.2 Asal Olmayan Digiim

(3)  Bir diigiim ne zaman ters gevrilir.

Zit yonlii olan iki farkl: diiglimii isaretleyebiliriz. Bu diiglimlerin birini K ile digerini de

— K ile gosterelim. Biz K ve — K nin denk olup olmadigini belirlemeyi isteriz. K ve
— K denk oldugu zaman K nin ters g¢evrilebilir oldugu soylenir. Az sayida gegit
noktasina sahip diigtimler genelde ters gevrilebilirdirler.

Ters ¢evrilir diigiimlerin varlig: ilk olarak H. F. Trotter tarafindan 1963'de gosterildi.
Sekil 2.3.3(a) daki diigiim Trotter tarafindan verilen bir ornektir. Asagida verilen ¢ogu

ters gevrilen diigiimler son zamanlarda bulundu.

(a) (b)
Sekil 2.3.3 Ters Cevrilebilen ve Cevrilemeyen Diigtimler
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1963 yilinda aksi diisiintilmesine karsin simdi neredeyse biitiin diigiimlerin ters
cevrilemez oldugunu s6ylemek kolaydir. En basit ters ¢evrilemeyen diigiim Sekil 2.3.3

(b) de gosterilmistir.
(4)  Bir diigiimiin periyodu nedir?

z — ekseni etrafinda p agisiyla Sekil 2.3.4(a) da ki sekiz sekilli digiimii dondiiriirsek,
sekil orijinal sekline donecektir. Boylece bu diiglimiin 2 periyoda sahip oldugu
sOylenebilir. Sekil 2.3.4(b) de ki sol-el trefoil diigiimii z — ekseni etrafinda 2—3'5 agistyla
dondiirtiliirse bu digiimde orijinal sekle dénecektir. Genelde, diigiimiin orijinal geklini
elde etmek igin belirli bir eksen etrafinda 27"’ agistyla dondiiriirsek, bu diigiimiin n
periyoda sahip oldugunu séyleriz. Bu durumda, lokal problem verilen bir diigiim i¢in
biitlin periyotlar1 belirlemektir. Bu problem aynizamanda genis olarak caligilmis ve

ditgiimlerin 6zel tipleri igin tamamen ¢oziilmiistiir.

/

(a) (b)
Sekil 2.3.4 Diiglimiin Periyodu

(5)  Bir diigiim ne zaman bir dilim diigiimdiir.

Bu simdiye kadar tartistigimiz, lokal problemlerin belki de en zorudur. Burada pratik
olarak dilim diigiim olabilmesi i¢in sadece gerekli birkag sartin bilinmesi gereklidir. B*
de sinin Dolan ve sinirinda higbir singiiler nokta bulunmayan diigiim dilim diigim
olarak adlandirilir. Ustelik dilim diigiimleri belirlemek icin etkili metotlarda yoktur. Bu

yiizden lokal problem olduk¢a zormus gibi goriiliir.
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2.4 Diigiim Polinomlar:

Diigiim polinomlar1 D#glim Teorisi' nin g¢alisma konularindan olan simiflandirma
probleminde kullanilan araglardan birisi olup, diigiim invaryantlar1 arasinda énemli yer
tutar. Alexander'den [Alexander,J,W. 1928] baslayarak giinlimiize kadar gesitli
Matematikgiler tarafindan birgok polinom verildi.

2.4.1. Alexander Polinomu

Alexander 1928 de duglimler ve halkalar i¢in A(t) ile gosterilen bir polinomu
tammladif1 zaman pozitif gegise sahip L. halkasimin (onun pozitif ge¢isinin negatife
cevrilmesiyle elde edilen) L_ halkasinin ve (gegitlerin elimine edilmesiyle elde edilen)

Lg halkasinin polinomlar: arasinda

Ap () =4 (1) +({-1)AL®)

seklinde bir bagint1 oldugunu kesfetti[Alexander,J.W.1928].

Yukardaki tanima gére Ar(t) , L nin regiiler diyagraminin ve L nin projeksiyonunun
tiimleyenindeki bolgelerin se¢imine bagli olan ve Ft"carpimi kadar degisen bir
sabittir.Gergekten Alexander bu bagintinin aym diigim i¢in L, ve L_ nin ayrilmis
iki yiizeyi isaret ettigini ve A, () nin 0 oldugunu gézlemledi.

Bir diiglimiin Alexander matrisini bulmak icin Seifert matrislerini ve bunu
gerceklestirmek icin de Seifert ylizeyini sonrada Seifert grafimi elde etmek gerekir.
Buradan, egrilerin halkalanma sayilarindan hareketle Seifert Matrisi bulunur. Bu
noktadan sonra bir diigiimiin Alexander polinomu elde edilir.

Genelde sinirt yonlendirilmis K diiglimii (veya halkasi) olan bir yonlendirilmis
baglantil yiizey K nin Seifert ylizeyi olarak belirtilir. ' nin yonlendirmesi onun sinir
olan K nin yénlendirmesinden tabii olarak olusur. Bu sekilde inga edilen Seifert yiizeyi
K nin D regliler diyagramina baghdir. Boylece bu ylizeye K nin D regiiler
diyagramindan elde edilen Seifert ytizeyi denir.

Bir diigiimden Seifert yiizeyi elde edilirken, diigtimiin gecit noktalar: kesme islemiyle
kesilerek baglantisiz yiizeyler elde edilir. Bu disklerden basit bir yiizey elde etmek i¢in,
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verilen bir basit burulma ile bu disklere kiigiik seritler ilistirmemiz gerekecektir. Bunu
yapmak i¢in ilk olarak abcd karesi alalim ve ona bir basit pozitif veya negatif burulma
verelim(sirasiyla Sekil 2.4.1 (a) ve (b) deki gibi). Bu burulmus kareler istenilen
seritlerdir.

(a) (b)
Sekil 2.4.1 Burulmug Kareler

Eger D nin bantlarina pozitif (negatif) bantlar ilistirirsek, (bu bolgeleri kesmeden 6nce
bu bolgeler pozitif (negatif) gecit bolgelerine karsilik gelir) bir baglantili
y6nlendirilebilir F' yiizeyi elde edilir. (K mn bir halka olmas: halinde eger K nin
izdlistimii baglantili olacak sekilde K y1 degistirirsek yukaridaki metotla yine bir
baglantili ylizey elde ederiz). Bu ylizeyin simn agikg¢a orijinal K diiglimiidiir.
Yukaridakilere ilaveten K ayni zamanda bir yonlendirilebilir yilizeydir.

TEOREM 2.4.1: Bir keyfi yonlendirilmis K diigiimii verildiginde (veya halkas1) R® de
simirt K olan bir y6nlendirilmis, baglantih F' yiizeyi vardir( Yani K y1 geren bir
yonlendirilmis baglantili yiizey vardir) [Murasugi,K.1996].

Simdi F' yiizeyinin yukarida tanmimlandif1 gibi K diigliminiin disk ve bantlarindan elde
edilen Seifert yiizeyi oldugunu kabul edelim. Eger, her bir diski bir noktaya biizersek ve
ayn1 zamanda genis bantlar1 dar diiglimlere ¢ekersek bu nokta ve dogrulardan bir graf
elde edilir. Oyle ki bu grafa K mn Seifert grafi adi verilir ve I'(D)ile
gosterilir.Gergekte bu graflar diizlemde bulunur. Yani onlar diizlemsel graflardir.

K diigiimiinii olusturan ve F' ylizeyinin simrim teskil eden bu egriler K diigiimiiniin
belli karakteristiklerini gésterecektir. (Bu durumda Seifert yiizeyinin S° de ya da R3 de
olmas1 gerekir). Bu egriler bize bir diiglim sabiti verecektir. o;, g nin kesigme
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noktalarina sahip olabilecegi kuvvetle muhtemeldir. Bylece {a;, as} kiimesi bir halka
degildir. Ancak yeni o/% egrisi oy ye paralel olacak sekilde o, yi yiizeyin iizerinden biraz
kaldirirsak bu kesisme noktalarin ortadan kaldirabiliriz. Béylece {a;, o4} kiimesi halka

yapilabilir.
F-{1}
F~{0)
| .
M "\‘
a
@ (b)

Sekil 2.4.2 Gegit Noktalarinin Izdiistimleri

Bu kaldirma iglemini biraz daha kolay anlasilir yapmak igin Sekil 2.4.3 de gésterilen
matematiksel yapilari g6zoniine alalim.

Ilk olarak F yi biraz daha kalinlastirmamiz gerekir. Bir bagka deyisle F'x[0, 1] kartezyen
¢arpimini olugturalim(Sekil 2.4.4). Bu kalinlastirma islemi boyunca hem F' hem de
[0, 1] araligmin yonlendirilmesinin sag el kuralina gére yapilmig olmas: gerektigi gibi
islemlere dikkat etmeliyiz.

Sekil 2.4.4 Yiizeyde Sag El Y6nlendirme

Orijinal F yiizeyi F'x(0) olarak diisiintilmis olabilir ve b6ylece hem &1, hem de ay nin
Fx (0) da bulundugunu soyleyebiliriz. Bunu kesinlestirmek i¢in o ve ap yi sirasiyla
a1x (0) ve apx(0) olarak adlandirmamiz gerekir. Basitlestirmek i¢in orijinal notasyonu
el altinda bulunduracagiz ve bu amag dogrultusunda sirastyla off ve of den dolayr a;1x

(1) ve ag x (1) ile gosterecegiz.
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a1 ve as ye keyfi bir bi¢cimde bir yonlendirme verebiliriz. Bu y6nlendirmeler a’f ve ag

lizerinde bir tabii manada ySnlendirmeyle olusur. Buradan lk(c;,of) halkalanma
sayisint hesaplayabiliriz. Boylece lk{on,0f) , lk(ay,0f) ve lk(cy,0f) halkalanma
sayilarini benzer olarak tanimlamakta miimkiindiir. Bu dért halkalanma sayisi asagidaki
2x2 tipinde matris formunda yeniden diizenlenebilir:

M= lk(ay,0f)  k(a;,ob)
T \lk(ag,ad)  k(ag,0f)

Bu M matrisine $ekil 2.4.7 (sag el yonlenmis yonca yapragi) de verilen K diigiimiiniin
Seifert matrisi ad1 verilir. Halkalanma sayilari tam sayilar oldugundan bu matrise
tamsayilarin matrisi denir (dikkat etmeliyiz ki M matrisi «; ve as nin ydnlenmelerine
baglidir, ayn1 zamanda bu matris K digiimi i¢in bir invaryant degildir).

ONERME 2.4.1.: Eger M bir K diigiimiiniin (veya halkasinin) bir Seifert matrisi ise bu

durumda

|det(M + MT)|

K diigiimiiniin sabitidir. Bu sabite K nin determinant: denir.

Bir diigiimiim determinant sabiti oldukg¢a eski bir sabittir. Onun faydal 6zelliklerinden
biri asikar diigiimiin determinanti 1 oldugundan (bos matrisin det = 1 olarak tanimlanir)
belirli diigiimlerin agikar diigiim olmadi yillardan beri ispatlanmaktadir.

ORNEK 2.4.1: Yonca yaprag diigiimiiniin determinant1 3 oldugu igin agikar diigtime

denk degildir. Bununla beraber, determinant: 1 olan fakat asikar diigiime denk olmayan
diigiimlerde vardir. Sekil 2.4.5(a) ve (b) deki drnekler boyle drneklerdir.

ooy

(a) (b)
Sekil 2.4.5 Asikar Diigtime Denk Olmayan Diigiimler
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Bu safhada M nin karakteristik polinomuna benzeyen polinomu gézéniine almak igin
yukaridaki determinant yerine det(M — ¢tM7T) alalim. Determinant simdi t ye bagh bir

polinomdur.

TEOREM 2.4.3: M; ve M, bir K diigtimiintin (veya halkasinin) Seifert matrisleri
olsun. Eger r ve s swrasiyla M; ve M» nin mertebeleri ise asagidaki esitlik saglanir:

t~idet(My — tMT) = t~idet(My — tMY)
Boylece ,eger M mertebesi k olan K mn bir Seifert matrisi ise bu durumda
t2det(M — tM7T)

K min bir sabiti olur. Bu sabit X nin Alexander polinomu olarak bilinir ve Ag(t) ile
gosterilir. Cogu durumda Ag(t) negatif Uslii terimlere sahiptir. Bununla beraber
Ag(t) yi uygun bir garpanla carparsak yalmz pozitif {isli bir polinom elde edebiliriz.
Bazen, Ag(t) nin yeni yazilis1 ¢aligmalarda tercih edilir.

TEOREM 2.4.4: K bir diigiim olsun. Bu durumda Ag(t) polinomu simetrik Laurent

polinomudur. Yani,

Ag(t) = a_nt™ + a (ot "D 4o 4 apt

ORNEK 2.4.3: Eger K sag-el yonlenmis yonca yapragi diglimi ise M Seifert matrisi
-1 0
M= ( 1o )
dir. Bunun Alexander polinomu ise,

Ag(t) =t (M —tM") = t—ldet< B (11_t) B (It_t)>

ve buradan Ag(t) = ¢t~! — 1 + t dir.
2.4.2. Conway Polinomlan
1970 de Conway [Conway,J,H.,1970] kendine ait bir polinom olan V(z) i tammladi.

TANIM 2.4.2.1: Bir yonlendirilmis K diigiimii (veya halkast) verilsin. Asagidaki iki
aksiyom vasitasiyla z degiskenine bagl Vg (z) Laurent polinomunu tanimlayabiliriz:
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(1) K asikar diigiim ise Vg (z) = 1dir.

(2) K4,K.,K; diigiimlerinin (veya halkalarimn) regiiler diyagramlarinin sirasiyla D
D_, Dy oldugunu kabul edelim. Bu regiiler diyagramlar bir ge¢it noktasinin komsulugu
haricinde tamamen aymidir. Bu komsulukta regiiler diyagramlar Sekil 2.4.6 de gosterilen
manada farklidir (Not: Bu komsulugun i¢inde D, nin (D_) olmasi durumunda sadece
bir pozitif (negatif) gecit vardir).

P
5abp e,
L e

\.. -
FEEE

Sekil 2.4.6 D D_,Dy 1n Diyagramlar

Buradan

Vi, (2) — Vg (2) = 2V, (2) (2.4.1)

bagintis1 verilir. Yukaridaki gibi sekillendirilen D, D_, Dy regiiler diyagramlari, skein
diyagramlan olarak adlandirilirlar. K, K_, Ky 1n Laurent polinomlar: arasindaki 2.4.1
bagintist Skein bagintist olarak adlandirilir. D, D_, Dy lerden herhangi birisinin diger

ikisiyle yer degistirilmesi operasyonuna Skein operasyonu denir.

K.,K_,K, ve bunlarin regiiler diyagramlart D,,D_, Dy arasinda bir farka gerek

olmadigindan Vg, (2) nin yerine Vp, (z) yazacagiz.

Eger Lbir p-bilesenli halka ise p nin tek veya ¢ift olmasina gore Vi (z) bir ¢ift
fonksiyon olup Vp, (t2 — t~) Lnin Alexander polinomu olur veya V7, (z) tek ise bu
taktirde (£2V 1 (t1 — t1) ifadesi L nin Alexander polinomudur. Hatirlatmaliyiz ki >0
ise bu durumda Ap(t) = (t—1)AL(t,t,...,t) ifadesini L nin A(t1,ta, .0 ty)
polinomunu Alexander polinomu olarak ifade ederiz.

Herhangi bir diigiimiin gegitlerinin en g¢ok yaris1 kadarimin alt iist edilmesiyle(iist
gecitlerin alt gegitlere) agilabiliyorsa bu durumda Conway ' in metodu Vg (z) in
hesaplanmasinda etkili bir metod vermektedir. Bu indirgeme islemi kokleri K
diigiimiinde olan, dallar1 ise daha basit diigiimlere indirgeyerek ag@??a ve ayrilmisg
halkalara dogru giden agag seklinde ve T ile gbsterilen bir islgg{égﬁlmektedir.

. ,@5%
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Tk agacinda gegitlerin agilmasi veya dondiiriilmesi gegidin pozitif veya negatif olmasina
gore (2.4.1) isleminde yatay hareketi N veya = le isaretlerken gecitlerin
dondiirtilmesi islemini diisey hareketle takip ederiz. Sirasiyla diigimlenmeme ve
ayrilmus halkalarin Conway polinomlarint 0 ve 1 ile isaretledikten sonra Ty nin
dallarindan agaca geriye dogru her halka g6zoniine alinarak, (2.4.1) in kullanimiyla

V(z) in degeri belirlenir.
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Sekil 2.4.7 Yonca Yaprag Diiglimii

ORNEK 2.4.2: Yukardaki sekilde verilen sag el yonlenmis yonca yapraginin Conway

polinomu ise

Vi(z) = 1Vo(2) + 2Vo0(z) + 2°Vo(z)

olup Vo(z) = 1 ve Voo(z) = 0 oldugundan Vg (z) = 1 + 2* dir.
2.4.3. Jones Polinomu

Jones polinomunun tammim diiglimlere bagli olarak verecegiz. Ciinkii bu tanimi
operatdr cebiri veya fizigin kavramlarina bagh olarak vermek ¢ok daha fazla tamm ve
yeni notasyon verilmesini gerektirecektir. Jones polinomlarinin kullanim alani oldukga

genistir.

TANIM 2.4.3.1: K yonlendirilmis diigiim ve D de onun regiiler diyagramu olsun. Bu
durumda K nin Vk(t) ile gosterilen Jones polinomu asagida verilen iki aksiyomla tek
olarak tamimlanir. Polinomun kendisi \/Z nin bir Laurent polinomudur. \/E negatif
{istlere sahiptir( (\/Z )? = t oldugu kabul edilir). Vg (t), K nin bir invaryantidur.

Aksiyom 1. K agikar digiimse Vg (t) = 1
Aksiyom 2. D, D_ ve Dy skein diyagramlar ise (Sekil 2.4.6) asagidaki skein islemleri

saglanir.
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V. (8) = tVp.(t) = (Vt = 2)Vy(1) (2.42)

Ozellikle (2.4.1) ve (2.4.2) esitliklerinin Alexander'in yaptigindan farkli oldugunu fakat
Jones'in bulusundan ¢ok kisa bir siire sonra Alexander polinomu ve Jones polinomunun
kisaltilmig formlan arasinda beklenmeyen bir baginti oldugu kesfedildi. Jones
polinomunu agikladiginda Alexander polinomunun pek &nemli olmayan yazilisim
degistirdi. Jones polinomunun ispat1 yukardaki aksiyoma dayali olarak Lickorish Millet
ve Jones tarafindan verildi[Lickorish, W.B.R and et al.,1987],[Jones,V.F.R?.,1989].

Jones polinomunu hesaplayan algoritma Alexander polinomu kisminda verilen Skein

aga¢ diyagramina benzerdir. Bununla beraber Skein aga¢ diyagramini katsayilar1 farkli

oldugundan Jones polinomunun bulunmas: olduk¢a uzun iglemlere ihtiyag¢ duyar. Eger

p-bilesenli asikar halkalarin Jones polinomu, ayr1 ayn halkalarin Jones polinomlarinin

toplamu olarak yazilirsa bu gii¢liik goriiliir. O,,- skein agag diyagraminin kullanimiyla
Vi(t) = fi(t)Vo(t) + f2(8)Voo(t) + -+ + ful(t) Vo, (2)

olur.

Alexander Polinomu hesaplanmas: esnasinda yukardaki yazilima benzer bir durum
vardir. > 2 i¢in O, mn Alexander polinomunun 0 oldugu bilinirken Jones
durumunda temelde aymi kalmakla beraber 0 degildir. Bu yiizden O, nin Jones
polinomu Vp, () yi hesaplamak i¢in ilk adimimizdur.

ONERME 2.4.3.1: u bilesenli O, asikar halkast i¢in
Vo,(t) = (= P (Vi + )2 (2.4.3)
olur[Murasugi,K.,1996].

Simdi Jones polinomunun hesaplanmasinin temellerini vermek i¢in bir 6rnek verelim.

Alexander Polinomunun hesaplanmas: asamasinda asagidakileri yazariz.

Vp, (t) = t*Vp_(t) + t2Vp,(t)
Vp_(t) = t72Vp, (t) — t™1zVp, ()

Burada kisalik igin z = (\/Z - ﬁ) olarak yazilmistir.
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Sekil 2.4.7 Yonca Yaprag: Diiglimiiniin Jones Polinomu
ORNEK 2.4.3.1: Sekil 2.4.7 de Sag el yénlenmis yonca yaprag: diigiimiiniin Jones
polinomunun hesaplanmas: i¢in skein afa¢ diyagramum ¢izdik. Skein aBac

diyagramindan

Vo (t) + t2Voo (t) + 1222V (t)

Vi (1)
Vk(t) = t+t3 -t

olarak bulunur.
2.4.4 Kauffman Polinomu
Bu kisimda daha 6nceki kisimlarda verilen Reidemester hareketlerinden faydalanacagiz.

TANIM 2.4.4.1: Q5,3 veya onlarin tersleri olan Reidemester hareketlerine diizenli
hareketler adi verilir. Herhangi bir diiglimiin (halkanin) regiiler diyagramina diizenli
regiiler hareketlerin sonlu sayida uygulanmasiyla D)’ regiiler diyagramu elde edebiliyorsa
D ve D' ye diizenli olarak denk diyagramlar denir.

Kauffman Prensibi: Kabul edelimki ¢ ye bagh f fonksiyonu regiiler hareketler altinda
invaryant olsun. Eger uygun bir sekilde segebiliyorsak (sadece regtiler diyagrama baglr)
t" f ifadesi diigiim (halka) i¢in bir invaryanttir.
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Temelde Jones ile ayni olmakla beraber bu polinom, alterne diigiim ve halkalarda
oldugu gibi ¢esitli ozelliklere sahiptir. Sonug olarak, bu polinomun alterne diigiimler
icin 6nemli bir yeri vardur.

K yoénlendirilmemis bir diiglim ve bunun regiiler diyagrami D olsun. Sekil 2.4.8 de
gosterildigi gibi D nin herbir ge¢idi iki sekilde kesilebilir (bu isleme Splicing denir). Bu
islem gecidin isaretinden bagimsizdir. Bu kesme teknigi Kauffman'in parantez
polinomunun taniminda kullandig: tekniktir.

\/ U
)
/ 7\
Sekil 2.4.8 Gegitleri Kesme Yollan

Egér D yi yonlendirirsek daha sonra gegitleri kestigimizde ortaya ¢ikan regiiler
diyagramin yonlendirilmesi uygun olmayabilir (Sekil 2.4.9).

) N4
/ AN

Sekil 2.4.9 Yonlendirilmis Gegitlerin Kesilmesi

TEOREM 2.4.4.2: K diiglimiinlin (veya halkasinin) yénlenmemis regiiler diyagram: D
olsun. Bu durumda asagidaki dort sarti saglayan tek degigkenli bir tek Pp(A) tamsayt
polinomu (muhtemelen negatif iistlerle birlikte) vardir[Kauffman,L.H!.,1987].

(1) Pp(A) regiiler denklik altinda invaryanttir.

(2) O asikar diigiimiiniin agikar diyagrami D olsun. Pp(A) = 1 (2.4.4)
(3) Eger D, iki split regiiler D;, D, regiiler diyagramindan olusuyorsa, yani
D = D; II Dy ise (D, ve D, nin ayrik toplami)

Pp(A) = — (A% + A™%)Pp,(A) Pp,(A) (2.4.5)

(4) Sekil 2.4.10 da verilen Skein diyagramlar sirasiyla D, ﬁ, .73’ olsun. Bu durumda
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Sekil 2.4.10 Skein Diyagramlar

Diigiim veya halkanin D regiiler diyagramindan elde edilen Pp(A) ya Kauffman
parantez polinomu denir. Omegin, asikar K diigiimii igin (2.4.4) Pg(A) = 1, yani onun
polinomunun 1 olmas: anlamma gelmez. D = CQO igin Pp(A) yi hesaplamay: (2.4.6)
dan yapmak gerekir ve Py (A4) = — A3 dir. Aynica Pp(A) , € hareketi altinda
invaryant degildir. Bununla beraber Pp(A) dan elde edilen ve 2; hareketi altinda
invaryant olan yeni bir invaryant tamimlanabilirr. Bu Kauffman prensibinin
uygulamasidir. Benzeri ¢alismalar icin bakimz [Kigiik,A.,Kopuzlu,A.,1997],
[Kauffman,L.H?,1983], [Kauffman,L.H?,1990], [Kauffman,L.H!,1987] .

TEOREM 2.4.4.3: Yonlendirilmis bir K diiglimiiniin yonlendirilmis regiiler diyagrami
D olsun. Pp(A), yonlendirilmemis D diyagrammmin Kauffman parantez polinomuysa
ve w(D) de D nin (writhe olan) Tait sayis1 (isareti) ise bu durumda

Pp(A) = (- A=3)“D) py(A) (2.4.7)

seklinde tanimlanan 13D(A) yonlendirilmis K diiglimi igin bir invaryanttir. Eger,

A =t yazilirsa P p(A) Jones polinomuyla ¢akisir[Kauffman,L!.,1987].

ORNEK 2.4.4.1: Pozitif Hopf halkasinin Kauffman polinomu asagidadir.
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P(A) =AY (- (AP+A)) +1+1+ A (- (A2 + A7) = - At -4
olur.

2.5. Orgii Kavram
2.5.1 Orgiiler

Bir n-6rgii gok 6zel bir (n,n) — tangles dir. Bir tangles denildiginde su anlasilir: B®
yuvarin st S? yiizeyi iizerinde 2n tane nokta yerlestirelim.Bir (n, n)-tangles , T, su
sekilde olugturulur. B? igerisinde kalan n tane birbirini kesmeyen kapal egriyle bu 2n
noktay1 birlestirelim. Bu egriler poligonal egridir. Tam olarak (B3, T") kiimesine tangles
denir. Asagida tangles Srnekleri Sekil 2.5.1.(a),(b) de verilmistir.

{a} (b) (e}
Sekil 2.5.1 Tangles Ornekleri

Simdi, bir kﬁpﬁn {ist ylizeyinde n tane nokta A;, Ay, ---A,, ve alt ylizeyindeki n tane
noktayida Aj, .- Ay, ile isaretleyelim. Bu noktalar tamamen keyfi yerlestirilmis olup
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bunlan 6zel koordinatlar olarak isimlendirecegiz. R3de B nin koordinatlar
B={(z,y,2)|0< z,y,2 <1} seklindedir. A;, As,---A,, ve 1, Ab, AL
noktalarini agagidaki sekilde segelim:

1 1 1 n

= (- ————’13"'An: =, —
A=(3 077 ) (3 n+i 1

1 1 1 n

b= (=, ——,0),--, A =(5, ——
Al (2’n+1’ ) (A (27n+170)

A’ nin insasindan dolay1 A; nin altinda kalur.

z

ATIA,
Z' e . »

0 R

e &
AIP-A;J/A"

Sekil 2.5.2 B nin Sekli
Simdi de B de A, Ay, ---An, ve A}, AL ---Al yi n tane egri yoluyla
birlestirelim(bunlar poligonal egridir). Daha 6ncede belirtilmis oldugu gibi bu n egri
birbirini kesmez. A; yi A; ye birlestirilmesi gerekmez fakat A; yi A;ile (ive j aynk
indislerdir) birlestirmemeliyiz. Bu poligonal egrileri sicim olarak adlandiracagiz. Simdi
B yi ikiye bolen ve B nin tabanina paralel olan keyfi bir E diizlemini diisiinelim. Eger
E herbir sicimi en gok bir kez keserse B deki n egriye n — 6rgii denir.

S/ A i
..... .. - .k e
(a} {b) (e
ir e 1 & 4

K Y

(d) (e)
Sekil 2.5.3 Orgii ve Orgii Olmayan Ornekler

ORNEK 2.5.1: Sekil 2.5.3(a),(b) deki orgiller 1 — 6rgiidiir. Sekil 2.5.3(c) 6rgii degildir.
Sekil 2.5.3.(d),(e) ise 2 — orgliddir.
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2.5.2. Orgii Grubu

Kabul edelimki B, tiim n-6rgiilerin bir smifi olsun (tam olarak orgiilerin denklik
siniflarinin kiimesi olsun). B, nin iki n-rglisti o ve § olmak iizere o ve 8 nin ¢arpimi
olan 6rgii tammlanabilir. Ilk olarak o y1 igeren kiip 3 yi igeren kiiple yapistirilir. Bu kiip
a ve 8 nin dik olarak yapistirilmayla elde edilir Sekil 2.5.4(agik olarak bu karesel katt

cismi kiip olarak iyilestirebiliriz.).

4
b

=
»-Q.

4
L

=

1r1\’

)

—
P —b ¢

4

o

P

PO

Sekil 2.5.4 Orgiiniin Carpim

Bu o6rgli o ve B orgiilerinin ¢arpimu olarak adlandirilir ve a8 olarak yazilir. Benzer
olarak Bo ¢arpimida tammlanir. Genel olarak o8 = Sa yazilamaz. Yani a8 ve Sa nin
denk orgiiler olmas1 gerekmez. Orgiiler degismeli olmamasina ragmen birlesmelidir.
Yani,
(aB)y = a(Bv)

olur. Su ana kadar B, kiimesi i¢in ¢arpimlar tanimladik ve bilesmeli oldugunu gordiik.
Dogal olarak carpim islemi altinda B, de grup yapisi tanimlanabilir mi sorusunu
sorabiliriz. Bunu géstermek i¢in birim eleman ve ters eleman: bulmaliyiz. Birim eleman

e basit olarak asikar 6rgiidiir ve ae = « dir.

Herhangi bir o nin tersini bulmak i¢in « nin ayna gériintiisti olan o* ya bakalim. Eger
kiiblin ayna goriintiistinii diigtinlirsek o nin goriintiisiit de ayna gériintiisii olarak bu
aynada yansitilir. o*ac = e ve aa* = e yazanz. o nin ters elemam olan o* yi o7 lile

gosteririz.

Bunlarin hepsi B, nin grup olmasi i¢in temel teskil eder. Bu gruba n-6rgii grubu denir.
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2.5.3 Diigiimden Orgiiniin Elde Edilmesi

Herhangi bir diigiim verildiginde bu diigiimden bir &rgiiniin nasil elde edilecegini
verecegiz. Orgliyii bir kiip igerisinde verilen iplikcikler olarak digiinelim. Bu
iplikciklerin kiipiin iist ylizeyini kestikleri noktalar1 A;, A, --- A, ve alt ylizeyini kestigi
noktalanida A}, A}, ---Aj, ile gosterelim. Kiiptin Gst ylizeyinde bulunan A;, Ay, ---An
noktalanni paralel yaylarla kiipiin digindan A}, Ay, ---A;, noktalariyla birlestirelim
(Sekil 2.5.2 deki kiipiin digindan bu noktalan birlestirecegiz). Bu dogal yolla drgliden
bir diiglim veya bir halkanin regiiler diyagramim elde ederiz. Bu yolla elde edilen
diigiime o 6rgiisiinden elde edilen K diigiimii(halkast) denir. Aksine olarak K ya kapali
orgli(a nin kapanigt) denir. Alisiimis olarak herbir iplikcigin yonlendirmesini A; den A;
ye dogru veririz. Boylece yonlendirilmis bir diigtim(halka) elde ederiz. Tersine olarak
yonlendirilmis bir diigiimden( halkadan da) uygun degisiklikleri yaparak yonlendirilmis
kapali orgiiler elde ederiz. Ornek 2.5.3.1 de ve onun diyagraminda bir diigiimden nasil
orgii elde edilecegi verilmistir. Asagidaki teorem bununla ilgilidir.

TEOREM 2.5.3.1(Alexander Teoremi): Bir yonlendirilmis diigtim(halka) verildigi
zaman, ona yonlendirilmesiyle birlikte denk olan ve bir 6rgil tarafindan olusturulmus

bir diigiim (halka) vardir.

ISPAT: Kabul edelimki K diigiimiiniin regiiler diyagram: D olsun. Ik olarak diigiimii
bir gegit noktas1 olmayan P, noktasindan keselim. Daha sonra o noktadan asalim.
Boylece Sekil 2.5.5 de gosterilen bir (1, 1)-tangles elde etmis oluruz. Bu tanglesin bir o
orgiisii verdigini gostermek istiyoruz. Daha once ifade edildigi gibi 6rgliden elde edilen

diigiim K ya denktir.

@a‘*é

Sekil 2.5.5 (1,1) Tangle
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Eger T tanglesi m tane lokal maksimuma sahipse m tanede lokal minimuma sahiptir.
m = 0 olmasi durumunda T, 1-6rgii olup ispata gerek yoktur.

Kabul edelimki m > 0 olsun. Bu durumda Sekil 2.5.6(a) da gosterilen T de a lokal
minimumunu b lokal maksimumuna gétiiren bir ab yaymu diistinelim. Ustelik kabul
edelimki ab yayr diger tanglesleri n tane noktada kessin. ab de n+ 1 noktay:
a = ag, a1, -, an, = b ile gosterelim ve herbir a;a;17 yay1r diger tanglelerin sadece bir
noktasini ihtiva etsin $ekil 2.5.6(a). Daha sonra agay yayimu daha biiyik olan aoP) Pia;
yayyla yer degistirelim. 7' tanglesi disinda daha biiylik PP} yay1 vardir ve aoP] yayt
ve ag P, yayim eger apa; yayr diger kisimlarin iizerinden (veya altindan )geciyorsa bu
durumda agPj ve a;Pyaylan da diger kisimlarindan herbirinin {izerinden (veya
altindan) gececek sekilde segelim. Bu islemin sonucundan (2,2)-tangles elde
edilir.Bakiniz Sekil 2.5.6(b).

(a) (b)
Sekil 2.5.6 Gegit Noktalarinda Durum

Bu (2, 2)-tanglesin dort bitim noktasindan egrilerle birlestirirsek orjinal diigiime denk
olan bir diigiim elde ederiz (bu tangle de a( = ay) artik bir lokal minimum degildir ve

a; yeni lokal minimumdur). Benzer olarak a@jay, a3a3, - - ‘G,_1G, yaylarindan hareketle
(n +1,n + 1)-tangles elde edilir ki burada ave b de lokal maksimum veya lokal
minimum yoktur ve en fazla n — 1 lokal maksimum veya lokal minimum vardir. Bu
sekilde devam ederek higbir lokal maksimum veya lokal minimumun olmadig: duruma
ulagilir. Bu tangles bizim istedigimiz 6rgiidiir. Buislem halka iginde yapilabilir.



44

ORNEK 2.5.3.1: Sekil 2.5.7(a)-(d) de yukardaki ispatin bir diigtim igin pratikte isleyisi
verilmistir. Bu 6rgiiden olugturulan dtigtim yukardaki diigiime denktir.

(a) (b) (c) (d)
Sekil 2.5.7 Diigiimden Orgii Elde Edilmesi

Simdi eger iki orgii denk ise bu durumda onlarin diigtimlerinin de (6rgiiniin kapanist
olan) denk oldufu hemen sOylenebilir. Uyarmaliyiz ki denk olmayan 6rgiilerin
kapaniglarindan denk diigiimlerde elde etmek miimkiindir. Ornegin Sekil 2.5.8 de
verilen denk olmayan diiglimlerin kapanislar: agikar diigiime denktir.

Iy

Sekil 2.5.8 Denk Olmayan Diigiimlerin Orgiileri

Ayrica eger orgii teorisini diiglim teorisine uygulamak istersek denk diigiimleri elde
etmek i¢in Orgiileri nasil kistlayacagimizi dncelikle agiklamaliyiz. Bunun i¢in 6rgiilerin

M -denkligi kavramim verelim.

TANIM 253.1: By = gy Brolsun. Yani By, tim B, Bs,---, B, gruplarin
birlesimi olsun. B, da asagidaki islemleri tanimlayalim. Bunlara Markov hareketleride

denir.
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(1) Eger 8, B, grubunun elemam ise ( yani § bir n-0rgiiyse) M; operasyonu (3 yi
By~ n-orgiisiine doniistiiriir. Burada y8y~! ye 8 nin konjugesi denir. v ise B, de
herhangi bir n-6rgiidiir. Bakimz Sekil 2.5.9(a).

(2) M, operasyonu S yi ya iki tane (n + 1)-6rgii olan B0, veya (o, ! ye doniistiiriir.
Burada o, (n + 1)-6rgii olan By, in bir gerenidir. Bakimiz $ekil 2.5.9(b).

Y, Q M
S Y|
é/"”’
(a) (b)
Sekil 2.5.9 Markov Hareketlerinin Etkisi

H

ORNEK 2.5.3.2: Sekil 2.5.9(a) de B3 in bir 8 = 0207 03 elemamnin M; operasyonu
altinda nasil degistigini gostermektedir. Kisaca, 8, y8y™! olmaktadir. Burada
v = o907 olmaktadir. Sekil 2.5.9(b) de Bs iin bir § = 0307 007! elemammn M,
operasyonu altinda nasil degistigini gOstermektedir.Yani, Bylin  SBo3 veya foy !

elemani olmaktadir.

TANIM 2.5.3.2: By in iki eleman: o ve 8 olsun. Eger & ya Markov hareketleri M; ve
M, yi ve onlarmn tersleri olan M[! ve M;! yi sonlu kez uygulayarak o dan 3 ya
doniistiirebiliyorsak bu taktirde o: y1 S ya Markov denktir (M -denk) deriz ve o ~ 37 8
yazaniz. Eger a ~ p; B ise ve [~ j; « ise bu durumda o ve B ya Markov denktir

denir.

Asagidaki teorem Markov denkligin Orgii ve Diigiim  arasinda temel kavram oldugunu

gosterir.

TEOREM 2.5.3.2 (Markov Teoremi): 51 ve (3, orgililerinden tiireyen iki yonlendirilmis

diigiim K, K olsun. Bu taktirde
Ki=K; & By~ u B
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Yukardaki Teorem Markov tarafindan 1936 da verildi. Tam ispati ise Birman
tarafindan verilmistir[Birman,J.,1974].

2.5.4 Orgii Indeksi

Bir K diigiimii (halkasi)(sonsuz sayida) orgiiden olusturulabilir. Béylece orgiilerin
ciimlesinde (K y1 olusturan) en kiiglik bilesen sayisina sahip o ile gdsterilen 6rgii
vardir. Bu « drgiisiinde K nin minimum Orgiisti(temsili) ve K mn sicimlerinin sayisina
K min orgii indeksi denir ve b(K) ile gosterilir(X nin minimum &rgii temsili tek

degildir). Omegin 6rgti indeksi 1 olan tek diigiim asikar diigtimdiir.
ONERME 2.5.4.1 : K mn 6rgii indeksi 5(K) bir invaryanttir.

Orgii indeksi 2 olan diigiimler elementer tor diigiimleridir.Yani n 0, F licin sadece
(n,2) tipindeki tor dtigtimleridir.

Orgii indeksi 3 olan diigiimleri genelde listelemek zordur. Orgii indeksini belirleyen
genel bir algoritma su ana kadar verilmemistir.Henliz 6rgii indeksini belirleyen genel bir
algoritma yoktur[Murasugi,K.,1996].

2.6 Pozitiflik Kavrami

Diigiim teorisi galigmalarinin en eski kisimlarindan biriside pozitiflik kavramidir. Bu
kisimda pozitiflik kavramlarimin gesitli tammlarim verecegiz. Bu kisim su ana kadar
verilen tiim kavramlarla yakindan ilgilidir. Bu kavram diigiim polinomlar,
diigtimlenmeme, diigiim{in isareti gibi kavramlar ile birlikte anilmaktadir. Ik olarak
regiiler diyagram tizerinde pozitiflik ne demektir onu tamimlayalim.

Herhangi bir digiimiin diyagraminda herbir ge¢isi Writhe (kivrim noktasi) adi
verdigimiz noktayt (F1) ile isaretleyelim. Sekil 2.6.1(a) da verilen gegisi +1 ile
isaretleyelim ve pozitif olarak adlandiralim. S$ekil 2.6.1(b) de verilen gegiside -1 ile
isaretleyelim ve negatif olarak adlandiralim. $ekil 2.6.1(c) de gecisin ¢6ziilmesiyle elde
edilen durum ise gegissiz olarak adlandirilir.
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Sekil 2.6.1 Writhe(Kivrim Noktasi)

TANIM 2.6.1: Bir diigiim pozitif diyagrama sahipse, yani tim gegitleri pozitif ise

diigiime pozitif ad1 verilir.

TANIM 2.6.2: Bir gegit hari¢ diger gegitleri pozitif ise diigiime Almost pozitif diigiim
denir[Stoimenow,A.!,1999].

ORNEK 2.6.1: 10145 diigiimii almost pozitif olup aym zamanda pozitif olmadig
bilinmektedir (Sekil 2.6.1) [Cromwell,P.R.,1989].

59

Sekil 2.6.1 10145 Diiglimiintin Regtiler Diyagrami

Orgii kavraminin gelisimiyle pozitiflik kavrami yeni bir anlam kazand:.

TANIM 2.6.3: Gerenleri 01, 09, ...0,—1 Olan n-bilesenli Orglintin kapaniginin kelimesi
higbir o;! gerenini ihtiva etmiyorsa bu halkaya pozitiftir denir. ¢; ler ile 6rgiiniin
sicimlerinden bahsedilmektedir.

TANIM 2.6.4: Bir diigiim eger kapal bir orgii olarak pozitif diyagrama sahipse, pozitif
orgliye sahiptir denir. Bununla beraber pozitif orgiilii diigtimler literatiirde pozitif
diigtimler olarak da isimlendirilir[Stoimenow,A.2,1999].
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ORNEK 2.6.2: 5, diigiimi pozitiftirfKauffmann,L.H.2,1990]. Bu diigiim pozitif
olmasina ragmen kapali pozitif 6rgii olarak ifade edilemez [Stoimenow,A.3,2000]. Bu
gercek 7, ve 74 iginde gegerlidir[Stoimenow,A.,1999].

Bu kavramlar Lee Rudolph tarafindan Seifert yiizeylerine bagl olarak tanimlanmustir.
Yoénlendirilmis bir D halka diyagrami verilsin. X (D) ile pozitif gegislerin kiimesini
ve buna benzer olarakta X.(D) ile negatif gecislerin kiimesini gosterelim. #A ile A
kiimesinin eleman sayisim isaret edersek, D ye Seifert algoritmasimi uygulayarak elde
edilen ylizey S(D) olsun. L(D) = 8S(D) diyelim.

TANIM 2.6.5: L yonlendirilmis bir halka olsun. Eger,bazi D ler i¢in #X (D) = 0 iken
L, L(D) ye izotop ise L ye pozitif denir.

Eger L pozitif degil fakat baz1 D ler igin #X (D) = 1 iken L, L(D) ye izotop ise L ye
Almost pozitif denir.
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3. 810,105, 1047, 1062 DUGUMLERININ ORGUSU

Ikinci bolimde birinci bélimdeki kavramlarin 111 altinda 819, 105, 1047, 1062
diiglimlerinin Orgiilerini hesaplayacagiz. Bu hesaplama sonucunda bu degerlerden
orgiiniin indekslerini, pozitiflik durumlarini hesaplayacagiz.

2. Bolim 5. alt baglikta incelenen kavramlarni biraz daha agmaya galisacagiz. Bu
kavramlar1 manifold yapisindan baslayarak inceleyelim.

M boyutu 2 veya daha fazla olan bir baglantili manifold olsun. n > 1tamsayis1 i¢in
F,(M)ile ikiser ikiser aynk olan n-lileri igeren M x M X .. x M ¢arpumimn
gosterelim. Yani
F,(M) = {(z1,Z3y ..y Tn) € M X M X ... X M : z; # z;,1 # j}

M deki n tane sirali nokta kiimesi tizerinde F,(M) nin konfigiirasyon uzay1 oldugunu
diigiinebiliriz. Manifoldlarin boyutu 2 yada daha fazla oldugu i¢in M x M x ... x M
nin herhangi iki koordinat1 ayni olan sonlu adetteki alt manifoldlarimin ayrilmasiyla
olusan bu yap: baglantilidir. m > 0 bir tamsay: olsun. Q, = {q1, ¢, ..., gm} ile M nin
m tane ayrik ciftlerinden olusan (g; € M) alt kiimesini gosterelim. m = 0 ise Q, bos

kiimedir.
olsun. Bu yapinin E? {izerine taginmasiyla sunu elde ederiz.

TEOREM 3.1: F,,(E?) , E?diizleminin n-sirali noktalarinin konfigiirasyon uzay igin
Wi(Fn(E2)) =0,71> 2

dir. Daha genel olarak, n > 1, m > 0 i¢in
mi(Fam(E?)) = 0,42 2

dir[FadelLE. and et al.1962].

{1,2,...,n} tizerindeki tiim permiitasyonlarin grubu ¥, olsun. F, (M) tizerinde 3, nin
bir dogal sag islemi vardir. Bu iglem,
p: Fo(M) x 2, — F(M)

doniisiimii olup koordinatlarinin permutasyonlar1 yoluyla

[,L((CIII, Ty veey xn)a) = (2?1, ceny l'n)O' = (:c‘,(l), ZTg(2)s =+ xa(n))
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ile tammlanir. p serbest roli i¢in orbit uzaymi Cn(M) veya standart baginti yoluyla
Cn(M) = F,(M)/%, ile isimlendirelim. F,,(M)nin u islemi alinda n-li farkh
elemanlarin (z; € M) yoriingeleri permutasyon yoluyla ayrik iseler aym
yoriingededirler. Buradan C,(M) uzayt M deki siralanmamis n ayrik noktalarin
muhtemel bir uzayidir.Bu uzay siralanmamis n noktanin konfigiirasyon uzayidir. F},( M)
den C,(M) ye bir donisim Y, bundle'sini tammlar. p, : F,(M) — C,(M)
déniigiimii 6zel olarak n! -katlt &rtii uzayidir.

Fox'a ait olan agagidaki kavrami verelim. M deki 6rgli uzayimn konfigiirasyon uzayina
bakalim[Fox,R.H,and et al.,1962]. Bu M = E? igin Artin'in geometrik &rgiisiidiir.
Fo(M) de ¢ taban noktasim gézéniine alahm. ¢y = p,(cg), Cr(M) de bir taban
noktasidir. C,(M) nin esas grubunda keyfi bir 8 € m1(C,(M), ¢y) eleman olan 8 y1
f:10,1] = Co(M), f(0) = f(1) = ¢ ilmegiyle temsil edelim.p, : F,(M) — C,(M)
értil doniigiiminde 7 : [0,1] — Fo(M), F(0) = ¢y olan f nin bir lifti vardir. ¢ € [0, 1]
i#£j igin Fi(t)#F; ve M de 1<i<n, igin f:[0,1] — M seklinde
f=(f, foyos fo)yaym  diigtinebiliriz. M de  (£1(0), £5(0), ..., f(0))  ve
pa(f(1)) = pa(f(0)) = co oldugundan 7 permutasyonu olup (f,(0), f2(0), ..., fo(0)) da
M dedir.

A; 1 [0,1] = M x[0,1]1 <1 < n, Ai(t) = (fi(t),t) gdmme ddniisiimii tanimlayalim.
Burada A =X7, A;ifadesi M x [0,1] tlizerinde n bilesenli olup 6rgii tamim ve
sartlanni saglar. Ozel olarak M x [0,1] deki A sistemi M =M x[0,1] in

Py, Py, ..., P, noktalarimi 5 € F, (M) koordinatlari yardimiyla f(0) den f(1) eolan 7
permutasyonu yoluyla M x {1} nin P}, P, ..., P, ye gbtliren 6zel bir sistemdir.

Fox bu A sistemini veya daha genel olarak 8 € m(C,(M), ;) homotopi simufin1 n
bilesen iizerinde M deki 7 permutasyonlarinin orgiisii olarak adlandirir. ) (C,, (M), T5)
grubu n bilesenli M iizerinde renklendirilmis grup olarak adlandirir.

TEOREM 3.2: Artin orgii grubu B(n), m(Cn(E?),c) esas grubuyla kanonik
dzdeslenebilirfHansen,V.L.,1990].

Asagida B(n)ve m(Cn(E?),co) in serbest olarak 6zdeslenmesi vardir. Temel T,
bundlesi i¢in homotopi dizisi p, : F,(E?) — C,(E?) asagidaki temel bagintiya

indirgenir.
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1 - m(Fy(E?),T) — P m(Ca(E?),c0) =™ Ep— 1

Eger B(n) = m,(Cn(E?), co) 6zdeslemesini kullanir ve H(n) = m(Fo(E?), %) dersek
H(n) nin elemanlan bilesenlerin permutasyonuyla birlikte n bilesenli 6rgiidiir. Bir

onceki paragrafta bu orgiiye renklendirilmis drgii adi verilir.

SONUC 3.1: B(n) grubu higbir asikar olmayan sonlu mertebeli eleman igermez
[Dyer,J.L.,1980].

Simdi bu kavramlar 15131 altinda su kavramlan verelim. P, = (1,0), P, = (2,0), ...,
P, = (n,0) noktalan orgiiniin baslangi¢ noktalarinin kiimesi olsun. Bu taktirde temel
o; (1<i<n—1)norgist f:[0,1] » Fn(E?%) déniistimi yardimiyla
| @) = (P, o Pict, Filt), Firr(8), Pivas oon, P)
olarak tanimlanir. Burada, f;(t) = (i + sinft, sinnt) ve
fir1(t) = (4 cos§t, — sinmt) ile verilmistir. f(0)=(P,...,P;, Py, ..., Py)
ve F(1) = (P, ..., P,y Pit1, -+, Pn) oldugunda f:[0, 1] — F,(E?) yay: ilmegi
£:[0,1] = Co(E?) £(0) = f(1) = co a doniistiiriir ve bu ilmek o; yi m1(Cr(E?), co) de

temsil eder.

TEOREM 3.3(Artin Temsili): n bilesenli geometrik 6rglinin B(n) grubu gerenleri
01,03, ....,0n_1 Olan ve tammlanan bafintilari asagidaki sekilde verilen bir temsile

sahiptir [Artin,E.,1947][Birman,J.2,1969].

0;0j = 0404 |i—j|22,1_<_i,j§n—l
0i0i410; = 05410041 1 Si<n—2.

LEMMA 3.1: I, : B, — B(n)nin bir homeomorfizm olmasi igin gerek ve yeter sart
I : H, — H(n) homeomorfizminin bir izomorfizm olmasidir. H(n) grubu
H(n)= 7T1(Fn(E3),50)

ile verilen renklendirilmis 6rgii grubudur ve B, ise, gerenleri 7;,09,....,0n_1 V€
temsili

70; = 00 li—j>21<i,j<n-1

Ti0i+10i = 0i+10i0341 1<i1<n—2.
ile verilen soyut gruptur. H,, = kerT, ile verilen7, : B, — L, d6niislimil 77 yi X, de
(4,1 + 1) e resmeden dogal surjektif homeomorfizmin gekirdegidir[Hansen,J.V.,1990].
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I' . H, — H(n) nin izomorfizm olmast igin H, nin temsilini bilmemize gerek vardur.

LEMMA 3.2: H,, grubu su temsile sahiptir. Gerenleri
ij = 0j-10j-2-.0i410:0541-050905 1<i<j<n

olan ve tanimlama bagintilar ise

aij i<r<s<jveyar<s<j
» Grjijar; r<i=s<j
Qpg QijQrs = -1.-1 : :
i QrjOsjQijhg; O 1=r<s<j
~1,-1 -1,-1 - ;
QrsQsjly; Qgj GijsjlriQg; Qi T <1< S<J
seklindedir.

a;; ye karsilik gelen n-6rgti (1 <4 < j < n) yani 0j-10j-2--0it10207 .05 505,
orgiisii § nin sadece bir kez i etrafinda dolasmasi ve agagidaki sekilde gdsterildigi gibi
standart projeksiyonda j nin digerlerinden herbirinin iki kez altlarindan gectigini

gorebiliriz.

$

Sekil 3.1 8 Orgisii

ai"j1 e karsilik gelen 6rgil ¢ iplikcigi etrafinda ilmek olugturan j nin ¢ etrafindaki dénme
yonil terstir. Buna bagli olarak renklendirilmis 6rgii a;; ve onun terslerinin garpimi
olarak yazilabilir. Bu islem orgiiyii birlestirmek olarak adlandirilir. Bir baska deyisle
{a;; :1<i<j<n} sistemine karsihk gelen orgiilerin sistemi H (n) sisteminin
gerenlerinin bir sistemidir[Hansen,V.L.,1990].

Gegen yillarda sadece bir lineer temsil biliniyordu. Bu temsil Alexander matrisine bagl
olarak tanimlanmaktaydi. Bu temsil Brau temsili olarak adlandinlmistir. Bu kavram
sezgisel olarak agik 6zelliklere sahipti. Bu 6zelliklerden faydalanarak Baumslag, orgii
grubunun rezidii olarak sonsuz oldugunu ve sonsuz goriintiilerinin pek ¢ok sayida lineer
temsile sahip olduklarini belirtmigtir. Ustelik bir ¢ lineer temsilini p*(0) = p(o)te)
ile tammlayabiliriz.
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a:B, — Z abelyenlestirme doniisiimii ve t ise bir belirleyici olarak verilmistir. Bu
temsil sonlu temsilden daha ilging 6zelliklere sahiptir.

Brau temsilinde pek ¢ok onemli tanim vardir. Bu tanimlarn serbest tiireve bagl klasik
anlamda verelim. Rank: n olan serbest grubun gerenlerini zi, s, ....,z, ile isaret
edersek C|[f,] grup halkasi {izerinde tiirev agagidaki gibi tanimlanir. Serbest grubun bir

elemaninin tiirevi

9(z;)

) s = 0ij
i1) %:]c,_w) =6ij+xj%lc"i—),wan

nin kullammyla elde edilir. Biitlin grup halkasina bunu lineer olarak genisletebiliriz.
Buradan 6, n orgiisiine karsilik gelen matris

0(o(z;))

Ba(o) = (c z; )

dir. Burada o doniisiimii yukarda verilen abelyenlestirme déniigiimiidiir. Bu temsilden
indirgenemez n — 1 temsil ve agikar 1 temsil elde edilebilir. n — 1 boyutlu temsile Brau

temsili denir ve (3], ile gosterilir.

Bir diger temsil tamimi ise ortii uzaylarindan elde edilir. Eger D, n- disk olarak baz
noktasinida sinirinda secersek bu durumda (D)) esas grubunu olusturabilir ve bunu
asikar olarak F, ile 6zdesleriz. r : m(D,) — z doniisiimii herhangi bir gereni Z nin
bir ¢ gerenine gotiiren homomorfizmdir. Bu homomorfizm p: D — D, ortissiin
tanimlar. Ranki n — 1 olan sonlu gerilmis A = Z[t,t~!] modiilii {izerinde H;(Dy)
homoloji grubunu gézoniine alalim. D, nin yonlendirmeyi koruyan homomorfizmi
olarak orgii grubunun tammu vardir. Boyle iki homomorfizm, eger sinirlarina gore
izotop ise denk olarak diistiniiliir. Bu tanima gére B, &rgii grubu Dnve ve H(D,)
{izerinde rol oynar. Bu modil homomorfizmi--{lizerindeki rolden &rgii grubunun
GL(n — 1, A) tizerindeki indirgenmis Brau temsili elde edilir [J.Birman,et al,1992].

Homoloji gruplarindan indirgenemez temsili ise su yolla elde edilir. py, D, de bir baz
noktas1 ve py da bu noktanin D, deki tim &ngorintisii olsun. Bu taktirde
indirgenemeyen Brau temsili H. l(ﬁn, po) lizerindeki 6rgiintin rolunden g¢ikar. Bu n
ranki A modiildiir. Asikar ve indirgenemeyen temsilde H;(D,) — Hl(ﬁn, )
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— Hi(pp) dogal dizisini verir. Buradan Brau temsili ve Alexander polinomu arasinda

baginti kurulabilir. Eger bir « Orglisiiniin kapamgi diigiim ise  normallestirme
carpanindan & nin Alexander polinomu det(f](« — id) ile verilir. Diger taraftan 3,
orgii grubu Aut(F,) nin alt grubudur. Kompakt agik topolojiyle birlikte F'nin
degisiminin temsili R = R(F,,SU(2,c)) olsun. F nin tiim gerenlerinin ciimlesi
Z1,Z3,...,T, Olsun. Bu bazin kullanilmasiyla F;, matris temsiliyle bulunabilir.
SU(2,c) grubu S e homeomorf oldugu i¢in bu R temsilini R = 5% x §% x --- x 3
ile dzdesleyelim. B, nin elemanlart F;, otomorfizminin elemanlart olarak rol oynar ve
R nin diffeomorfizmini f{retirler. B, — Diff(R)dogal déniisiimii birebir grup
homomorfizmidir. Buradan segilen noktanin egrisine donecek olursak e?™* parametrik
denkleminden tanjant uzaydan R ye secilen dogru islemi B, nin bir temsilini verir. Bu
noktadan hareketle B, nin Brau temsilinide igeren temsil bulunmus olur[Birman,J.et. al.
1992].

Temsilin yeni bir aileside Jones [Jones,V.F.R!.1987] tarafindan verilmistir. Bu temsil
Hecke cebirinden hareketle elde edilmistir. g1, ¢, ..., gn+1 gerenleri tarafindan iretilen
asagidaki bagintilara sahip olan ve 1 ile beraber C' cebiridir.

§)  Gigi+1i = gi+19igi+1, L <1 <n—1

i) 9i9; = 9igi» |i—J1>1

1) g7 = (¢ — 1)gi +¢.

Bu cebiri H,(g) ile adlandiralim. Bu cebirden ilk olarak goérebilecegimiz ¥, simetrik

grubunun kompleks grup cebirinin bozulmus halinin H,(1) oldugudur. Bunun ¢ogu
ozelligini agagidaki teoremde bulabiliriz.

TEOREM 3.5: ¢) H,(q) cebiri g gereni igin n! kompleks boyutuna sahiptir.

i) 1 e yeteri kadar yakin olan ¢ i¢in H,(q) semi simple dir.

i11) Basit H,(q) modiilii Yaung diyagramlariyla birebir karsilik gelir ve onlarin ayrigim
kurallan ve boyutlan1 £,, de oldugu gibidir [Bourbaki,N.,1982].

B,, nin Jones temsilinin ¢ — g; déniisimiiyle sol regiiler temsilini elde ederiz. Teorem
3.5, ¥, grubunun temsilinin Yaung diyagramina karsihk olarak indirgenmis yada
indirgenmemis temsilini bulmamiza yarar[Birman, J. and et al.,1992].

Teorem 3.3 deki temsile ek olarak su ifadeleri verebiliriz: Pozitif gerenlere sahip olan
pozitif kelimelerin ilging 6zellikleri vardir. Ornegin,

A = (0109..0,_;)(0102...00-2)...(0207)(071)
kabul edilirse bu taktirde Garside' e gore her bir § € B,, elemam
B = A™P, mtamsayi, P pozitif kelime 3.1

formunda bir yazilisa sahiptir. m tamsayisina § mn giicii ve P kelimesine de § nin
kuyrugu denir. Kabaca, m ve P agagidaki anlama sahiptir. 5 nin elemanini temsil eden



35

keyfi bir W kelimesiyle basladigimizda miimkiin olan tiim kelimeler k£ tamsayilarin
dizisi olmak iizere A~*W formundadir. Bu taktirde A~™V, B, de pozitif P kelimesine
denk olacak sekilde miimkiin olan en biiyik tamsay: m dir.

Teorem 3.6 de verilen B, 6rgi grubunun bagintilarindan higbirinde negatif tistlii geren
yoktur. Buradan soyut S, alt grubunun sy, 59, ..., 5, gerenleriyle drgiiniin bagintilarinda
0103...0n—1 den gikan sonuglar yazabiliriz. Garside' nin temel fikri S, den B, ye
doniisiim yoluyla kolayca .S,, de bagintilarin elde edilmesidir. Bu transfer Teorem 3.6
yardimiyla yapilabilir. S, yan grubu dogal olarak B, e gomiilebilir. Buradan ilk
g6zlemimiz kelime probleminin S, de kolayca ¢6ziilebilmesidir.

Teorem 3.6 iin ispatinda ¢ikan S, nin A? kelimesi S, nin B, ye transferinde énemli
olup,

A* = (5159...8n-1)(5182--8n—2)...(5152)(51)

olarak tanimlayalim.

LEMMA 3.3: S, de A* kelimesi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(i)  Herbir V € S, kelimesi igin A*V =V A* dir.

(i)  Herbirjigin (1 < j < n— 1) D(A*) kelimesi baslangi¢ harfi s; bitim harfi s;
olan kelime igerir.

TEOREM 3.6: e:s; — 0; ,i = 1,2,...,n — 1 doniisiimi S, den B, ye bir gémiilme
do6niistimii dogurur.

Buradan S, yan grubu B, de e(S,)ile dzdeslenebilir. Bu durum s; = oy, 53 = 09, ...,
Sp—1 = On—; olarak gosterilir ve higbir ters eleman icermez. S, nin elemanlart pozitif
kelime olarak adlandintlir. S, de A*, B, de ise A pozitif kelimesiyle yer degistirebilir.
Eger, W ve V nin her ikiside pozitif ve S, (denk olarak B,) de aym elemanlan
tanimlarsa W ve V pozitif olarak esittir denir ve W = V yazilir. Eger W = O Oy ee-Op,
olarak tanimlanirsa ve W pozitif ise bu taktirde W = 0y, Onpy-.-On—p, de pozitif

kelimedir.
Lemma 3.3 in asagidaki versiyonu B, i¢in gegerlidir.

LEMMA 3.4 : Her bir j(1 < j<n—1) igin o;' = A™1 X olacak sekilde pozitif bir
X, kelimesi vardir. Aym zamanda _her V orgli kelimesi Lemma 3.3 ile beraber
Ac;! = o7} A dle birlikte A™'V = VA™! saglanir.

ISPAT: Ilk durum Lemma 2.3 den ¢ikar ve ikinci durum ise Lemma 3.4 (ii) nin

uygulanmastyla elde edilir.
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TANIM 3.1: Eger, D(P) de higbir kelime AQ formunda degilse P pozitif kelimesine
A ya gore pozitif denir. Aksi halde P, A da ihtiva edilir denir. Eger, P, ve P, ayn1 harf
uzunluguna sahip pozitif kelime ise yani P, =0, ..., Oupy Po = 0),...05 ise bu
taktirde e@er, n tabanindan niimerik olarak genisletilmis olan ), ..., u; sayilan
A1y A2, ..., Ap sayllarindan daha kiigiik ise bu durumda Pysayisi P, den daha kiigiik
olarak tanimlanabilir. A¢ik olarak herhangi D(P) diyagraminda bir tek en kiigiik kelime
vardir ve bu kelime (P) nin tabani olarak adlandirilabilir. Eger P, A ya gore asal ise
bu taktirde D(P) tabant igin bir P yazariz. P sembolu sadece P pozitif yani A ya gore
asal ise ve D(P) nin baz1 ise kullanilir.

TEOREM 3.7 (B, i¢in Garside Coziimii): Eger 8 € B, ise 3, A™P seklinde tek bir

sekilde temsil edilebilir. Burada m tamsay1 ve P pozitif kelimesi de S bagintisinin

herhangi bir o} o2 ..o}, temsilinden asagidaki anlamda elde edilebilir.

(@) Xi, ..., Xn-1 pozitif kelimelerinin listesi Lemma 3.4 den kurulur.

(i)  Herbir a;il harfi 6rgti o} 052 ...0%; kelimesinde A~1 X, ile yer degistirir.

(iii) A~V = VA~! (Lemma 3.3) kullamlarak (ii) deki 8 ,A¥ B, formunda temsil
edilmek iizere tiim A~!ler solda toplanir. P, pozitiftir ve k£ < 0 dir.

(iv) D(P,) insa edilir.

(v)  D(P) da (A"P) kelimesi h maksimal olacak sekilde segilir m = h + k, h > 0.

(vi)  D(P) olusturulur. P da D(P) nin bir tabam olur.[Birman,].11974,].

Omeginn = 3 ve B = 0105 0105 alirsa bu durumda 05! = A~lgy0, ve buradan

,@ = Ul(A_IO'QO'l)O'l(A-IO'zO'l) = A—20'10'10‘20'20'20'1

D(c{o301) = {ofo301}
ve A~202030, de 8 nin temsilidir.

Bu kavramlarla ilgili olarak benzeri ¢alismalar [Joan,B.,Ko,K. H., Lee, S., J.,1998],
[Elrifai,E., A., Morton H.,R., 1994], [Epstein,D.B.A.,1992] de bulunabilir. Simdi
yukarda bahsedilen digiimlerin 6rgililerini hesaplayalim. Anlatilan bu kavramlarla
orgiilerin baglantilarim 6rgii temsilini yazdiktan sonra verecegiz.
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3.1 8y, Diigiimiiniin Orgiisii
Bu diigiimiin regiiler diyagrarm Sekil 3.1 de verilmistir. Bu duglimiin sag-el

yénlendirilmis oldugunu diistinelim. Ikinci béliim 2.5.3 baghginda verilen islemler takip
edilerek Sekil 3.2 de verilen orgii elde edilmistir.

(’ A--—‘\)
es
Sekil 3.1 8, Diigiimiiniin Regiiler Diyagrami

Bu 6rgii temsilinden bu diigtime karsilik gelen 6rgii grubunun temsili
By = {01,03,03] 0103 = 0301, 010201 = 020103, 020302 = 030303,
— —2..2 =2 -1
03 'a3o,01 %0307 %07 03}

olarak bulunur.

—
A=
N A N

S A
N

yd
LN

Rt

Sekil 3.2 8,9 Diigiimiiniin Orgiisii
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Simdi bu temsildeki bagintilara ek olarak Lemma 3.2 ye benzeterek bu 6rgiiyi

B = aizaz; azlaz)
seklindede yazabiliriz. Bu H (n) grubunun temsilidir. Ayrica bu diigiimiin 6rgii indeksi 4
diir. Ayni 6rgiiniin Teorem 3.7 formundaki yaziligini verelim. Teorem 3.7 den = 4 ise ,
A = 010903010907 olarak bulunur. Buradan, o7t = A~lo109030109,
05! = A lo301090301, 05! = A7 op03010501  bagintilan  elde elde edilir. Bu
bagintilan yukarda elde edilen bagintida yerine yazarsak, yani
1

3 2

_-12_ -3 2 -2 -1 -
,8—0’2 0'30'20'1 0'20'1 0'2 03

de yerine yazilirsa,

,3 = A_60'10'30'20'%(7%0’%0‘20‘%0’%0’20’30’%0’1030’%0’30‘30’1030’30’%0‘10’2

olarak bulunur. B = A~%Co?0,ABABCo} yazariz. Burada A = 0103050103,

B = 0309010302, C = 0103090103 olur.
3.2 105 Diigiimiiniin Orgiisii

Bu diigiimiin sag-e! yonlenmis regiiler diyagrami ve orgiistiniin diyagram Sekil 3.3 de

verilmigtir.

('\, i

TS

Sekil 3.3 105 Diiglimiiniin Regliler Diyagrami

Bu diigiimiin drgiisii agagida Sekil 3.4 de verilmistir.



|
J
(

Sekil 3.4 105 Diigtimiiniin Orgiisii

of
]
[

Buradan 6rgii grubu

2

B Aprsr 6, —1-—~1
B = 037030,

oplojoi 0y loy
dir. Bu diigiimiin de 6rgti indeksi 4 diir. Lemma 3.2 den bu 6rgiiye karsilik gelen H(n)

grubunun temsili ise
A | -5
B = ay ai3a;;

olarak bulunur.

Bu orgiiniin Teorem 3.7 formundaki yaziligizi verelim. Teorem 3.7 den =4 ise ,
A = 0,0503010901 olarak  bulunur.  Buradan, o7! = A~loy0y030109, 05! =
A-los0,090301, 03! = A~loy03010501 bagntilan elde elde edilir. Bu bagintilan
yukarda elde edilen bagintida yerine yazarsak,

8= A1 A ACE(BC)® A(020401090;)

elde edilir. Burada kisaltmak amaciyla A = 0103090103, B = 0302010302

C = 009030107 olarak alinmigtir.
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3.3 1047 Diigiimiiniin Orgiisii

Bu digumin regiler diyagrami Sekil 3.5 da verilmistir. Bu diigiimiin sag-el
yonlendirilmis oldugu varsayilarak Sekil 3.6 de verilen 6rgii elde edilmistir.

Sekil 3.5 1047 Diiglimiintin Regiiler Diyagrami1

Bubrgii temsilinden bu diiglime karsilik gelen orgiiniin temsili,

3 42

R 2
B = 03 050,050%

-2, -1 -1
0,709 03

olarak bulunur. Bu diigiimiin de 6rgili indeksi 4 diir. Bu érgiiden
B = ayatazan

bagintis1 da yazilabilir. Temsile ek olarak bu diigiimiin gerenlerini pozitif olarak
yazmak istersek, Teorem 3.7 den

8= A“5Aa§azof0§(0302010302)(olozagalaQ)A(agagal 0201)

yazariz. Burada kisaltma amaciyla A = 030020307 yazilmistir.
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B = anaifazaly
ile verilir. Teorem 3.7 uygulamrsa yine n = 4 olup, 07! = A~ g102030109, oyl =
A~l0301020301, 031 = A 10203010201 bagntilan B da yerine yazilirsa,
B = A‘IOA(afaz)(BC):’(BAC)
bulunur. A = 0103020103, B = 0102030102, C = 0302010305 olarak alinmistir. Bu

yazilig 8 nin temsilidir.

n

[ f)r'

Sekil 3.8 10g, Diigiimiiniin Orgiisii
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4. 810, 105, 1047, 1052 DUGUMLERININ CONWAY POLINOMLARI

Herhangi bir diigiim gegitlerinin en ¢ok yaris1 kadarinin (iist gegitlerinin alt gegitlere)
cevrilmesiyle agilabiliyorsa Conway'in (*) metodu V() in hesabinda etkili bir metod
verir. Bu indirgeme islemi kokleri K diifiimiinde olan dallar ise daha basit diigiimlere
indirgenerek agilma ve ayrilmis halkalara dogru giden bir Ty islemi agacidir. Sekil 4.1
de 59 twenny diigiimiiniin agaci verilmistir. Ty agacinda gegitlerin eliminasyonu veya
diizeltilmesi gegidin pozitif veya negatif olmas1 durumuna gore

Vi (z) =V (z) +2VL(z) )
ifadesinde yatay hareketi 5 veya 3 ile isaretlerken gegitlerin dondiiriilmesi islemini
diisey hareketle takip ederiz. Sirastyla diigiimlenmeme ve aynlmis halkalarin Conway

polinomlarin1 1 ve 0 ile isaretler ve daha sonra geriye dogru her halka g6zoniine

alinarak, (*) 1n kullanilmasiyla V(z) degeri belirlenir.

<)

e

( 0
1 é u::?! X g——:-‘-*-‘,
D@
\.,3; / kgl Y 3

(%) (%) ‘
AN

Sekil 4.1 5, Diigtimiiniin Agaci

[

Bir L halkas1 n-bilesenli 6rgiiniin kapamgi formuyla tanimlanmis ise bu durumda
Conway'in indirgeme metoduyla V(z) i, L nin projeksiyonundaki degisimlere gerek
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kalmaksizin hesaplayabiliriz. Sekil 4.1 de granny diiglimiiniin ve 2,5 tor diiglimiiniin

Conway polinomu verilmistir [Buskirk,V.,1983].

Bu béliimde temel amacimiz yukarda sézii edilen kavramlar ve 2. B6lim 2.4 Diigiim
polinomlar1 bagliginda incelenen kavramlarn kullamlmasiyla 8;¢, 105, 1047, 1062
diigiimlerinin Conway polinomlarini hesaplamaktir. Belirtmeliyiz ki, bu sekiller herbir
asamada dallanan ve gelisen, zaman zaman birbirini tekrar eden asamalar dikkate

alinmis, bunun sonucunda en sade bigimde yazilmistir.
4.1 8¢ Diigiimiiniin Conway Polinomu

810 diigiimiiniin regiiler diyagrami $ekil 3.1. de verilmistir. Conway'in indirgeme
metodu kullanilarak bu diigiimiin gecitlerinin indirgenmesi veya ¢6ziilmesiyle elde
edilen agag diyagramm Sekil 4.2. de verilmistir. Aga¢ diyagrami bu seklin okunmasiyla
elde edilecektir. Ayrilmig halkalara giden agilimlar ihmal edilmis, diiglimlenmemenin
degeri 1 yazilmigtir. Burada gegitlerin sadece 3 tanesi pozitif gegit geriye kalan gegitler
ise negatif gecit olmasmna ragmen polinomun hesaplanmasinda bu gegitlerin isareti
polinomda isaret degisimine yol agmamugstir. Yani negatif gegit agildifinda polinoma
— z, pozitif gegit agildiginda + 2z yazildiktan sonra bafintilar okunurken bu
katsayilarin 6nemi kalmamis ve negatif ¢arpanlar pozitif olmustur. Bu diigiimiin

Conway polinomu agacin okunmastyla

Ve, =28 +324 +322 +1

olarak bulunur. Yada (1, 3,3, 1) seklinde yazilir.
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Sekil 4.2 8;0 Diiglimiiniin Agaci
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4.2. 105 Diigiimiiniin Conway Polinomu

105 diigiimiiniin regiiler diyagrami Sekil 3.3 de verilmigtir. Bir 6nceki kisimda verilen
islemlerin benzeri uygulamayla bu digimiin Conway polinomunun hesaplama
asamalar1 Sekil 4.3, Sekil 4.4(a), Sekil 4.4(b), Sekil 4.4(c), Sekil 4.4(d) de verilmistir.
Bu sekillerin birlikte diistintilmesiyle 105 diiglimiiniin Conway polinomu

Vi, = 28 +42° + 724 + 522 + 1

olarak bulunur. Yada (1,4,7, 5, 1) olarak verilir.



5 Diiglimiiniin Conway Polinomu 1.Adim
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Sekil 4.4(a) 105 Diigtimiintin Conway Polinomu 2.Adim
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Sekil 4.4(b) 105 Diigiimiiniin Conway Polinomu 3.Adim
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Sekil 4.4(c) 105 Dtiglimiiniin Conway Polinomu 4. Adim
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Sekil 4.4(d) 105 Diigiimiiniin Conway Polinomu 5.Adim
4.3. 1047 Diigiimiiniin Conway polinomu

1047 diigiimiiniin regiiler diyagrami Sekil 3.5 da verilmistir. Bu diiglimiin Conway
polinomu  Sekil 4.5-Sekil 4.6(a)-(d) diyagramlarindan sonra bagintilarin

birlestirilmesiyle

Vieg =25 +62° + 82 + 522+ 1

olarak bulunur. Bu form (1, 6, 8, 5, 1) seklindede yazilabilir.
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Sekil 4.5 10 47 Diigtimiiniin Conway Polinomu 1.Adim
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Sekil 4.6(a) 1047 Diigtimiiniin Conway Polinomu 2. Adim
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Sekil 4.6(b) 10 47 Diiglimiiniin Conway Polinomu 3. Adim
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Sekil 4.6(c) 1047 Duiglimiiniin Conway Polinomu 4. Adim
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Sekil 4.6(d) 10 47 Diigtimiintin Conway Polinomu 4. Adim
4.4. 1062 Diigiimiiniin Conway polinomu
106y diigiimiiniin regiiler diyagram: Sekil 3.7 de verilmistir. Bu diigiimiin Conway

metoduyla ag¢ilimu ise Sekil 4.7, Sekil 4.8.(a), Sekil 4.8(b), Sekil 4.8(c), Sekil 4.8(d),
Sekil 4.8(e) de verilmistir.
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Sekil 4.7 1043 Diiglimiiniin Conway Polinomu 1. Adim



79

@ ON U

-1

Sekil 4.8(a) 10 4, Diiglimiiniin Conway Polinomu 2. Adim



80

—

TN

O
@oo

OO@O:
@*®®

Sekil 4.8(b) 1042 Diigiimiiniin Conway Polinomu 3. Adim



Sekil 4.8(c) 1042 Diigiimiiniin Conway Polinomu 3. Adim



90,99
' .
©-@OU0
h, I ] 1 1

Sekil 4.8(d) 104, Diiglimiiniin Conway Polinomu 4. Adim



Sekil 4.8(e) 1062 Diigiimiiniin Conway Polinomu 5. Adim

Bu sekillerin kullaniimasiyla ve bagintilarin birlestirilmesiyle

V1062 =28 4+528+824 +522+1

elde edilir. Buradan (1, 5,8, 5, 1) formunu yazmak miimkiindiir.
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5. POZITIFLIK KAVRAMI

Bu kisimda pozitif orgiler igin verilen ifadeleri 4. Bélimde verilen orgiilere
uygulayacagiz. Bunun igin dnce pozitiflikle ilgili teoremleri verelim.

LEMMA 5.1: Pozitif n bilesenli b 6rgiisi 1 <4< n—1 araligindaki baz1 o; orgii
gerenlerinin tek bir olusumunu igerirse bu durumda bir kag pozitif n — 1 bilesenli 6rgii
ayn1 kapanisa sahiptir.

ISPAT: Eger baz1 o; den bagimsiz w kelimeleri i¢in
b=w(01,02, ..., Oicy, ery On-1)0;
ise bu taktirde o; ardigik olmayan indeksleri i¢in degismeli oldugundan
| b=u(01,02,...;0i—1)V(Tit1, vy On1) 0y
ifadesi $ekil 5.1 de gosterildigi gibi n — 1 bilesenli u(01, 09, ..., 04-1)v(G441, ..., On_g)

ile benzer kapanisa sahiptir.

Sekil 5.1 n — 1 Bilesenli Orgii Igin Bagint:

Pozitif bir K diigiimii i¢in Conway'in indirgeme metodu pozitif halkalarin bir Tk
agacim Uretir. Ty daki dallar (gecitlerin dondiiriilmesi yada gegitlerin agilmasiyla)
sadece aym iplikcikteki gegitleri iceren bitigik ¢iftlerin bir tanesi olarak goriildiigiinde
gegitlerin degistirilmesi sartiyla pozitif halkalarin agaci tiretilir. Bu sartlar asagidaki
lemmaya gore diizenlenir. wo? nin kapaniginin aym veya farkli bilesenlerini igeren o2

gecislerine gére wo; ye olan bu gliclii etkisi Sekil 5.2 (a) veya (b) de verilmistir.
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Sekil 5.2 wo; nin Etkisi

Hatirlatmaliy1z ki pozitif n Srglistiniin kapanuginin bilesenlerinin bir ¢iftinin halkalanma
sayist olan p tam olarak bu bilesenleri igeren gegitlerin yarisi kadar oldugunda p
:01, 02, ..., 01 Orgli gerenlerini en az bir kez igerir ise bir diigiimdiir veya ayrilamayan
halkadir.

LEMMA 5.2: p kapanis1 agikar olmayan diigiime veya 2-yuvara boliinemeyen bir halka
olan pozitif drgii olsun. Bu taktirde o2 lerin goriildiigli benzer kapamsa sahip (fakat
muhtemelen daha az gegitli) pozitif 6rgii vardir[Buskirk,V.,1983].

ISPAT: Eger p, o1in tek bir olusumunu ihtiva ederse Lemma 1 den ayn: kapanisa sahip
fakat bir tane daha az bilesene sahip bir 6rgli vardir. p asikar olmayan diigiim veya
ayrilamayan halka oldugunda bir 6rgili en azindan o in iki olusumuna sahip olmalidur.
Kabulden Lemma 5.2 su sonucu ¢ikarmay: bagaramaz? : Eger oy in p de iki ardisik
olusumu o; nin ardarda gelmeyen indislerinin ¢arpimlarinin  komutatifliginin
kullanilmasiyla miimkiin oldukga yakindirlar. Bu durumda,

P~ 0102...0m—20m-10m0Om—1...01...

yazilir. Burada birinci m, o; lerin indislerinin artma miktandir ve ~ ise kelimedeki
harflerin devirli permutasyonlarinin denkliklerini isaret eder.
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orgii bagintisindan,
P~ Om0102..0m—20m=10m...07 ...

ifadesinde o, ler birbirlerine daha yakindirlar. Bu sekilde devam edilirse ¢; in daha az
oldugu p ~ 010403... pozitif 6rglisti vardir. Eger bu o) in olusumundan ayrilirsa bu
durumda Lemma 5.1 den dolay1 p orgiisii bir kare igerisinde bir daha az gegit iceren
pozitif 6rgii olur. Bu ise geliskidir. Eger béyle degilse bu duruma gelinceye kadar devam

edilir.

Isaret etmeliyiz ki bu durum sozii edilen ve bazi o leri igeren pozitif orgii tiretir ve
Lemma 5.1 in herhangi bir uygulamas: gegisler ve bilesenlerin sayilar1 arasindaki farkin

invaryant olmasindan uzaklagir.

LEMMA 5.3: Eger n bilesenli herhangi bir pozitif 6rgiintin kapanis1 diigim veya
ayrilamayan halka ise bu durumda Conway polinomunun derecesic —n + 1 dir.

Burada c 6rgiiniin gegisleri sayisidir [Birman,J.2,1969].

ISPAT: ifade etmeliyizki bu sonug¢ diigiimlenmeme (n — 1 gegit) icin de saglanir.
Lemma 5.2 den ve onu takip eden uyaridan sonug g¢ikarmanin mimkiin olmadig:
minimal gegisli pozitif 6rglinin, ¢—2 gegisli w orgisi w(oy, 03, ..., On1)0?
formunadir. Bu durumda 4. bsliimde verilen () ifadesinden eger w ayrlmus halka ise

(vani w ,0; lerden bagimsiz ise) sunu yazariz.
degVuo,o;(z) = deg[zVye,(z)] =1+ (c—1)—n+1l=c—n+1

Eger boyle degilse bu taktirde

degVyoo,(z) = maz{degV(z), degV o, (z)}
= maz{c—-n-l,c—n+1t=c-n+1

yazanz. Her iki durumda ¢eliskidir.

Asagidaki teorem sunu ifade eder: Pozitif bir diiglim 2m inci mertebeden Conway
polinomuna sahipse onun polinomunun derecesi great-great-...granny diigtimiiniin
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kapanis1 olan o}03...03, ile kapanist 0™ olan 2m + 1 tor diigiimiiniin derecesi olan

2 arasindadir.

- ’j 0
e ¥
" -~ ‘ .
4 Q[l) g a2 X 5.8 7
L~ ix 2 2 42
. , 0102—3132—1‘-0103-/212 .-S)
Velx) = I+l - S
51)( X +32X ,‘_ L,,
.”
g 1 v (x) = x3+2241
192 PN

Sekil 5.3 5;nin ve 3;#3; in Agact

Sekil 5.5 de bu smir deger olan 2 nin ispat1 verilmigtir. Sekil 5.5 de m = 2 i¢in bu
sinirin ingasinda ayrilmis halkalara olan kenarlar V(z) e katkisi olmadigindan ihmal

edilmistir.

TEOREM 5.1: Eger pozitif K diigiimii 2m mertebeden Conway polinomuna sahipse bu
taktirde,

Vi(z) = 2™ 4 Qo™ 4+ a4zt + arz? + 1

seklindedir. Burada (T;:) < @m-k) < (ka— k) ile tanimlanmistir [Buskirk,

1.V.,1983].

Herhangi bir diigimiin minimal gegitli projeksiyonunun gegit sayis1 ¢/ Conway
polinomunun derececesinden en az bir daha fazladir [Alexander,J.W.,1928],
[Rolfsen,D.,1976]. Pozitif diiglim olmasi durumunda ise ¢’ igin {ist sinir asagidaki
sonucu saglar. Bu sonug herhangi bir pozitif K diigtimtiniin minimal iplikcikli kapali
orgii projeksiyonundaki o; lerin istlerinin (total) toplamlarimin en ¢ok K nin Conway
polinomunun derecesinin iki katindan 3 daha az oldugudur.
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LEMMA 5.4: Eger K, 2m inci dereceden Conway polinomuna sahip bir esas diigiim
(trefoil harig) ise bu taktirde kapanisi K olan ve en gok 4m — 3 gegis iceren , minimal
gegise sahip bir p pozitif 6rgiisii vardir.

ISPAT: Lemma 5.3 den, 2m dereceli Conway polinomuna sahip 2 bilesenli gimtl
kapanigina sahip orgii m > 2 olmas: sartiyla , 4m — 3 den fazla gegit ihtiva etmez .
Eger, K diiglimiiniin, ¢ gegisli n bilesenli minimal gegisli 6rgiisiinii p ile temsil edersek
Lemma 5.1 den dolay1 ¢y,0,, --,0,,_; lerin herbiri en az iki kez p de yer alir ve buradan
c2>2n—2 dir. 4m—3 >c oldugunu ispatlamak i¢in lemma 5.3 den dolayt
4m — 3 = 2¢ — (2n + 1) oldugunda ¢ > 2n + 1 oldufunu gostermek yeterlidir.

Kabul edelim ki o;nin p de olusumunun minimal sayisi7 olsun.Yani ne p nin devirli
konjugesinde ne de orgli bagintilan olan 0y0,4.10; = 04410;0:41, 0i0; = 0;0;
(i >j+1) yi saglayan pozitif 6rgiide bulunanan en kiigiik oy in tstel degerlerinin
toplaminin minimal sayis1 r dir. Eger, p sayist o{w(o3, 03, --0,_;) formunda ise 7 nin
tek veya ¢ift olmasina gore kapanisi karmagik digiim(diigiimler toplamina) veya
halkadir(birinci iplikcigi birinci bilesen olan). Her iki durumda geligkidir. Su halde p

o1 w1 (02, 03, -+ -On-1)07* W (0, 03, Op_1)- 07 Ws(09, 03, - -0y 1)

olmalidir. Burada s > 2 ve w; ler de oy den bagimsiz olmamalidirlar.Gergekten eger
herhangi bir w; 2 den daha az o5 igerirse bu durumda,

0'1’LUi(0'2, 03, ...O'n..1)01 = w;(g& "'Un—l)alazo‘lw/ll(o';;, "'Un—l)
= 'LU;;(O';;, e '0'71.—1)0'20'10'2’l,U'1/(0'37 .. 'Un—l)

ifadesi r nin minimalligine aykinidir. $u halde, p de en azindan dért tane oy vardir(her
bir 0,1, 0; ile toplandiginda ¢, _sharig).Benzer olarak p de en az dért ¢,,_5 vardur.

Su halde eger n > 5 ise ¢ > 2n + 1 dir. Bununla beraber eger n =4 ve pde 2n + 1
gegisten daha az gegit i¢erdigi zaman K nin diigim olmasina karsit olmasina ragmen ya
P~ 0,09030,01090307 ve p nin kapamsi 4 bilesenli halkadir veya
D ~ 0,09030,0102030% ve p nin kapanigt tiglincli iplikcigi bir bilesen olarak kabul eden
halkadr.

Sonug olarak, eger n = 3 ise p ~ o 0'5'010;’, ve hem s’ hemde s tektir(bsyle degilse p
nin kapams1 halkadir) ve buradan ¢ > 2n + 1, veya r > 3 ve (p en az 4 tane o, ihtiva
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ettigi i¢in) ¢ > 2n + 1 olur.Gergekten eger n ¢ift ve en az 6 ise ¢ > 2n + 3 ve n tek ise
¢ 2 2n — 2 dir. Lemma 5.3 den n ve ¢ karsihikh ¢ifttir [Buskirk,J.,V.,1983].

W.Brau 1936 da monic Alexander polinomuna sahip on ve daha az gegisli diigiimlerden
132 tane esas diigiimii muhtemel pozitif diiglim olarak ele aldi (twenny diigiimii 5, de
dahil). Diger 41 diigiim ise (1099 i' de igeren ve kapamgsi o3c3o3os olan karmagik
toplam dtigtimi ile aym1 Conway polinomunu paylasan amphicherial diigiimle beraber)
1982 de L.Rudolph tarafindan pozitif diigiimler sifirdan farkl: isarete sahiptirler seklinde

siniflandirildi.

10 gegitten daha az gegitli olan 60 esas diiglim Teoremden dolay: pozitif olmayan olarak
verildi. Bunlardan 57 tanesinin (sahte agik diigimi 85 dahil) Conway polinomunun
katsayilar1 ¢ok kiigtik ve 3 tanesinin (Perko diigtimti 1014 dahil) katsayilan ise gok

biiytiktiir.

Bir diger 10 gegitli diigiim Lemma 5.4 ve ondan 6nceki uyanidan (6zel olarak kapanigi
030303 olan pozitif karmagik diigiimii olan 10143 diigiimii) pozitif olmayan olarak
adlandinlir ve 10 gegitli bir pozitif diiglimin Conway polinomunun derecesi 8
olmalidir. Dikkat edilirse Lemma 5.4 tek basina en ¢ok 38 tane pozitif diigiimiin

olabilecegi sonucunu verecek kadar kisitlayicidir.

Sekil 5.4 Pozitif Diigtimler

Bir diizine diigiimden Sekil 5.4 de gosterilen 8 tanesinin(gercek agik diigiimii 8;9 dahil
ve 5 diger tor diigiimii dahil) pozitif oldugu gézlenmistir [Buskirk,J.V.,1983].
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Sekil 5.5 de verilen 4 dugiimiin(kapamslan pozitif karmagik 3;#3,#3; diigiimiiniin
kapanigi ve 5;#3,#3;diiglim{intin kapamisiyla aym: Conway polinomunu paylasan 8;, ve
1067 diigtimleride dahil pozitif degillerdir.

Bu diigiimlerin orgiilerinin kaparslari r, s pozitif olmak tizere o]o5 03052 formunda
olup homogeneous olmalar: Stallings tarafindan diistiniilmistiir[Stallings,J., 1978].

UYARI: Pozitif bir K diigiimi i¢in Conway polinomunun katsayilarimn st sinirin
yukarida K nin (ayrilmis halkalari giden dallar ihmal edilerek) agacimi verdik. Bu
durumda ¢?™*! kapanisina sahip agacin deg Vg (z) = 2m olan alt agaci bulunabilir.
Bununla beraber, dallanmaya digiimlenmemenin ayrilmig halkalarnt elde edilinceye
kadar devam etmis olsaydik bu durumda tersine olarak o?™*!kapamgiun agaci
ooyt ve oot (m > 2) nin kapamisinin agacindan daha kuvvetli olmaliydi.

@&i@

5
Sekil 5.5 Inceledigimiz Diigiimler
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6. SONUCLAR

Bu ¢alismada temelde J.V. Buskirk tarafindan pozitif olup olmadiklar1 incelenmedigi
belirtilen dért diigiimiin pozitiflik kavramlar tizerinde durmaya galistik. Bu amagla
verilen diigiimlerin Srgiilerini ¢ikardik ve bunlarin temsillerini verdik. Bu diigiimler i¢in
Buskirk tarafindan verilen Lemma ve teoremleri kullanarak ve 6rgiilerinden hareketle bu
diigiimlerin pozitif olmadiklarim verdik. Ayrica bu diigiimlerin Conway polinomlarint ,

Conway'in metodunu uygulayarak elde ettik.

810, 105, 1047, 1062 diiglimlerinin o6rgiileri ve Conway polinomlan sirasiyla 4. ve 5.
bslimlerde incelendi. 8¢ dligiimiinin polinomu Vg, = 2% +32% +322 +1, 105
diigiimiiniin polinomu Vg, = 28 + 42% + 72* + 52% + 1, 1047 dtigiimiiniin polinomu
Vi, =25 +62°+ 824 + 522 + 1 ve 1062 diiglimiiniin ~ polinomuysa
Vs, = 28 + 520 + 82% + 522 + 1 olarak yazildi. Lemma 5.3 e gbre n bilesenli poxzitif
orgiiniin Conway polinomunun derecesi ¢ — n -+ 1 olmahidir. ¢ 6rgiiniin gegisleri sayisi
ve n de &rgiiniin iplikcikleri sayis1 olarak verilmistir. Bu degerleri yukardaki 4 diigiim
i¢in arastirinca 814 i¢in polinomun derecesi 9 , 105 ,1047, 10g, diigtimleri iginse 12 olarak
bulunur. Bu degerler asil degerlerden yiiksek olmaktadir. Dolayisiyla bu diigtimler igin

pozitif olmadiklar: yorumunu yapariz.
Benzer olarak, Teorem 5.1 uygulanirsa

810 diiglimiiicin3 < ap <6, 3<as <93, ag=1

105 diigiimiiigin4 < a3 10,6 < a4 <15,4< ag <7, ag =1,
1047diiglimiiigin4 < a3 £10,6 <04 <15,4< a6 <7, a3 =1,
10g;dtigiimi icin 4 < ay < 10, 6 < ag < 15,4< ag < 7, a5 = 1

olarak bulunur. Biz ise bu degerleri 5.bsliimde tam olarak verdik.

Ayrnica bu 4 diigiim igin ilave olarak su sekilde bir bagintinin bulundugunu kesfettik: Bu
dort diigtimiin regiiler diyagramlar gézlendigi zaman 22 1i terimin katsayis1 diigiimiin
iplikciklerinin birbirleriyle yapmus olduklari tam ilmeklerin sayisi kadardir. Benzer
olarak Conway polinomunun en yliksek dereceli ifadesi ise bu tam ilmeklerin sayis1 ve

4

geride kalan gegitlerin toplamu kadardir. Bu durumda 2*ve 2% li terimlerin sayisiu

hesaplamak problemi kalmaktadir.
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Herhangi bir dugtmin minimal gegitli projeksiyonunun gegit sayis1 ¢’ Conway
polinomunun derececesinden en az bir daha fazladir. Pozitif diigiim olmasi durumunda
ise ¢’ igin tst sinir agagidaki sonucu saglar. Bu sonug herhangi bir pozitif K diigiimiiniin
minimal iplikcikli ~ kapali &rgit projeksiyonunundaki o; lerin iistlerinin (total)
toplamlarinin en gok K nin Conway polinomunun derecesinin iki katindan 3 daha az
oldugudur(Lemma 5.4). Bu durumu bizim ¢alistigimiz 4 diiglime uyarlamaya ¢alisirsak
810 diiglimiiniin polinomunun derecesi 6 olup ¢’ =8 dir. 8;y igin Lemma 5.4
uygulanmaya ¢aligilirsa 9 gegitli minimal pozitif 6rgii bulunmalidir. Biz ise 12 gegitli
orgli bulduk. 105 diigtimii igin ¢’ = 10 polinomu ise 8. derecedendir. Orgiisii ise 15
gegitlidir. 1047 diiglimiiniin Conway polinomunun derecesi 8, drgiisiiniin gegit sayis: 15
olurken ¢’ = 10 olmaktadir. 10g; diigiimi i¢in ¢/ = 10 olurken polinomunun derecesi 8,
Orgiisiiniin gegit sayst ise 15 dir. Bu diiglimlerin 6rgiilerinde minimal durumu gézéniine
alirsak dahi geg¢it sayilar1 11 olmaktadir.

Ayrica Stallings tarafindan {03 '005? formunda disiiniilen bu diigiimler [Stallings,].,
1978] i¢in 0 = o3 formunda ise bu diigiimlerin 6rgiileri bu formu saglamaz. Yani 89
i¢in B = 020,07 20207205 005 elde edilir. Diger digiimler iginde bu séz konusudur.

810, 105, 1047 ve 10¢; diigtimleri i¢in buldugumuz &rgii temsillerini s6yle 6zetleyebiliriz.

Di Artin Gerenlerine Gore H(n) Grubuna gore | Garside Gerenlerine gore
g

— — T3 —T—— ———
819 B =v35'0l0,01 %030 %0510} | B = asazlazies! | B= A~*Colo,ABABCG}
105 8 = o37'odostor oo %0707t | B = agfanserd 8 = A7 Ao3 ACG3(BC )P Alor0y010307)

- D = - -— - = k]
105; | B = 031050,000501 205 05) B = ayahanar | 8= A~*A030+070%(0103010302)(0102030107) Al0203010201)
1063 = o5'o3o,07%0d07 05 05! | B = agaitenad | 8= A~10A(di02)(BCYR(BAC

3 0302010501 03 03 19 1
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