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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
INTERPOLASYON ESITSIZLIKLERI VE BEREZIN YARICAPLARI
Osman Okan SATMAZ

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

Sunulan bu yiiksek lisans tezinde sayisal yaricap, Berezin sembolii ve Berezin yaricap
hakkinda bazi temel teoriler tamtilmistir. Ayrica, fonksiyonel Hilbert uzay operator
iceren Berezin yarigap icin temel esitsizlikler incelenmistir. Sunulan bu yiiksek lisans tez
caligmasi bes ana boliimden olusacak bigimde planlanmustir. i1k olarak giris kisminda,
Berezin sayis1 ve sayisal yaricapr kavramlarinin kullanim alanlari, 6zellikleri ve tarihsel
stirecinden bahsedilmistir. Kaynak 6zetleri kismi olan ikinci boliimde, tezde caligilmig
olan problemlerin tarihsel gelisimi ve son donemde yapilan ¢alismalar detayli olarak
incelenmigtir. Bilinen yardimci teoremler olarak isimlendirilen sonraki boliimde ise
tiim calisilan konularla ilgili notasyon, tanmim ve ilgili esitsizlikler, Berezin doniisiimii,
Berezin yaricap1 ve genellestirilmis durumlar ile ilgili son yillarda yapilan ¢aligmalara
yer verilmigtir. Bununla birlikte, sonuclarimizda kullanacagimiz bazi temel yardimci
teoremler sunulmustur.

Aragtirma Bulgulari ve Tartisma olarak isimlendirilen diger boliim iki alt kisma
ayrilmigtir. Dordiincii boliimiin ilk alt kisminda Berezin yaricap esitsizliklerinin birkag
iyilestirmesi olusturulmustur. Ayrica bu bdliimiin temel amaci olarak, operator konveks
fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak sayisal yaricap i¢in bilinen baz1 esitsizliklerin
yeni interpolasyon esitsizlikleri sunulmustur. Berezin yaricapi ve operator norm ile ilgili
temel esitsizliin baska bir iyilestirmesini olan esitsizlik kullanilarak 6zel durumda yeni
bir esitsizlik elde edilmistir. Ozel durumda, bir fonksiyonel Hilbert uzay, hiponormal
operator ve sifir1 icinde bulunduran pozitif reel sayilar kiimesi iizerinde taniml1 negatif
olmayan artan operator konveks fonksiyon i¢in yeni bir esitsizlikler gosterilmistir.

Sunulan bu tez ¢alismasinin son boliimii Sonug ve Oneriler kismidir. Besinci boliim
olan bu kistmda bir 6nceki boliimde verilen ana sonuglar kisa olarak tartisilmig ve
bu sonuglarin devami veya ilgili sonuglar ile ilgili bir takim 6neriler ve problemler
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal yaricap, Berezin yarigapi, Fonksiyonel Hilbert uzay,
Berezin norm, Konveks fonksiyon, Esitsizlikler.
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ABSTRACT
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INTERPOLATION INEQUALITIES AND BEREZIN RADIUS
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Supervisor: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

In this master thesis, some basic theories about the numerical radius, the Berezin
symbol, and the Berezin radius are introduced. Also, the basic inequalities for the
Berezin radius involving a functional Hilbert space operator are analyzed. We plan to
structure this master thesis into five main chapters. Firstly, in the introduction part, the
usage areas, properties, and historical process of the concepts of Berezin number and
numerical radius are mentioned. In the second chapter, the historical development of
the problems studied in the thesis and recent studies are analyzed in detail. In the next
section, known auxiliary theorems, notation, definitions, and related inequalities, the
Berezin transformation, the Berezin radius and generalized cases are given. In addition,
some basic auxiliary theorems that we will use in our results are presented.

The next section, called Research Results and Discussion, is divided into two
subsections. In the first subsection of the fourth section, several refinements of the
Berezin radius inequalities are established. Also, as the main aim of this chapter, new
interpolation inequalities of some known inequalities for the numerical radius using the
properties of operator convex functions are presented. A new inequality is obtained
in the special case by using another improvement of the basic inequality related to the
Berezin radius and the operator norm. In the special case, a new inequality is shown
for a nonnegative increasing operator convex function defined on a functional Hilbert
space, a hyponormal operator, and a set of positive real numbers containing zero.

The last chapter of this thesis is the Conclusion and Suggestions section. In this section,
which is the fifth chapter, the main results given in the previous chapter are briefly
discussed, and some suggestions and problems related to the continuation of these
results or related results are given.

Keywords: Numerical radius, Berezin radius, Functional Hilbert space, Berezin norm,
convex function, inequalities.

2025, 39 pages
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SIMGELER DIiZiNi

B(H)"
ber(®)
Ber(®)

B (%)’ daki tiim pozitif operatorlerin kiimesi
®’nin Berezin yarigapi

®’nin Berezin kiimesi

Birim disk

Hilbert uzay

Birim operator

Fonksiyonel Hilbert uzay

$ uzayinin normallestirilmis ¢ekirdek iireteni
X operatOriiniin minimum normu

Gergel sayilar kiimesi

X operatoriiniin gercel kismi

&’nin Berezin sembolii

Sayisal aralik kiimesi

Sayisal yaricap

®’nin Berezin normu



1. GIRIS

Bir operatoriin Berezin sayis1 ve sayisal yaricap: kavramlar: bir ¢cok alandaki cesitli
uygulamalar1 nedeniyle kapsamli bir sekilde incelenmistir. Uretici ¢ekirdekler konusu
harmonik ve biharmonik fonksiyon simiflar1 icin kullanilan Zaremba ve integral
denklemler teorisi i¢cin kullanan Mercer’e kadara dayanmaktadir. Daha sonra, analitik ve
harmonik ve analitik fonksiyon siniflar1 i¢in bu kavram verilmis ve ¢ekirdek fonkiyonu
olarak isimlendirilmistir (Bergman, 1922). Yakin zamanda, bu kavram diferensiyel ve
integral denklemler, operatorler teorisi ve harmonik analizde uygulanarak faydal ¢iktilar
almmustir (Saitoh, 1988). Bu kavram sayesinde tanimlanan Berezin sembolii, 6zellikle
Hardy ve Bergman uzaylarindaki Toeplitz ve Hankel operatorleriyle olan baglantisi
acisindan kapsamli bir incelemeye tabi tutulmustur. Genis kapsamli uygulamalari,
operatorleri benzersiz bir sekilde karakterize etmede vazgecilmez bir rol oynayarak
cesitli analitik sorgulamalara yayilir. Her hangi iki operatdr & ve JJ ve bunlarin Berezin
sembolii & ve J olmak iizere her © € E icin & (©) = J (©) olarak ifade edilir ve & = J

oldugu anlamina gelir.

Felix Berezin’e ithafen Berezin sayisi, ilk olarak Berezin (1972, 1974)’te kendisi
tarafindan onerilmistir. Matematiksel analizde esitsizlikler, operatorlerin 6zelliklerini
alt ve iist sinirlar seklinde analiz etmek i¢in kullanilir. Bilim ve miihendisligin ¢ogu
alanlarinda, matematiksel esitsizlikler, gercek diinya problemlerini tanimlamanin ve
bunlara ¢6ziim 6nermenin en 6nemli yoludur. Analiz derslerinde incelenen pek ¢ok
operator tiiriiniin sinirlilik 6zelligi, teori ve uygulama olusturmada 6nemli bir husustur.
Ornegin alt ve iist sinirlardan bazi alakali konularin incelenmesinde 6nemli olan operator
normunu olusturmak i¢in yararlanilir. Matematik ve matematiksel fizik alanindaki
bircok arastirmaci, fonksiyonel Hilbert uzayinda tanimlanan bir operatoriin Berezin

semboliiyle ilgilenmektedir. Bu amacla, birka¢ matematikg¢i
ber (8) < (&) < || (L1)

seklinde verilen esitsizlik hakkinda bazi iyilestirmeler ve genellestirmeler yapmistir

(Bhunia vd., 2023a; Garayev vd., 2016, 2017, 2021b,a; Giirdal ve Basaran, 2023a;



Basaran ve Giirdal, 2023a; Huban vd., 2021c, 2022c). Bu esitsizligin inceliklerini ve

uzantilarini elde etmek akademisyenlerin ilgisini cekmektedir.

Tezin amac iiretici ¢cekirdek ve onun yardimiyla elde edilen Berezin sembollerini
kullanarak bazi operator siniflarinin Berezin yaricap: icin hedeflenen esitsizlikler ile
ilgili yeni sonuglar ortaya koymaktir. Bu amaca ulagsmak i¢in temel argiimanlarimiz
pozitif operatorler icin klasik Schwarz esitsizligi, Schwarz esitsizliginin bir varyanti,
operator konveks fonksiyon, alisilmis norm i¢in aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi,
sayisal yaricap ve genellestirilmis sayisal yaricap esitsizlikleri kullanmaktir. Bu
argiimanlar kullanacagimiz metodlarla beraber calismamiza yeni bir bakis acisi

kazandirmigtir.

Tez calismasi sonucunda ortaya konan sonuglar asagida 6zet olarak verilmistir. Bu 6zet

ile ilgili detaylar Arastirma Bulgular1 ve Tartisma boliimde verilecektir.

* Berezin yaricap esitsizliklerinin (3.13) gibi birkag iyilestirmesi olusturulmustur.
Ayrica bu kisimda, operator konveks fonksiyonlarin 6zelliklerini kullanarak
sayisal yarigap i¢in bilinen baz esitsizliklerin yeni interpolasyon esitsizlikleri

sunulmustur (Kisim 4.1).

* Berezin yarigapi i¢in bilinen yeni interpolasyon esitsizlikleri, operatdr konveks

fonksiyon 6zellikleri kullanilarak elde edilmistir (Kisim 4.2).



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde tezimiz lizerinde ¢alisilmig olan problemlerin tarihsel gelisimi ve son

donemde yapilan ¢calismalar detayl olarak incelenecektir.

Normlu bir lineer uzayda lineer bir operatdriin sayisal aralifi, operatoriin hem cebirsel
hem de norm yapilariyla iligkili olacak sekilde insa edilen skaler alanin bir alt kiimesidir.
Bu yoniiyle, cebirsel yapiyla iligkili ancak normdan bagimsiz olan spektrumdan farklidir.
Bir Hilbert uzay1 iizerindeki bir operator i¢in sayisal aralik tanimi 1918 yilinda Toeplitz
tarafindan ortaya atilmistir. 20(®) sayisal aralidi, motivasyonunun bir kismini klasik
ikinci dereceden formlar teorisine bor¢ludur. Ancak modern gelismeler dogal olarak
siirl1 lineer operatorler teorisi agisindan verilmistir. ikinci dereceden formlarin teorileri
ve uygulamalart matematigin ve diger bilimlerin bir¢ok boliimiinde yer almaktadir.
20(B) icin &’nin sayisal araligi ve & icin degerler alani olan iki rakip isim vardir.
I1ki tarihsel olarak fonksiyonel analiz toplulugu tarafindan, ikincisi ise matris analizi
toplulugu tarafindan tercih edilmistir. Baslangicta, Toeplitz ve Hausdorff buna bilineer
bir formun Wertvorrat’1 demislerdir, bu nedenle diger iyi isimler deger alan1 veya form
degerleri olabilir. Rus toplulugu bunu Hausdorff alan1 olarak adlandirmistir. Murnaghan,
bir n X n matris & i¢in bu degerlerin kapsadig1 kompleks diizlemin bolgesini, daha
sonra Hermitian matrisin aralifini, daha sonra da aranan bolge olarak adlandirdigi
seyi analiz ettifinde degerler alan1 olarak adlandirdi. Marshall Stone operator teorisi
tizerine yazdig kitabinda 20(®) i¢in sayisal aralik adin1 kullanmayi tercih etmigtir
(Hille, 1934). Sayisal aralik (sayisal yaricap ve genellemeleri) terimi, operatdr teorisi,
fonksiyonel analiz, C*-cebirleri, Banach cebirleri, matris normlari, esitsizlikler, sayisal
analiz, kuantum fizigi, kuantum hesaplama gibi saf ve uygulamali matematigin bircok
farkl1 daliyla ilgilidir ve bu dallarda uygulamalar1 vardir. Ote yandan, cebir, analiz,
geometri, kombinatoryal teori ve bilgisayar programlama gibi ¢ok c¢esitli matematiksel
araclar, calismalarinda yararlidir. Sayisal 20(®) araligi hakkinda daha fazla bilgiyi
iceren literatiirde bircok kitap vardir (Riesz ve Nagy, 1955; Halmos, 1982; Horn ve
Johnson, 2012; Bonsal ve Duncan, 2013; Furuta, 2001).

Esitsizlikler, klasik Yunan Geometrisinden Modern Kalkiiliis’e kadar matematiksel

kesiflere yardimci olmustur ve esitsizliklerin statiisiiniin sadece bazi matematige



destek olmaktan ¢ikip calisilacak bir disiplin haline gelmesi iki bin yil siirmiistiir.
Klasik Yunan Geometrisinde esitsizlikler, nicelikler arasindaki olgusal iligkileri ifade
ediyordu. Hintli ve Cinli matematikgiler de bu esitsizlikler hakkinda bilgi sahibi olmus
olabilirler. Modern donem Cebir’in gelisimi ile temsil edilmektedir. Cebirin yiikselisi
ve matematiksel sembollerin benimsenmesi, esitsizliklerin matematigin biiyiik resminde
daha kolay fark edilmesini saglamistir. Fonksiyonlar teorisinin yiikselisiyle birlikte
esitsizlikler daha fazla deger kazanmig gibi goriinmektedir. Matematikgciler iinlii Antik
esitsizlikleri kanitlamak (6rnegin Cauchy), uzantilarin1 olusturmak (6rnegin Schwarz)
veya yenilerini gelistirmek (6rnegin Newton, Maclaurin, Bernoulli) i¢in ¢caligmaya
bagladilar. Yiizyillar boyunca iiretilen ve kullanilan ¢ok sayida esitsizlik olmasina
ragmen, esitsizliklerin biiyiik tiretimi Journal of the London Mathematical Society’nin
ortaya ¢ikmasiyla baglamistir. Ayrica, ilk esitsizlikler tarihi kitab1 Hardy ve arkadaslar
tarafindan 1934 yilinda Inequalities (Esitsizlikler) kitabinin editorliigiinde yazilmigtir
(Hardy vd., 1967). Gustafson ve Rao’nun kitabinda sayisal aralik, lineer operatorlerin
ve matrislerin degerleri alani, sayisal aralik ve sayisal yaricap kavramlari, operator
teorisi, trigonometri, sayisal analiz ve digerleri dahil olmak iizere Cagdas Matematigin
cesitli alanlarinda 6nemli bir rol oynamaktadir (Gustafson ve Rao, 1997). 1997°den bu
yana bu matematiksel nesnelere adanmig arastirmalar biiyiik 6l¢iide artmistir. Daha 6nce
de belirtildigi gibi esitsizliklerin kendine yer bulamadig1 neredeyse hicbir matematik
alam yoktur. Sonug olarak, sayisal yarigcapla ilgili esitsizlikler diinya ¢apinda bir¢ok
matematikei i¢in biiyiik bir aragtirma konusu haline gelmistir (Bhunia vd., 2022; Bonsal
ve Duncan, 2013; Gustafson ve Rao, 1997; El-Haddah ve Kittaneh, 2007; Furuta vd.,
2005a; Heydarbeygi ve Amyarii, 2021; Heydarbeygi vd., 2020; Kittaneh, 2002, 2004,
2003; Sababheh vd., 2019).

Uretici ¢ekirdek konusu Aronszajn (1950) tarafindan verilmistir ve bu kavram
diferensiyel ve integral denklemler, operatorler teorisi ve harmonik analizde uygulanarak
faydali ¢iktilar alinmistir (Saitoh, 1988, 1997). Felix Berezin, kuantizasyonda bir
arag¢ olarak fonksiyonel Hilbert uzayi izerindeki bir operatoriin Berezin doniigiimiinii
tanitmistir (Berezin, 1972, 1974). Bir operatoriin Berezin doniisiimii, operator hakkinda

onemli bilgiler saglar. Ozellikle, Hardy uzayi, Bergman uzay1, Dirichlet uzay1 ve



Fock uzaylar1 dahil olmak iizere en bilinen fonksiyonel Hilbert uzaylarinda, Berezin

doniisiimiiniin operatorii benzersiz bir sekilde belirledigi bilinmektedir.

Berezin doniisiimiinii iceren ilk onemli sonuglardan biri, Hardy uzayi iizerinde
calisan Toeplitz operatorlerinin tersinebilirligini icerir (Douglas, 1973; Nikolski, 1986).
Bununla ilgili benzer sonuglar Karaev tarafindan ispatlamigtir . Bunlar ile ilgili diger
onemli sonuclar icin Nordgren ve Rosenthal (1994); Engli§ (1999); Karaev (2002,
2006a, 2012), Garayev vd. (2016) ve Garayev vd. (2017) calismalarina bakilabilir.
Devaminda iiretici ¢ekirdek ve bunun yardimiyla elde edilen Berezin sembolii ¢cok
sayida arastirmacinin dikkatini ¢cekmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir (Ahern,
2004; Axler ve Zheng, 1998; Bakherad ve Garayevl, 2019; Basaran vd., 2019, 2022;
Basaran ve Giirdal, 2023a,b; Basaran vd., 2019; Cowen ve Felder, 2022; Giirdal ve
Alomari, 2022; Huban vd., 2021b; Garayev vd., 2020; Giirdal ve Yiicel, 2022; Huban
vd., 2021a,b; Saltan vd., 2022; Yamanci vd., 2020; Garayev vd., 2020; Basaran vd.,
2019; Kilic, 1994, 1995; Saltan vd., 2022; Stojiljkovic ve Giirdal, 2024).

Bu tez ¢calismasinda, Berezin sembolii ve Berezin yarigapi ile ilgili 5nemli esitsizliklerin
elde edilmesi iizerine bazi incelemeler yapilmistir. Calismada elde edilen sonuclarda
Huban vd. (2021a), Dragomir (2013), Giirdal ve Basaran (2023b) ve Lu (2022)’deki

calismalarda mevcut olan yontemler ve sonuclar kullanilarak ortaya koyulmustur.



3. BILINEN YARDIMCI TEOREMLER

Sunulan bu tez caligmasi bazi iyi bilinen esitsizlik tipleri kullanilarak Hilbert
fonksiyon uzaylarinda ifade edilen Berezin doniisiimii notasyonu icin yeni tipli Berezin
say1 esitsizlikleri ile ilgili incelemeleri amaclamaktadir. Bu baglamda hedeflenen
problemlerin ve bu problemlere yonelik ortaya konan ¢dziim yontemleri ve sonuglarinin

kolaylikla algilanabilmesi i¢in gerekli terim ve notasyonlar: bu boliimde sunacagiz.

Bu kisim, sayisal yaricap, Berezin yaricapi ve genellestirilmis Berezin yaricapi ile ilgili
esitsizlikleri arastirmamiz icin gerekli olan operatorler ve yardimci teoremler ilgili bazi

temel konularin kisa bir incelemesini icermektedir.

$) uzayi (.,.) i¢c ¢carpimui ile bir kompleks Hilbert uzayi tanimlasin ve B (£)) uzay1 )
tizerinde tiim sinirlt lineer operatérlerinin ailesi olsun. & € B (£))) icin & nin operator
normu

18] = sup {[|&¢]| : x € 5 ve [[¢f| =1}

ile gosterilir.

Eger her bir ¢ € § i¢in (&r,r) > 0 ise 0 zaman & € B () operatoriine pozitiftir denir.
Eger & pozitif ve tersinebilir ise & > 0 seklinde yazilir. Eger &*® — 8&* > 0 ise

& € B ($) operatoriine hiponormal denir.

& operatoriiniin sayisal degeri

o (&) = sup{[(Sr,1)| :x € H and ||| =1}

ile tanimlanir. to (.) sayisal yarigap tiim sinirl lineer operatorleri B () cebiri iizerinde

bir normdur. Yani,

(i) Herhangi & € 9B ($)) i¢in to (&) > 0 verilsin. Bu durumda v (&) = 0 olmas! i¢in

gerekli ve yeterli kosul & = 0 olmasidir,

(ii) Herhangi € Ci¢in w ({&) = |{|10 (&) ve BBnB ($H) olmasidir,



(iii) Herhangi &,J € B () icin to (& +J) < 1o (&) + 1o (J) dir,
kosullarini saglar (Dragomir, 2009, 2013).

® € B (H) i¢in & nin eslenigi B* ile ve |&| ve |B*| ise sirasiyla & ve &* nin pozitif
kistmlarini tammlayabiliriz. Yani, |6| = (6*6)!/? ve |6*] = (66*)/? olur.

Yardimei Teorem 3.1 (Buzano (1971)). ||e|| = 1 olmak iizere ¢,v,¢ € § olsun. Bu

durumda

(el Mol + e, 01)

| =

[(&,¢) (e,0)] <

saglanir.

Yardimei Teorem 3.2 (Bhunia ve Paul (2021a)). &,J € B ($) kendine es operatirler

olsun. Bu durumda

16 +3 < /02 (& +i3) + [ &]]]|3] + o (38)
olur.

Yardimc1 Teorem 3.3 (Heydarbeygi ve Amyarii (2021)). & € B () bir pozitif

operatirler olsun. Bu durumda ||¢|| = 1 ile x € $ ve herhangi A > 1 igin

(@)t [ 1+2(A 1) 1—@ §<®’Lm>
(Gr,1)?

saglanr.

Yardimci Teorem 3.4 (Kittaneh (1988)). & € B () oldugunu varsayalim. f ve g
fonksiyonlart her t € [0,00] icin f(t)g(t) =t bagintisini saglayan ve |0,o| iizerinde

negatif olmayan fonksiyonlar olsun. O zaman her ¢, € §) icin

(@0t (8Dl g1 )l

saglanir.



Yardimc1 Teorem 3.5 (Bhatia ve Kittaneh (2000)). &,J € B () pozitif olsun. Bu
durumda

1
|83 < - |6 4+3|? 3.1)

saglanir.

Yardimci Teorem 3.6 (Kittaneh (1988)). (i) & € B () olsun. Eger f,g:[0,00] — [0, 0]

fonksiyonlar her t > 0 icin f (t) g (t) =t yi saglayan siirekli fonksiyonlar ise o zaman

[(&r,m| < f(I8)ellllg (8" )vll, Ve,p € H (3.2)
saglanir.

(ii) ||x|| = 1 olacak sekilde ¢ € $) olsun. O zaman

[(B2,1)* < (18] 1,1) (|&*[1,1) (3.3)

olur.

Yardimcei Teorem 3.7 (Karaev (2002)). Eger &,J € B (9)) pozitif operatorler ise o
zaman |&F|| = ||&]| ||| olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul ||& +J|| < ||&|| + ||J]]

olmasidr.

Simdi, operator konveks fonksiyonunun tanimini hatirlayalim: J araliginda reel degerli
bir siirekli f fonksiyonu her ¢ € [0, 1] i¢in ve spektralari J’de bulunan bir Hilbert uzay1

$) tizerinde her kendine eslenik & ve J operatorii i¢in operatdr mertebesinde

f(A=1)6+13) < (1—1) f(8) +1f(J)

ise operator konveks olarak adlandirilir. Eger 1 <r <2veya —1 <r<O0ise f(t) =t

fonksiyonu konveks operatordiir.

Yardimci Teorem 3.8 (Furuta vd. (2005b)). & € B () kendine eslenik bir operatir ve

r € 9 bir birim vektor olsun. Eger f fonksiyonu & ’nin spektrumunu iceren bir aralik



lizerinde konveks bir fonksiyon ise

F{&r,1) <(f(B)r,1) (3.4)

saglamr. Eger f bir konkav ise (3.4) esitsizligi ters yonde de gecerli olur.

Yardimcr Teorem 3.9 (Dragomir (2011)). f :J — R fonksiyonu J araliginda bir
operator konveks fonksiyon olsun. & ve J, spektralart J’de olan iki kendine eslenik

operator olsun. Bu durumda

f(®2+3> 5/()1f<<1—f>@5+t3>dts %(f(®)+f(3)) (3.5)

saglamr. Eger f negatif degilse o zaman (3.5) operator esitsizligi

Hf<6;3>H < H/Olf((l—r)eiﬂﬁ)dt

norm egitsizligine indirgenebilir.

1
< IF@+7@1 (66

Yardimci Teorem 3.10. f: [0,d] — [0,00] (d > 0) fonksiyonu f(0) =0 ve o € [0,1]

ile artan bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

f(ox) =af(x) (3.7)

olur.

Yardimci Teorem 3.11 (Aujla ve Silva (2003)). f fonksiyonu [0,e) araliginda tanimh
negatif olmayan artan bir konveks fonksiyon ve &,J € B ($)) pozitif bir operatir olsun.

Bu durumda her 0 <v < 1 icin

1F (T =v)&+vF)[| < [|(1=v) f (&) +vf D)l (3.8)

saglanir.



Yardimci Teorem 3.12 (Huban vd. (2021a)). H = H (Q) bir fonksiyonel Hilbert uzay
ve &, 3 € B (9) bir dz-eslenik olsun. Bu durumda

16+ 31| < \/ber? (& +i3) + | 8] 3] +ber (36) (3.9)
esitsizligi saglanir.

Yardimcei Teorem 3.13 (Basgaran ve Giirdal (2021)). & € B (9)) pozitif bir operatir

olsun. Bu durumda her A € Q icin

(é(x))agl@(x), a>1 (3.10)

g 51/2(1)
lamr: Burada pt =142 (o —1) (1= 223 ) g
saglamir. Burada p ( ) ( (05(1))1/2> ir

Yardimci Teorem 3.14 (Yamanci ve Karli (2020)). Eger & € B ($)) bir hiponormal

ise, yani &*B — BB > 0, ve 0 < A < 1 olmak iizere v=min{A,1 — A} ise o zaman

1 *
() < L1121+l

(3.11)

saglamr. Burada § > 1 ve { =infgcq {K (%,2) } dir.

B (9) karmagik bir Hilbert uzay1 (9, (.,.)) tizerindeki tiim sinirli dogrusal operatéorlerin
C*-cebirini ve B ($))’deki 1 B (§)) ozdeslik operatoriinii gostersin. Bir & € B ()
operatdriiniin, her ¢ € § i¢in (&g, r) > 0 ise pozitif oldugu soylenir. & pozitif ve ters
cevrilebilir ise & > 0 yaziyoruz. & € B () i¢in, *,8 nin eglenigini gosterir. |G| =
(05*05)1/2 ve |B*| = (6@*)1/2 yaziyoruz. Her € B (9)), & =R (B)+i3 (B) seklinde
ayristirilabilir, burada R(6) = 1 (& +&*) ve 3(6) = 5 (6 —®*). Bu ayrisgima
@’nin kartezyen ayrisimi denir. to (&) ile gosterilen & € B ($))’nin sayisal yarigapi
o (&) = sup {|(Gu,u)| : u € $H ve ||lu|| = 1} olarak tanimlanir. & € B (§)) nin operator
normunun ||&|| = sup{||&ul|:u € Hve ||u]| =1} ile tamimlandigim hatirlayalim.

to (.)’nin B ($)) iizerinde bir norm tanimladigini dogrulamak kolaydir. Ayrica, 5 ()

10



tizerindeki operatér normuna esdegerdir ve

1

S8l =w (&) <|8] (3.12)
saglanir.

Yakin zamanda yayinlanan bir kitap Bhatia ve Kittaneh (2000) ve (3.12)’deki
esitsizliklerin cesitli iyilestirmelerini ve ilgili sonuglar: tartismaktadir. Okuyucu ayrica

Buzano (1971) makalelesini ve referanslarinida inceleyebilir.

Simdi dikkatimizi fonksiyonel Hilbert uzayina (FHU) ceviriyoruz. Fonksiyonel
Hilbert uzayr H = H (), bos olmayan bir kiime € iizerindeki tim kompleks degerli
fonksiyonlarin bir Hilbert uzayidir ve nokta degerlendirmelerinin siirekli olma 6zelligine
sahiptir, yani her T € Q i¢in E¢ (h) = h(7) ile tanimlanan E : ) — C eslemesi siireklidir.
Riesz temsil teoremi, her T € Q igin h(7) = (h,k;) olacak sekilde tek bir k; € ) nin
var olmasini saglar. Her 7 € Q i¢in k; koleksiyonuna §)’nin yeniden iireten ¢ekirdegi
ve her 7 € Q i¢in k= Hk]i—rl\;j koleksiyonuna $)’nin normallestirilmis yeniden iireten
cekirdegi denir. Herhangi bir & € B () i¢in, & nin Berezin sembolii, Berezin (1972)
tarafindan tanitilan, her 7 € Q i¢in ® (1):= <(’5ET,ET> seklinde tanimlanan Q iizerindeki
bir & fonksiyonudur. &’nin Berezin kiimesi (veya aralig1) Ber(®) ile gosterilir ve
Ber(®) := {évi (1):7€ Q} olarak tanimlanir. &’nin Berezin sayis1 (veya yaricapi)
ber(®) ile gosterilir ve &’nin Berezin normu ||& ||, ile gosterilir ve sirastyla su sekilde
tanimlanir:

ber(®) := sup é(r)‘ and |||, 1= sup H@E
T€Q TeQ

(Karaev, 2006b, 2013). &,J € B($)) icin Berezin sayisinin ve Berezin normunun

tanimindan asagidaki 6zelliklerin saglandig1 agiktir:

(B1) Her a € C i¢in ber(a®) = |a|ber(®),

(B2) ber(® +J) < ber(&) + ber(J),

(B3) ber(@) S HQSHber’

11



(B4) Herx € C igin ||a®||ber = |OC| ||Q5||ber’
(BS) ”Q5+3Hber S ’|Q5“ber+ Hﬁuber’
(B6) ||®||ber = H@*Hber ve ber(@) = ber((’5*)

Bhunia vd. (2023b)’te, eger & € B($) pozitif ise |G|z, = ber(&) oldugu

kanitlanmigtir. Tanimdan Ber(®) C 20 (&) oldugu agiktir ve bu nedenle
ber(®) < () < & (3.13)
elde edilmistir.

Berezin sayis1 esitsizlikleri yillar boyunca bircok matematikgi tarafindan incelenmistir
ve son yillarda bu konu hakkinda giincel sonuglarin elde edilmesine devam edilmektedir
(Basaran vd., 2019; Basaran ve Giirdal, 2023b; Basaran vd., 2022; Chalender vd., 2012;
Garayev vd., 2017, 2021a; Giirdal ve Yiicel, 2022).

2021 yilinda Huban vd. (2021a)

1 1
2|1er 1o <ver(®) < o+ 1677|| (3.14)

ber
ve r > 1 i¢in

o 1 .
ber” (376) < - [[16]"+ 3" llper (3.15)

esitsizliklerini kanitlamislardir. Ayrica ayn1 yazarlar

ber

1 « 1 1/2
ber(6) < 3 1161+ 18 lher < 5 (18 e+ [1S11L7) (3.16)

ve r > 1 i¢in

1
ber” (&) < 5 H\e5\2’+ &4 (3.17)

ber

esitsizliklerini kanitlamiglardir (Huban vd., 2022a,b).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde, esas olarak Berezin yaricap esitsizliklerinin (3.13) gibi birkag iyilestirmesi
olusturulmustur. Ayrica bu boliimde, operatér konveks fonksiyonlarin 6zelliklerini
kullanarak sayisal yari¢ap i¢in bilinen bazi esitsizliklerin yeni interpolasyon esitsizlikleri

sunulmustur.
4.1. Berezin Yaricap Esitsizliklerinin Baz1 Iyilestirmeleri
Simdi asagidaki norm esitsizliklerini ispatlayalim.
Teorem 4.1. $ = § (Q) bir FHU ve &,J € B () olsun. Bu durumda
16+ 30er < NI+ 130er + 5 1876 433 +ber (673)

ve
1
~112 2 ~112 A~ ~
”(’5 +\J||ber S ||®||ber+ ||\J||ber+ z H®®* +\j\5*”ber+ber(®‘j*)
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. T ve v keyfi bir say1 olsun. Bu durumda

>2
2 ~ o~ ~ o~
+2|(8k: k) (ke o)
2 ~ o~ ~ —~
+2)<®k1,kv> (ke 3k )

2 —~
+H@kf

)
)

[
P

Ny
>~

c

)

=
=~
Ny
Kl

\3&

+‘ 05%1,3%v>
)+ ek 5

2 1 - o~
5 (6 6+ 39 ke ko) + (6 The, ke )

)
)

IN
=
»‘
Ny
=~
c

43 (e

|

)
)

VAN
o o
G
=)
2
5)
[\ )
_|_
!
=)
2
g*)
S~ S~ T T S~

x
=~

Ny
=~

&4

IN
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elde edilir. Burada dordiincii esitsizlik Buzano’nun esitsizliginden elde edilir (Buzano,

1971). Buzano esitsizligi: eger r,n,¢ € $ ve ||e|| = 1 ise 0 zaman

(el Mol + e, 01) 4.1)

| =

[(&;¢) (e,0)] <

anlamina gelmektedir. Simdi, T = v ile her 7, v € Q {izerinden supremum alinirsa

2 ~ o~ 2
=+ sup )<3k1;k1>

(19

2 ~ o~
< sup‘<(’5k1,k1>

TEQ

sup ‘<((’5 +3)E,E>

TeEQ

+ sup% <(c5*c5 +3*3>E,E> + )<®*JE,E>

(19

ve esdeger olarak

16+ 30er < N0+ 130er + 5 676 +3 U +ber (®73)  42)
elde edilir. (4.2)’de &’yi &* ile ve J’yi J* ile degistirirsek

16+ 30er < NI+ 130er+ 5 1667 +33° o +ber(63)
olur. Ispat boylece tamamlanmus olur. [

(Huban vd., 2021a, Theorem 3.1)’de, Huban vd. tarafindan (3.13)’deki ikinci esitsizligin

bagka bir iyilestirmesi elde edilerek

1 * * 2 1 * *

Z”QS ®+Q5Q5 Hbeerer (Qj) S EHQS Qs-l_@@ ”ber (43)
esitsizligi kanitlanmugtir.

Yukaridaki norm esitsizliklerine dayanarak Huban vd. (2021a)’nin elde ettigi (4.3)

esitsizliginin asagidaki iyilestirmesi elde edilmistir:
Teorem 4.2. $ = H(Q) bir FHU ve & € B ($) olsun. Bu durumda

1 * *
Z HQ5 &+066 ”ber

14



1

* * 1 * * 2|2
< [(||®+® e+ 18 = & l3er) +5 (16 + & fper = 18 = &3, }

< berz(QS)

saglanr.
Ispat. & = J+ iR, &’nin kartezyen ayrisimi olsun. Bu durumda J ve R kendine es

operatorlerdir ve *& + 8&* =2 (3> + R?) dir. O halde

1 * * 1 ~
1676+ 66" = 5 |3+ R 4.4)

Hber
oldugu bilinen bir gercektir. (4.4) ve Teorem 4.1°den

1 * *
Z ||Q5 &+66 “ber

L.
- 5 "JZ+R2||ber

saglanr. Ispatin geri kalani basit bir hesaplamayla kolayca gosterilebilir. [

Asagidaki teorem, (4.5) esitsizliginin Teorem 4.2’da verilen esitsizligin bir iyilestirmesi

oldugunu gostermektedir.
Teorem 4.3. $ = H(Q) bir FHU ve & € B ($)) olsun. Bu durumda

1 * *
Z H® G&+0606 Hber
1

1 %112 %112 3 w«n?2 w2 212
Sg |:<||Q§_|—Q5 Hber_I_H@_Q5 ||ber>+z<”®+® ||ber+||®_q5 Hber)

< ber? (&) (4.5)

esitsizligi saglanr.

Ispat. Simdi (4.5)’deki ilk esitsizligi ispatlayalim. Aslinda, (4.4)’e gore, alisilmis
norm icin AM-GM esitsizligi (Bhunia ve Paul, 2021b), ber® (32 +iR?) < [|3* + R*|| ..,
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esitsizligi ve (3.1) esitsizliine gore

1 * *
71676 +66 |y,

L.
= 517+ R ey

ber® (374 182) |32 g | 2+ er (22

IN

1

IA

|| R4Hber+HsszerHRszer—i_H‘TszHber}

N = N =D =D

IN

1
2112 |°
|:|J||ber+”RHber+H\j”berHRHber _H +R ||ber:|
| | o
~ 14 4 ~ 14 4 ~ 112 2
SEDHMH+WMM+ENMMHWM&J+Z@MMHWM%J]

elde edilir. Bu ise (4.5)’de istenilen birinci esitsizligi verir. Simdi (4.5)’teki ikinci

esitsizligi ispatlayacagiz. ||J||,., < ber (&) ve ||R||,., < ber(®)’ye sahibiz. Bu yiizden

L *
ZH® 6+ 66 Hber

1
1 1 212
~ 14 4 ~ 14 4 ~ 112 2

mmwwmw+5mﬂw+mmg+z@wm+mmg}

< % [4ber* (&)

< ber? (&)

olur. Bu da (4.5)’de istenilen ikinci esitsizligi verir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

]

Teorem 4.4. $ = H(Q) bir FHU ve &,J € B (9) olsun. O halde

~ o~ 112 ~ ~x
16+ 3llper < /116 + 312+ 16 e 3] + ber (3°6) 4.6)

<[ lber + I3 per

saglanir.

Ispat. T ve v nin keyfi bir say1 oldugunu varsayalim. O zaman

sk} = ([(ekeo) |t}
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= [(@ke )+ (e )| 42| (@) (k)
= (ke ko )[ o+ |(Rei )| 42| (@) (Reud)
< [{ ke k) [(3heko )| + [0k |oe]| +| (ke 38, )|
= <®Effv>+i<3kf,kv>] + e | [[ake]| + | (3 ke %o )
= <(05+i3)AT,ED>‘2+H®E HJET +‘<3*05E,%U>‘

olur. Burada ikinci esitsizlik (|a|+ |b|)* = |a|* 4 |b|* + 2 |ab) esitsizliginden ve besinci

esitsizlik ise |a + ib|* = |a|* + |b|? esitsizliginden elde edilir. Bu nedenle

‘<(Q5 +3)/k\177€\v> ’

< \<<6+i3)%,%>]2+ |ok:

T

(e

saglanir. Simdi, yukaridaki esitsizlikte T = v olacak sekilde 7,v € Q {lizerinden

supremum alinirsa

~12 o~ 112 ~ ~
||Q5+L‘||ber S ||Q5+ld||ber+ H@HBer Hd|lBer+ber(J*®)

veE

A~ o~ 112 ~ ~
16+ 3llper < /16 + 312 + 1 per 3l e + ber (3+6).

elde edilir. $imdi (4.6) nin ikinci esitsizligini kanitlayaca8iz.

~ 2 2 ~12 ~
(||Q5||ber+ H\JHber) S ||®||ber+ H\J||ber+2 H@Hber H\ijer
2 ~112 ~ ~
= H®Hber+ H\ijer+ H@Hber ||15Hber+ ||Q5||ber Hd”ber
2 ~ 2 ~ ~
> H®Hber+ H\ijer"i_ H®HBer HJHBer—'— H®Hber Hdeer

o~ 112 ~ ~
2 ||® +l\5||ber+ ||Q5||Ber ||J||Ber+ber(d*®) ’

ve, boylece

o~ 112 ~ ~ ~
\/H®+l\j”ber+ H@HBer ||\5||Ber+ber(\j*®) S ||(’5||ber+ ||\j||ber

olur. Bu da (4.6)’deki istenilen ikinci esitsizligi verir.
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Teorem 4.5. $ = $(Q) bir FHU olsun. Eger & € B ($)) ve f ve g fonksiyonlari [0, o)
iizerinde f (t)g(t) =t (t > 0)’1 saglayan negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda her r > 1 icin
r 1 r r * r r r r
ber” () < 1 174 (18]) + 8" (16" )| per + Hf2 (18)) g (18*) + &7 (18" £ (18]) || e

= % 17 (18D +8" (167 ])[|yer + %ber (S (&) g™ (1&7)) 4.7)

saglanir.

Ispat. T keyfi bir say1 olsun. O zaman (3.2) esitsizliklerinden, Holder-McCarthy
esitsizliginden ve AM-GM esitsizliginden

&)
g<ﬁwwDE$Q<£rw|kn )
3

<(Q%@Mmﬁz<<®m %n
1
4
1
4
1
4

(7 (80) -+ (&) Resfe)
(P (8D + ¢ (16°D) Feue)
(718D +8* (167 +5> (1) ¢ (187])+ ¢ (187]).1 (1)) e e )

elde edilir. Boylece

(<@%T,Zf>

1

=7 <(f4’(|(’5|) +8¥(|67)) +f2r(|(’5|)g2r(|05*|)+g2’(|(’5*|)f2’(|05|))?7,?1>

2r

olur. Yukaridaki esitsizlikte T € Q tizerinden supremum alinirsa

berzr (8)

Hf4 (I18))+&" (16*)) + 7 (16]) > (18*]) + & (16*]) £2 (18]) | o

mHm

< U (8D +8* (18 D lpe + /7 (18D & (1871 + 8> (167) £ (16])] ;)
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1 r r * 1 r r * r * r
ZZHﬂ (16)+g¢" (& |)||ber+ZHf2 (16 g™ (16*) +& (16™]) £ (16])]]per
saglanir. (B6) ve (B2) 6zelliginden de

ber (2 (18]) ¥ (|&")) = (f2’(|®|)g2’(|05*\))+%ber(g2’(\®*|)f2’(\@\))

v

ber (/" (|&))g” (16*]) +¢> (16)) £ (|®]))

1727 (18D & (16" ) +8> (16 ) 12 (16])]] ey

Y
NIHI\JI—‘I\JI'—‘

istenilen esitsizlik elde edilir. Sonug olarak teorem ispatlanmustir. U

Sonuc 4.6. (4.7) esitsizliginde r = 1 alimirsa Giirdal ve Basaran (2023b)’in sonucu

olan
1 1

berz(ﬁ)ﬁzll 4(|®|)+g4(|<’5*!)Hber+ZHfZ(I@I)gz(\@*I)+g2(|®*|) (16]) || per
1 1
Z||f4 16]) + 8" (16™) || + Eber(fz(lﬁl)gz(lﬁ*l))

elde edilir.

(4.7) esitsizliginde 0 < v < 1 oldugunda f () = t'~" ve g(¢t) = ¢" alinirsa asagidaki

esitsizligi elde ederiz.

Sonuc 4.7. Eger & € B () ise, 0 zaman

1 1
ber?” (Qﬁ) < - |®|4r(l—v)+|q5*|4rv 4+ |Q5|2r(1—v)|Q5*|2rv+|®*|2rv‘®|2r(l—v)
4 b 4

ber

1 4r(1—v) x| 4rv 1 2r(1=v) | gz % | 2rv
< _ _
< g |ler e ||+ Sber (loP Y e P

ber

esitsizligi saglanmr.
Sonuc 4.8. Eger Sonug 4.7’de r = 1 alimirsa, o zaman

1 -V * |4V 1 -V * | 24V * | &V 4
ber? () < 7 |6+ je || 1 |16 P Prle PO

ber

! 4(1-v) * |4y 1 2(1—v) | gx%|2v
< — ||| + & + = 5] &
— 4 H’ ’ | ’ ber ber <’ | | ’ >

2
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saglamir. Ozel durumda

1 %12 1 * *
ber? () < 7 |6 +1877|| + 7118/ + 1676 e
cr

1 1
< ||leP+1e77|| -+ Sber(ielie) 4.8)
4 ber 2
olur.

Not 4.9. (Giirdal ve Basaran, 2023b, Sonu¢ 2) calismasinda Sonug 4.7°deki birinci
esitsizligi ve (4.8) esitsizligi ispatlanmigtir ve (Huban vd., 2021a, Sonu¢ 3.3) de Huban

vd. (4.8)’lin ikinci esitsizligini ispatlamislardir. Sonug 4.8’den

1 * * *

5 16]1&7[ +[&]|&7[|oe, < ber (|&]|67]) 4.9)
elde ederiz.

Teorem 4.10. $ = $(Q) bir FHU olsun. Eger &,J € B (9)) ve r > 1 ise, bu durumda

A~k l r ~|4ar 1 V|~ | 4F ~ Ll r
ber?” (3°®) < o [l81* + 131"+ [l6P a1 + 3P 16
4 ber 4 ber
1 1
<z |8l 13|+ Sber (16 131) (4.10)
4 ber 2
1 4 4
< _ 6 r ~|ar
-2 | ’ +|‘j| ber

esitsizligi saglanr.

Ispat. Simdi Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Teorem 4.5’deki ayni prosediirleri izleyerek

~* T T 2r 2ry 7 ~12ry 7
(3 0keke)| < (J6P ke ke ) (1317 Rz ko)

olur ki bu da (4.10)’deki birinci esitsizligi ve ikinci esitsizligi verir. Daha sonra (Bhunia

ve Paul, 2021b, Sonug 3.16)’deki esitsizlikten

1 - 1 -
ZH|Q5|4r_|_|d|4r +§ber(|®|2r|d|2r>

ber

1 4r | |~14 1 2r |~ 2
<_ @ r r _H 6 I |~ |47
_4H‘ ‘ +’J| ber+2 | | ‘J’ ber

|®|4r+|3|4r
2

1

1 4r 4r
<-—1||® J
<o |l +3

+
ber

ber
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‘6‘4r+ ’3|4r )

_ 64}" ~14r
e,

<al
1 4 4

— _ 6 r ~|4ar
ZH‘ ‘ +’d| ber

elde edilir. Bu ise (4.10)’de istenilen son esitsizligi verir ve ispat tamamlanir. 0

Sonug 4.11. & € B (9) bir operator ve r > 1 olsun. Eger Uyar1 4.9'de v = % alimir ve

(4.9) esitsizligi kullanilirsa, o zaman

r 1 2r v 1 r * r *
ber (8) < L |[|B" + (& 7|+ 1616 +[B]"[6[|uer
er
1 2r *|2r 1 r *|F

< _ Z

< ;[ lerr e+ sperterien)
1 2 2

<_ 6 r @* r

— 4 ‘ | +’ ‘ ber

esitsizligi elde edilir.

Ustte elde edilen esitsizlik (3.14) esitsizliginin bir iyilestirilmesidir.

Bir sonraki teorem, Sonug 4.11°deki ikinci esitsizligin iyilestirilmesidir.
Teorem 4.12. = §(Q) bir FHU, & € B ($)) ve r > 1 olsun. Bu durumda

1 1
ber2” <_H 2r «|2r LR r gk
or” () < 7 [|l0 + 16"+ 5 ber(e1"]6")

2¢y

esitsizligi saglanmir. Burada

g=inf¢ 14+2(r—1)| 1—

yeinfd1420—1) | 1- 18

dir.
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Ispat. E normallestirilmis yeniden iireten bir cekirdek olsun. (3.3), (3.10) ve (4.1)’den

(o0,
< (18[ke ke ) (167 ke ko)

< = (10 Tk (R )

2r

SE(H\WT [Cee )<|®rm,y@*m>)
(chjdkf +H|® = ) 5 <|®r||® ’ kf,kf>

§
:4gy (16 ke e ) + <|es*|2’kf,kf>)+%y\<|@r||®*|’%f}f>

(
— i (8P e P Ree) + o (07116 e )

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte T € Q {izerinden supremum alinirsa

~ o~ 2r
sup <L’5k1,k1>

TeQ

< igg%, < (\6\2’+ !05*\”) E,E>

1 r 'y T
+sup (167]16* ke & )

ve esdeger olan

1
berZr & S_H®2r+ 6*2;*
(@) < 1 [lef” + 1

1
_b @ r 6* r
o agyer(er e )
saglanir. Bu ise ispati tamamlamaktadir. [
4.2. Berezin Yaricap Esitsizliklerinde Operator Konveks Fonksiyonu

Bu boliimiin ana fikri Berezin yarigapi icin bilinen yeni interpolasyon esitsizliklerini,

operator konveks fonksiyon 6zelliklerini kullanarak elde etmektir.

Teorem 4.13. $ = $(Q) bir FHU, ® € B () hiponormal ve f fonksiyonu [0,c0)
lizerinde negatif olmayan artan operator konveks fonksiyon olsun. Bu durumda § > 1
icin

[ (ber(&)) < %Hf(l@)Jrf(\@ D llber 4.11)

esitsizligi saglanr.
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Ispat. R € 9B ($)) ve R kendine eslenik bir operator olsun, f fonksiyonu [0,

negatif olmayan artan operator konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

S UIRler) = f (igg <RE,E>) =supf (<RE,E>)
< sup (f (R)ke ke ) (B.4)ile)

TEQ

= [1f (R) [l er

saglanir. Lemma 3.14°den

ber (6) < H%(Iﬁlﬂc’ﬁ*l)

ber

ve, boylece

f(ver(@)) < 7 | 55 1+ )

ber)

co) lizerinde

(4.12)

elde edilir. % (|8|+|®*|) kendine eslenik bir operator oldugundan, o zaman

& "
f(‘ C(l ‘+| D ber)
L o|+)8"
S‘ (2C| |+| |)ber
g‘ f(% \e5|+|e5|) (3.7) ile)
ber
\ e+ (e @il
ber

IS+ f (187D) lber

g|_m

<
olur. Boylce istenilen ispat tamamlanmaisg olur.

Sonug 4.14. & € B (9) operatirii hiponormal olsun. Bu durumda

 (ber(® Hf( Gol+1e))| <

ber

esitsizligi saglanir.

<3¢ I (S + f (187D) lber

4.13)

(4.13) esitsizliginde r > 1 ile f (t) =" alindidinda, asagidaki esitsizligi de elde ederiz.
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Sonuc 4.15. & € B (9) operatorii hiponormal olsun. Bu durumda
(i) ber” (&) < 3¢ 18]+ 16" [lper-

(if) ber’ (&) < H (LC 16|+ |6 ) H

esitsizlikleri saglanir.

Not 4.16. r = 1 durumu dikkate alindiginda

1 *
< 57 1G] +187 ) lper

ver(®) < | 3z 0l + 07| <

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.17. $ = 9 (Q) bir FHU, & € B ($)) hiponormal operatir ve f fonksiyonu

[0, 00) lizerinde negatif olmayan artan operatir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

/Olf<(1—t) (2C(|®|+|® |)) +tber(Q5)I) dt
||( FUS) +£(S™]) lper

[ (ber(6)) <

ber
esitsizligi saglanir.

Ispat. 11k olarak

1 . | .
H—(!®!+\® Joer(@)1]| = H—<r®|+r® Ol Iver(@) 1],
ZC ber ZC ber
yazabiliriz. Lemma 3.5’den
1 1
H—(!®!+I<’5*!)ber(®)l _ H—u@w@*\) Cher(®) (414
2C ber ZC ber

elde edilir. (4.12) esitsizligi ve (4.14) esitligi kullanilarak

2ber (&) < H C(]@H—]QS ) + ber (&)

ber
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bulunur. O halde ikinci satirda (3.4) esitsizligi, li¢ ve dordiincii satirda (3.6) esitsizligi,

besinci satirda (3.10) esitsizligi ve son satirda (4.13) esitsizligi kullanilarak

f (ber(®)) < f (1"%<‘@‘+'®*‘)+ber(®> be)

Hf< ( (o] +|e* |)+ber(as))) -
/Olf<(1—l)( C(|Q5|+\G5 I)) +tber(Q§)[) dt

(sptei+ieD)| +5rtberce))

<|r(5z el +1e) -

< %||<f<|®|>+f<|®*|)>nber

<

ber

ol
< —

ber

esitsizligi elde edilir. Boylece arzu edilen ispat tamamlanmis olur. [
Asagidaki sonu¢ Teorem 4.17°den dogrudan elde edilir.

Sonug 4.18. & € B (9) operatirii hiponormal olsun. Bu durumda

/Olf<(1—l)( C(|Q5|+\@5 I)) —Hber(QS)I) dt

<[5z el +1e)

[ (ber (8)) <

ber

ber

esitsizligi saglanr.

Sonuc 4.19. & € B (9) operatorii hiponormal olsun. Bu durumda

; or 1 B N . or 2 1/2
(1) ber(®) < ||g ((1=0) (3 (18] +[8°))) +ber(&)1) "ar s
L1018+ 16 ) e
1 5 112
(i) ber (@) < ||fo ((1=1) (5 (18] +[&7))) +1ber () 1) dr s

[z ei+12]],,

saglanir.
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Sonuc 4.20. & € B (9) operatorii hiponormal olsun. Bu durumda

M v @) < |5 (0-0(L0s+e) +tber(®)1) di o<
2z 1181+ 18" lper-
(i)  ber'(®) < Hfol (=0 (& (8] +/e) +tber((’5)l>rdt o<

|Geer+ien)],,
saglanir.

Teorem 4.21. $ = H(Q) bir FHU, & € B (9) ve [ fonksiyonu [0, ) iizerinde negatif

olmayan artan operator konveks fonksiyon olsun. Bu durumda her o, € (0,1), r > 1 icin

f (ber” ( H/ ( (1—1) (% <|(’5|2ar+ |(’5*|2(1_a)r>) —Hber’((’ﬁ)]) dt
: 2or #12(1—0)r
<[ (5 (1ePer + p0-=))

ber

(4.15)

ber

saglanir.

fspat. Gercekten, (Huban vd., 2022a, Teorem 3.2) nin kanitiyla

1
berr(qs) < E H|®|2ar+ |Q5*’2(1—Oc)r

ae(0,1),r>1

ber

esitsizligini elde ederiz. Bu nedenle, Teorem 4.17°deki bazi argiimanlar kullanilarak

(4.15) elde edilir. Teorem kanitlanmustir. ]
Sonraki esitsizlik Lemma 3.11 ve (4.15) esitsizliginden elde edilir.

Sonug 4.22. & € B (9) operatorii hiponormal olsun. O zaman her o € (0,1), r > 1

icin

£ (ber” ( H/ < (1—1) (% <|05\2“’+ye5*|2<““)’)) +zber”(e5)1> dt

<o) o o

ber

ber

saglanir.
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Teorem 4.21 ve Sonug 4.22°de f (¢) = ¢ alinirsa, o zaman asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.23. Eger ® € B (9) ise, 0 zaman her o € (0,1), r > 1 igin

1/2
1 1 2
ber® (&) < / ((1 —1) (5 <|(’5|2O"+ |(’5*|2(1_a)r>> -|—tber’(Q5)I) dt
0 ber
1 2ar x12(1—o)r
<7 (187 + &7
H2 ( ) ber
ve
1 1 2 1/2
ber? (8) < / ((1 —1) (E (yesy2ar+ yes*yz<1“>’)> —|—tberr(®)1) dt
0 ber
1 4 4(1-a) /2
< (2 ar x14(1—a)r
™ (2 H <|Q§| y |Q5 | ) ber>
saglanr.
Teorem 4.21°de f(¢) = t alinirsa, o zaman asagidaki esitsizlik elde edilir.
Sonuc 4.24. & € B (9) olsun. Bu durumda her o € (0,1), r > 1 icin
1 1
ber’ (&) < H/ ((1 1) (5 (|q5|20"+ |qs*|2<1—°‘>f)) —|—tberr(Q5)I) dt
0 ber

< H% <|®|2ar+|®*|2(17(1)r>

ber

saglanir.

Teorem 4.25. $ = $(Q) bir FHU olsun. Herhangi bir ,J € B ($), o € (0,1) ve

r>1icin

ber? (3°®) < Ha|@5|%+(1—a) kil (4.16)

ber

esitsizligi saglanir.

Ispat. ET normallestirilmis iiretici ¢ekirdek olsun. Cauchy-Schwarz esitsizligi,

Holder-McCarthy esitsizligi, agirlastirilmis AM-GM esitsizligi ve f(t) = ¢ nin
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konveksliginden

s

elde edilir. O halde

(ot i) < {(aterert ey

olur. Yukaridaki esitsizlikte T € Q iizerinden supremum alinirsa

2r

ber? (3°6) < || @[®] % + (1 - o) 3™

ber

saglanir. Bu ise ispati tamamlar.
Sonuc¢ 4.26. o = % ve her r > 1 icin

1
ber2r (3*6) < 5 H’®’4r+ ‘3‘4r

ber

esitsizligi saglanr.
Eger sirasiyla J =1 ve J = ®&* alinirsa asagidaki sonucu elde ederiz.
Sonug 4.27. Her & € B () ve herhangi bir o € (0,1), r > 1 icin

ber? (&) < Ha|@|%+(1—a>1(

ber
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ve

ber?” (2) < Hayesy%f +(l—a)|&" T

ber

esitsizlikleri saglamr. Ayrica

I8l < |elofE +(1-a) &7

ber

esitsizligi saglanr.

Teorem 4.28. $ = $ (Q) bir FHU olsun. 6,3 € B ($) ve f fonksiyonu [0, o) iizerinde

negatif olmayan artan operatér konveks fonksiyonu olsun. Bu durumda her o, € (0,1),

r> 1igin
2r
f (ber? ( H/ 1—t 06|Q5] +(1—0)|J *“)>+tber2’(®)l>dt
ber
<l (ale +(1-a)jo7| )
ber
saglanir.

Ispat. (4.16) esitsizligini kullanarak ve Teorem 4.17 ile benzer sekilde ilerleyerek arzu

edilen esitsizlikler elde edilir. [

Ozel durumda, sirastyla f(t) = t> ve f(t) =t alinirsa o zaman (4.16)’nin asagidaki

interpolasyon esitsizliklerini elde ederiz.

Sonug 4.29. &,J € B (9) olsun. Bu durumda her a € (0,1), r > 1 i¢in

1

2r 2 2
ber*” H/ l—t oc\QS\ +(1—0)|J *“))—l-tberzr((’ﬁ)l) dt
ber
<|lele|¥ +(1-a) 317
ber
ve
2r
ber®” H/ l—t Oc|Q5| +(1—0)|J —“>>+tber2’(05)l>dt
ber
<[aleF+1-apime
ber
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saglanir.

Teorem 4.30. $ = $ (Q) bir FHU olsun. 6,3 € B () ve f fonksiyonu [0,0) iizerinde

negatif olmayan artan operatér konveks fonksiyonu olsun. Bu durumda her o, € (0,1),

r>1igin
r 2r
£ (ber ( 1—t a|®y%+(1—a) |3|(1*“>)+tber2’(6)1)dt
ber
< 1 * 2r 1 ~ (12’>
— o _a %

_ZH <| | >+( )f< )Hber

saglanir.

Ispat. Lemma 3.11, Teorem 4.30’a uygulanirsa arzu edilen esitsizlikler saglanir. [

Sonuc 4.31. Eger o = % ve f(t) =t aluursa, bu durumda

ber?” H/ l—t( |(’5|4r+|‘j|4r)>—l—tberzr(Qﬁ)Idt

ber

< _ 647‘ ~14r
<o+,

elde edilir.

Sonuc 4.32. Her € B (H) ve a € (0,1), r > 1 igin

2r 2
ber®” H/ 1—t a\@\ +(1—0o) 3| *“))—i—tberz’(@)l) dt
ber
4r
<= o4 (1—o)|g|T=o
< 5||etel® + (- a3l
2
ber®” H/ l—t Oc|Q5\ +(1— ))—f—tber (QS)I) dt
ber
<- &4 (1- 1)
—2H“|°5| r-a
ve
! r _2r
ber’ (6?) < H/ ((1=1) (&% + (1 ) |73 ) + tber (8)1) d
0 ber
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2r _2r
< ||ele)E + (1 - o) &7 T

ber

esitsizlikleri saglanr.
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5. SONUC VE ONERILER

Sunulan bu tez calismasinda, El-Haddad ve Kittaneh’in (1.4) esitsizligi, Dragomir’in
(1.5) esitsizligi ve farkli bir yaklagim olan (1.6) esitsizligi, Bhunia ve Paul’un (1.7)
esitsizligi, pozitif operatorler icin klasik Schwarz esitsizligi, Schwarz esitsizliginin
bir varyanti, konveks fonksiyon, sayisal yaricap, genellestirilmis sayisal yaricap
esitsizlikleri ve sayisal yaricap esitsizliklerinin bazi interpolasyon esitsizlikleri

kullanilarak yeni tipli Berezin yaricap esitsizlikleri elde edilmistir.

Bu calismanin devam olarak diisiiniilen bir ka¢ o6neri vardir:

Soru 1. Hilbert fonksiyon uzayinda sinirhh & operatorii olmak iizere Ber(®) siirekli

olur mu? Ayrica, Ber(®) konveks oldugunda & hakkinda ne sdylenebilir?

Soru 2. Bir fonksiyonel Hilbert uzay: $) tizerinde hareket eden bir somut operatorler
sinift verildiginde, bu operatorlerin Berezin araliinin konveksligi hakkinda ne

sOylenebilir?
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