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OZET

Neredeyse her sey (zamana bagl bir fonksiyon ya da sinyal, elektromanyetik
dalgalar, ses dalgalari, hisse senetlerinin fiyat degisimi gibi) bir dalga formu seklinde
tanimlanabilir. Fourier doniisiimii bu formlarla islem ve degerlendirme yapmak {izere
kullandigimiz olduk¢a gii¢lii bir aragtir. Siirekli ve ayrik olarak iki farkli sekilde

incelenebilir. Kullanilan iki doniisiim de bir nesneyi ortogonal iki uzay arasinda
eslemektedir. Siirekli degiskenler i¢in Fourier dontisimii: F (k) = \/% fjooo flx)e **dx
ve ters Fourier doniisimi f(x) = \/% fjooo F(k)e* ™ dk seklinde verilmistir. Fourier
dontisiimii f(x) — F(k), ters Fourier dontisiimii ise F (k) — f(x) eslemesi ile gosterilir.
Biz bu tezde diferansiyel denklemlerin ¢ozliimiinii elde ederken verilen denklemin Fourier
uzayinda oldugunu diisiinerek, yeni bir ¢6ziim yontemi sunacagiz. Bu ¢alismay1 yaparken

Fourier doniistimlerinin 6zelliklerinden ve Dirac delta fonksiyonundan faydalanacagiz.

Bu yeni yontem ile bazi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii elde edecegiz.

Anahtar kelimeler: Diferansiyel denklemler, Fourier doniisiimii, Dirac delta fonksiyonu,

Genellestirilmis fonksiyonlar
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ABSTRACT

Almost everything (a time-dependent function or signal, electromagnetic waves,
sound waves, stock price changes, etc.) can be described as a waveform. The Fourier
Transform is a powerful tool for manipulating and evaluating these forms. It can be
analyzed in two different ways: continuous and discrete. Both transforms map an object

between two orthogonal spaces. The Fourier transform for continuous variables is given

by: F(k)=\/% ffooo f(x)e **dx and the inverse Fourier transform f(x) =

\/%f_iF(k)eikxdk. The Fourier transform is denoted by the mapping f(x) — F(k),

and the inverse Fourier transform by the mapping F (k) — f(x). In this thesis, we present
a new solution method for differential equations by considering that the given equation is
in Fourier space. We utilize the properties of Fourier transforms and the Dirac Delta
function. By the new method we present, we obtain the solutions of some differential

equations.

Keywords: Differential equations, Fourier transform, Dirac delta function, Generalized

functions.
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1.GIRiS

Matematikte, bir ya da birden fazla fonksiyonun tiirevleri arasinda olusan iliskiyi
ifade eden denklemlere diferansiyel denklem denir. Diferansiyel denklemler sadece bir
matematik denkleminden ¢ok daha fazlasidir. Giiniimiizde bir¢ok yerde diferansiyel
denklemlerin varligindan s6z edebiliriz 6rnegin miihendislikte, biyolojide, ekonomide
aslinda bilimin oldugu her alanda bizlere caligma alani saglamaktadir. Diferansiyel

denklemler degisim ve hareketin temel dinamiklerini anlamamizi saglar [1].

Isaac Newton, 1671 yilinda yayinlanan kitabinda diferansiyel denklemlerin ii¢

farkli tipteki tanimin1 yapmustir.

dy
FriaPAC))
dy
a_f(xry)
dy dy

Xy =—+x,=—=
Lox, % 9x, y

Tanimlanan ti¢ farkli diferansiyel denklemde y, x’in bilinmeyen bir fonksiyonu
oldugu ve f’in bilinen bir fonksiyon oldugu ifade edilmistir. Newton Sonsuz Seriler
metodunu kullanarak drneklere ¢6zliim getirdigi bilinmektedir, ayrica bu ¢oziimlerin bir

tane olup olmadigini da aragtirmistir [2].

Maxwell’in elektromanyatizmay1 acikladigi calismada veya Einstein’in genel
gorelilik teorisinin yer ¢ekimini tanimlayan denklemlerinde de diferansiyel denklemlere
yer verilmistir. Bu da gosteriyor ki temel yasalar1 anlamamizda da diferansiyel

denklemlerin rolii biiyiiktiir [3].

Fourier doniisiimleri diferansiyel denklemlerde siklikla kullanilir. Ismini bir
donem matematik 6gretmeni olarak da gorev almis olan uygulamali matematik alaninda

onemli ¢aligmalara sahip Fransiz bilim insan1 Jean-Baptiste Joseph Fourier dan almistir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

Fourier, isminide verdigi Fourier doniisiimleri ¢alismalarin1 Analytical Theory of Heat

kapsaminda 1822’de yayinlanmustir [4].

Stirekli degiskenler i¢in Fourier dontistimii:

1 (” .
F(k =—f x)e *¥dx
() =7=] f0
ve ters Fourier doniistimii

flx) = F(k)e™*dk

=l

seklinde verilmistir. Anlasildigi tizere f(x) — F(k) eslemesine Fourier doniisiimii,

F(k) = f(x) eslemesine de ters Fourier dontisimi ad1 verilmistir.

Fourier doniisiimii, diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimiinii kolaylastiran

giiclii bir tekniktir ve 6zellikle sinir kosullar1 ve baslangi¢ kosullar altinda kullaniglidir
[5].
Fourier dontisiimiinii elementer fonksiyonlara uygularken genellikle integral

raksak olur. Bu yiizden bu déniisiimii Dirac delta fonksiyonu olmadan uygulamak pek

miimkiin degildir.

Dirac delta fonksiyonu bir genellestirilmis fonksiyondur ve § ile gosterilir. § (x);

x = 0 hari¢ her yerde degeri sifir olan, fakat x = 0’da sonsuz biiyiikliige sahip olan ve

toplam integrali 1’e esit olan fonksiyondur: ffooo &(x)dx = 1. Bu fonksiyonun en 6nemli
ozelligi [ f(x)8(x)dx = f(0) esitligidir [6].

Dirac delta fonksiyonu ile Fourier doniisiimii arasinda onemli bir iliski vardir.

Dirac delta fonksiyonunun Fourier doniisimii F[6(x)] = \/% fjooo 5(x)e~**dx seklinde
hesaplanir ve F[(6(x) )] = \/% olarak buluruz. Ayrica buradan yola ¢ikarak \/%’nin ters

Fourier doniisiimiiniin Dirac delta fonksiyonuna esit oldugunu sdyleyebiliriz [7].



Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii kolaylastirmak maksadiyla Fourier
doniistimiinden ve Dirac delta fonksiyonundan faydalanilmaktadir. Fourier doniisiimiiniin
basit tirev formiili, diferansiyel denklemlerde sonuca ulasmamizi kolaylastiran bir

yontem sunar. Ornegin; f(x) fonksiyonunun Fourier déniisiimiiniin F (k) oldugunu

sOylersek birinci tiirevinin Fourier dontisimiinic F (% f(x)) = ikF (k) olarak, ikinci

2
tirevinin Fourier donlisimiini T(%f(x))=—k2F(k) olarak buluruz. Fourier

doniistimii kullanmak burada bize basit bir hesaplama sunmaktadir [8].

Diferansiyel denklem, baslangi¢ deger problemi veya sinir kosullari icerdigi
takdirde de Fourier doniisiimii kullanilabilmektedir. Bunun yani sira pargali fonksiyonlar
icin diferansiyel denklem, bir fonksiyonda bir alanin i¢indeki farkli bolgelerde farkli
fiziksel kosullar oldugunda, bu bdlgeler i¢in Fourier doniisiimleri ayr1 ayri uygulanip
sonucu birlestirebiliriz. Bu sebeple Fourier doniisiimleri diferansiyel denklemler igin

sagladigi avantajlardan dolayi iyi bir yontemdir [9].

Fourier dontisimii klasik anlamda diferansiyel denklemlerin c¢oziimiinde
kullanilirken 6nce diferansiyel denklemin 2 taraftan Fourier doniisiimii alinir. Daha sonra
genelde karsimiza, cebirsel bir denklem ¢ikar. Bu cebirsel denklem c¢oziiliir ve ters
Fourier dontisiimii alinirsa diferansiyel denklemin ¢6ziimii elde edilir. Biz farkli bir bakis
acist kullanarak, diferansiyel denklemin ve diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin de Fourier
uzayinda oldugunu varsayacagiz. Bunun i¢in aradigimiz y ¢Oziimiinin y(k) =
F{f(x)}(k) bigiminde bilinmeyen bir fonksiyonun Fourier doniisimii oldugunu
varsayacagiz ve c¢Ozlimleri buna gore arayacagiz. Bu yontemi biraz aciklayalim.

Belirtelim ki yontem ilerleyen boliimlerde daha detayl verilecektir.

ay' + by’ + cy = q(x) gibi bir diferansiyel denklemi ele alalim. Varsayalim Ki
y = F{f (x)}(k) olacak sekilde denklemin bir ¢éziimii vardir. O halde denklem

2

d
a. 25 FUF@IE) + b FIF}K) + . F{F (k) = q(k)

seklinde olur. Buradan, Fourier doniisiimiin 6zelliklerinden yararlanilarak



a.F{—x?f(x)}+ b. F{—ixf(x)} + c. F{f (x)} = q(k)
= F{—ax*f(x) — bixf(x) + cf (x)} = q(k)

elde edilir. Bu denklemin ters Fourier doniisiimii alinirsa,

—ax?f(x) — bixf (x) + cf (x) = F~H{q(k)}(x)
= f(x)(—ax? — bix + ¢) = F Hq(k)}(x)

FHq()}(x)

=>f(x)=—ax2—bix+c

esitligi saglanmig olur. Buradan, Fourier doniisiimii alinirsa denklemin ¢oziimii elde

edilmis olur.

Tezde sundugumuz yontem bu sekildedir. Bulgular ve tartisma basliginda daha

detayl verilecektir.



2.MATERYAL VE YONTEM
2.1. Diferansiyel Denklemler

Tamm 2.1. Bilinmeyen bir fonksiyon ve onun tiirevlerini igeren denklemler diferansiyel
denklem olarak ifade edilir. Diferansiyel denklemler bilinmeyenlerine ve katsayilarina
gore dogrusal diferansiyel denklemler ya da dogrusal olmayan diferansiyel denklemler
olarak ayrilabilir. Dogrusal olmayan diferansiyel denklemler trigonometrik, logaritmik
veya yiiksek mertebeden terimlerden olugsmaktadir. Bu durum dogrusal olma durumunu
bozar. Bir diferansiyel denklemden bahsederken bilinmeyen fonksiyon sadece bir
bagimsiz degiskene bagli ise, bu diferansiyel denkleme adi diferansiyel denklem; iki veya
daha ¢ok bagimsiz degiskene bagl ise bu diferansiyel denkleme kismi diferansiyel

denklem denir [9].

Bagimli degiskeni y, bagimsiz degiskeni x olan adi diferansiyel denklem

ornekleri; [9].

2y"" +2y" +y' =2cosx

Birden fazla degiskenlere sahip olan kismi diferansiyel denklemler 6rnegi; [12].

az+ az_
xay yax_z



Tamim2.2: Bir diferansiyel denklemde en yiiksek tiirevin oldugu terim o diferansiyel

denklemin mertebesini gosterir.

Lineer (dogrusal) diferansiyel denklem 6rnekleri; [12].

3y"+2y'—y=0

y'+xy' =0

y(s) _ zyn + yIII = x — 5

Lineer (dogrusal) olmayan diferansiyel denklem 6rnekleri; [12].

y'" —xy' = cosy

t" —at' +t =sint

Tamm?2.3: Bir diferansiyel denklemde verilen kosullar eger tek bir noktada veriliyorsa
bunun bir baslangic deger problemi oldugunu goriiriiz. Eger diferansiyel denklemde
verilen kosullar birden fazla nokta ile birlikte veriliyorsa bunun bir sinir deger problemi

oldugunu soyleriz.
Ornegin;
x"+5x" =3et, x(1)=1 x'(1)=0

ise bu bir baslangi¢ deger problemidir.

x" +5x = 3et x(1)=3, x(3)=5



ise bu bir siir deger problemidir[12].
2.2. Fourier Doniisiimii:

Fourier doniisiimii, fizik, miihendislik ve matematikte siklikla kullanilan bir
integral dontisiimiidiir. Bir miizik akordunun sesini, onu olusturan tonlara ayirmaya
benzer. Siirekli ve ayrik olarak ikiye ayrilabilir. iki déniisiim de bir nesneyi ortogonal iki

uzay arasinda esler. Siirekli nesneler i¢in Fourier doniigiimii

P = feted
—m_mfxe X

ve ters Fourier doniisiimii

—ifmzrk tex
f(x)_m 4 ()e

seklinde verilir.

f(x) = F(k) eslemesine Fourier doniistimii,

F(k) = f(x) eslemesine de ters Fourier donistimii ad1 verilir [6].
2.2.1. Fourier Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri:

Teorem 2.1. Lineerlik Ozelligi: [10]
fi(x) & Fi(k) ve f,(x) o Fp(k)
olmak tizere

a;f1(x) + azf>(x) © a,Fi (k) + aF, (k)



ozelligi saglamaktadir.
Teorem 2.2. Simetri Ozelligi: [10]

Simetri 6zelligi, f(x) fonksiyonunun reel eksen iizerinde tanimli ve reel degerli

olmas1 durumunda gegerlilik kazanir. f bir ¢ift fonksiyon ise
F(—k) =F(k)
esitligi dogrudur.

Teorem 2.3. Oteleme (Kaydirma) Ozelligi: [10]

Fourier doniisiimii alinirken verilen bagimsiz degiskene bir sabitin eklenmesi veya

¢ikarilmasi durumunda integral doniistimii 6telemeye ugrar.

F{f(x —a)} = ]oof(x —a).e *kdx

= e kaf (x)
olur.

Teorem 2.4. Modiilasyon Ozelligi: [10]

f(x) ve g(x) reel eksende taniml1 siirekli fonksiyonlar oldugunda

Fif(x).9(x)} =F(f) *G(f)

esitligi dogrudur. Burada,

FG) * g(x) = f Fg(x - r)de



islemi konvoliisyon olarak bilinir.
Teorem 2.5. Skalerlik Ozelligi: [10]

a # 0 i¢in
h(x) = f(ax)

ise

F{h(x0)} = F{f(ax)} = 1 (5) - i

lal

a=-1
durumu ele alindiginda
f(=x) & F(=k)
sonucuna ulasilir.
Teorem 2.5. Eslenik Ozelligi: [10]
h(x) = f(x)
ise
H(k) = F(—k)
gorintiisiidiir.



Teorem 2.6. integrasyon Ozelligi: [10]

900 = f FG)dx

alindiginda

gx) © % +V2mces (k)

olur. Burada c,

f (FG) - )dx = 0

Ozelligini saglayan sayidir.
Teorem 2.7. Tiirev Ozelligi:

Tiirevinin Fourier 6zelligi: Fourier doniislimiiniin basit tiirev formiinden f(x)

fonksiyonunun Fourier doniisiimiiniin F (k) oldugunu sdylersek birinci tiirevinin Fourier

doniigtimiini F (% f(x)) = ikF(k) olarak, ikinci tirevinin Fourier doniisimiinii
2
F <%f(x)> = —k2F (k) olarak buluruz.

Fourier’in tiirev 6zelligi: Bir fonksiyonun Fourier doniigiimiiniin n. mertebeden

tirevi formuli
n

FU=D""f ()} = =

Fif ()}

bu sekildedir.

10



2.3.Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Fourier Déniisiimii Ornekleri

2.3.1.Dirac Delta Fonksiyonu: [11]

f(x) = 8(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimii incelenirse;

_L ° —ikx
F(k) = m.f_wcﬁ(x)e dx

elde edilir. Burada 6 (x) fonksiyonunun temel 6zelligi olan

] 5(x).g(x).dx = g (0)

esitligi kullanilirsa,

F(k) = —e 0 = _IN
T V2m
ve sonug olarak:
Fk) = —
\V2m

oldugu goriiliir. T fonksiyonunun ters Fourier doniisiimiinii alirsak

s
\2m
5(x) = Lf Le“‘xdx = 1 ek xdk
V2m J_o 2 21 )_q

11



f e *dk = 25 (x)

esitligini buluruz.
2.3.2. f(x) = 1ile verilen Fourier doniisiimiiniin incelenmesi

Daha 6nce 6 (x)’nin ters fourier fonksiyonunu \/% olarak bulmustuk.

1
F_1(5(W)) — E

Fourier ve ters Fourier transformasyonlari arasinda karsilikli doniisiim 6zelligi

fx) & F(k)
oldugundan buna gore;
— o 5()
— o 6(x
Vim
yazabiliriz. Ayrica,
1 & V2r8(x)

bulunur.

2.3.3. F(k) = 8(k — ky) ile verilen ters Fourier doniisiimiiniin incelenmesi [11]

F(k) = 8(k — ky)

12



Delta fonksiyonunun 6zelligini kullanalim

| 86—k gtk = g (x)
Buradan; g(k) = e*** yazarsak

F6) = et
X —me

Burada f(x) = = e'*0*’in Fourier Déniisiimiinii alacak olursak

1 0 1 . .
F(k =—j (—e‘kox)e‘”‘x.dx
©=7.

2T )_ o

= 218 (k — ky)

buradan;
1
F(k) = E.Zn.d(k — ko) =6(k —ky)

Sonug olarak;

F(k) = 8(k — ko)
13



oldugunu soyleriz.
2.4.Baz1 parcal fonksiyonlarin Fourier doniisiimiiniin incelenmesi

Ornek 1:

— < . :
f(x) = {(1) lxl, :i: ; 1 fonksiyonunun Fourier doniigiimiiniin incelenmesi:
F(k) = 7= [, f (x)e~**dx formiiliindeki e ~** yerine Euler formilliinii
kullanacagiz.
—ikx ;

e icin cosx — isinx esitliginden faydalanarak

F(k) = (1 — |x|)coskx.dx

1 1
V 21 f—l
yazilir.

F(k) =\/%_n]o (1 —x)coskx.dx

2
V2rk

1
f (1—-x).dsinkx
0

_2(1—x)sinkx+ 2 1
N2 V2mk Jg

sin kx dx

2 1
= — coskx|;

\2mk?

2
= N T (1 —=cosk)

14



Y
4sin? >

= V2nk?

Ornek 2:

< : . . .
fx) = {(1) :i: ; 1 parcali fonksiyonunu Fourier doniigiimiiniin incelenmesi

1 @ .
F(k) = \/T_nf_ flx)e **dx
—ikxdx

1 1
=_J e
V2m -1

cos kx dx

2 1
= sin kx|

\V2rk

_\Esink
- Vmk

15



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde bazi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini elde etmek i¢in Fourier
doniistimiiniin 6zelliklerini ve Dirac delta fonksiyonunun 6zelliklerinden yararlanarak

cOziimler elde edecegiz,

diferansiyel denklemini inceleyelim. Bu denklemi degiskenlerine ayirarak

¢ozdiiglimiizde

Iny=x+Inc
y_ex+1nc
y=e*c

sonucunu elde ederiz. Biz farkli bir yontem kullanarak diferansiyel denklemin kendisinin
ve aradigimiz y ¢Oziimiiniin Fourier uzayinda oldugunu varsayacagiz. Simdi, y(k) =
F{f (x)}(k) olacak sekilde diferansiyel denklemde ¢oziimii arayalim. Bu durumda ele

aldigimiz y' = y denklemi

d
2k TU 3k) = FF ()}

bi¢cimini alir. Fourier doniisiimiiniin tiirevi 6zelliginden

16



Fil—ixf(x)} = F{f ()}
elde ederiz. Bu denklemi asagidaki sekilde inceleyelim:
Fl=ixf() = f(x)} =0
fO)(=ix=1)=0
—if()x—-i) =0
f)x—-0)=0

Biz Dirac delta fonksiyonunun 6zelliklerinden x.8(x) = 0 oldugunu biliyoruz,

buradan yola ¢ikarak
0
—=6(x)
X

elde ederiz. Her tarafi c sabiti ile carparsak,

0 =cd
x =0 3.1)

sonucunu ve her a € R i¢in

0 C=cd(x—a) (3.2)

X —

17



sonucunu elde ederiz. O halde,

flx) = =c.86(x—10)

x—1

y=F{c.6(x—)}=c.F{6(x—1i)}

1 *© .
=c.— | 6(x—1i).e **dx
VZT[.j-_oo )
c
=——ek = ek
V2m !

elde edilir. Bu, klasik yontemlerle elde edilen ¢6ziim ile aynidir.

Teorem.3.1. Her a € R ve her n € N igin

0
G—ar cod(x —a) +¢18'(x —a) + -+ 1 6V (x — a)
esitligi dogrudur. Bu formiil (3.1)’in bir genellestirilmesidir.

Ispat. (3.1)’den ﬁ = ¢;6(x — a) oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte her iki tarafin tiirevi

alindiginda

0.(x—a) -0
(gc_—c;))zzcld’(x—a)
0 0 _ s
G-a -ap at@®-d

18



0 0
x-a)? (x—a)

— 60 (x —a)

0
oo ced(x —a) +c,8'(x —a)

elde etmis oluruz (Burada sabitler yeniden isaretlenmistir).

0
(x—a)n

Timevarim varsayimi olarak n igin =cd(x—a)+cé6'(x—a)+

;8" (x —a) 4+ -+ 26D (x — a) + ¢, 6V (x — a) oldugunu kabul edip, n +

1 i¢in ispat1 yapalim. Varsaydigimiz esitlikte 2 taraftan tlirev alalim.

0.(x—a)"—0.n(x —a)*?

=)o =cob'(x—a)+c,8"(x—a)+ -+ cp_1 6™ (x —a)

0 0.n
(x —a)" 4 (x — @)1

=cd'(x—a)+c;8"(x—a)+ -+ c,_ 1™ (x — a)

0.n 0

x—a)™ (x—a)y cod'(x —a) — 18" (x —a) — - — cp_1 6™ (x — )
. S(x—a)— ;8" (x—a) = — 18" (x — a) — o6’ (x — @)
(x — a)n+1 - 0 1 n—1 0
—c18"(x—a) = —cp_16™(x — a)

elde edilir. Sabitleri diizenledigimiz zaman

=dys(x—a) +d8'(x—a) +dy8"(x —a) + -+ d,,6™W(x — a)

olur ve ispat biter.
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Sonug.3.1. Teorem.3.1°de a sabiti sifir oldugu zaman asagidaki esitlikler elde edilir.

0
Z= cod(x) + ¢c,;6'(x)
0
el o0 (x) +¢;8'(x) + ¢c,6" (x)

3 =

0
i Co0(x) +¢;8"(x) + 6" (x) + c38" (x)

0
— = ¢o8(X) + 18" (%) + 8" (X) + -+ + cp_28 D (x)cp_1 6™V (x)

xn

Ornek3.1:y" — 3y’ — 4y = 0 diferansiyel denklemini ¢ozelim.

Coziim: Klasik yontemlerle ¢oziildiigi zaman diferansiyel denklemin ¢oziimi
y = c,e*™ + c,e™* seklindedir. Simdi kendi yontemimizle diferansiyel denklemi tekrar

¢Ozelim.

y =F{f(0)}k)

olsun.

d? d
ez T ) = 3 Ff (03(k) — 4F{f ()} (k) = 0

F{—x2f(x)} — 3F{(—ix. f ()} — 4F{f ()} = 0
F{—x2f(x) + 3.ixf(x) — 4f(x)} = 0

—x2f(x) + 3ixf(x) —4f(x) =0
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f)(—x?+3ix—4)=0

0 _ 0 0 N 0
x2—3ix+4 (x—4)(x+i) x—4 x+i

f&) =

=c,;0(x —4i) + c,6(x +1).

simdi, y = F{f (x)}(k) bagintisi ile ¢oztimii bulalim.

y = F{ONK) = Cl.\/%_n [ 56—, \/%_n [ s+ . ax

€1 C2  _ .
etk e™* = cge** + ek
V2m V2r

olur. Bu, mevcut ¢6ziim ile tutarhdir.

Ornek3.2: "' — 4y’ + 4y = 0 diferansiyel denklem ¢oziimii:

Coziim: Klasik yontemlerle ¢oziildiigi zaman diferansiyel denklemin ¢oziimi
y = c,e?* + c,xe**seklindedir. Simdi kendi yontemimizle diferansiyel denklemi tekrar

¢Ozelim.

y = F{f(0)}k)

olsun
2

d d
2z U ) — 4 FHF (03k) + 4F{f (0} (k) = 0
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F[(—x% f(x)) — 4(=ix. f(x)) + 4f (x)] = 0

f(x).(—x? +4ix+4)=0

0 0 o0
—x2+4ix+4 x2—4ix—4 (x—2i)?

flx) =

0

= ()C——Zl)z = C16(X - ZL) + C26,(X - 21)

simdi, y = F{f (x)}(k) bagintis1 ile ¢oztimii bulalim.

c coik
y = FIF ()R = oo™ %62k=c362k+c4k32k

olur. Bu, mevcut ¢6ziim ile tutarhdir.

Ornek3.3:y"” — y’ — 2y = 1 diferansiyel denklem ¢oziimii:

Coziim: Klasik yontemlerle ¢oziildiigii zaman diferansiyel denklemin ¢éziimii y = _71 +

cie?* + cye ™ seklindedir. Simdi kendi yontemimizle diferansiyel denklemi tekrar

¢Ozelim.

y = F{f (x)}(k)
olsun

d? d
P ~ PN + FFIG0) = 1

22



F{=x*f(x) + ixf (x) = 2f ()}(k) = F{V2m5 ()} (k)

—f () (x? — ix + 2) = V218 (x)

—\218(x)

= =@ +D

_ —\2m8(x) + 0
C(x=2D)(x +1)

simdi, y = F{f (x)}(k) bagintis1 ile ¢oztimii bulalim.

—\2168 (x)

y=FUHD = o—3nap

+c16(x —20) + c0(x + 1)

6(x)e—ikx
—2D)(x + 1)

dx + c,e?* + c,e™*

y= PN = - | &

-1
y=—+ c.e?* + c,e”

k

olur. Bu, mevcut ¢6ziim ile tutarhdir.
Ornek3.4. y"' + y = x? diferansiyel denklem ¢oziimii

Coziim: Klasik yontemlerle ¢oziildiigii zaman diferansiyel denklemin ¢oziimii y = x? —

2+ cicosx + ¢y sinx seklindedir. Simdi kendi yontemimizle diferansiyel denklemi

tekrar ¢ozelim.

y =F{f(0)}(k)
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olsun

d*F{F (x)}(k)
dx?

+ F{f ()}(k) = k?

F{(=ik)*f ()} + F{f ()}(k) = F{—V2m5" }(k)

F{=x*f(x) + f()} = F{—V2r8" (x)}

(—x2 + 1)f(x) = —V2m8" (x)

V218" (%) + 0
) =g

simdi, y = F{f (x)}(k) bagintis1 ile ¢oziimii bulalim

V218" (x) 0 0
+ +
x?-1) x—-1 x+1

y =F{f}k) =

V218" (x) + 0
(x2—1)

y=F{f(x)}k) = +A5(x—1)+Bs(x+ 1)

y(k) = F {‘/752”(_"1;’ 0 b AS(r—1)+BS(x + 1)}

o

dx+Af e fxX5(x — 1)dx+Bf e f X5 (x + Ddx

—00

B foo 6”(X)€_ikx

x2—1

—00

=k%Z -2+ Ae k + Belk
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=k?—2+ A(cosk —isink) + B(cosk + i sink)
=k%?—2+c;cosk +c,sink
olur. Bu, mevcut ¢oziim ile tutarhdir.

Ornek3.5. y"" + 6y’ + 5y = x diferansiyel denklem ¢dziimii

Coziim: Klasik yontemlerle ¢oziildiigli zaman diferansiyel denklemin ¢ozimi y =
% (=6 + 5x) + e >*¢; + e ¥c, seklindedir. Simdi kendi yontemimizle diferansiyel

denklemi tekrar ¢ozelim.

y =F{f(0)}k)

olsun

d*F{f (0} (k) te dF{f (x)}(k)

o S+ SFF}(0) = k

F{—x2f ()} + 6F{—ix. f(x)} + 5F{f ()} = F{V2m.i.8' ()} (k)

F{f(x). (—x? — 6ix + 5)} = F{V2m.i8" (x)}

V2. i8'(x) + 0
(—x —=5i).(x+1)

f&x) =

simdi, y = F{f (x)}(k) bagintis1 ile ¢oziimii bulalim

25



V278" (x) 0 0
Cx—5D. 40 (—x=50)  x+D

y =F{fO}k) =

@ i85'(x)
o (=x=50).(x+ i)

e kX dx +Af 85(—x — 5i). e **dx +f (x +i).e H**dx

1
y = ﬁ(_6 +5x) + e ¢, + e *c,

olur. Bu, mevcut ¢6ziim ile tutarlidir.
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4.SONUC VE ONERILER

4.1 Sonuc¢

Bu tez c¢alismasinda klasik yoOntemlerin aksine diferansiyel denklem
¢Ozlimlerinde, Fourier doniisiim uzayinda ¢6ziim yontemi gelistirerek uygulamanin daha
pratik coziimler verdigini ortaya koymaya calistik. Calismamizin temel amaci,
diferansiyel denklemlerin Fourier uzaymda dogrudan analiz edilmesiyle ¢6ziim siirecini

sadelestirmek ve bu yontemin saglayabilecegi avantajlar1 gostermektir.

Bunun i¢in o6ncelikle diferansiyel denklemleri, Dirac delta fonksiyonunun
islevlerini, Fourier doniigiimiiniin temel 6zelliklerini detayl1 bir sekilde ele aldik; ardindan
bu araglar kullanilarak diferansiyel denklemlerin Fourier uzayinda nasil ¢oziilebilecegi
sistematik olarak inceledik. Bu baglamda diferansiyel denklemin ve ¢6ziimiiniin Fourier
uzaymda tanimli oldugunu varsaydik, bu ¢oziimle elde ettigimiz sonuclar ile klasik
yontemden elde edilen sonuglarin birebir ortiistiigiinii gorerek yontemimizin dogrulugunu

ortaya koymus olduk.

Bu calisma kapsaminda, diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii elde etmeye
calisirken %, %, % gibi fonksiyonlarla karsilastik. Ancak bu fonksiyonlar1 dogrudan O

sabit fonksiyonu olarak kabul etmedik. Zira boyle bir yaklagim, ¢6ziimiin ilerlemesini
engelleyecekti. Bunun yerine, 0 elde ettigimiz noktalarda Dirac delta fonksiyonunun
Ozelliklerinden faydalanarak 0’1n giiciinii kullandik, boylece ¢6ziime ulasmada 6nemli bir

adim atmis olduk.

Calismamizda verilen Orneklerde, ¢oziim siireci klasik yontemlere kiyasla daha
kisa ve analitik olarak daha dogrudan bir sekilde sonuglar vermistir. Fourier
doniligimiiniin  6zellikle tirev ve integral islemleri {izerindeki etkisi sayesinde,
diferansiyel denklemler cebirsel bicime doniistiiriilerek daha kolay ¢oziimleyebildigimizi
gordiik. Bu yoniiyle ¢calismamiz, Fourier doniistimiiniin sadece teorik degil, ayn1 zamanda

pratik bir ¢6ziim aract oldugunu bir kez daha ortaya koymaktadir..
4.2 Oneriler

Bu calismada ulastigimiz sonuglar dogrultusunda, hem kuramsal hem de

uygulamaya doniik bazi 6nerileri asagida detaylandiracagiz.
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1.Daha Genis Diferansiyel Denklem Siniflarina Uygulama: Bu tezde agirlikli olarak sabit
katsayilt dogrusal diferansiyel denklemleri ele aldik. Gelecek caligmalarda degisken
katsayili, dogrusal olmayan ya da zamana bagli katsayilara sahip denklemler iizerinde

Fourier uzayinda ¢6ziim yontemlerinin uygulanabilirligi arastirilabilir.

2.Kismi Diferansiyel Denklemlerde Kullanim: Fourier doniisiimiiniin 6zellikle kismi
diferansiyel denklemlerde (6rnegin 1s1, dalga ve Laplace denklemleri) giiclii bir ¢oziim
araci oldugu bilinmektedir. Bu yontemin ¢ok boyutlu problemlerde ne derece etkin

oldugu detayl bir sekilde incelenebilir.

3.Sayisal Yontemlerle Entegrasyon: Gelistirilen ¢6ziim yOntemi, sayisal Fourier
dontigiimleriyle (FFT gibi) birlikte kullanilarak, bilgisayar destekli ¢oziimler i¢in bir
algoritma haline getirilebilir. Boylece karmasik sistemlerin ¢éziimleri i¢in hizli ve etkin

yazilimlar gelistirilebilir.

4.Alternatif Doniisiim Teknikleriyle Kiyaslama: Fourier doniisiimii disinda Laplace
dontigiimii, Mellin doniisimii ve Z-doniisimii gibi diger integral doniistimlerle
karsilastirmali analizler yapilarak, her bir yontemin giiclii ve zayif yonleri belirlenebilir.
Bu sayede hangi tiir denklemler i¢in hangi doniisiimiin daha uygun oldugu konusunda

sistematik bir yaklasim gelistirilebilir.

5.Egitim ve Ogretim I¢in Katki: Fourier doniisiim uzaymnda diferansiyel denklemlerin
¢ozlim yontemi, lisansiistii matematik egitiminde alternatif bir ¢6ziim yaklasimi olarak
ders igeriklerine entegre edilebilir. Ozellikle analitik diisiinme ve doniisiim ydntemlerine

dair uygulamali 6rneklerle bu kavramlar daha 1yi pekistirilebilir.

6.Fiziksel ve Miihendislik Problemlerine Uygulama: Bu tezde gelistirilen yontem, sadece
matematiksel teoride degil, elektromanyetizma, kuantum mekanigi ve sinyal igleme gibi
alanlarda karsilagilan diferansiyel denklemlere de uygulanabilir. Bu tiir disiplinler arasi

uygulamalarla yontemin kapsami genisletilebilir.
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