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OZET

Bu tezde, Hilbert uzaymnda alinan birinci mertebeden sabit ve degisken katsayili -
diferansiyel denklemlerin homojen ve homojen olmayan kisimlarinin ¢dziimleri
incelenmis, daha sonra ise elde edilen bulgularin analizde alinan sonuglarla ortiisiip
ortiismedigi aragtirilmastir.

Birinci bdliimde analiz ve g-analizin kisa bir tarihgesinden bahsedilmistir. ikinci
boliimde diferansiyel denklemler, operatdr teorisi ve g-analizin temel kavramlari ve
sonuclar1 dzetlenmistir. Uglincii béliimde ise yukarida séz edilen problemler

incelenmistir. Ayrica tezde alinan sonuglar 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimler: g-Tiirev, g-Analiz, Diferansiyel Denklemler



g-DIFFERANTIAL EQUATIONS OF FIRST ORDER
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ABSTRACT

In this thesis, the solutions of homogeneous and non-homogeneous parts of the first
order g-differential equations with constant and variable coefficient have been
investigated in Hilbert space. Then the results have been compared with the results
already known in classical analysis.

In the first chapter, a brief history of analysis and g-analysis is given. In the second
chapter, the basic concepts and well known results of differential equations, operator
theory and g-analysis which we need have been recalled. In the third chapter, the
problems mentioned above have been investigated. Moreover, all results in this thesis

have been supported with examples.

Keywords: g-Derivative, gq-Analysis, Differential Equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: X lineer normlu uzayinda lineer sinirli operatorler uzayi

Hilbert uzay1

: A operatoriiniin eslenigi

. A operatdriiniin rezolvent kiimesi
. A operatdriiniin spektrumu

: A operatoriiniin ayrik spektrumu

: A operatoriiniin stirekli spektrumu
: A operatoriiniin kalan spektrumu

: f fonksiyonunun g-diferansiyeli

: f fonksiyonunun g-tiirevi

. f fonksiyonunun g *-tiirevi

: m’nin g benzeri

:n’nin g benzeri

: n’nin q benzerinin faktoriyeli

: Diferansiyel denklemin g-¢6ziimii
: Exponansiyel fonksiyonun g benzeri

: Exponansiyel fonksiyonun g™ benzeri

viii

. [a, b] lizerinde taniml1 kompleks degerli fonksiyonlarin Hilbert uzay1

: g-Analizde [a, b] iizerinde tanimli kompleks degerli fonksiyonlarin



1. GIRIS

Diferansiyel denklemler; matematik ve mithendislik biliminin genig bir alanini olus-
turur. Bircok fiziksel olay ve bu olaylarin ¢oziimii bir diferansiyel denkleme in-
dirgenebilir.

Ayrica spektral teori, modern analizin ana konularindan biridir. Matematik, fizik ve
mekanigin gesitli alanlarinda operatorlerin spektral teorisi genis bir sekilde kullanil-
maktadir. Hilbert uzay1 tanimlandiktan sonra lineer 6zeglenik operatorler teorisi
hizl bir sekilde gelismeye baglamigtir. 19. ytizyilin sonlarinda ikinci mertebeden
diferansiyel operatorler incelenmis ve daha sonra birinci mertebeden iki denklem
sistemi iizerinde caligilmigtir.

Birinci mertebeden diferansiyel operatorler alaninda Ismailov ve Oztiirk Mert’in
bir¢ok ¢aligmasi bulunmaktadir. Katsayilarin 6zeglenik ve normal operatorler oldugu
durumda alinan diferansiyel operator ifadelerinin dogurdugu minimal operatorlerin
tiim Ozeslenik genislemeleri sinir degerleri dilinde ifade edilmistir. Ayrica; incelenen
diferansiyel ifadelerin spektral yapilari irdelenmistir. Burada gortlmiistiir ki ¢ok az
sayida sonu¢ bulunan birinci mertebede alinan sonuclar son derece énem arz et-
mektedir. Katihal fiziginde, ¢ok noktali sinir deger problemlerinde, kuantum alan
teorisinde ve kuantum mekanigi alanlarinda bir¢ok probleme ¢ikis noktasi olmus-
tur.

Son zamanlarda klasik analiz kullanilarak elde edilebilen ve edilemeyen bazi sonuclar
g-analizde de caligilmaya baglanmistir. Ve bu sonuclarin bazi durumlarda g-analizde
daha iyi uygulama alanlarina sahip oldugu gosterilmistir.

Matematik literatiiriine Euler tarafindan kazandirilan ve limitsiz tiirev olarak bi-
linen "Quantum Calculus'un ge¢gmisi 1700°li yillara dayanmaktadir. Euler, New-
ton’un sonsuz serisinin girig boliimiinde "¢” yu ilk kez tanitmasiyla birlikte, i¢cinde
birgok gizemi ve giizelligi barindiran bir kivileim ortaya ¢ikmig oldu. Ancak diizen-
lenip sistemli bir sekilde gelistirilerek modern hale getirilmesi 1900°li yillara kadar
dayanir.

g-Analiz dilinde tirev ve integral teorisi 17. yiizyilda Newton ve Leibniz’in calig-

malari ile bagladi.



Bilindigi tizere f fonksiyonunun x e gore tiirevi

£ o)ty LD = )

h—0 h

seklinde tamimlanir. h yerine (¢ — 1)z alinarak bu formiil alternatif olarak

o) — i 1107 = 1@)

q—1 qr — x
seklinde yeni bir formiile doniigtr.
20. yiizyilin baglarinda F.H. Jackson bu diizenlenmis tiirev ve bunlarin sonuclar
tizerinde ¢alismigtir. 0 < ¢ < 1 igin g-tiirev operatoriinii

f(gz) — f(z)

(Duf)(a) = HE
olarak tamimlamig ve ¢ — 1 icin bilinen tiireve denk oldugunu kanitlamigtar.
Matematigin kurbaga prensi olan ve degeri son zamanlarda daha c¢ok anlagilan
g-analize gosterilen ilgi her gecen giin daha da artmaktadir. Ozellikle uygulamalh
bilimler ve miihendislik alanlarinda g-analiz uygulamalar1 son derece 6nemlidir.
g-Analiz son yarim asirda matematik ve fizik bilimleri arasinda koéprii gorevini
tistlenmigtir. Glintimiizde g-analizin genis ve kapsamli bir uygulama alani vardir.
Kuantum teorisi, analitik say1 teorisi, kombinasyon, lineer cebir, sonlu geometri
ve istatistiksel mekanik gibi uygulama alanlarinin yani sira ayni zamanda bilgisa-
yar bilimi ve pargacik fizigi gibi bir¢ok alana da yayilmigtir. g-Analiz anlaminda
glintimizdeki ¢aligmalarin ¢ogunun Sturm-Liouville problemi oldugu gorilir. Bu
alanda bir¢ok calisma olmasina ragmen birinci mertebeden elle tutulabilecek bir

calisma bulunmamaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI VE KURAMSAL TEMELLER

2.1. Kaynak Aragtirmasi

Diferansiyel denklemler alaninda yapilan ilk ¢aligmalar 17. yiizyilda Newton ve

Leibniz ile baglar. Sonraki donemlerde Bernouilli kardesler, Euler, Lagrance, Laplace,
D’Alembert, Cauchy, Picard, ... vs gibi tinlii matematikgiler sayesinde bu teori

bugiinkii seviyesine kadar ilerlemigtir.

Ly(H,(a,b)), —oo < a<b< ocoHilbert uzayinda, birinci mertebeden diferansiyel

denklemleri V.I. Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk (1973) ¢aligmasinda incelemistir.

Ismailov ise ayni Hilbert uzayinda
(u) = u'(t) + Au(t)

diferansiyel-operator ifadesini ele almigtir. Ismailov (2006) galigmasinda bu ince-
lenen ifadenin formal eglenik oldugunu gostermis ve minimal operatorii yapilan-
dirmigtir. Ayrica birinci mertebeden ¢ok noktali diferansiyel-operator ifadelerinin
incelenmesini de Ismailov ve Oztiirk Mert (2012, 2013), Bairamov ve ark. (2012),
Ismailov ve Ipek (2016) calismalarinda bulmak miimkiindiir.

g-Analiz konusunda ise Kac ve Cheung (2002), Ernst (2012) kitaplar1 énemli kay-
naklar arasinda gosterilebilir. Bu alanda olan Annaby ve Mansour (2012), Al-
lahverdiev ve Tuna (2017), Hira (2018) ¢aligmalarinda ise Sturm-Liouville problemi
tizerinde incelemeler yapmistir. Son yillarda ise oldukga genis bir uygulama alanina

sahip olan bu konuda ¢aligmalar artmigtir.

2.2. Kuramsal Temeller

Bu boliimde, yapilacak ¢aligmanin temelini olugturan analiz ve g-analizin bazi temel

kavram ve ozellikleri verilecektir.

Tanmim 2.2.1. (Diferansiyel Denklem) (Eastham, 1970): I C R, x € I ve

a,(x),0 <r <n, b(x) fonksiyonu I arahiginda siirekli olmak iizere
ao()y™ () + ar(2)y" V(@) + ...+ an(2)y(z) = b(z), ag#0 (2.1)

n. mertebeden lineer diferansiyel denklemi diigiiniilstin.



Eger;

i. b(z) = 0 ise bu diferansiyel denkleme homojen

ii. b(x) # 0 ise bu diferansiyel denkleme homojen olmayan
bir diferansiyel denklem denir. Ayrica;

i. a(x) = a,,0 < r < n ve a, ler sabit ise bu diferansiyel denkleme sabit

katsayili

ii. a,(x) fonksiyonlar1 I arahiginda strekli, z e bagh birer fonksiyon ise bu dife-

ransiyel denkleme degisken katsayil

diferansiyel denklem denir.

(2.1) diferansiyel denklemi

seklinde bir L(D) lineer diferansiyel operatoriiyle gosterilebilir.

Bu calisma boyunca ¢ nun 0 < ¢ < 1 olan pozitif bir say1 oldugu ve I araligi i¢in

0 € I oldugu varsayilacaktur.

Tanim 2.2.2. (g-Geometrik Kiime) (Mansour, 2001): Eger A C R kiimesinde
Vr icin r€A=qreA

ise A kiimesine g-geometrik kiime denir.

Tanmim 2.2.3. (g-Regiiler) (Mansour, 2001): f fonksiyonu A C R g-geometrik
kiime tizerinde tanimli ve 0 € A olsun.
Eger her x € A igin

lim f(zq") = f(0)

n—oo

ise f fonksiyonuna 0 da g-regiilerdir denir.

Tanim 2.2.4. (Diferansiyel): y = f(x) tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. dz

diferansiyeli bagimsiz bir degisken ve dy diferansiyeli



seklinde tanimlanir. dr bagimsiz degiskeninin aksine dy daima bagimh degiskendir.
dy, hem x’e hem de dz’e bagimhdir.

y'nin z’e gore tiirevini gosterirken bazen dy/dx Leibniz notasyonu kullanilir. Bu
gosterim bir oran degildir; tiirevin olmasi durumunda tanmimlanan dz ve dy degisken-
lerinin oranlar: tiireve egit olur.

Eger dx # 0 ise,

dy f/(:v)dx o
dr . dx = f(z)

oldugundan dy diferansiyelinin dz diferansiyeline boliimii f (z) tiirevine esittir.
Bazen de dy = f'(z)dx yerine
df = f'(z)dx

yazilir. Buradaki df’e f'nin diferansiyeli denir.

Tanim 2.2.5. (g-Diferansiyel) (Kac ve Cheung, 2002): Herhangi bir keyfi

f(z) fonksiyonunu goz oniine alalim.
dof(x) = flqz) — f(2)
ifadesine g-diferansiyel denir.

Iki fonksiyonun temel diferansiyel ve q-diferansiyel kurallar1 asagidaki gibidir:

Diferansiyel Kurallari:
id(f +g)(x) = df (x) £ dg(x)
ii. d(cf)(x) =cdf(z), ceR

iii. d(fg)(z) = g(x)df (z) + f(z)dg(z)

iv. d(1)(w) = 4GB () 20

g-Diferansiyel Kurallar1 (Kac ve Cheung, 2002):
i dg(f(x) £ 9(x)) = dof(x) £ dgg(x)
ii. d,(cf(x)) =cd,f(x), ceR

i, d,(f(2)9(2)) = Fg2)dyg(x) + 9(x)d, f ()



. T z)dg f(x)—f(x)dgg(x
1v. dq(%) = 42 q];((x))gg;(x)) 2 )7 g9(z)g(qz) # 0

Tanim 2.2.6. (Tiirev): f: F C R fonksiyonunu alalim.

e @) = (@)

f(a) reE

T—a TrT — Q
ifadesi f fonksiyonunun a noktasindaki tiirevi diye adlandirilir.

Bu tanimdan yola ¢ikip h = x — a doniigiimii yapilarak

o) — tim [0 W) = (@

h—0 h ’

a+h,xeF

seklinde alternatif tiirev tanimi elde edilir.
y = f(z) fonksiyonunun tiirevinin gosterimine ait birgok notasyon bulunmaktadir;
burada y bagimh degigsken, x bagimsiz degiskendir. Sik¢a kullanilan tiirev notas-

yonlar1

/ ;o d d

@)=y =52 = = f(@) = D(f)(x) = D.f(x)
seklindedir.

Tanim 2.2.7. (g-Tiirev) (Kac ve Cheung, 2002): Bir fonksiyonun g-tiirevi
D,f ile gosterilir ve x # 0 olmak iizere klasik analizdeki tiirev tanimina benzer

olarak

_ def(x) _ f(x) — flgz)

seklinde iki diferansiyelin orani olarak tanimlanir.

g-tirevin 1’e giderken limiti alinirsa normal tiireve esit cikar, yani

tim D, f(z) = L) = f'(a)

q—1 dx

oldugu kolayca goriilebilir.

1908 yilinda ise Jackson g-tiirev operatoriinii

Dyp(x) = w(fl) — Z))(jx) ,q€C—{1}

seklinde yeniden diizenlemistir (Ernst, 2000).

¢ stirekli fonksiyonunun g-tiirev operatori D,

<p(fﬂ)—s@(q:r)7 geC— {1} A0

(1-q)x
(Dgp)(x) =4 22(x) qg=1
2(0) =0



seklinde tanimlanir (Ernst, 2012). Buradan
DYf:=f, Dif:=Dy(Di'f), n=123,...
oldugu goriliir (Koekoek ve Swarttouw, 1998).

Iki fonksiyonun temel tiirev ve g-tiirev kurallar asagidaki gibidir
Tiirev Kurallari: u ile v, x degigskenine baglh tiirevlenebilir fonksiyonlar ve ¢ sabit

bir say1 olsun.

i. %(cu) = cj—g

ii. %(uiv):%i%

il 2 (uw) =ul + ol

dx
du_y,dv
iv. %(%) = 7”“1)2“‘”, v(x) #0

q-Tiirev Kurallar1 (Kac ve Cheung, 2002):
i. Dy(af(z)) =aD,f(x)
ii. Dy(f(x) £ g(x)) = Dyf () + Dyg(x)

iti. Dy(f(2)g(x)) = 9(x)Dyf (x) + f(q) Dyg(x) = f(2)Dygl) + g(q) D, f ()

. x z)Dgf(x)—f(x)Dgg(x) __ x)Dy f(x)—f(gqx)Dgg(x
iv. Dq(M) _ 9@ J;((JC))Q(J;(I)) g(z) _ g(qz) J;((x))g(J;(;l)) g( )’ g(z)g(qx) # 0

g9(z
Tamim 2.2.8. (g-Benzer) (Kac ve Cheung, 2002): n € Z* olmak tizere

_¢-l
[n]q - q-— 1
ifadesine n’in g-benzeri denir.
n’in g-benzeri
qn - 1 : n—
e =" = Ltg+q®+¢ + . +q""
seklinde ifade edilebilir. n’in ¢~ benzeri de
gt
[n]q“ - qil -1
-1
(¢ —1)g

14+ P+ !
qnfl




seklindedir. Ayrica; |g| < 1 igin [n], ifadesinin n — oo limiti

olarak bulunur.

Tanim 2.2.9. (Kac ve Cheung, 2002): n! in g-benzeri

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.10. (Kac ve Cheung, 2002): e exponansiyel fonksiyonunun g-

benzeri
e = e
! jz;) le!
olarak tamimlanir. Exponansiyel fonksiyonun bagka bir g-benzeri de

T — j— xj
BE =3 Ut
j=0 le!

seklindedir.

Boylece tanimlanan exponansiyel fonksiyonlarin g-benzerleri arasinda

€T xr X _ X
quq =1 ve €1 = Eq

iligkilerinin oldugu sonucuna varilir.

Bazi 6nemli fonksiyonlarin tiirevleri agsagidaki gibidir.

Teorem 2.2.1. : Eger a,b,n,t € R, 2™ ve 2"~ ! kuvvetleri tamimh tiim x degerleri
i¢in,

i. Da™ = na™ 1,

ii. D(x —a)" =n(z—a)"!

iii. D(az + b)" = an(ax + b)"*

olur.



Teorem 2.2.2. (Kac ve Cheung, 2002): n € Z* ve a,b € C igin,

ii. Dy(z —a)} = [n]g(x —a)i™,
iii. Dy(a—2)"=—[n],(a— qx)

iv. Dy(ax +b) = aln]g(az +b)7 7,

olur.

Tanim 2.2.11. (Ernst, 2001): ¢} exponansiyel fonksiyonunun g-tiirevi

az __ az
Dyey” = aey

olarak tanimlanir. Ayrica; E; exponansiyel fonksiyonun g-tiirevi
D,Ey = aE]l*
seklindedir.

Tanim 2.2.12. (Integral): [a,b] kapali araliginda bir f(z) fonksiyonu tanim-
lansin. Verilen her € > 0 sayis1 igin, ||P|| < § kosulunu saglayan [a,b]'nin her
P = xg,21,...,x, boluntsi ve ¢, 'nin [x_1, x| arahgimdaki her segimi igin

n

|Zf<ck)A{L'k — J| < €

k=1
olacak gekilde bir > 0 sayis1 mevcuttur.
J sayisi, f'nin [a,b] arahig1 tizerindeki belirli integrali ve > 7_, f(cx) Az Riemann

toplamlarinin limitidir.

b n
J = /f(ac) dr = lim Y f(ck)Axy
J n—00 P

Belirli integraldeki J sayisinin sembolii

b

/f(m) dx

a
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a’dan b’ye kadar f(z)dz integrali veya a’dan b’ye kadar f(z)’'in x’e gore belirli
integrali olarak ifade edilir.

Eger n — oo iken Riemann toplamlarinin limiti varsa ve J’ye esit ise J,

b—a “

)= lim 3 f(ew) Ay

k=1

n—o0 n

J = lim Y f(cx)(
k=1
f’nin [a, b] arah@gindaki belirli integralidir.

Tanim 2.2.13. (g-Integral) (Ernst, 2001): Heine'nin 6grencisi olan Thomae,
1869 yilinda sozde g-integrali

[10di=0-03 s, 0<q<1

olarak tanitti.

1910 yilina gelindiginde Jackson g-integralini
b b a
[rwdit=[rtydt— [ £ d
a 0 0
seklinde daha genel bir hale getirdi. Buradan da
[ 10 dat = a1 = )3 Jlag)", 0<g <1
5 n—

ifadesini elde etti.

Jackson, [0, oo] araliginda galisarak

[rwdt=0-a) Y flaa", 0<a<1
0 n=-—oo
toplam yakinsakligi ispatladi. Ve
[ 10t =0-a) 3 [fl@)+ f(=aa" 0<q<1

sonucuna ulagti.

f fonksiyonunun stirekli oldugu [0, z] aralig: iizerinde g-integralinin g-tiirevi,

D, ( 1o dqt> =0, (a(1-0) 3 ey

_ 21— @) Xk flag")q" — x(1 — q) 52 fxg")g"™
z(1 —q)

= f(x)
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olur. Buradan

D, ( [rw dqt) = /(@)

olup, integralin tiirevinin fonksiyona esit oldugu sonucuna ulagabilir. Buradan nor-

D ( [rw dt) = f(x)

mal analizde olan

sonucun ortiigtigi gortlir.

Teorem 2.2.3. (Analizin Temel Teoremi): Eger f fonksiyonu [a, b] araligindaki

her noktada siirekli ve F', f'nin [a, b] tizerinde ters tirevi ise,

olur.

Teorem 2.2.4. (g-Analizin Temel Teoremi) (Kac ve Cheung, 2002): Eger
D,F(x) = f(x) ve F(z) fonksiyonu = = 0 noktasinda stirekli ise

J f@)d = Fb) - Fla). 0<a<<oo

olur.

Tamim 2.2.14. (Sole ve Kac, 2005): A > 0 olmak tzere herhangi bir f fonksi-
yonunun sinirsiz araliktaki g-integrali

oo /A n

[ wda=0-0 % L&)

0 n=-—00

dar.

Teorem 2.2.5. (Sole ve Kac, 2005): g-integrallenebilir bir f fonksiyonunun

g-integrali icin

4 oA

a) [flx)der= [ 5f(3)dg
0 q/A
oo/A co/A

b) [ f@da= | A3 de

ozellikleri gecerlidir.
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Tanim 2.2.15. (Vektor Uzay1) (Rynne ve Youngson, 2008): X bos olmayan

bir kiime ve K (R veya C) bir cisim olsun.

+: X xX—=>X, (r,y) m>z+y, =zyeX

o . K xX—=X, (a,z)—ar, acKzxeX

dontigtimleri ile toplama ve ¢carpma iglemleri denilen iglemler tanimlansin. Bu iglem-

ler her x,y,z € X ve a,b € K i¢in asagidaki kogullar1 saglasin:
L x+y=y-+ux,
i.z+y+z)=C+y) +z
iii. Vo € X icin x 4+ 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir,
iv. Vo € X igin z + (—z) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir,
v. Vo € X i¢in 1.z = x,
vi. a(x +y) = ax + ay,
vii. (a+b)x = ax + bz,
viii. (ab)z = a(bz).

Bu durumda X'’e K cismi iizerinde bir vektor uzayi, elemanlarina da vektor veya
nokta adi verilir. K = R alinirsa X’e bir reel vekor uzayr ve K = C alimirsa X'e

bir kompleks vektor uzayi denir.

Tanim 2.2.16. (I¢ Carpim Uzay1) (Rynne ve Youngson, 2008): K = R
(veya C) olmak iizere X bir vektor uzay: olsun.

Eger (.,.)x : X x X — K dontigiimii asagidaki o6zelliklere sahip ise (.,.)x've X
tizerinde bir i¢ ¢arpim, (X, (.,.)x) ikilisine de i¢ carpim uzay1 (veya én Hilbert

uzay1) denir.

i. Vo e Xicin (z,2)x > 0ve (z,2)x =0& v =10,

ii. Vo,y € X i¢in (z,y)x = (v, ) x (kompleks eslenik),
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iii. Vz,y € X ve o € K i¢gin (ax,y)x = a(z,y)x,
iv. foay,z €X 1@111 (J: + v, Z)X = (IVZ)X + (y7Z)X-

K = R durumunda her z,y € X i¢in (z,y)x = (y,2)x esitligi dogrudur. Ayrica

(ii) ve (iv) ifadelerinden her z,y,z € X ve her o, § € K igin
a. (Oél’ + 63-/7 Z)X = Oé(l’, Z)X + ﬂ(ya Z)Xa

b. (l’,()zy)x :a@jay)X = a($>y>X7

C. (ZL’, oy + BZ)X = a(l’, y)X + B(CL’, Z)X
formiillerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

Tanim 2.2.17. (Norm) (Rynne ve Youngson, 2008): (X, (.,.)x) bir i¢ garpim
uzayl ve x € X olsun.

2| x = (z, )%

seklinde tanimlanan fonksiyon X ftizerinde bir norm olup bu norma i¢ carpimin

iirettigi norm denir.

Tanim 2.2.18. (Hilbert Uzay1) (Rynne ve Youngson, 2008): (X, (.,.)x) bir
i¢ carpim uzayi, i¢ carpimin irettigi norma gore tam ise, yani (X, (.,.)x) igindeki
her Cauchy dizisi i¢ carpimin iirettigi norma gore yakinsaksa, bu i¢ carpim uzayina

Hilbert uzay1 denir.

Tanmim 2.2.19. (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991): H ayrilabilir bir Hilbert

uzay1 olsun.
b
S5 @) do < +oc

kosulunu saglayan f : [a,b] — H giiglii 6lgtlebilir vektor-fonksiyonlarimin lineer
vektor uzayr Lo(H, (a,b)) ile gosterilir. Bu uzay

b
(f 9) Lo, (a b)) ::/(f(t),g(t))H dt, f,g€ Ly(H,(a,b))

a

i¢ carpimin dogurdugu norm ile bir Hilbert uzayidir.
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Tanim 2.2.20. (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991): L?(0,a) uzayinda norm

a 1/2
1111 = (/|f(x)|2dx)

a

(f.9) = [ f@)g(e)dz. f.g€ L*(0.a)

0

ve

i¢ carpimi altinda bir ayrilabilir Hilbert uzayidir.

Tanim 2.2.21. (Annaby ve Mansour, 2012): L2(0,a), [0,a] iizerinde tammh

tiim kompleks degerli fonksiyonlarm uzay: olsun. Bu LZ(0, a)

a 1/2
£l == (/\f(:lf)\qua:) < 400
0

normu ve

(f.9) = [ f@)g@ dyz,  f.g € L(0,0)
0
i¢ carpimi altinda bir ayrilabilir Hilbert uzayidir.

Tanim 2.2.22. (Narici ve Bachman, 1998): X ve Y iki normlu lineer uzay

olsun. A: D(A) C X — Y olan her dontigiime operator adi verilir. Bu durumda
i. D(A):={x € X : Az tanwml} C X kiimesine A operatoriiniin tanim kiimesi,

ii. R(A) = AD(A) ={y=Ax:2 € D(A)} C Y kiimesine ise A operatoriiniin

deger kiimesi,

ili. KerA :={r e X :Ax =0} C X kiimesine ise A operatortiniin sifir kiimesi

veya cekirdegi denir.

Tanim 2.2.23. (Lineer Operator) (Kreyszig, 1978): X ve Y aym bir K cismi
tizerinde iki lineer uzay, D(A), X de bir lineer manifold ve A : D(A) C X — Y bir

operator olsun.

Eger her z,y € D(A) ve her a, 8 € K igin
Alax + By) = aA(z) + BA(y)

ise, A operatoriine X tizerinde bir lineer operator denir.
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Tanim 2.2.24. (Sinirl Operator) (Kreyszig, 1978): X ve Y iki normlu uzaylar

ve A: X — Y lineer bir operator olsun. Eger her x € X i¢in
|Az|ly < cllz||x

olacak gekilde sabit bir ¢ > 0 sayis1 varsa bu A operatoriine sinirli operator denir.
X’den Y'ye tiim smirh operatorlerin olugturdugu aile B(X,Y"), 6zel olarak X =Y
ise bu aile B(X) ile gosterilecektir.

Tanim 2.2.25. (Operatoriin Normu) (Rynne ve Youngson, 2008): X ve Y
iki normlu uzay ve A : X — Y smirh lineer bir operator olsun.

Bu durumda
[|A|| :=inf{M : M >0 ve VeeX ign |[Az|ly <M|lz||x}
sayisina A operatoriiniin normu adi verilir.

Tanim 2.2.26. (Eslenik Operator) (Narici ve Bachman, 1998): H bir Hilbert

uzayl, A : D(A) C H — H bir lineer operator ve D(A) = H olsun.
Bu durumda
D(A*):={y € H :VYx € D(A) igin bir ze€ H vardir, Ooyle ki

(Az,y)i = (z,2)m}
olmak tizere A* : D(A*) C H — H, A*y := z seklinde tanimlanan operatore A

operatoriiniin eslenik operatori denir.

Tanim 2.2.27. (Narici ve Bachman, 1998): H bir Hilbert uzay1, A: D(A) C H —

H bir lineer operator ve A*, A operatorinin eslenik operatori olsun.

i. Eger D(A) C D(A*) ve her f € D(A) i¢gin Af = A*f, yani Vf,g € D(A) igin
(Af,9)u = (f, Ag)y ise A operatoriine simetrik operator denir ve A C A*

semboliiyle gosterilir.

ii. Eger D(A) = D(A*) ve her f € D(A) igin Af = A*f ise A operatoriine

Ozeglenik operator denir.
iii. Eger H Hilbert uzayinda lineer kapali bir A operatorii icin

a) D(A) C D(A*) ve



iv.

16

b) Her f € D(A) i¢in [|Af||n = [[A"f|n
ise, A’ya H’da formal normal operator adi verilir.

Eger A, H Hilbert uzaymda formal normal ve D(A) = D(A*) ise, A opera-

tortine H’da normal operator denir.

Eger her f € H igin AA*f = A*Af = [ ise A operatoriine tniter operator

denir.
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3. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR
Bu caligmada, birinci mertebeden
l(u)=u

difarensiyel ifadesinin g-benzeri olan D, ve D -1 ifadeleri incelenecektir.
L?(0,a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden alinan aymi diferansiyel operatér in-

celenmis ve elde edilen sonucglardan 2.Boliim’de bahsedilmigtir.

Bu tezde a € R olmak fizere Lg(O, a) Hilbert uzayinda cahgilacaktir. Cahgma iki
béliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, D, g-diferansiyel operatorii incelenecek-
tir. Once sabit katsayili homojen ve homojen olmayan denklemlerin coziimleri, daha
sonra da degisken katsayili homojen ve homojen olmayan denklemlerin ¢oziim-
leri arastirilacaktir. Ikinci béliimde ise D, g-diferansiyel operatoriiniin sabit ve
degisken katsayili homojen ve homojen olmayan durumlarinda c¢oéziimleri ince-
lenecektir. Ayrica alinan sonuglar érneklerle desteklenip L?(0,a) Hilbert uzaymda

var olan sonuclarla karsilastirilacaktir.

[k olarak tezde kullamlacak baz ifadelerin ispatlar: verilsin.

Lemma 3.1. (Annaby ve Mansour, 2012) f(.) ve g(.), [0,¢ 'a] da tanimh

L2(0,a) nm iki fonksiyonu olsun. = € (0, a] i¢in Dy ve Dg-1 operatorleri arasinda
Dy-19(x) = Dyag-19(xq~") = (Dyg)(vq™")
bagintis1 vardir.

Ispat. f,g € [0,q a] ve z € (0, a] oldugundan

g(x) —glg 'x)  g(x) —g(q ')

Dg-1g(x) =

r—q ez (I-g Yz
_ —(glg™'2) —g(x)) _ g(g"'z) — g()
(¢— Vg 'tz (I—-q)q 'z
~glg ) —g(x)
N g e —x

= Dqg(q_lx)
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Ayrica;
Dyorg(x) = glg'z) —g(z) _ gla~'z) — g(gq"'x)
! (1-q)q ' ¢ e —qqw
= Dypg-19(xq")
olup istenilen egitlik gosterilmisg olur. O]

Lemma 3.2. (Annaby ve Mansour, 2012) f € L?(0,a) igin

qa

/ f0 dt = (1= qaf(@)+ [ f(0)d,t

0

esitligi dogrudur.

Ispat. f € Lg(O, a) alalm. Integral tanimindan
/af(t) dgt = (1= q)a i q"f(q"a)
/ B,
= (1 =qlaf(a) + (1 -qa Zq”fqa
= (L=qlaf(a) + (L —qa Zq”“ "la

= (1—q)af(a)+ (1 —q)qa Z_: q"f(q"qa)

= (1= q)af(a) + [ f(t)dyt

0
elde edilir. n
3.1. D, Operatoriiniin Incelenmesi

Bu bélimde, L7(0, a) Hilbert uzaymda p(z), [0, a] arahgnda tanimh reel degerli ve

0 da g-regiiler bir fonksiyon olmak ftizere,

l(u(z)) = Dgu(z) + p(z)u(z), =z €0,d (3.2)

formundaki birinci mertebeden lineer g-diferansiyel denklemi incelenecektir.

[k olarak asagidaki teorem verilsin.
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Teorem 3.1.1. (Annaby ve Mansour, 2005) L2(0,a) Hilbert uzaymda u ve v
0 da g-regiiler ve u,v € Lg(O, a) olan iki fonksiyon olmak tizere

D = u(a)v(ag ") — u(0)v(0) 'p
< Dgu, v >r2(0,0)= u(a)v(ag™") — u(0)v(0)+ < u, — Do > 0w

esitligi dogrudur.

Ispat. u,v € L2(0,a) ve 0 da q-regiiler olsunlar. L2(0, a) daki i¢ carpim tanimindan

< Dgu, v >r2(0,0) = /un(t)@ dgt
0

~ D, ( / u(t)v(t)dqt) - / w(qt)Dyo(d) dyt

= u(a)o(a) — u(0)o(0) — [ ulgt) Do) dyt

Simdi z = ¢t doniigiimii yapilip Lemma 3.1 ve Lemma 3.2 kullanilirsa;

qa W
. _a 1
< Dyu, v >12(0,0) = u(a)v(a) — u(0)v(0) — u(t)quv(q—lt) dgt
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elde edilir. Boylece

1
< Dgu, v >12(0,0)= u(@)v(ag™") — u(0)v(0)+ < u, —6Dq_1v >12(0,0)
esitligi elde edilir. O
Simdi verilen (3.2) ifadesi incelensin.

Teorem 3.1.2. Teorem 3.1.1 deki sartlar altinda ve p(x) fonksiyonu [0, a] araligin-

da reel degerli olmak tizere

< lu, v >120,0)= u(a)v(ag=t) — u(0)v(0)+ < u,l*v > 12(0,a)
esitligini saglayan [*, g-diferansiyel denklem ifadesi
. 1
(v(z)) = —qufw(I) + p(z)o(z)
seklindedir.
Ispat. u,v € Lg(O, a) ve 0 da g-regiiler olsunlar. O halde

< lu, v >120,0) =< Dyt + pu, v >12(0,0)

=< Dyu,v >12(0,0) T < PU;V >12(0,0)
Teorem 3.1.1 ve p(z) fonksiyonu reel degerli yani p(z) = p(z) oldugu kullanilirsa;

< lu,v >12(0,0) =< Dyu,v > 12(0,a) + < pu,v >12(0,a)

— 1
= u(a)v(ag=!) — uw(0)v(0)+ < u, —=Dyg-1v >12(0,0)
q q

+ <u,pv >L3(0,a)

1
= u(a)v(ag=!) —u(0)v(0)+ < u, —=Dg-1v + pv >12(0.0)
q o

elde edilir. Boylece

" (0() = —;qu@) T p(a)u(a)

oldugu gosterilmis olur. O]
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Sonug 3.1.1. [(u)'nun g-diferansiyel ifadesi
D(l) = {u € L(0,a) : u(0) = u(a) = 0}
kiimesi tizerinde tanimlanirsa bu ifadenin egleniginin

" (0() = —;qu@:) T p(a)u(a)

oldugu kolayca gortlir. O halde; I # [* oldugundan birinci mertebeden [, -

diferansiyel ifadesi Lg(O, a) uzayinda simetrik ve 6zeglenik olamaz.

Sonug 3.1.2. L2(0,a) uzaymda [(u) g-diferansiyel denklem ifadesi D(I) tanim

kiimesi altinda normal degildir. Gergekten, eger normal ise
w=1ri
egitliginin saglanmasi gerekir. Fakat Annaby ve Mansour (2005)’a gore
1
—Dy1Dy = DyD
q

oldugu bilindiginden

q 9 q
1

= 1"
q

~11 1(-1
= DD, = - (Dq1> D,

olup normal olmadigr agiktir.
Simdi Lg(O, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden, sabit katsayili,
l(u(x)) = Dyu(x) + pu(x) (3.3)

qg-diferansiyel ifadesi ele alinsin. Oncelikle verilen g-diferansiyel ifadenin homojen

kismin ¢oziimii aragtirilsin.

Teorem 3.1.3. L7(0, a) Hilbert uzaymda birinci mertebeden homojen
l(u(x)) = Dyu(z) + pu(z) =0

q-diferansiyel denkleminin ¢éziimii ¢y € C olmak fizere u,(z) = coeP* dir.
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Ispat. Verilen birinci mertebeden [, q-diferansiyel denkleminde D, tirev operatori

yerine yazilirsa

_ ulgr) —u(@)
l(u(z)) = G-z + pu(z)
elde edilir. Buradan
ulgr) —u@)
g-na F (z)=0

ifadesi diizenlenirse
u(gz) —u(z) + plg — Dau(z) =0
u(qr) = [1 —plq — 1)x]u(z)
elde edilir. Son ifadede
= Z "
n=0

kuvvet serisi yardimiyla ¢oziim aranirsa ve u(qz) = Y02 ¢,(gz)"™ oldugu esitlikte

yerine yazilirsa
> en(gr)" = [1=plg— D Z Cn
n=0
> g2 =) e —plg—1) Z ezt
n=0 n=0 n=0

elde edilir. Genel terimlerini ayni1 yapmak i¢in son ifadede £ = n + 1 doniigtimii

yapilirsa
o (0.] oo
Z cnqta = Z ™ —plg—1) Z Cp12"
n=0 n=0 n=1

olup buradan

co + Z cnqx" = ¢+ Z cpx” —plg—1) Z Cp1 2"

n=1 n=1 n=1
ve bdylece
> g™z = (e —plg— 1)cp_)z"
n=1 n=1

elde edilir. Genel terimleri ayni olan serilerin katsayilar: esit olacagindan

qun = Cp _p(q - 1)cn—1

olup
(= Pla=1)
q" —1
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seklinde bulunur. Elde edilen esitlikten, ¢, lerin genel formunu bulmak i¢in n deger-

leri yerine yazilirsa;

n =1 i¢in;
plg—1
o — Pla=1)
qg—1
qg—1 1
= —PD——Cn = —P——C;
pq_l ’ pmq ’
1
=0 = (—p)l—co
1],
n = 2 i¢in;
—p(qg—1)
Cy = WCI
_ —plg—1)=p(g—1)
= Co
-1 q-1
_ plg—1)?
= 3 Co
(¢g—1)(¢*—1)
2q—1qg—1 s 1 1
=p'— o = P’ = Co
qg—1¢—1 [1]4 [2]g
1 1
= ¢y = (—p)?— 0o
[1]4 [2],
n = 3 i¢in;
~ —plg—1)
C3 = 7{13 1 Co
_ople=b pa-1?
¢?—-1 (¢g—=1)(¢*—1)
_ -y
(¢—1(¢* = 1)(¢* - 1)
3¢—1qg—1q—1
- — Co
q—1¢*—1¢*—1
L1011
= —p o A o
[1]4 [2]4 [3lg
1 1 1
=c3=(—pP—r—0cp
[1]4 [2]4 [3lg
n =4 i¢in;
—p(qg—1)
Cy — q47_103
_ople=l) Pt
-1 (¢g—D(@-1D(#-1)
p*(g—1)*

T @-D@ D@ - -1
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4q—1g—1q—1 q—l

“= q—lq—1q3—1q—1
et 11
— P 2 BBl 4,
= 4= (_p)4iiii%
[1]q [2]4 [3q [4]q
oldugu goriiliir. Buradan

TR S SR S o )
= LR O T

bulunur. Dolayisiyla u(x) ¢éziiminde ¢, ler yerine konulursa

wajyo x—zop@

elde edilir. Boylece istenilen ¢o6ziim

ug(x) = coe, "

seklindedir. O

Ornek 3.1.1. L2(0,a) uzaymda
Dyu(x) —2u(z) =0

seklindeki birinci mertebeden sabit katsayili homojen ¢-diferansiyel denkleminin
g-¢Ozimi aragtirilsin.
Oncelikle, verilen q-diferansiyel denkleminde D, tiirev operatérii yerine yazihr
u(gr) — u(z)
l(u(x)) = ————— —2u(x
(u(e)) = W) ()

u(ge) — u(x) _
G-z 2u(x) =0

ifadesi diizenlenirse
u(gz) — u(z) — 2(q — Dzu(z) =0

u(qr) = [1+42(q — 1)x]u(z)
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elde edilir.Buradan
= Z "
n=0
kuvvet serisi yardimiyla ¢6ziim aranirsa
Z 1+2(qg—1)x Z Cn
Z cnq" " = Z cnt” +2(q — 1) Z cpx
n=0 n=0 n=0

bulunur. Genel terimlerini ayni1 yapmak i¢in son ifadede £ = n + 1 doniigtimii

yapilirsa
Z cnqt " = Z ™ +2(qg—1) Z Cp_12"
n=0 n=0 n=1
olup
o+ Y gz =co+ Y cpr” +2(q—1) > cpa”
n=1 n=1 n=1
ve bdylece
> gz = (en +2(qg — 1)cp_q)2"
n=1 n=1
elde edilir. Boylelikle istenilen genel terim
2(g—1
oo 2a=h)
q" =1

seklinde bulunur. Elde edilen esitlikten, ¢, lerin genel formunu bulmak i¢in n deger-

leri yerine yazilirsa;

n =1 i¢in;
2(g — 1
" (¢ %0
qg—1
qg—1
=2
g—17
= 21
¢ =2—=¢
o
n = 2 i¢in;
2(¢-1)

&) q2_101
20¢-1)2(¢—-1)
¢?-1 q—1 "

22(q — 1)?
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g—1qg—1
—_— C
g—1¢—-1"
, 11

1), (2,

02:22

:>C2:2 Co

n = 3 i¢in;

2g—1
% %
g —1
2(g—1) 2%(q—1)?
— C
-1 (g—1)(g-1)"
2%(q—1)°
= C
(=)@ —-1)(g—1)"
—1g—1g¢—1
_pd—1d a1
q—1¢—1¢"—1

111
== LR, B

C3 = 2

n = 4 i¢in;

20q — 1
% %
q* —1

2(¢ = 1) 2°(¢ —1)°

= C
=1 (g-1)(@-1)(E-1)"

2'(q —1)*

— C
(- D@ -1 -1)(¢* - 1)

¢ la-1lg=1 g1

¢—1@—1¢—1¢"'—1"

= 4= 24LLLLC
Y, 20, 03, M,

Cy = 3

oldugu goriliir. Buradan

1 1 1 2"

Cn = 2”mm-~-@co :CO[T]Q!

olup u(x) ¢oziimiinde ¢, ler yerine konulursa

) = = R T G

elde edilir. Boylece istenilen ¢oziim

ug(x) = coezac

seklindedir. Dolayisiyla alinan g-diferansiyel denklemde p = —2 olmak ftizere Teo-

rem 3.1.3 de bulunan ¢6ziim ile ortiigtiigi goriliir.
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(3.3) g-diferansiyel ifadesinin homojen olmayan ¢oziimii agagidaki sekildedir.

Teorem 3.1.4. Lg((),a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden sabit katsayili, ho-
mojen olmayan

l(u(x)) = Dyu(z) + pu(xz) =0, beC
g-diferansiyel denkleminin ¢éztimii ¢y € C olmak iizere

b
ug(z) = coe, " + ]; — Ee;px

seklindedir.

Ispat. Bir 6nceki teoremden g-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢oziimiiniin
Uy () = coeP* oldugu bulunmustu.
Simdi verilen homojen olmayan g-diferansiyel denklemin ¢oztiimiinii bulmak igin

parametrelerin degisimi metodu kullanilirsa
ug(x) = c(x)e, P*
seklinde ¢6ziim aranir. Verilen denklemde ¢6ztim yerine yazildiginda
Dy(c(z)e, ™) + pe(x)e, P = b
olup buradan

c(x)Dge, 7" + e, P Dyc(x) + pe(w)e, " = b
c(x)(—pe, ") + e, P Dyc(x) + pe(z)e, ™ = b
e, P Dyc(x) =

q

bulunur. Burada ege, * = 1 bagmtis1 kullanihirsa
Dyc(r) = bef™y

elde edilir. Buradan her iki tarafin 0 dan x e integrali alinirsa

/ Dc(t) dgt = / beP™, d,t
0 0
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olup
c(x) —c(0) = b/ezq”itl dgt
0
c(x) = ¢(0) + b/eg(itl dgt
0
bulunur. Simdi aramlan ¢éziimde ¢(x) yerine yazilirsa

ug(z) = (0(0) + b/e’q”ftl dqt) e,
0
—px —DT t
= c(0)e;7" + be,? / et dt
0

1
= c(0)e, " + be, " <pe§t1 |§>

1 1
= c(0)e, " + be, " (egfl - 621>

p p
b b
= C(O)e;px + ];6;273?6271 = ];eq pr
b b
=c(0)eP" + — — —e P*
q P P q

sonucuna ulagilir. Boylece istenilen birinci mertebeden homojen olmayan g-diferan-
siyel denkleminin ¢6ziimii
b b

ug(z) = coe, " + ]; — Ee;px

seklinde bulunur. O]

Ornek 3.1.2. L2(0,a) uzaymda birinci mertebeden sabit katsayil, homojen ol-
mayan

Dyu(z) —2u(z) =5
g-diferansiyel denkleminin q-¢oztimi aragtirilsin.

Verilen ¢-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢éziimii Ornek 3.1.1 de

ug(x) = coezw

oldugu bulunmustu. Simdi verilen homojen olmayan g-diferansiyel denklemin ¢o6-

zimiinii bulmak i¢in parametrelerin degisimi metodu kullanilirsa



seklinde ¢6ziim aranirsa
D,(c(z)e2") — 2¢c(x)eX =5
olup buradan
c(x)qugz + egquqc(x) - QC(x)eggﬁ =5

c(a:)Qe?f + engch(x) - 26(33)63:0 =5

€2 Dyc(z) =5

—x

elde edilir. Burada ege *; = 1 bagmtisi kullamlirsa

D,c(x) = be, 2"

q—l

bulunur. Simdi her iki tarafin 0 dan x e integrali alinirsa

/ Dyc(t) dgt = / Se 21" dyt

0 0
olup

c(x) —¢(0) = 5/6;,21@ dgt
0
-2
o(z) = ¢(0) + 5 / e % d,t
0

bulunur. Artik aranilan ¢éztimde ¢(x) yerine yazildiginda

ug(z) = (c(O) + 5/6(17_21@ dqt) e
0
2x 2z —2qt
= c(0)e;” + 5e; /eq_f dgt
0

elde edilip

1
ug(x) = c(())eg”" + 562‘E <_26;_2f|g>

1 1
= c(())eg”" + 5e2* <26__2f + =€,

q q 29
) )
— c(())eg”" - 562%;_21‘” + §€2$
2 D 4,

)

29
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sonucuna ulagilir. Boylece istenilen birinci mertebeden homojen olmayan g-diferan-

siyel denkleminin ¢oziimii

5 9
ug(x) = coezx — 5 + 56(21“7

seklinde bulunur. Boylelikle p = —2 ve b = 5 i¢in bulunan bu g-¢6ztimiin Teorem

3.1.4 ile ortiigtigi agiktr.

Simdi L2(0, a) Hilbert uzaymnda birinci mertebeden, degisken katsayil
l(u(z)) = Dgu(z) + p(z)u(z) (3.4)

g-diferansiyel ifadesi diigtiniilstin. Sirasiyla homojen ve homojen olmayan ¢oziim-
lerinin aragtirilmasi yapilsin.
[k 6nce verilen (3.4) g-diferansiyel denkleminin homojen kisminm ¢éziimii ince-

lensin. Bu ¢6ziimii bulabilmek igin iki yontem verilebilir:

L. Yontem: L;(0, a) Hilbert uzaymda (3.4) g-diferansiyel denkleminde tiirev ifadesi

yerine yazilirsa

Culgn) —ule)
ua)) = "B plou(e)
elde edilir. Yukaridaki esitlikten
u(gr) — u(x)

(¢— 1)z + p(z)u(x) =0

olup bu ifade diizenlenirse
u(qz) — u(z) + (¢ — Dap(z)u(z) =0
ve buradan
u(gz) = [1 — (¢ = Dap(z)]u(z)
elde edilir.Bu son egitlikte ¢oziim

[e.9]
u(z) =Y cpa”
n=0

kuvvet serisi seklinde aranirsa ve

u(qr) = i cn(qz)”

n=0
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oldugu esitlikte yerine yazilirsa

Z =[1—-(¢—1ap(x ch
chqx —chx —(¢g—1)p ch

elde edilir. Genel terimlerini ayni yapmak i¢in son ifadede & = n 4+ 1 déniigiimi
yapilirsa
chqx —chx —(¢—1)p ch z"

olup buradan

00+chqx —co—l—cha: —(qg—1)p ch "

n=1 n=1

ve bdylece

Z qunxn a Z Cn$n r (q i 1)p(l’) Z Cn—lxn
n=1 n=1 n=1

elde edilir.

Yukaridaki son egitlikten

il . i (e — (¢ — Dp(a)eas]a”

seklinde iki serinin egitligi bulunur. p(x) fonksiyonunun nasil verildigi dikkate ali-

narak istenilen ¢, katsayilar1 belirlenebilir.

Ornek 3.1.3. Lg(O7 a) uzayinda birinci mertebeden degisken katsayili, homojen
Dyu(z) — Tx*u(z) =0

g-diferansiyel denkleminin g-¢oziimi aragtirilsin.
Verilen birinci mertebeden I, g-diferansiyel denkleminde D, tiirev operatorii yerine

yazilirsa
u(gz) — u(z)

G—Dr Tr*u(r)

l(u(z)) =
olup
M — 72%u(z) =0
(¢ — 1z
bu ifade diizenlenirse

u(qr) — u(z) — 7(q — Va’u(z) =0
u(gz) = [1+7(q — 1)z"Ju(x)
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elde edilir. Simdi
= Z "
n=0
seklinde kuvvet serisi yardimiyla ¢oziim aranirsa
Z [1+7(q— 1)z Z Cn

(e}

Z gt = Z " +T7(q—1) Z cn®
n=0 n=0 n=0

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

g2 =) ez +7(g—1) > ¢pza”
n=0 n=0 n=3
olup buradan

co + c1qx + cg?x® + Z cnq" ™ = co + 17 + o + Z ™ +7(qg—1) Z Cp_3x"
n=3 n=3 n=3

bulunur. Iki serinin esitliginden ¢;q = ¢; ve ¢3¢ = ¢, olup, 0 < ¢ < 1 oldugundan
Cl = Cy = 0

bulunur. Ayrica;

qun =Cp + 7((] - 1)Cn—3

ifadesinden
7(q — 1)
qr —1

seklinde bulunur. Elde edilen esitlikten, ¢, lerin genel formunu bulmak i¢in n deger-

n — -3

leri yerine yazilirsa;

n = 3 i¢in;
7(g—1)
C3 F—1 Co
=c ! &
3= 57 Co
314
n = 4 i¢in;
7(g—1)
C4 -1 1



n = 5 i¢in;
T(g—1
s = ;5—1)62
=c5=0
n = 6 i¢in;
T(qg—1
Ceg = 56_1)63
_a-17g-1)
-1 ¢—-1"
72
= Cg = Co
[314[6]4
n =7 i¢in;
T(qg—1
Cr = ;7—1)04
=c; =0
n = 8 i¢in;
T(qg—1
Cg = ;8—1)05
=cg =0
n =9 i¢in;
7(g—1)
Cy qg_lcﬁ

73
= C9g = Co
[3]4[6]4[9]q
oldugu goriliir. Buradan
771
C3n = Co
[3]4[6]4 - - [3n],

ve geriye kalan terimler de

33



elde edilir. Burada

1—q3
l—q6 l—q3 3
= 1
:[S]q(1+q3)
l—q9 1—q3 3 6
= = 1
9], =g = 1o (I+¢" +q°)

olacagindan

34

[3]11[6]11[9]11 "y [3n]q = [3]q[3]q(1 + q3)[3]q(1 + q3 + q6) " [3]11(1 + q3 +oeee qgn_g)

=[BA+)A+¢+¢°) A+ +" +- + ")
elde edilir. g-Benzer ifadenin faktoriyeli
! =(1+a)1+q+¢") - (L+g+a+-+q"7)
oldugu bilindigine goére ¢> benzer ifadenin faktériyeli de
! =1+ @)1+ +¢°) - (L+¢* + ¢+ +¢"7)

bulunur. Dolayisiyla
[3]4[6]4[9]q - - - [3n]y = [3]2[77]113!
elde edilir. Simdi u(z) ¢oztiimiinde ¢, ler yerine konulursa

- n __ - " 3n
Ual@) = 2 et = 2 o g,

= i Co 7771 $3n
n=0 [3](7; [n] ¢ !

i <7x3>n 1
= CO _—

n=0 Bl [n]g!
elde edilir. Diaz ve Teruel (2005)’e gore

qk = >

n—0 [n] qk '
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oldugundan istenilen ¢6ziim
7963
_ Blg
ug(x) = Co€q 3

seklindedir.

II. Yontem: Lg((), a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden degigsken katsayih
Dyu(x) + plz)u(z) = 0

g-diferansiyel denklemini ¢ézmek i¢in 6ncelikle integral denklemi olarak yazilabilir.

Bunun i¢in

esitliginin her tarafinin 0 dan x e g-integrali alinirsa

/xun(t) dgt = /w—p(t)u(t) dgt

0

olup
ug(w) = u(0) = = [ pltyu(t) dyt
0
elde edilir. Boylece (3.4) g-diferansiyel denkleminin integral denklemi
ug() = u(0) = [ p(t)u(t) dyt
0
seklinde olup istenilen ¢oztim yaklagim yontemi kullanilarak bulunabilir.
Ornek 3.1.4. L2(0,a) uzaymda alnan
Dyu(z) — zu(z) =0

ve u,(0) = 1 baglangic deger probleminin ¢éziimii Picard Yaklagim Yontemi ile
bulunsun.

Lg(O, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden degigsken katsayih
Dyu(z) — zu(x) =0

g-diferansiyel denklemini ¢6zmek i¢in 6ncelikle integral denklemi olarak yazilabilir.
Bunun i¢in

Dyu(x) = zu(x)
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egitliginin her tarafinin 0 dan x e g-integrali alinirsa

olup

elde edilir. Boylece; verilen g-diferansiyel denkleminin integral denklemi
() = u(0) + / tu(t) dyt
0
seklinde olur. §imdi, u,(z) i bulmak i¢in yaklasik ¢éziim inga edilsin. Bunun i¢in
Picard Yaklagim Yontemi kullanilsin.
u =1 ve u,(z)=1+ /tun(t) dgt
0

ifadesi bu yontem sonucunda elde edilir. Buradan

n = 0 i¢in;

n =1 i¢in;

ug(r) =1+ /tul(t) dgt
:1+0/t<1+[2]q>dqt

o)

x? xt

L L,
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n = 2 i¢in;

:1+/t<1+[;q+[2]z[4]q>dqt

oldugu gortliir. Burada

1—¢?
[2](]_ 1_
q
1—¢* 1—¢? 9
4 = 1
= [2],(1 +¢°)
1-¢° 1-¢ 2 4
6l = _

olacagindan
[2]4[4][6]q -~ [2n = [2]g[204(1 + ¢*) (201 + ¢ + ¢*) - 2L+ ¢* + - + ¢ 7?)
=250+ )1+ +q") - (L+ @+ ¢+ 477
elde edilir. g-Benzer ifadenin faktoriyeli
! =(1+a)1+ag+q") - (A+g+a+-+q"7)
oldugu bilindigine goére ¢? benzer ifadenin faktériyeli de
le! =1+ A+ +¢") 1+ +q" + -+ ¢

bulunur. Dolayisiyla

[Q]q[4]q[6]q T [2n]q = [Q]Z[n]qﬂ
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elde edilir. Simdi u(z) ¢oztimiinde ¢, ler yerine konulursa

oo oo 1
ug(x) =) cpa™ = "
)= 2" = 2 B,
- 1 2n
= x
= iyl
5 <9€2> 1
o \[2lg ) [n]g!
elde edilir. Diaz ve Teruel (2005)’e gore
x - xn
(& —_=
v nZ:() ]!

oldugundan istenilen ¢6ziim

seklindedir.

Gortldigii gibi birinci mertebeden degisken katsayili homojen g-diferansiyel denk-
leminin ¢oéziimiiniin bulunma iglemi katsayida verilen fonksiyona gore degisiklik
gostermektedir.

Alinan (3.4) g-diferansiyel denkleminin homojen olmayan ¢oztimu agagidaki gibidir.

Teorem 3.1.5. L?(0,a) Hilbert uzaymda birinci mertebeden degisken katsayili
homojen olmayan

l(u(x)) = Dqu(x) + p(z)u(zr) = b(x)

g-diferansiyel denkleminde, yo(z) aynm g-diferansiyel denklemin homojen kisminin

¢Ooziimiidir. Buna gore; verilen g-diferansiyel denklemin ¢oziimii ¢y € C olmak tizere

ug() = (c<0> v [ dqt) yola)

Yo(qt)

olur.

Ispat. L2(0,a) Hilbert uzaymda (3.4) g-diferansiyel denkleminin homojen kismimm
¢ozumi yo(x) olsun. Homojen olmayan kismin ¢éziimiinii bulmak icin parame-

trelerin degigimi yontemi kullanilsin. O halde

ug(2) = c(x)yo(x)
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seklinde ¢6ztim aranmalidir. Ayrica Bangerezako (2008)’ya gore bu ¢oztimdeki c(x)

fonksiyonunun
yo(gx) Dyc(x) = blx)

denklemini saglamasi gerektigi verilmistir. Oyleyse

esitligi tarafindan bulunur. Boylelikle; (3.4) g-diferansiyel denkleminin homojen

olmayan kisminin ¢oztimi

seklinde oldugu gortliir. O]

Ornek 3.1.5. L2(0,a) uzaymda birinci mertebeden degigken katsayili, homojen

olmayan

Du(x) — Tz*u(r) = 3x + 1

g-diferansiyel denkleminin q-¢oztimi aragtirilsin.

Verilen g-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢éziimiiniin

oldugu bulunmustu. Homojen olmayan kismin ¢6ziimiini bulmak i¢in parame-

trelerin degisimi yontemi kullanilsin. O halde
723

Blg

ug(7) = cx)eys

seklinde ¢oztim aranmalidir. Teorem 3.1.5 e gore bu ¢oziimdeki ¢(z) fonksiyonunun

Yo(q) Dyc(x) = b(x)

denklemini saglamasi gerektigi verilmistir. Oyleyse

_3x+1

7([q-]r)3
3lg
€q,3

D,c(x)
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olup istenilen ¢(z) fonksiyonlar:

3t+1
c(x) = ¢(0) + / — ot
0

[3lq
€43

esitligi tarafindan bulunur. Boylelikle; g-diferansiyel denkleminin homojen olmayan

kisminin ¢éziimi

T

3t+1 B
ug(x) = | ¢(0) —l—/+dqt ey

7(qt)3 q,3
0 e [3]lg

seklinde oldugu gortliir.

3.2. D, Operatoriiniin Incelenmesi

Tezin bu bolimiinde, diger boliimde aliman D, tiirev operatorii yerine D -1 tiirev

operatorii alinacaktir. Lg(O, a) Hilbert uzayinda, birinci mertebeden, lineer
l(u(z)) = Dg-1u(z) + p(z)u(z), = €[0,q] (3.5)

g-diferansiyel denklemi alinsin. Burada p(z), [0, a] araliginda tanimh reel degerli ve

0 da g-regiiler bir fonksiyondur.

[k olarak asagidaki teorem verilsin.

Teorem 3.2.1. (Annaby ve Mansour, 2005) Lg(O, a) Hilbert uzayinda, u,v €

Lg(O, a) ve u, v fonksiyonlar1 0 da g-regiiler olmak tizere

< Dy-1u,0 >12(0,0)= qlu(ag " )v(a) — u(0)v(0)]+ < u, —gD,v > 12(0,0)
esitligi dogrudur.

Ispat. Lg(O, a) Hilbert uzayinda i¢ ¢arpim tanimi kullanildiginda

< Dy-1u,v >12004) = D u(t)v(t) d,t
q 2(0,a) q q

= /aun(tq_l)U(t) dgt

olur. Burada z = t¢~! doniisiimii yapilirsa;

OLq_1 aq_1

| aDultyolat)dyt = [ Dyu(t)olat) dyt
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elde edilir. Son egitlige kismi integrasyon yontemi uygulandiginda

[ aq_1 aq_1
< Dy-1u,v >12000) = q | Dy (/ u(t)v(qt) dqt) - / u(t)D,v(t) dqt]

= q |u(ag " v(qag") — u(0)v(0) — / u(t)Dyv(t) dqt]

olur. Bu ifadeden

aq’1

/ f(6)dgt = (1 = q)ag™ Y ¢"f(g"ag™")
0 n=1
=(1-qa an g a
(1—q)a anf q"a)
_ / F(t)dgt
0
egitligi elde edilip B
/ f(t)dyt = / f(t) dqgt
0 0

oldugu kullanildiginda

< qulu, U >1200,0) = ¢ [u(aq_l)v(a) — u(O)W — /u(t)qu(t) dqt]

o fueDgma]

= ¢ [u(ag™")v(a) - u<o>v<o>} + < u, =Dy > 1200

bulunur. Sonug olarak

< Dg-1u,v >12000)= ¢ [u(aq’l)v(a) — u(O)v(O)} + < U, —qDgv >12(0.0)

oldugu gosterilmis olur. O]
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(3.5) qg-diferansiyel denklemi Teorem 3.2.1 yardimiyla agagidaki sekilde diizen-

lenebilir.

Teorem 3.2.2. Lg(O, a) Hilbert uzaymda u,v € Lg(O, a) ve u, v fonksiyonlar1 0 da

g-regiiler olsun. Ayrica p(x), [0, a] araliginda reel degerli bir fonksiyon olmak tizere
< lu,v >r2000)= ¢ [u(aq_l)@ - u(O)m] + <u,l*v>
esitligini saglayan [*, g-diferansiyel denklem ifadesi
(v(x)) = —gDgu(z) + p(z)o()
seklindedir.
Ispat. u,v € Lg(O, a) ve u,v fonksiyonlar1 0 da g-regiiler olsun. O halde

< lu,v >12(0,0) =< Dg=1U + pu, v >12(0,0)

=< qulu,v >L3(O,a) + < pu,v >Lg(0,a)
Teorem 3.2.1 ve p(z) = p(x) oldugu kullanihirsa;

< lu,v >12(0,0) =< D=1, >1200,0) + < PU, U >12(0,0)
= ¢ |u(ag™")v(a) — u(0)v(0))
+ <, —qDgv >12(0,0) + < U, PV >12(0,0)
= ¢ [u(ag™")v(a) — u(0)0(0))

+ <u,—qD,v + pv >12(0,0)
bulunur. Boylece
<lu, v >120,0)= ¢ [u(aq’l)@ - u(O)m} + <u,l*v >
esitliginden istenilen [* operator ifadesinin
I"(v(z)) = —qDgv(x) + p(z)o(z)

seklinde oldugu goriliir. O
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Sonug 3.2.1. L2(0,a) Hilbert uzaymda
D(l) = {u € L(0,a) : u(0) = u(a) = 0}
kiimesi tizerinde tanimh (3.5) g-diferansiyel denkleminin eglenigi
I"(v) = —qDgv + p(z)v(z)

seklindedir. Dolayisiyla birinci mertebeden I, g-diferansiyel denklemi L2(0, a) uza-

yinda [ # [* oldugundan simetrik ve 6zeglenik olamaz.

Sonug 3.2.2. Lg(O,a) uzaymda [(u), g-diferansiyel denklem ifadesi D(l) tanim

kiimesinde normal degildir. Ciinkii; eger normal olsaydi
=1
esitliginin saglanmas1 gerekirdi.

"= Dy1(—qDy) = —qD,1 D,
= —qqDyDy = q(—qDy) Dy

= ql*l

olup Annaby ve Mansour (2005) un

1
—Dy1Dy = DyD
q
esitligi ile geligir. Dolayisiyla I, g-diferansiyel denklemi D(I) tanim kiimesi altinda

normal olamaz.

LS(O, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden, sabit katsayili
l(u(z)) = Dg-ru(x) + pu(z) (3.6)

g-diferansiyel denklemi digiiniilstin.

[k olarak (3.6) g-diferansiyel denkleminin homojen kisminin ¢oziimiine bakilsim.

Teorem 3.2.3. Lg(O,a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden, sabit katsayili, ho-
mojen

l(u(x)) = Dy—1u(z) + pu(z) =0
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g-diferansiyel denkleminin ¢oztimii ¢y € C olmak tizere
ug(z) = coe, ¥ = cob5 ™"
seklindedir.

Ispat. Lg (0, a) Hilbert uzaymda [, g-diferansiyel denkleminin homojen kismin ¢éziimiine

bakilsin. 1k 6nce denklemde D, tiirev operatoriiniin tanimi yerine yazilirsa

l(u(z)) = u(g - ;L<Cf)_;x) + pu(z)

elde edilir. Buradan
u(z) —u(q~ ')

(1-gq¢

+ pu(x) =0

ifadesinden

u(z) —u(g™z) +p(1 — ¢ Hzu(z) =0

w(@)[1+p(l — ¢ Ha] —u(g™'z) =0

bulunur. Simdi bulunan son denklemin

o
= Z "
n=0

kuvvet serisi yardimiyla ¢oziimii aramrsa ve u(g'z) = 300 ¢,(¢7 2)" oldugu

esitlikte yerine yazilirsa
ch [14+p(1—q Ha] — ch(q_lx)"zo
n=0
chm +p(l—q* ch —chq_”x”:
n=0

n=0

olur. Genel terimlerini ayni1 yapmak icin son ifadede £ = n 4+ 1 déniisimu yapilirsa
chx —|—p1—q ch 1" —chq x"
n=0
elde edilir. Serileri ayn1 n = 1 den baglatmak i¢in n = 0 terimlerini ayr1 yazarsak
00+ch$ —l—pl—q ch 1" —cO—chq x"
n=1
olup gereken diizenlemeler sonucunda

chx +p1—q ch " —chq z"

n=1



elde edilir. Genel terimleri ayni olan serilerin katsayilar: egit olacagindan
Cn +p(1 - q_l)cn—l - qu—n =0

esitligine ulagilir. Boylece

(=g ™) =—p(l —q "en

—p(1 =g !
P Ul 0 P
1—qg™m

olur. Buradaki ¢, ifadesi diizenlenirse

—p —1 e
gy (¢ )q 1
q" —1

n—1

45

olarak bulunur. Elde edilen esitlikten, ¢, lerin genel formunu bulmak i¢in n degerleri

yerine yazilirsa;

n =1 i¢in;
—plg—1
G = 7((] )QOCO
qg—1
. Ly _ L 0
- p 1q Co p[l]qq Co
q° 1
= —pPr7C = —D Co
mq mq*l
1
=1 =(—p) I
-
n = 2 i¢in;
~ —plg—1)

_ —plg—1) —plg—1) 4

2 —1 q q—1 qCo
2 2
pilg—1
VRS R
(¢—1)(¢* - 1)
q—1g—1 o 1 1
=p — q qco =P 77574 4¢
g—1¢—-1"""° 12,
2(]0 ql 2 1 1
=P 75757 C0o=P Co
mq [2}q mq*l [2](171
1 1




n = 3 i¢in;

—p(q—l)g
_pla=) . Pla=1
F#-1 " (g-1)(gE-1""
_ —Pg(q - 1)3 qq20
G- D(@-1(@-1)" "
il izl e
g—1g>—1¢*—1" "

, 111,

, 11 1

n = 4 i¢in;

T o1 !
_ple=1) 5 —pa—1)°

-1 " (¢—1)(—-1)(¢*—
_ p'lg—1)" 2,3,
T -D@- D@ - D -t
49— 1g—-1qg—1q—-1
g1 14— 1¢t -1
L1111
P, 2, Bl 4

2
1) qq Co

9q°q°co

99°q>co

111

bulunur. Bu ifadeler incelendiginde genel terimin

1 1 1 9 4
Cp = (—p)niiiqq ...qn Co
[Hq [Q]q [n]q
0 n—1

:(_)nq q q

2

46
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n 1 1 1 .
o= SRS
IR S G )
= P G e = O

seklinde oldugu bulunur. Simdi u(x) ¢dziimiinde ¢, ler yerine konulursa

ug(z) =D cpa™=> o x
n=0 n=0

[n]q‘1!
_ Z co (—pa:)‘
= ]!
elde edilir. Buradan
X > xn
= 2 Qp ]

oldugu kullanilirsa istenilen ¢oziimiin u,(z) = coeq_f’f oldugu gortuliir. Ayrica;
= B

oldugundan ¢6ztim

ug(r) = coe, ' = co 7"
seklindedir. O]

Ornek 3.2.6. L2(0,a) uzaymda
Dy-1u(z) +u(z) =0

seklindeki birinci mertebeden sabit katsayili homojen g-diferansiyel denkleminin
g-¢Ozimi aragtirilsin.
Verilen g-diferansiyel denkleminde D,-1 tiirev operatoriiniin tanimi yerine yazildi-

gimda
u(z) —u(g'w)
(1—g Mz

elde edilir. Burada gerekli diizenlemele yapilirsa

+u(z) =0

u(z) —ulg'z) + (1 — ¢ Hau(r) =0
u(g™te) = [1+ (1 — ¢ zfu(z)

bulunur. Son denklemde

o
u(z) =Y cpa”
n=0



48

kuvvet serisi yardimiyla ¢oziimii aranirsa
docalg ') =1+ (1—q7) ch
n=0
Z cnqg Mx" = Z "+ (1—q~ Z Cn
n=0

n=0
olur. Genel terimlerini ayni1 yapmak i¢in son ifadede k£ = n+ 1 dontistimi yapilarak
serileri ayn1 n = 1 den baglatmak i¢in n = 0 terimleri ayr1 yazilirsa

[e.9]

co+chq " —co—l—ch:L’ + 1—q ch 1z

n=1 n=1

olup buradan

Z g "x" = Z ™ + (1 —q~ Z Cr1Z"
n=1

n=1
elde edilir. Boylece

cnd " =cp+ (1 —q Ve

esitligine ulagilir. Bu son egitlikten

1—q1
Cn =
—1
__n—lq_l
- q qn_ln—l

olarak bulunur. Elde edilen esitlikten, ¢, lerin genel formunu bulmak i¢in n degerleri
yerine yazilirsa;

n = 1 i¢in;

n = 2 i¢in;




n = 3 i¢in;

n = 4 i¢in;

i L1
1,21, [8]¢
@ 4 ¢

T, 2 Ble
1 1 1

[1]11‘1 [2]11‘1 [3]11‘1

= C3 = — Co

qg—1
q*—1
c6qd—1 qg—1 q—lq—lc
¢ —1¢—1¢—1q—1"
q61 1 1 1c
- T11 Tl 101 141 C0
[1]4 [2]4 [3]4 [4]4
N
[1]4 [2]4 [3]4 [4]4
1 1 1 1

Cqy = C3

=q

ot 2ot Bl Wt
nl 1 1 9 el
cn = (—1) . 2, mqq "o
PRI B G
AR AT
11 iy
~CV S ES T
_ eyt Co = ¢ ol
~ VR T

49
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seklinde oldugu bulunur. Simdi u(x) ¢dziimiinde ¢, ler yerine konulursa

ug(x) = Z:‘;cna:" = Z;;Co [(77,_]111_):1' "
& (e
N nz:;) O[R]q‘ll

elde edilir. Ayrica
. o xn
€ -1 = Co
! 7;) [n]g—!

oldugu kullanilirsa istenilen ¢dziimiin u,(x) = coe, "y oldugu gériiliir. Ek olarak

x _ x
6q71 = Eq
oldugundan ¢6ztim
_ - —x
ug(x) = coe, s = ok

seklindedir. Dolayisiyla alinan g-diferansiyel denklemde p = 1 olmak tizere Teorem

3.2.3 de bulunan ¢oziim ile ortigtiigi goriliir.

Ele alman birinci mertebeden, sabit katsayili (3.6) g-diferansiyel denkleminin ho-

mojen olmayan kisminin ¢éziimii aragtirilsin.

Teorem 3.2.4. L?](O,a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden, sabit katsayili, ho-

mojen olmayan

l(u(z)) = Dy—1u(z) + pu(z) =b, beC

g-diferansiyel denklemin ¢oziimii ¢y € C olmak iizere

e b b _
ug(x) = coeqﬂ + ;) — ];eq,pl
veya
— cn P b bE*pr
ug(x) = co . +];—§ .
seklindedir.

Ispat. Verilen birinci mertebeden, sabit katsayili, homojen olmayan g-diferansiyel
denklemi

Dyu(q'x) + pu(z) = b
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Ly =t doniistimii yapilirsa

seklinde diizenlenebilir. Burada ¢~
Dyu(z) + pu(qz) = b

esitligi elde edilir.

l, g-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢éztimiintin
ug(r) = coe, ¥ = co 7"

oldugu bulunmugtu. Simdi verilen homojen olmayan qg-diferansiyel denklemin ¢o-

zimiinii bulmak i¢in parametrelerin degisimi metodu kullanilirsa

—px

ug(z) = c(z)e i

seklinde ¢oziim aranir. Ayni zamanda

pqm

uq(qz) = cqr)e,
olacagindan, bu ¢oziimler verilen denklemde yerine yazilirsa
Dy(c(z)e 7)) + pe(q)e i = b
olur. D, tiirev operatoriiniin carpim kurali kullanildiginda
e, 1 Dyc(@) + c(qr) Dg(e27) + pe(qu)e B = b
elde edilir. Dgeg®, = = ae’ _1 7 oldugundan

e, Dyc(r) — pe(qr)e 71 + pe(qz)e, B = b

e, 1 Dyc(z) =b
bulunur. Burada ege * =1 bagmtisi kullanilirsa
Dyc(x) = beb”

elde edilir. Her iki tarafin 0 dan z e g-integrali alindiginda

/ Dyc(t) d,t = / be ' dgt
0 0
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olup
c(x) —c(0) = b/egt dgt
0

ifadesinde gereken iglemler yapildiginda

b X
:c(())—l—g(efl’ eo)
b
=c(0) + —eb* — -

(0) p

bulunur. Boylece

ug(r) = c(x)e i

oldugundan

b b
_ —-pz | Y U —px
ug(z) = c(0)e, Xy + » peqfl
sonucuna ulagilir. Boylece [ birinci mertebeden homojen olmayan g-diferansiyel

denkleminin ¢éztimi

e b _ .
ug(z) = coe i + o Z—)eqﬂ
veya
—px b b —px
U/q(l') = C()Eq p + 5 — ];Eq p
seklindedir. O

Simdi bu teoriye bir 6rnek verilsin.
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Ornek 3.2.7. Birinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan
Dgu(z) +u(r) = =8

seklindeki q-diferansiyel denkleminin L2(0,a) uzaymda q-¢oziimi aragtirilsi.

Verilen g-diferansiyel denklemi
Du(q'x) + u(z) = -8
seklinde diizenlenip ¢~ 'z = t déniisiimii yapilirsa
Dyu(z) + u(gr) = —8

esitligi elde edilir.

[, g-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢oéziimiiniin Ornek 3.2.6 da
ug(z) = coe, s = coBy "

oldugu bulunmustu. Simdi verilen homojen olmayan g-diferansiyel denklemin ¢o6-

zimiinii bulmak i¢in parametrelerin degisimi metodu kullanilarak

seklinde ¢6ziim aranirsa
Dy(c(z)e, ) + c(gr)e, T = —8
olup gerekli diizenlemeler sonucunda
e, 1 Dye(x) + c(qr)Dyle, ™) + c(gr)e, = =8
gz

elde edilir. Dye?: = ae;?7 oldugundan

e, 1 Dyc(x) — c(gr)e, ¥ + c(qr)e, T = —8

e, 1Dgc(x) = —8

—T

bulunur. Burada ege * = 1 bagmtisi kullanilirsa

Dyc(x) = =8¢l

q
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elde edilir. ¢(z) fonksiyonunu bulmak igin

T

/ Dyc(t) dt = — / 8e, " dyt
0 0

ve N
c(x) —¢(0) = —8/62 dgt
0
Buradan
c(x) = ¢(0) — 8/62 dgt
0
= ¢(0) — 8(eylg)
= c(0) — 8(e; —¢,)
— ¢(0) — 8¢ +8
olup

c(x) = c(0) — 8ey +8
elde edilir. Simdi ¢(z) istenilen ¢6ztimde yerine yazilirsa

—x

ug(z) = c(x)e, ™

= (c(0) — 8ey +8)e, ™
= c(0)e, "y — 8ege, ™ +8e,
= c(0)e, s — 8+ 8¢, ™
oldugundan birinci mertebeden homojen olmayan g-diferansiyel denkleminin ¢éztimi
ug() = coe, s — 8+ 8,
veya

ug(r) = coB;" — 8+ 8L, "

seklinde oldugu bulunur. Dolayisiyla alinan g-diferansiyel denklemde p = 1 ve

b = —8 olmak tizere Teorem 3.2.4 te bulunan ¢oziim ile ortiistiigi gorulir.

L2(0,a) Hilbert uzaymda birinci mertebeden, degisken katsayih

I(u(x)) = Dy rulz) + pla)u(x) (3.7)
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g-diferansiyel ifadesi diigiiniilsiin. Sirasiyla homojen ve homojen olmayan ¢6ziim-
lerinin aragtirilmasi agagidaki gibidir.
Ik 6nce verilen (3.7) q-diferansiyel denkleminin homojen kisminm ¢éziimii ince-

lensin. Bu ¢6ziimii bulabilmek igin iki yontem verilebilir:

L. Yontem: L;(0, a) Hilbert uzaymda (3.7) g-diferansiyel denkleminde tiirev ifadesi

yerine yazilirsa
u(q—'w) — u(z)

(¢t =1z

+p(z)u(z)

H(u(z)) =
elde edilir. Yukaridaki esitlikten

u(q'z) — u()

(¢t =1z

+ p(z)u(x) =0

olup bu ifade diizenlenirse

u(q'w) — u(x)
(1—q)z

q(u(g~z) = u(z)) + (1 — q)zp(z)u(z)

qu(g”'x) = [q + (¢ — )ap()]u(x)
elde edilir.Bu son egitlikte ¢oziim
= Z "
n=0
kuvvet serisi seklinde aranirsa ve
- Z Cn(q !
n=0
oldugu esitlikte yerine yazilirsa
q Z co(g )" = [qg+ (¢ — Dap(x Z cnx”

q> g " =gq Z e + (¢ — 1)p(z) Z ™t
n=0 n=0 n=0

elde edilir. Genel terimlerini ayni yapmak i¢in son ifadede & = n 4+ 1 déniigiimi

yapilirsa

chnq x" —chnx +(¢g—1)p ch 1"

n=0 n=0
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olup buradan
q00+qzcnq z" —q60+q2cna: +(qg—1)p ch "
n=0 n=0

ve bdylece

chnq x" —chnm +(¢g—1)p ch 1"

n=0 n=0

elde edilir.
Yukaridaki son egitlikten

> qeng " = lgen + (g — )p(x)cp_i]z”
n=0 n=0

seklinde iki serinin egitligi bulunur. p(x) fonksiyonunun nasil verildigi dikkate ali-

narak istenilen ¢, katsayilari belirlenebilir.

Ornek 3.2.8. Lg(O7 a) uzayinda birinci mertebeden degisken katsayili, homojen
Dy 1u(x) — 6zu(zr) =0

g-diferansiyel denkleminin g-¢oziimi aragtirilsin.
Verilen birinci mertebeden [, g-diferansiyel denkleminde D -1 tiirev operatorii ye-

rine yazilirsa

u(g”'z) — u(z)
l(u(z)) = (=D 6ru(x)
olup
ulg™'z) — u(z)
(7' =1z

— 6zu(x) =0

bu ifade diizenlenirse

u(g'2) —u(z) —6(¢7" — Dz?u(z) =0

u(q~'e) = [1+6(¢" — 1)a"Ju()
elde edilir. Son esitlikte kuvvet serisi seklinde ¢oziim yerine yazilirsa
i = [1+6(q Z Cnz”
chq " —ch:c + 6(q —1 ch
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elde edilir. Gerekli iglemler yapidiginda

o0 oo o0
Z cnq "t = Z cnx™ + (g7t = 1) Z Cpo"
n=0 n=0 n=2

olup buradan

co+ g + Z cnq "t =co+ i+ Z cax™ +6(gt —1) Z CpoZ"
n=2 n=2 n=2
bulunur. Iki serinin esitliginden ¢;¢~! = ¢; olup, 0 < ¢ < 1 oldugundan

01:0

bulunur. Ayrica

ifadesinden

seklinde ¢, ler bulunur. Bu son esitlikten, ¢, lerin genel formunu belirlemek i¢in n

degerleri yerine yazilirsa;

n = 2 i¢in;
l—q
C2 = 66]1 — q200
6 1
= 0g+57Co
2]
= 6 L
Cy Co
[2]¢;F1
n = 3 i¢in;
l—¢q
2
=c3=0
n = 4 i¢in;
l—¢q
a3
cy = 6q 1 q462
1—¢q 1
6q° 6
T,
. 1 1
62q37 o
[4]q [Q]q‘l
, 1 1
= C4 = 6 Co
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n = 5 i¢in;
l—¢q
_ad
cs = 6q s C3
= C5 = 0
n = 6 i¢in;
l—¢q
P
cg = 6q =g Cyq
1—g¢q 1 1
= 6¢° 6
T Pl [
1 1 1
— 6% 0
[6]q [2]q‘1 [4]q‘1
N 6 1 1 1
Ceg = Co
[2]11‘1 [4]11‘1 [6]q‘1
oldugu goriliir. Buradan
c 0" ¢
2n — 0
[2]11*1 [4]q*1 [2n]q*1
ve diger terimler de
Cl = C3 = Cy = =0
elde edilir. Ayrica
1—¢?
2,1 =
2 (1—4q)q
. 1—¢* 1-¢ 14¢
(-9 (1-9g ¢
1+¢?
_ [Q]q,IT
-1 = =
(-9 (1-q9¢ ¢
1 2 4
_ [Q]qﬂy
q
egitlikleri kullanildiginda
1+ ¢? 1+¢®+ ¢t
[2]4-1[4]g-1[6]g-1 - - - [2n] -1 = [2]g-1[2]g 7 2] 7 :




[Z]q*1 [4](;*1 [6](1*1 T [2n]q*1 = [2]:11*1 e q*

elde edilir. ¢~! benzer ifadenin faktoriyeli

l+gqltg+q®  1+q+¢ - +q""
q q2 qnfl

[n]g-1!=

oldugu bilindigine gére ¢~2 benzer ifadenin faktoriyeli de

q2n72

I+@1+¢+¢" 1+ +q" -+ ¢

[n]q‘Q! = e 7 g2

bulunur. Dolayisiyla
[Z]q‘1[4]q‘1[6]q‘1 s [2n]q‘1 = [2]2_1[71](1—2!

elde edilir. Biitiin bu egitlikler u(z) ¢éztimiinde kullanilirsa

u,(x) = cpx” = ¢ x
q( ) r;) nzzo ’ [2]11*1[4]!1*1 c [2n]q*1

= i 0076n x2n
2 O ], ]

B i ([26]> [nﬁa!

olup Diaz ve Teruel (2005)’e gore

[e.e] n

e
Cok = D

n—0 [n] q* !

oldugundan istenilen ¢6ziim

622
(2l,—1 2l
— q J— q
ug(z) = coe,-1, = cobys

622

olarak bulunmus olur.

II. Yontem: LZ(O, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden degigken katsayili

Dy u(x) + p(x)u(z) =0

99

g-diferansiyel denklemini ¢6zmek igin 6ncelikle integral denklemi olarak yazilabilir.

Bunun i¢in
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egitliginin her tarafinin 0 dan x e g-integrali alinirsa

/mem(t) d,t = 7—p(t)u(t) dgt

olup

buradan

elde edilir. Boylece (3.4) g-diferansiyel denkleminin integral denklemi

u(g™'2) = u(0) — [ p(t)ult) dyt

seklinde olup istenilen ¢oziim yaklagim yontemi kullanilarak bulunabilir.

Simdi Picard Yaklagim Yontemi ile ¢oziilebilecek bir 6rnek verilsin.

Ornek 3.2.9. L2(0,a) uzaymda alnan
Du(z) — 2?u(z) =0

ve u,(0) = 1 baglangic deger probleminin ¢éziimii Picard Yaklagim Yontemi ile
bulunsun.

Lg(O, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden degigsken katsayih
Dyu(z) — ?u(x) =0

g-diferansiyel denklemini ¢6zmek icin 6ncelikle integral denklemi olarak yazilsin.
Bunun i¢in

D u(z) = zPu(z)

esitliginin her tarafinin 0 dan x e g-integrali alinirsa

/ Dyu(t)d,t = / thu(t) dgt
0 0

olup

/ Dyu(q~'t)d,t = / tu(t) dyt
0
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elde edilir. Burada soldaki integral ifadesinin aliabilmesi icin ¢!t = &k doniigiimii

uygulanmasi gerekmektedir. Bu dontisiim sonucunda

1

q "z x
/ Dyu(t) qdt = / t2u(t) d,t
0 0

gtz z
q / Dyu(t)d,t = / tu(t) dyt
0 0
olup

afulg™'w) —u(0)] = [ Cu(t)dyt

bulunur. Boylece; verilen g-diferansiyel denkleminin integral denklemi
—1 L 3
uw(qg~ x) = u(0) + — /t u(t) d,t
q
0

seklinde olur. Picard yaklagimini kullanabilmek i¢in x yerine qx yazilirsa

elde edilir. $imdi, u,(x) i bulmak i¢in Picard Yaklasim Yoéntemi kullamilabilir. Bu-

radan bu yontem sonucunda
17
u=1 ve up(z)=1+- /t3un(t) dgt
q
0

olur. Son ifadeden

n = 0 i¢in;
17
w(r) =1+~ / Fug(t) d,t
q
0

17
:1—|——/t3dqt
q
0

1 ¢
=14 -—1
q [4]11
q3w4

BRRAT

n =1 i¢in;

qz
1
UQ(J}) =1 + q/t?’ul(t) dqt
0



n = 2 i¢in;

17
Z)=1+> / Fug(t) dyt

3t4 qutS
=14 /t3<1++ )dt
[414[8]¢ )

—

B q10t12 qz
» ([41q st 4]481412]) L

)
8
)
8

)

elde edilir. Simdi

62
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olacagindan
1+ q¢* 1+¢*+ ¢
[4] -1 [8]g-1[12]4-1 - - - [4n] -1 = [4] g1 [4] 4 T [4]11‘1T T
[4](1*1 q4n,4
- [4]q*1 q4 (]8 e q4n—4

elde edilir. ¢~! benzer ifadenin faktoriyeli

l+gqltg+q®  1+q+¢ - +q""
q q2 qnfl

[n]q‘l! =

oldugu bilindigine goére ¢~* benzer ifadenin faktériyeli de

7t ¢ gin—4

[n)g-a! =
bulunur. Dolayisiyla
[4)g-1(8]g-1[12]g-1 - - - [4n]g-1 = [4]7

q ! [n]q_“!

elde edilir. Simdi u(z) ¢oéztiimiinde ¢, ler yerine konulursa

0 n__ s 1 an
ug(z) = n;ocnx = Z [4], 18]y - [4n]q,1x

S
A
—

n=0

il 1 4n
= X

2 G

:iQiJnﬁm

elde edilir. Diaz ve Teruel (2005)’e gore

W B
n=0 q*
oldugundan istenilen ¢6ziim
24 24
ug(z) = e;,]‘{,_ = Eq[f?

seklindedir.

Gortldugii gibi birinci mertebeden degisken katsayili homojen g-diferansiyel denk-
leminin ¢éziimiintin bulunma iglemi katsayida verilen fonksiyona gore degisiklik

gostermektedir.
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Boliumiin son teoremi olan (3.7) g-diferansiyel denkleminin homojen olmayan kis-

minin incelenmesi agagidaki gibidir.

Teorem 3.2.5. Lg(O,a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden, degisken katsayil,

homojen olmayan
l(u(x)) = D, ru() + pla)u(z) = bla)

g-diferansiyel denkleminde, yo(z) ayni g-diferansiyel denklemin homojen kisminin

¢oziimidir. Buna gore; verilen g-diferansiyelin ¢oziimii ¢y € C olmak tizere
bt
ug(z) = | ¢(0) —I—/()dqt yo(z)
2 yo(?)
seklindedir.

Ispat. Verilen g-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢éziimii yo(x) olarak alin-

sin. Parametrelerin degisimi yontemi yardimiyla homojen kismin ¢oziimi

ug(x) = c(x)yo(x)

seklinde olacaktir. Bangerezako (2008)’ya gore parametrelerin degigimi yonteminde

istenilen ¢(x) fonksiyonlarinmin

yo(w) Dyc(x) = b(x)

esitligini saglayan c(z) ler oldugu bulunmugtur. Buradan

b(x)
D,c(x) =
q ( ) Yo (l’)
olup 0 dan x e her iki tarafin integrali alinirsa
[ o)
c(x) —c(0) = / d,t
@) =0 = [ L5
ve buradan
[ b(t)
c(x) =c(0) + / d,t
@) =<0+ [ L5

elde edilir. Boylece; (3.7) g-diferansiyel denkleminin homojen olmayan kisminin

1mm=(wn+/£%%ﬂmw>

seklinde oldugu bulunur. O]

¢Ozumu
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Ornek 3.2.10. L2(0,a) uzaymda birinci mertebeden degisken katsayili, homojen
olmayan

D1u(x) — 6zu(z) = 52° — 4

g-diferansiyel denkleminin g-¢éziimi aragtirilsin.
Verilen g-diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢éziiminiin

622

yo(x) = COE@

oldugu bulunmugtu. Homojen olmayan kismin ¢oziimiinii bulmak i¢in parame-
trelerin degigimi yontemi kullanilsin. O halde

622

seklinde ¢6ztim aranmalidir. Teorem 3.2.5 e gore bu ¢oziimdeki ¢(z) fonksiyonunun

Yo(#) Dyc(x) = b(x)

denklemini saglamas: gerektigi verilmistir. Oyleyse

5x? — 4
Dyc(z) = 622
)
olup istenilen ¢(z) fonksiyonlar
[ 52 —4
c(x) = ¢(0) +/ ——dgt
0o pPs

esitligi tarafindan bulunur. Boylelikle; g-diferansiyel denkleminin homojen olmayan

kisminin ¢oziimii

xT

52 — 4 e
uga) = [ e(0) + [ dgt | BT

o E [2]q

q,2
seklinde oldugu gortliir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu tez caligmasinda elde edilen sonuglar ile normal analizde var olan sonuclarin
karsilagtirilmasi asagidaki sekilde ozetlenebilir:

1. Lg(O, a) Hilbert uzayinda aliman D, ve D -1 tiirev operatorlerinin verilen sinir
sartlar1 altinda egleniklerinin sirasiyla —équl ve —qD, seklinde oldugu gortilmiistiir.
Fakat normal analizde ise birinci mertebeden D tiirev operatoriiniin egleniginin — D
oldugu bilinmektedir.

2. Analiz ve g-analizde alinan birinci mertebeden tiirev operatorleri simetrik ve
0zeslenik degildirler.

3. Lg(O, a) uzaymda alinan birinci mertebeden tiirev operatorii normal degilken,
L*(0, @) uzaymda alinan birinci mertebeden tiirev operatérii normaldir.

4. Uygun uzayda alinan

l(u) = Du+ pu

ve

l(ug) = Dyug + puy ile  l(ug) = Dy-1uq + puy,

birinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemlerin homojen kisimlarinin

¢oziimleri ¢y € C olmak tizere sirasiyla
u(z) = coe "

ve

seklindedir. Burada

e’ = 3 o
= n!
ve
ef = ile €¥_, =
Tl T S

seklinde olup alinan uzaydaki ¢oziimler birbirinin g-benzeridir.
5. Ornek 3.1.1 ve Ornek 3.2.6 da alinan sabit katsayili homojen q-diferansiyel den-

klemlerin ¢oztimleri

2x

uq () = coe,
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ve

ug(z) = coe, s = co By "

olarak bulunmustur. Normal analizde diigiiniildiigiinde ayni diferansiyel denklem-
lerin ¢6ztimlerinin

u(z) = coe*”
ve

u(z) = cpe™ "

oldugu bilinmektedir. Buradan gortliiyor ki alinan ¢éziimler birbirinin g-benzeridir.

6. L2(0,a) Hilbert uzaymda
l(ug) = Dyug + pug =0

ve

luqg) = Dy—1ug + pug = b

birinci mertebeden sabit katsayil diferansiyel denklemlerin homojen olmayan kis-

minin ¢ozliimlerinin ¢y € C olmak ftizere

—px b _ z
ug(r) = coe, " + b geqp
ve
b b
— DT —pz
ug(z) = coe v + o Eeq_l

seklinde oldugu bulunmustu. L?(0,a) uzayinda ise birinci mertebeden sabit kat-

sayili diferansiyel denklemin homojen olmayan kisminin ¢oziimii

b b
u(x) = coe P+ — — —e”
p P

px

seklindedir.
7. Ornek 3.1.2 ve Ornek 3.2.7 de alinan g-diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri

5
21:_'_76230_

5
uq () = coe, 5% 5

ve

ug(r) = coB; " + 8e, " — 8
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olarak bulundu. Normal analizde ise ayni problemlerin ¢oziimleri kolayca

5 )
_ 2x 2z Y
u(z) = coe™ + 5¢ )

ve

u(xr) =cope”* +8e " —38

seklinde oldugu bulunabilir. Burada ¢oziimlerin birbirinin g-benzeri oldugu goriilse
de ¢oziim yontemleri birbirinden farklilik géstermektedir.

8. LZ(O, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden degisken katsayili homojen
U(ug(z)) = Dyug(x) + p(x)ug(z) =0
ve
U(uy()) = Dyt () + p()ug () = 0
g-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi
l(u(z)) = Du(z) + p(z)u(z) = 0
diferansiyel denklemindeki kadar kolay degildir. Ciinkii
Dyug() + p(z)uq(z) =0

denklemi gozoniine alinirsa

L) — —ploua)
olup

dq“q(ff)__ oz

7%(%) = —p( )dq

esitliginin 0 dan = e kadar integrali alindiginda

xT

/ dyttq(1) dgt = /m —p(t) d,t

ug(t) 0

bulunur. Simdi In z fonksiyonun D, operatoriine bakilirsa

Ingr —Inz
(¢ —1)z
In 4%

(¢— 1
Ingq

(¢ — 1)

D;Inx =
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esitliginden

oldugu goriliir. Dolayisiyla

1 -1
/—dqx:q Inx
x Inq

olmalidir. Jackson integralinde 1/x ifadesi yazilirsa

7=0

<]
=(1-qz) ¢d—

[ee]
=1-¢> 1

j=0

esitliginden

/u(lx) dyu(z) = 00

elde edilir. Boylece % fonksiyonunun Jackson integrali olmadigi séylenebilir. Dolayisiyla
Lg (0, a) Hilbert uzayinda birinci mertebeden degisken katsayili homojen g-diferansiyel
denklemin ¢oziimiinde normal analizdeki yontem kullanilarak ¢oziim aramak yanlig
olur.

9. Ornek 3.1.3 ve Ornek 3.2.8 de goriildiigii gibi degisken katsayili homojen g-

diferansiyel denklemlerin sirasiyla ¢oziimleri

723
ug(x) = coe(i’]{]

ve
2

622
Ug(7) = COEq[,z%q

723

seklinde olup ayni denklemlerin normal analizde ¢oztmleri ise u(z) = cpe™s ve

32

u(z) = coe’™” oldugu bilinmektedir.

10. Analizde oldugu gibi g-analizde de Picard Yontemi kullanilabilir. Ayni1 basamak-
lar kullamilarak istenilen ¢oziimiin ne oldugu belirlenebilmektedir. Ornek 3.1.4 ve
Ornek 3.2.9 a bakilacak olursa alian problemin ¢oziimiiniin ve g-¢oziimiiniin bir-
birinin g-benzeri oldugu gortlir.

11. L*(0,a) ve L2(0, a) Hilbert uzaylarinda incelenen (Ornek 3.1.5 ve 3.2.10) degisken

katsayili homojen olmayan denklemlerin ¢oziimlerinin birbirinin g-benzeri oldugunu
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gormek zor degildir. Sadece g-analizde, analizdeki kadar hizli sadelegtirme ve iglem

pratigi yapmak miimkiin degildir. Ornegin; g = 3 iken ﬁ nin kendi seklinde kul-
lanilmasi gibi.

12. L2(0,a) Hilbert uzaymda alnan
l(u(x)) = Dgu(z) + p(z)u(r) = b(z)

ve

l(u(z)) = Dg-ru(x) + p(z)u(z) = b(z)

birinci mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemlerin homojen olmayan

¢oziimleri ¢y € C olmak tizere

%m%:&@+/l“)%ﬁm@>

yo(qt)

ve

1mm:(mn+/“”%ﬂm@>

Yo(t)

olarak bulundu. L*(0,a) Hilbert uzayimda ise
l(u(z)) = Du(x) + p(x)u(x) = b(x)

seklindeki birinci mertebeden degisken katsayili diferansiyel denklemlerin homojen

olmayan ¢oziimiiniin

oldugu agiktir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasi neticesinde agagidaki gekilde bazi 6énerilerde bulunabilinir:

1. Tezde alinan sonuglar diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemleri teorisinde
¢oziilmek istenen bazi problemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasinda kolaylik saglaya-
bilir.

2. Katsayilarin 6zeglenik veya normal operator oldugu durumda da ayni problem
bagh basginca yeni bir inceleme konusu olabilir.

3. Birinci mertebede ele alinan bir problemin spektral yapisinin incelenmesi ayri
bir aragtirma konusu olabilir.

4. Birinci mertebeden 6zeglenik olan
1
l(u) = Dyu — —D,-1u
q

diferansiyel ifadesinin geniglemeleri ve asimptotik davraniglar: serbest bir inceleme
alani olarak aragtirilabilir.
5. g-Analizde alinan bu sonuglarin fiziksel modellere yeni uygulama alanlari olup

olmadig1 aranabilir.
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