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OZET
DIiJITAL TOPOLOJIDE KUME DEGERLI FONKSIYONLAR
CINAR, Ismet

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Ismet KARACA
Ocak 2020, 74 sayfa

Bu tez caligmasinda, iki dijital yiizeyin baglantili toplami ve dijital basit
kapal yiizeyler inga edildi. Bu yiizeylerin dijital simpleksler homoloji gruplari
belirlendi. Baz1 dijital baglantili toplam yiizeylerinin Euler karakteristigi
hesaplandi ve bu dijital yiizeyler ile ilgili baz1 6zellikler ifade edildi.

Tezin dordiincii boliimiinde, dijital goriintiiler i¢in simeg ¢arpim tanitildi.
Bu operatériin birlegmeli, dagilmali ve degismeli oldugu gosterildi. Bu operator
yardimiyla bir dijital goriintiiniin dijital siispansiyonu ve dijital koni uzaylar1
tanimlandi.

Besinci boliimde, Khalimsky topolojisi ile donatilmig dijital uzaylarin
singiiler kohomoloji gruplar: incelendi. Bu kohomoloji teorisi i¢in Eilenberg-
Steenrod aksiyomlari, evrensel katsay1 teoremi ve Kiinneth formiilii aragtirildi.
Khalimsky topolojisi iizerinde cup carpim inga edildi ve bu operatoriin bazi
ozellikleri verildi.

Tezin son béliimiinde, dijital kiime degerli fonksiyonlar arasinda yaklagik
sabit nokta Ozelligi tanimlandi. Evrensel dijital kiime degerli fonksiyon kavrami
ifade edildi. Simeg carpimin bazi 6zellikleri tanitildi. Son olarak bazi morfolojik
operatorlerin giiclii ve zayif siireklilige sahip oldugu gosterildi.

Anahtar sozciikler: Dijital baglantili toplam, Fuler karakteristigi,
dijital simeg carpim, kiime degerli fonksiyon, giiclii-zayif siireklilik, morfolojik

operator.
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ABSTRACT
MULTIVALUED FUNCTIONS IN DIGITAL TOPOLOGY
CINAR, Ismet

PhD in Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Ismet KARACA
January 2020, 74 pages

In this thesis, some digital minimal simple surfaces are constructed by the
connected sum of two digital surfaces. The digital simplicial homology groups
of these digital surfaces are determined. The Euler characteristics of certain
digital connected sum surfaces are computed and some properties are stated
on these digital surfaces.

In the fourth part of the thesis, the smash product is introduced for
digital images. It is shown that this operator is associative, distributive and
commutative. A digital suspension and a digital cone of a digital image are
defined by this operator.

In the fifth section, the digital singular cohomology groups of the digital
spaces equipped with Khalimsky topology are studied. Eilenberg-Steenrod
axioms, universal coefficient theorem and Kiinneth formula are investigated
for this cohomology theory. The cup product is constructed on Khalimsky
topology and some properties of this operation are given.

In the last section of the thesis, the approximate fixed point property
is defined between digital multivalued functions. The notion of universal
digital multivalued function is stated. Some properties of smash product are
introduced. Finally, it is shown that some morphological operators have strong
and weak continuity.

Key Words: Digital connected sum, Euler characteristics, digital smash

product, multivalued function, strong-weak continuity, morphological operator.
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ONSOz

Dijital topoloji, goriintii analizi, bilgisayar bilimleri ve tip diinyasinda
onemli bir kullanim alanina sahiptir. Bu alandaki temel diigiince, dijital go-
riintiilerin topolojik 6zelliklerini belirlemektir. Dijital topoloji fikrinin olugma
nedeni, dijital goriintii analizinde baz1 geometrik invaryant yapilarin yetersiz
kalmasi ve bunun iizerine cebirsel geometrideki kavramlar ile dijital goriintii-
lerin incelenmesine olanak saglamaktir.

Doktora tez konumu belirlerken dijitallesen diinyanin etkisinde kaldim
ve kiime degerli fonksiyonlar: dijital topolojide incelemeyi tercih ettim. Ayrica
bu konunun iilkemizde ¢ok da yaygin caligiilmamasi benim bu konuya olan
ilgimi arttirdi. Konuyu bircok konferans ve sempozyumda sunarak konunun
yeni arastirmacilara ulagmasi i¢in ¢aba sarfettim.

Bu tezin baglangicindan tamamlanincaya kadar gecen siirecte karsilag-
tigim bircok zorlukta kiymetli hocalarim ve degerli arkadaglarimin destegiyle
sorunlarin iistesinden geldim ve literatiire katki saglayacagina inandigim bu

tezi hazirladim.

IZMIR
09/01,/2020

Ismet Cinar
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1 GIRIS

Dijital topolojide iki ve ii¢ boyutlu dijital uzaylarin topolojik ve geomet-
rik Ozellikleri ele alinir. Temel diigiince, genel topoloji ve cebirsel topoloji
ile dijital topoloji arasindaki farklari1 belirlemektir. Goriintiileme analizi ve
bilgisayar grafiklerinin neredeyse her alanda kullanildigi bu ¢agda, dijital to-
polojinin 6nemi oldukca artmaktadir. Dijital topoloji, bir hastanedeki rontgen
cihazlarindan bilgisayar bilimlerindeki bircok isleme temel olugturmaktadir.
Oniimiizdeki on yil icerisinde dijital topolojinin kullanimi artarak genisleye-
cektir.

Dijital topoloji alaninin olugmasinda en biiyiik adim Azriel Rosenfeld
tarafindan atilmigtir. 1973 yilinda yayinlanan "Arc and Curves in Digital
Pictures" adli makale bu alanin olugmasinda biiyiik katk: saglamigtir. Stireklilik
kavrami diskret yapilar i¢in "Digital Topology" (Rosenfeld) [1979) adli maka-
lede yakinlik bagintisi kullanilarak tanimlanmigtir. Béylece tamsayilar kiimesi
iizerindeki yapilar arasinda siireklilik kavrami insa edilmigtir. Laurence Boxer,
cebirsel topolojideki invaryant kavramlarin dijital topolojideki karsiliklarini
aragtirmigtir. Dijital siireklilik, dijital homotopi, dijital temel grup ve dijital
biiziilebilirlik gibi kavramlar Boxer tarafindan tanimlannustir. Tki ayrik yapmin
izomorfik temel gruplara sahip olup olmamasi goriintii analizi i¢cin ¢cok énemli
oldugundan Stout bu konuda ¢aligmalar yapmigtir (Stout) 1983).

Arslan, Karaca ve Oztel (Arslan, Karaca and Oztel, 2008) dijital goriintii-
lerin simpleksler homoloji gruplarini tanimlamiglardir. Boxer ve Karaca (Boxer
and Karaca, 2010) dijital 6rtii uzaylarim siniflandirmiglardir. Boxer, Karaca ve
Oztel (Boxer, Karaca and Oztel, 2011)) cebirsel topolojideki invaryant yapilari
dijital goriintiiler icin tanimlamiglardir.

Ege ve Karaca (Ege and Karacal, 2013b)) dijital goriintiiler i¢in kohomo-
loji teorisini tanimlamiglardir. Kiinneth formiiliiniin dijital topolojide gecerli
olmadigini gostermiglerdir. Ege ve Karaca, 2016 yilindaki bir caligmasinda
(Ege and Karacaj, 2016) Steenrod cebirinin dijital versiyonunu ifade etmistir.
Ayrica dijital kohomoloji operatorlerini ve dijital Steenrod karelerinin temel
ozelliklerini vermigtir. Vergili ve Karaca (Vergili and Karaca, 2015) Khalimsky
topolojisi ile donatilmig bazi dijital goriintiilerin singiiler homoloji gruplarini

hesaplamigtir. Vergili ve Karaca (Vergili and Karaca, |2018) Eilenberg-Steenrod



aksiyomlarindan biri olan excision aksiyomunun Khalimsky dijital uzaylar
icin gecerli oldugunu gostermistir. Demir ve Karaca (Demir and Karaca,
2015) baz dijital yiizeylerin simpleksler homoloji gruplarini hesaplamig ve
(Demir and Karacal, 2016)) sonlu boyutlu dijital goriintiilerin dijital kohomoloji
gruplarinin hesaplanmasi i¢in bir algoritma vermigtir. Burak ve Karaca (Burak
and Karacal, 2017) cup ¢arpimin tanimh oldugu dijital kohomolojinin cebir ve

halka yapilarini tanimlamigtar.

Kovalevsky (Kovalevskyl 1994) tarafindan kiime degerli fonksiyon kav-
rami tanitilmigtir. Daha sonra Tsaur ve Smyth (Tsaur and Smyth, 2001)
tarafindan siirekli kiime degerli fonksiyon tanimi verilmistir. Bu calismanin
tizerine ek olarak daha esnek bir yap1 saglayan zayif ve giiclii siirekli doniigiimler
inga edilmigtir. Escribano, Giraldo ve Sastre (Escribano, Giraldo and Sastre,
2008) siireklilik kavramini daha ayrintili sekilde karakterize etmislerdir. Dijital
goriintiiler tizerinde alt boliintiiler yardimiyla siirekli kiime degerli fonksiyonlar
inga edilebilmigtir. Daha sonraki ¢aligmalarda (Escribano, Giraldo and Sastre,
2012) dilasyon, erozyon, agma ve kapama gibi morfolojik iglemler ele alinarak
cok genis yapiya sahip olan siirekli kiime degerli fonksiyonlarin siniflandirma
yoluna gidilmistir. Basit noktalarin silinmesi kavrami siirekli kiime degerli
fonksiyonlar tarafindan karakterize edilmistir. Ayrica kiime degerli dijital
retraksiyon tanimi verilip, tek degerli dijital retraksiyon ile arasindaki farka
deginilmigtir.

Boxer (Boxer, [2014)) ¢ekinik doniigiimler yardimiyla siirekli kiime degerli
fonksiyonlar simflandirma yoluna gitmigtir. Bir bagka (Boxer and Staecker,
2016a) ¢aligmasinda Boxer, baglantililigi koruyan doniigiimler ile siirekli kiime
degerli fonksiyonlar arasinda cesitli bagintilar sunmugtur. Ayrica (Boxer,
2017¢) baglantilihgi koruyan doniigiimlere ek olarak zayif ve giiclii siireklilik

kavramlarini vererek, bu yapilar arasindaki ¢esitli bagintilar ele alinmigtir.

Bu tez caligsmasinin birinci ve ikinci béliimlerinde tezin ilerleyen kisimla-
rinda kullanilacak olan temel kavramlar tanitildi. Uciincii béliimde iki minimal
basit kapali ylizeyin baglantilh toplamlarinin simpleksler homoloji gruplari
hesaplandi. Dérdiincii boliimde, Khalimsky topolojisi ile donatilmig bazi
dijital uzaylarin singiiler kohomoloji gruplari belirlendi. Khalimsky topolojisi

iizerinde dijital goriintiilerin cup carpimlar insa edildi ve bu operatériin bazi



ozellikleri iizerinde calisildi. Beginci boliimde dijital goriintiiler icin simes
carpim tanimlandi. Bu operatér yardimiyla bir dijital goriintiiniin dijital
siispansiyon ve dijital koni uzaylari incelendi. Dijital kiime degerli fonksiyonlar
arasinda yaklagik sabit nokta 6zelligi verildi. Evrensel kiime degerli fonksiyon
kavrami incelendi. Son olarak, morfolojik operatdrlerinin giiclii siirekli oldugu

gosterildi.



2  ON BILGILER

2.1 Dijital Goriintii ve Yakinlik Bagintisi

7 tamsayilar kiimesi olmak iizere Z", n-boyutlu Euclid uzaymndaki kafes
noktalarinin kiimesini temsil etsin. Bir n tamsayisi i¢cin ¥ C Z"™ ve A\, Y
kiimesinin elemanlari igin bir yakinlik bagintisi olmak iizere (Y, \) ikilisine
bir dijital g6riintii denir (Boxer, 1999).

7™ deki dijital goriintiiler icin yakinlik bagintis1 kavrami asagidaki gibi

tanimlanmigtir.

Tanim 2.1.1. (Bozer, 1994) 1 bir pozitif tamsayr (1 <1 <n) ve

T = (21,2, s Tpn), Y= (Y1,Y2, .- Yn) € Z" birbirinden farkly iki nokta icin,
o |z; — y;| = 1 olacak gekilde en fazla | sayrda i indisi var,

ve
o |x; —y;| # 1 olacak sekilde diger tim j indisleri i¢in x; = y;,

kosullar: saglaniyorsa x ve y ya c;-yakwn denir.

c;-yakin ile bir noktanin yakin olan noktalarinin sayisi anlagilacak ve genel
olarak bu yakinhga x-yakinlik denilecektir.

X, ve X, dijital goriintiilerinin kartezyen carpimlar: icin normal yakin-
lik bagintisi agagidaki gibi tanimhidir (Boxer and Karacal 2012):

x;,y; € (X5, k) igin (20, y0) ve (z1,y1) noktalart X; x X, dijital goriintii
tizerinde ki (k1, k2)-yakindir ancak ve ancak agagidaki durumlardan birisi
saglanir:

e 1y = 11 Ve yg ile y1, ki-yakin;

e 1 ile xq, Ko-yakin ve yy = yy;

e 1 ile x1, ko-yakin ve yq ile y;, ki-yakin.

Tanim 2.1.2. (Herman, |1995) Bir (X, k) dijital gorintisinin dijital bag-
lantily olmasi igin gerek ve yeter sart her {x,y} C X igin x # y olmak dizere
r=1x, z. =y vei € {0,1,...,¢c— 1} i¢cin z; ile v;41 k-yakin olacak sekilde

bir {xg, 1, ...,x.} C X kiimesinin var olmasidir.

k-yakinhk bagitisina sahip bir X dijital goriintiisiinde x noktasindan y

noktasina bir k-yol, ¢ > 1 ve 1 <i < ¢ — 1 icin her x; noktasi x;,; noktasina



k-yakin olacak sekilde bir (z = zg,x1,...,z. = y) dizisidir. Burada c says1

yolun uzunlugunu temsil eder (Hanl 2006)). a,b € Z, a < b olmak {izere
[a,b]z ={2€Z | a<z<b}
kiimesine dijital aralik denir (Boxer, 1994).

Tamim 2.1.3. (Bozer}, 1994) (X, ko) ve (Y, k1) digital gorintiler olsun. X in
her ko-baglantily alt kiimesi U i¢in f(U), Y de ki-baglantils ise f : X — Y

fonksiyonuna dijital (Ko, k1)-strekli denir.

(X, ko) ve (Y, k) dijital goriintiiler olmak {izere f : X — Y fonksiyonu-
nun (Ko, k1)-stirekli olmasi igin gerek ve yeter sart zy ve x1, ko-yakin olmak
tizere her {zo, 21} C X i¢in ya f(x¢) = f(z1) ya da f(zo) ile f(x1) in k1-yakin
olmasidir (Boxer, [1999).

(X, ko) ve (Y, k1) dijital goriintiiler olmak tizere f : (X, ko) — (Y, K1)
fonksiyonu (kg, k1)-siirekli, bijeksiyon ve f=' : (Y,k;) — (X, ko) dijital
(K1, ko)-siirekli ise f fonksiyonuna dijital (g, x1)-izomorfizma denir (Boxer,
2006). (X, k) ve (Y, ) dijital goriintiilerinin XVY wedge birlesimi, agagidaki
ozelliklere sahip (X', u) ve (Y, 1) kiimelerinin birlesimi olarak tanimlanir.

e X' ve Y’ kiimeleri p tek noktay1 icerir;

oz c X veyeY kiimeleri u-yakin ise z = p veya y = p;

o (X', 1) ve (X, k) kiimeleri izomorfiktir; ve

o (Y' ) ve (Y, \) kiimeleri izomorfiktir (Boxer, [2006).

f: X =Y (k, \)-siirekli ve 6rten bir doniigiim olsun. Asagidaki kosullar:
saglayan f doniigiimiine ¢ekinik(shy) déniisiim denir (Boxer) 2005):

e Her y € Y igin f~!'({y}) kiimesi x-baglantilidir.

e Her yo,y1 € Y igin yo ve y; noktalart A-yakm iken f~*({yo, y1}) kiimesi
k-baglantihidir.

Teorem 2.1.1. (Bozxer, 2017d) f : (X, k) — (Y, \) déndsimi bir izomorfizma
wse [ bir cekinik dondstimdir. Ayrica f donidsimi cekinik ve bire-bir ise f bir

wzomorfizmadur.

f:(Aa)— (C,y)veg: (B,B) — (D,0) siirekli ve 6rten doniigiimlerinin

¢ekinik doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart

fxg:(Ax B ka,B)) = (C x D, ki(v,9))



doniistimiiniin ¢ekinik doniigiim olmasidir.

Tanim 2.1.4. (Bozer, 1994) (X, k) ve (Y, \) birer dijital gorinti ve
frg : X = Y (k,\)-siirekli iki fonksiyon olsun. Pozitif bir m tamsayisi ve

asaqidaki ozellikleri saglayan bir
H: X x[0,m]z =Y

fonksiyonu varsa f ve g ye (k, \)-homotopik fonksiyonlar denir ve f ~(. ) g
ile gosterilir. Ayrica H fonksiyonuna (k, A)-homotopi fonksiyonu denir.
o Her v € X i¢in H(xz,0) = f(z) ve H(z,m) = g(x) dir.

o Her x € X igin

H, : [O,m]z —Y

t Ho(t) = H(z,1)

indirgenmis fonksiyonu (2, \)-streklidir.

e Hert € [0,m]z icin

H:X—Y

x+— Hy(x) = H(z,t)
indirgenmis fonksiyonu (k, \)-streklidir.

Bir f : X — Y dijital siirekli fonksiyonu Y iizerinde tanmiml bir sabit
fonksiyona dijital homotopik ise f fonksiyonuna Y de dijital nullhomotopik
denir. Bir X dijital goriintiisii i¢in 1y : X — X birim doniigiimii dijital
nulhomotopik ise X e dijital biiziilebilir denir (Boxer} 1994)).

(X, k) ve (Y, \) iki dijital goriintii olsun.

f: X =Y (k,\)-siirekli fonksiyonu i¢in

gohﬁ(nﬁ) 1X ve hog:()\)\) 1y

olacak gekilde bir (\, k)-siirekli g : Y — X fonksiyonu varsa h fonksiyonuna
(k, A)-homotopi denklik denir ve X ile Y dijital gériintiilerine ayni
(k, A)-homotopi tipine sahiptir denir (Boxer, [1994).

Z dijital goriintiisii ve zy € Z igin (Z, z9) ikilisine noktali dijital goriintii
denir. h : (Z,2z9) — (Y,yo) dijital siirekli fonksiyonu h(zg) = yo kogulunu

saglhyorsa buna noktali dijital siirekli fonksiyon denir (Boxer, 1999).



f ve g, (X,z9) dan (Y, yo) a tanimh noktah dijital siirekli fonksiyonlar
ve H, f ile g arasinda dijital (kg, x1)-homotopi olsun. Her ¢ € [0,m]z i¢in
H(zg,t) = yo ise H fonksiyonuna (kg, k;1)-noktali dijital homotopi denir
(Boxer} 1999).

fyg:10,mglz — Y, (2, k)-siirekli fonksiyonlar1 arasinda bir

H :[0,mplz x [0,m1]z — Y, (2, k)-homotopi fonksiyonu her t € [0, m;]z i¢in

H(0,t) = f(0) = g(0) ve H(mg,t) = f(mg) = g(myo)
ise H fonksiyonuna ug noktalari sabit tutan homotopi denir (Boxer, 2006).

Tanim 2.1.5. (Bozer, 1999) (X, k) bir dijital gorinti olsun. Bir m > 3
tamsaysy ve h 1 [0,m — 1|z — X (2,k)-strekli fonksiyonu i¢in asagidaki
durumlar saglansin:

o N bire-bir ve ortendir.

e h(0) ile h(m — 1) noktalar: k-yakindur.

e Her t € [0,my]z i¢in h([0,m1]z) kimesinde h(t) nin k-komsuluklar:
sadece h((t — 1) mod m) ve h((t + 1) mod m) seklindedir.

Bu durumda X e bir dijital kapalr k-egri denir.

(A, k) bir dijital goriintii olsun. aq, ag, ag € A ve ay ile az k-yakin noktalar
olsun. a; noktasi yalmz as ile ag noktasina k-yakin ise a; noktasina x-koge
noktasi denir. ay ve as, k-koge noktalar: degil ve a; noktasi as ve ag iin her
ikisine de k-yakin olan tek nokta ise a; e basit k-kOse noktasi denir. A
dijital goriintiisiiniin tiim basit x-koseleri cikarildiginda bir basit kapal k-egri

elde ediliyorsa A ya genellestirilmis basit kapali k-egri denir (Boxer, 1999).
Ornek 2.1.1. (Han, 2006) 8-yakinhga sahip bir

X ={(1,0),(0,1),(-1,0)), (0, -1)}
digital gorintisi verilsin.

f1[0,3]z—>X



seklinde tanimly f fonksiyonu (2,8)-streklidir ve basit kapaly egri kosullaring

saglar.

Sekil de basit kapali k-egrilere ornekler verilmistir.

B
. . . .
N . . "
. ) o

(@) () ©)

Sekil 2.1: (a)MSCy, (b)MSCy, (c)MSCsg

Tamim 2.1.6. (Hanl, |2006) ¢ = (zo, 21, ..., T,), Z* de bir basit kapaly k-egri
olsun. c*, ¢* basit kapal ejrisinin Z* deki timleyeni olmak tizere ¢ nin bir x
noktasiy ¢* nin sinirt k-baglantily bilesenine ait ise, o noktaya ¢ wn i¢ noktast
denir ve Int(c*) ile gosterilir. Aksi halde ¢* 1n dig noktasy denir ve Ext(c")

ile gosterilir.

MSCy, MSCy ve MSCs basit kapal egrileri yardimiyla
o MSCy=MSC,U Int(MSCy),
o MSCy = MSCyU Int(MSCy),
o MSC; = MSCg U Int(MSCy)
dijital goriintiileri tanimlanmigtir. Bu dijital goriintiiler x-egrilerin baglantili
toplamlarini hesaplamada kullanilacaktir.
Kiireye-benzer dijital goriintiiler agagidaki gibi tanimlanir (Boxer, 2006):

0., Z™ nin orjini olmak iizere dijital 5, kiiresi

Sn=[-1,1]7""\{Onsa} € 2"

seklinde ifade edilir. Ornegin,

S(] = {Co = (1,0),61 = (—1,0)} (BkZ Sekll



e

Sekil 2.2: S, dijital O-kiiresi

Sl = {CO = (1,0),61 = (1, 1),02 = (0, 1)703 = (—1, 1),04 = (—1,0)705 = (—1, —1),
s = (0,—1),¢7 = (1, =1)}  (Bkz Sekil 2:3).

Sekil 2.3: 57 dijital 1-kiiresi

Tanim 2.1.7. (Han, |2007) (A, \), Z™ de bir dijital gérintd, n > 3 ve
A = 7" — A olsun. Asaqidaki kosullar saglanyorsa A ya kapale k-ylizey denir:

1) (\A) € {(\,2n),(2n,3" — 1)} ve X # 3" — 2" — 1 i¢in

e her a € A i¢in |A|* kiimesi a noktasina A-yakwn olan sadece bir \-
bilesene sahiptir;

o |A|% kiimesi a noktasina A\-yakin iki \-bilesenine sahiptir. Bu bilesenler
C* ve D* olmak tizere

e her b € Ny(a) N A igin N5(b) N C* £ 0 ve N5(b) N D* %0 dur.

Ayrica A kapalv k-yiizeyi icin, A basit \-noktaya sahip degil ise A ya
basit kapalr r-ytizey denir.

2) (A A) = (3" — 2" — 1,2n) igin

o A, \-baglantilidar.

e Her a € A igin |A|* bir genellestirilmis basit kapaly \-egridir.

Ayrica, |A|* bir basit kapal \-egri ise A ya basit kapaly k-ytizey denir.
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Ornek 2.1.2. (Han, |2006) Basit kapaly egriler yardimayla minimal basit kapal
yuzeyler asagidaki gibi ifade edilebilir:

o MSSg =) (MSCy x [0,2]z) U (Int(MSCy x {0,2})) (Bkz Sekil [2.4)
olup burada MSCYy,

{<170)7 (1? 1)7 (07 1)7 (_L 1)7 (_17())7 (_17 _1)? (07 _1>7 (17 _1)}

kiimesine 4-izomorfik bir egridir.

Sekil 2.4: MSSg

o MSSg ~56) X x[0,1]7 olup burada X kiimesi {(0,0), (1,1),(0,1),(1,0)}
seklindedir.

° MSSlg R3(18,18) (MSCg X {1}) U (Int(MSC’s X {0,2})) (Bkz Sekzl
olup burada MSCg egrsi

{(O’O>a (_L 1)? (_270)7 (_27 _1)7 (_17 _2)7 (07 _1)}

kiimesine 8-izomorfiktir.

Sekil 2.5: MSSlS

o MSSis ~as,s) (MSCy x {1}) U (Int(MSCq x {0,2})) (Bkz Sekil [2.6)
olup burada MSCy ejrisi

{(070)7 (_17 1)7 <_270)7 <_17 _1)}

kiimesine 8-izomorfiktir.
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Sekil 2.6: MSSq

Tanim 2.1.8. (Han, |2006) ng,ny > 3 i¢in S.,, Z™ da kapaly bir ko-yiizey,

A;O — Ay C Sk ve Sk, Z™ de kapaly bir kyi-yizey olsun dyle ki

!/

AL Ry INE(MSCE) Ay, & g0y Int(MSCY)

KO

veya A;O R (10,8) Int(MSCg") izomorfizmalar vardur.

A = f(Ag) C Sk, bir (ko, k1)-izomorfizma olmak izere

/ ’

S, = Se — f(A,) ve Sy =S, —A

K1

!

K0

dur. S US, . ayrik birlesimi dizerinde 1 @ Ay, — A;O — S,;O kapsama donisimi
0 1
olsun. Sy, dan A, wm gkarlmaswla ve A, — A, ile f(Aq, — A,) nin

denkliginden asagidaki gibi tanymlanan bir S;O US;I/ ~ béliim uzay elde edilir:
T € Apy — A;O ve i(x) ~ f(z) =y € S;l
denklik siniflarinin kimesine baglantils toplam denir ve Sy 1Sy, ile gosterilir.

Ornek 2.1.3. MSSg ve M SSg minimal basit kapals 6-yiizeyler olsun. M SSgiM SS
ve M SSgiMSSs baglantaly toplam yiizeyleri siraswyla Sekil ve Sekil deki

gibi olusturulabilir:

Sekil 2.7: MSSz4MSS,
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Sekil 2.8: MSSgtMSSe

Tanim 2.1.9. (Spanier|, |1966) S, (X, k) dijital gorintisinin bostan farkly bir
alt kiumesi olsun.
e sc Swepileq, S nin ayrik noktalar: olmak tizere p ve q, k-yakin,
escSved#tCsisetel,
kosullary saglanwyor ise S nin elemanlarina (X, k) nin digital simpleksler:
denir. Bir m-simpleks S nin kardinalitesi m + 1 dir. S, S nin bostan farkl
bir 6z alt kiimesi ise S kiimesine S nin yiizi denir. Sekil de baz dijital

sitmpleksler verilmigtir.

.HA*

Sekil 2.9: (2,0), (2,1), (8,2) ve (26, 3)-simpleksler

Tanim 2.1.10. (Arslan, Karaca and Oztel, |2008) (X, 1) dijital m-simplekslerin
bir sonlu koleksiyonu ve negatif olmayan bir d tamsayist icin 0 < m < d olsun.
Asaqidaki kosullar saglanwyorsa, (X,p) ya bir sonlu dijital simpleksler
kompleks denir:

o A, X e ait bir simpleks ise A nin her bir yizi de X e aittir.

e A, B e X ise AN B ya bostur ya da A ve B nin bir ortak yiizidir.

Bir X dijital simpleksler kompleksinin boyutu, X in sahip oldugu bir
m- simpleks olacak gekildeki en biiyiik m tamsayisidir. Cy(X) in baz elemanlar
X kiimesindeki tiim dijital (X, x)-simpleksler olan bir serbest degigmeli
gruptur. (X, k) m-boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun. Bu durumda
her ¢ > m i¢in CF(X) bir agikar gruptur (Arslan, Karaca and Oztel, 2008).
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(X, k), m-boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun. p; , p; elema-

ninin simpleksten ¢ikarilmasi olmak iizere

g:O(_l)i<p07p17"'7ﬁi7"'7pq >7 qgm

aq(< Po;sP1y - - 7pq >) =
07 qg>m.
ile tamimh J, : Cf(X) — Cf ;1 (X) homomorfizmasina bir sinir homomorfiz-
masi denir. Her 1 < ¢ <m i¢in d,—4 0 9, = 0 dur.

(X, k) C Z™, m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olmak tizere
CR(X) 025 o (x) 2 o (x) 2 L0 o) -2 0

bir zincir komplekstir.
(X, k) bir dijital simpleksler kompleks olmak iizere
e Z#(X) = Kerd, grubuna dijital simpleksler g-devirlerin grubu,
e BY(X) = ImJ,;, grubuna dijital simpleksler g-sinirlarin grubu,

o Hi(X) = lzg‘ggg boliim grubuna ¢. dijital simpleksler homoloji

grubu denir (Arslan, Karaca and Oztel, [2008).

Teorem 2.1.2. (Bower, Karaca and Oztel, |2011) (X, k) m-boyutlu bir yonlii
digital simpleksler kompleks olsun.

1) Her q > 0 igin HY(X) sonlu diretilmis bir abel gruptur.

2) Her g > m igin H}(X) agikar gruptur.

3) Hy(X) bir serbest abel gruptur ve muhtemelen sifirdur.

Teorem 2.1.3. (Han, 2006) Ais, MSS,s niin bir alt kiimesi ve Ajg ~(18,8).h
MSC; olmak tizere MSS,g8MSS g ~ MSS,g izomorfizmasi vardir. Ayrica
MSCig egrisi {(0,0),(=1,1),(=2,0), (=1, 1)} kiimesine 8-izomorfik olmak
tzere

MSCls = MSCly U Intf(MSCy)

ifadesi vardr.

(X, k) bir m-boyutlu dijital gériintii ve her ¢ > 0 i¢in «,, X deki dijital

(K, q)-simplekslerin sayisi olsun. X in Euler karakteristigi

X(X, k) = Z(_l)qaq

q=0
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seklinde tamimlanir. (X, k) bir m-boyutlu dijital goriintii olsun. X in Euler

karakteristigi

i )irank H} (X)

q=0

olarak (Boxer, Karaca and Oztel, 2011) tarafindan gosterilmistir.

Teorem 2.1.4. (Bozer, Karaca and Oztel, |2011) (X, ko) C Z7™ we
(Y, k1) CZ™ digital gérintileri (ko, k1)-izomorfik ise x(X, ko) = x(Y, k1) dor.

Teorem 2.1.5. (Bozer, Karaca and Oztel, 2011) MSS,g minimal basit kapals

ylzeyi i¢cin homologi gruplar, asagidaks gibidir:

Z, n=0,2
0, n#0,2.

HS(MSS;S) =

Ornek 2.1.4. (Bozer, Karaca and Oztel, |2011) Bazi minimal basit kapal
yuzeylerin Euler karakteristig,

o \(MSSs,6) = ag—a; =26 — 48 = —22,

o \(MSSstMSSs,6) = ag — ap =42 — 80 = —38,

o \(MSS15,18) =ap —a; +a; =10 —-20+8 = -2,

o \(MSSs8MSSi,18) = ap —ag +ag = 14 — 28 +8 = —6.

seklinde hesaplanmastar.

Sonug 2.1.1. 1) MSS|g#MSS s ~ MSSs.
2) MSSgtMSSs ~ MSSsiMSS.

Ispat. Baglantil toplamin degismeliliginden, MSS M SS s ~ MSS1s8MSS,q
yazilabilir. MSS;SﬁMSSlg ~ MSSig oldugundan sonug saglanir.

Diger taraftan iki minimal yiizeyin baglantili toplami degismeli oldugun-

dan, MSS, M SSe ~ MSSGﬂMSS izomorfizmas: vardir. O
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3 BAZI BAGLANTILI TOPLAM YUZEYLE-
RIN SIMPLEKSLER HOMOLOJI GRUPLARI

Teorem 3.0.1. MSSéﬂMSSé baglantily toplam yiizeyinin dijital simpleksler
homoloji gruplary asagidakt gibidir:

H$(MSSMSSy) = 7, HS(MSSiMSSg) =275 wve her n # 0,1 igin
HS(MSS M SSg) = {0}.

Ispat. MSS#MSSy = {co = (0,0,0),¢; = (1,0,0), 0 = (1,1,0),
c3=(1,2,0),¢4 = (0,0,1),¢5 = (1,0,1),¢c6 = (1,1, 1),
cr=1(0,1,1),¢5 = (0,2,1),¢o = (1,2,1), 10 = (0,2,0)}
yiizeyi

C1 << g<C3< <<y <cer<cp<cg<cy

seklinde yonlendirilebilir. Dijital simpleksler zincir kompleksler asagidaki gibi
olusturulabilir:

CS(M S SgtM SSg) zincirinin bir bazi
{<c><c><cy>, ...,<cp>}

ve CS(MSSgtMSSy) zincirinin bir bazi
{< C1Cy >, < CpCy >, < C1Cp >, < C1C5 >, < CgCy >, < C3C2 >, < C3C9 >,
< C3C10 >, < Cs5Cq >, < CyC7 >, < CgCr >, < CgC7 >, < CgCg >, < CgC1g >,

< cger >, < cgco >} geklindedir. Boylece
0o 6 ’ ’ o1 6 / / o
0= CY(MSSMSSy) — Cy(MSSgHMSSg) — 0

kisa dizisi elde edilir. Teorem [2.1.2/den her n > 2 i¢in HS(M SSzM SS;) agikar
gruptur. Ayrica yukaridaki kisa diziden,

Im 0,2 {0} ve Kergy=2z"

sonucuna ulagilir. Simdi homomorfizm 0, in goriintiisiinii hesaplayalim:

O1(ar < c1eg > +ag < coeq > Fag < 16 > +ay < ¢165 > +as < cgey >
+ag < c3co > Far < c3c9 > Fag < c3cig > Fag < c5cq > g < cq07 >

+ a1 < cges > Fago < cger > Fag < cgCyg > Fay < cgCipg > Fas < cger >
+ag < cgeg >)

=1 <y >—a1 < >Fay < g >—qy < cyg>—+az3 < cg>—ay3<c >
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+oy < 5 > —ayg < > Fag < g > —ay < Cg > Fag < o > —ag < cg >
+ar < cg > —ap < c3 > tag < clg > —ag < 3> Fag < g > —ag < cy >
+ag < > —app < ey > Fapr <cg>—aq < cg > Fagpg <cp >

— e < g > a3 < g > —iy < g >ty < Clg > —Qqg < cg >

+ a5 < cr > —aps < cg > g < Cg > —g < cg >

= (g —ag) <cp>+(— —az —ay) < > +(ag+as+ o) <o >

+ (—ag —ar —ag) <c3 > +(ae +ag — agg) < g > +(ag —ag+ agp) < c5 >
+ (—a5 — g1 — a5 — asg) < ¢ > (oo + arg + ags) < c7 >

+ (—ag2 — g3 — aqg) < cg > +(a7 + a1z + ) < g > +(ag + ayy) < 19 >

ifadesini goz 6niinde bulunduralim. Eger

ap — 0 = ag,

—Q1 — Q3 — Qg = Gy,
a3+a5—|—a6:a3,

—Qp — Q7 — (g = Gy,

Qg + Qig — (9 = QAs,

o4 — Qg + Q1 = A,

—05 — Qq1 — Q15 — Qg = ary,
a1 + a2 + Qg5 = ag,

—Q12 — 13 — (g4 = Ay,

a7 + Qg3 + Qe = Aqo,

g + Qvyg = ayy,

olarak alinirsa, a; +as +as+ a4+ as+ag+as +ag + a9+ ay; = —ay esitligi elde
edilir. Buradan Im 9; = Z1° dur. 9, in cekirdegi asagidaki gibi hesaplanabilir.
Oh(ar < creg > +ag < cpeg > ag < c1ca > +ay < 105 > Fay < Ccgly >
+ag < e3¢0 > Far < c3c9 > Fag < c3cpp > tag < 5y >+ < cqc7 >
+a11 < cgcs > Faqo < cger > Faqz < CcgCy > iy < cgcip > taqs < cger >

+aqg < cgCr >) =0



17

denkleminden agagidaki ifadeler elde edilir:

ap —ag =0,
—ap —az—ay =0,
as + a5+ ag =0,
—ag — oy —ag =0,
Qg + ag — agg = 0,
a4 — g +agp =0,
—a5 — ayp — ais — agg = 0,
aqo + arp + a5 =0,
—a1p — a3 —agy =0,
ar + a3 + age = 0,
ag + apy = 0.
Buradan
Z9(MSSgMSSg) = {ay < crcp > 4y < coey > +ag < crcy >
+ (—aqg — ay) < cre5 > Fay < cgea > +H(—az — ag) < czcp >
+ ay < czcg > +H(ag + a5 — ag) < czerg > Fag < czeq > (g + ag) < cqcr >
+(ag + a1 + az) < cges > g < cger > +Hag + a5 — a7 — age) < cgcy >
+(—a3 — a5+ ay) < cgcro > +(—a1 — ag — aqa) < cger >
+(—azg—as+ap) <cger>| ;€Z, i=1,3,57,9 12} =75

elde edilir. Boylece istenilen sonuca ulagilir. O]
Onerme 3.0.1. MSSéijSS% digital yiizeyinin Euler karakteristigi —22 dir.

ispat.

Sekil 3.1: MSSg8MSSe

MSSgtMSSg dijital baglantili toplam yiizeyi (Bkz Sekil agagidaki
gibi yonlendirilebilir:
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doy < d7 < dog < diy < dy < d3z <dy <ds < dog < dyy < dos < dog < doy <
dig < dy7 < dyg < dig < dyg < doy < dg < dg < dg < dyp < dyg < dyy < dy5 <
day < daz < day.

MSSgtMSSg yiizeyi

{<do>,<dy > <dy>,...,< dyg >}

29 tane 0-simplekse ve

{< drdy >, < dody3 >, < dody >, < dods >, < dydy >, < dyday >, < dyday >,

< dody >, < dodog >, < dodosz >, < dsdy >, < dzdos >, < d3doy >, < dyds >,

< dydiy >, < dydig >, < dsdis >, < dsdog >, < dgdg >, < dgdi4 >, < drdg >,

< d7dy7 >, < doody; >, < dgdyg >, < dgday >, < dgdyig >, < dgdyy >, < dgdaz >,
< dyodag >, < dogdig >, < di1dia >, < diidis >, < didas >, < dizdia >,

< digdiz >, < dagdia >, < dagdiy >, < digdis >, < dirdis >, < digdis >,

< dyrdig >, < digdig >, < digday >, < doodig >, < doadaz >, < dazday >,

< dasdag >, < dagdar >, < dygdiz >, < dardyz >, < daoda >}

51 tane 1—simplekse sahiptir. M SSgtM SSs daki (6, q)-simplekslerin sayisi a,

olmak tizere

X(MSS #MSSg, 6) = i(—nqaq = (=1).294+ (=)' 514+ (=1)2.0+- - = —22

q=0

elde edilir. O

Teorem 3.0.2. MSSéﬂMSSG nmin digital simpleksler homoloji gruplar
HS(MSSgMSSs) =7, HS(MSSHMSSs) =2 7> wve her n #0,1 igin
HS(MSSgtMSSs) = {0} dar.

Ispat. MSS#MSSs = {dy = (1,2,0),d; = (1,3,0),d = (0,3,0),
ds = (—1,3,0),ds = (—1,2,0),d5 = (=1,1,0),ds = (1,1, —1),

dr = (1,1,0),ds = (1,2, —1),dy = (0,2, 1), dyo = (1,2, —1),
dip = (=1,2,1),dys = (0,2,1),dys = (1,2, 1), dyy = (0,1, 1),

dis = (=1,1,1),dy6 = (0,1,1),dy7 = (1,1,1),dy1s = (0,0,1),dyo = (1,0, 1),
doo = (1,0,0),d2 = (0,0,0),do = (1,3, —1),das = (0,3, —1),

doy = (1,3, —1),dos = (—1,3,1),dy = (0,3,1),da7 = (1,3, 1),

dog = (1,1,—1)}

yiizeyi agagidaki gibi yonlendirilsin:

d20<d7<d0<d1<d2<d3<d4<d5<d28<d11<d25<d26<d27<
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d13<d17<d16<d18<d19<d21<d6<dg<d9<d10<d12<d14<d15<
dag < dog < doy.
C8(MSSgtMSSg) zincir grubunun bir bazi

{<dy > <dy > <dy >, ..., < dyg >}

ve O9(MSSgMSSs) zincir grubunun bir baz

{< drdy >, < dydy3 >, < dody >, < dods >, < dyds >, < dydys >,

< dydo; >, < dods >, < dodog >, < dodoz >, < d3dy >, < dzdos >, < dzdoy >,
< dyds >, < dgdyy >, < dydig >, < dsdis >, < dsdag >, < dgdg >, < dgdi4 >,
< drdg >, < dpdy7 >, < doogdy >, < dgdg >, < dgdas >, < dgdqg >,

< dgdys >, < dodaz >, < dipdas >, < dagdig >, < dy1diz >, < dyidys >,

< dndas >, < dizdia >, < dygdrz >, < dagdiz >, < dogdiy >,

< digdis >, < dizdig >, < digdis >, < di7dig >, < digdig >,

< dygdyr >, < daodig >, < daadaz >, < dazday >, < dasdas >, < dasdar >,

< dyzdir >, < dyrdyz >, < dygda >}

seklindedir.

0 = CS(MSS,EMSSs) 2 CO(MSS,EMSSs) -2 0

kisa dizisini goz Ontinde bulunduralim. Teorem [2.1.2]den, her n > 2 i¢in
HS(MSSgtMSSs) asikar gruptur. Kisa diziden Tm dy = 0 ve Ker 0y = 7>
oldugu aciktir.

29 x 51 boyutlu matris icin MATLAB programi kullanilarak bu matrisin
rankinin 28 oldugu sonucuna ulagilir. Buradan Im 9; = Z*® dir.

Onerme ’den X(MSSgiMSSs, 6) = —22 oldugunu biliyoruz. Euler
karakteristiginin tanimindan

X(MSSstMSSs,6) = >0 o(—1)%rank HE(MSSziMSSs)
—22 = (=1)%1 + (=)L HS(MSSGHMSSg) + (—1)%.0 + ...

olup buradan rank(H$(MSSgtMSSs)) = 23 elde edilir. O

Sonug 3.0.1. MSS;SﬂMSSis digital yizeyinin Fuler karakteristigi 2 dir.

Ispat. Teorem ve Teorem den
X(MSS;QMSSQS) = X(Mssis) =2

esitligi mevcuttur. O
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Sonuc¢ 3.0.2. MSS;SJjMSSig ylizeyinin dijital simpleksler homoloji gruplar
asagidaks qubidir:

HS(MSS|fiMSS) 2 Z, HS(MSSgtMSS,g) =7 wve her n#0,2 igin
HS(MSS;3MSS,q) = {0}.

ispat. Teorem den, MSS M SS|s ~as18) MSSs izomorfizmasi vardir.
Teorem ve Teorem den ispat tamamlanir. O

Teorem 3.0.3. JWSSGjj]\/LSHSY{3 nin dijital simplekler homoloji gruplar asagi-
daki gibidar.

Z, n=20
HS(MSSetMSSg) =4 72, n=1
0, n #0,1.

ispat. Sonug den, MSSgtMSSs =~ MSSsEMSSy izomorfizmas:
mevcuttur. Diger taraftan iki dijital goriintii birbirine izomorfik ise simpleksler

homoloji gruplari birbirine egit oldugundan istenen sonug elde edilir. O]
Sonug 3.0.3. y(MSSgtMSSy) = —5 dir.

ispat. Teorem ve Fuler karakteristiginin tanimindan

X(MSSghMSSg) =Y "(—1)"rank HS(MSSgtMSSg)

q=0

=(-1)%1+(-1)'6+ (-1)’0+..=—5

bulunur. n
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4 DIJITAL SIMES(SMASH) CARPIM

Simeg carpim cebirsel topoloji alaninda oldukca kullanilmaktadir. Ayrica
simeg carpimlar siniflandirma programlarinda onemli bir yere sahiptir. Bu
operator simes carpim cebirleri arasindaki homoloji boyutlarinin baglantisini
vermektedir. Hopf cebir teorisinin geligmesiyle, bu alandaki caligmalar simeg
carpim cebiri altinda toplanmigtir.

Simeg carpimin birlesmeli ve dagilmali olmasi devirli homoloji gruplarinin
kolaylikla hesaplanmasini saglar.

Noktali simpleksler kiimesi kategorisinde, simesg carpimlar bir simetrik
monomial carpimdir. Ayrica simetrik spektranin simes carpimlari, simetrik
kiire spektrumu iizerinde tensoér carpim olarak tanimlanir. Simeg carpim
ve fonksiyon spektra arasindaki denklik istikrarli homotopi kategorisi ve
bir modiiliin tiirev kategorisi arasindaki denklik tarafindan saglandigindan
homoloji ve kohomoloji teorisi inga edilebilir.

Bu boliimde dijital goriintiiler i¢in simes carpim tanimlanacaktir. Bu
operatoriin birlesmeli, dagilmali ve degismeli oldugu gosterilecektir. Son
olarak simes carpim yardimiyla dijital koni ve dijital siispansiyon tanimlari

verilecektir.

Tanmim 4.0.1. (X, k) ve (Y, \) digital gorintiler olsun. X VY kiimesi X XY nin
bir alt kimesi olmak tizere X \Y simeg(smash) ¢arpims (X xY)/(XVY)

digital bolum uzayr olarak tanymlanar.

Teorem 4.0.1. Bir A indeks kiimesinin tim a elemanlart igin (X4, k) ve
(Yo, A) digital gorintiler olsun. Her a € A igin fo ~(.x) Ga : Xa — Yo iken A

kiimesinin kardinalitesi n olmak tzere [],c 4 fa 2ran) [locn Ga dor.

Ispat. Her a € A icin [0, m]z bir dijital aralik olmak iizere
F,: X, x[0,m]z =Y,

dontigiimii f, ile g, arasimda bir dijital (x, A)-homotopi olsun. Her a € A i¢in
F, dijital siirekli fonksiyon oldugundan t € [0, m|z olmak {izere

Fo(]] Xa) x [0,m]z — [] Ya

acA a€A

F((2a),t) — (Fu(wa, 1))
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seklinde tamimlanan doniigiim dijital siireklidir. Bu nedenle F' doniigiimii,

[I.ca fa ve [1aea 9o arasinda bir (", A™)-homotopidir. ]

Teorem 4.0.2. Her a € A i¢in f, : (Xo, k) — (Yo, \) dondgimi (k,\)-
homotopi denk ise, A kiimesinin kardinalitesi n olmak tizere [ [, 4 fo bir dijital

(K", A™)-homotopi denkliktir.

Ispat. Her a € A icin g, : Y, — X, déniigiimii f, nin (), x)-homotopi tersi

olsun. Boylece agagidaki homotopiler mevcuttur:

(H 9a) © (H fa) = H(ga o fa) =(Am,kn) H(]'Xa) = I, Xo»

acA acA acA acA
(JT £2) o (J] 90) = [T (fa© 90) =wram [T (1ve) = 11,y
acA acA acA acA
Béylece [],. 4 fa bir dijital (x™, A")-homotopi denkliktir. O

Teorem 4.0.3. (X, k), (Y,\) ve (Z,0) birer dijital gorinti olsun.
p: (X, k) = (Y, A) bir (k, A\)-¢ekinik dontsim ve (Z,0) bir o-baglantily dijital

gorinti ise 1z : (Z,0) — (Z,0) birim donigim olmak tizere
px1:(X X Z ki(k,0)) = (Y X Z, k(N 0))
((k,0), (A, 0))-¢ekinik donigimdiir.
Ispat. (7, o), o-baglantili dijital goriintii oldugundan her y € Y ve z € Z i¢in
(px12)"(y.2) = (7' (9). 17 (2))

=(p'(),2)

egitligi vardir. Dijital goriintiiler iizerinde kartezyen carpim yakinhigindan her
y€eY veze Zigin (px 1z) Yy, 2) kiimesi x-baglantilidir. zy ve 21, o-yakin
olacak sekilde her 2y, z; € Z i¢in 17({z0, 21}) = {20, 21} kiimesi o-baglantilidir.

Bu durumdan agagidaki esitlik

(p % 12) " ({yo. i} {20, 213) = (07 ({wo, w1}). 17" ({20, 21}))

= (" ({yo, v1}), {20, 21}))

elde edilir. Sonug olarak her yo, y1 € Y ve 29,21 € Z i¢in (px12)"*({yo, 1}, {20, 21})
bir (k, A)-baglantili kiimedir. O
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Teorem 4.0.4. (X, k) ile (Y, \) dijital gorintiler ve A ile B sirasiyla X ve
Y nin alt kimeleri olsun. f ~.x g olacak sekilde f,g : (X,A) — (Y,B)

dondigiimleri (k, X)-strekli ise bu dénisimlerin indirgedigi dondigimler
£.9: (X/A k) = (Y/B,))
digital (K, \)-homotopiktir.

Ispat. I = [0,m]z olmak iizere F : (X x I,A x I) — (Y, B) déoniigiimii f ve
g arasinda bir (k, A)-homotopi olsun. p ve ¢ cekinik doniigiimler olmak iizere
F doniisiimii, asagidaki diyagrami degismeli yapan bir F': (X/A) x I — Y/B
déniigiimiini indirger.

XxI—Lt—vy

w4y

(X/A) x 1—~Y/B

qo F dijital siirekli oldugundan, p x 1 bir ¢ekinik doniigiim ve Fi(p x 1) = qo F'
dir. Boylece F bir dijital siirekli doniisiimdiir. Sonuc olarak F, f ile g arasinda
bir (k, A)-homotopi doniigimiidiir. ]

Simdi dijital simesg carpima ait bazi 6zellikleri verecegiz. Asagidaki teorem

dijital simes carpimlar ile dijital homotopi arasindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Teorem 4.0.5. (X, k), (Y, ), (4,0) ve (B,«a) dijital gorintiler olsun.
f: X = Awveg:Y — B dijital fonksiyonlar olmak tizere asagidaki dzelliklers
saglayan bir fANg: X NY — AN B diondsimi varder.

(i) h: A— C vek:B— D dijital fonksiyonlar ise

(hAK)o (fAg)=(hof)A(kog)

esitligi vardr.

(i1) [ 2,0 f’ X = Ave g~ gl Y — B ise

NG =etsn)betoan [ A G
homotopisi mevcuttur.

Ispat. f x g: X x Y — A x B dijital fonksiyonu

(fxg)(XVY)CAxB
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ozelligine sahiptir. f x g fonksiyonu f A g : X ANY — A A B doniigiimiinii
indirger.
Diger taraftan, f x g ve f x ¢ arasinda bir F dijital homotopi déniisiimii

asagidaki gibi tanimlanir.

oldugundan Teorem 4.0.1] den

f X0 tsr ) ba(oa) [ X G

elde edilir. F' dontigiimii, (X x Y, X VY) den (A x B, AV B) ye bir dijital
homotopidir. Béylece Teorem 'den f A gile f A g arasmda bir dijital
homotopi inga edilebilir. O

Teorem 4.0.6. f ve g dijital homotopi denklikler ise f N g de bir dijital

homotopi denkliktir.

ispat. f : (X,x) — (Y,)\) déniigiimii (s, \)-homotopi denklik olsun. Bu
durumda
fof ~on ly  ve fof ier) 1x
olacak sekilde bir (A, k)-siirekli £ : (Y, \) = (X, x) fonksiyonu vardur.
g:(A,0) = (B,«) doniigiimii (o, a)-homotopi denklik olsun. O halde

go 9/ Ya,a) 1B Ve gl © g Xpo) la

olacak sekilde bir (o, o)-siirekli ¢ : (B, a) — (A, o) fonksiyonu vardir.
Teorem [4.0.5] 'den
(fAg)o(f Ng)=lyap,
(fof)A(gog) =1yas,
(f'Ag)o(fAg)=1lxra,
(f o f)A(g og) =1xna
olacak sekilde fAg: XAA—=Y ABve f Ag : Y AB — X A A doniisiimleri
vardir. Sonug olarak, f A ¢ bir dijital homotopi denkliktir. m

Agagidaki teoremde dijital simes carpimin birlesmeli oldugu gosterilmis-

tir.
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Teorem 4.0.7. (X, k), (Y, ) ve (Z,0) dijital gorintiler olsun. (X NY)NZ
ile X N (Y A\ Z) dijital izomorfik gérintilerdir.

Ispat. X x Y — X AY formundaki dijital ¢ekinik doniigtimler p ile temsil
edilsin. Agsagidaki gibi bir diyagram olusturulabilir:

XxYxZ—1oXxYxZ

leL jlxp

(XANY)x Z X x(YANZ)

LP Jp

(XAY)AZ—~X A (Y A2Z)

Burada p x 1 ve 1 x p Teorem "den dolay1 birer ¢ekinik doniigiimdiir.
1: X XY XxZ — X xY x Z doniigiimii

f(XAY)ANZ 5 XA(YAZ)
ve
g XANYANZ)=> (XAY)NZ

dijital fonksiyonlarini indirger. Bu doniigiimlerin injektif oldugu aciktir.

Teorem ‘den f bir dijital izomorfizmadir. O]

Teorem 4.0.8. (X, k), (Y,\) ve (Z,0) digital gorintiler olsun. (X VY )N Z
ve (X NZ)V (Y A Z) digital izomorfik gérintilerdir.

ispat. X xY — X AY formundaki dijital ¢ekinik déniisiimler p ve
X xY — X VY formundaki dijital c¢ekinik doniigiimler ¢ ile gosterilsin.

Agagidaki diyagrami géz oniinde bulunduralim.

(X XxY)XxZ-"~(XxZ)x (Y xZ)

7| =

(X xY)NZ (XANZ)x (Y NZ)

| |

(XVY)AZ——=(XAZ)V (Y AZ)

Teorem 4.4’den (Boxer, 2017a), p x p bir dijital ¢ekinik doniigiimdiir. Ayrica
g A1 de Teorem den dolay1 bir dijital ¢ekinik déniigiimdiir.
m: (X XY)xZ = (X xZ)x (Y x Z) dijital fonksiyonu

FrXAD)X(YANZ) = (XX Z)x (Y x Z)
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dijital doniigiimiinii indirger. f injektiftir ve Teorem "den f bir dijital

izomorfizmadair. O

Teorem 4.0.9. (X, k), (Y, \) ve (Z,0) dijital gorintiler olsun. X \Y ile Y AX

digital izomorfik gorintilerdir.

Ispat. X x Y — X AY formundaki dijital cekinik déniigiimler p ve
Y x X — Y A X formundaki dijital c¢ekinik doniigiimler ¢ ile gosterilsin.
Agagidaki diyagram elde edilebilir:
XxY—"+-YxX
/| Js
XANY — YANX

u: X xY =Y x X dijital doniiglimii
f: XANY Y AKX

dijital fonksiyonunu indirger. f injektiftir ve Teorem [2.1.1fden f bir dijital

izomorfizmadar. O

Tanim 4.0.2. Bir X dijital gorintinin sX dijital stispansiyonu X N S

olarak tanimlanir.

Ornek 4.0.1. X = S, dijital 0-kiiresinin dijital stispansiyonu Sekil ’de

gosterilmektedir.

P g
o e

Sekil 4.1: 51 x Sy ve S1 A Sy

Teorem 4.0.10. X bir dijital gorinti ve xo bu gorintinin baz noktast olsun.

[a, bz dijital araliginin kardinalitesi 8 olmak dizere sX dijital gorintiisi
(X x [a,b]z)/(X x {a} U{zo} x [a,b] UX x {b})

digital bélim uzayina izomorfiktir.
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Ispat. ¢; € Sy ve i € {0,1,..., 7} olmak iizere 6(t;) = ¢; mod 8 ile tanimlanan
[av b]Z i Sl

dijital fonksiyonlarin bileskesi bir dijital cekinik doniigiimdiir.
p: X xS — X A S dijital ¢ekinik doniigiim ise

X x[a,b]; Z5 X x5 25 X A S,
bilegke doniigiimii de ¢ekinik doéniigiimdiir. Bu nedenle, p(1 x ) doéniigiimii
(X X [a,b]z)/(X x{a} U{zo} x [a,b]z UX x {b}) = X AS] =sX
dijital izomorfizmasini indirger. [

Tanim 4.0.3. Bir X dijital gorintisinin cX digital koni uzayr I = [0, 1]y

olmak tzere X NI olarak tanimlanar.

Ornek 4.0.2. X = S, dijital O-kiiresinin dijital koni uzays Sekil ’deki
gibidir:

Sekil 4.2: So x I ve Sy AT

Teorem 4.0.11. (X, k) herhangi bir dijital gorinti olmak tzere cX biizilebi-

lirdir.
Ispat. I = [0, 1], dijital arahg biiziilebilir oldugundan
cX = X N .0 X A{0}
bir tek noktadir. O

Sonug 4.0.1. Her m € N i¢in I = [0, 1]z dijital aralik ve Sy dijital 0-kiire
olmak tzere S,, NI = S,, NSy dir.

Ispat. Sy ve I iki nokta icerdiginden iki dijital goriintii birbirine egittir.  [J
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5 KHALIMSKY DIJITAL UZAYLARI ICIN
KOHOMOLOJI GRUPLARI

Khalimsky topolojisi tam sayilar dogrusu iizerinde tanimlanan bir topo-
lojidir. Dijital ortamda kullanilan bu topoloji 1960’ yillarda Efim Khalimsky
tarafindan ortaya atilmigtar.

Vergili ve Karaca (Vergili and Karaca, [2015)) dijital uzaylarin dijital sin-
giiler homoloji gruplarimi incelemistir. Ikinci boyuta kadar baz dijital uzaylarin
homoloji gruplarimi hesaplamiglardir. Ayrica (Vergili and Karacal 2018)) bir
Khalimsky dijital uzayin singiiler relatif homoloji gruplarini incelemigtir.

Bu boéliimde, Khalimsky topolojisi ile donatilmig dijital uzaylarin ko-
homoloji gruplar1 incelenecektir. Ayrica kohomoloji teorisi i¢in Eilenberg-
Steenrod aksiyomlari, evrensel katsayr teoremi ve Kiinneth formiilii ele ali-
nacaktir. Son olarak, cup carpim insa edilecek ve bu carpimin baz1 6zellikleri

incelenecektir.

5.1 Khalimsky Topolojisi

Bu boliimde, Khalimsky dijital topolojisi tanitilacak ve boéylece dijital

goriintiiler bir topoloji ile donatilmig olacaktir.

{n}, n tek
{n—1,n,n+ 1}, ncift.

0QQO0009-

o= hf43-d- 012 ) 4

B(n) =

Sekil 5.1: B(n) kiimesinin goriintiisii

{B(n) : n € Z} baz kiimesi tarafindan iiretilen topolojiye
Khalimsky dijital dogru topolojisi (Khalimsky, Kopperman and Meyer,
1991) denir.

m > 1 igin Z™ fizerindeki topoloji asagidaki gibi bir ¢arpim topolojisi
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olarak diigiiniilebilir.
B = {H B(n;) : B(n;), Z iizerinde bir baz}.
i=1

(X,k) C Z™ bir dijital goriintii olsun. X iizerindeki topolojinin bir baz

agagidaki gibidir:
B ={XnN H B(n;) : B(n;), Z tizerinde bir baz}.
i=1

Khalimsky topolojisi ile donatilmig X dijital goriintiisii iizerindeki topolojik
uzay (X, 7x) ile gosterilecektir.

(X, Tx) bir dijital uzay ve = bu uzayda bir nokta olsun. x noktasinin
komsulugu x noktasmin bir G agigin igeren N, kiimesidir. (X, x,,7x) ve

(Xomg .m0, Tv) Khalimsky dijital uzaylar olsun.

f : (thmaTX) —a (sz,@?TY)

doniigiimii f(z) i iceren Y nin tiim agik Gy, alt kiimeleri i¢in, f~'(Gyw)
kiimesi = i iceren X in agik bir alt kiimesi ise f doniigiimiine x noktasinda

siirekli fonksiyon denir (Han| 2007).

Tamim 5.1.1. (Han, 2007) Bir f : (X sy, Tx) — (Xongse, Tv) déndisimi
wein asagqrdaki kosullar saglansin:
1) f, x noktasinda streklidir,

1) Her N, (f(x),e) CY i¢in e, § € N olmak tzere

f(Niy (2,6)) C Npy (f(2), €)

olacak sekilde bir Ny, (x,0) C X wardwr. Bu durumda [ dinisimine x
noktasinda KD-(k1, ko) stirekli fonksiyon denir. f, X in her noktasinda KD-
(K1, ko) strekli ise [ ye KD-(k1, ko) stirekli denir. Ayrica f dontsimi bijektif
ve tersi de KD-(ky,kg) strekli ise bu donigsime KD-(ky,k2) tzomorfizma

denar.

n > 0igin ¢y = (0,0,...,0) ve 1 < i < n icin e; = (i1, 42, ..., i) olsun. e;

nin bilegenleri
1, m<q

U =

0, m>1

seklinde tanimlanir (Vergili and Karacaj, 2015)). Ayrica standart n—simpleksler

A" = [eg, €1, ..., €]
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ile temsil edilecektir. Sekil den =0,1,2,3 icin A" resmedilmektedir.

‘\
S
————ie

Sekil 5.2: A, Al, A2 ve A3

A" = [eg, €1, ...,e,] standart n-simpleks olsun. Bu simpleksin kogeleri
tizerinde lineer siralama varsa A” bir yonlii simpleks denir. Ayrica simpleksin

yiizlerinin indirgedigi yonlendirme

(—1)i[€0, coogd éi7 ceny en]

seklinde ifade edilir. Burada é;, . bilegenin silinmesi anlamina gelmektedir
(Vergili and Karaca, [2015)).
(Xom.k, 7x) Khalimsky dijital uzay olsun. KD-(2" — 1, )-siirekli

o' A — X

doniigtimiine X {izerinde dijital singiiler n-simpleks denir (Vergili and
Karacay, 2015)).

n > 0 igin S, (X), bir Khalimsky dijital uzay X deki tiim dijital singiiler
n—simpleksleri baz kabul eden serbest abel grup olsun. S,,(X) in elemanlarina
dijital singiiler n-zincir denir.

Tanim 5.1.2. (Vergili and Karacd, |2015) €; := € : A"t — A" dindigimii

kose noktalar: tizerinde

er: (to,tl, ...,tn,1> — (to,tl, ...,tifl,o,ti,...,tnfl)

K3
seklinde tanvmlansin. €; donistimiine 1. ytz donugtimi denir.

Tanmim 5.1.3. (Vergili and Karacad, |2015) (X x7x) bir Khalimsky dijital uzay

ve 0" : A — X singiiler dijital n-simpleks olsun.

Op 2 Sp(X) — Sp-1(X)

0" — Op(o") = Z(—l)janey
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dontisiimiine simar homomorfizmas: denir ve

671,71

2 S () 2 5,1 (X) 2 B S1(X0) 2 So(X) 20

dizisine X uzayinin singliler zincir kompleksi denir ve S, (X) ile gosterilir.

Tamim 5.1.4. (Vergili and Karaca, |2015) (X, x7x) bir Khalimsky dijital uzay
olsun.

o Z,(X,xTx) = Kerd, dijital singiler q-devir grubu,

o B, (X iTx) := Im0,41 dijital singiler g-swner grubu,

o H, (X, n7x) = g‘;(();)) dijital singiiler q. homoloji grubu denir.

(Xomy 1> Tx) Ve (X, sy, Tv) Khalimsky dijital uzaylar olsun. Bu iki uzay
KD-(k1, ko) izomorfik ise her n > 0 icin H,(X) = H,(Y) dir (Vergili and
Karaca, 2018]).

X, Z™ de tek noktali bir dijital goriintii ise her n > 0 i¢in H,(X) = {0}
dir. X yol baglantili Khalimsky dijital uzay1 olmak iizere Hy(X) = Z dir
(Vergili and Karaca, [2015)).

5.2 Bazi Dijital Goriintiilerin Singiiler Homoloji Grup-
lar1

Teorem 5.2.1. X = {a = (0,1),b = (—1,0),¢c = (0,0),d = (1,0)} C Z* bir

digital gorinti olsun. X wuzayimn singiiler homoloji gruplar:

Z, n=20
0, n=1,2

Hy(X) =

seklindedir.

ispat. X iizerindeki Khalimsky topolojisinin bir bazi

#A(X) = {{a},{b},{d}, X}
olsun. X uzayinin dijital singiiler zincir doniigiimleri agagidaki gibidir:
So(X) serbest abel grubunun bazlari,
0?:60»—>a agzeor—>b agzeoHc 02:60»—>d
S1(X) serbest abel grubunun bazlari,
o1 eg > a oy eg > b aé:eoHc o1 eg > d

el —a e1— b e1— ¢ e1—d



O3 1eg > C

el —a

1.
o

€o— C

61P—>b
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1
07

Sa(X) serbest abel grubunun bazlart,

lep>a

el —a

€y — a

teg > C

el —c

€o — a

teg > C

€1|—>b

62'—)6

2
0y

160'—>b

61l—>b

€2f—>b

260 c

el —c

€2|—>b

€1i—>d

62'—>d

2
03

S3(X) serbest abel grubunun bazlari,

3.
0-1‘

€y a

el —a

€y — a

e3> a

teg > C

el —c

ey > C

es3t—ra

et C

e1—C

€2|—>b

3.
0-2-

019 -

60*—)17
€1|—>b
62'—>b

€3|—>b

3.epc

el —c
ey a

es3t—ra

€y C
€1i—>b
ey b

63P—>b

3
O3

teg > C

61'—>d

legt—=> C
€1 —C

€9 — C

fep > C
el C

62'—>d

teg > C

e1—C

€o = C

ez — C

3iepc

el —a
€y — a

es3t—ra

leg > C
€1 —C
€9 — C

63'—>d

22€0|—>d

61’—>d

€2f—)d

teg > C
el —a

€o — Q

3.ep—d

61'—>d
62'—>d

63)—)d

teg > C

el —c
e

€3|—>b

€y C
el —C

€2>—)d



33

olyieg
e1—d
ey — d
es —d
seklindedir. Bu baz elemanlar dikkate alinirsa asagidaki izomorfizmalar elde
edilir:

So(X) =7, Si(X)=ZT, Sy(X)=ZY" «Sy(X)=zb

Simdi her bir dijital singiiler n-zincirin devir ve sinir gruplar: belirlenebilir.

Her o} € S1(X) igin 0 : S1(X) — So(X) doniigiimii

o1 (0}) = o (e1) — a; (eo), i=1,2,..,7

I
o o o o

|
Q

I
wqo
|
Q

I
Q
wo
| |
S S
wo N e) wo NO = o
Il

N— SN— S— N— SN— S~— N—
|
INE
|
Q

esitlikleri mevcuttur. Boylece Im 0, = Z? diir. Simdi 9, in ¢ekirdegini bulalim.

s; € Z olmak iizere
7

81(2 SZ'O'Z-I) =0

=1

olsun. 9, lineer oldugundan
12
Z 5181 (O',Ll) =0
i=1
dir. Bu ifadeden
o) (s5) 4+ 09(s6) + 09(—85 — 86 — 57) + 74 (s7) = 0

denklemine ulagilir. Béylece s5 = s = sy = 0 dir ve Ker 0; = Z* bulunur.



34

Oy : So(X) — S1(X) doniigiimii 67 € Sy(X) i¢in
Dy(0?) = o2[ey, ea] — 02[e, €] + ]eo, €1], i=1,2,..,10

)

seklinde tanimlandigindan,

« 0h(o?) =l ~ ol + 0} = o}
« 0h(o3) = 0} — o} + o} = o}
¢ 0i(03) = o}~ ob 4 0} = o},
¢ 040} = o} ~ o} + 7} =l
« 0sd) = ot~} +0} =},
N e s g
e 0y(02) =0l — ol + 0} = 0l
« 04(o%) = ot — ol + b = o,
 0,(03) = o} — o} + ok =l

2y _ 1 1 1_ 1
® 0y(0iy) = 04 — 07 + 07 =04

olur ve Im 0 =2 Z* bulunur. s; € Z olmak iizere

10
82(2 Si07;2) =0
i=1

ve Oy nin lineerliginden
10

Zsiag(af) =0

i=1

yazilabilir. Bu egitlik diizenlenirse,
o1(s1 + Ss) + 03(S2 + 89) + 03 (83 + 55+ 86 + 57) + 04 (84 + S10) = 0
elde edilir. Boylece
s1+s5=0
So+ 59 =0
S3+ 85+ 8¢+ s7=0
S4+810=0

bulunur. Sonug olarak, Ker 9, & Z° dir.
O3 : S3(X) — S3(X) siir homomorfizmas: 3 € S3(X) igin

1 =1,2,...,13 olmak iizere

83(01-3) = 03[61, €2, 63] - 03[607 €2, 63] + 03[60, €1, 63} - 03[60, €1, €2
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ise

elde edilir. Boylece Im 93 = Z5 dir. Sonug olarak
Ho(X) = Z, H(X)=A{0}, Hy(X)={0}
bulunur. O

Teorem 5.2.2. X ={k=(-1,0),l=(1,0),m = (1,1),n = (0,—1),
p = (2,1)} C Z? bir dijital gérinti olmak iizere X uzaywmn 2. boyuta kadar

olan homoloji gruplar
Ho(X) 27, Hy(X) = {0}, Hy(X) = {0}
seklindedir.
Ispat. X iizerindeki Khalimsky topolojisinin bir bazi
B(X) = {{k}, {m}, {n}, {l m}, {m, p},{l,m, p},{k,1,m,n}}

olarak alinabilir. Dijital singiiler zincir doniigiimler agagidaki gibidir.

So(X) serbest abel grubunun bazlari,

0(1):eol—>/<; Jg:egl—>l ag:eob—>m 02:60~—>n

ofieg > p
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S1(X) serbest abel grubunun baz elemanlar,

cri:egv—ﬂf a%:eor—>l aé:em—)m ai:eor—wl
e — k er — 1 el —m e —=n
1. 1. 1.
05 1€y D oG eg 1 07 1€ D
€1 —=p €L —=m e —m

Sa(X) serbest abel grubunun bazlart,

af:egv—ﬂs a%:eor—ﬂ a§:60+—>m ai:eor—wl
e — k er — 1 el —m e —n
ey — k eg 1 €y = m ey =N
o2 iegrp o8 eg 1 0% e 1 02 eg P
er—=p el —m ep — 1 el —m
€y > P €y > m €y > m €y > m
O gD
er—p
€ p

S3(X) serbest abel grubunun baz elemanlar,

U?IGOH/C agzeol—ﬂ a%:ew—)m Ji’:eob—>n
e — k er — 1 e —m e —=n
es— k eg > 1 €y > m ey > 1n
e3 — k e3> ( e3> m e3> n

oS iegrp o8 e 1 o3 e 1 o8 1 eg > 1
e1—p e —=m ep — 1 er — 1
€y > P €y > m €y m eg > 1

ez —>p €3 — m €3 — m ez — m
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ag’:eon—>p af’O:eOHp aflzeor—>p
er1—m er—p er = p
€y =M € =M €y =D
es —m es —m es —m

Boylece asagidaki izomorfizmalar elde edilir:
So(X)=7Z°, Si(X)=ZT, Sy(X)=7Z° S3(X) =7

Her bir dijital singiiler n-zincirin devir ve sinir gruplarn agagidaki gibidir. 0y
sinir homomorfizmasi kullanilarak 7 farklh denklem elde edilir. Bu denklemler

yardimiyla Im 0; = Z? elde edilir. Diger taraftan s; € Z olmak iizere

7
Z Sial (O'Zl) =0
i=1

denkleminden

0'(2)(—86) + O'g(SG + 87) + O'g(—87) =0

ve boylece sg = s; = 0 bulunur. Sonug olarak Ker 9, = Z° dir.

Simdi Jy sinir doniigiimii ele alinirsa, elde edilen denklemler ¢oziilerek
Im 82 = Z5

bulunur. Her s; € Z igin
9
02(2 5i02) =0
i=1

esitliginden hareketle 0, nin lineer olmasi kullanilarak

9
Z Si82<0'2-2) =0
=1

yazilabilir. Bu denklemin diizenlenmesi ile
01(51) 4+ o5(s2 + 87) + 03 (53 + 86 + 58) + 74 (54) + 5 (85 + 59) =0

elde edilir. Buradan

S92+ 87 =0,

s3+ 6 + 83 =0,
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S5+ S9 = 0,

denklem sistemi olusur. Boylece, Ker 0, = Z* diir.
Son olarak, d;3 doniisiimii kullanilarak bir denklem sistemi elde edilir.

Uygun bir paket programi kullanilarak bu denklem sistemi ¢oziiliirse
Im 03 2 Z*

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

5.3 Dijital Singiiler Kohomoloji Gruplari

Bir Khalimsky dijital uzayi (X,, ., 7x) icin,

8q 1 8(1
S*(Xm7K,Tx) RS — Sq—f—l(Xm,m Tx) —+> Sq(Xmﬁ,Tx) — Sq(Xmﬁ, Tx)

bir singiiler zincir kompleks olsun. Burada S, (X,, ., Tx) serbest degismeli grup
ve her ¢ > 0 i¢in 0, 0 9,41 = 0 dir. Bu boliimde S(X,, ., 7x) uzayr S(X)
ile gosterilecektir. A bir degismeli grup olsun. Yukaridaki zincir komplekse

Hom(., A) funktoru uygulanirsa asagidaki uzun dizi elde edilir:

Hom(S.(X),A):0— Hom(S(X),A) — ... — Hom(S,-1(X), A)

Hom(iq;hA) HOW(Sq(X),A> Honlaq),A) HOm(Sq—i-l(X)aA) —

g > 0 icin Hom(S,(X), A) = S9(X) ve Hom(9,, A) = 7 olarak alinirsa bu dizi

§a-1

S*(X) 10— SUX) — ... — 971X I 59(x) 2 gt (X) — L

seklinde yazilabilir. S7(X) in elemanlarina Khalimsky dijital egzincir denir.
s? € S% ve d! bir zincir olmak iizere 9,4, operatoriiniin

87 : S9(X) — S94(X) dual homomorfizmas
< 0957, dI >i=< 51 9,y dIT >
seklinde tanimlanir. Her ¢ > 0 icin

571 07 = Hom(d,y, A) o Hom(d,, A)
= Hom(0, 00,41, A)
= Hom(0, A)

= 0
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esitligi vardir. Burada S*(X) kompleksine (X, ., 7x) Khalimsky dijital uzayi-
nin singiiler egzincir kompleksi denir.
(X, Tx) Khalimsky dijital uzay: olsun.

e X uzayinin q. esdevir grubu olan Ker 67 kiimesi
ZU X, Tx)
olarak tanimlanir. X uzaymin ¢. egsimr grubu Im 71
B X, Tx
seklinde ifade edilir. Béylece X uzayinin q. singiiler kohomoloji grubu
HY( X, 7x) = Z{ X, 7x)/BL( X, Tx)
boéliim grubudur.

Teorem 5.3.1. Her ¢ > 0 i¢in HY, Khalimsky dijital singiler kompleksler ka-

tegorisinden degismeli gruplar kategorisine giden bir kontravaryant funktordur.
Ispat. (X, x, 7x) Ve (Yimgm, 7v) Khalimsky dijital uzaylar ve

f : (thm?TX) — <Ym27l€277-y)

KD-(k1, ko) siirekli fonksiyon olsun. Notasyonu sadelegtirmek agisindan

(Xmymrs Tx) uzay1 X ve (Yo, x,, 7v) uzay1 Y ile gosterilecektir. z € Zg (X) icin
[T H(X) — HEL(Y)

déniisiimii f*(z+BZ (X)) = f*(2)+BL(Y) seklinde tammhdir. 1x : X — X

birim doniigiim olmak iizere

[1x]" (= + BY, (X)) = (1x)"(2) + B}, (X)
= (1x oz)+ Bl (X)
= z+ Bl (X)
= 1y (x)(2 + B}, (X))

sonucuna ulagihr. f: (X, s, 7x) = Yoo, Tv) Ve

G Yogrs, v) — (Zimg sy, Tz) sirasiyla KD-(kq, k2) ve KD-(ko, k3) siirekli
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fonksiyonlar olsun. z € Bf (Z) olmak iizere

HY (g0 f)(z+ Bl(Z) = (g0 f)"(z+ BL(Z))
= (g0 f)"(2) + BL, (X)
= ["og"(2) + B, (X)
= f"(97(2) + BL(Y))
= [og'(z+ Bl (2))
= H},(f) o H](9)(2 + B},(Z))
esitliklerinden H? (g o f) = HZ (f) o HY, (g) bulunur. m

Onerme 5.3.1. X = {a = (0,1),b = (=1,0),¢ = (0,0),d = (1,0)} dijital

gorintisintn dijital singtiler kohomoloji gruplar:
HA(X)=Z, H(X)={0}, H*X)={0}

seklindedir.

Ispat. Teorem den
H(X) =

oldugu bilinmektedir. ¢ = 1,2 icin
S3(X) = Hom(S}(X),Z) = {0}
olup H1(X) = 0 dir. Diger taraftan ¢ = 0 icin
SUX) = Hom(S§(X),2) = Z
dir. Boylece
s~ ~o 590
0— S (X)—=0
kisa tam dizisi elde edilir. Ker §° = S%(X) = Z ve Im §~! = 0 oldugundan X
in 0. boyuttaki singiiler kohomoloji grubu H%(X) = Z olarak bulunur. O
Simdi Khalimsky dijital uzaylarin singiiler kohomoloji gruplar1 icin
Eilenberg-Steenrod aksiyomlari ifade edilecektir (Munkres, 1984).

(1) Birim Aksiyomu (X,, ., 7x) bir Khalimsky dijital uzay1 olmak iizere

i (X, Tx) = (X, Tx) birim déniigiimiiniin indirgedigi déniigiim
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i*: H*(X) — H}(X), birim homomorfizmasidir.
(2) Bileske Aksiyomu (X, x;, 7x); (Yoo Tv) V€ (Ziny ks, Tz) birer Kha-

limsky dijital uzay olmak iizere

f : (Xml,ﬂlvTX) — (szﬂvaY)

ve
g: (sz,@,TY) — (Zm3,f€37TZ)

sirasiyla KD-(kq, ko) ve KD-(kq, k3) stirekli doniigiimler ise (f o g)* = f* o g*
dir.
(3) Boyut Aksiyomu (X, ., 7x) bir noktali Khalimsky dijital uzay olsun. G

bir grup olmak iizere
G, ¢g=0
H{(X,G) =
0, ¢g>0
dur.
(4) Excision Aksiyomu (X, A) bir relatif Khalimsky dijital uzay olsun. G,

X in bir acik alt kiimesi ve G C IntA olmak iizere
j:(X-G,A-G)— (X, A)
doniigiimii
H*(j): H}{(X,A) - H(X -G, A-G)

izomorfizmasini indirger.
(5) Tamlik Aksiyomu (X, A) bir relatif Khalimsky dijital uzay ve i : A — X

ile j : X — (X, A) kapsama doniigiimleri olmak tizere
o HIX,A) DS HUX) S HY(A) S HPY(X,A) > .

uzun tam dizisi mevcuttur.

5.4 Khalimsky Dijital Singiiler Kohomoloji icin Evrensel

Katsay1 Teoremi

Bu béliimde, Khalimsky dijital uzaylarin singiiler kohomoloji gruplar
icin evrensel katsay1 teoremi ele alinacaktir. Ilk olarak FExzt funktorunun
baz1 ozellikleri verilecektir. Degismeli gruplar arasindaki homomorfizmalardan

olugan A Js B 45 ¢ dizisinin tam olmasi icin gerek ve yeter gart
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Im f = Ker g olmasidir. Bir serbest degismeli grup, baz elemanlariin sonlu
lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii yazilabilen bir degismeli gruptur. Her A
degismeli grubu i¢in F' serbest degigsmeli grup ve ¢ kapsama doniigiimii olmak
izere

00— RS F—A—0

kisa tam dizisi vardir. M bir degismeli grup olmak iizere Hom(—, M)

kontravaryant funktoru yukaridaki tam diziye uygulanirsa
0 — Hom(A, M) —s Hom(F,G) -5 Hom(R,M) — A — 0
dizisi elde edilir. Bu diziden Ext(A, M) funktoru
Ext(A, M) = cokeri® = Hom(R, M) /i* (Hom(F, M)).
olarak tanimlanir.

Teorem 5.4.1. (Prasolov, |2007) (X.x, Tx) bir Khalimsky dijital uzay olsun.
G bir degismeli grup ve Hy(X) = Hy(X;Z) olmak iizere

0 — Ext(H; (X),G) — HJ(X,G) — Hom(H;(X),G) =0
kisa tam dizisi vardir. Ayrica
HI(X,G) = Hom(H;(X),G) ® Ext(H; (X),G)
izomorfizmasi vardar.
Onerme 5.4.1. X = {a = (—1,0),b = (1,0),c = (1,1),d = (0, —1),
e = (2,1)} dijital gorintisinin Ze katsayily singiler kohomoloji gruplar
asagqidaki gibidir:

HY(X,Z,) =78,  HYX,Z,) = {0},  H2(X,Z) ={0}.

Ispat. Teorem den

oldugu bilinmektedir. Evrensel katsay1 teoremini kullanarak, X in Z, katsayil

singiiler kohomoloji gruplarim asagidaki sekilde hesaplayabiliriz:
H(X,7y) = Hom(Z?, 7y) ® Ext(0, Zy) = 73,
HI(X, Zg) = Hom(O, Zg) S5 EQ?t(Zs, Zg) = {0},

H?(X,Z5) = Hom(0,Z,) & Ext(0,Z,) = {0}.
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5.5 Khalimsky Dijital Singiiler Kohomoloji i¢in Kiinneth

Formiilu

Bu boliimde singiiler kohomoloji teorisi i¢in Kiinneth formiilii verile-
cektir. Ilk olarak Tor funktorunun bazi 6zellikleri hatirlatilacaktir. A ve B
degismeli gruplar olsun. A ® B tensor carpimi, A X B liretecine sahip ve her

a,a € Aile b,b € B icin
(a+a',b)=(a,b)+(a’,b) ve (a,b+1b)=(ab)+ (a,b)

ozelliklerinin saglandigi bir degismeli gruptur. F', taban1t A x B olan serbest
degismeli grup ve N, yukaridaki tiim 6zellikleri saglayan F' nin bir alt grubu
ise A® B = F/N dir. A bir degismeli grup olmak iizere F' serbest degismeli
grubu icin

00— RS F—A—0

kisa tam dizisi vardir. Bir B degismeli grubu icin yukaridaki diziye — @ B

kovaryant funktoru uygulanirsa
i#®1p
0—R®B — F@B-—A®B—0.
dizisi elde edilir. Bu diziden Tor(A, B) funktoru
Tor(A,B) = Ker(i* @ 1p)
olarak tanimlanir (Rotman, [1998]).

Teorem 5.5.1. (Munkres, 1984) (Ktunneth formili)(X,,, «,, Tx) ve (Y, Tv)

Khalimsky dijital uzaylar olsun. ¢ > 0 ve bir M modili icin

HY (o (X XY M) = Z (X3 M) ® HI_(Y; M)
1+7=¢q
® Y Tor(HP (X; M), HL,(Y; M))
p+q=q-1

wzomorfizmast vardwr. Eger M = F bir cisim ise Tor funktoru asikar gruptur.

Bu durumda yukaridaki izomorfizma asagidaki gibi ifade edilebilir.

Hq

K« (K1,K2)

(X xY3;F)= Y H. (X;F) e H,(V;F).

1+j=q
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Onerme 5.5.1. X tek noktals dijital gérinti ve
Y ={a=(-2,1),b=(-2,0),c=(0,0),d = (1,1),e = (2,0)} C Z*

olsun. olmak tizere X XY wuzaywmin katsayils 2. boyuta kadar olan 7. katsaysls

singtiler kohomologi gruplar asagidaks gibidar.

HY (1) (X XY, Z) = LD, H,i (i) (X XY, Z) 2 {0}, H,f (o) (X XY, Z) 22 {0}.
Ispat. X ve Y nin dijital kohomoloji gruplarinin
Z, ¢q=0 72, q=0
H! (X) = ve HI(Y)=
0, ¢#0 0, ¢=12

oldugu bilinmektedir. Z burulmasiz bir grup oldugundan Kiinneth formiilii

Hq

ey X XYZ) = Z (X; M) ® HI_(Y; M)

1+j=q

seklinde ifade edilir. Bu formiilii kullanirsak ¢ = 0 i¢in
HY(X xY;Z) 2 HI(X;Z)Q H)(Y;Z) = 7D Z,
q = 11icin
Hj(X X Y;Z) = (Hy(X;Z) © Hy(Y;2)) @ (Hy (X5 Z) © H(Y;Z2)) = {0},
q = 2 icin
H{(X x Y3 Z) = (Hy(X; Z) ® Hy (Y3 2)) ® (Hy (X3 Z) ® Hy (Y Z))

©(H3(X;Z) ® Hy(Y; 7))
= {0}

buluruz. [

5.6 Khalimsky Dijital Uzaylar icin Singiiler Cup Carpim

Simdi Khalimsky dijital uzaylar {izerinde cup carpimin ingasi verilecektir.
(X, Tx) bir Khalimsky dijital uzay olsun. G bir toplamsal grup olmak iizere
cup carpim tanimlamak icin G katsayili kohomoloji gruplari ele alinacaktir.

p € SP(X;G) ve Y € SUX;G) egzincirler icin S C {0,1,....,p + ¢} ve

ts, S tarafindan gerilen simpleksin kanonik gomme doniigiimii olmak iizere bir
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singtiler simpleks o : APT? — X iizerinde ¢ — ¢ € SPT(X; G) cup ¢arpimui,
—p € SP(X;G) x ¢ € SUX;G) — p— 1 € SPT(X; Q)
(0, 0) > (p = ¥)(0) = (00 t01,..) V(0 0 Lppr1

olarak tanimlanir.

~~~~~ p+q)

Teorem 5.6.1. Khalimsky dijital uzay tizerinde cup carpim bilineerdir.

ispat. VY172 € Hg(X7 Gl) Ve [, fh1, 2 € H.g(Xu GQ) olsun.

= (n(ootog,.p)+ V(o © L0.1,..p)) (T O Lppii. piq)

----- p+q)

+v2(0 0 L1, p)- (T O Ly pi1,. piq)
= (n1 = (0o, prg) + (Y2 — )T 001, pig)

= (’71 — + Yo ~—~ ,U)(U Olo,,..., p+q)

ve

(v~ (1 + p2))(0 0 Lo, prq) = V(O 0 101, p)- (11 + p12)(0 © Ly i1

-----

.....

= (y— 1+ = p2)(0 0101, ptq)-

Boylece istenen sonug elde edilir.
Teorem 5.6.2. Her a € SP(X;G) ve b e S1X;G) i¢in

d(a—b) =da — b+ (—1)Pa — b

esitligi vardr.
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Ispat. o : A 5 X déniigiimii icin

p+1
da — b(o) = Z(_l)za(g © L071,...,i,...,p+1)~b(‘7 O lpt1,. prgt1)
i=0
ve
p+q+1 '
(=1)P(a—db)(o) = > (=D'alootor, p)b(oot, & hig)
i=p

olup iki denklemin taraf tarafa toplanmasiyla, ilk toplamin ikinci terimi ile

ikinci toplamin ilk terimi sadeleseceginden ve

ptq+1 ‘
do = Z (=)o o Lp,...,i,...,p+q+1)
i=0
oldugundan
d(a —b) = (a—b)(0o)
elde edilir. n

Teorem 5.6.3. (X,, ., 7x) bir Khalimsky dijital uzay: olsun. Dijital singiler
eszincirler tizerindeki cup carpim birlesmelidir. Ayrica 1x dijital singiiler

eszincir birim elemandar.

ispat. Her v € H2(X,G), p € HY(X,G) ve v € H'(X, Q) i¢in

(v —p) —v)(oo LO,l,---7p+q+r) =(y—u)(oo LO,L---,p—S-q)'V(O © Lp+q,---7p+q+r)

= (V(UOLO,L---J})~M(UOLP7---7p+q))-V(UOLp+q7---,p+q+r>
= V(UOLO,I,-.-,p)~(M(Uobpy---,pﬁ-q)-V(UOLp+q,---7p+q+r))
=7(co LO,L.--,p)-((,“ —v)(oo Lq+r,-.-7p+q+r))

=(y—(p—v))(oo LO,l,---7p+q+r)

oldugundan cup carpim birlesmelidir. Diger taraftan

(1X ~ 7)(‘7 o LO,L..,p) = 1X(U © LO,I,..A,p)"Y(U © Lo,1,...,p)

= ’Y(U o Lo,l,...,p)

ve

(y—1x)(oowa,.p) =7(00ta,. p)lx(0 01, p)

= 7(0 © LO,l,...,p)

egitlikleri 1x’in dijital singiiler eg zincir birim eleman oldugunu verir.
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Teorem 5.6.4. u € H?(X,G) ve v € HI(X, G) esdevirleri i¢in
po—nu=(=1)"v —pu
dar.

Ispat. Cup carpim tanimindan

(n—v)(oo bo,1,..., p+q) =p(oo bo,1,..., p)-’/<‘7 Olp,.., p+q)

ve
(v — (00 tpiq,..0) = V(0O Lprg..p)- (T 0Ly 0)

yazilabilir.

b0 = (=120 o ve 0+ @)p+a+1)—pp+1) —alg+1) = 2pg

esitliklerinden istenen sonug elde edilir. O]

Teorem 5.6.5. (X, ., 7x) ve (Y, ., 7v) Khalimsky dijital uzaylar olsun.
[ (Xow, 7x) = (Yo, 7v) dijital sirekli fonksiyon ve p € H?(X,G) ile
v e HI(X,G) esdevirler ise

frlp—=v)=fu— .
dir.
Ispat. Cup carpim tanimi kullanilarak agagidaki esitlik elde edilir.

(f"(u—=v))(eow1, prg) =k —=Vv)(fooot1 ptq)

= [*(1)(o 0o, prg) [* (V) (00 L0, ptq)
= (f"(w) — fr(W) (o, prq)-

]

Sonuc¢ 5.6.1. Dijital cup carpim, Khalimsky dijital uzaylarinin kohomoloji

gruplarina halka yapisy verir.

Ispat. Yukarida tammlanan cup carpim iglemi kohomoloji gruplarina halka

yapist kazandirir. O
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Ornek 5.6.1. Teorem M’den X ={a=(-1,0),b=(1,0),c=(1,1),
d=(0,—-1),e=(2,1)} dijital gorintisinin dijital homoloji gruplarinmn

H(X) =

H(X) =

oldugu bilinmektedir. X de 7 tane 1-simpleks vardir. Bu simpleksler kullanila-

rak X uzayimin 1-esdevir gruplar: asagidaki gibi belirlenebilir:

w=—(o1)",

z=—(03)" = (0%)",
a=—(03)" + (05)" + (07)",
B=—(o1)",

(W—w)(o?)=(w—o))(w—o})=-1.—1=1,
(w—2)(0?)=(w—0}).(z—0l)=-1.0=0,
(w—a)(o}) = (w—0}).(a — 07) = —1.0 =0,
(W= B)(07) = (w — 01).(B = 01) = =1.0=0,
(w—)(o1) = (W~ 01).(y = 01) = -1.0=0,

(z —w)(o}) = (z = 01).(w — 07) =0. =1 =0,
(z = 2)(07) = (= 03).(z —05) = —1. -1 =1,
(2 —a)(o§) = (z = 05).(a —03) = —1. =1 =1,
(z = B)(07) = (z = 01).(B— 01) = 0.0 =0,
(z = (7)) = (z = 01).(y = 07) = 0.0 =0,
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(B—01).(w—o0})=-1.0=0,

(8 — w)(o})

(B — 2)(03)
(B — a)(e})

(B —01).(z—04) =—1.0=0,

(B—ob).(a—a})=-1.0=0,

(8= B)of) = (B —0y)(B—0i)=-1L—-1=1,

0,

)(y — a}) = 10

1
4

=B—o

(8 = 7)(o3)

(y—oi)(w—0])=0.—1=0,

(v = w)(o)
(v — 2)(o1)
(v — a)(0%)

(v = B)(02)

(v — 7)(03)

(v —o]).(z—01)=0.0=0,

) (v —od)=—-1.-1=1,

1
7
(v = 03)(8— 03) = -1.0=0,

=(y—o

(y—o35).(y—o7)=-1L-1=1

Yukaridak: islemler birlestirilirse asagidakt cup ¢carpim tablosuna ulasilir:

0

010

1

a | B |y

-1

W

010

00| 0

o}
B
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6 DIJITAL TOPOLOJIDE KUME DEGERLI
FONKSIYONLAR

1990’lh yillarin ortalarinda Kovalevsky (Kovalevskyl, 1994) tarafindan
kiime degerli fonksiyon kavrami tanimlanmigtir. Daha sonra Tsaur ve Smyth
(Tsaur and Smyth, 2001) siirekli kiime degerli dijital fonksiyonu incelenmigtir.
2010’ lara gelindiginde Escribano, Giraldo ve Sastre (Escribano, Giraldo and
Sastre, 2008) tarafindan siireklilik kavrami daha da karakterize edilmistir.
Daha sonrasinda (Escribano, Giraldo and Sastre, 2012) erozyon, dilasyon,
acma ve kapama gibi morfolojik iglemler ele alinarak, siirekli kiime degerli
fonksiyonlarin simiflama yoluna gidilmigtir. Basit noktalarin silinmesi kavrami
siirekli kiime degerli fonksiyonlar tarafindan karakterize edilmistir. Son olarak
kiime degerli dijital retraksiyon tanimi verilip, tek degerli dijital retraksiyon
ile arasindaki farka deginilmigtir.

2014 y1ih itibariyle Boxer (Boxer), 2014 bu konuda ¢esitli caligmalar yap-
migtir. Boxer ¢ekinik doniigiimler yardimiyla siirekli kiime degerli fonksiyonlari
simiflama yoluna gitmistir. Daha sonra baglantiligi koruyan doniigiimler ile
siirekli kiime degerli fonksiyonlar arasindaki iligkiyi vermistir. Bu caligmalara
ek olarak, zayif ve giicli siireklilik kavramini tanimlamig ve bu yapiyi
kullanarak baglantililigi koruyan doniisiim ile siirekli kiime degerli fonksiyonlar
arasindaki baginti incelenmigtir.

Yukarida bahsedilen yapinin kurulmasindaki temel amag, Euclidean
uzayda saglanan bazi ézelliklerin dijital uzaylarda saglanmamasidir. Ornegin;
Euclidean uzayda cember bir halkanin retraktidir fakat dijital goriintiilerde
bu saglanmaz. Siirekli kiime degerli fonksiyonlar yardimiyla dijital cember bir

dijital halkanin dijital retrakti olur.

Tanim 6.0.1. (Escribano, Giraldo and Sastre, |2008) 7" nin r.alt bélintisi,

21 22 Zn

Z? = {(g, y, . §)|(21, 29y nny Zn) € Zn}
seklinde ifade edilir. (2, zy, ..., 2,), (3%, 32,..., 3%) e yakwn bir nokta olmak iizere

iy I —> I"
A2
37‘7 37.7 A 3,,.

bir kapsama dontstimiidir.

’

) — (zi, 2/2, ey Zp)
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Sekil [6.1fde (Escribano, Giraldo and Sastre|, 2008)) bir dijital gériintiiniin

birinci alt boliintii kiimesi verilmigtir:

Sekil 6.1: Bir dijital goriintiiniin 1. alt boliinti kiimesi

Bundan sonraki kisimda notasyon sadeligi olmasi agisindan bir X dijital

goriintiisiiniin 7. alt boéliintii kiimesi

S(X,r) ={(x1,x9,....,x,) € Z'|(|21], |22], .oy |20]) € X}

olarak gosterilecektir. Boliintii uzaylarinda Z" iizerindeki yakinlik bagintisin-
dan indirgenen yeni bir yakinhik bagimtisidan bahsetmek miimkiindiir. Bir
bagka deyisle (2, /7, 2o/7, ..., 20 /7) Ve (2, /7, 237, ..., 2, /7) noktalar1 Z" iizerinde
r-yakindir ancak ve ancak (21, 2o, ..., z,) and (2, zy, ..., z,) noktalar1 Z" de
k-yakindir.
E.:S(X,;r)— X

(1, X2, ooy tn) —> ([21], [22], s [T0])

doniigiimii bir gdmme doniigiimiidiir.

X CZ"™veY CZ"olsun. f:S(X,r) — Y fonksiyonu

F:X—Y
v F) = |J {f@)

xlEET_l(:c)
kiime degerli fonksiyonunu indirger. f fonksiyonuna F' icin bir destek

fonksiyonu denir.

Tanim 6.0.2. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2008) (X, k) C Z™, (Y,\) C Z"
ver € Z* igin f : S(X,r) = Y bir (k, \)-stirekli fonksiyonu F : X — Y (k, \)

kiime degerli fonksiyonunu indirgerse F' ye stirekli kiime degerlt fonksiyon

denir.
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Onerme 6.0.1. (Escribano, Giraldo and Sastre, |2012) F : X —o Y bir

(k, K")-stirekli kiime degerli fonksiyon olsun.

o Her x € X i¢in F(x) baglantilidar.

e v <.y € X olmak dizere F(x) U F(y) kiimesi Y nin  -baglantily bir alt
kiimesidir.

o A C X baglantily kiime i¢in F(A) baglantiidar.

Ispat. F : X — Y bir (s, )-siirekli kiime degerli fonksiyon olsun. Kiime
degerli fonksiyonlarin siirekliliginden F' ddniigiimiiniin baglantihgir korudugu
aciktir. Boylece istenen sonuglar elde edilir.

r <. y € X olsun. F' doniigiimii siirekli oldugundan baglantilihig
koruyan bir doniigiimdiir. Bdylece yakin noktalarin F' altindaki goriintii
kiimeleri de yakin alt kiimelerdir.

Hipotezden, F : X —o Y bir (k, x')-siirekli kiime degerli fonksiyondur. F
siirekli oldugundan baglantililigi koruyan déniigsiimdiir. Buradan istenen sonug

elde edilir. n

Onerme 6.0.2. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2008) F : X — Y bir (k, k' )-
siirekli kiime degerli fonksiyon ve X' C X ise F|y : X —o Y bir (k, K )-stirekli
kiime degerli fonksiyondur.

Ispat. F : X — Y siirekli bir fonksiyon oldugundan f : S(X,r) — Y siirekli
doniigiimii vardir. X' € X oldugundan S(X',r) C S(X,r) dir. Tek degerli

siirekli bir dijital fonksiyonun kisitlanig1 da siirekli oldugundan
f8X,r)=Y

siireklidir. Buradan F' : X' —o Y siirekli bir fonksiyondur. O

X CZ™ ve k = 3™ — 1 olmak iizere F' : X —o Y bir (k, s )-siirekli kiime
degerli fonksiyon ve G : Y —o Z bir (', s )-siirekli kiime degerli fonksiyon ise
GoF : X — Z bir (k,x)-siirekli kiime degerli fonksiyondur (Giraldo and
Sastre], 2015).

6.1 Baglantililigi Koruyan Doniisiimler

Tanim 6.1.1. (Bozer and Staecker, |2016a) Bir kiime degerli fonksiyon
F: X — Y i¢in her A C X baglantily iken F(A) CY baglantils oluyor ise F

ye baglantililigr koruyan déniigiim denir.
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Teorem 6.1.1. (Bozer and Staecker, 2016a) (X, k) C (Z", k) i¢in F: X — Y

bir stirekli kime degerli fonksiyon ise F baglantiligr korur.

Ispat. Onerme den, X in tiim baglantih alt kiimesi A i¢in F(A)
baglantihdir. Baglantililign koruyan doniigiim tanmimindan istenen sonug elde

edilir. O

Teorem 6.1.2. (Bozer and Staecker, |2016d) f : X — Y fonksiyonun

baglantililigr korumast i¢in gerek ve yeter sart asaqidaki kosullar: saglamasidir;

o Herx € X i¢in f(x), Y nin baglantily olt kimesidir.

o Her yakwn x,2" € X elemanlar icin f(x) ve f(2') de yakindur,

Ispat. (<) : f doniigiimiiniin yukaridaki iki kogulu sagladigini kabul edelim.
A baglantili olsun, bu durumda f(A) nin da baglantili oldugu gosterilmelidir.
y,y € A olsun. Bu durumda y ve y' nii iceren baglantilh bir B C f(A) kiimesi
bulunabilir. O halde y ile 3 arasinda f(A) da bir yol vardir. 3,57 € f(A)
oldugundan y € f(z) ve y € f(z') olacak sekilde z,2° € A vardir. A
baglantili oldugundan x; € A olmak iizere z; ve z;,; yakin olacak gekilde
T =Ty, T1,...,05 =« yolu vardir.

Hipotezden f(x;) ler baglantihidir ve her i icin f(z;) ve f(z;y1) kiimeleri

yakindir. Bu durumda
k

BIUf(%)

i=0
baglantilidir. O halde y ve 3y noktalarmi iceren B C f(A) bulunabildiginden
f(A) baglantihidur.

(=) : f baglantiibg koruyan bir déniisiim olsun. Ilk kosulun ispati
f(z) = f({x}) ve {x} baglantili oldugundan aciktir. Ikinci kosulun ispati
icin 2,2 € X yakin noktalar ele almsm. f(z) ve f(2') niin yakin oldugu
gosterilmelidir. = ve 2’ yakin oldugundan {z, '} baglantilh bir kiimedir. O
halde f({z,2'}) = f({z}) U f({z'}) de baglantihdir. Bu durumda f(x) ile
f(z") yakm olmalidir. O

Onerme 6.1.1. (Bozer and Staecker, |2016a) X ve Y dijital uzaylar olsun. Y
nin baglantily oldugunu kabul edelim. Her x € X i¢in F(z) =Y ile tanimlanan

F: X —oY kiime degerli fonksiyonu baglantililigr korur.
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Ispat.Her {z} C X icin F(z) = Y baglantih bir kiime oldugundan F

baglantililigi koruyan bir doniisiimdiir. O]

Onerme 6.1.2. (Bozer and Staecker, |2016a) (X, ) ve (Y,)\) dijital uzaylar
olsun. F' : X —o Y orten kiime degerli fonksiyonu i¢in X sonlu ve Y sonsuz

1se I stirekly degildir.

Ispat. F orten, X sonlu ve Y sonsuz oldugundan F(z") sonsuz bir kiime olacak
sekilde ' € X vardir. Buradan F yi indirgeyen f : S(X,r) — Y tek degerli
fonksiyonu yoktur. Ciinkii béyle bir fonksiyon icin

U /@)y

zeE N (a!)

sonlu bir kiimedir. O

Teorem 6.1.3. (Bozer|, |2014) f : (X, k) — (Y, \) sirekli ve érten donisimi-
nun cekinik donisim olmasi icin gerek ve yeter sart her \-baglantis B C'Y

alt kiimesi i¢in f~Y(B) nin de r-baglantil olmasidar.

ispat. Ik olarak f doniigiimiiniin ¢ekinik oldugunu kabul edelim. A-baglantilh
B C Y alt kiimesi alinsin. {by,b;} C f~'(B) olsun. O halde py = f(by) € B,
pm = f(b1) € Bveie€ {0,1,....,m— 1} igin p; ve p;+1 noktalart A-yakin olacak
sekilde {p;}", C B kiimesi vardir. Bu durumda {by, b} asagidaki sekilde
tanimlanan C' baglantih kiimesinin bir alt kiimesidir.

m—1

¢ = U F {pirpisa})

i=0
Bu nedenle, f~1(B) in x-baglantil oldugu sonucuna ulagilir. Ispatin yeter yonii
cekinik doniigiim tanimindan aciktar. O]

Her 2 € X igin F(z) = Y seklinde tamimli F' : X —o Y kiime degerli
fonksiyon olsun. X sonlu ve Y sonsuz baglantili bir kiime olmak iizere F

baglantihiligi koruyan doniigiimdiir fakat siirekli degildir.

Teorem 6.1.4. (Bozer and Staecker, 2016d) F : X — Y ve G : Y — Z
baglantililhgr koruyan dindsimler ise G o F' : X —o Z baglantililigr korur.

Ispat. 4 C X baglantil olsun. F baglantiihgi korudugundan F(A) baglanti-
lidir ve G baglantiiligi korudugundan G(F(A)) baglantilidir. O
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X ve Y dijital uzaylar olsun. F': X —o Y siirekli kiime degerli 6rten bir
doniisiim olmak iizere F' ¢ekinik bir doéniigiim olmasi icin gerek ve yeter sart
F7!:Y — X baglantihgi koruyan kiime degerli fonksiyon olmasidir (Boxer,
and Staecker, 2016a)).

F: X — Y bir kiime degerli fonksiyon olsun.

e X deki her x,y yakin ¢ifti i¢in F'(z) ve F(y) alt kiimeleri Y nin yakim alt
kiimesi ise F' ye zayif siirekli denir.

e X deki her z,y yakin ¢ifti i¢cin F'(x) in her noktas1 F'(y) nin baz noktalarma
esit yada yakin ve F(y) in her noktast F'(x) nin baz1 noktalarma esgit yada
vakin ise F' ye giiglii siirekli denir (Tsaur and Smyth, [2001).

Onerme 6.1.3. (Bozer, |2017¢) F : X —o Y bir kiime degerli fonksiyon olsun.
F baglantilslige korur ancak ve ancak F zayf sirekli ve her x € X i¢in F(x)

baglantilidir.

Ispat. Zayif siireklilik tamimindan ve Teorem [6.1.2/den istenen sonuc elde

Onerme 6.1.4. (Bozer, |2017¢c) F : X —o Y bir kiime degerli fonksiyon olsun.

F gii¢lii sirekli ve her x € X i¢in F(x) baglantils ise F baglantililigi korur.

Ispat. Teorem ’den her z € X icin F(z) baglantili ve her yakin z, 2" € X
elemanlart i¢in F(z) ve F(z') de yakin iken F baglantihg korur. Hipotezden
F giiclii siirekli oldugundan her yakin z, 2 € X elemanlar icin F(z) ve F(z)
de yakindir ve yine hipotezden her z € X i¢in F'(z) baglantili oldugundan F

doniisiimii baglantilig1 korur. O

Ornek 6.1.1. (Bozer and Staecker), (20164

F :[2,3]z — [2,4]7
21— {2}

3 {3,4}

kiime degerli dontgstimi strekli ve zayif streklidir. Fakat bu déniisim gicli

stirekli degildir.
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Ornek 6.1.2. (Bozer and Staecker, |2016a)

G : [2,3}2 —0 [2,4]2
2+— {3}

3 {2,4}

kiime degerli doniisimi zayf ve gicli sireklidir. Diger taraftan G dénisimi

baglantililigr koruyan bir dontisim olmadigindan stirekli de degildir.

F: X — Y kiime degerli fonksiyon olsun. F' giiclii siirekli ve her x € X
icin F'(z) baglantili ise F' baglantililig: korur (Boxer and Staecker, 2016a).

X ve Y dijital uzaylar olmak iizere F': X —o Y kiime degerli fonksiyonu
her x € X i¢in F(x) =Y seklinde tamimlansin.
i) F' hem zayif hem de giiclii siireklidir.
ii) F' nin baglantihiligi korumasi i¢in gerek ve yeter sart Y nin baglantil bir

kiime olmasidir (Boxer and Staecker, 2016a)).

Teorem 6.1.5. (Bozer, |2017¢) F : (X, k) — (Y,\) ve G : (Y,\) —o (Z, )
herhangi iki kiime degerli fonksiyon olsun.
a) F ve G zayf sirekli ise G o F' de zayf sireklidir.

b) F ve G giigli sturekli ise G o F de gii¢li streklidir.

Ispat. a) F ve G zayif siirekli ve z <> ¢ olsun. F zayif oldugundan yﬁAy/
olacak gekilde y € F(z) ve y € F(z') vardir. Buradan wﬁuw' olacak gekilde
w e G(y) C Go F(x) vew € G(y) C Go F(z') vardir. Oyleyse G o F zayif
siireklidir.

b) F ve G giiclii siirekli ve x ¢, x' olsun. Her y € F(x) igin y<»,y olacak
sckilde y' € F(z') vardir. Buradan her w € G(y) C GoF(z) i¢in ws»,w’ olacak
sekilde w' € G(y') C Go F(z') vardir. y, F(x) in keyfi bir eleman1 oldugundan
her w € G o F(x) igin wﬁ#w/ olacak sekilde w' € G o F(z') vardir. Benzer
sekilde her w' € G(y) C G o F(x') i¢in wﬁuw' olacak sekilde w € G o F(x)

mevcuttur. Sonug olarak G o F' giiclii siireklidir. O]

6.2 Evrensel Kiime Degerli Fonksiyonlar

(X, k) ve (Y, \) dijital goriintiiler olsun. Herhangi bir G : X — Y siirekli

kiime degerli fonksiyonu i¢in F(x) <>\ G(x) olacak sekilde bir z € X varsa
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F . X — Y silirekli kiime degerli fonksiyonuna evrensel kiime degerli

fonksiyon denir.

Teorem 6.2.1. (X, k) ve (Y, \) digital gorintiler olsun. U C X igin
Fly : (U,k) — (Y, \) evrensel kiime degerli fonksiyon ise F': (X, k) —o (Y, \)

fonksiyonu da evrensel kiime degerlidir.

Ispat. H : X —o Y siirekli kiime degerli fonksiyon olsun. F' doniigiimiiniin U

va kisitlanigi evrensel oldugundan
H(u) = Hly(u) < Fly(u) = F(u)

olacak gekilde u € U C X vardir. Sonug olarak (X, Y") ikilisi i¢in F bir evrensel

doniigiimdiir. O]

Teorem 6.2.2. X ve Y dijital gorintiler olsun. |X| > 1 ve |Y| > 1 olmak
tizere her v € X i¢in F(x) = Y gseklinde tanimlh F' : X — Y dénigimi

evrenseldir.

Ispat. Evrensel doniisiim ve F fonksiyonunun tanimindan istenen sonug elde

Teorem 6.2.3. (Boxer, Ege, Karaca, Lopez and Louwsma, |20160) (X, k),
(Y, ) ve (Z,B) dijital gorintiler olsun. f: X — Y veg:Y — Z dontisimleri
siraswyla (k, \) ve (A, B)-strekli fonksiyonlar olsun. g o f evrensel déniisim ise

g de evrensel bir dintisimdiir.
Uyari: Teorem dijital kiime degerli fonksiyonlar icin saglanmaz:

Ornek 6.2.1. n > 3 olmak tzere C, bir dijital basit kapaly egri olsun. Her
x € C, icin

F:C,—C,

z— C,

kiime degerli fonksiyonunun strekli oldugu aciktir. G dénisimi C,, tzerinde
birim déntsim olsun. G o F = I evrenseldir fakat G doniisimi evrensel bir
dontisim degildir. 2 noktaya gore C,, nin bir rotasyonunu h olarak alabiliriz.
Boylece C,, egrisinde h(x) ile G(x) = x noktasini yakin yapacak bir x noktas
yoktur.
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Teorem 6.2.4. (Bozer, Ege, Karaca, Lopez and Louwsmad, |20160)

g:(U,p) — (X,k) ve h: (Y,\) — (V,v) dijital izomorfizmalar ve f: X —Y
bir (k, A)-strekli dontsim olsun. Asaqidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) f déndsimi (X,Y) i¢in evrenseldir.

(2) fog evrenseldir.

(3) ho f evrenseldir.

Uyar:: Ornek [6.2.1/den, Teorem dijital kiime degerli fonksiyonlar icin

saglanmaz.

6.3 Yaklasik Sabit Nokta Teoremi

Aile B dijital goriintiiler ve F': A — B bir kiime degerli fonksiyon olsun.
e ['(a) = F(b) iken a = b ise F' doniigiimiine injektif denir.
e a #biken F(a)N F(b) = @ ise F' doniigiimiine mutlak injektif denir.
e Her b € B icin b € F(a) olacak sekilde 6yle bir a € A varsa F doniigiimiine
surjektif denir.
e 1, : A —o A bijektif doniisiim olsun. Her a € A icin a € 14(a) ise 14
doniigiimiine birim doniigiim denir.

(X, k) bir dijital goriintii ve F': X —o X siirekli kiime degerli fonksiyon
olsun. p € F(p) veya F(p) ile {p} kiimeleri x-yakin ise p noktasina F' nin
yaklagik sabit noktasi denir. (X, k) dijital goriintiisiine de yaklagik sabit

nokta Ozelligine sahiptir denir.

Teorem 6.3.1. (X, k) bir dijital gorinti ve |X| > 1 olsun. (X, k) yaklasik
sabit nokta ézelligine sahiptir ancak ve ancak (X, X) i¢in kiime degerli birim

fonksiyon evrensel dondsimdir.

Ispat. (=) F : X —o X kiime degerli fonksiyon olsun. Hipotezden {p} < F(p)
olacak gekilde p € X vardir. Boylece (X, X) i¢in 1x evrensel bir doniigiimdiir.
(<) (X, X) igin 1x evrensel fonksiyon olsun. F' : X — X kiime degerli bir
fonksiyon icin {p} € 1x(p) +> F(p) olacak sekilde p € X vardir. Sonug olarak
(X, k) yaklagik sabit nokta 6zelligine sahiptir. ]

Teorem 6.3.2. (X, c,,) C Z"™ dijital gorintiler: olsun. i = 1,2, ...,m i¢in
s = Y. i olsun. X = [[L, Xi C Z° igin (X,c;) yaklagik sabit nokta

dzelligine sahip ise her bir (X;, c,,) yaklasik sabit nokta dzelligine sahiptir.
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Ispat. (X, cs) yaklagik sabit nokta ozelligine sahip olsun. ¢ = 1,2, ..., m i¢in
F; . X; —o X; siirekli kiime degerli fonksiyon olsun. Buradan

F: X —oX

(21,22, ooy ) = (Fi(x1), Fo(x2), ..., Fp(xm))

(¢s, cs)-siirekli fonksiyonu vardir. 1x doniiglimii (X, X) icin evrenseldir.

T. e, F(z.) olacak sekilde z;, € X, icin bir 2, = (X1, Tou, .oy, Tins) € X
noktasi vardir. O halde her i € {0,1,...,m} i¢in ;. <., Fi(7;,.) dir. Sonug
olarak her bir F; : X; —o X; doniigiimii yaklagik sabit noktaya sahiptir. O
Teorem 6.3.3. (X,c=3"—1) C Z" bir dijital gorinti ve R: X — Y,

(¢, ¢)-retraksiyon olsun. Eger (Y,c) yaklagik sabit noktaya sahip ise (X, c) de
yaklasik sabit noktaya sahiptir.

Ispat. R : X — Y kiime degerli retraksiyon ve F' : Y —o Y siirekli kiime
degerli doniigiim olsun. (Y, ¢) yaklagik sabit noktaya sahip oldugundan

y € F(y) veya {y} < F(y)
olacak sekilde y € Y vardir. [ : Y —o X kapsama doniigiimii i¢in y € I(y) C X
oldugundan ve
R __F I
X —oY oY —oX
icin G = I o F' o R olmak {izere

Gly)=1oFoR(y)=10F(y)

esitligi meveuttur. I kapsama dontigiimii ve y € F(y) oldugundan y € G(y)
olur. O

6.4 Kiime Degerli Fonksiyonlarda Dijital Simes Carpim

I¢in Baz1 Sonuclar

Onerme 6.4.1. (Bozer, |20174) (A, «), (B, ), (C,v) ve (D,d) dijital goriin-
tiler olsun. f : (A,a) — (C,7v) ve g : (B,5) — (D,d) olmak dizere f ve g
strekli donustimlerdir ancak ve ancak

fxg:(Ax B ki, B)) — (C x D, ki(7,9))
(f x g)(a,b) — (f(a),g(b))

seklinde tanimlanan dénistim streklidir.
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Ispat. f ve g siirekli olsun. (a,b) ile (a’,b") birbirine k,(, 3)-yakmm olsun. a
ve ' esit veya a-yakindir. Boylece f(a) ve f(a') esit veya y-yakindir. Benzer
sekilde b ve b’ esit veya S-yakin oldugundan g(b) ve g(b') esit veya d-yakindir.
Normal carpim yakinhk tammndan (f x g)(a,b) ve (f x g)(a',b) esit veya
k. (7y, d)-yakindir. Sonug olarak f x g yakindir.

Diger taraftan, f x g siirekli olsun. p;(z,y) = = ve pa(x,y) = y ile tanimlanan
b1 (X X Y7 k*("i?)‘)) - (X7 ’%)

ve
P (X X Y, k(1 N) = (¥, )

izdligiim doniigtimleri siireklidir. Stirekli fonksiyonlarin bilegkesi de siirekli

oldugundan f = p; o (f X g) ve g = py o (f x g) siireklidir. O

Onerme 6.4.2. (X,k) ve (Y,\) dijital gériintiler olsun. (A,r) C (X, k)
olmak dzere f : (X,k) — (Y, \) strekli dontusiminin (A, k) ya kisitlanis

da sureklidir.

Ispat. i : (A, k) = (X, k) dijital kapsama déniisiimii siireklidir. Tki siirekli

fonksiyonun bilegkesi siirekli oldugundan
Foi:(Ak) = (V,))
siireklidir. O

Onerme 6.4.3. (X, k) ve (Y, \) dijital gorintiler olsun. (Z,\) C (Y, \)
A-baglantily olmak dzere f: (X, k) — (Y, \) strekli fonksiyonu i¢in f(X) C Z
iken f = f : (X,k) = (Z,)\) doniisiimii de siireklidir.

Ispat. f siirekli oldugundan X in her x-baglantili alt kiimesi A icin f(4) C Y
A-baglantihidir. Ayrica

’

fA)=fA) cfX)czcY
oldugundan f'(A), A-baglantihidir. O

Teorem 6.4.1. (X, k), (X',k), (Y,)\) ve (Y',\) dijital gorintiler olsun. f,
F : X — Y yi indirgeyen stirekli fonksiyon ve g, G : X' — Y yi indirgeyen
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siirekli tek degerli fonksiyon olmak dizere (f x g)(S(X,r)AS(X',r)) C (Y AY)
is€e
FAG:XAX —YAY'

kiime degerli fonksiyonu streklidir.

Ispat. F ve G siirekli kiime degerli fonksiyon olsun. » € N olmak {izere F' ve
G yi indirgeyen
f:5X,r)=Y

ve

!

g:S(X',r) =Y
siirekli tek degerli déniisiimler vardir. Onerme den,
fxg:8(X,r)x8X' ,r)=YxY

ve Onerme den

(f x g), S S(X,)ASX 1) =Y xY'

S(X,AS(X )

siireklidir. Hipotezden, f x g(S(X,r) A S(X',7)) € (Y AY") oldugundan ve
Onerme den
(f x g), CS(X,r)ANS(X 1) 5 Y AY

S(X,MAS(X )

stireklidir. Sonug olarak (f X g), stirekli dontisiimi

S(X,rAS(X r)
FAG:XANX —YAY

kiime degerli doéniigiimiinii indirger. O]

Sonug 6.4.1. (X, k), (X', k), (Y,\) ve (Y',\) dijital goriintiler olsun.

FAG:XANX Y AY'

stirekli kiime degerli fonksiyonu baglantililigy koruyan bir dondsimdir.

Ispat. F A G siirekli kiime degerli fonksiyon oldugundan ve Teorem den
FAG:XANX —YAY

baglantililigi koruyan bir doniisiimdiir. O
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6.5 Morfolojik Operatorler

Bu béliimde erozyon, dilasyon, agma ve kapama gibi temel operatérler
incelenecektir. (Escribano, Giraldo and Sastrel [2012) bu operatorlerin dijital
siirekli kiime degerli fonksiyonlar icin modellenebilecegini gostermistir. Ayrica
(Boxer and Staecker, [2016a)) baglantililigi koruyan kiime degerli fonksiyonlarin
modellenebilecegini ispatlamigtir.

Bir goriintiiniin yap1 elemani(structuring element) bir nokta ve o
noktanin komsularindan olugur. Secilen nokta merkez noktasi olarak kabul
edilir.

Bir yap1 elemam B ye gore bir X kiimesinin erezyonu(erosion) x
noktalarinin yoriingesi olarak tamimlanir 6yle ki B nin orijini z noktasinda

yer aldiginda B, X de igerilir ve
ep(X)={z | B, C X}

olarak gosterilir (Soille, 1999).
Bir yapi elemam B ye gore bir X kiimesinin dilasyonu(dilation) x
noktalarinin yoriingesi olarak tanimlanir éyle ki B nin orijini z ile cakistiginda

B, X ile denk gelir ve
55(X) = {z | B.NX #2)

olarak ifade edilir (Soille, [1999).
Bir yap:i elemam B ye gore bir X kiimesinin agilmasi(opening) B ye
gre erezyona ugramis bir uzaya transpoze B ye gore dilasyon uygulanmasidir

15(X) = J{B | BC X}

olarak tanimlanir (Soillel [1999).
Bir yap1 elemani B ye gore bir X kiimesinin kapanmasi(closing) B ya
gore dilasyona ugramis bir uzaya transpoze B ye gore erozyon uygulanmasidir

op(X) =B | X CB%}

seklindedir (Soille, [1999).
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Sekil 6.2: Bir dijital goriintiiniin baz1 morfolojik operatorleri (Soille, [1999))

e a) Bir dijital goriinti X.

e )) Bir yap1 eleman1 B.

)
e ¢) B ye gore X in erezyonu.

) B ye gore X in dilasyonu.
Bir dijital goriintiiniin dilasyon kiimesi (X, k) C (Z", k) olmak iizere agagidaki
gibi diigiiniilebilir:

D.(X) = | N:(a).

reX
Teorem 6.5.1. (X, k) C (Z", k) dijital gorintisi i¢in
D, : X —o Dy(X)
z +— Ny(z) U {z}
seklinde tanwmi kiime degerli fonksiyonu giicli streklidir.
Ispat. x ve y, r-yakin noktalar olsun. D, (y) nin her elemam y € D, ()
noktasina egit veya x-yakindir. Benzer gekilde D, (z) kiimesinin her elemani

x € Dy(y) noktasima esit veya r-yakindir. Boylece D, operatorii giiglii
siireklidir. O]

Ornek 6.5.1. X = {p=(0,0),q = (1,0)} C Z? bir dijital girinti olsun.

Dy : X —o Dy(X)
(0’0) = N4((07 O)) U {<070)}
(1,0) = Ny((1,0)) U {(1,0)}

seklinde tanimly kiime degerli fonksiyonu giicli sireklidir (Bkz Sekil.
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Sekil 6.3: p ve ¢ nun 4-yakin komguluklar:

X C Z" olmak iizere X dijital goriintiisiiniin erozyon kiimesi

En(X) = 2"\ Da(Z"\ X)
seklinde tanimlanair.
Sonug 6.5.1. (X, k) C (Z", k) dijital gorintisi i¢in

E.: 7"\ X — 7"

x+— Ng(x)U{z}

kiime degerly fonksiyonu giicli streklidir.
Ispat. z ve y, k-yakin noktalar olsun. E,.(y) nin her clemam y € E,(z)
noktasina egit veya k-yakindir. Benzer gekilde E,(x) kiimesinin her elemani

z € E,(y) noktasina esit veya r-yakindir. Sonug olarak E, giiglii stireklidir. [

Bir (X, k) dijital goriintiisiiniin kapamg kiimesi

Cu(X) =Z"\ D(Z"\ | N;(2))

zeX

olarak tanimlanir. Ayrica (X, k) C Z" ve x € X olmak tizere dijital goriintii

X in smir

0(X) ={y € X | Nely)\ X # 7}
seklinde ifade edilir.
Teorem 6.5.2. (X, k) C (Z", k) olmak tzere

C(z) = {z}, re X\ 0. X
| (e UN@) N CU(X), 7€ dX

seklinde tammly C, : X —o Cw(X) kiime degerli fonksiyonu zayf streklidir.
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Ispat. z ¢, 2 olsun. Agagidaki durumlar inceleyelim:

e 2,2 € X\0,X olsun. x € Cy(z) ve 2’ € Cy(2") oldugundan Cy () ile Cy (")

kiimeleri k-yakin kiimelerdir.

ez € X\9.X vez €09.X olsun. z noktas: Cy(z") bir elemam oldugundan,

z e Cu(z)NCy(x) dir. Boylece Cy(z) ve Cy(x') k-yakmn kiimelerdir.

erxcdXver € X \ 0, X olsun. Onceki durum ile benzer sonug gelir.

e 2,2 € 0,X olsun. C,, nn tammindan, = € Cy(z") diir. Buradan Cy(z) ve

C,.(z") k-yakin kiimelerdir.

Sonug olarak, C,, zayif siireklidir. n
(X, k) dijital goriintiisiiniin agma operatoriinii Z™ \ X iizerinde kapama

operatorii olarak diigiinebiliriz.

Sonug 6.5.2. Verilen bir dijital gorinti (X, k) C (Z", k) igin
Op: 77\ X —o 72

kiime degerli fonksiyonu zayf stireklidir.

Ispat. = <, 2" olsun. Agagidaki durumlar inceleyelim:

ex,7 € X\0,X olsun. x € O, () ve z' € O.(2") oldugundan O, (z) ile O.(z")
kiimeleri x-yakin kiimelerdir.

ez € X\0.X vex €0.X olsun. 2 noktasi O,(z') bir elemani oldugundan,
z € Ok(z) N O, () dir. Boylece O, (x) ve O.(z') k-yakin kiimelerdir.
excd.Xver € X\ 0,X olsun. Onceki durum ile benzer sonug gelir.

e x,7 € 0.X olsun. O, nin tammindan, z € O,(z") diir. Buradan O, (z) ve
O,(2") k-yakim kiimelerdir.

Bu durumda O,., zayif siireklidir. O
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7 SONUC

Bu tez calismasinda, dijital topoloji iizerindeki kiime degerli fonksiyonlar
icin yapilan calismalar incelendi ve bu konular iizerine 6nemli sonuclar elde
edildi.

MSSHMSS; ve MSSi#MSSs baglantili toplam yiizeyleri olusturu-
lup dijital homoloji gruplari hesaplandi. Daha sonra bu yiizeylerin Euler
karakteristikleri belirlendi. Dijital simeg carpim tamitildi. Cegitli 6zellikleri
verilip, bu tanim araciligiyla dijital siispansiyon ve dijital koni kavramlari
literatiire kazandirildi. Khalimsky topolojisi kullanilarak dijital goriintiiler
iizerinde bir uzay yapisi inga edildi. Dijital evrensel katsayi teoremi kullani-
larak bu uzaylarin Z, katsayili dijital homoloji gruplar1 hesaplandi. Kiinneth
formiiliinden yararlanarak iki Khalimsky dijital uzayin kartezyen ¢arpimlarinin
dijital homoloji gruplar: bulundu. Dijital cup carpim tanimlanarak, Khalimsky
dijital uzaylarimin kohomoloji gruplarina halka yapisi verildi. Ayrica dijital
kiime degerli fonksiyonlar icin yaklagik sabit nokta o6zelligi verildi. Evrensel
dijital kiime degerli fonksiyon literatiire kazandirildi. Simeg carpimin kiime
degerli fonksiyonlar iizerinde cesitli 6zellikleri incelendi. Son olarak dilasyon ile
erozyon morfolojik operatorlerin dijital giiclii siireklilige ve agma ile kapama
operatorlerinin dijital zayif siireklilige sahip oldugu gosterildi.

Bu tez caligmasinin, dijital kiime degerli fonksiyonlarin yaklagik sabit
nokta teorisi icin ilerleyen zamanlardaki calismalara 1sik tutmasi ve dijital
anlamda tanimlanmig olan simeg ¢arpimin c¢esitli uygulama alanlarinda kulla-

nilmas: beklenmektedir.
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