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ÖZET

D�J�TAL TOPOLOJ�DE KÜME DE�ERL� FONKS�YONLAR

ÇINAR, �smet

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Tez Dan�³man�: Prof. Dr. �smet KARACA

Ocak 2020, 74 sayfa

Bu tez çal�³mas�nda, iki dijital yüzeyin ba§lant�l� toplam� ve dijital basit

kapal� yüzeyler in³a edildi. Bu yüzeylerin dijital simpleksler homoloji gruplar�

belirlendi. Baz� dijital ba§lant�l� toplam yüzeylerinin Euler karakteristi§i

hesapland� ve bu dijital yüzeyler ile ilgili baz� özellikler ifade edildi.

Tezin dördüncü bölümünde, dijital görüntüler için sime³ çarp�m tan�t�ld�.

Bu operatörün birle³meli, da§�lmal� ve de§i³meli oldu§u gösterildi. Bu operatör

yard�m�yla bir dijital görüntünün dijital süspansiyonu ve dijital koni uzaylar�

tan�mland�.

Be³inci bölümde, Khalimsky topolojisi ile donat�lm�³ dijital uzaylar�n

singüler kohomoloji gruplar� incelendi. Bu kohomoloji teorisi için Eilenberg-

Steenrod aksiyomlar�, evrensel katsay� teoremi ve Künneth formülü ara³t�r�ld�.

Khalimsky topolojisi üzerinde cup çarp�m in³a edildi ve bu operatörün baz�

özellikleri verildi.

Tezin son bölümünde, dijital küme de§erli fonksiyonlar aras�nda yakla³�k

sabit nokta özelli§i tan�mland�. Evrensel dijital küme de§erli fonksiyon kavram�

ifade edildi. Sime³ çarp�m�n baz� özellikleri tan�t�ld�. Son olarak baz� morfolojik

operatörlerin güçlü ve zay�f süreklili§e sahip oldu§u gösterildi.

Anahtar sözcükler: Dijital ba§lant�l� toplam, Euler karakteristi§i,

dijital sime³ çarp�m, küme de§erli fonksiyon, güçlü-zay�f süreklilik, morfolojik

operatör.
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ABSTRACT

MULTIVALUED FUNCTIONS IN DIGITAL TOPOLOGY

ÇINAR, �smet

PhD in Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. Ismet KARACA

January 2020, 74 pages

In this thesis, some digital minimal simple surfaces are constructed by the

connected sum of two digital surfaces. The digital simplicial homology groups

of these digital surfaces are determined. The Euler characteristics of certain

digital connected sum surfaces are computed and some properties are stated

on these digital surfaces.

In the fourth part of the thesis, the smash product is introduced for

digital images. It is shown that this operator is associative, distributive and

commutative. A digital suspension and a digital cone of a digital image are

de�ned by this operator.

In the �fth section, the digital singular cohomology groups of the digital

spaces equipped with Khalimsky topology are studied. Eilenberg-Steenrod

axioms, universal coe�cient theorem and Künneth formula are investigated

for this cohomology theory. The cup product is constructed on Khalimsky

topology and some properties of this operation are given.

In the last section of the thesis, the approximate �xed point property

is de�ned between digital multivalued functions. The notion of universal

digital multivalued function is stated. Some properties of smash product are

introduced. Finally, it is shown that some morphological operators have strong

and weak continuity.

Key Words: Digital connected sum, Euler characteristics, digital smash

product, multivalued function, strong-weak continuity, morphological operator.
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ÖNSÖZ

Dijital topoloji, görüntü analizi, bilgisayar bilimleri ve t�p dünyas�nda

önemli bir kullan�m alan�na sahiptir. Bu alandaki temel dü³ünce, dijital gö-

rüntülerin topolojik özelliklerini belirlemektir. Dijital topoloji �krinin olu³ma

nedeni, dijital görüntü analizinde baz� geometrik invaryant yap�lar�n yetersiz

kalmas� ve bunun üzerine cebirsel geometrideki kavramlar ile dijital görüntü-

lerin incelenmesine olanak sa§lamakt�r.

Doktora tez konumu belirlerken dijitalle³en dünyan�n etkisinde kald�m

ve küme de§erli fonksiyonlar� dijital topolojide incelemeyi tercih ettim. Ayr�ca

bu konunun ülkemizde çok da yayg�n çal�³�lmamas� benim bu konuya olan

ilgimi artt�rd�. Konuyu birçok konferans ve sempozyumda sunarak konunun

yeni ara³t�rmac�lara ula³mas� için çaba sarfettim.

Bu tezin ba³lang�c�ndan tamamlan�ncaya kadar geçen süreçte kar³�la³-

t�§�m birçok zorlukta k�ymetli hocalar�m ve de§erli arkada³lar�m�n deste§iyle

sorunlar�n üstesinden geldim ve literatüre katk� sa§layaca§�na inand�§�m bu

tezi haz�rlad�m.

�ZM�R

09/01/2020

�smet Ç�nar
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1 G�R��

Dijital topolojide iki ve üç boyutlu dijital uzaylar�n topolojik ve geomet-

rik özellikleri ele al�n�r. Temel dü³ünce, genel topoloji ve cebirsel topoloji

ile dijital topoloji aras�ndaki farklar� belirlemektir. Görüntüleme analizi ve

bilgisayar gra�klerinin neredeyse her alanda kullan�ld�§� bu ça§da, dijital to-

polojinin önemi oldukça artmaktad�r. Dijital topoloji, bir hastanedeki röntgen

cihazlar�ndan bilgisayar bilimlerindeki birçok i³leme temel olu³turmaktad�r.

Önümüzdeki on y�l içerisinde dijital topolojinin kullan�m� artarak geni³leye-

cektir.

Dijital topoloji alan�n�n olu³mas�nda en büyük ad�m Azriel Rosenfeld

taraf�ndan at�lm�³t�r. 1973 y�l�nda yay�nlanan "Arc and Curves in Digital

Pictures" adl� makale bu alan�n olu³mas�nda büyük katk� sa§lam�³t�r. Süreklilik

kavram� diskret yap�lar için "Digital Topology" (Rosenfeld, 1979) adl� maka-

lede yak�nl�k ba§�nt�s� kullan�larak tan�mlanm�³t�r. Böylece tamsay�lar kümesi

üzerindeki yap�lar aras�nda süreklilik kavram� in³a edilmi³tir. Laurence Boxer,

cebirsel topolojideki invaryant kavramlar�n dijital topolojideki kar³�l�klar�n�

ara³t�rm�³t�r. Dijital süreklilik, dijital homotopi, dijital temel grup ve dijital

büzülebilirlik gibi kavramlar Boxer taraf�ndan tan�mlanm�³t�r. �ki ayr�k yap�n�n

izomor�k temel gruplara sahip olup olmamas� görüntü analizi için çok önemli

oldu§undan Stout bu konuda çal�³malar yapm�³t�r (Stout, 1983).

Arslan, Karaca ve Öztel (Arslan, Karaca and Öztel, 2008) dijital görüntü-

lerin simpleksler homoloji gruplar�n� tan�mlam�³lard�r. Boxer ve Karaca (Boxer

and Karaca, 2010) dijital örtü uzaylar�n� s�n��and�rm�³lard�r. Boxer, Karaca ve

Öztel (Boxer, Karaca and Öztel, 2011) cebirsel topolojideki invaryant yap�lar�

dijital görüntüler için tan�mlam�³lard�r.

Ege ve Karaca (Ege and Karaca, 2013b) dijital görüntüler için kohomo-

loji teorisini tan�mlam�³lard�r. Künneth formülünün dijital topolojide geçerli

olmad�§�n� göstermi³lerdir. Ege ve Karaca, 2016 y�l�ndaki bir çal�³mas�nda

(Ege and Karaca, 2016) Steenrod cebirinin dijital versiyonunu ifade etmi³tir.

Ayr�ca dijital kohomoloji operatörlerini ve dijital Steenrod karelerinin temel

özelliklerini vermi³tir. Vergili ve Karaca (Vergili and Karaca, 2015) Khalimsky

topolojisi ile donat�lm�³ baz� dijital görüntülerin singüler homoloji gruplar�n�

hesaplam�³t�r. Vergili ve Karaca (Vergili and Karaca, 2018) Eilenberg-Steenrod
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aksiyomlar�ndan biri olan excision aksiyomunun Khalimsky dijital uzaylar�

için geçerli oldu§unu göstermi³tir. Demir ve Karaca (Demir and Karaca,

2015) baz� dijital yüzeylerin simpleksler homoloji gruplar�n� hesaplam�³ ve

(Demir and Karaca, 2016) sonlu boyutlu dijital görüntülerin dijital kohomoloji

gruplar�n�n hesaplanmas� için bir algoritma vermi³tir. Burak ve Karaca (Burak

and Karaca, 2017) cup çarp�m�n tan�ml� oldu§u dijital kohomolojinin cebir ve

halka yap�lar�n� tan�mlam�³t�r.

Kovalevsky (Kovalevsky, 1994) taraf�ndan küme de§erli fonksiyon kav-

ram� tan�t�lm�³t�r. Daha sonra Tsaur ve Smyth (Tsaur and Smyth, 2001)

taraf�ndan sürekli küme de§erli fonksiyon tan�m� verilmi³tir. Bu çal�³man�n

üzerine ek olarak daha esnek bir yap� sa§layan zay�f ve güçlü sürekli dönü³ümler

in³a edilmi³tir. Escribano, Giraldo ve Sastre (Escribano, Giraldo and Sastre,

2008) süreklilik kavram�n� daha ayr�nt�l� ³ekilde karakterize etmi³lerdir. Dijital

görüntüler üzerinde alt bölüntüler yard�m�yla sürekli küme de§erli fonksiyonlar

in³a edilebilmi³tir. Daha sonraki çal�³malarda (Escribano, Giraldo and Sastre,

2012) dilasyon, erozyon, açma ve kapama gibi morfolojik i³lemler ele al�narak

çok geni³ yap�ya sahip olan sürekli küme de§erli fonksiyonlar�n s�n��and�rma

yoluna gidilmi³tir. Basit noktalar�n silinmesi kavram� sürekli küme de§erli

fonksiyonlar taraf�ndan karakterize edilmi³tir. Ayr�ca küme de§erli dijital

retraksiyon tan�m� verilip, tek de§erli dijital retraksiyon ile aras�ndaki farka

de§inilmi³tir.

Boxer (Boxer, 2014) çekinik dönü³ümler yard�m�yla sürekli küme de§erli

fonksiyonlar� s�n��and�rma yoluna gitmi³tir. Bir ba³ka (Boxer and Staecker,

2016a) çal�³mas�nda Boxer, ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³ümler ile sürekli küme

de§erli fonksiyonlar aras�nda çe³itli ba§�nt�lar sunmu³tur. Ayr�ca (Boxer,

2017c) ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³ümlere ek olarak zay�f ve güçlü süreklilik

kavramlar�n� vererek, bu yap�lar aras�ndaki çe³itli ba§�nt�lar ele al�nm�³t�r.

Bu tez çal�³mas�n�n birinci ve ikinci bölümlerinde tezin ilerleyen k�s�mla-

r�nda kullan�lacak olan temel kavramlar tan�t�ld�. Üçüncü bölümde iki minimal

basit kapal� yüzeyin ba§lant�l� toplamlar�n�n simpleksler homoloji gruplar�

hesapland�. Dördüncü bölümde, Khalimsky topolojisi ile donat�lm�³ baz�

dijital uzaylar�n singüler kohomoloji gruplar� belirlendi. Khalimsky topolojisi

üzerinde dijital görüntülerin cup çarp�mlar� in³a edildi ve bu operatörün baz�
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özellikleri üzerinde çal�³�ld�. Be³inci bölümde dijital görüntüler için sime³

çarp�m tan�mland�. Bu operatör yard�m�yla bir dijital görüntünün dijital

süspansiyon ve dijital koni uzaylar� incelendi. Dijital küme de§erli fonksiyonlar

aras�nda yakla³�k sabit nokta özelli§i verildi. Evrensel küme de§erli fonksiyon

kavram� incelendi. Son olarak, morfolojik operatörlerinin güçlü sürekli oldu§u

gösterildi.
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2 ÖN B�LG�LER

2.1 Dijital Görüntü ve Yak�nl�k Ba§�nt�s�

Z tamsay�lar kümesi olmak üzere Zn, n-boyutlu Euclid uzay�ndaki kafes

noktalar�n�n kümesini temsil etsin. Bir n tamsay�s� için Y ⊂ Zn ve λ, Y

kümesinin elemanlar� için bir yak�nl�k ba§�nt�s� olmak üzere (Y, λ) ikilisine

bir dijital görüntü denir (Boxer, 1999).

Zn deki dijital görüntüler için yak�nl�k ba§�nt�s� kavram� a³a§�daki gibi

tan�mlanm�³t�r.

Tan�m 2.1.1. (Boxer, 1994) l bir pozitif tamsay� (1 ≤ l ≤ n) ve

x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Zn birbirinden farkl� iki nokta için,

• |xi − yi| = 1 olacak ³ekilde en fazla l say�da i indisi var,

ve

• |xj − yj| 6= 1 olacak ³ekilde di§er tüm j indisleri için xj = yj,

ko³ullar� sa§lan�yorsa x ve y ya cl-yak�n denir.

cl-yak�n ile bir noktan�n yak�n olan noktalar�n�n say�s� anla³�lacak ve genel

olarak bu yak�nl�§a κ-yak�nl�k denilecektir.

X1 ve X2 dijital görüntülerinin kartezyen çarp�mlar� için normal yak�n-

l�k ba§�nt�s� a³a§�daki gibi tan�ml�d�r (Boxer and Karaca, 2012):

xi, yi ∈ (Xi, κi) için (x0, y0) ve (x1, y1) noktalar� X1 ×X2 dijital görüntü

üzerinde k∗(κ1, κ2)-yak�nd�r ancak ve ancak a³a§�daki durumlardan birisi

sa§lan�r:

• x0 = x1 ve y0 ile y1, κ1-yak�n;

• x0 ile x1, κ0-yak�n ve y0 = y1;

• x0 ile x1, κ0-yak�n ve y0 ile y1, κ1-yak�n.

Tan�m 2.1.2. (Herman, 1993) Bir (X, κ) dijital görüntüsünün dijital ba§-

lant�l� olmas� için gerek ve yeter ³art her {x, y} ⊂ X için x 6= y olmak üzere

x = x0, xc = y ve i ∈ {0, 1, . . . , c − 1} için xi ile xi+1 κ-yak�n olacak ³ekilde

bir {x0, x1, . . . , xc} ⊂ X kümesinin var olmas�d�r.

κ-yak�nl�k ba§�nt�s�na sahip bir X dijital görüntüsünde x noktas�ndan y

noktas�na bir κ-yol, c ≥ 1 ve 1 ≤ i ≤ c− 1 için her xi noktas� xi+1 noktas�na
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κ-yak�n olacak ³ekilde bir (x = x0, x1, ..., xc = y) dizisidir. Burada c say�s�

yolun uzunlu§unu temsil eder (Han, 2006). a, b ∈ Z, a < b olmak üzere

[a, b]Z = {z ∈ Z | a ≤ z ≤ b}

kümesine dijital aral�k denir (Boxer, 1994).

Tan�m 2.1.3. (Boxer, 1994) (X, κ0) ve (Y, κ1) dijital görüntüler olsun. X in

her κ0-ba§lant�l� alt kümesi U için f(U), Y de κ1-ba§lant�l� ise f : X → Y

fonksiyonuna dijital (κ0, κ1)-sürekli denir.

(X, κ0) ve (Y, κ1) dijital görüntüler olmak üzere f : X → Y fonksiyonu-

nun (κ0, κ1)-sürekli olmas� için gerek ve yeter ³art x0 ve x1, κ0-yak�n olmak

üzere her {x0, x1} ⊂ X için ya f(x0) = f(x1) ya da f(x0) ile f(x1) in κ1-yak�n

olmas�d�r (Boxer, 1999).

(X, κ0) ve (Y, κ1) dijital görüntüler olmak üzere f : (X, κ0) → (Y, κ1)

fonksiyonu (κ0, κ1)-sürekli, bijeksiyon ve f−1 : (Y, κ1) → (X, κ0) dijital

(κ1, κ0)-sürekli ise f fonksiyonuna dijital (κ0, κ1)-izomor�zma denir (Boxer,

2006). (X, κ) ve (Y, λ) dijital görüntülerininX∨Y wedge birle³imi, a³a§�daki

özelliklere sahip (X
′
, µ) ve (Y

′
, µ) kümelerinin birle³imi olarak tan�mlan�r.

• X ′ ve Y ′ kümeleri p tek noktay� içerir;

• x ∈ X ′ ve y ∈ Y ′ kümeleri µ-yak�n ise x = p veya y = p;

• (X
′
, µ) ve (X, κ) kümeleri izomor�ktir; ve

• (Y
′
, µ) ve (Y, λ) kümeleri izomor�ktir (Boxer, 2006).

f : X → Y (κ, λ)-sürekli ve örten bir dönü³üm olsun. A³a§�daki ko³ullar�

sa§layan f dönü³ümüne çekinik(shy) dönü³üm denir (Boxer, 2005):

• Her y ∈ Y için f−1({y}) kümesi κ-ba§lant�l�d�r.

• Her y0, y1 ∈ Y için y0 ve y1 noktalar� λ-yak�n iken f−1({y0, y1}) kümesi

κ-ba§lant�l�d�r.

Teorem 2.1.1. (Boxer, 2017a) f : (X, κ)→ (Y, λ) dönü³ümü bir izomor�zma

ise f bir çekinik dönü³ümdür. Ayr�ca f dönü³ümü çekinik ve bire-bir ise f bir

izomor�zmad�r.

f : (A,α)→ (C, γ) ve g : (B, β)→ (D, δ) sürekli ve örten dönü³ümlerinin

çekinik dönü³üm olmas� için gerek ve yeter ³art

f × g : (A×B, k∗(α, β))→ (C ×D, k∗(γ, δ))
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dönü³ümünün çekinik dönü³üm olmas�d�r.

Tan�m 2.1.4. (Boxer, 1994) (X, κ) ve (Y, λ) birer dijital görüntü ve

f, g : X → Y (κ, λ)-sürekli iki fonksiyon olsun. Pozitif bir m tamsay�s� ve

a³a§�daki özellikleri sa§layan bir

H : X × [0,m]Z → Y

fonksiyonu varsa f ve g ye (κ, λ)-homotopik fonksiyonlar denir ve f '(κ,λ) g

ile gösterilir. Ayr�ca H fonksiyonuna (κ, λ)-homotopi fonksiyonu denir.

• Her x ∈ X için H(x, 0) = f(x) ve H(x,m) = g(x) dir.

• Her x ∈ X için

Hx : [0,m]Z −→ Y

t 7−→ Hx(t) = H(x, t)

indirgenmi³ fonksiyonu (2, λ)-süreklidir.

• Her t ∈ [0,m]Z için

Ht : X −→ Y

x 7−→ Ht(x) = H(x, t)

indirgenmi³ fonksiyonu (κ, λ)-süreklidir.

Bir f : X → Y dijital sürekli fonksiyonu Y üzerinde tan�ml� bir sabit

fonksiyona dijital homotopik ise f fonksiyonuna Y de dijital nullhomotopik

denir. Bir X dijital gorüntüsü için 1X : X → X birim dönü³ümü dijital

nulhomotopik ise X e dijital büzülebilir denir (Boxer, 1994).

(X, κ) ve (Y, λ) iki dijital görüntü olsun.

f : X → Y (κ, λ)-sürekli fonksiyonu için

g ◦ h '(κ,κ) 1X ve h ◦ g '(λ,λ) 1Y

olacak ³ekilde bir (λ, κ)-sürekli g : Y → X fonksiyonu varsa h fonksiyonuna

(κ, λ)-homotopi denklik denir ve X ile Y dijital görüntülerine ayn�

(κ, λ)-homotopi tipine sahiptir denir (Boxer, 1994).

Z dijital görüntüsü ve z0 ∈ Z için (Z, z0) ikilisine noktal� dijital görüntü

denir. h : (Z, z0) → (Y, y0) dijital sürekli fonksiyonu h(z0) = y0 ko³ulunu

sa§l�yorsa buna noktal� dijital sürekli fonksiyon denir (Boxer, 1999).
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f ve g, (X, x0) dan (Y, y0) a tan�ml� noktal� dijital sürekli fonksiyonlar

ve H, f ile g aras�nda dijital (κ0, κ1)-homotopi olsun. Her t ∈ [0,m]Z için

H(x0, t) = y0 ise H fonksiyonuna (κ0, κ1)-noktal� dijital homotopi denir

(Boxer, 1999).

f, g : [0,m0]Z → Y , (2, κ)-sürekli fonksiyonlar� aras�nda bir

H : [0,m0]Z × [0,m1]Z → Y , (2, κ)-homotopi fonksiyonu her t ∈ [0,m1]Z için

H(0, t) = f(0) = g(0) ve H(m0, t) = f(m0) = g(m0)

iseH fonksiyonuna uç noktalar� sabit tutan homotopi denir (Boxer, 2006).

Tan�m 2.1.5. (Boxer, 1999) (X, κ) bir dijital görüntü olsun. Bir m > 3

tamsay�s� ve h : [0,m − 1]Z → X (2, κ)-sürekli fonksiyonu için a³a§�daki

durumlar sa§lans�n:

• h bire-bir ve örtendir.

• h(0) ile h(m− 1) noktalar� κ-yak�nd�r.

• Her t ∈ [0,m1]Z için h([0,m1]Z) kümesinde h(t) nin κ-kom³uluklar�

sadece h((t− 1) mod m) ve h((t+ 1) mod m) ³eklindedir.

Bu durumda X e bir dijital kapal� κ-e§ri denir.

(A, κ) bir dijital görüntü olsun. a1, a2, a3 ∈ A ve a2 ile a3 κ-yak�n noktalar

olsun. a1 noktas� yaln�z a2 ile a3 noktas�na κ-yak�n ise a1 noktas�na κ-kö³e

noktas� denir. a2 ve a3, κ-kö³e noktalar� de§il ve a1 noktas� a2 ve a3 ün her

ikisine de κ-yak�n olan tek nokta ise a1 e basit κ-kö³e noktas� denir. A

dijital görüntüsünün tüm basit κ-kö³eleri ç�kar�ld�§�nda bir basit kapal� κ-e§ri

elde ediliyorsa A ya genelle³tirilmi³ basit kapal� κ-e§ri denir (Boxer, 1999).

Örnek 2.1.1. (Han, 2006) 8-yak�nl�§a sahip bir

X = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0)), (0,−1)}

dijital görüntüsü verilsin.

f : [0, 3]Z −→ X

0 7−→ (1, 0)

1 7−→ (0, 1)

2 7−→ (−1, 0)

3 7−→ (0,−1)
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³eklinde tan�ml� f fonksiyonu (2, 8)-süreklidir ve basit kapal� e§ri ko³ullar�n�

sa§lar.

�ekil 2.1 de basit kapal� κ-e§rilere örnekler verilmi³tir.

�ekil 2.1: (a)MSC4, (b)MSC
′

8, (c)MSC8

Tan�m 2.1.6. (Han, 2006) c∗ = (x0, x1, ..., xn), Z2 de bir basit kapal� κ-e§ri

olsun. c̄∗, c∗ basit kapal� e§risinin Z2 deki tümleyeni olmak üzere c̄∗ nin bir x

noktas� c̄∗ nin s�n�r� κ̄-ba§lant�l� bile³enine ait ise, o noktaya c∗ �n iç noktas�

denir ve Int(c∗) ile gösterilir. Aksi halde c∗ �n d�³ noktas� denir ve Ext(c∗)

ile gösterilir.

MSC4, MSC
′
8 ve MSC8 basit kapal� e§rileri yard�m�yla

• MSC∗4 = MSC4 ∪ Int(MSC4),

• MSC
′∗
8 = MSC

′
8 ∪ Int(MSC

′
8),

• MSC∗4 = MSC8 ∪ Int(MSC8)

dijital görüntüleri tan�mlanm�³t�r. Bu dijital görüntüler κ-e§rilerin ba§lant�l�

toplamlar�n� hesaplamada kullan�lacakt�r.

Küreye-benzer dijital görüntüler a³a§�daki gibi tan�mlan�r (Boxer, 2006):

0n, Zn nin orjini olmak üzere dijital Sn küresi

Sn = [−1, 1]n+1
Z \{0n+1} ⊂ Zn+1

³eklinde ifade edilir. Örne§in,

S0 = {c0 = (1, 0), c1 = (−1, 0)} (Bkz �ekil 2.2).
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�ekil 2.2: S0 dijital 0-küresi

S1 = {c0 = (1, 0), c1 = (1, 1), c2 = (0, 1), c3 = (−1, 1), c4 = (−1, 0), c5 = (−1,−1),

c6 = (0,−1), c7 = (1,−1)} (Bkz �ekil 2.3).

�ekil 2.3: S1 dijital 1-küresi

Tan�m 2.1.7. (Han, 2007) (A, λ), Zn de bir dijital görüntü, n ≥ 3 ve

Ā = Zn−A olsun. A³a§�daki ko³ullar sa§lan�yorsa A ya kapal� κ-yüzey denir:

1) (λ, λ̄) ∈ {(λ, 2n), (2n, 3n − 1)} ve λ 6= 3n − 2n − 1 için

• her a ∈ A için |A|x kümesi a noktas�na λ-yak�n olan sadece bir λ-

bile³ene sahiptir;

• |Ā|a kümesi a noktas�na λ̄-yak�n iki λ̄-bile³enine sahiptir. Bu bile³enler

Caa ve Daa olmak üzere

• her b ∈ Nλ(a) ∩ A için Nλ̄(b) ∩ Caa 6= 0 ve Nλ̄(b) ∩Daa 6= 0 d�r.

Ayr�ca A kapal� κ-yüzeyi için, A basit λ-noktaya sahip de§il ise A ya

basit kapal� κ-yüzey denir.

2) (λ, λ̄) = (3n − 2n − 1, 2n) için

• A, λ-ba§lant�l�d�r.

• Her a ∈ A için |A|a bir genelle³tirilmi³ basit kapal� λ-e§ridir.

Ayr�ca, |A|a bir basit kapal� λ-e§ri ise A ya basit kapal� κ-yüzey denir.
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Örnek 2.1.2. (Han, 2006) Basit kapal� e§riler yard�m�yla minimal basit kapal�

yüzeyler a³a§�daki gibi ifade edilebilir:

• MSS6 ≈(6,6) (MSC4 × [0, 2]Z) ∪ (Int(MSC4 × {0, 2})) (Bkz �ekil 2.4)

olup burada MSC4,

{(1, 0), (1, 1), (0, 1), (−1, 1), (−1, 0), (−1,−1), (0,−1), (1,−1)}

kümesine 4-izomor�k bir e§ridir.

�ekil 2.4: MSS6

•MSS
′
6 ≈(6,6) X×[0, 1]Z olup burada X kümesi {(0, 0), (1, 1), (0, 1), (1, 0)}

³eklindedir.

• MSS18 ≈(18,18) (MSC8 × {1}) ∪ (Int(MSC8 × {0, 2})) (Bkz �ekil 2.5)

olup burada MSC8 e§rsi

{(0, 0), (−1, 1), (−2, 0), (−2,−1), (−1,−2), (0,−1)}

kümesine 8-izomor�ktir.

�ekil 2.5: MSS18

• MSS
′
18 ≈(18,18) (MSC

′
8 × {1}) ∪ (Int(MSC

′
8 × {0, 2})) (Bkz �ekil 2.6)

olup burada MSC
′
8 e§risi

{(0, 0), (−1, 1), (−2, 0), (−1,−1)}

kümesine 8-izomor�ktir.
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�ekil 2.6: MSS
′

18

Tan�m 2.1.8. (Han, 2006) n0, n1 ≥ 3 için Sκ0, Zn0 da kapal� bir κ0-yüzey,

A
′
κ0
− Aκ0 ⊂ Sκ0 ve Sκ1, Zn1 de kapal� bir κ1-yüzey olsun öyle ki

A
′

κ0
≈(κ0,8) Int(MSC∗8) , A

′

κ0
≈(κ0,4) Int(MSC∗4)

veya A
′
κ0
≈(κ0,8) Int(MSC

′∗
8 ) izomor�zmalar� vard�r.

f : Aκ0 → f(Aκ0) ⊂ Sκ1 bir (κ0, κ1)-izomor�zma olmak üzere

S
′

κ1
= Sκ1 − f(A

′

κ0
) ve S

′

κ0
= Sκ0 − A

′

κ0

d�r. Sκ′0 ∪Sκ′1 ayr�k birle³imi üzerinde i : Aκ0 −A
′
κ0
→ S

′
κ0

kapsama dönü³ümü

olsun. Sκ0 dan A
′
κ0

�n ç�kar�lmas�yla ve Aκ0 − A
′
κ0

ile f(Aκ0 − A
′
κ0

) nün

denkli§inden a³a§�daki gibi tan�mlanan bir S
′
κ0
∪S ′κ1/ ∼ bölüm uzay� elde edilir:

x ∈ Aκ0 − A
′

κ0
ve i(x) ∼ f(x) = y ∈ S ′κ1

denklik s�n��ar�n�n kümesine ba§lant�l� toplam denir ve Sκ0]Sκ1 ile gösterilir.

Örnek 2.1.3. MSS6 veMSS
′
6 minimal basit kapal� 6-yüzeyler olsun.MSS

′
6]MSS

′
6

ve MSS
′
6]MSS6 ba§lant�l� toplam yüzeyleri s�ras�yla �ekil 2.7 ve �ekil 2.8 deki

gibi olu³turulabilir:

�ekil 2.7: MSS
′

6]MSS
′

6
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�ekil 2.8: MSS
′

6]MSS6

Tan�m 2.1.9. (Spanier, 1966) S, (X, κ) dijital görüntüsünün bo³tan farkl� bir

alt kümesi olsun.

• s ∈ S ve p ile q, S nin ayr�k noktalar� olmak üzere p ve q, κ-yak�n,

• s ∈ S ve ∅ 6= t ⊂ s ise t ∈ S,

ko³ullar� sa§lan�yor ise S nin elemanlar�na (X, κ) n�n dijital simpleksleri

denir. Bir m-simpleks S nin kardinalitesi m + 1 dir. S
′
, S nin bo³tan farkl�

bir öz alt kümesi ise S
′
kümesine S nin yüzü denir. �ekil 2.9 de baz� dijital

simpleksler verilmi³tir.

�ekil 2.9: (2, 0), (2, 1), (8, 2) ve (26, 3)-simpleksler

Tan�m 2.1.10. (Arslan, Karaca and Öztel, 2008) (X,µ) dijitalm-simplekslerin

bir sonlu koleksiyonu ve negatif olmayan bir d tamsay�s� için 0 ≤ m ≤ d olsun.

A³a§�daki ko³ullar sa§lan�yorsa, (X,µ) ya bir sonlu dijital simpleksler

kompleks denir:

• A, X e ait bir simpleks ise A n�n her bir yüzü de X e aittir.

• A,B ∈ X ise A ∩B ya bo³tur ya da A ve B nin bir ortak yüzüdür.

Bir X dijital simpleksler kompleksinin boyutu, X in sahip oldu§u bir

m- simpleks olacak ³ekildeki en büyükm tamsay�s�d�r. Cκ
q (X) in baz elemanlar�

X kümesindeki tüm dijital (X, κ)-simpleksler olan bir serbest de§i³meli

gruptur. (X, κ) m-boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun. Bu durumda

her q > m için Cκ
q (X) bir a³ikar gruptur (Arslan, Karaca and Öztel, 2008).
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(X, κ), m-boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olsun. p̂i , pi elema-

n�n�n simpleksten ç�kar�lmas� olmak üzere

∂q(< p0, p1, . . . , pq >) =


∑q

i=0(−1)i < p0, p1, . . . , p̂i, . . . , pq >, q ≤ m

0, q > m.

ile tan�ml� ∂q : Cκ
q (X)→ Cκ

q−1(X) homomor�zmas�na bir s�n�r homomor�z-

mas� denir. Her 1 ≤ q ≤ m için ∂q−1 ◦ ∂q = 0 d�r.

(X, κ) ⊂ Zn, m boyutlu bir dijital simpleksler kompleksi olmak üzere

Cκ
∗ (X) : 0

∂m+1−→ Cκ
m(X)

∂m−→ Cκ
m−1(X)

∂m−1−→ ...
∂1−→ Cκ

0 (X)
∂0−→ 0

bir zincir komplekstir.

(X, κ) bir dijital simpleksler kompleks olmak üzere

• Zκ
q (X) = Ker∂q grubuna dijital simpleksler q-devirlerin grubu,

• Bκ
q (X) = Im∂q+1 grubuna dijital simpleksler q-s�n�rlar�n grubu,

• Hκ
q (X) :=

Zκq (X)

Bκq (X)
bölüm grubuna q. dijital simpleksler homoloji

grubu denir (Arslan, Karaca and Öztel, 2008).

Teorem 2.1.2. (Boxer, Karaca and Öztel, 2011) (X, κ) m-boyutlu bir yönlü

dijital simpleksler kompleks olsun.

1) Her q ≥ 0 için Hκ
q (X) sonlu üretilmi³ bir abel gruptur.

2) Her q > m için Hκ
q (X) a³ikar gruptur.

3) Hκ
q (X) bir serbest abel gruptur ve muhtemelen s�f�rd�r.

Teorem 2.1.3. (Han, 2006) A18, MSS
′
18 nün bir alt kümesi ve A18 ≈(18,8).h

MSC
′∗
18 olmak üzere MSS

′
18]MSS

′
18 ≈ MSS

′
18 izomor�zmas� vard�r. Ayr�ca

MSC
′
18 e§risi {(0, 0), (−1, 1), (−2, 0), (−1,−1)} kümesine 8-izomor�k olmak

üzere

MSC
′∗
18 = MSC

′

18 ∪ Int(MSC
′

18)

ifadesi vard�r.

(X, κ) bir m-boyutlu dijital görüntü ve her q ≥ 0 için αq, X deki dijital

(κ, q)-simplekslerin say�s� olsun. X in Euler karakteristi§i

χ(X, κ) =
m∑
q=0

(−1)qαq
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³eklinde tan�mlan�r. (X, κ) bir m-boyutlu dijital görüntü olsun. X in Euler

karakteristi§i

χ(X, κ) =
m∑
q=0

(−1)qrankHκ
q (X)

olarak (Boxer, Karaca and Öztel, 2011) taraf�ndan gösterilmi³tir.

Teorem 2.1.4. (Boxer, Karaca and Öztel, 2011) (X, κ0) ⊂ Zn0 ve

(Y, κ1) ⊂ Zn1 dijital görüntüleri (κ0, κ1)-izomor�k ise χ(X, κ0) = χ(Y, κ1) d�r.

Teorem 2.1.5. (Boxer, Karaca and Öztel, 2011) MSS
′
18 minimal basit kapal�

yüzeyi için homoloji gruplar� a³a§�daki gibidir:

H6
n(MSS

′

18) =

 Z, n = 0, 2

0, n 6= 0, 2.

Örnek 2.1.4. (Boxer, Karaca and Öztel, 2011) Baz� minimal basit kapal�

yüzeylerin Euler karakteristi§i,

• χ(MSS6, 6) = α0 − α1 = 26− 48 = −22,

• χ(MSS6]MSS6, 6) = α0 − α1 = 42− 80 = −38,

• χ(MSS18, 18) = α0 − α1 + α2 = 10− 20 + 8 = −2,

• χ(MSS18]MSS18, 18) = α0 − α1 + α2 = 14− 28 + 8 = −6.

³eklinde hesaplanm�³t�r.

Sonuç 2.1.1. 1) MSS18]MSS
′
18 ≈MSS18.

2) MSS
′
6]MSS6 ≈MSS6]MSS

′
6.

�spat. Ba§lant�l� toplam�n de§i³melili§inden,MSS
′
18]MSS18 ≈MSS18]MSS

′
18

yaz�labilir. MSS
′
18]MSS18 ≈MSS18 oldu§undan sonuç sa§lan�r.

Di§er taraftan iki minimal yüzeyin ba§lant�l� toplam� de§i³meli oldu§un-

dan, MSS
′
6]MSS6 ≈MSS6]MSS

′
6 izomor�zmas� vard�r.
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3 BAZI BA�LANTILI TOPLAM YÜZEYLE-

R�N S�MPLEKSLER HOMOLOJ� GRUPLARI

Teorem 3.0.1. MSS
′
6]MSS

′
6 ba§lant�l� toplam yüzeyinin dijital simpleksler

homoloji gruplar� a³a§�daki gibidir:

H6
0 (MSS

′
6]MSS

′
6) ∼= Z, H6

1 (MSS
′
6]MSS

′
6) ∼= Z6 ve her n 6= 0, 1 için

H6
n(MSS

′
6]MSS

′
6) ∼= {0}.

�spat. MSS
′
6]MSS

′
6 = {c0 = (0, 0, 0), c1 = (1, 0, 0), c2 = (1, 1, 0),

c3 = (1, 2, 0), c4 = (0, 0, 1), c5 = (1, 0, 1), c6 = (1, 1, 1),

c7 = (0, 1, 1), c8 = (0, 2, 1), c9 = (1, 2, 1), c10 = (0, 2, 0)}

yüzeyi

c1 < c6 < c8 < c3 < c0 < c5 < c4 < c7 < c10 < c9 < c2

³eklinde yönlendirilebilir. Dijital simpleksler zincir kompleksler a³a§�daki gibi

olu³turulabilir:

C6
0(MSS

′
6]MSS

′
6) zincirinin bir baz�

{< c0 >,< c1 >,< c2 >, ..., < c10 >}

ve C6
1(MSS

′
6]MSS

′
6) zincirinin bir baz�

{< c1c0 >,< c0c4 >,< c1c2 >,< c1c5 >,< c6c2 >,< c3c2 >,< c3c9 >,

< c3c10 >,< c5c4 >,< c4c7 >,< c6c5 >,< c8c7 >,< c8c9 >,< c8c10 >,

< c6c7 >,< c6c9 >} ³eklindedir. Böylece

0
∂2−→ C6

1(MSS
′

6]MSS
′

6)
∂1−→ C6

0(MSS
′

6]MSS
′

6)
∂0−→ 0

k�sa dizisi elde edilir. Teorem 2.1.2'den her n ≥ 2 için H6
n(MSS

′
6]MSS

′
6) a³ikar

gruptur. Ayr�ca yukar�daki k�sa diziden,

Im ∂2
∼= {0} ve Ker ∂0

∼= Z11

sonucuna ula³�l�r. �imdi homomor�zm ∂1 in görüntüsünü hesaplayal�m:

∂1(α1 < c1c0 > +α2 < c0c4 > +α3 < c1c2 > +α4 < c1c5 > +α5 < c6c2 >

+α6 < c3c2 > +α7 < c3c9 > +α8 < c3c10 > +α9 < c5c4 > +α10 < c4c7 >

+ α11 < c6c5 > +α12 < c8c7 > +α13 < c8c9 > +α14 < c8c10 > +α15 < c6c7 >

+α16 < c6c9 >)

= α1 < c0 > −α1 < c1 > +α2 < c4 > −α2 < c0 > +α3 < c2 > −α3 < c1 >



16

+α4 < c5 > −α4 < c1 > +α5 < c2 > −α5 < c6 > +α6 < c2 > −α6 < c3 >

+α7 < c9 > −α7 < c3 > +α8 < c10 > −α8 < c3 > +α9 < c4 > −α9 < c5 >

+α10 < c7 > −α10 < c4 > +α11 < c5 > −α11 < c6 > +α12 < c7 >

− α12 < c8 > +α13 < c9 > −α13 < c8 > +α14 < c10 > −α14 < c8 >

+ α15 < c7 > −α15 < c6 > +α16 < c9 > −α16 < c6 >

= (α1 − α2) < c0 > +(−α1 − α3 − α4) < c1 > +(α3 + α5 + α6) < c2 >

+ (−α6 − α7 − α8) < c3 > +(α2 + α9 − α10) < c4 > +(α4 − α9 + α11) < c5 >

+ (−α5 − α11 − α15 − α16) < c6 > +(α10 + α12 + α15) < c7 >

+ (−α12 − α13 − α14) < c8 > +(α7 + α13 + α16) < c9 > +(α8 + α14) < c10 >

ifadesini göz önünde bulundural�m. E§er

α1 − α2 = a1,

−α1 − α3 − α4 = a2,

α3 + α5 + α6 = a3,

−α6 − α7 − α8 = a4,

α2 + α9 − α10 = a5,

α4 − α9 + α11 = a6,

−α5 − α11 − α15 − α16 = a7,

α10 + α12 + α15 = a8,

−α12 − α13 − α14 = a9,

α7 + α13 + α16 = a10,

α8 + α14 = a11,

olarak al�n�rsa, a1 +a2 +a3 +a4 +a5 +a6 +a8 +a9 +a10 +a11 = −a7 e³itli§i elde

edilir. Buradan Im ∂1
∼= Z10 dur. ∂1 in çekirde§i a³a§�daki gibi hesaplanabilir.

∂1(α1 < c1c0 > +α2 < c0c4 > +α3 < c1c2 > +α4 < c1c5 > +α5 < c6c2 >

+α6 < c3c2 > +α7 < c3c9 > +α8 < c3c10 > +α9 < c5c4 > +α10 < c4c7 >

+α11 < c6c5 > +α12 < c8c7 > +α13 < c8c9 > +α14 < c8c10 > +α15 < c6c7 >

+α16 < c6c7 >) = 0
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denkleminden a³a§�daki ifadeler elde edilir:

α1 − α2 = 0,

−α1 − α3 − α4 = 0,

α3 + α5 + α6 = 0,

−α6 − α7 − α8 = 0,

α2 + α9 − α10 = 0,

α4 − α9 + α11 = 0,

−α5 − α11 − α15 − α16 = 0,

α10 + α12 + α15 = 0,

−α12 − α13 − α14 = 0,

α7 + α13 + α16 = 0,

α8 + α14 = 0.

Buradan

Z6
1(MSS

′
6]MSS

′
6) = {α1 < c1c0 > +α2 < c0c4 > +α3 < c1c2 >

+ (−α1 − α4) < c1c5 > +α5 < c6c2 > +(−α3 − α5) < c3c2 >

+ α7 < c3c9 > +(α3 + α5 − α7) < c3c10 > +α9 < c5c4 > +(α1 + α9) < c4c7 >

+(α9 + α1 + α3) < c6c5 > +α12 < c8c7 > +(α3 + α5 − α7 − α12) < c8c9 >

+(−α3 − α5 + α7) < c8c10 > +(−α1 − α9 − α12) < c6c7 >

+ (−α3 − α5 + α12) < c6c7 > | αi ∈ Z, i = 1, 3, 5, 7, 9, 12} ∼= Z6

elde edilir. Böylece istenilen sonuca ula³�l�r.

Önerme 3.0.1. MSS
′
6]MSS6 dijital yüzeyinin Euler karakteristi§i −22 dir.

�spat.

�ekil 3.1: MSS
′

6]MSS6

MSS
′
6]MSS6 dijital ba§lant�l� toplam yüzeyi (Bkz �ekil 3.1) a³a§�daki

gibi yönlendirilebilir:



18

d20 < d7 < d0 < d1 < d2 < d3 < d4 < d5 < d28 < d11 < d25 < d26 < d27 <

d13 < d17 < d16 < d18 < d19 < d21 < d6 < d8 < d9 < d10 < d12 < d14 < d15 <

d22 < d23 < d24.

MSS
′
6]MSS6 yüzeyi

{< d0 >,< d1 >,< d2 >, ..., < d28 >}

29 tane 0-simplekse ve

{< d7d0 >,< d0d13 >,< d0d1 >,< d0d8 >,< d1d2 >,< d1d22 >,< d1d27 >,

< d2d3 >,< d2d26 >,< d2d23 >,< d3d4 >,< d3d25 >,< d3d24 >,< d4d5 >,

< d4d11 >,< d4d10 >,< d5d15 >,< d5d28 >,< d6d8 >,< d6d14 >,< d7d6 >,

< d7d17 >,< d20d7 >,< d8d9 >,< d8d22 >,< d9d10 >,< d9d14 >,< d9d23 >,

< d10d24 >,< d28d10 >,< d11d12 >,< d11d15 >,< d11d25 >,< d13d12 >,

< d16d12 >,< d26d12 >,< d28d14 >,< d16d15 >,< d17d16 >,< d16d18 >,

< d17d19 >,< d18d19 >,< d18d21 >,< d20d19 >,< d22d23 >,< d23d24 >,

< d25d26 >,< d26d27 >,< d13d17 >,< d27d13 >,< d20d21 >}

51 tane 1−simplekse sahiptir. MSS
′
6]MSS6 daki (6, q)-simplekslerin say�s� αq

olmak üzere

χ(MSS
′

6]MSS6, 6) =
m∑
q=0

(−1)qαq = (−1)0.29+(−1)1.51+(−1)2.0+ · · · = −22

elde edilir.

Teorem 3.0.2. MSS
′
6]MSS6 n�n dijital simpleksler homoloji gruplar�

H6
0 (MSS

′
6]MSS6) ∼= Z, H6

1 (MSS
′
6]MSS6) ∼= Z23 ve her n 6= 0, 1 için

H6
n(MSS

′
6]MSS6) = {0} d�r.

�spat. MSS
′
6]MSS6 = {d0 = (1, 2, 0), d1 = (1, 3, 0), d2 = (0, 3, 0),

d3 = (−1, 3, 0), d4 = (−1, 2, 0), d5 = (−1, 1, 0), d6 = (1, 1,−1),

d7 = (1, 1, 0), d8 = (1, 2,−1), d9 = (0, 2,−1), d10 = (−1, 2,−1),

d11 = (−1, 2, 1), d12 = (0, 2, 1), d13 = (1, 2, 1), d14 = (0, 1,−1),

d15 = (−1, 1, 1), d16 = (0, 1, 1), d17 = (1, 1, 1), d18 = (0, 0, 1), d19 = (1, 0, 1),

d20 = (1, 0, 0), d21 = (0, 0, 0), d22 = (1, 3,−1), d23 = (0, 3,−1),

d24 = (1, 3,−1), d25 = (−1, 3, 1), d26 = (0, 3, 1), d27 = (1, 3, 1),

d28 = (1, 1,−1)}

yüzeyi a³a§�daki gibi yönlendirilsin:

d20 < d7 < d0 < d1 < d2 < d3 < d4 < d5 < d28 < d11 < d25 < d26 < d27 <
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d13 < d17 < d16 < d18 < d19 < d21 < d6 < d8 < d9 < d10 < d12 < d14 < d15 <

d22 < d23 < d24.

C6
0(MSS

′
6]MSS6) zincir grubunun bir baz�

{< d0 >,< d1 >,< d2 >, ..., < d28 >}

ve C6
1(MSS

′
6]MSS6) zincir grubunun bir baz�

{< d7d0 >,< d0d13 >,< d0d1 >,< d0d8 >,< d1d2 >,< d1d22 >,

< d1d27 >,< d2d3 >,< d2d26 >,< d2d23 >,< d3d4 >,< d3d25 >,< d3d24 >,

< d4d5 >,< d4d11 >,< d4d10 >,< d5d15 >,< d5d28 >,< d6d8 >,< d6d14 >,

< d7d6 >,< d7d17 >,< d20d7 >,< d8d9 >,< d8d22 >,< d9d10 >,

< d9d14 >,< d9d23 >,< d10d24 >,< d28d10 >,< d11d12 >,< d11d15 >,

< d11d25 >,< d13d12 >,< d16d12 >,< d26d12 >,< d28d14 >,

< d16d15 >,< d17d16 >,< d16d18 >,< d17d19 >,< d18d19 >,

< d18d21 >,< d20d19 >,< d22d23 >,< d23d24 >,< d25d26 >,< d26d27 >,

< d13d17 >,< d27d13 >,< d20d21 >}

³eklindedir.

0
∂2−→ C6

1(MSS
′

6]MSS6)
∂1−→ C6

0(MSS
′

6]MSS6)
∂0−→ 0

k�sa dizisini göz önünde bulundural�m. Teorem 2.1.2'den, her n ≥ 2 için

H6
n(MSS

′
6]MSS6) a³ikar gruptur. K�sa diziden Im ∂2 = 0 ve Ker ∂0

∼= Z29

oldu§u aç�kt�r.

29× 51 boyutlu matris için MATLAB program� kullan�larak bu matrisin

rank�n�n 28 oldu§u sonucuna ula³�l�r. Buradan Im ∂1
∼= Z28 dir.

Önerme 3.0.1'den χ(MSS
′
6]MSS6, 6) = −22 oldu§unu biliyoruz. Euler

karakteristi§inin tan�m�ndan

χ(MSS
′
6]MSS6, 6) =

∑n
q=0(−1)qrank H6

q (MSS
′
6]MSS6)

−22 = (−1)0.1 + (−1)1.H6
1 (MSS

′
6]MSS6) + (−1)2.0 + ...

olup buradan rank(H6
1 (MSS

′
6]MSS6)) = 23 elde edilir.

Sonuç 3.0.1. MSS
′
18]MSS

′
18 dijital yüzeyinin Euler karakteristi§i 2 dir.

�spat. Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.4 den

χ(MSS
′

18]MSS
′

18) = χ(MSS
′

18) = 2

e³itli§i mevcuttur.
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Sonuç 3.0.2. MSS
′
18]MSS

′
18 yüzeyinin dijital simpleksler homoloji gruplar�

a³a§�daki gibidir:

H6
0 (MSS

′
18]MSS

′
18) ∼= Z, H6

2 (MSS
′
18]MSS

′
18) ∼= Z ve her n 6= 0, 2 için

H6
n(MSS

′
18]MSS

′
18) = {0}.

�spat. Teorem 2.1.3' den,MSS
′
18]MSS

′
18 ≈(18,18) MSS

′
18 izomor�zmas� vard�r.

Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.1.5 den ispat tamamlan�r.

Teorem 3.0.3. MSS6]MSS
′
6 nin dijital simplekler homoloji gruplar� a³a§�-

daki gibidir.

H6
n(MSS6]MSS

′

6) =


Z, n = 0

Z23, n = 1

0, n 6= 0, 1.

�spat. Sonuç 2.1.1 den, MSS
′
6]MSS6 ≈(6,6) MSS6]MSS

′
6 izomor�zmas�

mevcuttur. Di§er taraftan iki dijital görüntü birbirine izomor�k ise simpleksler

homoloji gruplar� birbirine e³it oldu§undan istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 3.0.3. χ(MSS
′
6]MSS

′
6) = −5 dir.

�spat. Teorem 3.0.1 ve Euler karakteristi§inin tan�m�ndan

χ(MSS
′

6]MSS
′

6) =
n∑
q=0

(−1)qrank H6
q (MSS

′

6]MSS
′

6)

= (−1)0.1 + (−1)1.6 + (−1)2.0 + ... = −5

bulunur.
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4 D�J�TAL S�ME�(SMASH) ÇARPIM

Sime³ çarp�m cebirsel topoloji alan�nda oldukça kullan�lmaktad�r. Ayr�ca

sime³ çarp�mlar s�n��and�rma programlar�nda önemli bir yere sahiptir. Bu

operatör sime³ çarp�m cebirleri aras�ndaki homoloji boyutlar�n�n ba§lant�s�n�

vermektedir. Hopf cebir teorisinin geli³mesiyle, bu alandaki çal�³malar sime³

çarp�m cebiri alt�nda toplanm�³t�r.

Sime³ çarp�m�n birle³meli ve da§�lmal� olmas� devirli homoloji gruplar�n�n

kolayl�kla hesaplanmas�n� sa§lar.

Noktal� simpleksler kümesi kategorisinde, sime³ çarp�mlar bir simetrik

monomial çarp�md�r. Ayr�ca simetrik spektran�n sime³ çarp�mlar�, simetrik

küre spektrumu üzerinde tensör çarp�m olarak tan�mlan�r. Sime³ çarp�m

ve fonksiyon spektra aras�ndaki denklik istikrarl� homotopi kategorisi ve

bir modülün türev kategorisi aras�ndaki denklik taraf�ndan sa§land�§�ndan

homoloji ve kohomoloji teorisi in³a edilebilir.

Bu bölümde dijital görüntüler için sime³ çarp�m tan�mlanacakt�r. Bu

operatörün birle³meli, da§�lmal� ve de§i³meli oldu§u gösterilecektir. Son

olarak sime³ çarp�m yard�m�yla dijital koni ve dijital süspansiyon tan�mlar�

verilecektir.

Tan�m 4.0.1. (X, κ) ve (Y, λ) dijital görüntüler olsun. X∨Y kümesi X×Y nin

bir alt kümesi olmak üzere X ∧ Y sime³(smash) çarp�m� (X × Y )/(X ∨ Y )

dijital bölüm uzay� olarak tan�mlan�r.

Teorem 4.0.1. Bir A indeks kümesinin tüm a elemanlar� için (Xa, κ) ve

(Ya, λ) dijital görüntüler olsun. Her a ∈ A için fa '(κ,λ) ga : Xa → Ya iken A

kümesinin kardinalitesi n olmak üzere
∏

a∈A fa '(κn,λn)

∏
a∈A ga d�r.

�spat. Her a ∈ A için [0,m]Z bir dijital aral�k olmak üzere

Fa : Xa × [0,m]Z → Ya

dönü³ümü fa ile ga aras�nda bir dijital (κ, λ)-homotopi olsun. Her a ∈ A için

Fa dijital sürekli fonksiyon oldu§undan t ∈ [0,m]Z olmak üzere

F : (
∏
a∈A

Xa)× [0,m]Z −→
∏
a∈A

Ya

F ((xa), t) 7−→ (Fa(xa, t))
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³eklinde tan�mlanan dönü³üm dijital süreklidir. Bu nedenle F dönü³ümü,∏
a∈A fa ve

∏
a∈A ga aras�nda bir (κn, λn)-homotopidir.

Teorem 4.0.2. Her a ∈ A için fa : (Xa, κ) → (Ya, λ) dönü³ümü (κ, λ)-

homotopi denk ise, A kümesinin kardinalitesi n olmak üzere
∏

a∈A fa bir dijital

(κn, λn)-homotopi denkliktir.

�spat. Her a ∈ A için ga : Ya → Xa dönü³ümü fa n�n (λ, κ)-homotopi tersi

olsun. Böylece a³a§�daki homotopiler mevcuttur:

(
∏
a∈A

ga) ◦ (
∏
a∈A

fa) =
∏
a∈A

(ga ◦ fa) '(λn,κn)

∏
a∈A

(1Xa) = 1∏
a∈AXa

,

(
∏
a∈A

fa) ◦ (
∏
a∈A

ga) =
∏
a∈A

(fa ◦ ga) '(κn,λn)

∏
a∈A

(1Ya) = 1∏
a∈A Ya

.

Böylece
∏

a∈A fa bir dijital (κn, λn)-homotopi denkliktir.

Teorem 4.0.3. (X, κ), (Y, λ) ve (Z, σ) birer dijital görüntü olsun.

p : (X, κ)→ (Y, λ) bir (κ, λ)-çekinik dönü³üm ve (Z, σ) bir σ-ba§lant�l� dijital

görüntü ise 1Z : (Z, σ)→ (Z, σ) birim dönü³üm olmak üzere

p× 1 : (X × Z, k∗(κ, σ))→ (Y × Z, k∗(λ, σ))

((κ, σ), (λ, σ))-çekinik dönü³ümdür.

�spat. (Z, σ), σ-ba§lant�l� dijital görüntü oldu§undan her y ∈ Y ve z ∈ Z için

(p× 1Z)−1(y, z) = (p−1(y), 1−1
Z (z))

= (p−1(y), z)

e³itli§i vard�r. Dijital görüntüler üzerinde kartezyen çarp�m yak�nl�§�ndan her

y ∈ Y ve z ∈ Z için (p × 1Z)−1(y, z) kümesi κ-ba§lant�l�d�r. z0 ve z1, σ-yak�n

olacak ³ekilde her z0, z1 ∈ Z için 1Z({z0, z1}) = {z0, z1} kümesi σ-ba§lant�l�d�r.

Bu durumdan a³a§�daki e³itlik

(p× 1Z)−1({y0, y1}, {z0, z1}) = (p−1({y0, y1}), 1−1
Z ({z0, z1}))

= (p−1({y0, y1}), ({z0, z1}))

elde edilir. Sonuç olarak her y0, y1 ∈ Y ve z0, z1 ∈ Z için (p×1Z)−1({y0, y1}, {z0, z1})

bir (κ, λ)-ba§lant�l� kümedir.
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Teorem 4.0.4. (X, κ) ile (Y, λ) dijital görüntüler ve A ile B s�ras�yla X ve

Y nin alt kümeleri olsun. f '(κ,λ) g olacak ³ekilde f, g : (X,A) → (Y,B)

dönü³ümleri (κ, λ)-sürekli ise bu dönü³ümlerin indirgedi§i dönü³ümler

f̄ , ḡ : (X/A, κ)→ (Y/B, λ)

dijital (κ, λ)-homotopiktir.

�spat. I = [0,m]Z olmak üzere F : (X × I, A × I) → (Y,B) dönü³ümü f ve

g aras�nda bir (κ, λ)-homotopi olsun. p ve q çekinik dönü³ümler olmak üzere

F dönü³ümü, a³a§�daki diyagram� de§i³meli yapan bir F̄ : (X/A)× I → Y/B

dönü³ümünü indirger.

X × I F //

p×1
��

Y

q

��
(X/A)× 1

F̄
// Y/B

q ◦F dijital sürekli oldu§undan, p× 1 bir çekinik dönü³üm ve F̄ (p× 1) = q ◦F

dir. Böylece F̄ bir dijital sürekli dönü³ümdür. Sonuç olarak F̄ , f̄ ile ḡ aras�nda

bir (κ, λ)-homotopi dönü³ümüdür.

�imdi dijital sime³ çarp�ma ait baz� özellikleri verece§iz. A³a§�daki teorem

dijital sime³ çarp�mlar ile dijital homotopi aras�ndaki ili³kiyi ifade etmektedir.

Teorem 4.0.5. (X, κ), (Y, λ), (A, σ) ve (B,α) dijital görüntüler olsun.

f : X → A ve g : Y → B dijital fonksiyonlar olmak üzere a³a§�daki özellikleri

sa§layan bir f ∧ g : X ∧ Y → A ∧B dönü³ümü vard�r.

(i) h : A→ C ve k : B → D dijital fonksiyonlar ise

(h ∧ k) ◦ (f ∧ g) = (h ◦ f) ∧ (k ◦ g)

e³itli§i vard�r.

(ii) f '(κ,σ) f
′
: X → A ve g '(λ,α) g

′
: Y → B ise

f ∧ g '(k∗(κ,λ),k∗(σ,α)) f
′ ∧ g′

homotopisi mevcuttur.

�spat. f × g : X × Y → A×B dijital fonksiyonu

(f × g)(X ∨ Y ) ⊂ A×B
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özelli§ine sahiptir. f × g fonksiyonu f ∧ g : X ∧ Y → A ∧ B dönü³ümünü

indirger.

Di§er taraftan, f×g ve f ′×g′ aras�nda bir F dijital homotopi dönü³ümü

a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

f '(κ,σ) f
′

ve g '(λ,α) g
′

oldu§undan Teorem 4.0.1' den

f × g '(k∗(κ,λ),k∗(σ,α)) f
′ × g′

elde edilir. F dönü³ümü, (X × Y,X ∨ Y ) den (A × B,A ∨ B) ye bir dijital

homotopidir. Böylece Teorem 4.0.4 'den f ∧ g ile f
′ ∧ g′ aras�nda bir dijital

homotopi in³a edilebilir.

Teorem 4.0.6. f ve g dijital homotopi denklikler ise f ∧ g de bir dijital

homotopi denkliktir.

�spat. f : (X, κ) → (Y, λ) dönü³ümü (κ, λ)-homotopi denklik olsun. Bu

durumda

f ◦ f ′ '(λ,λ) 1Y ve f
′ ◦ f '(κ,κ) 1X

olacak ³ekilde bir (λ, κ)-sürekli f
′
: (Y, λ)→ (X, κ) fonksiyonu vard�r.

g : (A, σ)→ (B,α) dönü³ümü (σ, α)-homotopi denklik olsun. O halde

g ◦ g′ '(α,α) 1B ve g
′ ◦ g '(σ,σ) 1A

olacak ³ekilde bir (α, σ)-sürekli g
′
: (B,α)→ (A, σ) fonksiyonu vard�r.

Teorem 4.0.5 'den

(f ∧ g) ◦ (f
′ ∧ g′) = 1Y ∧B,

(f ◦ f ′) ∧ (g ◦ g′) = 1Y ∧B,

(f
′ ∧ g′) ◦ (f ∧ g) = 1X∧A,

(f
′ ◦ f) ∧ (g

′ ◦ g) = 1X∧A

olacak ³ekilde f ∧ g : X ∧A→ Y ∧B ve f
′ ∧ g′ : Y ∧B → X ∧A dönü³ümleri

vard�r. Sonuç olarak, f ∧ g bir dijital homotopi denkliktir.

A³a§�daki teoremde dijital sime³ çarp�m�n birle³meli oldu§u gösterilmi³-

tir.
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Teorem 4.0.7. (X, κ), (Y, λ) ve (Z, σ) dijital görüntüler olsun. (X ∧ Y ) ∧ Z

ile X ∧ (Y ∧ Z) dijital izomor�k görüntülerdir.

�spat. X × Y → X ∧ Y formundaki dijital çekinik dönü³ümler p ile temsil

edilsin. A³a§�daki gibi bir diyagram olu³turulabilir:

X × Y × Z 1 //

p×1
��

X × Y × Z
1×p
��

(X ∧ Y )× Z
p

��

X × (Y ∧ Z)

p

��
(X ∧ Y ) ∧ Z

f
// X ∧ (Y ∧ Z)

Burada p× 1 ve 1× p Teorem 4.0.3 'den dolay� birer çekinik dönü³ümdür.

1 : X × Y × Z → X × Y × Z dönü³ümü

f : (X ∧ Y ) ∧ Z → X ∧ (Y ∧ Z)

ve

g : X ∧ (Y ∧ Z)→ (X ∧ Y ) ∧ Z

dijital fonksiyonlar�n� indirger. Bu dönü³ümlerin injektif oldu§u aç�kt�r.

Teorem 2.1.1 'den f bir dijital izomor�zmad�r.

Teorem 4.0.8. (X, κ), (Y, λ) ve (Z, σ) dijital görüntüler olsun. (X ∨ Y ) ∧ Z

ve (X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z) dijital izomor�k görüntülerdir.

�spat. X × Y → X ∧ Y formundaki dijital çekinik dönü³ümler p ve

X × Y → X ∨ Y formundaki dijital çekinik dönü³ümler q ile gösterilsin.

A³a§�daki diyagram� göz önünde bulundural�m.

(X × Y )× Z m //

p

��

(X × Z)× (Y × Z)

p×p
��

(X × Y ) ∧ Z
q∧1

��

(X ∧ Z)× (Y ∧ Z)

q

��
(X ∨ Y ) ∧ Z

f
// (X ∧ Z) ∨ (Y ∧ Z)

Teorem 4.4'den (Boxer, 2017a), p × p bir dijital çekinik dönü³ümdür. Ayr�ca

q ∧ 1 de Teorem 4.0.3'den dolay� bir dijital çekinik dönü³ümdür.

m : (X × Y )× Z → (X × Z)× (Y × Z) dijital fonksiyonu

f : (X ∧ Z)× (Y ∧ Z)→ (X × Z)× (Y × Z)
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dijital dönü³ümünü indirger. f injektiftir ve Teorem 2.1.1 'den f bir dijital

izomor�zmad�r.

Teorem 4.0.9. (X, κ), (Y, λ) ve (Z, σ) dijital görüntüler olsun. X∧Y ile Y ∧X

dijital izomor�k görüntülerdir.

�spat. X × Y → X ∧ Y formundaki dijital çekinik dönü³ümler p ve

Y × X → Y ∧ X formundaki dijital çekinik dönü³ümler q ile gösterilsin.

A³a§�daki diyagram elde edilebilir:

X × Y u //

p

��

Y ×X
q

��
X ∧ Y

f
// Y ∧X

u : X × Y → Y ×X dijital dönü³ümü

f : X ∧ Y → Y ∧X

dijital fonksiyonunu indirger. f injektiftir ve Teorem 2.1.1'den f bir dijital

izomor�zmad�r.

Tan�m 4.0.2. Bir X dijital görüntünün sX dijital süspansiyonu X ∧ S1

olarak tan�mlan�r.

Örnek 4.0.1. X = S0 dijital 0-küresinin dijital süspansiyonu �ekil 4.1'de

gösterilmektedir.

�ekil 4.1: S1 × S0 ve S1 ∧ S0

Teorem 4.0.10. X bir dijital görüntü ve x0 bu görüntünün baz noktas� olsun.

[a, b]Z dijital aral�§�n�n kardinalitesi 8 olmak üzere sX dijital görüntüsü

(X × [a, b]Z)/(X × {a} ∪ {x0} × [a, b] ∪X × {b})

dijital bölüm uzay�na izomor�ktir.



27

�spat. ci ∈ S1 ve i ∈ {0, 1, . . . , 7} olmak üzere θ(ti) = ci mod 8 ile tan�mlanan

[a, b]Z
θ→ S1

dijital fonksiyonlar�n bile³kesi bir dijital çekinik dönü³ümdür.

p : X × S1 → X ∧ S1 dijital çekinik dönü³üm ise

X × [a, b]Z
1×θ−→ X × S1

p−→ X ∧ S1

bile³ke dönü³ümü de çekinik dönü³ümdür. Bu nedenle, p(1× θ) dönü³ümü

(X × [a, b]Z)/(X × {a} ∪ {x0} × [a, b]Z ∪X × {b})→ X ∧ S1 = sX

dijital izomor�zmas�n� indirger.

Tan�m 4.0.3. Bir X dijital görüntüsünün cX dijital koni uzay� I = [0, 1]Z

olmak üzere X ∧ I olarak tan�mlan�r.

Örnek 4.0.2. X = S0 dijital 0-küresinin dijital koni uzay� �ekil 4.2'deki

gibidir:

�ekil 4.2: S0 × I ve S0 ∧ I

Teorem 4.0.11. (X, κ) herhangi bir dijital görüntü olmak üzere cX büzülebi-

lirdir.

�spat. I = [0, 1]Z dijital aral�§� büzülebilir oldu§undan

cX = X ∧ I '(κ,2) X ∧ {0}

bir tek noktad�r.

Sonuç 4.0.1. Her m ∈ N için I = [0, 1]Z dijital aral�k ve S0 dijital 0-küre

olmak üzere Sm ∧ I = Sm ∧ S0 d�r.

�spat. S0 ve I iki nokta içerdi§inden iki dijital görüntü birbirine e³ittir.
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5 KHALIMSKY D�J�TAL UZAYLARI �Ç�N

KOHOMOLOJ� GRUPLARI

Khalimsky topolojisi tam say�lar do§rusu üzerinde tan�mlanan bir topo-

lojidir. Dijital ortamda kullan�lan bu topoloji 1960'l� y�llarda E�m Khalimsky

taraf�ndan ortaya at�lm�³t�r.

Vergili ve Karaca (Vergili and Karaca, 2015) dijital uzaylar�n dijital sin-

güler homoloji gruplar�n� incelemi³tir. �kinci boyuta kadar baz� dijital uzaylar�n

homoloji gruplar�n� hesaplam�³lard�r. Ayr�ca (Vergili and Karaca, 2018) bir

Khalimsky dijital uzay�n singüler relatif homoloji gruplar�n� incelemi³tir.

Bu bölümde, Khalimsky topolojisi ile donat�lm�³ dijital uzaylar�n ko-

homoloji gruplar� incelenecektir. Ayr�ca kohomoloji teorisi için Eilenberg-

Steenrod aksiyomlar�, evrensel katsay� teoremi ve Künneth formülü ele al�-

nacakt�r. Son olarak, cup çarp�m in³a edilecek ve bu çarp�m�n baz� özellikleri

incelenecektir.

5.1 Khalimsky Topolojisi

Bu bölümde, Khalimsky dijital topolojisi tan�t�lacak ve böylece dijital

görüntüler bir topoloji ile donat�lm�³ olacakt�r.

B(n) =

 {n}, n tek

{n− 1, n, n+ 1}, n çift.

�ekil 5.1: B(n) kümesinin görüntüsü

B = {B(n) : n ∈ Z} baz kümesi taraf�ndan üretilen topolojiye

Khalimsky dijital do§ru topolojisi (Khalimsky, Kopperman and Meyer,

1991) denir.

m > 1 için Zm üzerindeki topoloji a³a§�daki gibi bir çarp�m topolojisi
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olarak dü³ünülebilir.

B = {
m∏
i=1

B(ni) : B(ni), Z üzerinde bir baz}.

(X, κ) ⊂ Zm bir dijital görüntü olsun. X üzerindeki topolojinin bir baz�

a³a§�daki gibidir:

B = {X ∩
m∏
i=1

B(ni) : B(ni), Z üzerinde bir baz}.

Khalimsky topolojisi ile donat�lm�³ X dijital görüntüsü üzerindeki topolojik

uzay (Xm,κ, τX) ile gösterilecektir.

(Xm,κ, τX) bir dijital uzay ve x bu uzayda bir nokta olsun. x noktas�n�n

kom³ulu§u x noktas�n�n bir G aç�§�n� içeren Nx kümesidir. (Xm1,κ1 , τX) ve

(Xm2,κ2 , τY ) Khalimsky dijital uzaylar olsun.

f : (Xm1,κ1 , τX) −→ (Xm2,κ2 , τY )

dönü³ümü f(x) i içeren Y nin tüm aç�k Gf(x) alt kümeleri için, f−1(Gf(x))

kümesi x i içeren X in aç�k bir alt kümesi ise f dönü³ümüne x noktas�nda

sürekli fonksiyon denir (Han, 2007).

Tan�m 5.1.1. (Han, 2007) Bir f : (Xm1,κ1 , τX) −→ (Xm2,κ2 , τY ) dönü³ümü

için a³a§�daki ko³ullar sa§lans�n:

i) f , x noktas�nda süreklidir,

ii) Her Nκ2(f(x), ε) ⊂ Y için ε, δ ∈ N olmak üzere

f(Nκ1(x, δ)) ⊂ Nκ2(f(x), ε)

olacak ³ekilde bir Nκ1(x, δ) ⊂ X vard�r. Bu durumda f dönü³ümüne x

noktas�ndaKD-(κ1, κ2) sürekli fonksiyon denir. f , X in her noktas�nda KD-

(κ1, κ2) sürekli ise f ye KD-(κ1, κ2) sürekli denir. Ayr�ca f dönü³ümü bijektif

ve tersi de KD-(κ1, κ2) sürekli ise bu dönü³üme KD-(κ1, κ2) izomor�zma

denir.

n ≥ 0 için e0 = (0, 0, ..., 0) ve 1 < i ≤ n için ei = (i1, i2, ..., in) olsun. ei

nin bile³enleri

im =

 1, m ≤ i

0, m > i

³eklinde tan�mlan�r (Vergili and Karaca, 2015). Ayr�ca standart n−simpleksler

∆n = [e0, e1, ..., en]
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ile temsil edilecektir. �ekil 5.2 de n = 0, 1, 2, 3 için ∆n resmedilmektedir.

�ekil 5.2: ∆0, ∆1, ∆2 ve ∆3

∆n = [e0, e1, ..., en] standart n-simpleks olsun. Bu simpleksin kö³eleri

üzerinde lineer s�ralama varsa ∆n bir yönlü simpleks denir. Ayr�ca simpleksin

yüzlerinin indirgedi§i yönlendirme

(−1)i[e0, ..., êi, ..., en]

³eklinde ifade edilir. Burada êi, i. bile³enin silinmesi anlam�na gelmektedir

(Vergili and Karaca, 2015).

(Xm,κ, τX) Khalimsky dijital uzay olsun. KD-(2n − 1, κ)-sürekli

σn : ∆ −→ X

dönü³ümüne X üzerinde dijital singüler n-simpleks denir (Vergili and

Karaca, 2015).

n ≥ 0 için Sn(X), bir Khalimsky dijital uzay X deki tüm dijital singüler

n−simpleksleri baz kabul eden serbest abel grup olsun. Sn(X) in elemanlar�na

dijital singüler n-zincir denir.

Tan�m 5.1.2. (Vergili and Karaca, 2015) εi := εni : ∆n−1 −→ ∆n dönü³ümü

kö³e noktalar� üzerinde

εni : (t0, t1, ..., tn−1) −→ (t0, t1, ..., ti−1, 0, ti, ..., tn−1)

³eklinde tan�mlans�n. εi dönü³ümüne i. yüz dönü³ümü denir.

Tan�m 5.1.3. (Vergili and Karaca, 2015) (Xm,κτX) bir Khalimsky dijital uzay

ve σn : ∆ −→ X singüler dijital n-simpleks olsun.

∂n : Sn(X) −→ Sn−1(X)

σn 7−→ ∂n(σn) =
n∑
j=0

(−1)jσnεnj
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dönü³ümüne s�n�r homomor�zmas� denir ve

...
∂n+1−−−→ Sn(X)

∂n−→ Sn−1(X)
∂n−1−−−→ ...

∂2−→ S1(X)
∂1−→ S0(X)

∂0−→ 0

dizisine X uzay�n�n singüler zincir kompleksi denir ve S∗(X) ile gösterilir.

Tan�m 5.1.4. (Vergili and Karaca, 2015) (Xm,κτX) bir Khalimsky dijital uzay

olsun.

• Zq(Xm,κτX) := Ker∂q dijital singüler q-devir grubu,

• Bq(Xm,κτX) := Im∂q+1 dijital singüler q-s�n�r grubu,

• Hq(Xm,κτX) := Zq(X)

Bq(X)
dijital singüler q. homoloji grubu denir.

(Xm1,κ1 , τX) ve (Xm2,κ2 , τY ) Khalimsky dijital uzaylar olsun. Bu iki uzay

KD-(κ1, κ2) izomor�k ise her n ≥ 0 için Hn(X) ∼= Hn(Y ) dir (Vergili and

Karaca, 2018).

X, Zm de tek noktal� bir dijital görüntü ise her n > 0 için Hn(X) ∼= {0}

d�r. X yol ba§lant�l� Khalimsky dijital uzay� olmak üzere H0(X) ∼= Z dir

(Vergili and Karaca, 2015).

5.2 Baz� Dijital Görüntülerin Singüler Homoloji Grup-

lar�

Teorem 5.2.1. X = {a = (0, 1), b = (−1, 0), c = (0, 0), d = (1, 0)} ⊂ Z2 bir

dijital görüntü olsun. X uzay�n�n singüler homoloji gruplar�

Hn(X) =

 Z, n = 0

0, n = 1, 2

³eklindedir.

�spat. X üzerindeki Khalimsky topolojisinin bir baz�

B(X) = {{a}, {b}, {d}, X}

olsun. X uzay�n�n dijital singüler zincir dönü³ümleri a³a§�daki gibidir:

S0(X) serbest abel grubunun bazlar�,

σ0
1 : e0 7→ a σ0

2 : e0 7→ b σ0
3 : e0 7→ c σ0

4 : e0 7→ d

S1(X) serbest abel grubunun bazlar�,

σ1
1 : e0 7→ a

e1 7→ a

σ1
2 : e0 7→ b

e1 7→ b

σ1
3 : e0 7→ c

e1 7→ c

σ1
4 : e0 7→ d

e1 7→ d
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σ1
5 : e0 7→ c

e1 7→ a

σ1
6 : e0 7→ c

e1 7→ b

σ1
7 : e0 7→ c

e1 7→ d

S2(X) serbest abel grubunun bazlar�,

σ2
1 : e0 7→ a

e1 7→ a

e2 7→ a

σ2
2 : e0 7→ b

e1 7→ b

e2 7→ b

σ2
3 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ c

σ2
4 : e0 7→ d

e1 7→ d

e2 7→ d

σ2
5 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ a

σ2
6 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ b

σ2
7 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ d

σ2
8 : e0 7→ c

e1 7→ a

e2 7→ a

σ2
9 : e0 7→ c

e1 7→ b

e2 7→ b

σ2
10 : e0 7→ c

e1 7→ d

e2 7→ d

S3(X) serbest abel grubunun bazlar�,

σ3
1 : e0 7→ a

e1 7→ a

e2 7→ a

e3 7→ a

σ3
2 : e0 7→ b

e1 7→ b

e2 7→ b

e3 7→ b

σ3
3 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ c

e3 7→ c

σ3
4 : e0 7→ d

e1 7→ d

e2 7→ d

e3 7→ d

σ3
5 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ c

e3 7→ a

σ3
6 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ a

e3 7→ a

σ3
7 : e0 7→ c

e1 7→ a

e2 7→ a

e3 7→ a

σ3
8 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ c

e3 7→ b

σ3
9 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ b

e3 7→ b

σ3
10 : e0 7→ c

e1 7→ b

e2 7→ b

e3 7→ b

σ3
11 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ c

e3 7→ d

σ3
12 : e0 7→ c

e1 7→ c

e2 7→ d

e3 7→ d
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σ3
13 : e0 7→ c

e1 7→ d

e2 7→ d

e3 7→ d

³eklindedir. Bu baz elemanlar� dikkate al�n�rsa a³a§�daki izomor�zmalar elde

edilir:

S0(X) ∼= Z4, S1(X) ∼= Z7, S2(X) ∼= Z10, S3(X) ∼= Z13.

�imdi her bir dijital singüler n-zincirin devir ve s�n�r gruplar� belirlenebilir.

Her σ1
i ∈ S1(X) için ∂1 : S1(X) −→ S0(X) dönü³ümü

∂1(σ1
i ) = σ1

i (e1)− σ1
i (e0), i = 1, 2, ..., 7

³eklinde tan�mlanmas�ndan

• ∂1(σ1
1) = σ0

1 − σ0
1 = 0

• ∂1(σ1
2) = σ0

2 − σ0
2 = 0

• ∂1(σ1
3) = σ0

3 − σ0
3 = 0

• ∂1(σ1
4) = σ0

4 − σ0
4 = 0

• ∂1(σ1
5) = σ0

1 − σ0
3

• ∂1(σ1
6) = σ0

2 − σ0
3

• ∂1(σ1
7) = σ0

4 − σ0
3

e³itlikleri mevcuttur. Böylece Im ∂1
∼= Z3 dür. �imdi ∂1 in çekirde§ini bulal�m.

si ∈ Z olmak üzere

∂1(
7∑
i=1

siσ
1
i ) = 0

olsun. ∂1 lineer oldu§undan

12∑
i=1

si∂1(σ1
i ) = 0

d�r. Bu ifadeden

σ0
1(s5) + σ0

2(s6) + σ0
3(−s5 − s6 − s7) + σ0

4(s7) = 0

denklemine ula³�l�r. Böylece s5 = s6 = s7 = 0 d�r ve Ker ∂1
∼= Z4 bulunur.
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∂2 : S2(X) −→ S1(X) dönü³ümü σ2
i ∈ S2(X) için

∂2(σ2
i ) = σ2

i [e1, e2]− σ2
i [e0, e2] + σ2

i [e0, e1], i = 1, 2, ..., 10

³eklinde tan�mland�§�ndan,

• ∂2(σ2
1) = σ1

1 − σ1
1 + σ1

1 = σ1
1,

• ∂2(σ2
2) = σ1

2 − σ1
2 + σ1

2 = σ1
2,

• ∂2(σ2
3) = σ1

3 − σ1
3 + σ1

3 = σ1
3,

• ∂2(σ2
4) = σ1

4 − σ1
4 + σ1

4 = σ1
4,

• ∂2(σ2
5) = σ1

5 − σ1
5 + σ1

3 = σ1
3,

• ∂2(σ2
6) = σ1

6 − σ1
6 + σ1

3 = σ1
3,

• ∂2(σ2
7) = σ1

7 − σ1
7 + σ1

3 = σ1
3,

• ∂2(σ2
8) = σ1

1 − σ1
5 + σ1

5 = σ1
1,

• ∂2(σ2
9) = σ1

2 − σ1
6 + σ1

6 = σ1
2,

• ∂2(σ2
10) = σ1

4 − σ1
7 + σ1

7 = σ1
4

olur ve Im ∂2
∼= Z4 bulunur. si ∈ Z olmak üzere

∂2(
10∑
i=1

siσ
2
i ) = 0

ve ∂2 nin lineerli§inden
10∑
i=1

si∂2(σ2
i ) = 0

yaz�labilir. Bu e³itlik düzenlenirse,

σ1
1(s1 + s8) + σ1

2(s2 + s9) + σ1
3(s3 + s5 + s6 + s7) + σ1

4(s4 + s10) = 0

elde edilir. Böylece

s1 + s8 = 0

s2 + s9 = 0

s3 + s5 + s6 + s7 = 0

s4 + s10 = 0

bulunur. Sonuç olarak, Ker ∂2
∼= Z6 d�r.

∂3 : S3(X) −→ S2(X) s�n�r homomor�zmas� σ3
i ∈ S3(X) için

i = 1, 2, ..., 13 olmak üzere

∂3(σ3
i ) = σ3

i [e1, e2, e3]− σ3
i [e0, e2, e3] + σ3

i [e0, e1, e3]− σ3
i [e0, e1, e2]
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ise

• ∂3(σ3
1) = σ2

1 − σ2
1 + σ2

1 − σ2
1 = 0,

• ∂3(σ3
2) = σ2

2 − σ2
2 + σ2

2 − σ2
2 = 0,

• ∂3(σ3
3) = σ2

3 − σ2
3 + σ2

3 − σ2
3 = 0,

• ∂3(σ3
4) = σ2

4 − σ2
4 + σ2

4 − σ2
4 = 0,

• ∂3(σ3
5) = σ2

5 − σ2
5 + σ2

5 − σ2
3 = σ2

5 − σ2
3,

• ∂3(σ3
6) = σ2

8 − σ2
8 + σ2

5 − σ2
5 = 0,

• ∂3(σ3
7) = σ2

1 − σ2
8 + σ2

8 − σ2
8 = σ2

1 − σ2
8,

• ∂3(σ3
8) = σ2

6 − σ2
6 + σ2

6 − σ2
3 = σ2

6 − σ2
3,

• ∂3(σ3
9) = σ2

9 − σ2
9 + σ2

6 − σ2
6 = 0,

• ∂3(σ3
10) = σ2

2 − σ2
9 + σ2

9 − σ2
9 = σ2

2 − σ2
9,

• ∂3(σ3
11) = σ2

7 − σ2
7 + σ2

7 − σ2
3 = σ2

7 − σ2
3,

• ∂3(σ3
12) = σ2

10 − σ2
10 + σ2

7 − σ2
7 = 0,

• ∂3(σ3
13) = σ2

4 − σ2
10 + σ2

10 − σ2
10 = σ2

4 − σ2
10

elde edilir. Böylece Im ∂3
∼= Z6 d�r. Sonuç olarak

H0(X) ∼= Z, H1(X) ∼= {0}, H2(X) ∼= {0}

bulunur.

Teorem 5.2.2. X = {k = (−1, 0), l = (1, 0),m = (1, 1), n = (0,−1),

p = (2, 1)} ⊂ Z2 bir dijital görüntü olmak üzere X uzay�n�n 2. boyuta kadar

olan homoloji gruplar�

H0(X) ∼= Z3, H1(X) ∼= {0}, H2(X) ∼= {0}

³eklindedir.

�spat. X üzerindeki Khalimsky topolojisinin bir baz�

B(X) = {{k}, {m}, {n}, {l,m}, {m, p}, {l,m, p}, {k, l,m, n}}

olarak al�nabilir. Dijital singüler zincir dönü³ümler a³a§�daki gibidir.

S0(X) serbest abel grubunun bazlar�,

σ0
1 : e0 7→ k σ0

2 : e0 7→ l σ0
3 : e0 7→ m σ0

4 : e0 7→ n

σ0
5 : e0 7→ p
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S1(X) serbest abel grubunun baz elemanlar�,

σ1
1 : e0 7→ k

e1 7→ k

σ1
2 : e0 7→ l

e1 7→ l

σ1
3 : e0 7→ m

e1 7→ m

σ1
4 : e0 7→ n

e1 7→ n

σ1
5 : e0 7→ p

e1 7→ p

σ1
6 : e0 7→ l

e1 7→ m

σ1
7 : e0 7→ p

e1 7→ m

S2(X) serbest abel grubunun bazlar�,

σ2
1 : e0 7→ k

e1 7→ k

e2 7→ k

σ2
2 : e0 7→ l

e1 7→ l

e2 7→ l

σ2
3 : e0 7→ m

e1 7→ m

e2 7→ m

σ2
4 : e0 7→ n

e1 7→ n

e2 7→ n

σ2
5 : e0 7→ p

e1 7→ p

e2 7→ p

σ2
6 : e0 7→ l

e1 7→ m

e2 7→ m

σ2
7 : e0 7→ l

e1 7→ l

e2 7→ m

σ2
8 : e0 7→ p

e1 7→ m

e2 7→ m

σ2
9 : e0 7→ p

e1 7→ p

e2 7→ p

S3(X) serbest abel grubunun baz elemanlar�,

σ3
1 : e0 7→ k

e1 7→ k

e2 7→ k

e3 7→ k

σ3
2 : e0 7→ l

e1 7→ l

e2 7→ l

e3 7→ l

σ3
3 : e0 7→ m

e1 7→ m

e2 7→ m

e3 7→ m

σ3
4 : e0 7→ n

e1 7→ n

e2 7→ n

e3 7→ n

σ3
5 : e0 7→ p

e1 7→ p

e2 7→ p

e3 7→ p

σ3
6 : e0 7→ l

e1 7→ m

e2 7→ m

e3 7→ m

σ3
7 : e0 7→ l

e1 7→ l

e2 7→ m

e3 7→ m

σ3
8 : e0 7→ l

e1 7→ l

e2 7→ l

e3 7→ m
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σ3
9 : e0 7→ p

e1 7→ m

e2 7→ m

e3 7→ m

σ3
10 : e0 7→ p

e1 7→ p

e2 7→ m

e3 7→ m

σ3
11 : e0 7→ p

e1 7→ p

e2 7→ p

e3 7→ m

Böylece a³a§�daki izomor�zmalar elde edilir:

S0(X) ∼= Z5, S1(X) ∼= Z7, S2(X) ∼= Z9, S3(X) ∼= Z11.

Her bir dijital singüler n-zincirin devir ve s�n�r gruplar� a³a§�daki gibidir. ∂1

s�n�r homomor�zmas� kullan�larak 7 farkl� denklem elde edilir. Bu denklemler

yard�m�yla Im ∂1
∼= Z2 elde edilir. Di§er taraftan si ∈ Z olmak üzere

7∑
i=1

si∂1(σ1
i ) = 0

denkleminden

σ0
2(−s6) + σ0

3(s6 + s7) + σ0
5(−s7) = 0

ve böylece s6 = s7 = 0 bulunur. Sonuç olarak Ker ∂1
∼= Z5 dir.

�imdi ∂2 s�n�r dönü³ümü ele al�n�rsa, elde edilen denklemler çözülerek

Im ∂2
∼= Z5

bulunur. Her si ∈ Z için

∂2(
9∑
i=1

siσ
2
i ) = 0

e³itli§inden hareketle ∂2 nin lineer olmas� kullan�larak

9∑
i=1

si∂2(σ2
i ) = 0

yaz�labilir. Bu denklemin düzenlenmesi ile

σ1
1(s1) + σ1

2(s2 + s7) + σ1
3(s3 + s6 + s8) + σ1

4(s4) + σ1
5(s5 + s9) = 0

elde edilir. Buradan

s2 + s7 = 0,

s3 + s6 + s8 = 0,
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s5 + s9 = 0,

denklem sistemi olu³ur. Böylece, Ker ∂2
∼= Z4 dür.

Son olarak, ∂3 dönü³ümü kullan�larak bir denklem sistemi elde edilir.

Uygun bir paket program� kullan�larak bu denklem sistemi çözülürse

Im ∂3
∼= Z4

bulunur. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

5.3 Dijital Singüler Kohomoloji Gruplar�

Bir Khalimsky dijital uzay� (Xm,κ, τX) için,

S∗(Xm,κ, τX) : ... −→ Sq+1(Xm,κ, τX)
∂q+1−→ Sq(Xm,κ, τX)

∂q−→ Sq(Xm,κ, τX)

bir singüler zincir kompleks olsun. Burada Sq(Xm,κ, τX) serbest de§i³meli grup

ve her q ≥ 0 için ∂q ◦ ∂q+1 = 0 d�r. Bu bölümde S(Xm,κ, τX) uzay� S(X)

ile gösterilecektir. A bir de§i³meli grup olsun. Yukar�daki zincir komplekse

Hom(., A) funktoru uygulan�rsa a³a§�daki uzun dizi elde edilir:

Hom(S∗(X), A) : 0 −→ Hom(S0(X), A) −→ ... −→ Hom(Sq−1(X), A)

Hom(∂q−1,A)−→ Hom(Sq(X), A)
Hom(∂q ,A)−→ Hom(Sq+1(X), A) −→ ...

q ≥ 0 için Hom(Sq(X), A) = Sq(X) ve Hom(∂q, A) = δq olarak al�n�rsa bu dizi

S∗(X) : 0 −→ S0(X) −→ ... −→ Sq−1(X)
δq−1

−→ Sq(X)
δq−→ Sq+1(X) −→ ...

³eklinde yaz�labilir. Sq(X) in elemanlar�naKhalimsky dijital e³zincir denir.

sq ∈ Sq ve dq+1 bir zincir olmak üzere ∂q+1 operatörünün

δq : Sqκ(X)→ Sq+1
κ (X) dual homomor�zmas�

< δqsq, dq+1 >:=< sq, ∂q+1d
q+1 >

³eklinde tan�mlan�r. Her q ≥ 0 için

δq+1 ◦ δq = Hom(∂q+1, A) ◦ Hom(∂q, A)

= Hom(∂q ◦ ∂q+1, A)

= Hom(0, A)

= 0
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e³itli§i vard�r. Burada S∗(X) kompleksine (Xm,κ, τX) Khalimsky dijital uzay�-

n�n singüler e³zincir kompleksi denir.

(Xm,κ, τX) Khalimsky dijital uzay� olsun.

• X uzay�n�n q. e³devir grubu olan Ker δq kümesi

Zq
κ(Xm, τX)

olarak tan�mlan�r. X uzay�n�n q. e³s�n�r grubu Im δq−1

Bq
κ(Xm, τX

³eklinde ifade edilir. Böylece X uzay�n�n q. singüler kohomoloji grubu

Hq
κ(Xm, τX) := Zq

κ(Xm, τX)/Bq
κ(Xm, τX)

bölüm grubudur.

Teorem 5.3.1. Her q ≥ 0 için Hq
κ, Khalimsky dijital singüler kompleksler ka-

tegorisinden de§i³meli gruplar kategorisine giden bir kontravaryant funktordur.

�spat. (Xm1,κ1 , τX) ve (Ym2,κ2 , τY ) Khalimsky dijital uzaylar ve

f : (Xm1,κ1 , τX) −→ (Ym2,κ2 , τY )

KD-(κ1, κ2) sürekli fonksiyon olsun. Notasyonu sadele³tirmek aç�s�ndan

(Xm1,κ1 , τX) uzay� X ve (Ym2,κ2 , τY ) uzay� Y ile gösterilecektir. z ∈ Zq
κ1

(X) için

f ∗ : Hq
κ1

(X) −→ Hq
κ2

(Y )

dönü³ümü f ∗(z+Bq
κ1

(X)) = f ∗(z)+Bq
κ2

(Y ) ³eklinde tan�ml�d�r. 1X : X −→ X

birim dönü³üm olmak üzere

[1X ]∗(z +Bq
κ1

(X)) = (1X)∗(z) +Bq
κ1

(X)

= (1X ◦ z) +Bq
κ1

(X)

= z +Bq
κ1

(X)

= 1Hq
κ1

(X)(z +Bq
κ1

(X))

sonucuna ula³�l�r. f : (Xm1,κ1 , τX) −→ (Ym2,κ2 , τY ) ve

g : (Ym2,κ2 , τY ) −→ (Zm3,κ3 , τZ) s�ras�yla KD-(κ1, κ2) ve KD-(κ2, κ3) sürekli
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fonksiyonlar olsun. z ∈ Bq
κ3

(Z) olmak üzere

Hq
κ3

(g ◦ f)(z +Bq
κ3

(Z)) = (g ◦ f)∗(z +Bq
κ3

(Z))

= (g ◦ f)∗(z) +Bq
κ1

(X)

= f ∗ ◦ g∗(z) +Bq
κ1

(X)

= f ∗(g∗(z) +Bq
κ2

(Y ))

= f ∗ ◦ g∗(z +Bq
κ3

(Z))

= Hq
κ2

(f) ◦Hq
κ3

(g)(z +Bq
κ3

(Z))

e³itliklerinden Hq
κ3

(g ◦ f) = Hq
κ2

(f) ◦Hq
κ3

(g) bulunur.

Önerme 5.3.1. X = {a = (0, 1), b = (−1, 0), c = (0, 0), d = (1, 0)} dijital

görüntüsünün dijital singüler kohomoloji gruplar�

H0
κ(X) ∼= Z, H1

κ(X) ∼= {0}, H2(X) ∼= {0}

³eklindedir.

�spat. Teorem 5.2.1' den

Hκ
n(X) =

 Z, n = 0

0, n = 1, 2

oldu§u bilinmektedir. q = 1, 2 için

Sqκ(X) = Hom(Sκq (X),Z) ∼= {0}

olup Hq
κ(X) = 0 d�r. Di§er taraftan q = 0 için

S0
κ(X) = Hom(Sκ0 (X),Z) = Z

dir. Böylece

0
δ−1

→ S0
κ(X)

δ0→ 0

k�sa tam dizisi elde edilir. Ker δ0 = S0
κ(X) = Z ve Im δ−1 = 0 oldu§undan X

in 0. boyuttaki singüler kohomoloji grubu H0
κ(X) = Z olarak bulunur.

�imdi Khalimsky dijital uzaylar�n singüler kohomoloji gruplar� için

Eilenberg-Steenrod aksiyomlar� ifade edilecektir (Munkres, 1984).

(1) Birim Aksiyomu (Xm,κ, τX) bir Khalimsky dijital uzay� olmak üzere

i : (Xm,κ, τX)→ (Xm,κ, τX) birim dönü³ümünün indirgedi§i dönü³üm
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i∗ : H∗κ(X) −→ H∗κ(X), birim homomor�zmas�d�r.

(2) Bile³ke Aksiyomu (Xm1,κ1 , τX), (Ym2,κ2 , τY ) ve (Zm3,κ3 , τZ) birer Kha-

limsky dijital uzay olmak üzere

f : (Xm1,κ1 , τX)→ (Ym2,κ2 , τY )

ve

g : (Ym2,κ2 , τY )→ (Zm3,κ3 , τZ)

s�ras�yla KD-(κ1, κ2) ve KD-(κ2, κ3) sürekli dönü³ümler ise (f ◦ g)∗ = f ∗ ◦ g∗

d�r.

(3) Boyut Aksiyomu (Xm,κ, τX) bir noktal� Khalimsky dijital uzay olsun. G

bir grup olmak üzere

Hq
κ(X,G) =

 G, q = 0

0, q > 0

d�r.

(4) Excision Aksiyomu (X,A) bir relatif Khalimsky dijital uzay olsun. G,

X in bir aç�k alt kümesi ve Ḡ ⊂ IntA olmak üzere

j : (X −G,A−G)→ (X,A)

dönü³ümü

H∗(j) : H∗κ(X,A)→ H∗κ(X −G,A−G)

izomor�zmas�n� indirger.

(5) Taml�k Aksiyomu (X,A) bir relatif Khalimsky dijital uzay ve i : A→ X

ile j : X → (X,A) kapsama dönü³ümleri olmak üzere

. . .→ Hq
κ(X,A)

j∗→ Hq
κ(X)

i∗→ Hq
κ(A)

δ∗→ Hq+1
κ (X,A)→ . . .

uzun tam dizisi mevcuttur.

5.4 Khalimsky Dijital Singüler Kohomoloji için Evrensel

Katsay� Teoremi

Bu bölümde, Khalimsky dijital uzaylar�n singüler kohomoloji gruplar�

için evrensel katsay� teoremi ele al�nacakt�r. �lk olarak Ext funktorunun

baz� özellikleri verilecektir. De§i³meli gruplar aras�ndaki homomor�zmalardan

olu³an A
f−→ B

g−→ C dizisinin tam olmas� için gerek ve yeter ³art
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Im f = Ker g olmas�d�r. Bir serbest de§i³meli grup, baz elemanlar�n�n sonlu

lineer kombinasyonu olarak tek türlü yaz�labilen bir de§i³meli gruptur. Her A

de§i³meli grubu için F serbest de§i³meli grup ve i kapsama dönü³ümü olmak

üzere

0 −→ R
i−→ F −→ A −→ 0

k�sa tam dizisi vard�r. M bir de§i³meli grup olmak üzere Hom(−,M)

kontravaryant funktoru yukar�daki tam diziye uygulan�rsa

0 −→ Hom(A,M) −→ Hom(F,G)
i#−→ Hom(R,M) −→ A −→ 0

dizisi elde edilir. Bu diziden Ext(A,M) funktoru

Ext(A,M) = cokeri# = Hom(R,M)/i#(Hom(F,M)).

olarak tan�mlan�r.

Teorem 5.4.1. (Prasolov, 2007) (Xm,κ, τX) bir Khalimsky dijital uzay olsun.

G bir de§i³meli grup ve Hκ
q (X) = Hκ

q (X;Z) olmak üzere

0 −→ Ext(Hκ
q−1(X), G)→ Hκ

q (X,G)→ Hom(Hκ
q (X), G)→ 0

k�sa tam dizisi vard�r. Ayr�ca

Hq
κ(X,G) ∼= Hom(Hκ

q (X), G)⊕ Ext(Hκ
q−1(X), G)

izomor�zmas� vard�r.

Önerme 5.4.1. X = {a = (−1, 0), b = (1, 0), c = (1, 1), d = (0,−1),

e = (2, 1)} dijital görüntüsünün Z2 katsay�l� singüler kohomoloji gruplar�

a³a§�daki gibidir:

H0(X,Z2) ∼= Z3
2, H1(X,Z2) ∼= {0}, H2(X,Z2) ∼= {0}.

�spat. Teorem 5.2.2'den

Hn(X) =

 Z3, n = 0

0, n = 1, 2

oldu§u bilinmektedir. Evrensel katsay� teoremini kullanarak, X in Z2 katsay�l�

singüler kohomoloji gruplar�n� a³a§�daki ³ekilde hesaplayabiliriz:

H0(X,Z2) ∼= Hom(Z3,Z2)⊕ Ext(0,Z2) ∼= Z3
2,

H1(X,Z2) ∼= Hom(0,Z2)⊕ Ext(Z3,Z2) ∼= {0},

H2(X,Z2) ∼= Hom(0,Z2)⊕ Ext(0,Z2) ∼= {0}.
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5.5 Khalimsky Dijital Singüler Kohomoloji için Künneth

Formülü

Bu bölümde singüler kohomoloji teorisi için Künneth formülü verile-

cektir. �lk olarak Tor funktorunun baz� özellikleri hat�rlat�lacakt�r. A ve B

de§i³meli gruplar olsun. A ⊗ B tensör çarp�m�, A × B üretecine sahip ve her

a, a
′ ∈ A ile b, b

′ ∈ B için

(a+ a
′
, b) = (a, b) + (a

′
, b) ve (a, b+ b

′
) = (a, b) + (a, b

′
)

özelliklerinin sa§land�§� bir de§i³meli gruptur. F , taban� A × B olan serbest

de§i³meli grup ve N , yukar�daki tüm özellikleri sa§layan F nin bir alt grubu

ise A ⊗ B = F/N dir. A bir de§i³meli grup olmak üzere F serbest de§i³meli

grubu için

0 −→ R
i−→ F −→ A −→ 0

k�sa tam dizisi vard�r. Bir B de§i³meli grubu için yukar�daki diziye − ⊗ B

kovaryant funktoru uygulan�rsa

0 −→ R⊗B i#⊗1B−→ F ⊗B −→ A⊗B −→ 0.

dizisi elde edilir. Bu diziden Tor(A,B) funktoru

Tor(A,B) = Ker(i# ⊗ 1B)

olarak tan�mlan�r (Rotman, 1998).

Teorem 5.5.1. (Munkres, 1984) (Künneth formülü)(Xm1,κ1 , τX) ve (Ym2,κ2 , τY )

Khalimsky dijital uzaylar olsun. q ≥ 0 ve bir M modülü için

Hq
κ∗(κ1,κ2)(X × Y ;M) ∼=

∑
i+j=q

H i
κ1

(X;M)⊗Hj
κ2

(Y ;M)

⊕
∑

p+q=q−1

Tor(Hp
κ1

(X;M), Hq
κ2

(Y ;M))

izomor�zmas� vard�r. E§er M = F bir cisim ise Tor funktoru a³ikar gruptur.

Bu durumda yukar�daki izomor�zma a³a§�daki gibi ifade edilebilir.

Hq
κ∗(κ1,κ2)(X × Y ;F) ∼=

∑
i+j=q

H i
κ1

(X;F)⊗Hj
κ2

(Y ;F).
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Önerme 5.5.1. X tek noktal� dijital görüntü ve

Y = {a = (−2, 1), b = (−2, 0), c = (0, 0), d = (1, 1), e = (2, 0)} ⊂ Z2

olsun. olmak üzere X × Y uzay�n�n katsay�l� 2. boyuta kadar olan Z katsay�l�

singüler kohomoloji gruplar� a³a§�daki gibidir.

H0
κ∗(κ1,κ2)(X×Y,Z) ∼= Z⊕Z, H1

κ∗(κ1,κ2)(X×Y,Z) ∼= {0}, H2
κ∗(κ1,κ2)(X×Y,Z) ∼= {0}.

�spat. X ve Y nin dijital kohomoloji gruplar�n�n

Hq
κ1

(X) =

 Z, q = 0

0, q 6= 0
ve Hq

κ2
(Y ) =

 Z2, q = 0

0, q = 1, 2

oldu§u bilinmektedir. Z burulmas�z bir grup oldu§undan Künneth formülü

Hq
κ∗(κ1,κ2)(X × Y ;Z) ∼=

∑
i+j=q

H i
κ1

(X;M)⊗Hj
κ2

(Y ;M)

³eklinde ifade edilir. Bu formülü kullan�rsak q = 0 için

H0
4 (X × Y ;Z) ∼= H0

2 (X;Z)⊗H0
2 (Y ;Z) ∼= Z⊕ Z,

q = 1 için

H1
4 (X × Y ;Z) ∼= (H0

2 (X;Z)⊗H1
2 (Y ;Z))⊕ (H1

2 (X;Z)⊗H0
2 (Y ;Z)) ∼= {0},

q = 2 için

H2
4 (X × Y ;Z) ∼= (H0

2 (X;Z)⊗H2
2 (Y ;Z))⊕ (H1

2 (X;Z)⊗H1
2 (Y ;Z))

⊕(H2
2 (X;Z)⊗H0

2 (Y ;Z))

∼= {0}

buluruz.

5.6 Khalimsky Dijital Uzaylar için Singüler Cup Çarp�m

�imdi Khalimsky dijital uzaylar üzerinde cup çarp�m�n in³as� verilecektir.

(Xm,κ, τX) bir Khalimsky dijital uzay olsun. G bir toplamsal grup olmak üzere

cup çarp�m tan�mlamak için G katsay�l� kohomoloji gruplar� ele al�nacakt�r.

ϕ ∈ Spκ(X;G) ve ψ ∈ Sqκ(X;G) e³zincirler için S ⊂ {0, 1, ..., p + q} ve

ιS, S taraf�ndan gerilen simpleksin kanonik gömme dönü³ümü olmak üzere bir
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singüler simpleks σ : ∆p+q −→ X üzerinde ϕ ^ ψ ∈ Sp+qκ (X;G) cup çarp�m�,

^: ϕ ∈ Spκ(X;G)× ψ ∈ Sqκ(X;G) −→ ϕ ^ ψ ∈ Sp+qκ (X;G)

(ϕ, ψ) 7−→ (ϕ ^ ψ)(σ) = ϕ(σ ◦ ι0,1,...,p).ψ(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

olarak tan�mlan�r.

Teorem 5.6.1. Khalimsky dijital uzay üzerinde cup çarp�m bilineerdir.

�spat. γ, γ1, γ2 ∈ Hp
κ(X,G1) ve µ, µ1, µ2 ∈ Hq

κ(X,G2) olsun.

((γ1 + γ2) ^ µ)(σ) = (γ1 + γ2)(σ ◦ ι0,1,...,p).µ(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

= (γ1(σ ◦ ι0,1,...,p) + γ2(σ ◦ ι0,1,...,p)).µ(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

= γ1(σ ◦ ι0,1,...,p).µ(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

+γ2(σ ◦ ι0,1,...,p).µ(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

= (γ1 ^ µ)(σ ◦ ι0,1,...,p+q) + (γ2 ^ µ)(σ ◦ ι0,1,...,p+q)

= (γ1 ^ µ+ γ2 ^ µ)(σ ◦ ι0,1,...,p+q)

ve

(γ ^ (µ1 + µ2))(σ ◦ ι0,1,...,p+q) = γ(σ ◦ ι0,1,...,p).(µ1 + µ2)(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

= γ(σ ◦ ι0,1,...,p).[(µ1(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

+µ2(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q))]

= γ(σ ◦ ι0,1,...,p).µ1(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

+γ(σ ◦ ι0,1,...,p).µ2(σ ◦ ιp,p+1,...,p+q)

= (γ ^ µ1)(σ ◦ ι0,1,...,p+q)

+(γ ^ µ2)(σ ◦ ι0,1,...,p+q)

= (γ ^ µ1 + γ ^ µ2)(σ ◦ ι0,1,...,p+q).

Böylece istenen sonuç elde edilir.

Teorem 5.6.2. Her a ∈ Sp(X;G) ve b ∈ Sq(X;G) için

δ(a ^ b) = δa ^ b+ (−1)pa ^ δb

e³itli§i vard�r.
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�spat. σ : ∆k+l+1 → X dönü³ümü için

δa ^ b(σ) =

p+1∑
i=0

(−1)ia(σ ◦ ι0,1,...,̂i,...,p+1).b(σ ◦ ιp+1,...,p+q+1)

ve

(−1)p(a ^ δb)(σ) =

p+q+1∑
i=p

(−1)ia(σ ◦ ι0,1,...,p).b(σ ◦ ιp,...,̂i,...,p+q+1)

olup iki denklemin taraf tarafa toplanmas�yla, ilk toplam�n ikinci terimi ile

ikinci toplam�n ilk terimi sadele³ece§inden ve

∂σ =

p+q+1∑
i=0

(−1)i(σ ◦ ιp,...,̂i,...,p+q+1)

oldu§undan

δ(a ^ b) = (a ^ b)(∂σ)

elde edilir.

Teorem 5.6.3. (Xm,κ, τX) bir Khalimsky dijital uzay� olsun. Dijital singüler

e³zincirler üzerindeki cup çarp�m birle³melidir. Ayr�ca 1X dijital singüler

e³zincir birim elemand�r.

�spat. Her γ ∈ Hp
κ(X,G), µ ∈ Hq

κ(X,G) ve ν ∈ Hr
κ(X,G) için

((γ ^ µ) ^ ν)(σ ◦ ι0,1,...,p+q+r) = (γ ^ µ)(σ ◦ ι0,1,...,p+q).ν(σ ◦ ιp+q,...,p+q+r)

= (γ(σ◦ι0,1,...,p).µ(σ◦ιp,...,p+q)).ν(σ◦ιp+q,...,p+q+r)

= γ(σ◦ι0,1,...,p).(µ(σ◦ιp,...,p+q).ν(σ◦ιp+q,...,p+q+r))

= γ(σ ◦ ι0,1,...,p).((µ ^ ν)(σ ◦ ιq+r,...,p+q+r))

= (γ ^ (µ ^ ν))(σ ◦ ι0,1,...,p+q+r)

oldu§undan cup çarp�m birle³melidir. Di§er taraftan

(1X ^ γ)(σ ◦ ι0,1,...,p) = 1X(σ ◦ ι0,1,...,p).γ(σ ◦ ι0,1,...,p)

= γ(σ ◦ ι0,1,...,p)

ve
(γ ^ 1X)(σ ◦ ι0,1,...,p) = γ(σ ◦ ι0,1,...,p).1X(σ ◦ ι0,1,...,p)

= γ(σ ◦ ι0,1,...,p)

e³itlikleri 1X 'in dijital singüler e³ zincir birim eleman oldu§unu verir.
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Teorem 5.6.4. µ ∈ Hp
κ(X,G) ve ν ∈ Hq

κ(X,G) e³devirleri için

µ ^ nu = (−1)pqν ^ µ

d�r.

�spat. Cup çarp�m tan�m�ndan

(µ ^ ν)(σ ◦ ι0,1,...,p+q) = µ(σ ◦ ι0,1,...,p).ν(σ ◦ ιp,...,p+q)

ve

(ν ^ µ)(σ ◦ ιp+q,...,0) = ν(σ ◦ ιp+q,...,p).µ(σ ◦ ιp,...,0)

yaz�labilir.

ιs,...,0 = (−1)s(s+1)/2ι0,...,s ve (p+ q)(p+ q + 1)− p(p+ 1)− q(q + 1) = 2pq

e³itliklerinden istenen sonuç elde edilir.

Teorem 5.6.5. (Xm,κ, τX) ve (Yn,κ, τY ) Khalimsky dijital uzaylar olsun.

f : (Xm,κ, τX)→ (Yn,κ, τY ) dijital sürekli fonksiyon ve µ ∈ Hp
κ(X,G) ile

ν ∈ Hq
κ(X,G) e³devirler ise

f ∗(µ ^ ν) = f ∗(µ) ^ f ∗(ν).

dir.

�spat. Cup çarp�m tan�m� kullan�larak a³a§�daki e³itlik elde edilir.

(f ∗(µ ^ ν))(σ ◦ ι0,1,...,p+q) = (µ ^ ν)(f ◦ σ ◦ ι0,1,...,p+q)

= µ(f ◦ σ ◦ ι0,1,...,p).ν(f ◦ σ ◦ ιp,...,p+q)

= f ∗(µ)(σ ◦ ι0,1,...,p+q).f ∗(ν)(σ ◦ ι0,1,...,p+q)

= (f ∗(µ) ^ f ∗(ν))(σ ◦ ι0,1,...,p+q).

Sonuç 5.6.1. Dijital cup çarp�m, Khalimsky dijital uzaylar�n�n kohomoloji

gruplar�na halka yap�s� verir.

�spat. Yukar�da tan�mlanan cup çarp�m i³lemi kohomoloji gruplar�na halka

yap�s� kazand�r�r.
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Örnek 5.6.1. Teorem 5.2.2'den X = {a = (−1, 0), b = (1, 0), c = (1, 1),

d = (0,−1), e = (2, 1)} dijital görüntüsünün dijital homoloji gruplar�n�n

Hκ
n(X) =

 Z3, n = 0

0, n = 1, 2

ve Teorem 5.4.1 'den ayn� görüntünün dijital kohomoloji gruplar�n�n

Hn
κ (X) =

 Z3, n = 0

0, n = 1, 2

oldu§u bilinmektedir. X de 7 tane 1-simpleks vard�r. Bu simpleksler kullan�la-

rak X uzay�n�n 1-e³devir gruplar� a³a§�daki gibi belirlenebilir:

ω = −(σ1
1)∗,

z = −(σ1
2)∗ − (σ1

6)∗,

α = −(σ1
3)∗ + (σ1

6)∗ + (σ1
7)∗,

β = −(σ1
4)∗,

γ = −(σ1
5)∗ − (σ1

7)∗.

ω, z, α, β, γ 1-e³devirlerinin cup çarp�m� ³öyledir:

(ω ^ ω)(σ2
1) = (ω ^ σ1

1).(ω ^ σ1
1) = −1.− 1 = 1,

(ω ^ z)(σ2
1) = (ω ^ σ1

1).(z ^ σ1
1) = −1.0 = 0,

(ω ^ α)(σ2
1) = (ω ^ σ1

1).(α ^ σ1
1) = −1.0 = 0,

(ω ^ β)(σ2
1) = (ω ^ σ1

1).(β ^ σ1
1) = −1.0 = 0,

(ω ^ γ)(σ2
1) = (ω ^ σ1

1).(γ ^ σ1
1) = −1.0 = 0,

(z ^ ω)(σ2
1) = (z ^ σ1

1).(ω ^ σ1
1) = 0.− 1 = 0,

(z ^ z)(σ2
7) = (z ^ σ1

2).(z ^ σ1
6) = −1.− 1 = 1,

(z ^ α)(σ2
6) = (z ^ σ1

6).(α ^ σ1
3) = −1.− 1 = 1,

(z ^ β)(σ2
1) = (z ^ σ1

1).(β ^ σ1
1) = 0.0 = 0,

(z ^ γ)(σ2
1) = (z ^ σ1

1).(γ ^ σ1
1) = 0.0 = 0,

(α ^ ω)(σ2
1) = (α ^ σ1

1).(ω ^ σ1
1) = 0.− 1 = 0,

(α ^ z)(σ2
6) = (α ^ σ1

6).(z ^ σ1
3) = −1.0 = 0,

(α ^ α)(σ2
8) = (α ^ σ1

7).(α ^ σ1
3) = 1.− 1 = −1,

(α ^ β)(σ2
4) = (α ^ σ1

4).(β ^ σ1
4) = 0.− 1 = 0,

(α ^ γ)(σ2
9) = (α ^ σ1

5).(γ ^ σ1
7) = 0.1 = 0,
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(β ^ ω)(σ2
4) = (β ^ σ1

4).(ω ^ σ1
4) = −1.0 = 0,

(β ^ z)(σ2
4) = (β ^ σ1

4).(z ^ σ1
4) = −1.0 = 0,

(β ^ α)(σ2
4) = (β ^ σ1

4).(α ^ σ1
4) = −1.0 = 0,

(β ^ β)(σ2
4) = (β ^ σ1

4).(β ^ σ1
4) = −1.− 1 = 1,

(β ^ γ)(σ2
4) = (β ^ σ1

4).(γ ^ σ1
4) = −1.0 = 0,

(γ ^ ω)(σ2
1) = (γ ^ σ1

1).(ω ^ σ1
1) = 0.− 1 = 0,

(γ ^ z)(σ2
1) = (γ ^ σ1

1).(z ^ σ1
1) = 0.0 = 0,

(γ ^ α)(σ2
8) = (γ ^ σ1

7).(α ^ σ1
3) = −1.− 1 = 1,

(γ ^ β)(σ2
5) = (γ ^ σ1

5).(β ^ σ1
5) = −1.0 = 0,

(γ ^ γ)(σ2
9) = (γ ^ σ1

5).(γ ^ σ1
7) = −1.− 1 = 1.

Yukar�daki i³lemler birle³tirilirse a³a§�daki cup çarp�m tablosuna ula³�l�r:

^ ω z α β γ

ω 1 0 0 0 0

z 0 1 1 0 0

α 0 0 -1 0 0

β 0 0 0 1 0

γ 0 0 1 0 1
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6 D�J�TAL TOPOLOJ�DE KÜME DE�ERL�

FONKS�YONLAR

1990'l� y�llar�n ortalar�nda Kovalevsky (Kovalevsky, 1994) taraf�ndan

küme de§erli fonksiyon kavram� tan�mlanm�³t�r. Daha sonra Tsaur ve Smyth

(Tsaur and Smyth, 2001) sürekli küme de§erli dijital fonksiyonu incelenmi³tir.

2010' lara gelindi§inde Escribano, Giraldo ve Sastre (Escribano, Giraldo and

Sastre, 2008) taraf�ndan süreklilik kavram� daha da karakterize edilmi³tir.

Daha sonras�nda (Escribano, Giraldo and Sastre, 2012) erozyon, dilasyon,

açma ve kapama gibi morfolojik i³lemler ele al�narak, sürekli küme de§erli

fonksiyonlar�n s�n��ama yoluna gidilmi³tir. Basit noktalar�n silinmesi kavram�

sürekli küme de§erli fonksiyonlar taraf�ndan karakterize edilmi³tir. Son olarak

küme de§erli dijital retraksiyon tan�m� verilip, tek de§erli dijital retraksiyon

ile aras�ndaki farka de§inilmi³tir.

2014 y�l� itibariyle Boxer (Boxer, 2014) bu konuda çe³itli çal�³malar yap-

m�³t�r. Boxer çekinik dönü³ümler yard�m�yla sürekli küme de§erli fonksiyonlar�

s�n��ama yoluna gitmi³tir. Daha sonra ba§lant�l�§� koruyan dönü³ümler ile

sürekli küme de§erli fonksiyonlar aras�ndaki ili³kiyi vermi³tir. Bu çal�³malara

ek olarak, zay�f ve güçlü süreklilik kavram�n� tan�mlam�³ ve bu yap�y�

kullanarak ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³üm ile sürekli küme de§erli fonksiyonlar

aras�ndaki ba§�nt� incelenmi³tir.

Yukar�da bahsedilen yap�n�n kurulmas�ndaki temel amaç, Euclidean

uzayda sa§lanan baz� özelliklerin dijital uzaylarda sa§lanmamas�d�r. Örne§in;

Euclidean uzayda çember bir halkan�n retrakt�d�r fakat dijital görüntülerde

bu sa§lanmaz. Sürekli küme de§erli fonksiyonlar yard�m�yla dijital çember bir

dijital halkan�n dijital retrakt� olur.

Tan�m 6.0.1. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2008) Zn nin r.alt bölüntüsü,

Znr = {(z1

3r
,
z2

3r
, ...,

zn
3r

)|(z1, z2, ..., zn) ∈ Zn}

³eklinde ifade edilir. (z
′
1, z

′
2, ..., z

′
n), ( z1

3r
, z2

3r
, ..., zn

3r
) e yak�n bir nokta olmak üzere

ir : Znr −→ Zn

(
z1

3r
,
z2

3r
, ...,

zn
3r

) 7−→ (z
′

1, z
′

2, ..., z
′

n)

bir kapsama dönü³ümüdür.
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�ekil 6.1'de (Escribano, Giraldo and Sastre, 2008) bir dijital görüntünün

birinci alt bölüntü kümesi verilmi³tir:

�ekil 6.1: Bir dijital görüntünün 1. alt bölüntü kümesi

Bundan sonraki k�s�mda notasyon sadeli§i olmas� aç�s�ndan bir X dijital

görüntüsünün r. alt bölüntü kümesi

S(X, r) = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Znr |(bx1c, bx2c, ..., bxnc) ∈ X}

olarak gösterilecektir. Bölüntü uzaylar�nda Zn üzerindeki yak�nl�k ba§�nt�s�n-

dan indirgenen yeni bir yak�nl�k ba§�nt�s�dan bahsetmek mümkündür. Bir

ba³ka deyi³le (z1/r, z2/r, ..., zn/r) ve (z
′
1/r, z

′
2/r, ..., z

′
n/r) noktalar� Znr üzerinde

κ-yak�nd�r ancak ve ancak (z1, z2, ..., zn) and (z
′
1, z

′
2, ..., z

′
n) noktalar� Zn de

κ-yak�nd�r.

Er : S(X, r) −→ X

(x1, x2, ..., xn) 7−→ (bx1c, bx2c, ..., bxnc)

dönü³ümü bir gömme dönü³ümüdür.

X ⊂ Zm ve Y ⊂ Zn olsun. f : S(X, r)→ Y fonksiyonu

F : X −→ Y

x 7−→ F (x) =
⋃

x′∈E−1
r (x)

{f(x
′
)}

küme de§erli fonksiyonunu indirger. f fonksiyonuna F için bir destek

fonksiyonu denir.

Tan�m 6.0.2. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2008) (X, κ) ⊂ Zm, (Y, λ) ⊂ Zn

ve r ∈ Z+ için f : S(X, r)→ Y bir (κ, λ)-sürekli fonksiyonu F : X ( Y (κ, λ)

küme de§erli fonksiyonunu indirgerse F ye sürekli küme de§erli fonksiyon

denir.
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Önerme 6.0.1. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2012) F : X ( Y bir

(κ, κ
′
)-sürekli küme de§erli fonksiyon olsun.

• Her x ∈ X için F (x) ba§lant�l�d�r.

• x ↔κ y ∈ X olmak üzere F (x) ∪ F (y) kümesi Y nin κ
′
-ba§lant�l� bir alt

kümesidir.

• A ⊂ X ba§lant�l� küme için F (A) ba§lant�l�d�r.

�spat. F : X ( Y bir (κ, κ
′
)-sürekli küme de§erli fonksiyon olsun. Küme

de§erli fonksiyonlar�n süreklili§inden F dönü³ümünün ba§lant�l�§� korudu§u

aç�kt�r. Böylece istenen sonuçlar elde edilir.

x ↔κ y ∈ X olsun. F dönü³ümü sürekli oldu§undan ba§lant�l�l�§�

koruyan bir dönü³ümdür. Böylece yak�n noktalar�n F alt�ndaki görüntü

kümeleri de yak�n alt kümelerdir.

Hipotezden, F : X ( Y bir (κ, κ
′
)-sürekli küme de§erli fonksiyondur. F

sürekli oldu§undan ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³ümdür. Buradan istenen sonuç

elde edilir.

Önerme 6.0.2. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2008) F : X ( Y bir (κ, κ
′
)-

sürekli küme de§erli fonksiyon ve X
′ ⊂ X ise F |X′ : X

′
( Y bir (κ, κ

′
)-sürekli

küme de§erli fonksiyondur.

�spat. F : X ( Y sürekli bir fonksiyon oldu§undan f : S(X, r) → Y sürekli

dönü³ümü vard�r. X
′ ⊂ X oldu§undan S(X

′
, r) ⊂ S(X, r) dir. Tek de§erli

sürekli bir dijital fonksiyonun k�s�tlan�³� da sürekli oldu§undan

f
′
: S(X

′
, r)→ Y

süreklidir. Buradan F
′
: X

′
( Y sürekli bir fonksiyondur.

X ⊂ Zm ve κ = 3m − 1 olmak üzere F : X ( Y bir (κ, κ
′
)-sürekli küme

de§erli fonksiyon ve G : Y ( Z bir (κ
′
, κ
′′
)-sürekli küme de§erli fonksiyon ise

G ◦ F : X ( Z bir (κ, κ
′′
)-sürekli küme de§erli fonksiyondur (Giraldo and

Sastre, 2015).

6.1 Ba§lant�l�l�§� Koruyan Dönü³ümler

Tan�m 6.1.1. (Boxer and Staecker, 2016a) Bir küme de§erli fonksiyon

F : X ( Y için her A ⊂ X ba§lant�l� iken F (A) ⊂ Y ba§lant�l� oluyor ise F

ye ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³üm denir.
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Teorem 6.1.1. (Boxer and Staecker, 2016a) (X, κ) ⊂ (Zn, κ) için F : X ( Y

bir sürekli küme de§erli fonksiyon ise F ba§lant�l�§� korur.

�spat. Önerme 6.0.1 den, X in tüm ba§lant�l� alt kümesi A için F (A)

ba§lant�l�d�r. Ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³üm tan�m�ndan istenen sonuç elde

edilir.

Teorem 6.1.2. (Boxer and Staecker, 2016a) f : X ( Y fonksiyonun

ba§lant�l�l�§� korumas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ko³ullar� sa§lamas�d�r;

• Her x ∈ X için f(x), Y nin ba§lant�l� alt kümesidir.

• Her yak�n x, x
′ ∈ X elemanlar� için f(x) ve f(x

′
) de yak�nd�r.

�spat. (⇐) : f dönü³ümünün yukar�daki iki ko³ulu sa§lad�§�n� kabul edelim.

A ba§lant�l� olsun, bu durumda f(A) n�n da ba§lant�l� oldu§u gösterilmelidir.

y, y
′ ∈ A olsun. Bu durumda y ve y

′
nü içeren ba§lant�l� bir B ⊂ f(A) kümesi

bulunabilir. O halde y ile y
′
aras�nda f(A) da bir yol vard�r. y, y

′ ∈ f(A)

oldu§undan y ∈ f(x) ve y
′ ∈ f(x

′
) olacak ³ekilde x, x

′ ∈ A vard�r. A

ba§lant�l� oldu§undan xi ∈ A olmak üzere xi ve xi+1 yak�n olacak ³ekilde

x = x0, x1, ..., xk = x
′
yolu vard�r.

Hipotezden f(xi) ler ba§lant�l�d�r ve her i için f(xi) ve f(xi+1) kümeleri

yak�nd�r. Bu durumda

B =
k⋃
i=0

f(xi)

ba§lant�l�d�r. O halde y ve y
′
noktalar�n� içeren B ⊂ f(A) bulunabildi§inden

f(A) ba§lant�l�d�r.

(⇒) : f ba§lant�l�l�§� koruyan bir dönü³üm olsun. �lk ko³ulun ispat�

f(x) = f({x}) ve {x} ba§lant�l� oldu§undan aç�kt�r. �kinci ko³ulun ispat�

için x, x
′ ∈ X yak�n noktalar� ele al�ns�n. f(x) ve f(x

′
) nün yak�n oldu§u

gösterilmelidir. x ve x
′
yak�n oldu§undan {x, x′} ba§lant�l� bir kümedir. O

halde f({x, x′}) = f({x}) ∪ f({x′}) de ba§lant�l�d�r. Bu durumda f(x) ile

f(x
′
) yak�n olmal�d�r.

Önerme 6.1.1. (Boxer and Staecker, 2016a) X ve Y dijital uzaylar olsun. Y

nin ba§lant�l� oldu§unu kabul edelim. Her x ∈ X için F (x) = Y ile tan�mlanan

F : X ( Y küme de§erli fonksiyonu ba§lant�l�l�§� korur.
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�spat.Her {x} ⊂ X için F (x) = Y ba§lant�l� bir küme oldu§undan F

ba§lant�l�l�§� koruyan bir dönü³ümdür.

Önerme 6.1.2. (Boxer and Staecker, 2016a) (X, κ) ve (Y, λ) dijital uzaylar

olsun. F : X ( Y örten küme de§erli fonksiyonu için X sonlu ve Y sonsuz

ise F sürekli de§ildir.

�spat. F örten, X sonlu ve Y sonsuz oldu§undan F (x
′
) sonsuz bir küme olacak

³ekilde x
′ ∈ X vard�r. Buradan F yi indirgeyen f : S(X, r) → Y tek de§erli

fonksiyonu yoktur. Çünkü böyle bir fonksiyon için

⋃
x∈E−1

r (x′ )

{f(x)}

sonlu bir kümedir.

Teorem 6.1.3. (Boxer, 2014) f : (X, κ)→ (Y, λ) sürekli ve örten dönü³ümü-

nün çekinik dönü³üm olmas� için gerek ve yeter ³art her λ-ba§lant�l� B ⊆ Y

alt kümesi için f−1(B) nin de κ-ba§lant�l� olmas�d�r.

�spat. �lk olarak f dönü³ümünün çekinik oldu§unu kabul edelim. λ-ba§lant�l�

B ⊆ Y alt kümesi al�ns�n. {b0, b1} ⊆ f−1(B) olsun. O halde p0 = f(b0) ∈ B,

pm = f(b1) ∈ B ve i ∈ {0, 1, ...,m− 1} için pi ve pi+1 noktalar� λ-yak�n olacak

³ekilde {pi}mi=0 ⊂ B kümesi vard�r. Bu durumda {b0, b1} a³a§�daki ³ekilde

tan�mlanan C ba§lant�l� kümesinin bir alt kümesidir.

C =
m−1⋃
i=0

f−1({pi, pi+1})

Bu nedenle, f−1(B) in κ-ba§lant�l� oldu§u sonucuna ula³�l�r. �spat�n yeter yönü

çekinik dönü³üm tan�m�ndan aç�kt�r.

Her x ∈ X için F (x) = Y ³eklinde tan�ml� F : X ( Y küme de§erli

fonksiyon olsun. X sonlu ve Y sonsuz ba§lant�l� bir küme olmak üzere F

ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³ümdür fakat sürekli de§ildir.

Teorem 6.1.4. (Boxer and Staecker, 2016a) F : X ( Y ve G : Y ( Z

ba§lant�l�l�§� koruyan dönü³ümler ise G ◦ F : X ( Z ba§lant�l�l�§� korur.

�spat. A ⊂ X ba§lant�l� olsun. F ba§lant�l�l�§� korudu§undan F (A) ba§lant�-

l�d�r ve G ba§lant�l�l�§� korudu§undan G(F (A)) ba§lant�l�d�r.
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X ve Y dijital uzaylar olsun. F : X ( Y sürekli küme de§erli örten bir

dönü³üm olmak üzere F çekinik bir dönü³üm olmas� için gerek ve yeter ³art

F−1 : Y ( X ba§lant�l�§� koruyan küme de§erli fonksiyon olmas�d�r (Boxer

and Staecker, 2016a).

F : X ( Y bir küme de§erli fonksiyon olsun.

• X deki her x, y yak�n çifti için F (x) ve F (y) alt kümeleri Y nin yak�n alt

kümesi ise F ye zay�f sürekli denir.

• X deki her x, y yak�n çifti için F (x) in her noktas� F (y) nin baz� noktalar�na

e³it yada yak�n ve F (y) in her noktas� F (x) nin baz� noktalar�na e³it yada

yak�n ise F ye güçlü sürekli denir (Tsaur and Smyth, 2001).

Önerme 6.1.3. (Boxer, 2017c) F : X ( Y bir küme de§erli fonksiyon olsun.

F ba§lant�l�l�§� korur ancak ve ancak F zay�f sürekli ve her x ∈ X için F (x)

ba§lant�l�d�r.

�spat. Zay�f süreklilik tan�m�ndan ve Teorem 6.1.2'den istenen sonuç elde

edilir.

Önerme 6.1.4. (Boxer, 2017c) F : X ( Y bir küme de§erli fonksiyon olsun.

F güçlü sürekli ve her x ∈ X için F (x) ba§lant�l� ise F ba§lant�l�l�§� korur.

�spat. Teorem 6.1.2'den her x ∈ X için F (x) ba§lant�l� ve her yak�n x, x
′ ∈ X

elemanlar� için F (x) ve F (x
′
) de yak�n iken F ba§lant�l�§� korur. Hipotezden

F güçlü sürekli oldu§undan her yak�n x, x
′ ∈ X elemanlar� için F (x) ve F (x

′
)

de yak�nd�r ve yine hipotezden her x ∈ X için F (x) ba§lant�l� oldu§undan F

dönü³ümü ba§lant�l�§� korur.

Örnek 6.1.1. (Boxer and Staecker, 2016a)

F : [2, 3]Z ( [2, 4]Z

2 7→ {2}

3 7→ {3, 4}

küme de§erli dönü³ümü sürekli ve zay�f süreklidir. Fakat bu dönü³üm güçlü

sürekli de§ildir.
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Örnek 6.1.2. (Boxer and Staecker, 2016a)

G : [2, 3]Z ( [2, 4]Z

2 7→ {3}

3 7→ {2, 4}

küme de§erli dönü³ümü zay�f ve güçlü süreklidir. Di§er taraftan G dönü³ümü

ba§lant�l�l�§� koruyan bir dönü³üm olmad�§�ndan sürekli de de§ildir.

F : X ( Y küme de§erli fonksiyon olsun. F güçlü sürekli ve her x ∈ X

için F (x) ba§lant�l� ise F ba§lant�l�l�§� korur (Boxer and Staecker, 2016a).

X ve Y dijital uzaylar olmak üzere F : X ( Y küme de§erli fonksiyonu

her x ∈ X için F (x) = Y ³eklinde tan�mlans�n.

i) F hem zay�f hem de güçlü süreklidir.

ii) F nin ba§lant�l�l�§� korumas� için gerek ve yeter ³art Y nin ba§lant�l� bir

küme olmas�d�r (Boxer and Staecker, 2016a).

Teorem 6.1.5. (Boxer, 2017c) F : (X, κ) ( (Y, λ) ve G : (Y, λ) ( (Z, µ)

herhangi iki küme de§erli fonksiyon olsun.

a) F ve G zay�f sürekli ise G ◦ F de zay�f süreklidir.

b) F ve G güçlü sürekli ise G ◦ F de güçlü süreklidir.

�spat. a) F ve G zay�f sürekli ve x ↔κ x
′
olsun. F zay�f oldu§undan y↔λy

′

olacak ³ekilde y ∈ F (x) ve y
′ ∈ F (x

′
) vard�r. Buradan w↔µw

′
olacak ³ekilde

w ∈ G(y) ⊂ G ◦ F (x) ve w
′ ∈ G(y

′
) ⊂ G ◦ F (x

′
) vard�r. Öyleyse G ◦ F zay�f

süreklidir.

b) F ve G güçlü sürekli ve x ↔κ x
′
olsun. Her y ∈ F (x) için y↔λy

′
olacak

³ekilde y
′ ∈ F (x

′
) vard�r. Buradan her w ∈ G(y) ⊂ G◦F (x) için w↔µw

′
olacak

³ekilde w
′ ∈ G(y

′
) ⊂ G◦F (x

′
) vard�r. y, F (x) in key� bir eleman� oldu§undan

her w ∈ G ◦ F (x) için w↔µw
′
olacak ³ekilde w

′ ∈ G ◦ F (x
′
) vard�r. Benzer

³ekilde her w
′ ∈ G(y) ⊂ G ◦ F (x

′
) için w↔µw

′
olacak ³ekilde w ∈ G ◦ F (x)

mevcuttur. Sonuç olarak G ◦ F güçlü süreklidir.

6.2 Evrensel Küme De§erli Fonksiyonlar

(X, κ) ve (Y, λ) dijital görüntüler olsun. Herhangi bir G : X ( Y sürekli

küme de§erli fonksiyonu için F (x) ↔λ G(x) olacak ³ekilde bir x ∈ X varsa
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F : X ( Y sürekli küme de§erli fonksiyonuna evrensel küme de§erli

fonksiyon denir.

Teorem 6.2.1. (X, κ) ve (Y, λ) dijital görüntüler olsun. U ⊂ X için

F |U : (U, κ) ( (Y, λ) evrensel küme de§erli fonksiyon ise F : (X, κ) ( (Y, λ)

fonksiyonu da evrensel küme de§erlidir.

�spat. H : X ( Y sürekli küme de§erli fonksiyon olsun. F dönü³ümünün U

ya k�s�tlan�³� evrensel oldu§undan

H(u) = H|U(u)↔ F |U(u) = F (u)

olacak ³ekilde u ∈ U ⊂ X vard�r. Sonuç olarak (X, Y ) ikilisi için F bir evrensel

dönü³ümdür.

Teorem 6.2.2. X ve Y dijital görüntüler olsun. |X| > 1 ve |Y | > 1 olmak

üzere her x ∈ X için F (x) = Y ³eklinde tan�ml� F : X ( Y dönü³ümü

evrenseldir.

�spat. Evrensel dönü³üm ve F fonksiyonunun tan�m�ndan istenen sonuç elde

edilir.

Teorem 6.2.3. (Boxer, Ege, Karaca, Lopez and Louwsma, 2016b) (X, κ),

(Y, λ) ve (Z, β) dijital görüntüler olsun. f : X → Y ve g : Y → Z dönü³ümleri

s�ras�yla (κ, λ) ve (λ, β)-sürekli fonksiyonlar olsun. g ◦ f evrensel dönü³üm ise

g de evrensel bir dönü³ümdür.

Uyar�: Teorem 6.2.3 dijital küme de§erli fonksiyonlar için sa§lanmaz:

Örnek 6.2.1. n > 3 olmak üzere Cn bir dijital basit kapal� e§ri olsun. Her

x ∈ Cn için

F : Cn ( Cn

x 7→ Cn

küme de§erli fonksiyonunun sürekli oldu§u aç�kt�r. G dönü³ümü Cn üzerinde

birim dönü³üm olsun. G ◦ F = F evrenseldir fakat G dönü³ümü evrensel bir

dönü³üm de§ildir. 2 noktaya göre Cn nin bir rotasyonunu h olarak alabiliriz.

Böylece Cn e§risinde h(x) ile G(x) = x noktas�n� yak�n yapacak bir x noktas�

yoktur.
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Teorem 6.2.4. (Boxer, Ege, Karaca, Lopez and Louwsma, 2016b)

g : (U, µ)→ (X, κ) ve h : (Y, λ)→ (V, ν) dijital izomor�zmalar ve f : X → Y

bir (κ, λ)-sürekli dönü³üm olsun. A³a§�daki ifadeler birbirine denktir:

(1) f dönü³ümü (X, Y ) için evrenseldir.

(2) f ◦ g evrenseldir.

(3) h ◦ f evrenseldir.

Uyar�: Örnek 6.2.1'den, Teorem 6.2.4 dijital küme de§erli fonksiyonlar için

sa§lanmaz.

6.3 Yakla³�k Sabit Nokta Teoremi

A ile B dijital görüntüler ve F : A( B bir küme de§erli fonksiyon olsun.

• F (a) = F (b) iken a = b ise F dönü³ümüne injektif denir.

• a 6= b iken F (a) ∩ F (b) = ∅ ise F dönü³ümüne mutlak injektif denir.

• Her b ∈ B için b ∈ F (a) olacak ³ekilde öyle bir a ∈ A varsa F dönü³ümüne

surjektif denir.

• 1A : A ( A bijektif dönü³üm olsun. Her a ∈ A için a ∈ 1A(a) ise 1A

dönü³ümüne birim dönü³üm denir.

(X, κ) bir dijital görüntü ve F : X ( X sürekli küme de§erli fonksiyon

olsun. p ∈ F (p) veya F (p) ile {p} kümeleri κ-yak�n ise p noktas�na F nin

yakla³�k sabit noktas� denir. (X, κ) dijital görüntüsüne de yakla³�k sabit

nokta özelli§ine sahiptir denir.

Teorem 6.3.1. (X, κ) bir dijital görüntü ve |X| > 1 olsun. (X, κ) yakla³�k

sabit nokta özelli§ine sahiptir ancak ve ancak (X,X) için küme de§erli birim

fonksiyon evrensel dönü³ümdür.

�spat. (⇒) F : X ( X küme de§erli fonksiyon olsun. Hipotezden {p} ↔ F (p)

olacak ³ekilde p ∈ X vard�r. Böylece (X,X) için 1X evrensel bir dönü³ümdür.

(⇐) (X,X) için 1X evrensel fonksiyon olsun. F : X ( X küme de§erli bir

fonksiyon için {p} ∈ 1X(p)↔ F (p) olacak ³ekilde p ∈ X vard�r. Sonuç olarak

(X, κ) yakla³�k sabit nokta özelli§ine sahiptir.

Teorem 6.3.2. (Xi, cni) ⊂ Zni dijital görüntüleri olsun. i = 1, 2, ...,m için

s =
∑m

i=1 ni olsun. X =
∏m

i=1Xi ⊂ Zs için (X, cs) yakla³�k sabit nokta

özelli§ine sahip ise her bir (Xi, cni) yakla³�k sabit nokta özelli§ine sahiptir.
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�spat. (X, cs) yakla³�k sabit nokta özelli§ine sahip olsun. i = 1, 2, ...,m için

Fi : Xi ( Xi sürekli küme de§erli fonksiyon olsun. Buradan

F : X ( X

(x1, x2, ..., xm) 7→ (F1(x1), F2(x2), ..., Fm(xm))

(cs, cs)-sürekli fonksiyonu vard�r. 1X dönü³ümü (X,X) için evrenseldir.

x∗ ↔cs F (x∗) olacak ³ekilde xi,∗ ∈ Xi için bir x∗ = (x1,∗, x2,∗, ..., xm,∗) ∈ X

noktas� vard�r. O halde her i ∈ {0, 1, ...,m} için xi,∗ ↔cni
Fi(xi,∗) d�r. Sonuç

olarak her bir Fi : Xi ( Xi dönü³ümü yakla³�k sabit noktaya sahiptir.

Teorem 6.3.3. (X, c = 3n − 1) ⊂ Zn bir dijital görüntü ve R : X ( Y ,

(c, c)-retraksiyon olsun. E§er (Y, c) yakla³�k sabit noktaya sahip ise (X, c) de

yakla³�k sabit noktaya sahiptir.

�spat. R : X ( Y küme de§erli retraksiyon ve F : Y ( Y sürekli küme

de§erli dönü³üm olsun. (Y, c) yakla³�k sabit noktaya sahip oldu§undan

y ∈ F (y) veya {y} ↔c F (y)

olacak ³ekilde y ∈ Y vard�r. I : Y ( X kapsama dönü³ümü için y ∈ I(y) ⊂ X

oldu§undan ve

X
R
( Y

F
( Y

I
( X

için G = I ◦ F ◦R olmak üzere

G(y) = I ◦ F ◦R(y) = I ◦ F (y)

e³itli§i mevcuttur. I kapsama dönü³ümü ve y ∈ F (y) oldu§undan y ∈ G(y)

olur.

6.4 Küme De§erli Fonksiyonlarda Dijital Sime³ Çarp�m

�çin Baz� Sonuçlar

Önerme 6.4.1. (Boxer, 2017a) (A,α), (B, β), (C, γ) ve (D, δ) dijital görün-

tüler olsun. f : (A,α) → (C, γ) ve g : (B, β) → (D, δ) olmak üzere f ve g

sürekli dönü³ümlerdir ancak ve ancak

f × g : (A×B, k∗(α, β)) −→ (C ×D, k∗(γ, δ))

(f × g)(a, b) 7−→ (f(a), g(b))

³eklinde tan�mlanan dönü³üm süreklidir.
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�spat. f ve g sürekli olsun. (a, b) ile (a
′
, b
′
) birbirine k∗(α, β)-yak�n olsun. a

ve a
′
e³it veya α-yak�nd�r. Böylece f(a) ve f(a

′
) e³it veya γ-yak�nd�r. Benzer

³ekilde b ve b
′
e³it veya β-yak�n oldu§undan g(b) ve g(b

′
) e³it veya δ-yak�nd�r.

Normal çarp�m yak�nl�k tan�m�ndan (f × g)(a, b) ve (f × g)(a
′
, b
′
) e³it veya

k∗(γ, δ)-yak�nd�r. Sonuç olarak f × g yak�nd�r.

Di§er taraftan, f × g sürekli olsun. p1(x, y) = x ve p2(x, y) = y ile tan�mlanan

p1 : (X × Y, k∗(κ, λ))→ (X, κ)

ve

p2 : (X × Y, k∗(κ, λ))→ (Y, λ)

izdü³üm dönü³ümleri süreklidir. Sürekli fonksiyonlar�n bile³kesi de sürekli

oldu§undan f = p1 ◦ (f × g) ve g = p2 ◦ (f × g) süreklidir.

Önerme 6.4.2. (X, κ) ve (Y, λ) dijital görüntüler olsun. (A, κ) ⊂ (X, κ)

olmak üzere f : (X, κ) → (Y, λ) sürekli dönü³ümünün (A, κ) ya k�s�tlan�³�

da süreklidir.

�spat. i : (A, κ) → (X, κ) dijital kapsama dönü³ümü süreklidir. �ki sürekli

fonksiyonun bile³kesi sürekli oldu§undan

f ◦ i : (A, κ)→ (Y, λ)

süreklidir.

Önerme 6.4.3. (X, κ) ve (Y, λ) dijital görüntüler olsun. (Z, λ) ⊂ (Y, λ)

λ-ba§lant�l� olmak üzere f : (X, κ)→ (Y, λ) sürekli fonksiyonu için f(X) ⊂ Z

iken f := f
′
: (X, κ)→ (Z, λ) dönü³ümü de süreklidir.

�spat. f sürekli oldu§undan X in her κ-ba§lant�l� alt kümesi A için f(A) ⊂ Y

λ-ba§lant�l�d�r. Ayr�ca

f
′
(A) = f(A) ⊂ f(X) ⊂ Z ⊂ Y

oldu§undan f
′
(A), λ-ba§lant�l�d�r.

Teorem 6.4.1. (X, κ), (X
′
, κ), (Y, λ) ve (Y

′
, λ) dijital görüntüler olsun. f ,

F : X ( Y yi indirgeyen sürekli fonksiyon ve g, G : X
′
( Y

′
yi indirgeyen
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sürekli tek de§erli fonksiyon olmak üzere (f×g)(S(X, r)∧S(X
′
, r)) ⊂ (Y ∧Y ′)

ise

F ∧G : X ∧X ′ ( Y ∧ Y ′

küme de§erli fonksiyonu süreklidir.

�spat. F ve G sürekli küme de§erli fonksiyon olsun. r ∈ N olmak üzere F ve

G yi indirgeyen

f : S(X, r)→ Y

ve

g : S(X
′
, r)→ Y

′

sürekli tek de§erli dönü³ümler vard�r. Önerme 6.4.1' den,

f × g : S(X, r)× S(X
′
, r)→ Y × Y ′

ve Önerme 6.4.2' den

(f × g)|
S(X,r)∧S(X′ ,r)

: S(X, r) ∧ S(X
′
, r)→ Y × Y ′

süreklidir. Hipotezden, f × g(S(X, r) ∧ S(X
′
, r)) ⊂ (Y ∧ Y ′) oldu§undan ve

Önerme 6.4.3' den

(f × g)|
S(X,r)∧S(X′ ,r)

: S(X, r) ∧ S(X
′
, r)→ Y ∧ Y ′

süreklidir. Sonuç olarak (f × g)|
S(X,r)∧S(X′ ,r)

sürekli dönü³ümü

F ∧G : X ∧X ′ ( Y ∧ Y ′

küme de§erli dönü³ümünü indirger.

Sonuç 6.4.1. (X, κ), (X
′
, κ), (Y, λ) ve (Y

′
, λ) dijital görüntüler olsun.

F ∧G : X ∧X ′ ( Y ∧ Y ′

sürekli küme de§erli fonksiyonu ba§lant�l�l�§� koruyan bir dönü³ümdür.

�spat. F ∧G sürekli küme de§erli fonksiyon oldu§undan ve Teorem 6.1.1 den

F ∧G : X ∧X ′ ( Y ∧ Y ′

ba§lant�l�l�§� koruyan bir dönü³ümdür.
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6.5 Morfolojik Operatörler

Bu bölümde erozyon, dilasyon, açma ve kapama gibi temel operatörler

incelenecektir. (Escribano, Giraldo and Sastre, 2012) bu operatörlerin dijital

sürekli küme de§erli fonksiyonlar için modellenebilece§ini göstermi³tir. Ayr�ca

(Boxer and Staecker, 2016a) ba§lant�l�l�§� koruyan küme de§erli fonksiyonlar�n

modellenebilece§ini ispatlam�³t�r.

Bir görüntünün yap� eleman�(structuring element) bir nokta ve o

noktan�n kom³ular�ndan olu³ur. Seçilen nokta merkez noktas� olarak kabul

edilir.

Bir yap� eleman� B ye göre bir X kümesinin erezyonu(erosion) x

noktalar�n�n yörüngesi olarak tan�mlan�r öyle ki B nin orijini x noktas�nda

yer ald�§�nda B, X de içerilir ve

εB(X) = {x | Bx ⊂ X}

olarak gösterilir (Soille, 1999).

Bir yap� eleman� B ye göre bir X kümesinin dilasyonu(dilation) x

noktalar�n�n yörüngesi olarak tan�mlan�r öyle ki B nin orijini x ile çak�³t�§�nda

B, X ile denk gelir ve

δB(X) = {x | Bx ∩X 6= ∅}

olarak ifade edilir (Soille, 1999).

Bir yap� eleman� B ye göre bir X kümesinin aç�lmas�(opening) B ye

göre erezyona u§ram�³ bir uzaya transpoze B̌ ye göre dilasyon uygulanmas�d�r

ve

γB(X) =
⋃
{B | B ⊆ X}

olarak tan�mlan�r (Soille, 1999).

Bir yap� eleman� B ye göre bir X kümesinin kapanmas�(closing) B ya

göre dilasyona u§ram�³ bir uzaya transpoze B̌ ye göre erozyon uygulanmas�d�r

ve

φB(X) =
⋂
{Bc | X ⊆ Bc}

³eklindedir (Soille, 1999).
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�ekil 6.2: Bir dijital görüntünün baz� morfolojik operatörleri (Soille, 1999)

• a) Bir dijital görüntü X.

• b) Bir yap� eleman� B.

• c) B ye göre X in erezyonu.

• d) B ye göre X in dilasyonu.

Bir dijital görüntünün dilasyon kümesi (X, κ) ⊂ (Zn, κ) olmak üzere a³a§�daki

gibi dü³ünülebilir:

Dκ(X) =
⋃
x∈X

N∗κ(x).

Teorem 6.5.1. (X, κ) ⊂ (Zn, κ) dijital görüntüsü için

Dκ : X ( Dκ(X)

x 7→ Nκ(x) ∪ {x}

³eklinde tan�ml� küme de§erli fonksiyonu güçlü süreklidir.

�spat. x ve y, κ-yak�n noktalar olsun. Dκ(y) nin her eleman� y ∈ Dκ(x)

noktas�na e³it veya κ-yak�nd�r. Benzer ³ekilde Dκ(x) kümesinin her eleman�

x ∈ Dκ(y) noktas�na e³it veya κ-yak�nd�r. Böylece Dκ operatörü güçlü

süreklidir.

Örnek 6.5.1. X = {p = (0, 0), q = (1, 0)} ⊂ Z2 bir dijital görüntü olsun.

D̃4 : X ( D4(X)

(0, 0) 7→ N4((0, 0)) ∪ {(0, 0)}

(1, 0) 7→ N4((1, 0)) ∪ {(1, 0)}

³eklinde tan�ml� küme de§erli fonksiyonu güçlü süreklidir (Bkz �ekil 6.3).
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�ekil 6.3: p ve q nun 4-yak�n kom³uluklar�

X ⊂ Zn olmak üzere X dijital görüntüsünün erozyon kümesi

Eκ(X) = Zn \Dκ(Zn \X)

³eklinde tan�mlan�r.

Sonuç 6.5.1. (X, κ) ⊂ (Zn, κ) dijital görüntüsü için

Eκ : Zn \X ( Zn

x 7→ Nκ(x) ∪ {x}

küme de§erli fonksiyonu güçlü süreklidir.

�spat. x ve y, κ-yak�n noktalar olsun. Eκ(y) nin her eleman� y ∈ Eκ(x)

noktas�na e³it veya κ-yak�nd�r. Benzer ³ekilde Eκ(x) kümesinin her eleman�

x ∈ Eκ(y) noktas�na e³it veya κ-yak�nd�r. Sonuç olarak Eκ güçlü süreklidir.

Bir (X, κ) dijital görüntüsünün kapan�³ kümesi

Cκ(X) = Zn \ D̃κ(Zn \
⋃
x∈X

N∗κ(x))

olarak tan�mlan�r. Ayr�ca (X, κ) ⊂ Zn ve x ∈ X olmak üzere dijital görüntü

X in s�n�r�

∂κ(X) = {y ∈ X | Nκ(y) \X 6= ∅}

³eklinde ifade edilir.

Teorem 6.5.2. (X, κ) ⊂ (Zn, κ) olmak üzere

C̃κ(x) =

 {x}, x ∈ X \ ∂κX

({x} ∪Nκ(x)) ∩ Cκ(X), x ∈ ∂κX

³eklinde tan�ml� C̃κ : X ( Cκ(X) küme de§erli fonksiyonu zay�f süreklidir.
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�spat. x↔κ x
′
olsun. A³a§�daki durumlar� inceleyelim:

• x, x′ ∈ X \∂κX olsun. x ∈ C̃κ(x) ve x
′ ∈ C̃κ(x

′
) oldu§undan C̃κ(x) ile C̃κ(x

′
)

kümeleri κ-yak�n kümelerdir.

• x ∈ X \ ∂κX ve x
′ ∈ ∂κX olsun. x noktas� C̃κ(x

′
) bir eleman� oldu§undan,

x ∈ C̃κ(x) ∩ C̃κ(x
′
) dir. Böylece C̃κ(x) ve C̃κ(x

′
) κ-yak�n kümelerdir.

• x ∈ ∂κX ve x
′ ∈ X \ ∂κX olsun. Önceki durum ile benzer sonuç gelir.

• x, x′ ∈ ∂κX olsun. C̃κ n�n tan�m�ndan, x ∈ C̃κ(x
′
) dür. Buradan C̃κ(x) ve

C̃κ(x
′
) κ-yak�n kümelerdir.

Sonuç olarak, C̃κ zay�f süreklidir.

(X, κ) dijital görüntüsünün açma operatörünü Zn \X üzerinde kapama

operatörü olarak dü³ünebiliriz.

Sonuç 6.5.2. Verilen bir dijital görüntü (X, κ) ⊂ (Zn, κ) için

Ōκ : Z2 \X ( Z2

küme de§erli fonksiyonu zay�f süreklidir.

�spat. x↔κ x
′
olsun. A³a§�daki durumlar� inceleyelim:

• x, x′ ∈ X \∂κX olsun. x ∈ Ōκ(x) ve x
′ ∈ Ōκ(x

′
) oldu§undan Ōκ(x) ile Ōκ(x

′
)

kümeleri κ-yak�n kümelerdir.

• x ∈ X \ ∂κX ve x
′ ∈ ∂κX olsun. x noktas� Ōκ(x

′
) bir eleman� oldu§undan,

x ∈ Ōκ(x) ∩ Ōκ(x
′
) dir. Böylece Ōκ(x) ve Ōκ(x

′
) κ-yak�n kümelerdir.

• x ∈ ∂κX ve x
′ ∈ X \ ∂κX olsun. Önceki durum ile benzer sonuç gelir.

• x, x′ ∈ ∂κX olsun. Ōκ n�n tan�m�ndan, x ∈ Ōκ(x
′
) dür. Buradan Ōκ(x) ve

Ōκ(x
′
) κ-yak�n kümelerdir.

Bu durumda Ōκ, zay�f süreklidir.
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7 SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda, dijital topoloji üzerindeki küme de§erli fonksiyonlar

için yap�lan çal�³malar incelendi ve bu konular üzerine önemli sonuçlar elde

edildi.

MSS
′
6]MSS

′
6 ve MSS

′
6]MSS6 ba§lant�l� toplam yüzeyleri olu³turu-

lup dijital homoloji gruplar� hesapland�. Daha sonra bu yüzeylerin Euler

karakteristikleri belirlendi. Dijital sime³ çarp�m tan�t�ld�. Çe³itli özellikleri

verilip, bu tan�m arac�l�§�yla dijital süspansiyon ve dijital koni kavramlar�

literatüre kazand�r�ld�. Khalimsky topolojisi kullan�larak dijital görüntüler

üzerinde bir uzay yap�s� in³a edildi. Dijital evrensel katsay� teoremi kullan�-

larak bu uzaylar�n Z2 katsay�l� dijital homoloji gruplar� hesapland�. Künneth

formülünden yararlanarak iki Khalimsky dijital uzay�n kartezyen çarp�mlar�n�n

dijital homoloji gruplar� bulundu. Dijital cup çarp�m tan�mlanarak, Khalimsky

dijital uzaylar�n�n kohomoloji gruplar�na halka yap�s� verildi. Ayr�ca dijital

küme de§erli fonksiyonlar için yakla³�k sabit nokta özelli§i verildi. Evrensel

dijital küme de§erli fonksiyon literatüre kazand�r�ld�. Sime³ çarp�m�n küme

de§erli fonksiyonlar üzerinde çe³itli özellikleri incelendi. Son olarak dilasyon ile

erozyon morfolojik operatörlerin dijital güçlü süreklili§e ve açma ile kapama

operatörlerinin dijital zay�f süreklili§e sahip oldu§u gösterildi.

Bu tez çal�³mas�n�n, dijital küme de§erli fonksiyonlar�n yakla³�k sabit

nokta teorisi için ilerleyen zamanlardaki çal�³malara �³�k tutmas� ve dijital

anlamda tan�mlanm�³ olan sime³ çarp�m�n çe³itli uygulama alanlar�nda kulla-

n�lmas� beklenmektedir.
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