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ONSOZ

Dual sayilar, dual vektorler literatiirde ©6nemli bir yere sahiptir. Bu tez
calismasinda, hiper dual sayilar ve hiper dual vektorler arastirilmistir. Tez calismasi
dual sayilar ve dual vektorler ile ilgili yapilan tanim, teorem, sonug¢ ve drneklerin hiper

dual sayilar ve hiper dual vektorler igin yapilmasi agisindan 6nemlidir.
Tez ¢alismamin planlanmasinda, arastirilmasinda ve sonuglandirilmasinda
birikimini, destegini ve katkilarii sunan degerli hocam Dog. Dr. Ozcan BEKTAS’a

tesekkiirlerimi sunarim.

Furkan CIL



TEZ ETIK BEYANNAMESI

Tarafimdan hazirlanan "Hiper Dual Sayilar ve Ozellikleri” baghkli bu tezin,
Yiiksekogretim Kurulu Bilimsel Arastirma ve Yayin Etigi Yonergesindeki hususlara

uygun olarak hazirladigimu ve aksinin ortaya ¢ikmast durumunda her tirlii yasal islemi

kabul ettigimi beyan ederim. 17/01/2020.

Uyari: Bu tezde kullanilan ozgiin ve baska kaynaklardan sunulan icerigin kaynak

olarak kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.
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OZET

HIiPER DUAL SAYILAR VE OZELLIiKLERI

Furkan CiL

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Doc. Dr. Ozcan BEKTAS

Tez ¢alismasinda, ilk olarak ¢alismanin temelini olusturan hiper dual sayilar ile ilgili
ayrintili bilgiler verilmistir. Daha sonra olusturulan bu igerik kullanilarak hiper dual vektorler

tanitilip 6zellikleri ayrintili bir sekilde ele alinmugtir.

2020, 50 sayfa
Anahtar Kelimeler: Dual Sayilar, Hiper Dual Sayilar, Hiper Dual Vektorler.



ABSTRACT

HYPER DUAL NUMBERS AND THEIR PROPERTIES

Furkan CiL

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ozcan BEKTAS

Firstly, detailed information on hyper dual numbers which constitutes the basis of this
study is given. Then, using this content, hyper dual vectors are introduced and their properties
will be handled in detail.

2020, 50 pages
Keywords: Dual Numbers, Hyper Dual Numbers, Hyper dual Vectors.
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1. GENEL BILGILER

1.1.Giris

Dual sayilar 1850’11 yillarda bilim adami1 William Kingdon Clifford tarafindan
tanimlanmis ve gelistirilmistir. Dual sayilara ait temel kavramlara Hacisalihoglu’nun
“Hareket Teorisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ve Miiller’in “Kinematik Dersleri” adli
kitaplarinda yer verilmistir. 1903’de Eduard Study kendi admi verdigi E.Study
doniisiimiinde birim dual kiire {izerindeki her noktanin R3’deki yonlii dogrulara birebir
karsilik geldigini kanitlamistir. Bu sayede R3’deki yonlii dogrular teorisinin dual sayilar

yardimiyla incelenmesine imkan verilmistir.

1.2. Literatiir Ozeti

Hiper dual sayilar ve 6zellikleri Fike ve Alonso tarafindan tanimlanmigtir (Fike
ve Alonso, 2011). Hiper dual sayilarin tanimlanmasinin ardindan hiper dual sayilar ile
ilgili bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalar Fike, (2009), Fike vd.(2011), (Fike ve
Alonso, 2012), Fike, (2013), (Volker vd., 2018), (Fumio vd., 2017), (Masato vd., 2015)
ve (Masato vd., 2016), (Cohen ve Shoham, 2016), (Cohen ve Shoham, 2017) ve (Cohen
ve Shoham, 2018) kaynaklartyla verilen galigmalardir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak dual sayilar ve dual kuaterniyonlarla ilgili temel
bilgiler verilmistir. Daha sonra hiper dual sayilar ve hiper dual vektorler ile ilgili
literatiirde var olan bilgiler kaynak gosterilerek, arastirmalar sonucunda literatiirde var

olmadig: diigiiniilen bilgiler de kaynak gosterilmeden verilecektir.

1.3. Dual Sayilar ve D- Modiil

R reel sayilar kiimesi +: RXR >R ve -:RXR - Rislemlerine gore bir
cisimdir. Bu cisim kisaca R ile gosterilsin. R cismi yardimiyla kompleks ve hiperbolik
sayilara benzer bir bagka say1 sistemi dual sayilar sistemidir. Bu boliimde, dual sayilar
ve ozellikleri ile ilgili bilgiler verilecektir. Bu bilgiler Hareket Geometrisi ve
Kuaterniyonlar Teorisi kitabinda yer almaktadir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.1. Her a, a* € R olmak iizere A = (a, a”) ikilisine siral1 ikili denir.



Bu sekilde tanimlanan sirali ikililerin R X R kiimesi D notasyonu ile gosterilsin. Bu
durumda D kiimesi

D ={(a,a”)|Vaa €R}
ile gosterilir. D kiimesine dual sayilar sistemi, her bir (a,a*) € D elemanina da dual

say1 denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.2. Herhangi A, B € D olmak tizere A = (a,a*),B = (b, b") igin

a = b,a” = b” oluyorsa A ile B esittir denir ve A = B ile gosterilir.

Tanmim 1.3. A = (a,a”), B = (b, b") dual sayilarinin +:ID X D — D toplama islemi
A+ B =(aa*)+ (bb*)=(a+b,a" +Db")
ile tamimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.1. 1 € R skaler ve A = (a,a”) € D dual sayisi i¢in A skalerinin A dual sayisi
ile carpma iglemi

AA = A(a,a*) = (Aa, Aa™) dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.4. +:D XD - D i¢ islemi i¢in A = (a,a*),B = (b,b*) dual sayilarinin
¢ikarma iglemi

A+ (-B)=(a,a")+(=b,—b*)=(a—b,a" —b")

ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.5. 0 = (0,0) dual sayisina D’nin sifir elemant denir.

Sonug 1.1. (D, +) ikilisi bir Abel grubudur (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.6. -: D XD - D i¢ islemi i¢cin A = (a,a”),B = (b,b*) dual sayilarinin
carpma iglemi

AB = (a,a*)(b,b*) = (ab,ab™ + a*b)

seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.2. (D, +,") tgclisii birimli ve degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983).



Tanmm 1.7. a # 0 olmak tizere A = (a,a*) i¢in AX = XA = (1,0) olacak sekildeki bir

1 —a*

tek X = (=,—-) € D elemanina A dual sayisinin tersi denir.
a’ a?

Teorem 1.3. (D, +,") ticliisii cisim degildir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.8. A = (a,a”) ve a # 0 olmak iizere B dual sayisinin A dual sayisina bolme

islemi

(b,b") _ (é ab* — a*b)

B
A (a,a%) '

a a?

ile tanimlanir.

Teorem 1.4. D dual sayilar halkasi, R reel sayilar kiimesine izomorf bir alt kiimeyi alt

cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.9. (a, 0) dual sayis1 a reel sayisi ile gosterilir. Boylece a = (a, 0) yazilir.
Tanmmm 1.10. A = (a,a”) € D dual sayis1 verilsin. a reel sayisina dual sayinin reel
kismi, a* reel sayisina da dual saymin dual kismi denir. Boylece Re{A} = a,Du{A*} =
a” seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.11. 1 = (1,0) dual sayisina dual say1 sisteminin reel birimi denir.

Tanim 1.12. &£ =(0,1) dual sayisina dual sayr sisteminin dual birimi olarak

isimlendirilir.
Sonug¢ 1.2. £2 = (0,0) dur.

Teorem 15. A= (a,a*) €D dual sayisi, A =a+ ea* seklinde yazilabilir. Yani
(a,a*) = a + €a” dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.6. Iki dual saymin carpimi sifir ise garpanlardan biri sifir olmak zorunda

degildir.



Teorem 1.7. a,a* € R olmak lizere [g (Z] matrislerinden olusan M matris kiimesi D

dual sayilar halkasina izomorftur. Buradaki M matrisler kiimesi birimli ve degismeli bir
halkadir (Hacisalihoglu, 1983).

1.4. Dual Sayilar ile ilgili Temel Kavram ve Teoremler

Tanmmm 1.13. D = (d,d*) dual sayilarinin biitiiniine dual diizlem denir ve D ile

gosterilir. Her bir (d, d*) ikilisine de dual diizlemin dual noktas1 denir.
Tamim 1.14. D = d + ed* € D dual sayisinin eslenigi D = d — ed* ile tanimlidur.

Teorem 1.8.

1) D € Digin D = D.

2)VvD,,D, € Digin D; + D, = D; + D,.
3)vD,,D, € Dicin D;D, = D, D,.

4)VvD, e D,D, # (0,x* € D) igin

D;\ D,
D,)] D,

5) VD € D icin DD = |D|?.

6) VD € Digin D + D = 2.Re{D},
D —D = 2. Du{D}.
7) D = D olmas! icin gerek ve yeter sart D nin reel olmasidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 1.15. D =d + ed* dual sayisinin mutlak degeri |D| = |d + ed*| = |d|
seklindedir.

Teorem 19. |d+e.d*| =0 olmas1 igin gerek ve yeter sart d =0 olmasidir
(Hacisalihoglu, 1983).



Teorem 1.10. D, = d; + &d;" ve D, = d, + &d,"dual sayilar1 i¢in | D;D,| = |D;||D,|
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.11. (Ucgen Esitsizligi). Her D;,D, € D icin |D; + D,| < |D;| + |D,| dir
(Hacisalihoglu, 1983).

1.5. D- Modiil ve Ozellikleri

Tamm 1.16. D3 kiimesi
D*=DXxDxD={A=(4) = (41,4, 43)|4;,A;, A; € D}
seklinde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 1.17. Herhangi 4, B € D3 olmak iizere A = (4;),B = (B;) € D? i¢in
A; = B; (i = 1,2,3) oluyorsa A ile B esittir denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.18. A= (4;),B=(B;) € D3 (i =1,2,3) icin +:D3 x D3 - D3 toplama
islemi A+ B = (A4; + B;) (i = 1,2,3) seklinde tanimlanir.

Tamm 1.19. 1€ D ve A € D3 olmak iizere (i = 1,2,3) = D x D3 -» D3 dis islemi
AA = (A4;) seklinde tanimlanr.

Teorem 1.12 (D3, +) bir Abel grubudur.

Teorem 1.13. (D3,+) Abel grubu D iizerinde modiildiir (Hacisalihoglu, 1983).

1.6. Dual Vektorler

Tamm 1.20. D3 iin elemanlar olan sirali A = (4;) = (44,4,,A3) dual iicliilere dual

vektor denir (Hacisalihoglu, 1983). Burada A; = a; + €.a;"(i = 1,2,3) olmak iizere

d = (ay,a,, a3) ve a*=(a,*, a,*, as*) seklindedir.

—

Teorem 1.14. d,a* € R3(R3:ii¢ boyutlu reel vektér uzayl) olmak iizere D-

-

Modiil’deki her bir A dual vektorii A = d + €. a* seklinde yazilabilir.



Ispat a,, a,,as,a,%, a,", as* € R olmak iizere
I‘T = (41,42, 43)
=(a;+¢e.a;"a, +€e.ay’,a; +¢€.a3")
= (a1,a3,a3) + &.(a", a7, a3")
=d+ead

dir.

Tamm121. A=d+e¢e.a” = (&, E’) dual vektoriiniin A € D dual sayist ile carpimi
LA =(1dNa")
ile tanimlidur.

—

Tanmm 1.22. A = (&, F) ve B = (B, F) € ID- Modiil i¢in A =B olmasi icin gerek ve

—

—
,a* = b* olmasidir.

S

yeter sart d =

Teorem 1.15. R3 vektor uzayi, D-Modiil’iin elemanlari (C_i, 6) olan bir alt kiimesine

izomorftur.

Tanim 1.23. 0 = (6, 6) dual vektoriine sifir dual vektor denir.
Tanm 1.24. A=d+¢c.a’,B = b + .b* € D-Modiil vektérlerinin i¢c carpimi
(,):D3x D3 > D, (4 B) =(d,b) +«. (a, b*) + (aF, I;)) olarak tanimlanir. Buradaki

i¢ carpim R3 deki standart i¢ carpimdir.

Tamm 1.25. A = d +¢.a* dual vektdriiniin normu

I Al = J@&B) =1l +£.% i #0

ile tantmlidir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 1.26. Normu 1 olan dual vektore birim dual vektor denir.

(@,a*)
" all

Sonu¢ 1.3. || 4| = tise|ld]| = 1 = 0= (d,a*) = 0dir

Teorem 1.16. 4 # (6, c_i) € D-Modiil olmak iizere U = ﬁ birim dual vektordur.



Sonuc¢ 1.4 k = B ”2) ve a=||d|| olmak tizere A= a(1+ ek)U yazilabilir.

Ornek 1.1. A = (—&,2 4 3.5,1 — 2.¢) dual vektorii verilsin. Bu dual vektor icin bir

dual vektoriin norm tanimi dikkate alinirsa

aa* 4
>——ve

a=|ldl =5, (da’) =(021),(-13,-2)) =0+6— 2—4k—” T3

-1 2 7 1 14
(?ef 5v5 V5 5«/‘>

_)|| -

olmak tzere

> 4 -1 2 7 1 14
A=(—£,2+3£,1—2£)=\/—<1+ e)( )

" 5ETVE 5

seklinde bulunur.

Tamim 1.27. Dual uzayda sabit bir (0,0,0) € D sayisina 1 birim uzakliktaki noktalarin

geometrik yerine birim dual kiire denir. Birim dual kiire S ile gdsterilir. Bu durumda
S={X=2%+ex* €D~— Modil : |X]| = (1,0); % x* € R?}

dir. Buradan ||%|| = 1ve (X,x*) = 0 elde edilir (Hacisalihoglu, 1983). Birim dual

kiirenin Uizerindeki noktalara birim dual noktalar denir.

Teorem 1.17(E.Study Déniisiimii). Birim dual kiirenin birim dual noktalar1 R3 te

yonlii dogrulara birebir karsilik gelir.

Ornek 1.2. A = ( 5 + E,T + ¢, 58) birim dual vektorii verilsin.
E.Study teoremine gore A birim dual vektorii R3 de yonlii dogru belirtir.

Dogru iizerinde orijine dik uzaklikta bir Z(x, yo, Z,) noktasi alinsin. Bu durumda

i j k
AT T B S Bl c i (222
A R ALl & A0
1 1 5

bulunur. Buradaki A islemi R deki vektdrel carpimdir. Béylece R® de dogru denklemi



5 5
X+—= yt+t—7=
d 1\/5 = _i/i ,Z = V2
V2 V2
seklindedir.

Teorem 1.18. O baslangic noktasi yerine baska bir P noktas: secildiginde R3’deki
yonlii dogruyu belirten birim dual vektor
A=d+e(POAE+a,)

dir.

3

A

|| _)”

Tanim 1.28. A = G + ca* € D-Modiil olmak iizere U = birim dual vektoriine A

N

vektoruniin ekseni denir.

Tanim 1.29. k = ﬂgﬁ? reel sayisina A = d + ea* dual vektdriiniin adimi veya yiikselisi
denir.

Tamm 1.30. d # 0 ve a* # 0 ise A = d + €a* dual vektdriine has dual vektdr veya
vida denir (Hacisalihoglu, 1983).

—

Tammm 1.31. 4 = 0 ise 4 = £.a* dual vektoriine sirf dual vektor denir.

Teorem 1.19. N =# + en* dogrusunun normali V = ¥+ ev® olan ve baslangig
noktasindan gegen bir E diizlemi i¢inde kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(B,7) = 0ve (B,iAn") =0
olmasidir. Ayrica N dogrusunun baslangi¢ noktasindan gegmesi ve E diizleminin i¢inde
kalmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(@,7)=0,]|

s
n

= 0’dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 1.32. 4 ve B iki tane birim dual vektorleri verilsin. 4 ve B birim dual
vektorlerinin R3’deki temsil ettikleri yonlii dogrular arasindaki ac1 ¢ ve bu iki dogru
arasindaki en kisa uzakhk ¢ olmak iizere (4, B) = cos ¢ — £ @*sin @ = cos®

seklindedir. Buradaki @ = ¢ + €. ¢* dual sayisina A ve B birim dual vektorleri
arasindaki ag¢1 denir (Hacisalihoglu, 1983).



OA =14 ve OB = B birim dual vektdrlerinin uclar1 D-modiilde O merkezli

birim dual kiirenin A ve B dual noktalarini belirteceginden A ve B vektorleri arasindaki

® = @ + £¢" dual agis1 A ve B noktalarindan AB yay uzunlugu olarak diisiiniilebilir.

Sekil 1. Birim Dual Kiire ve Dual Ac1

Eger A ve B birim degil ise;

F , V= ”%” eksenleri birim dual vektorlerdir. U ve V arasindaki daul

U=r>
14l

ac1 @ ise (/T, §) = ||/T|| ||§|| cos @ elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 1.3. 4 = (%%0) +e (1,15 ve B = (%%%) +e.(22,—4)

birim dual vektorleri verilsin.

oldugundan
T
7=3
bulunur.
Dogru iizerindeki noktalar
i j k
S e | _(—5 =5
fE R - (")
1 1



i j k
n s — - 6 —6
V3 V3 V3| W33
2 2 4
olmak tizere
AB=B—A=(—,—,0)—(—,—,&)=(—+—,—+—,—\/§>
V3'V3 V242 V3 V2'V3 V2
elde edilir.
Ayrica
6 5 -6 5
—+—= —=+—= V2
V3 V2 V3 V2
det(4B,d,b) ! _ 0
e ,a,b) = — —
V2 V2
1 1 -1
V3 V3 V3
_(6\/§+5\/§ 1) <1+6\/§—5\/§>_10\/§ 2 _ 3
6 V3 V3 6 6 V3
dir. Diger taraftan
i j k
laxB|=|5 & 0|=% ~ljeie=(L22)
axbli=1z 2 TR TR TR T\ R
V3 V3 V3

igin ||Ei X l;” = |24+ 242=1 elde edilir. Uzayda iki dogru arasindaki uzaklik tanimi
6 6 6 &

. det(ﬁ,d’j)
Q==
lla x b

®* = /3 bulunur. Béylece ® = ¢ +£.¢* = g + £.4/3 seklinde elde edilir.

Tanmim 1.33. 4, B € D — Modiil dual vektorlerinin dis carpimi

ANB=dAb+e (@AD" +a*Ab)

seklinde elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 1.20. 4, B € D — Modiil igin
AAB = |Al|||B||sin® N
dir.
10



Teorem 1.21. A ve B has dual vektdrlerinin dis carpimi sifir ise bu dual vektorlerin

eksenleri cakigiktir.
Tanim 1.34. /T, E, ¢ € D — Modiil dual vektorlerinin karma carpimi
(ANB,CYy=(dAb,& +e.[(@AD, )+ (@AD", &) +(a* Ab,3)]

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
1.7. Dual Kuaterniyonlar

Bu kisimda dual kuaterniyonlara ait 6zellikler verilecektir.
Tamm 1.35. Vagy,a;,a5,a3; ER ve i2=j2=k?=ijk=ij=ji=ki=ik=jk=
kj =0i¢in q = ag + a4i + a,j + azk yapisina dual kuaterniyon denir.
Bu sekilde tanimlanan dual kuaterniyonlarin kiimesi Hp notasyonu ile asagidaki gibi
gosterilir:

Hp ={q = ay + a,i + a,j + ask| Vay, aq,a,,a3 € R}
(Majernik, 2006).

Tammm 1.36. q = ay + a4i + a,j + azk € Hp dual kuaterniyonu verilsin. a, reel
sayisina dual Kkuaterniyonun reel kismi, a = aqi + a,j + azk ifadesine de dual
kuaterniyonun pure (vektor) kismi denir. Boylece Re{q} = a,,DK{q}=a = a i +
a,j + ask seklinde ifade edilir. Bu durumda q = ay + a yazilir (Yiice ve Ercan, 2011),
(Nalbant, 2018).

Tanmm 1.37. Vq4, q; € Hp olmak lizere q; = ay + a41 + ayj + ask,
qz = by + byi + byj + b3k igin a; = b, 1 = 0,1,2,3 oluyorsa q, ile g, esittir denir ve
q1 = q, ile gosterilir (Majernik, 2006).

Tanim 1.38. +: Hp X Hp — Hp i¢ islemi i¢in q; = aq + a4i + a,j + ask,
q, = by + byi + b,j + b3k dual kuaterniyonlarinin toplama iglemi

q1 +qz = (ag + bo) + (ay + by)i + (az + by)j + (asz + b3)k

ile tanimlanir (Majernik, 2006), (Yiice ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018).
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Sonug 1.5. (Hp, +) ikilisi bir Abel grubudur (Nalbant, 2018).

Tanmm 1.39. - : Hp X Hp = Hp i¢ islemi i¢in q; = ag + a4i + a,j + ask,
q, = by + byi + b,j + b3k dual kuaterniyonlarinin ¢arpma islemi

4192 = ag bo+(aghy + a1bg)i + (agh, + azby)j + (aghs + azbg)k
seklinde tanimlanir (Yiice ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018).

Teorem 1.22. (Hp, +,) tgliisii birimli ve degismeli bir halkadir.

Tanim 1.40. 1 € R skaler ve g = aq + a4i + a,j + azk € Hp olmak iizere A ile g’nin
carpimi

AOq = AO(ay + a i + ayj + ask) = dag + Aaqi + Aayj + dask

ile tanimlanir (Yiice ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018).

Teorem 1.23. {Hp,+, R, +,, ©} altilis1 bir vektor uzayidir , (Nalbant, 2018).
Tamim 1.41. Vq = ay + a4i + a,j + azk € Hp dual kuaterniyonunun eslenigi
q =ay—a,i —a,j —azk € Hp ile tanimlanir (Majernik, 2006), (Yiice ve Ercan,

2011), (Nalbant, 2018).

Tamm 1.42. Vq = a, + a4i + a,j + azk € Hp dual kuaterniyonunun normu
llqll = «/qq@ = |lao| ile tanimlanir (Majernik, 2006), (Yiice ve Ercan, 2011), (Nalbant,
2018).

Tamm 1.43. Vq = a, + a4i + a,j + azk € Hp dual kuaterniyonunun tersi

q = ”:—”2 = |ay| ile tamimlanir (Majernik, 2006), (Yiice ve Ercan, 2011), (Nalbant,

2018).
Teorem 1.24. (Hp, +,7) Ugliisii cisim degildir (Nalbant, 2018).

Tamim 1.44. +: Hp X Hp — Hp i¢ islemi igin q; = ay + a4i + a,j + ask,
q, = by + byi + byj + b3k dual kuaterniyonlarinin ¢ikarma islemi
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q1 + (—q2) = ag + a,i + ayj + agk — by — byi — byj — b3k = (ay — by) +
(a; — by)i + (a; — by)j + (az — b3k

ile tanimlanir.

Tammm 1.45. 0 = 0+ 0i + 0j + Ok € Hp dual kuaterniyonuna Hp’nin sifir elemani
denir (Nalbant, 2018).

Teorem 1.25. {Hp,+, R, +,,©} dual kuaterniyolarin vektér uzay1 {64, + R, +,, G)}

Galile vektor uzayina izomorftur (Nalbant, 2018).

Tanim 1.46. Vq = aqi+ a,j + az;k € Hp dual kuaterniyonuna pure(vektor) dual
kuaterniyon denir (Yiice ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018).
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boéliimde konu biitiinligii disiiniilerek, hiper dual sayilardaki temel kavramlar
ve bu sayilar ile ilgili yapilan yeni bilgiler daha sonra da hiper dual vektorlerin temel

kavramlar1 ve bu vektorler ile ilgili yapilan yeni bilgiler birlikte verilmistir.

2.1 Hiper Dual Sayilar ve Cebirsel Ozellikleri

Tanmm 2.1. Hiper dual say1 a = ay + a,&; + a,¢&, + azeg e, seklinde bir reel ve ii¢
reel olmayan kisim ile tanimlanir.
Burada reel olmayan &, ve &, dual birimleri i¢in
& =& = (a6)* =0
& #0,6 #0,8 # &
18y = &6, # 0
dogrudur ve ay, ay,a,, a; € Rdir (Fike ve Alonso, 2011).
Diger taraftan a = ay + a,&; + a,&; + az&;&; hiper dual sayist
E=¢g; €& =¢
2=¢2=0
e+0,e"#0,e+¢&"
et =¢"¢#0
olmak tizere iki dual sayinin toplami olarak
a=(ay+e¢eay) + e (a, + €az)
verilebilir. Buradaki €* hiper dual birim olarak adlandirilir (Cohen ve Shoham 2016),
(Cohen ve Shoham 2018). Burada d; = ay + €a; ve d, = a, + €az ile gosterilirse

a = dy + £*d, seklinde yazilabilir.

Tamim 2.2. Hiper dual sayilarin olusturdugu kiime
HD ={a =ay+ a;& + ay&, + aze,6,| V ag,a4,a,,a3 ER}
olarak gosterilebilir.

Bu kiime tizerindeki bazi islemler esitlik, toplama, ¢arpma islemleridir.
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Tanmm 2.3. Va = ay+ a,& + a,&, + aze &, € HD hiper dual sayis1 Re(a) = a, ve
HDu(a) = a,&; + ay&, + az& &, olmak lizere a = Re(a) + HDu(a) seklinde ifade
edilebilir. Re(a) = a, sayisina a hiper dual sayisinin reel kismi1 ve

HDu(a) = a,&; + ay&, + az&; &, ifadesine de a hiper dual sayisinin hiper dual kismi
denir (Fike ve Alonso, 2011).

Tanmim 2.4. ki hiper dual sayinin esitlik islemi

Her hangi a = ay+ a,&; + aye, + aze;e,, b =by+ big; + byey, + bye;e, € HD
icina =b ikena; = b;, 1 <i,j <3 olmasidir (Fike ve Alonso, 2011).

Ayrica a = Re(a) + HDu(a) ve b= Re(b)+ HDu(b) olmak iizere Re(a) =
Re(b) ve HDu(a) = HDu(b) ise a = b olur.

Diger taraftan, @ = d; + €*d, ve b = d3 + £*d, olmak lizere d; = d3 Ve d, = d, ise

a = b olur.

Tanim 2.5. iki hiper dual saymin toplama islemi

Ya=ay+a,& +aye;, +azee,, b=by+ bigg + byey + byeie, € HD igin a +
b = (ag + by) + (a1 + by)es + (a, + by)e; + (az + b3)e1&;

seklinde tanimlidir (Fike ve Alonso, 2011).

Ayrica a = Re(a) + HDu(a) ve b = Re(b) + HDu(b) olmak iizere

a+b= (Re(a) + Re(b)) + (HDu(a) + HDu(b)) seklinde tanimlanur.

Diger taraftan, a = d; + €*d, ve b = d3 + £*d, olmak {izere

a+b=(d,+ds)+¢e"(d, +d,) seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.6. Iki hiper dual saymin hiper dual carpma islemi
Ya=ay+a& +aye, +azee,, b=D>by+ bigg + bye;, + byee;, € HD igin ab =
(agbg) + (agby + a1bg)eq + (agby + aybg)e, + (aghs + a1by + ayby +
azbo)e; &,
seklinde tanimlidir (Fike ve Alonso, 2011).
Ayricaa = Re(a) + HDu(a) ve b = Re(b) + HDu(b) olmak iizere
ab = Re(a) Re(b) + Re(a) HDu(b) + Re(a)HDu(a) + (a,b, + a,b;)& &,
seklinde tanimlanir.

Diger taraftan, a = d; + £*d, ve b = d3 + £*d, olmak {izere
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ab = (d,d3) + €*(dyd, + d,d3) seklinde tanimlanir.
Sonug 2.1. £, &, = &,&; oldugundan hiper dual ¢arpma islemi degisimlidir.

Sonu¢ 2.2. (HD, +) ikilisi bir Abel grubudur (Fike ve Alonso, 2011).

HD kiimesinin birim elemani (sifir elemani1 ) 0 = 0 4+ O0g; + O¢g, + O0g, &, hiper dual
sayisidir.

Benzer sekilde,

Ya=ay+a & +aye, +azg e, hiper dual sayisinin toplama islemine gore tersi

—a = —ay — a1& — AyE&, — A3&1 & hiper dual sayisidir.

Tanim 2.7. Bir hiper dual sayimin bir skaler ile ¢carpma islemi
VYa=ay+a& +aye, +aze e, € HD ve AeR igin
Aa = (Aay) + (Aaqy)e, + (Aaz)e; + (Aaz)es g,
seklinde tanimhidir (Fike ve Alonso, 2011).
Ayrica a = Re(a) + HDu(a) ve b = Re(b) + HDu(b) olmak iizere
2a = A(Re(a)) + A(HDu(a))
seklinde tanimlanir.
Diger taraftan a = d; + £"d, olmak iizere
Aa = (Ady) + €"(Ad,)

seklinde tanimlanir.

Sonug 2.3. HD kiimesi tlizerindeki skaler ile ¢arpma islemi

Ala+b) =Aa+ Ab

A4+ 1)a =1a+ ,a
(A14z)a = 4, (1, a)
lra=a

ozelliklerini sagladigindan {HD,+,R,+, -, -} altilist bir vektor uzayidir. Sonug
olarak HD = Sp{1, €, €5, &,&, } olup boyHD=4 diir.
Diger taraftan, (HD,+) Abel grubu D iizerinde modiildiir.
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Sonug 2.4. Hiper dual sayilar kiimesi {izerindeki ¢arpma islemi
Va=ay+a & +aye, +aze ey, b=>by+ bieg + by, + byeqey,
C=Cy+ & + ey + 3816, € HD
hiper dual sayilari
(ab)c = a(bc)
ab = ba
a(b+c)=ab + ac
(b+c)a=ba+ca
lgpa=alyp =a

ozelliklerini sagladigindan dolayr (HD,+, -) {gliisii birimli ve degisimli halkadir.
Burada 15p = 1 4+ 0g; + 0¢&, + 0g; &, hiper dual sayilarin ¢arpma islemine gore birim

elemandir.

Sonu¢ 2.5. {HD,+, R, +, -, -} vektor uzay: hiper dual say1 garpim islemine gore
(ab)c = a(bc)
a(b+c)=ab + ac
(b+c)a=hba+ca
A(ab) = a(Ab) = (la) b

Ozelliklerini sagladigindan degismeli, birlesmeli ve birimli bir cebirdir (Fike ve Alonso,
2011).

Tanim 2.8.
Va= ay + a & + ar&, + az &1 &y, 0+#b= bO + blgl + b2€2 + b3€1€2 € HD l(;ln
bx =a

denkleminin ¢6ziimii olan x hiper dual sayisina a nin b ye boliimii denir ve

xzz

ile gosterilir. Iki hiper dual saymin tanimi geregince

bx = (bgxg) + (box1 + b1xg)eq + (boXy + byxg)ey + (box3 + bixy + byxq + b3xg)erey
dir. Boylece
Va=ay+a& +ae, +aze65, b=>by+ bie; + bye, + bye;e, € HD  hiper dual

sayilarinin bolme islemi
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a ay (a;by—aghy) (azby — agh,) a3b02 — agbgbs — a;bob; — ayboby + 2ayb, b,
—=—+ 5 &g+ 2 &+ 3 &182
b bo bO bO bo

seklindedir ( Dikkat edilirse x € HD oldugu goriilmektedir).

Ornek 2.1. a =2 — 3¢, + 4¢&, + 56165, b= —1+ 2, + 3&, — 4e,&, hiper dual

sayilari i¢in @ nin b ye boliimii 7 = -2 — &; — 8¢, — 20¢;¢, bulunur.

Not 2.1 Messelmi’nin dual kompleks sayilar i¢in tanimladig eslenik tanimlart hiper

dual sayilara uygulanirsa asagidaki tanim verilebilir (Messelmi, 2015).

Tanmm 2.9.V a = ay + a,&; + a,&, + aze e, € HD hiper dual sayisinin eslenigi
a; =ay— a,& — a6, — a3&&, = Re(a) — HDu(a)
seklinde taniml1 bir hiper dual sayidir. Bu eslenik I. tipten eslenik olarak adlandirilir.
Ayrica a = dq + £*d; hiper dual sayisi i¢in 3 farkli tipten eslenik tanimlanabilir:

ay=d, +e'd;

eslenigine II. tipten eslenik,
g =d,—&'d;

eslenigine III. tipten eslenik,
ay=d,—¢d,

eslenigine de IV. tipten eslenik denir. Burada d; = ag + a,¢, d, = a, + aze, € = & ve

" =g, dir.

Not2.2.a=d; +&*d, ve b = d3 + £*d, olmak lizere
II. tipten eslenik kullanilirsa
a_dyt+edy_ (dq +e%dy) (d3 +&7dy) _ (did3) + " (dod3 +dqdy)
b dy+e'dy (dz+e'dy)(ds+e'dy)  dsdz+e*(dsds+ dads)
II1. tipten eslenik kullanilirsa,

a_di+ed, (dit+edy)(ds— £*dy) ~ (did3) + " (dpd3 — ddy)

b ds+edy (dytedy)(ds—edyg) dads+ e (dads — dady)

IV. tipten eslenik kullanilirsa

a_dit+ed; (ditedy)(dz—e'dy) (did3)+€°(dadz —didy)
b d3 + S*d4 B (dg + 8*d4)(d3 - S*d4,) B d32

elde edilir.
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Sonu¢ 2.6. Va =ay + a,& + ay&, + aze;e, € HD  hiper dual sayist i¢in hiper dual
sayilarin ¢arpimi tanimina gore
aa; = (ag + a1&; + aze; + aze16,)(ag — a8 — Az8; — A381E;)
carpimi1 hesaplanirsa
aa; = (apao) + (ap(—ay) + a1a0)&; + (ag(—az) + azap)e; + (ag(—as) +

ai(—az) + az(—ay) + azap)e &
olmak iizere L. tip eslenik i¢in

aa; = ay® — 2a,0,,&,
elde edilir. Benzer sekilde I1. I11. ve IV. tip eslenikler i¢in sirastyla

aa; = ay? + 2aya,¢,

aa;; = ay? + 2(agas — a;a,)&: &,
aay, = ag® + 2a,a,&;

seklinde bulunur.

2.2. Hiper Dual Fonksiyonlar

f:HD - HD

fonksiyonu i¢in Taylor seri agilim1

' " (n)

x x b
f(x+h) =f(x)+f ( ).h1+f ( ).h2 +---+f ( ).h”+---

1! 2! n!
seklindedir. Bu esitlik V x = xg + x1&; + x,6, + x36,6, € HD  hiper dual sayisina
uygulanirsa,

f'(x0) f"(x0)
f(x) = f(x0) + BETHE (X181 + X286, + X3818,)" + ol (X181 + X285 + X3818,)°
() (x
+ + f—('O) (xlgl + ngz + X3€1€2)n +

elde edilir. Burada £ = £ = 0 oldugundan
f(x) = f(xo) + f'(x0) (x181 + X265 + X36167)

£ (%)
2!

+ (%1262 + %2652 + x326,26,% + 2x1X28185 + 2X1X38,%65 + 2X,X38,652)

ve

f(x) = f(xo) +x1f (x0)e1 + x2f " (x0) ez + (xsf,(xo) + x1x2f”(x0))5152
bulunur (Fike ve Alonso, 2011), (Cohen ve Shoham 2018).
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Bu tanim kullanilirsa Va = aq + a,&; + a, &, + azg; €, hiper dual sayisi i¢in asagidaki

ornekler verilebilir:

Ornek 2.2. Herhangi bir a hiper dual sayisinin bazi agilimlari
sin(a) = sin(ay) + a,cos(agy)e; + azcos(ay)e, + (agcos(ao) — alazsin(ao))slez
cos(a) = cos(ay) — aycos(ag)e; — a,cos(ay)e, — (a3sin(a0) + alazcos(ao))slsz

a; a, as 2a;a,sin(2a)
€182

tan(a) = tan(a,) — & + €
(a) (@) cos?(ag) ' cos?(ay) 2 cos?(ay) cos*(a)

e =e%(1+a,& +aye, + (a3 — aja,)e.6,)

a a a a,a;(n—1)
va=a)+——=¢ +—£2+< - )slez
ny/ a1 ny/agn 1 nya,"t  n2i/a 2t

a® = a," + naja," te; + naya, e, + (naza,™t — n(n — ajaa,"?)e s,

aq a as a;qa;
In(la) =In(ay) + —=; +—=¢ +(—+ )ee
(a) (ao) a 1 a 2 a | ag? 162

(Fike ve Alonso, 2011), (Cohen ve Shoham 2018).

Hiper dual fonksiyonlar yardimiyla bir hiper dual saymin mutlak degeri ve karekokii

tanimlar1 asagidaki gibi verilebilir:

Tanmm 2.10. V x = xy + x1& + X6, + x36,6, € HD hiper dual sayisinin mutlak

degeri
|x| = |xo| + x11x0"e1 + x2]x01 €2 + (x3|x0]" + x1%21%0|") e €2
/ X0 17 X0 ! xo—xo.% I
ve [x =— Ve |x =(—)=—=OOU
xol" = 1oy Ve 1%l ™ = {5 xol? P
Xo Xo ( x0> {x, if xg=0
x| = |xol + %1 —&+x,— ¢, + | x3— ) 518, = X
| | | Ol 1|x0| 1 2|x0| 2 3|x0| 1€2 —X, lf x0<0

seklinde tanimlidir (Buradaki |x,|" ifadesi x, in mutlak degerinin tiirevidir).

Tamim 2.11. Bir hiper dual saymnin karesi

Va= aop + ai&q + ar &y + az&1 & € HD lgln

2

a? = ay? + (2agay)e, + (2agay)e; + (2agas + 2a,a,)&,&;

ile bulunur. Vv x = xy + x,&; + x56, + x36,6, € HD hiper dual sayisi igin

2

a" =Xx
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ifadesinin her iki tarafinin karekokii alindiginda
Vx = |a]
elde edilir. v/x hiper dual sayisia x hiper dual sayisinin karekokii denir. Bu esitlikte
lal = a yani ay, = 0 olmak iizere
Xo + X181 + X8, + x3818, = ag® + (2agay)e; + (2agay)e, + (2agaz + 2a,a;)e;&;,

esitliginden

— — " — [ X3 _ X%
ap =% , 04 T 2\/_ve a, = (2\/x_0 4x0\/x_0)
elde edilir.

Sonug olarak

X3 X1X2
Vr=xo + 2\/—‘51 JXo ( 2% 4x0\/TO) F1%2

olarak bulunur.

Tammm 2.12. Va =ay+ a.& +aye, +aze;e, € HD  ve b = by + bygq + byey +
bse1e, € HD hiper dual sayilarinin i¢ carpimi
(a,b) = ab = ayby + (a;by — aghy)e; + (azby — agh,)e;
+ (azby — agbs — a;b; — a,b1)€&;

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.13. Va = ay + a,&; + a,&, + az&, &, € HD hiper dual sayisinin normu, hiper

dual saymin I. tipten eslenik, i¢ ¢arpim ve karekok tanimi1 g6z Oniine alinirsa I. tip norm

aa
lall; = \/ao2 —2a,0,6,& = |ag| — ﬁgﬁz
0

seklinde tanimlanir. II. tipten eslenik, i¢ ¢carpim ve karekok tanimi1 géz oniine alinirsa 11.

tip norm

az
lagl 2

seklinde tanimlanir. III. tipten eslenik, i¢ ¢carpim ve karekok tanimi géz Oniine alinirsa

lall;; = \/ao + 2a9a,&; = |ag| + —

I11. tip norm

Aoz — a4,
|ao|

seklide tanimlanir. IV. tipten eslenik, i¢ ¢arpim ve karekok tanimi g6z Oniine alinirsa

lall;;; = \/ao2 + 2(agas — aja;)e16, = |ag| +

IV. tip norm
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apaq
lall,y = \/ao2 + 2apa,8, = |ag| + —|a | &1
0

seklinde tanimlanir.

Not 2.3. Diger taraftan

Ya=ay+a& +aye, +aze e, € HD hiper dual sayisinin normu

lall = Vao® = laol

reel sayisidir, seklinde de tanimlanmustir (Fike ve Alonso, 2011).

Tanmm 2.14. Va = ay+ a,& + aye, + azg e, € HD  hiper dual sayisinin normu
llall = 1

reel sayisi ise @’ ya birim hiper dual say1 denir.

Tammm 2.15. YV a = ay + a,&, + a&, + azg1&; € HD (ay # 0) hiper dual sayist i¢in
aa ! = (ay + ar&1 + aze, + aze18) (xo + X181 + X265 + x3818,) = 1

esitliginden iki hiper dual sayinin ¢arpimi kullanilirsa
(aogxo) + (apx1 + a;xg)er + (agxy + azxg)ey + (Agx3 + a1x; + azx; + azxg)ere; =1
elde edilir. Buradan hiper dual sayilarin esitliginden yararlanilirsa

1 a, a, 2aqa, aj
x0=a—0, x1=—a—02, X, = ——, Xp=——>"——>
bulunur. Boylece

1 a4 a, 2aqa a
_ 2 3
ay 20} ay Ay Ay

seklinde elde edilen hiper dual sayiya a hiper dual sayisinin inversi (tersi) denir (Fike
ve Alonso, 2011).

Ornek 2.3. a = 2 — 3g; + 4¢, + 5¢;¢, hiper dual sayisinin tersi
1_1 (=3 4 2(-3)4 5 1.3 17

a —5—2—281—2—2824' 2—3—2—2 8182—E+Z€1—€2—T€182

bulunur.

Sonu¢ 2.7. Va=0+a.& + aye; +aze;6, € HD  seklindeki hiper dual sayilarin
tersi olmadigindan dolay1 (HD, +, -) Ugliisii cisim degildir (Fike ve Alonso, 2011).
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Sonug 2.8.

1 1 aq a, 2aqa, ag

a ' =——-——& ——&+ -—
Qg aoz a02 a03 ao2

)E1E2

olmak iizere, I. tip norm tanimina gore

a_l Ag — A1&E1 — Ax&3; — A3&E1&y 1 aq a, n (Zalaz as )

- =& "¢ —s — T 3)&€
2 2 _ 2 ¢1 2 2 3 5)€18€2
llall; Qp* — 20102818, ay Qo ap ay a

I1. tip norm tanimina gore

ap _ Ag — A1&1 + ArE7 — A3&E1 &y . 1 aq e a, S (2(11(12 as )g ¢
2 = 2 PR A P A 3, 2/c12
llall;; ap” + 2a9a,¢, ap Qg ay a a

III. tip norm tanimina gore

Ay Qo — A& — A& T Az&E; 1 ay a, 2a1a, ajz
||a||1112 ap? + 2(agaz — a1a5)e18, a_o 4 a—02£1 - ‘1—02(€2 " (T 2615
IV. tip norm tanimina gére

Ay Gt 18 — & — 368 1 ag a, 2a;a, aj
||Ul||1v2 - ao? + 2a0a,&; B a_o - ‘1_0281 4 ‘1_0282 *( ap® - a—02)€1€z

elde edilir. Bu durumda herhangi tipten norm ve eslenik tanimina gore [ < P <[V
olmak iizere
ap

-1
al=
2
llallp

dir.

Not 2.4. Bir hiper dual say1 igin ||a|| = /a,? seklinde verilen norm tanimina gore

1 a a 2aqa a
-1 _ 1 2 1% 3
a _a__ﬁgl_ﬁez-l-(ag —F)Slé'z
0 0 0 0 0
ve
a 1 aq a, n as
=——-—& ——&+—¢&¢
lall? " ay  a? ™ a?? g
oldugundan
llall?

oldugu goriiliir.
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Ornek 2.4, a=2-—3g +4& + 568 hiper dual sayisinin  tersi
a_l = % + %gl — & — 58182 bulunur. Diger taraftan a=2 + 381 - 4‘52 - 55122 ve

llal|? = 4 + 24&, &, olmak iizere L. tip eslenik ve norm tanimina gore

a; 2+ 3&; — 4&, — S5gq6,
lall,® 4+ 24¢,¢,
a2 [34-20] [(—4).4-2.0]
lall;? ~ 4 Tt at 16 &+
[(—5).16—2.4.24—(~3).4.0—4.4.0—2.2.0.0] £12)
64

&G _1.3 17
=—4-& —& ——&E
2 1~ &2 1€2

lall, 2 4 4

elde edilir. Boylece
a

2
llall;

-1 _

oldugu goriiliir.

Tanmm 2.16. Reel kismu sifir olan hiper dual sayiya pure (sirf) hiper dual say1 denir.
Iki pure hiper dual sayinin carpma islemi
Va= a&q + a, &, + as &1 &y, b= blgl + bZEZ + b381€2 € HD 1(;11'1

ab = (a,b, + a,b,)¢&; &, seklinde tanimhidir.

Teorem 2.1. Iki hiper dual sayinin garpmm sifir ise carpanlardan biri sifir olmak

zorunda degildir.

Ispat. Va,, as, b,, b; # 0 olmak iizere

a =a,&, +aze &, Ve b = by, + bzg; g, hiper dual sayilarinin ¢carpimi

ab = (0 + 0g; + ay&e, + aze;6,)(0 + 0gy + byey + byeqey)
= (0.0) + (0.0 + 0.0)&; + (0.b, + a5.0)e, + (0.b3 + 0.b, + a,.0 + az.0)eg; €,
=0

olur.
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2.3. Hiper Dual Sayilarin Reel Matris Gosterimi

Ya=ay+a& +ae, +asze e, € HD igin
Ly,sHD - HD, L,(b) = ab

lineer donidsiimiinii tanimlansin. {1, &, €,,&,6,} standart bazina gore L, lineer
doniistimiine karsilik gelen matris bulunabilir. Bu matris lineer doniisiim yardimiyla

Lo(1) =al = ay+ a;& + ay&, + aze,&,

Lo(g1) = ag; =0+ ape; + 0e, + a,6,6,

Lo(gy) = ag, =0+ 01 + apey + a16.6;

Lq(e3) = ag3 = 0+ 0g; + 0, + ape; €,

olmak tlizere

a 0 0 0
la a 0 0
A= a; 0 a 0

a a, 4 a
seklinde elde edilir (Fike ve Alonso, 2011). Bu matrisin determinanti

detd = a,*
seklinde bulunur.
Burada &;&, = £,¢; oldugundan kuaterniyonlarda oldugu gibi sol ve sag matris

gosterimi bulunmaz.

Ornek 2.5. a = 3 + 5¢; — 7¢, + 4&,&, hiper dual says1 icin
Ly:HD - HD, L,(b) = ab

lineer dontisimii tanimlansin. {1, &, &5, 616,} standart bazina gore L, lineer
doniistimiine karsilik gelen matris bulunabilir. Bu matris lineer doniisiim yardimiyla

Lo(1) =al =3+ 5 — 7&, + 4¢;¢,

Lo(g) = agy = 04+ 3¢, + 0e, — 7€46;

Lq(g;) = ag; = 0+ 0g; + 3¢, + 566,

Lq(g3) = a3 = 0+ 0g; + O0g, + 3¢4¢,

olmak lizere
3 0 0 O
| 5 3 00
A= -7 0 3 0
4 -7 5 3

seklinde elde edilir. Burada
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30 00
det(a)=|>, 3 0 O =3t=g1
4 -7 5 3

elde edilir.

2.4. Hiper Dual Sayilarin Dual Matris Gosterimi

a hiper dual sayisinin
a=d,+¢&'d,

dual say1 katsayili yazimini goz Oniine alarak a hiper dual sayisina karsilik gelen
matrisi bulalim:
Va=d, +¢'d, € HD ig¢in F,: HD — HD, F,(b) = ab linecer doniisiimii tanimlansin.
{1, "} standart bazina gore F, lineer doniisiimiine karsilik gelen matris bulunabilir. Bu
matris lineer doniisiim yardimiyla

F,(1) =a.1=d+¢"d,

F,(e") =a.e"=0+¢"d;

Cdy 0
AD‘(dz dl)

seklinde verilir. Bu matrisin determinanti

olmak lizere

detAp = d,*=(ay + £a,)%=a,? + 2eaya,

seklinde bulunur.

Burada g€ = £*¢ oldugundan kuaterniyonlarda oldugu gibi sol ve sag matris gosterimi

bulunmaz.

Ornek 2.6. a = 3 + 5¢; — 7¢, + 4&,&, hiper dual sayis1 d; = 3 + 5¢; ve
d, = —7 + 4&; olmak lizere

a=3+5&)+e(—7+4¢)
seklinde yazilabilir.

a=3+5&)+e(—7+4¢)
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icin F,;: HD — HD, F,(b) = ab linecer doniisiimiinii tanimlansin. {1, €*} standart bazina
gore F, lineer doniisiimiine karsilik gelen matris bulunabilir. Bu matris lineer doniisiim
yardimiyla
F,(1) =a.1=(3+5&) + & (-7 + 4¢)
F,(e) =a.e* =0+ (3 + 5¢)

olmak lizere

A _<3+5£1 0 )
D= \-7+4e 3+5¢

seklinde elde edilir. Buarada

3+4+5& 0

det(Ap) = —7+4e; 3+5g

=9+ 30¢,

bulunur.

2.5. Hiper Dual Sayilar ile Ilgili Temel Kavram ve Teoremler

Teorem 2.2. Asagidaki ifadeler herhangi tipten eslenikler i¢in gecerlidir.

1) Her a € HD igin her tipten eslenik tanimima gére a = a dir.

2) Her a, b € HD igin her tipten eslenik tanimina gére a+ b = a + b dir.

3)Hera =d; + €*d, € HD igin

a+a; = 2Re{a}, a—a; = 2HDu{a}

a+a;; = 2Re{d,}+ 2Re{d;}e, , a —a; = 2Du{d,}e; + 2Du{d,}¢ ¢;,

a+a;; = 2Re{d;} + 2Du{d,}e,&,, a —ay; = 2Du{d,}e; + 2Re{d,}¢;,

at+ay =2d,, a—ay = 2d,s

dir.

4) Va € HD igin her tipten eslenik tanimina gore a = a < a dir.

Sonug¢ 2.9. Dual sayilar i¢in gegerli olan 6zelliklerden bazilar1 hiper dual sayilar i¢in

gecerli degildir, bu 6zellikler asagidaki gibi verilebilir:
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1) Hera, b € HD i¢in (ab); # a; b, , fakat a; b, = b, aj,

2)Va € HD,Vb # 0 igin

5),*%
b/; " b,
dir.

ispat.

1) Va= (oA + ai&q + A& + az&1 &y, b = bO + blgl + bZSZ + b3€1$2 € HD lg:ln iki

hiper dual sayinin ¢arpimi

ab = (agb,) + (agbhy + a1by)e; + (agh, + azbgy)e, + (agbs + a1b, + a,by +

azbo)es&;
oldugundan eslenik tanimi1 kullanilirsa,

(@b); = (agho) — (@gby + a1be)es — (@ghy + Asbo)es — (aobs + ayby + azby + asby)e e,
elde edilir. Diger taraftan
Va;=ay— a & — Q&5 — A3€1€5, by = by — b&; — bye, — b3e1€, € HD hiper
dual sayilarinin ¢arpimi
@; b; = (aghy) + (ag(—by) + (—ay)bo)ey + (ag(=by) + (—az)bg)e; + (ag(—bs)
+(—ay)(=bz) + (—az)(—bq) + (—az)bg)&; &;

oldugundan
@; by = (aghy) — (aghy + a1by)e; — (aghy + aybg)e; — (aghs — arb, — azby + azbg)e; &,

elde edilir. Boylece (ab); # @; b; dir. Diger taraftan

b, a; = (boay) + (bo(—ay) + (—by)ag)e; + (bo(—az) + (bz)ag)s; + (bo(—a3)
+(=by)(—ay) + (=bz)(—ay) + (=b3)ay)&,&;
oldugundan

b, @; = (agho) — (aghy + ayby)ey — (agh, + azbg)e; — (aghs — a;b; — azby + asbg)e; €,

elde edilir. Boylece @; b; = b, aj dur.
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2) Va= aO + a181 + a282 + a3£182, b = bo + blgl + bzgz + b3€182 € HD hlper
dual sayilarin bolme islemi

(azbo — aob,) a3b02 — aobobz — aybob, — a;boby + 2agbyi b,
b = b 2 1+ 2 &+ 3 E1&2
0 bo bo bo

a ay, (a;by—aghy)
—+ &

oldugundan eslenik tanimi kullanilirsa,

&

(ﬁ) _ a (ayby — aob,)
b/,

(azby — agb,) a3b02 — agbobsz — a,byb, — a;bob, + 2a4b1 b,
7 2 - &~ &6
b, I

by* b,®

elde edilir. Diger taraftan

Va_l = Qg — A1&1 — A&y — A3&E1 &y, b_I = bO - b1£1 - bzez — b3£1£2 € HD hiper
dual sayilarinin boliimii

4 _% N ((=a)by = ay(=by))

+ ((_az)bo - ao(_bz))

b_l by bo2 o bo2 &
((—a3)b02 — aobo(—=b3) — (—ay)bo(—=b;) — (—az)by(—b,) + Zao(_b1)(_b2))
+ 3 £.&

by

oldugundan

a; _ a9 _(a1bg — aghy) y (azbg — agby) c

b_l bO boz 4 boz 2

- b3 €1&2

0

elde edilir. Boylece (E) =2 dir.
b); 7 B

Ornek 2.7. a = 2 — 3¢, + 4¢, + 56165, b= —1+ 2, + 3&, — 4&,&, hiper dual
sayilari i¢in @ nin b ile ¢arpimi
ab = -2+ 7& + 2&, — 14¢4¢,
dir. Fakat @; = 2 + 3¢, — 4e, — 5¢e,6,, by = —1 — 2¢; — 3¢, + 4&,&, hiper dual
sayilar1 icin @; nin by ile ¢arpimi
a;b; =—-2—"7¢ —2¢, — 12¢4¢,

dir. Diger taraftan a nin b ye bolimii % =-2- &1 —8¢ —20g¢, iken

=-2- 81 - 252 - 205152

= =

elde edilir. Sonug olarak (ab); # a; b; ve o) U oldugu goriilmektedir.
b/ by
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Teorem 2.3.Va = ay + a;&; + a,&, + aze;€, € HD igin, asagidakiler dogrudur.

() llall; =0 & ag® = 2a,a,&;¢,.
(i) lall;; =0 & ay® = —2aya,¢,.
(iii) lall;; =0 & ag® = 2(aya; — agasz)e &;.
(iv) lally =0 & ag® = —2a4a,¢;.

Ispat. ||al|; = 0 ise I. tip norm tamimma gore |lall; = \/aoz — 2a,a,&,&, = 0 olup

aoz - 2a1a2£1£2 - 0 elde edl|ll‘

TerSlne, aoz — 2a1a281€2 =0 ISE ||a||1 = \/aoz - 2a1a281£2 =0 Oldugu aglktlr.

Diger ispatlar da benzer sekilde farkli tiplerdeki normlar i¢in yapilir.

Teorem 24. Va=ay+a,& +aye;, +aze;e, Ve b =by+ bigg + byey + byeqe,

hiper dual sayilari i¢in ||ab||; # ||all;. ||b]|, dir.

asbg)e; &,

carpimindan, L. tip norm tanimina gére

llabll; = \/(aobo)2 — 2(agby + aybg)(agh, + azby)e; &,

= \/aozboz - 2(a02b1b2 + aga,byby + a;byayb, + bozalaz)elez

ve

llall;. lI1b]l; = \/(aoz - 2‘11a2<'51<92)-\/(bo2 - 2b1b2€152)

= \/aozboz - 2(a02b1b2 + bozalaz)glgz

oldugundan ||abl||; # ||all;.||bl|; elde edilir.

Diger norm tanimlarina gore de esitlik olmadig1 goriilebilir.

Teorem 2.5. Va,b € HD icin ||a + b||; # ||all; + ||b]|, dir.
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Ispat. a + b = (ag + by) + (a; + by)e; + (ay + by)e, + (as + b3)er e, olup
lla + bll; = (ag + bo)? — 2(ay + by)(a; + by)ere,

bulunur.

Diger taraftan ||al|; + ||b|l;, = ag? — 2a,a,6,6;, + by> — 2b, b, &, €, Olup

lla + bll; # llall; + ||l dir.

Teorem 2.6. Bir hiper dual say1 i¢in ||al|| = \/a_oz seklinde verilen norm tanimina gore
l.Va=ay+a& +aye +ase6, € HD igin ||lal| = 0 © ay = 0’dir.

2. Ya=ay+a,& +aye, +azee;, Ve b =by+ big; + bye, + byege, hiper dual
sayilari i¢in ||ab|| = ||al|. ||b]| dir.

3.Va,b € HD igin ||a + b|| < ||a|| + ||b]| dir.

ispat 1. ||a|| = 0 ise norm tanimina gore |ay| = 0 olup a, = 0 elde edilir.
Tersine, a = 0 ise ||a|| = |ay| = |0] = 0 bulunur.
2. ab = (aghy) + (agh;, + a;by)e; + (agh, + aybg)e; + (aghs + ajb, + a,by + azby)e; &,
carpimindan
llabl| = |aobo| = laol- bl = llall. ||b]]
bulunur.
3.a+b=(ay+by) + (a, + by)e; + (ay, + by)e, + (az + b3)e &, olup
lla + b|| = |ag+bo| < |ag| + |by| (reeldeki liggen esitsizliginden)
lla+ bll < [lall + |bl|
elde edilir.

Tammm 2.17. Ya=d; +€'d, € HD hiper dual sayisi i¢in Taylor seri ag¢ilimi

kullanilirsa

! d 14 d
Flay = r(dy + 150 4D

elde edilir. Burada, £ = €2 = 0 oldugundan

fla) = f(dy) +e"dyf'(dy)

bulunur. Buna gore a = d; + €*d, € HD hiper dual sayisinin istel fonksiyonu

(erdy)t +

(efdy)? + -+

(n
f—(dl)_ (S*dz)n + ...

)
n!

etedz = o1 4 g*d,eh = eN (1 + £*d,)
seklinde tanimlanir.
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da .«

Sonuc 2.10. Va = d, + £*d, € HD hiper dual sayisi i¢in a@ = d,ed” dir.

Ispat. Herhangi bir a = d, + €*d, € HD hiper dual sayis1 verilsin. Ustel fonksiyon
yardimiyla

da . d .
dledlg = dl (e(H_dlg ) == dl [eo (1 + 8* %)] = dl + g*dz =Qa
1
bulunur.
d

Tanmm 2.18. Bir a = d; + €"d, € HD hiper dual sayisinin argiimenti Arg(a) = =
1

seklinde tanimlanir.
2.6. Hiper Dual Vektorler

Tamm 2.19. HD3 hiper dual vektorlerin kiimesi
HD3 = HD x HD x HD = {A = (A, A3, A3)|Ay, Ay, A; € HD}
ile tanimlanir.
(Aq,A3,43) = (ag + a1&; + aye;, + aze €5, by + bieg + byey + byeggey,¢c0 + €16
+ cy65 + C36185)
olup
A = (ay, by, ¢o) + (ay, by, c)e; + (ay, by, co)e, + (as, bs, c3)e e, olarak
yazilir. Burada @, = (aq, by, ¢y), a; = (a4, by, ¢1), a; = (ay, by, c3), az = (as, bz, c3)
vektorler olmak iizere A = dg + Gy, + g€, + Aze,€, ifadesine hiper dual vektdr

denir.

Tamm 2.20. 4 = Gg + Gy&; + Gy€, + A3€165, B = by + by + by, + baeye, hiper

dual vektorlerinin esit olmalari igin gerek ve yeter sart @, = E, 0 < i < 3 olmasidir.

Tammm 2.21. Z = a—()) + a_{&‘l + a—2>82 + a_3)€1£2, E = b_(; + b—l)gl + F;Sz + b—3>€1€2 hlper
dual vektorlerinin toplami

A+B = (ag+by)+ (a7 +by)e; + (@ + by)ey + (a3 + bs )&y,
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ile tanimlidir.
Tamm 2.22. 4 = ag + a,&, + Gy, + dze,6, hiper dual vektoriinin A € HD hiper
dual sayist ile ¢arpimi
LA = 2ag+ (Aa)e + Q@)e; + (Aa3)ene;
seklindedir.

Teorem 2.7. (HD3, +) ikilisi bir abel grubudur.
Ispat.

) VA, B € HD? igin Tamim 2.21 dikkate alinirsa

A+B= (@g + ajey +aze; + azeig;) + (170 + E& + 17252 + 1735132)
= (@ + bo) + (@ +b1)es + (@ + by )e; + (@3 + bs)es &
olup 4+ B € HD3 elde edilir.

i) VZ, l_-f, C € HD? icin Tanim 2.21 ve (R3, +,") iicliisiiniin bir halka oldugu goz oniine

aliirsa,

(A +B)+C = [(ag + aye; + Gz, + ze16;) + (bg + brey + byey + byeps,)]
+(co + C1&1 + Co6; + C38463)
= [(@s + bo) + (a7 + by )&y + (ag + by)ey + (a3 + b3 )&,85]
+(co + Cr&1 + Coey + C36163)
= [(@5 + bo) + o] + [(@ + by) + &les + (@ + b2) + e
+[(@5 + bs) + Geses
= (@5 + (bo + @) + [a@ + (bs + &)]es + [@ + (b2 + &)]e
@z + (bs + &)]ees
=(cg + C1&1 + C165 + C38185) + [(ag + are; + aze, + azege;) +
(b_o) + bTel + bjez + b?elez)]

=4+ (B +C)

bulunur.
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iii) v0 € HD3 i¢in Tamm 2.21 ve (R3,+,") iicliisiiniin bir halka oldugu goz Oniine

alinirsa,
0+4 = ((_5 + 0, + Og, + 68182) + (ag + aje; + aze, + aze,65)
=g + aje; + aze; + aze8;
=4
bulunur. 0 elemani + islemine gdre HD3 deki birim elemandir.
iv) VA € HD? icin

X+A = (x—o) + x_l)é‘l + 32;82 + Ygelgz) + (a—o) + a_f&‘l + a—2>$2 + a—3)€1€2)

= 6 + 681 + (_))82 + 68182

olacak sekilde bir tek X = —4 = —ag — ay&, — Gy6; — Aa€1€, € HD3 elemant vardir.

—A € HD? + islemine gore A € HD3 elemaninm tersidir.

V) VA, B € HD? i¢in Tamm 2.21 (R3,+,”) iicliisiiniin bir halka oldufu géz &niine

alinirsa,

A+B = (ag + aje; + Gye; + Gze165) + (b + biey + byey + byes;)
= (@g + bo) + (a7 + by )&y + (@5 + by)e, + (a3 + bs)ey5,
= (bo +@g) + (b + @)e; + (by +@3)e; + (bs + @5) 165
= (b + byey + by, + byeie;) + (@g + Trey + Tre, + Aze,8,)

=B+4

bulunur. Boylece (HD3, +) ikilisi bir abel grubudur.

Teorem 2.8. (HD3, +) sistemi HD iizerinde bir modiildiir.
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Ispat (HD,+,) fgliisiniin  birimli ve degisimli bir halka oldugu
bilinmektedir. (HD3,+) ikilisinin Abel grubu oldugu da bir onceki teorem ile

ispatlanmistir. Bu durumda,
-+ HD X HD® —» HD?
VA € HD ve VA € HD3 icin
1A= Xag + (Aa))e; + (Aax)e; + (Aaz)e; &,

seklinde taniml1 dis isleminin modiil aksiyomlarini sagladigi gosterilmelidir.

i) VA € HD ve VA, B € HD3 i¢in yukaridaki dis islem goz Oniine alinirsa
AMA+B) = 2[(ag + bo) + (@ + by )es + (az + by )z + (a3 + b3 )15
=A(ag + bo) + A(@; + by )&y + A(@5 + by)e, + A(@; + b3 )ese,
= Aa, + (Aay)e; + (Aay) e, + (laz)e &,
+ A bo + (Aby)&; + (Ab;)e; + (Ab3)ese,
= 1A+ 1B
elde edilir.
i) VA,u € HD ve VA € HD? i¢in yukaridaki dis islem goz Oniine alinirsa
A+ WA= A+ W+ A+ w@de + A+ p@)e;, + A+ P (@)ee,
= Aag + (Aa)e; + (Aaz)e; + (Aaz)es e,
+wag + (uape; + (paz)e; + (Hag)e &,
=+ ,uz
elde edilir.
iii) VA, u € HD ve VA € HD3 i¢in yukaridaki dis islem goz oniine alinirsa
A= W) ag + () (@)e; + ) (@) e, + (M) (@3)e1¢,
=1 (ag) + A (wae + 4 (az)e; + A (Waz)e e,
=1(uA)
elde edilir.
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iv) 1 € HD igin
14 = 1ag + (1a)e + (1a3)e; + (1a3)e,8,

= a_o) + a_l)&‘l + a_z_)gz + a;glgz

I
N

dir.
Boylece (HD3, +) sistemi HD iizerinde bir modiildiir.

Tamm 2.23. A =ag + Gy, + Gy, + G616, B = by + byey + bye, + baey e, hiper
dual vektorleri i¢in
(,):HD? x HD® - HD
(4, B) = (@5, bo) + (@5, by) + (@3, bo))ex + (@, ba) + (@3, bo) ez +
(@0, bs) + (@3, bo) + (@i, ba) + (@5, b1))eses
seklinde tanimlanir. (,) fonsiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa (,) fonksiyonuna ig

carpim fonksiyonu HD3 uzayina da i¢ ¢arpim uzay1 denir.
1) Simetri (Degisme) Ozelligi: VA, B € HD? icin (4, B) = (B, 4) dir.

2) Bilineerlik Ozelligi: VA, B € HD3 ve VA € HD icin
(A4,B) = M4, B)

(A+B,C) = (4,C)+ (B,C) dir.

3) (4,4) = 0= 4 = 0 dir.

2.7. Hiper Dual Vektorlerin Normlanmasi

Tamm 2.24. Bir 4 = @y + ay&, + ay¢&, + Gz¢, &, hiper dual vektdriin normu

— — = 1 — —_— —> _— — —_ — — —> 1
4] = (4, 4)) /2=(||a0||2 + 2(ag, @)ey + 2(ag, @)e; + 2(@g, @z) + (@7, @3))e12;) /2
seklinde tanimlanir.

Burada bir hiper dual sayinin karekdkii tanimi kullanilirsa

_ 2, 2@ga) 2(a5,a3) 2({agag)+{ar,az)) 2<a_°)’a_1)>2(a—°>'a_£))
Al = Jllag||” + Zds ¢ 4 2! +< = ez ) €16
Il = (i@l + e + e e e 4llal2 el ) =12

veya
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(@g,ay) (ag,az) ((a_o’,a_3’>+(a_1’,a_z’> <a_o’,a_1’>(a_o’.a_z’))
- 1¢2

.
A = llagll + 2= e + == — p—
gl lall T @l 2 llasll llaoll3

olarak yazilir.

Ornek 28. 4= (1,2,3) + (1,0,—2)&; + (5,—1,0)e, + (3,—4 — 2)&,&, hiper dual

vektoriniin normu

. 3
4]l = vi4

5 69
———f t—¢ +(—)ee

Viz booviz ¢ \1av1a) TP
dir.

Tamim 2.25. Normu 1 olan hiper dual vektore birim hiper dual vektor denir.

Teorem 2.9. 4 birim hiper dual vektor ise

lagll = 1 ve (ag, ay) = (ag, az) = (ag, az) + (ay,az) = 0 dir.

Ispat Hiper dual sayinin normu tanimina gore

”A” =l|lagll + —=r& +—=—-¢; = - —3 1€2
llaoll laoll llaoll llaoll
ve
ag,a; ag.a, ag,.az)+{(as,a, ag,a1)ag, a5
lagl + el 4 (Got2) (< 005)Hd1, @) _ (Go.tiX > 2))8162 =1+ 0g; + 0&, + Og; &,
laoll Ilaoll laoll laoll

yazilabilir. Iki hiper dual saymin tanimi gdz dniine alinirsa,
lagll = 1ve (ag, a;) = (ag, a;) = (ag, az) +(aj,az) = 0

elde edilir.

Teorem 2.10. 4 = @y + @&, + ay€, + A3, €, hiper dual vektor olmak iizere

birim dual vektordir.

Ispat:
0 O 1= @l 7“2 7 gl 73 llas|l lla I3

olmak tlizere
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| 4]l = a0 + are1 + azeztaze; s,
dir.

a_(; = (aOJ bO' CO)' EI = (al) bl; Cl)) a_Z_) = (aZIbZICZ)’ Cl—3) = (a3lb3lc3) Olmak lizere

A G taje taze, +azes,
||X|| ag +a1& +ae; +azee,

_ ((ao; bo, co) + (ay, by, c1)e; + (az, by, c3)e; + (as, bs, 03)5152)
Qo + a6 + a6, + azg6,

(ao + a6 +aye;, +aze €y, by + bigg + byey + byee, co +c181 + CrEy + c3elsz>
ag+a&; +aye, +aze e, 'ag + aey + aze, +aze s, ag + age; +aze; +aze s,

2
(a1ay — apag) (azao aoaz) azap° — Apagas — A13pay — A3pa; + 2aga;a,
= (_ Tr 2 &1 + & + 3 1€2,
a a a
0 0 0
2
by (bjag — boao) (bzao boaz) b330 — bpagaz — biaga, — bpapa; + 2bpa a;
—+ 2 3 8182,
do do do

2
¢y . (cra9 — coap) (coa9 — Coaz) €339° — Coagaz — C1apay — Cpa0a71 + 2Cpa;1a;
— + 81 + 82 + 8182)

ag ag? ag? ag’
_ (@ @ C_o) n ((a1' by, C1)) r a1 (ag, by, cp) ¢
ap ' ag’ ag do ay? !

n (((az, b,, Cz)) _ (ag, bo, Co)) .

dp ap?

n ((a3, b3, 03)) _ az(ag, by, cop) _ az(aq, by, cq) _ ai(ay, by, c3)
dg ap? ap? ay?

(ag, bo, ¢o)
+ 2a;a, — | &a&
=N)

— — — — — —_— —
_ Qo n < a; {ao, a1)a_,> e 4 < a, (a az)a_,> c
laoll ~ \llaoll  llaoll® llaoll  llaoll®

[ az  (agdz)—  (ap,ar) — ((a_o’,a—3'>+(a—1',a—z'> (a,ar)(ao,az) (70.71)(670.672)) ]e.e
— T = 1~ 5= 2= p— - — - — 1€2
llagll  llaoll® llaoll® llaoll llaoll® llaoll® llaoll?

—
=U

bulunur. Buradan
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—)a—O)

Uy = 7=

Il
oL L
lagll  llagl®
o B G
EEEE
e B (@& L (@@
A ENE a3
B (@@Hoﬁ.@ _ @mam@maEm <Eo’,a><ro,fz>) a
llaoll laoll® llaoll® laoll?
elde edilir.Buradan,
T a a AN
(0, %) = o ) = e 1ol = 1
@WE _ @ @ (@)
@l el Nlagl®
- @ a—>>——<“_°)'“_1)> (@z, ag)
lallz 7 qanr v
(@ @) (a@,a)
T @l lagll?
=0
WE) _ & G (@)
ol llasll  llagl® °
1, {agay) _, _,
= W (ag, az) ——”a”4 (agp, ag)
(@@ (@5a@)
T &l a2
=0
ve
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(uguz) + (g, uz) _  ag  ag ((a_o’,a_s’)+(a_1’,a_z’)_(a_o’.a_{)(a_oia_z’)> a9

— Mlagll  lagll llasll llaoll® llaoll?
) S s O )y
lagl® ' lagll® 2 laoll® 0
(EI _(@oa)— @ (o) —
lall @l "0 gl liagl °
_f{agaz)  ((agaz) + (a;,az) (@ T + (aq, a;)ag, az) (@ @)
IENE llaoll* 0o llaoll® 0o
————(0, 1) — =5 (ag,ay) + 2 — (ag, ap)
llall* ™ llaoll* ™ llaoll® '
— - — 0 1/ = T1—na 0 2 —_— 0 0
lagll?  llagll* llagll* llaoll® '

=0

eMeemHLBudwumdaﬁ%=iﬁbﬁm1Mpadudvddmﬂm:

Ornek 2.9. 4 =(1,23) + (1,0,—2)&; + (5,—1,0)e, + (3, —4 — 2)e,¢, hiper dual
vektorii i¢in
3

- 5 69
||A|| =VI4d——g +—¢,+ (—) £1&
Vid — V14 1414

olmak lizere

(1,2,3) + (1,0, —2)81 + (5, _1,0)82 + (3, _4‘ - 2)8182

5 3 69
17— — e+ ¢ +(—)
vid Vizd ' via 2 T \1av14

vektorl birim vektordiir. Yukaridaki teorem kullanilirsa; U birim vektorii

U=

18

l_i ( 1 2 3 )+< 19 10 13 >
= ) ) ) I_ 8
Vizd'Vizd'Viad/  \14v14 1412 1412/
4 ( 67 20 9 >
’_ ’_ g
14V14° 14V12 1412/ °
935 776 191
+( )= ,— )5152
196vV14’ 196V14 19614

seklinde bulunur. Gergekten (ug, ug) = 1, (U, uy) = 0, (Ug, uz) = 0 Ve (ug, uz) + (U;, uy) =

0 elde edilir.
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Sonug¢ 2.11. Teorem 2.10’ da
_(ag,ay)
"l
(@, @)
~ llaliz”
(@, @)+ (a1, @) (@0, a)@o,az) ., (do, AN, @z
T llaol|2 llaoll* ll@oll®

kq

ka

alinirsa,
Z = ao(l + k1€1 + kZEZ + k3€1£2)_l7

yazilabilir. Buradaki kq, k, ve ks A dual vektdriiniin adimlaridir.

Ornek 2.10. 4 = (1,2,3) + (1,0, —2)&; + (5,—1,0)&, + (3, —4 — 2)&, &, hiper dual

-30-69V14
196V14

5 3

m,kz :_Vek3 ==

i olarak

vektord igin A dual vektoriiniin adimlar k,=-—

bulunur. Bu durumda, U birim hiper dual vektori

7 ( 1 2 3 )+( 19 10 13 >
ES ) ) ) I_ g
V14 V14 14 14414 14V14 1414 !

y ( 67 20 9 )
- y &
1414 14V14  14V14) 7
935 776 191
+ ( >€1€2

196vid’ 196vV14 196v14

olmak lizere

v \/ﬁ<1 5 . 3 +<—30—69\/ﬁ> )ﬁ
= ———t+t—=c¢ ————— | g
Viz ' Viz C 19614 ) ‘2

seklinde yazilir.

Tamm 2.26. G # 0, @, # 0, G, # 0 Ve @z # 0 ise 4 = Gg + ay&, + Gy, + a6,

hiper dual vektoriine has hiper dual vektor denir.

Tamm 2.27. g = 0 ise 4 = Gg + @&, + Gy, + Az, €, hiper dual vektdriine sirf hiper

dual vektor denir.
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2.8. Hiper Dual Vektorler i¢cin Skaler ve Vektorel Carpim

Tamim 2.28. 4, B € HD3 hiper dual vektdrlerinin dis ¢arpimi;
A:HD3 x HD? - HD3
lsleml Z = a—()) + 5{81 + a—z)gz + a—3)81€2 y _E = b—o) + b—l)gl + b—2)£2 + b—3)€1€2 1g:1n

ANB =agNby +e,(ag Aby +a; Abg) + e5(ag A by + @z Abg)
+e16,(@g Abs + a5 Aby + @5 Aby +az Abg)

olarak tamimlanir.

Tanim 2.29.
E=¢g; € =¢
2=¢2=0
e+ 0,e"#0,e+¢"
et =€+ 0
olmak iizere 4 hiper dual vektorii iki dual vektoriin toplami olarak A= Tl + S*E

seklinde yazilabilir. Burada 4, = ag + €a; ve 4, = @, + €a; dual vektdrleridir.

Hiper dual vektorlerin skaler ve vektorel carpimlari (Cohen ve Shoham, 2018)

tarafindan asagidaki gibi verilmistir:

—d+ea’ A=a"+ e(a")* B = b+eb* ve BE=h"+ e(b*)* dual vektorler

e}

ve A=A+ ¢'A" veB=F +¢B* hiper dual vektorleri verilsin.
A" =XANA veB*=YAB

olmak iizere 4 ve B hiper dual vektorlerinin skaler ¢arpimi

(A,B)=(A+e*"(XNA),B+ e (Y AB))

= (4,B) + &*[(4,Y AB) + (X A4, B)]

- > -

= (4, B) + &*[~(Y,AAB) + (X, A AB)]
=(4,B)+ & ((X - Y,AAB))

= ||@ll||b|| cos @ + &*((~M, & A BY))
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= ||@l||]| cos ® — £*({M, A A B))

= ||&||||E|| cos ® — 8*( M””ff/\ﬁ” cos 0)

= llal]|B]| cos ® — & (¢ lall[|B]] sin )
= llal]|b]| cos @ — g (lall[|b]] sin »)
elde edilir. Burada ¢@* = ¢, + €@, bir dual sayidir.
(4,B) = lldll]|b]| cos p — g*&*(llll||B]| sin @)
= lla@ll||b|| cos ® — £* (¢, + €9, ) (lldll]|b]| sin @)
= llall|B|(cos @ — 9"z sin @) — " (¢, + £¢,) (I1ll][B]|sin @ + " cos ) )
= lall||B| (cos ¢ — p"esing — £" (¢, sinp + 20, cos @ + £, sin )
= lla@ll||5]|(cos @ — @*e; sinp — 200, 5in @ — £18,0, 9" cOs P — &1 €,00, 5N )
= ||@ll]|b]| cos ®
dir, burada @ = @ + £*®* dir (Cohen ve Shoham, 2018).
AANB = (ﬁ+s*()?/\ﬁ))/\(§+s*(?/\§))
=ANB+e [AN(YAB)+ (X AA)AB]
= ||A[[||B||M sin® + &* (" M(A,B) + ¥ A (1lall||]| M sin @))
= llall|B[|M sin & + &” (@*illall||b]| cos ® — "M A (llall||B]| sin @) )
= ||al||p||M (sin ® + £*(¢* cos ®))
= 1a@ll||b||m (sin<p + ¢ cosp + £ (¢, + £9,)(cos @ — ¢"e sin ¢))
= ||&||||E||M(sinqo + &9 COSQ + £,0, COS @ + £16,0, COS P — £16,0,¢" SN P)
= ||@ll]|b||M sin ®
elde edilir (Cohen, ve Shoham, 2018).

Hiper dual vektorler i¢in skaler ve vektorel carpim goz oniine alinirsa, dual vektorler

icin tanimlanan skaler ve vektorel ¢arpimla ayn1 6zelliklere sahip oldugu gortilebilir.

2.9. Hiper Dual Vektorlerin Lineer Bagimhihgi, Lineer Bagimsizhig: ve Bazlar

Tamm 2.30. A—l), A—£ , A—3> € HD?3 has hiper dual vektérler ve
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wi = (60); + (81)ie1 + (83) 6, + (63);616, € HD, 1 < i < 3 hiper dual sayilari i¢in
2 M A; = 0 iken her p; hiper dual sayilar1 0 hiper dual sayist oluyorsa {A—{, A—Z), Z;} has
hiper dual vektdrlerin kiimesine lineer bagimsizdir denir.

Aksi halde {Z;, Z;, X;} has hiper dual vektorlerin kiimesine lineer bagimlidir denir.

Teorem2.11.a; # 0,b; #0vec, # 0,0 < i,j,k < 3ise
Al = ao + a1€1 + a2£2 + a3€1£2 ’AZ = bO + blgl + b2£2 + b3£1€2 ve
A3:C0 + C1&1 + Cr&Ey + C3&1& olmak tizere

{Z = (A4, Az, A3)} kiimesi lineer bagimsizdir.

Ispat. A= (A4, A,, A3) hiper dual vektor olsun. Bu durumda hiper dual vektor tanimina
gore
(A1, Ay, A3) = (ag + a6, + aye; + aze€5, by + bigg + byey + byeiey,¢co + 16
+ cy6, + c36185)
dir. u = 8y + 6,6 + 6,6, + 536, &, olmak lizere
pA=0

iken
K(A1,A2,43) = 0
ve
pAy = pA; = pA3 =0
elde edilir. iki hiper dual sayinin tanimina gére
pAy = ab = (§,ap) + (6,a1 + 61ap)e1 + (8,a; + 82a0)e2 + (8,a3 + 81a; + 6201
+ 63a0)€1€2
uAy = ab = (§,bo) + (§,b1 + 81bo)ey + (6,b2 + 62bo) ez + (8,b3 + 81by + 82b¢
+ 63bg) 1€
ve
pAy = ab = (8,¢p) + (§,c1 + §1c)e1 + (§,¢2 + 2c0) €z + (8,¢3 + G1¢2 + 624
+ 83¢p)€1€2
olup
S8oap = 6oby = 6pcy = 0,
oaq + 61ay9 = bpay + 6,a9=06paz + 61a, + 6,a4 + 6309 = 0,
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Soby + 81by = 8¢b, + 8,by=6yb3 + 61b, + 6,01 + 83by = 0,

8oCq1 + 61¢9=(8gCy + 8¢9 = (8pc3 + 8¢5 + 8301 + 63¢5 =0
elde edilir. Boylece 0 < i,j,k < 3 igin a; # 0, b; # 0 ve ¢, # 0 oldugundan
6y = 6; = 6, = 63 = 0 elde edilir. Bu durumda g = 0 bulunur. Sonug olarak

{Z = (A4, Az, A3)} kiimesi lineer bagimsizdir.

Tanim 2.31. Z;, A—z) , A—3) € HD3 birim hiper dual vektorleri karsilikl1 olarak ortogonal

iseler ZI TZ , A? birim hiper dual vektorlerine ortonormal hiper dual vektorler denir.

Teorem 2.12. 4,, A5, Tg ortonormal vektorler iseler {A_{, A, E} sistemi lineer

bagimsizdir.

Ispat p; = (8y); + (8))i&1 + (8,)i62 + (83);616, € HD , 1 < i < 3 hiper dual sayilari igin
A uiE =0 esitliginin her iki tarafi sirastyla A;, 1 < j < 3 hiper dual sayilari ile i¢

carpilirsa

i (A, A7) = (0,4)) =0

3
1=

1

elde edilir. A4, A5, A3 sisteminin ortonormal oldugu gz 6niine alinirsa

y
Zhsiss

Ao a)) = {O, i

oldugundan
u;i=01<i<3

elde edilir. Boylece, {A_l), E, E} sistemi lineer bagimsizdir.
Tamm 2.32. HD3 iin herhangi bir T alt kiimesi lineer bagimsiz ve Sp{T} = HD3 (VA €

HD3 icin T kiimesindeki sonlu sayidaki elemanin bir lineer kombinasyonudur)

ozelliklerini sagliyorsa T kiimesine HD3 {in bir baz1 denir.
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Calismada ilk olarak literatiirde var olan hiper dual sayilar ile ilgili bilgiler
verilmistir. Ayrica bu bilgilere ek olarak bir hiper dual saymnin mutlak degeri ve bir
hiper dual saymin karekokii islemleri tanmitilmistir. Hiper dual sayilarin reel katsayili
matris gosterimine ek olarak dual katsayili matris gosterimi tanimlanmistir. Diger
taraftan kompleks ve dual sayilarda gecerli olan baz1 6zelliklerin hiper dual sayilar i¢in

gecerli olmadig sonucuna varilmistir. Omegin; Ya € HDS, Vb # 0 € HDS hiper dual

sayilar1 igin (g) * % ve a.b # a.b elde edilmistir.

Daha sonra hiper dual vektorler tanitilip literatiirde var olan ve var olmayan
tamimlar, teoremler, sonuglar ve ozellikleri ayrmtili bir sekilde ele alinmstir. Ikinci
bolimde, HDS® hiper dual vektorlerin kiimesi verilmis ve (HDS3,+) ikilisinin bir
Abel grubu, (HDS3,+) sisteminin de HDS iizerinde bir modiil oldugu sonucuna
varilmigtir. Ayrica bir hiper dual vektoriin normlanmasit dual sayinin normunun
genellemesi olarak bulunmustur. Buradan da birim hiper dual vektor olma sarti elde

edilmistir.
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4. ONERILER
E165 = £,&

olmak tizere

(6162)% = 162618, = £161626, = €1 &5
elde edilir. Buradan
g2 =2 =-1,(518,)%> =1 ise saytya dairesel dortlii kompleks sayr (circular
fourcomplex number) ve &2 = &7 = (g6,)% =1 ise sayiya hiper-¢ift say1 (hyper-
double number) denir.
Bu tez calismasinda ayrintili bir sekilde 6zellikleri verilen hiper dual sayilara benzer
olarak yukaridaki say1 sistemlerinin de 6zellikleri incelenebilir.
Ayrica bu sayilar kullanilarak dairesel dortlii kompleks ve hiper cift vektorler
tanimlanip 6zellikleri verilebilir.
Diger taraftan bu ti¢ farkli say1 sistemleri kullanilarak her biri i¢in ayr1 ayri hiper dual

say1, dairesel dortlii kompleks say1 ve hiper-¢ift say1 katsayili matrisler tanimlanabilir.
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