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ÖNSÖZ 

 

Dual sayılar, dual vektörler literatürde önemli bir yere sahiptir. Bu tez 

çalışmasında, hiper dual sayılar ve hiper dual vektörler araştırılmıştır. Tez çalışması 

dual sayılar ve dual vektörler ile ilgili yapılan tanım, teorem, sonuç ve örneklerin hiper 

dual sayılar ve hiper dual vektörler için yapılması açısından önemlidir.  
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ÖZET 
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        Tez çalışmasında, ilk olarak çalışmanın temelini oluşturan hiper dual sayılar ile ilgili 

ayrıntılı bilgiler verilmiştir. Daha sonra oluşturulan bu içerik kullanılarak hiper dual vektörler 

tanıtılıp özellikleri ayrıntılı bir şekilde ele alınmıştır.  
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        Firstly, detailed information on hyper dual numbers which constitutes the basis of this 

study is given. Then, using this content, hyper dual vectors are introduced and their properties 

will be handled in detail. 
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1. GENEL BİLGİLER  

 

1.1.Giriş 

 

Dual sayılar 1850’li yıllarda bilim adamı William Kingdon Clifford tarafından 

tanımlanmış ve geliştirilmiştir. Dual sayılara ait temel kavramlara Hacısalihoğlu’nun 

“Hareket Teorisi ve Kuaterniyonlar Teorisi” ve Müller’in “Kinematik Dersleri” adlı 

kitaplarında yer verilmiştir. 1903’de Eduard Study kendi adını verdiği E.Study 

dönüşümünde birim dual küre üzerindeki her noktanın ℝ3’deki yönlü doğrulara birebir 

karşılık geldiğini kanıtlamıştır. Bu sayede ℝ3’deki yönlü doğrular teorisinin dual sayılar 

yardımıyla incelenmesine imkan verilmiştir.  

 

1.2. Literatür Özeti 

 

Hiper dual sayılar ve özellikleri Fike ve Alonso tarafından tanımlanmıştır (Fike 

ve Alonso, 2011). Hiper dual sayıların tanımlanmasının ardından hiper dual sayılar ile 

ilgili bir çok çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalar Fike, (2009), Fike vd.(2011), (Fike ve 

Alonso, 2012), Fike, (2013), (Volker vd., 2018), (Fumio vd., 2017), (Masato vd., 2015) 

ve (Masato vd., 2016), (Cohen ve Shoham, 2016), (Cohen ve Shoham, 2017) ve (Cohen 

ve Shoham, 2018) kaynaklarıyla verilen çalışmalardır. 

           Bu tez çalışmasında, ilk olarak dual sayılar ve dual kuaterniyonlarla ilgili temel 

bilgiler verilmiştir. Daha sonra hiper dual sayılar ve hiper dual vektörler ile ilgili 

literatürde var olan bilgiler kaynak gösterilerek, araştırmalar sonucunda literatürde var 

olmadığı düşünülen bilgiler de kaynak gösterilmeden verilecektir.  

 

1.3. Dual Sayılar ve 𝔻- Modül 

 

ℝ reel sayılar kümesi +∶ ℝ × ℝ → ℝ  ve  ∙ ∶ ℝ × ℝ → ℝ işlemlerine göre bir 

cisimdir. Bu cisim kısaca ℝ ile gösterilsin. ℝ cismi yardımıyla kompleks ve hiperbolik 

sayılara benzer bir başka sayı sistemi dual sayılar sistemidir. Bu bölümde, dual sayılar 

ve özellikleri ile ilgili bilgiler verilecektir. Bu bilgiler Hareket Geometrisi ve 

Kuaterniyonlar Teorisi kitabında yer almaktadır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 1.1. Her 𝑎, 𝑎∗ ∈ ℝ olmak üzere 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) ikilisine sıralı ikili denir.  
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Bu şekilde tanımlanan sıralı ikililerin ℝ × ℝ kümesi 𝔻 notasyonu ile gösterilsin. Bu 

durumda 𝔻 kümesi  

          𝔻 = {(𝑎, 𝑎∗)| ∀ 𝑎, 𝑎∗ ∈ ℝ }  

ile gösterilir. 𝔻 kümesine dual sayılar sistemi,  her bir (𝑎, 𝑎∗) ∈ 𝔻 elemanına da dual 

sayı denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.2. Herhangi 𝐴, 𝐵 ∈ 𝔻 olmak üzere 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗), 𝐵 = (𝑏, 𝑏∗) için 

  𝑎 = 𝑏, 𝑎∗ = 𝑏∗ oluyorsa 𝐴 ile 𝐵 eşittir denir ve 𝐴 = 𝐵 ile gösterilir. 

 

Tanım 1.3. 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗), 𝐵 = (𝑏, 𝑏∗) dual sayılarının +:𝔻 × 𝔻 → 𝔻  toplama işlemi 

 𝐴 + 𝐵 = (𝑎, 𝑎∗) + (𝑏, 𝑏∗) = (𝑎 + 𝑏, 𝑎∗ + 𝑏∗)   

ile tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 1.1. 𝜆 ∈ ℝ skaler ve 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) ∈ 𝔻 dual sayısı için  𝜆 skalerinin 𝐴 dual sayısı 

ile çarpma işlemi 

 𝜆𝐴 = 𝜆(𝑎, 𝑎∗) = (𝜆𝑎, 𝜆𝑎∗) dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.4. +:𝔻 × 𝔻 → 𝔻 iç işlemi için 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗), 𝐵 = (𝑏, 𝑏∗) dual sayılarının 

çıkarma işlemi 

 𝐴 + (−𝐵) = (𝑎, 𝑎∗) + (−𝑏,−𝑏∗) = (𝑎 − 𝑏, 𝑎∗ − 𝑏∗)   

ile tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

  

Tanım 1.5. 0 = (0,0) dual sayısına 𝔻’nin sıfır elemanı denir. 

 

Sonuç 1.1. (𝔻,+)  ikilisi bir Abel grubudur (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.6. ∙ ∶ 𝔻 × 𝔻 → 𝔻 iç işlemi için 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗), 𝐵 = (𝑏, 𝑏∗) dual sayılarının 

çarpma işlemi 

  𝐴𝐵 = (𝑎, 𝑎∗)(𝑏, 𝑏∗) = (𝑎𝑏, 𝑎𝑏∗ + 𝑎∗𝑏)   

şeklinde tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 1.2. (𝔻,+,∙)  üçlüsü birimli ve değişmeli bir halkadır (Hacısalihoğlu, 1983). 
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Tanım 1.7. 𝑎 ≠ 0 olmak üzere 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) için 𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 = (1,0) olacak şekildeki bir 

tek 𝑋 = (
1

𝑎
,
−𝑎∗

𝑎2
) ∈ 𝔻 elemanına 𝐴 dual sayısının tersi denir. 

 

Teorem 1.3. (𝔻,+,∙) üçlüsü cisim değildir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.8. 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) ve 𝑎 ≠ 0 olmak üzere 𝐵 dual sayısının 𝐴 dual sayısına bölme 

işlemi 

𝐵

𝐴
=

(𝑏, 𝑏∗)

 (𝑎, 𝑎∗)
= (

𝑏

𝑎
,
𝑎𝑏∗ − 𝑎∗𝑏

𝑎2
) 

ile tanımlanır.  

 

Teorem 1.4. 𝔻 dual sayılar halkası, ℝ reel sayılar kümesine izomorf bir alt kümeyi alt 

cisim olarak kapsar (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.9. (𝑎, 0) dual sayısı 𝑎 reel sayısı ile gösterilir. Böylece 𝑎 = (𝑎, 0) yazılır. 

 

Tanım 1.10. 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) ∈ 𝔻 dual sayısı verilsin. 𝑎 reel sayısına dual sayının reel 

kısmı, 𝑎∗ reel sayısına da dual sayının dual kısmı denir. Böylece  𝑅𝑒{𝐴} = 𝑎 , 𝐷𝑢{𝐴∗} =

𝑎∗ şeklinde ifade edilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.11. 1 = (1,0) dual sayısına dual sayı sisteminin reel birimi denir. 

 

Tanım 1.12. 𝜀 = (0,1) dual sayısına dual sayı sisteminin dual birimi olarak 

isimlendirilir. 

 

Sonuç 1.2. 𝜀2 = (0,0) dır. 

 

Teorem 1.5. 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) ∈ 𝔻 dual sayısı, 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ şeklinde yazılabilir. Yani 

(𝑎, 𝑎∗) = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 1.6. İki dual sayının çarpımı sıfır ise çarpanlardan biri sıfır olmak zorunda 

değildir. 
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Teorem 1.7. 𝑎, 𝑎∗ ∈ ℝ olmak üzere [
𝑎 𝑎∗

0 𝑎
] matrislerinden oluşan 𝑀 matris kümesi 𝔻 

dual sayılar halkasına izomorftur. Buradaki 𝑀 matrisler kümesi birimli ve değişmeli bir 

halkadır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

1.4. Dual Sayılar ile İlgili Temel Kavram ve Teoremler 

 

Tanım 1.13. 𝐷 = (𝑑, 𝑑∗) dual sayılarının bütününe dual düzlem denir ve 𝔻 ile 

gösterilir. Her bir (𝑑, 𝑑∗) ikilisine de dual düzlemin dual noktası denir. 

 

Tanım 1.14. 𝐷 = 𝑑 + 𝜀𝑑∗ ∈ 𝔻 dual sayısının eşleniği 𝐷̅ = 𝑑 − 𝜀𝑑∗ ile tanımlıdır. 

 

Teorem 1.8.  

1) 𝐷 ∈ 𝔻 için  𝐷̅̅ = 𝐷. 

2) ∀𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝔻 için  𝐷1 + 𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  𝐷1

̅̅ ̅ + 𝐷2
̅̅ ̅. 

3) ∀𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝔻 için  𝐷1𝐷2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝐷1

̅̅ ̅ 𝐷2
̅̅ ̅. 

4) ∀𝐷1 ∈ 𝔻 , 𝐷2 ≠ (0, 𝑥∗ ∈ 𝔻) için 

(
𝐷1

𝐷2

̅̅ ̅
) =

𝐷1
̅̅ ̅

𝐷2
̅̅ ̅

 . 

5) ∀𝐷 ∈ 𝔻 için 𝐷𝐷̅ = |𝐷|2. 

6) ∀𝐷 ∈ 𝔻 için    𝐷 + 𝐷̅ = 2. 𝑅𝑒{𝐷}, 

                  𝐷 − 𝐷̅ = 2. 𝐷𝑢{𝐷}. 

7) 𝐷 = 𝐷̅ olması için gerek ve yeter şart 𝐷 nin reel olmasıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.15. 𝐷 = 𝑑 + 𝜀𝑑∗ dual sayısının mutlak değeri |𝐷| = |𝑑 + 𝜀𝑑∗| = |𝑑| 

şeklindedir. 

 

Teorem 1.9. |𝑑 + 𝜀. 𝑑∗| = 0  olması için gerek ve yeter şart 𝑑 = 0 olmasıdır 

(Hacısalihoğlu, 1983). 
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Teorem 1.10. 𝐷1 = 𝑑1 + 𝜀𝑑1
∗
 ve 𝐷2 = 𝑑2 + 𝜀𝑑2

∗
dual sayıları için | 𝐷1𝐷2| = |𝐷1||𝐷2| 

dir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 1.11. (Üçgen Eşitsizliği). Her 𝐷1, 𝐷2 ∈ 𝔻 için |𝐷1 + 𝐷2| ≤ |𝐷1| + |𝐷2| dir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

 

1.5. 𝔻- Modül ve Özellikleri  

 

Tanım 1.16. 𝔻3 kümesi  

𝔻3 = 𝔻 × 𝔻 × 𝔻 = {𝐴 = (𝐴𝑖) = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3)|𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ∈ 𝔻}  

şeklinde tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.17. Herhangi 𝐴, 𝐵 ∈ 𝔻3 olmak üzere 𝐴 = (𝐴𝑖), 𝐵 = (𝐵𝑖) ∈ 𝔻3  için  

  𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 (𝑖 = 1,2,3) oluyorsa 𝐴 ile 𝐵 eşittir denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.18.   𝐴 = (𝐴𝑖) , 𝐵 = (𝐵𝑖) ∈ 𝔻3 (𝑖 = 1,2,3) için  +:𝔻𝟑 × 𝔻𝟑 → 𝔻𝟑 toplama 

işlemi  𝐴 + 𝐵 = (𝐴𝑖 + 𝐵𝑖)  (𝑖 = 1,2,3) şeklinde tanımlanır.  

 

Tanım 1.19.  𝜆 ∈ 𝔻 ve 𝐴 ∈ 𝔻3 olmak üzere (𝑖 = 1,2,3) ∙∶ 𝔻 × 𝔻3 → 𝔻3 dış işlemi 

𝜆𝐴 = (𝜆𝐴𝑖) şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 1.12 (𝔻3, +) bir Abel grubudur. 

 

Teorem 1.13. (𝔻3, +)  Abel grubu 𝔻 üzerinde modüldür (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

1.6. Dual Vektörler 

 

Tanım 1.20. 𝔻3 ün elemanları olan sıralı 𝐴 = (𝐴𝑖) = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) dual üçlülere dual 

vektör denir (Hacısalihoğlu, 1983). Burada 𝐴𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝜀. 𝑎𝑖
∗(𝑖 = 1,2,3) olmak üzere 

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ve 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ =(𝑎1
∗, 𝑎2

∗, 𝑎3
∗) şeklindedir. 

Teorem 1.14. 𝑎 , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ∈ ℝ3(ℝ3: üç boyutlu reel vektör uzayı) olmak üzere 𝔻-

Modül’deki her bir 𝐴  dual vektörü 𝐴 = 𝑎 + 𝜀. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗  şeklinde yazılabilir. 
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İspat 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎1
∗, 𝑎2

∗, 𝑎3
∗ ∈ ℝ olmak üzere  

𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) 

    = (𝑎1 + 𝜀. 𝑎1
∗, 𝑎2 + 𝜀. 𝑎2

∗, 𝑎3 + 𝜀. 𝑎3
∗) 

    = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) + 𝜀. (𝑎1
∗, 𝑎2

∗, 𝑎3
∗) 

    = 𝑎 + 𝜀. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗  

dir. 

 

Tanım 1.21. 𝐴 = 𝑎 + 𝜀. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ = (𝑎 , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ) dual vektörünün 𝜆 ∈ 𝔻 dual sayısı ile çarpımı 

𝜆. 𝐴 = (𝜆. 𝑎 , 𝜆. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ) 

ile tanımlıdır. 

 

Tanım 1.22.  𝐴 = (𝑎 , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ) ve 𝐵⃗ = (𝑏⃗ , 𝑏∗⃗⃗  ⃗) ∈ 𝔻- Modül için  𝐴 = 𝐵⃗   olması için gerek ve 

yeter şart 𝑎 = 𝑏⃗  , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ = 𝑏∗⃗⃗  ⃗ olmasıdır. 

 

Teorem 1.15. ℝ3 vektör uzayı, 𝔻-Modül’ün elemanları (𝑎 , 0⃗ ) olan bir alt kümesine 

izomorftur. 

 

Tanım 1.23. 0⃗ = (0⃗ , 0⃗ ) dual vektörüne sıfır dual vektör denir.  

 

Tanım 1.24.  𝐴 = 𝑎 + 𝜀. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗  , 𝐵⃗ = 𝑏⃗ + 𝜀. 𝑏∗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝔻-Modül vektörlerinin iç çarpımı 

〈, 〉:𝔻3 × 𝔻3 → 𝔻, 〈𝐴 , 𝐵⃗ 〉 = 〈𝑎 , 𝑏⃗ 〉 + 𝜀. (〈𝑎 , 𝑏∗⃗⃗  ⃗〉 + 〈𝑎∗⃗⃗⃗⃗ , 𝑏⃗ 〉)  olarak tanımlanır. Buradaki 

iç çarpım ℝ3 deki standart iç çarpımdır. 

 

Tanım 1.25.  𝐴 = 𝑎 + 𝜀. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗    dual vektörünün normu 

‖  𝐴 ‖ = √〈𝐴⃗⃗ , 𝐵⃗⃗ 〉 = ‖𝑎 ‖ + 𝜀.
〈𝑎 , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎 ‖
 , 𝑎 ≠ 0 

ile tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 1.26. Normu 1 olan dual vektöre birim dual vektör denir.  

Sonuç 1.3. ‖  𝐴 ‖ = 1 ise ‖𝑎 ‖ = 1 ,
〈𝑎⃗ ,𝑎∗⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎⃗ ‖
= 0 ⇒ 〈𝑎 , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ 〉  = 0 dir. 

Teorem 1.16. 𝐴 ≠ (0⃗ , 𝑎 ) ∈ 𝔻-Modül olmak üzere  𝑈⃗⃗ =
𝐴 

‖𝐴 ‖
 birim dual vektördür. 
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Sonuç 1.4 𝑘 =
〈𝑎⃗ ,𝑎∗⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎⃗ ‖2   ve а=‖𝑎 ‖ olmak üzere  𝐴 = а(1 + 𝜀𝑘)𝑈⃗⃗  yazılabilir.  

 

Örnek 1.1. 𝐴 = (−𝜀, 2 + 3. 𝜀, 1 − 2. 𝜀) dual vektörü verilsin. Bu dual vektör için bir 

dual vektörün norm tanımı dikkate alınırsa  

а = ‖𝑎 ‖ = √5 ,  〈𝑎 , 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ 〉 = 〈(0,2,1), (−1,3,−2)〉  = 0 + 6 − 2 = 4, 𝑘 =
〈𝑎⃗ ,𝑎∗⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎⃗ ‖2  =
4

5
  ve  

𝑈⃗⃗ =
𝐴 

‖𝐴 ‖
= (

−1

5
𝜀,

2

√5
+

7

5√5
𝜀,

1

√5
−

14

5√5
𝜀) 

 

olmak üzere 

𝐴 = (−𝜀, 2 + 3𝜀, 1 − 2𝜀) = √5 (1 +
4

5
𝜀) (

−1

5
𝜀,

2

√5
+

7

5√5
𝜀,

1

√5
−

14

5√5
𝜀) 

şeklinde bulunur. 

 

Tanım 1.27. Dual uzayda sabit bir (0,0,0) ∈ 𝔻 sayısına 1 birim uzaklıktaki noktaların 

geometrik yerine birim dual küre denir. Birim dual küre 𝑆 ile gösterilir. Bu durumda 

𝑆 = {𝑋 = 𝑥 + 𝜀𝑥∗⃗⃗⃗⃗ ∈ 𝔻 − Modül ∶ ‖𝑋 ‖ = (1,0); 𝑥 , 𝑥∗⃗⃗⃗⃗ ∈ ℝ3}  

dir. Buradan  ‖𝑥 ‖ = 1 ve 〈𝑥 , 𝑥∗⃗⃗⃗⃗ 〉 = 0 elde edilir (Hacısalihoğlu, 1983). Birim dual 

kürenin üzerindeki noktalara birim dual noktalar denir. 

 

Teorem 1.17(E.Study Dönüşümü). Birim dual kürenin birim dual noktaları ℝ3 te 

yönlü doğrulara birebir karşılık gelir. 

 

Örnek 1.2.  𝐴 = (
1

√2
+ 𝜀,

−1

√2
+ 𝜀, 5𝜀) birim dual vektörü verilsin. 

E.Study teoremine göre 𝐴  birim dual vektörü ℝ3 de yönlü doğru belirtir. 

Doğru üzerinde orijine dik uzaklıkta bir 𝑍(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) noktası alınsın. Bu durumda  

𝑍 = 𝑎 ∧ 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
1

√2

−1

√2
0

1 1 5

| =
−5

√2
𝑖 −

5

√2
𝑗 +

2

√2
𝑘 = (

−5

√2
,
−5

√2
, √2) 

bulunur. Buradaki ∧ işlemi ℝ3 deki vektörel çarpımdır. Böylece ℝ3 de doğru denklemi 
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𝑑 …   

𝑥 +
5

√2
1

√2

=

𝑦 +
5

√2
−1

√2

, 𝑧 = √2 

 

şeklindedir. 

Teorem 1.18. 𝑂 başlangıç noktası yerine başka bir 𝑃 noktası seçildiğinde ℝ3’deki 

yönlü doğruyu belirten birim dual vektör  

𝐴 = 𝑎 + 𝜀. (𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝑎 + 𝑎𝑜
∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

dür. 

Tanım 1.28. 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ∈ 𝔻-Modül olmak üzere 𝑈⃗⃗ =
𝐴 

‖𝐴 ‖
 birim dual vektörüne 𝐴  

vektörünün ekseni denir. 

 

Tanım 1.29. 𝑘 =
〈𝑎⃗ ,𝑎∗⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎⃗ ‖2   reel sayısına 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗⃗⃗⃗⃗  dual vektörünün adımı veya yükselişi 

denir. 

Tanım 1.30. 𝑎 ≠ 0⃗  ve 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ≠ 0⃗  ise 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗⃗⃗⃗⃗  dual vektörüne has dual vektör veya 

vida denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Tanım 1.31. 𝑎 = 0⃗  ise 𝐴 = 𝜀. 𝑎∗⃗⃗⃗⃗  dual vektörüne sırf dual vektör denir. 

 

Teorem 1.19. 𝑁⃗⃗ = 𝑛⃗ + 𝜀𝑛∗⃗⃗⃗⃗  doğrusunun normali 𝑉⃗ = 𝑣 + 𝜀𝑣∗⃗⃗⃗⃗  olan ve başlangıç 

noktasından geçen bir 𝐸 düzlemi içinde kalması için gerek ve yeter koşul  

〈𝑣 , 𝑛⃗ 〉 = 0 ve 〈𝑣 , 𝑛⃗ ∧ 𝑛∗⃗⃗⃗⃗ 〉 = 0 

olmasıdır. Ayrıca 𝑁 doğrusunun başlangıç noktasından geçmesi ve 𝐸 düzleminin içinde 

kalması için gerek ve yeter koşul 

〈𝑣 , 𝑛⃗ 〉 = 0 , ‖𝑛∗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 0’dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 1.32. 𝑨⃗⃗  ve 𝑩⃗⃗  iki tane birim dual vektörleri verilsin. 𝑨⃗⃗  ve 𝑩⃗⃗  birim dual 

vektörlerinin ℝ𝟑’deki temsil ettikleri yönlü doğrular arasındaki açı 𝛗 ve bu iki doğru 

arasındaki en kısa uzaklık 𝝋∗ olmak üzere 〈𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ 〉 = 𝐜𝐨𝐬𝝋 − 𝜺𝝋∗𝐬𝐢𝐧𝝋 = 𝒄𝒐𝒔𝚽  

şeklindedir. 𝐵uradaki 𝚽 = 𝛗 + 𝛆.𝝋∗ dual sayısına 𝑨⃗⃗  ve 𝑩⃗⃗  birim dual vektörleri 

arasındaki açı denir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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              𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑨⃗⃗  ve  𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑩⃗⃗  birim dual vektörlerinin uçları 𝔻-modülde 𝑶 merkezli 

birim dual kürenin 𝑨 ve 𝑩 dual noktalarını belirteceğinden 𝑨⃗⃗  ve 𝑩⃗⃗  vektörleri arasındaki  

𝚽 = 𝛗 + 𝛆𝝋∗ dual açısı 𝑨 ve 𝑩 noktalarından 𝑨𝑩̂ yay uzunluğu olarak düşünülebilir.

 

Şekil 1. Birim Dual Küre ve Dual Açı 

Eğer 𝐴  ve 𝐵⃗  birim değil ise; 

𝑈⃗⃗ =
𝐴 

‖𝐴 ‖
 , 𝑉⃗ =

𝐵⃗ 

‖𝐵⃗ ‖
 eksenleri birim dual vektörlerdir.  𝑈⃗⃗  ve 𝑉⃗   arasındaki daul 

açı Φ ise  〈𝐴 , 𝐵⃗ 〉 = ‖𝐴 ‖‖𝐵⃗ ‖ cosΦ elde edilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Örnek 1.3. 𝐴 = (
1

√2
,
−1

√2
, 0) + 𝜀. (1,1,5) ve   𝐵⃗ = (

1

√3
,

1

√3
,
−1

√3
) + 𝜀. (2,2, −4) 

birim dual vektörleri verilsin.  

cos𝜑 = 〈𝑎 , 𝑏⃗ 〉 = 0 

olduğundan  

𝜑 =
𝜋

2
 

bulunur. 

Doğru üzerindeki noktalar 

𝐴 = 𝑎 ∧ 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
1

√2

−1

√2
0

1 1 5

| = (
−5

√2
,
−5

√2
, √2) 

Φ 
𝐴  𝐵⃗  

𝑎  

𝑏⃗  

𝑑1 

𝑑2 

𝑑2 

𝜑 

𝜑∗ 
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𝐵⃗ = 𝑏⃗ ∧ 𝑏∗⃗⃗  ⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘
1

√3

1

√3

−1

√3
2 2 4

| = (
6

√3
,
−6

√3
, 0) 

olmak üzere 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵⃗ − 𝐴 = (
6

√3
,
−6

√3
, 0) − (

−5

√2
,
−5

√2
, √2) = (

6

√3
+

5

√2
,
−6

√3
+

5

√2
,−√2) 

elde edilir. 

Ayrıca 

𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑎 , 𝑏⃗ ) =

|

|

6

√3
+

5

√2

−6

√3
+

5

√2
−√2

1

√2

−1

√2
0

1

√3

1

√3

−1

√3

|

|

= (
6√2 + 5√3

6
−

1

√3
) − (

1

√3
+

6√2 − 5√3

6
) =

10√3

6
−

2

√3
= √3 

dir. Diğer taraftan 

‖𝑎 × 𝑏⃗ ‖ = ||

𝑖 𝑗 𝑘
1

√2

−1

√2
0

1

√3

1

√3

−1

√3

|| =
1

√6
𝑖 −

1

√6
𝑗 +

2

√6
𝑘 = (

1

√6
,
−1

√6
,

2

√6
)  

için  ‖𝑎 × 𝑏⃗ ‖ = √
1

6
+

1

6
+

4

6
= 1 elde edilir. Uzayda iki doğru arasındaki uzaklık tanımı 

𝜑∗ =
𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑎 , 𝑏⃗ )

‖𝑎 × 𝑏⃗ ‖
 

𝜑∗ = √3 bulunur. Böylece Φ = φ + ε. 𝜑∗ =
𝜋

2
+ 𝜀. √3  şeklinde elde edilir. 

 

Tanım 1.33. 𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝔻 − 𝑴𝒐𝒅ü𝒍 dual vektörlerinin dış çarpımı 

𝐴 ∧ 𝐵⃗ = 𝑎 ∧ 𝑏⃗ + 𝜀. (𝑎 ∧ 𝑏∗⃗⃗  ⃗ + 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏⃗ ) 

şeklinde elde edilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Teorem 1.20. 𝐴 , 𝐵⃗ ∈ 𝔻 − 𝑀𝑜𝑑ü𝑙 için 

𝐴 ∧ 𝐵⃗ = ‖𝐴 ‖‖𝐵⃗ ‖ sinΦ 𝑁⃗⃗  

dir. 
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Teorem 1.21. 𝐴  ve 𝐵⃗  has dual vektörlerinin dış çarpımı sıfır ise bu dual vektörlerin 

eksenleri çakışıktır. 

Tanım 1.34. 𝐴 , 𝐵⃗ , 𝐶 ∈ 𝔻 − 𝑀𝑜𝑑ü𝑙 dual vektörlerinin karma çarpımı  

〈𝐴 ∧ 𝐵⃗ , 𝐶 〉 = 〈𝑎 ∧ 𝑏⃗ , 𝑐 〉 + 𝜀. [〈𝑎 ∧ 𝑏⃗ , 𝑐∗⃗⃗  ⃗〉 + 〈𝑎 ∧ 𝑏∗⃗⃗  ⃗, 𝑐 〉 + 〈𝑎∗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏⃗ , 𝑐 〉]  

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

1.7. Dual Kuaterniyonlar 

 

Bu kısımda dual kuaterniyonlara ait özellikler verilecektir. 

 

Tanım 1.35. ∀𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ ve  𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = 𝑖𝑗 = 𝑗𝑖 = 𝑘𝑖 = 𝑖𝑘 = 𝑗𝑘 =

𝑘𝑗 = 0 için  𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 yapısına dual kuaterniyon denir. 

Bu şekilde tanımlanan dual kuaterniyonların kümesi 𝐻𝔻 notasyonu ile aşağıdaki gibi 

gösterilir:  

          𝐻𝔻 = {𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘| ∀𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ }.  

(Majernik, 2006). 

 

Tanım 1.36. 𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻 dual kuaterniyonu verilsin. 𝑎0 reel 

sayısına dual kuaterniyonun reel kısmı, 𝑎 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ifadesine de dual 

kuaterniyonun pure (vektör) kısmı denir. Böylece  𝑅𝑒{𝑞} = 𝑎0 , 𝐷𝐾{𝑞} = 𝑎 = 𝑎1𝑖 +

𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 şeklinde ifade edilir. Bu durumda 𝑞 = 𝑎0 +  𝑎 yazılır (Yüce ve Ercan, 2011), 

(Nalbant, 2018). 

 

Tanım 1.37. ∀𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝐻𝔻 olmak üzere 𝑞1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘,  

𝑞2 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘 için 𝑎𝑙 = 𝑏𝑙, 𝑙 = 0,1,2,3 oluyorsa 𝑞1 ile 𝑞2 eşittir denir ve 

𝑞1 = 𝑞2 ile gösterilir (Majernik, 2006). 

 

Tanım 1.38. +:𝐻𝔻 × 𝐻𝔻 → 𝐻𝔻  iç işlemi için 𝑞1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘, 

 𝑞2 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘 dual kuaterniyonlarının toplama işlemi 

 𝑞1 + 𝑞2 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑖 + (𝑎2 + 𝑏2)𝑗 + (𝑎3 + 𝑏3)𝑘  

ile tanımlanır (Majernik, 2006), (Yüce ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018). 
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Sonuç 1.5. (𝐻𝔻, +)  ikilisi bir Abel grubudur (Nalbant, 2018). 

 

Tanım 1.39. ∙ ∶ 𝐻𝔻 × 𝐻𝔻 → 𝐻𝔻 iç işlemi için 𝑞1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘, 

 𝑞2 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘 dual kuaterniyonlarının   çarpma işlemi 

  𝑞1𝑞2 = 𝑎0 𝑏0+(𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝑖 + (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝑗 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎3𝑏0)𝑘 

şeklinde tanımlanır (Yüce ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018). 

 

Teorem 1.22. (𝐻𝔻, +,∙)  üçlüsü birimli ve değişmeli bir halkadır. 

 

Tanım 1.40.  𝜆 ∈ ℝ skaler ve 𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻 olmak üzere 𝜆 ile 𝑞’nın 

çarpımı 

𝜆⨀𝑞 = 𝜆⨀(𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘) = 𝜆𝑎0 + 𝜆𝑎1𝑖 + 𝜆𝑎2𝑗 + 𝜆𝑎3𝑘  

ile tanımlanır (Yüce ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018). 

 

Teorem 1.23.  {𝐻𝔻, +,ℝ,+,∙,⨀} altılısı bir vektör uzayıdır , (Nalbant, 2018). 

 

Tanım 1.41.  ∀𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻 dual kuaterniyonunun eşleniği 

 𝑞̅ = 𝑎0 − 𝑎1𝑖 − 𝑎2𝑗 − 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻  ile tanımlanır (Majernik, 2006), (Yüce ve Ercan, 

2011), (Nalbant, 2018). 

 

Tanım 1.42.  ∀𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻 dual kuaterniyonunun normu 

 ‖𝑞‖ = √𝑞𝑞̅ = |𝑎0| ile tanımlanır (Majernik, 2006), (Yüce ve Ercan, 2011), (Nalbant, 

2018). 

 

Tanım 1.43.  ∀𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻 dual kuaterniyonunun tersi 

 𝑞−1 =
𝑞̅

‖𝑞‖2 = |𝑎0| ile tanımlanır (Majernik, 2006), (Yüce ve Ercan, 2011), (Nalbant, 

2018). 

Teorem 1.24. (𝐻𝔻, +,∙)   üçlüsü cisim değildir (Nalbant, 2018). 

 

Tanım 1.44. +:𝐻𝔻 × 𝐻𝔻 → 𝐻𝔻 iç işlemi için 𝑞1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘, 

 𝑞2 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘  dual kuaterniyonlarının çıkarma işlemi 
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 𝑞1 + (−𝑞2) = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 − 𝑏0 − 𝑏1𝑖 − 𝑏2𝑗 − 𝑏3𝑘 = (𝑎0 − 𝑏0) +

(𝑎1 − 𝑏1)𝑖 + (𝑎2 − 𝑏2)𝑗 + (𝑎3 − 𝑏3)𝑘   

ile tanımlanır. 

 

Tanım 1.45. 0 = 0 + 0𝑖 + 0𝑗 + 0𝑘 ∈ 𝐻𝔻 dual kuaterniyonuna 𝐻𝔻’nin sıfır elemanı 

denir (Nalbant, 2018). 

 

Teorem 1.25. {𝐻𝔻, +,ℝ,+,∙,⨀}   dual kuaterniyoların vektör uzayı   {𝐺4, +,ℝ,+,∙,⨀} 

Galile vektör uzayına izomorftur (Nalbant, 2018). 

 

Tanım 1.46.  ∀𝑞 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 ∈ 𝐻𝔻 dual kuaterniyonuna pure(vektör) dual 

kuaterniyon denir (Yüce ve Ercan, 2011), (Nalbant, 2018). 
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2. YAPILAN ÇALIŞMALAR 

 

Bu bölümde konu bütünlüğü düşünülerek, hiper dual sayılardaki temel kavramlar 

ve bu sayılar ile ilgili yapılan yeni bilgiler daha sonra da hiper dual vektörlerin temel 

kavramları ve bu vektörler ile ilgili yapılan yeni bilgiler birlikte verilmiştir. 

 

2.1 Hiper Dual Sayılar ve Cebirsel Özellikleri 

 

Tanım 2.1. Hiper dual sayı  𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2  şeklinde bir reel ve üç 

reel olmayan kısım ile tanımlanır.  

Burada reel olmayan 𝜀1 ve 𝜀2 dual birimleri için 

𝜀1
2 = 𝜀2

2 = (𝜀1𝜀2)
2 = 0 

𝜀1 ≠ 0 , 𝜀2 ≠ 0, 𝜀1 ≠ 𝜀2 

𝜀1𝜀2 = 𝜀2𝜀1 ≠ 0 

doğrudur ve  𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ dir (Fike ve Alonso, 2011). 

Diğer taraftan 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 hiper dual sayısı  

𝜀 = 𝜀1;  𝜀
∗ = 𝜀2 

𝜀2 = 𝜀∗2 = 0 

𝜀 ≠ 0 , 𝜀∗ ≠ 0, 𝜀 ≠ 𝜀∗ 

𝜀𝜀∗ = 𝜀∗𝜀 ≠ 0 

olmak üzere iki dual sayının toplamı olarak  

𝒂 = (𝑎0 + 𝜀𝑎1) + 𝜀∗(𝑎2 + 𝜀𝑎3) 

verilebilir. Buradaki 𝜀∗  hiper dual birim olarak adlandırılır (Cohen ve Shoham 2016),  

(Cohen ve Shoham 2018). Burada 𝑑1 = 𝑎0 + 𝜀𝑎1 ve 𝑑2 = 𝑎2 + 𝜀𝑎3 ile gösterilirse   

𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 şeklinde yazılabilir. 

 

Tanım 2.2. Hiper dual sayıların oluşturduğu küme  

          𝑯𝑫 = {𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2| ∀ 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ } 

olarak gösterilebilir. 

Bu küme üzerindeki bazı işlemler eşitlik, toplama, çarpma işlemleridir.  
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Tanım 2.3.  ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫 hiper dual sayısı 𝑅𝑒(𝒂) = 𝑎0 ve 

𝐻𝐷𝑢(𝒂) = 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 olmak üzere 𝒂 =  𝑅𝑒(𝒂) +  𝐻𝐷𝑢(𝒂) şeklinde ifade 

edilebilir. 𝑅𝑒(𝒂) = 𝑎0 sayısına 𝑎 hiper dual sayısının reel kısmı ve  

𝐻𝐷𝑢(𝒂) = 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ifadesine de 𝒂 hiper dual sayısının hiper dual kısmı 

denir (Fike ve Alonso, 2011). 

 

Tanım 2.4. İki hiper dual sayının eşitlik işlemi  

Her hangi  𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,  𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 

için 𝒂 = 𝒃  iken 𝑎𝑖 = 𝑏𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3  olmasıdır (Fike ve Alonso, 2011). 

Ayrıca 𝒂 =  𝑅𝑒(𝒂) +  𝐻𝐷𝑢(𝒂) ve 𝒃 =  𝑅𝑒(𝒃) +  𝐻𝐷𝑢(𝒃) olmak üzere 𝑅𝑒(𝒂) =

𝑅𝑒(𝒃) ve 𝐻𝐷𝑢(𝒂) = 𝐻𝐷𝑢(𝒃) ise 𝒂 = 𝒃 olur. 

Diğer taraftan, 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ve 𝒃 = 𝑑3 + 𝜀∗𝑑4 olmak üzere 𝑑1 = 𝑑3 ve 𝑑2 = 𝑑4 ise 

𝒂 = 𝒃 olur. 

 

Tanım 2.5. İki hiper dual sayının toplama işlemi  

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,  𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için 𝒂 +

𝒃 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝜀1 + (𝑎2 + 𝑏2)𝜀2 + (𝑎3 + 𝑏3)𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlıdır (Fike ve Alonso, 2011). 

Ayrıca 𝒂 =  𝑅𝑒(𝒂) +  𝐻𝐷𝑢(𝒂) ve 𝒃 =  𝑅𝑒(𝒃) +  𝐻𝐷𝑢(𝒃) olmak üzere 

 𝒂 + 𝒃 = (𝑅𝑒(𝒂) + 𝑅𝑒(𝒃)) + (𝐻𝐷𝑢(𝒂) + 𝐻𝐷𝑢(𝒃))  şeklinde tanımlanır. 

Diğer taraftan, 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ve 𝒃 = 𝑑3 + 𝜀∗𝑑4 olmak üzere 

 𝒂 + 𝒃 = (𝑑1 + 𝑑3) + 𝜀∗(𝑑2 + 𝑑4)  şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.6. İki hiper dual sayının hiper dual çarpma işlemi  

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,  𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫  için 𝒂𝒃 =

(𝑎0𝑏0) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 + (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 +

           𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlıdır (Fike ve Alonso, 2011). 

Ayrıca 𝒂 =  𝑅𝑒(𝒂) +  𝐻𝐷𝑢(𝒂) ve 𝒃 =  𝑅𝑒(𝒃) +  𝐻𝐷𝑢(𝒃) olmak üzere 

 𝒂𝒃 = 𝑅𝑒(𝒂) 𝑅𝑒(𝒃) + 𝑅𝑒(𝒂) 𝐻𝐷𝑢(𝒃) +  𝑅𝑒(𝒂)𝐻𝐷𝑢(𝒂) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlanır. 

Diğer taraftan, 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ve 𝒃 = 𝑑3 + 𝜀∗𝑑4 olmak üzere 
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𝒂𝒃 = (𝑑1𝑑3) + 𝜀∗(𝑑1𝑑4 + 𝑑2𝑑3)  şeklinde tanımlanır. 

 

Sonuç 2.1. 𝜀1𝜀2 = 𝜀2𝜀1 olduğundan hiper dual çarpma işlemi değişimlidir. 

 

Sonuç 2.2. (𝑯𝑫,+) ikilisi bir Abel grubudur (Fike ve Alonso, 2011). 

 𝑯𝑫 kümesinin birim elemanı (sıfır elemanı ) 0 = 0 + 0𝜀1 + 0𝜀2 + 0𝜀1𝜀2 hiper dual 

sayısıdır.  

Benzer şekilde, 

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 hiper dual sayısının toplama işlemine göre tersi 

−𝒂 = −𝑎0 − 𝑎1𝜀1 − 𝑎2𝜀2 − 𝑎3𝜀1𝜀2 hiper dual sayısıdır.  

 

Tanım 2.7. Bir hiper dual sayının bir skaler ile çarpma işlemi  

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫 ve 𝜆𝜖ℝ için  

𝜆𝒂 = (𝜆𝑎0) + (𝜆𝑎1)𝜀1 + (𝜆𝑎2)𝜀2 + (𝜆𝑎3)𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlıdır (Fike ve Alonso, 2011). 

Ayrıca 𝒂 =  𝑅𝑒(𝒂) +  𝐻𝐷𝑢(𝒂) ve 𝒃 =  𝑅𝑒(𝒃) +  𝐻𝐷𝑢(𝒃) olmak üzere  

𝜆𝒂 =  𝜆(𝑅𝑒(𝒂)) +  𝜆(𝐻𝐷𝑢(𝒂)) 

şeklinde tanımlanır. 

Diğer taraftan 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 olmak üzere  

𝜆𝒂 =  (𝜆𝑑1) + 𝜀∗(𝜆𝑑2) 

şeklinde tanımlanır. 

 

Sonuç 2.3. 𝑯𝑫 kümesi üzerindeki skaler ile çarpma işlemi  

𝜆(𝒂 + 𝒃) = 𝜆𝒂 + 𝜆𝒃 

(𝜆1 + 𝜆2)𝒂 = 𝜆1𝒂 + 𝜆2𝒂 

(𝜆1𝜆2)𝒂 = 𝜆1(𝜆2𝒂) 

1ℝ𝒂 = 𝒂 

özelliklerini sağladığından {𝑯𝑫,+,ℝ,+, ⋅  , ⋅ }  altılısı bir vektör uzayıdır. Sonuç 

olarak 𝑯𝑫 = 𝑺𝒑{1, 𝜀1, 𝜀2, 𝜀1𝜀2 } olup 𝑏𝑜𝑦𝑯𝑫=4 dür. 

Diğer taraftan, (𝑯𝑫,+)  Abel grubu 𝔻 üzerinde modüldür. 
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Sonuç 2.4. Hiper dual sayılar kümesi üzerindeki çarpma işlemi  

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,  𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2,  

 𝒄 = 𝑐0 + 𝑐1𝜀1 + 𝑐2𝜀2 + 𝑐3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫  

hiper dual sayıları  

(𝒂𝒃)𝒄 = 𝒂(𝒃𝒄) 

𝒂𝒃 = 𝒃𝒂 

𝒂(𝒃 + 𝒄) = 𝒂𝒃 + 𝒂𝒄 

(𝒃 + 𝒄)𝒂 = 𝒃𝒂 + 𝒄𝒂 

1𝑯𝑫𝒂 = 𝒂1𝑯𝑫 = 𝒂 

özelliklerini sağladığından dolayı (𝑯𝑫,+, ⋅)  üçlüsü birimli ve değişimli halkadır. 

Burada 1𝑯𝑫 = 1 + 0𝜀1 + 0𝜀2 + 0𝜀1𝜀2 hiper dual sayıların çarpma işlemine göre birim 

elemandır.  

 

Sonuç 2.5. {𝑯𝑫,+,ℝ, +, ⋅  , ⋅ }  vektör uzayı hiper dual sayı çarpım işlemine göre  

(𝒂𝒃)𝒄 = 𝒂(𝒃𝒄) 

𝒂(𝒃 + 𝒄) = 𝒂𝒃 + 𝒂𝒄 

(𝒃 + 𝒄)𝒂 = 𝒃𝒂 + 𝒄𝒂 

𝜆(𝒂𝒃) = 𝒂(𝜆𝒃) = (𝜆𝒂) 𝒃 

 

özelliklerini sağladığından değişmeli, birleşmeli ve birimli bir cebirdir (Fike ve Alonso, 

2011). 

 

Tanım 2.8.  

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2, 0 ≠ 𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için  

𝒃𝒙 = 𝒂 

denkleminin çözümü olan 𝒙 hiper dual sayısına 𝒂 nın 𝒃 ye bölümü denir ve  

𝒙 =
𝒂

𝒃
 

ile gösterilir. İki hiper dual sayının tanımı gereğince 

𝒃𝒙 = (𝑏0𝑥0) + (𝑏0𝑥1 + 𝑏1𝑥0)𝜀1 + (𝑏0𝑥2 + 𝑏2𝑥0)𝜀2 + (𝑏0𝑥3 + 𝑏1𝑥2 + 𝑏2𝑥1 +  𝑏3𝑥0)𝜀1𝜀2 

dir. Böylece 

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,   𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  hiper dual 

sayılarının bölme işlemi 
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𝒙 =
𝒂

𝒃
=

𝑎0

𝑏0
+

(𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1)

𝑏0
2 𝜀1 +

(𝑎2𝑏0 − 𝑎0𝑏2)

𝑏0
2 𝜀2 + (

𝑎3𝑏0
2 − 𝑎0𝑏0𝑏3 − 𝑎1𝑏0𝑏2 − 𝑎2𝑏0𝑏1 + 2𝑎0𝑏1𝑏2

𝑏0
3 ) 𝜀1𝜀2 

şeklindedir ( Dikkat edilirse 𝒙 ∈ 𝑯𝑫 olduğu görülmektedir). 

 

Örnek 2.1.  𝒂 = 2 − 3𝜀1 + 4𝜀2 + 5𝜀1𝜀2,   𝒃 = −1 + 2𝜀1 + 3𝜀2 − 4𝜀1𝜀2   hiper dual 

sayıları için 𝒂 nın 𝒃 ye bölümü 𝒂
𝒃
= −2 − 𝜀1 − 8𝜀2 − 20𝜀1𝜀2 bulunur. 

 

Not 2.1 Messelmi’nin dual kompleks sayılar için tanımladığı eşlenik tanımları hiper 

dual sayılara uygulanırsa aşağıdaki tanım verilebilir (Messelmi, 2015). 

 

Tanım 2.9. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  hiper dual sayısının eşleniği 

𝒂𝑰̅̅ ̅ = 𝑎0 − 𝑎1𝜀1 − 𝑎2𝜀2 − 𝑎3𝜀1𝜀2 = 𝑅𝑒(𝒂) −  𝐻𝐷𝑢(𝒂) 

şeklinde tanımlı bir hiper dual sayıdır. Bu eşlenik I. tipten eşlenik olarak adlandırılır. 

          Ayrıca 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 hiper dual sayısı için 3 farklı tipten eşlenik tanımlanabilir: 

𝒂𝑰𝑰̅̅ ̅̅ = 𝑑1
̅̅ ̅ + 𝜀∗𝑑2

̅̅ ̅ 

eşleniğine II. tipten eşlenik, 

𝒂𝑰𝑰𝑰̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑑1
̅̅ ̅ − 𝜀∗𝑑2

̅̅ ̅ 

eşleniğine III. tipten eşlenik, 

𝒂𝑰𝑽̅̅ ̅̅̅ = 𝑑1 − 𝜀∗𝑑2 

eşleniğine de IV. tipten eşlenik denir. Burada 𝑑1 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀, 𝑑2 = 𝑎2 + 𝑎3𝜀, 𝜀 = 𝜀1 ve 

𝜀∗ = 𝜀2 dir. 

 

Not 2.2. 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ve 𝒃 = 𝑑3 + 𝜀∗𝑑4 olmak üzere  

II. tipten eşlenik kullanılırsa 

𝒂

𝒃
=

𝑑1 +𝜀∗𝑑2

𝑑3 +𝜀∗𝑑4
=

(𝑑1 +𝜀∗𝑑2) (𝑑3
̅̅ ̅̅ +𝜀∗𝑑4

̅̅ ̅̅ )

(𝑑3 +𝜀∗𝑑4) (𝑑3
̅̅ ̅̅ +𝜀∗𝑑4

̅̅ ̅̅ )
=

(𝑑1𝑑3
̅̅ ̅̅ ) +𝜀∗ (𝑑2𝑑3

̅̅ ̅̅ +𝑑1𝑑4
̅̅ ̅̅ )

𝑑3𝑑3
̅̅ ̅̅ +𝜀∗ (𝑑3𝑑4

̅̅ ̅̅ +𝑑4𝑑3
̅̅ ̅̅ )

 

III. tipten eşlenik kullanılırsa, 

𝒂

𝒃
=

𝑑1 +𝜀∗𝑑2

𝑑3 +𝜀∗𝑑4
=

(𝑑1 +𝜀∗𝑑2) (𝑑3
̅̅ ̅̅ −𝜀∗𝑑4

̅̅ ̅̅ )

(𝑑3 +𝜀∗𝑑4) (𝑑3
̅̅ ̅̅ −𝜀∗𝑑4

̅̅ ̅̅ )
=

(𝑑1𝑑3
̅̅ ̅̅ ) +𝜀∗ (𝑑2𝑑3

̅̅ ̅̅ −𝑑1𝑑4
̅̅ ̅̅ )

𝑑3𝑑3
̅̅ ̅̅ ++𝜀∗ (𝑑4𝑑3

̅̅ ̅̅ −𝑑3𝑑4
̅̅ ̅̅ )

 

IV. tipten eşlenik kullanılırsa 

𝒂

𝒃
=

𝑑1 +𝜀∗𝑑2

𝑑3 +𝜀∗𝑑4
=

(𝑑1 +𝜀∗𝑑2)(𝑑3 −𝜀∗𝑑4)

(𝑑3 +𝜀∗𝑑4)(𝑑3 −𝜀∗𝑑4)
=

(𝑑1𝑑3) +𝜀∗(𝑑2𝑑3 −𝑑1𝑑4)

𝑑3
2

 

elde edilir. 
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Sonuç 2.6. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫   hiper dual sayısı için hiper dual 

sayıların çarpımı tanımına göre  

𝒂𝒂𝑰̅̅ ̅ = (𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2)(𝑎0 − 𝑎1𝜀1 − 𝑎2𝜀2 − 𝑎3𝜀1𝜀2) 

çarpımı hesaplanırsa 

𝒂𝒂𝑰̅̅ ̅ = (𝑎0𝑎0) + (𝑎0(−𝑎1) + 𝑎1𝑎0)𝜀1 + (𝑎0(−𝑎2) + 𝑎2𝑎0)𝜀2 + (𝑎0(−𝑎3) + 

𝑎1(−𝑎2) + 𝑎2(−𝑎1) + 𝑎3𝑎0)𝜀1𝜀2   

olmak üzere I. tip eşlenik için 

𝒂𝒂𝑰̅̅ ̅ = 𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 

elde edilir. Benzer şekilde II. III. ve IV. tip eşlenikler için sırasıyla  

𝒂𝒂𝑰𝑰̅̅ ̅̅ = 𝑎0
2 + 2𝑎0𝑎2𝜀2 

𝒂𝒂𝑰𝑰𝑰̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑎0
2 + 2(𝑎0𝑎3 − 𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2 

𝒂𝒂𝑰𝑽̅̅ ̅̅̅ = 𝑎0
2 + 2𝑎0𝑎1𝜀1 

şeklinde bulunur. 

 

2.2. Hiper Dual Fonksiyonlar 

 

𝑓:𝑯𝑫 → 𝑯𝑫 

fonksiyonu için Taylor seri açılımı  

𝑓(𝑥 + ℎ) = 𝑓(𝑥) +
𝑓′(𝑥)

1!
. ℎ1 +

𝑓′′(𝑥)

2!
. ℎ2 + ⋯+

𝑓(𝑛)(𝑥)

𝑛!
. ℎ𝑛 + ⋯ 

şeklindedir. Bu eşitlik  ∀ 𝒙 = 𝑥0 + 𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  hiper dual sayısına 

uygulanırsa, 

𝑓( 𝒙) = 𝑓( 𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
. (𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2)

1 +
𝑓′′(𝑥0)

2!
. (𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2)

2

+ ⋯+
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
. (𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2)

𝑛 + ⋯ 

elde edilir. Burada 𝜀1
2 = 𝜀2

2 = 0 olduğundan  

𝑓(𝒙) =  𝑓( 𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2) 

+
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥1

2𝜀1
2 + 𝑥2

2𝜀2
2 + 𝑥3

2𝜀1
2𝜀2

2 + 2𝑥1𝑥2𝜀1𝜀2 + 2𝑥1𝑥3𝜀1
2𝜀2 + 2𝑥2𝑥3𝜀1𝜀2

2) 

ve 

𝑓(𝒙) =  𝑓( 𝑥0) + 𝑥1𝑓
′(𝑥0)𝜀1 + 𝑥2𝑓

′(𝑥0)𝜀2 + (𝑥3𝑓
′(𝑥0) + 𝑥1𝑥2𝑓

′′(𝑥0))𝜀1𝜀2 

bulunur (Fike ve Alonso, 2011), (Cohen ve Shoham 2018).  
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Bu tanım kullanılırsa ∀𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 hiper dual sayısı için aşağıdaki 

örnekler verilebilir: 

 

Örnek 2.2. Herhangi bir 𝑎 hiper dual sayısının bazı açılımları 

𝑠𝑖𝑛(𝒂) = 𝑠𝑖𝑛(𝑎0) + 𝑎1𝑐𝑜𝑠(𝑎0)𝜀1 + 𝑎2𝑐𝑜𝑠(𝑎0)𝜀2 + (𝑎3𝑐𝑜𝑠(𝑎0) − 𝑎1𝑎2𝑠𝑖𝑛(𝑎0))𝜀1𝜀2 

𝑐𝑜𝑠(𝒂) = 𝑐𝑜𝑠(𝑎0) − 𝑎1𝑐𝑜𝑠(𝑎0)𝜀1 − 𝑎2𝑐𝑜𝑠(𝑎0)𝜀2 − (𝑎3𝑠𝑖𝑛(𝑎0) + 𝑎1𝑎2𝑐𝑜𝑠(𝑎0))𝜀1𝜀2 

𝑡𝑎𝑛(𝒂) = 𝑡𝑎𝑛(𝑎0) −
𝑎1

𝑐𝑜𝑠2(𝑎0)
𝜀1 +

𝑎2

𝑐𝑜𝑠2(𝑎0)
𝜀2 + (

𝑎3

𝑐𝑜𝑠2(𝑎0)
+

2𝑎1𝑎2𝑠𝑖𝑛(2𝑎)

𝑐𝑜𝑠4(𝑎)
) 𝜀1𝜀2 

𝑒𝒂 = 𝑒𝑎0(1 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + (𝑎3 − 𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2) 

√𝒂
𝑛

= √𝑎0
𝑛 +

𝑎1

𝑛√𝑎0
𝑛−1𝑛

𝜀1 +
𝑎2

𝑛√𝑎0
𝑛−1𝑛

𝜀2 + (
𝑎3

𝑛√𝑎0
𝑛−1𝑛

−
𝑎1𝑎2(𝑛 − 1)

𝑛2 √𝑎0
2𝑛−1𝑛

) 𝜀1𝜀2 

𝒂𝑛 = 𝑎0
𝑛 + 𝑛𝑎1𝑎0

𝑛−1𝜀1 + 𝑛𝑎2𝑎0
𝑛−1𝜀2 + (𝑛𝑎3𝑎0

𝑛−1 − 𝑛(𝑛 − 1)𝑎1𝑎2𝑎0
𝑛−2)𝜀1𝜀2 

𝑙𝑛(𝒂) = 𝑙𝑛(𝑎0) +
𝑎1

𝑎0
𝜀1 +

𝑎2

𝑎0
𝜀2 + (

𝑎3

𝑎0
+

𝑎1𝑎2

𝑎0
2
) 𝜀1𝜀2 

(Fike ve Alonso, 2011), (Cohen ve Shoham 2018). 

 

Hiper dual fonksiyonlar yardımıyla bir hiper dual sayının mutlak değeri ve karekökü 

tanımları aşağıdaki gibi verilebilir: 

 

Tanım 2.10. ∀ 𝒙 = 𝑥0 + 𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayısının mutlak 

değeri  

|𝒙| =  |𝑥0| + 𝑥1|𝑥0|′𝜀1 + 𝑥2|𝑥0|′𝜀2 + (𝑥3|𝑥0|′ + 𝑥1𝑥2|𝑥0|′′)𝜀1𝜀2 

ve  |𝑥0|
′ =

𝑥0

|𝑥0|
  ve |𝑥0|

′′ = (
𝑥0

|𝑥0|
  )

′

=
𝑥0−𝑥0.

𝑥0
|𝑥0|

|𝑥0|2
= 0 olup  

|𝒙| =  |𝑥0| + 𝑥1

𝑥0

|𝑥0|
𝜀1 + 𝑥2

𝑥0

|𝑥0|
𝜀2 + (𝑥3

𝑥0

|𝑥0|
) 𝜀1𝜀2 = {

  𝒙, 𝑖𝑓  𝑥0 ≥ 0
−𝒙, 𝑖𝑓  𝑥0 < 0

 

şeklinde tanımlıdır (Buradaki |𝑥0|
′ ifadesi 𝑥0 ın mutlak değerinin türevidir). 

 

Tanım 2.11. Bir hiper dual sayının karesi   

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için  

𝒂𝟐 = 𝑎0
2 + (2𝑎0𝑎1)𝜀1 + (2𝑎0𝑎2)𝜀2 + (2𝑎0𝑎3 + 2𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2 

ile bulunur. ∀ 𝒙 = 𝑥0 + 𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫  hiper dual sayısı için 

𝒂𝟐 = 𝒙 
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ifadesinin her iki tarafının karekökü alındığında 

√𝒙 = |𝒂| 

elde edilir. √𝒙   hiper dual sayısına 𝑥 hiper dual sayısının karekökü denir. Bu eşitlikte  

|𝒂| = 𝒂 yani 𝑎0 ≥ 0  olmak üzere 

𝑥0 + 𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2 = 𝑎0
2 + (2𝑎0𝑎1)𝜀1 + (2𝑎0𝑎2)𝜀2 + (2𝑎0𝑎3 + 2𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2 

eşitliğinden  

𝑎0 = √𝑥0  , 𝑎1 =
𝑥1

2√𝑥0
 , 𝑎2 =

𝑥2

2√𝑥0
 ve  𝑎2 = (

𝑥3

2√𝑥0
−

𝑥1𝑥2

4𝑥0√𝑥0
) 

elde edilir.  

Sonuç olarak 

√𝒙 = √𝑥0 +
𝑥1

2√𝑥0
𝜀1 +

𝑥2

2√𝑥0
𝜀2+(

𝑥3

2√𝑥0
−

𝑥1𝑥2

4𝑥0√𝑥0
) 𝜀1𝜀2 

olarak bulunur. 

 

Tanım 2.12. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  ve 𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 +

𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayılarının iç çarpımı 

〈𝒂, 𝒃〉 = 𝒂𝒃̅ = 𝑎0𝑏0 + (𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1)𝜀1 + (𝑎2𝑏0 − 𝑎0𝑏2)𝜀2

+ (𝑎3𝑏0 − 𝑎0𝑏3 − 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.13. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫 hiper dual sayısının normu, hiper 

dual sayının I. tipten eşlenik, iç çarpım ve karekök tanımı göz önüne alınırsa I. tip norm 

‖𝒂‖𝐼 = √𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 = |𝑎0| −

𝑎1𝑎2

|𝑎0|
𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlanır. II. tipten eşlenik, iç çarpım ve karekök tanımı göz önüne alınırsa II. 

tip norm 

‖𝒂‖𝐼𝐼 = √𝑎0
2 + 2𝑎0𝑎2𝜀2 = |𝑎0| +

𝑎0𝑎2

|𝑎0|
𝜀2 

şeklinde tanımlanır. III. tipten eşlenik, iç çarpım ve karekök tanımı göz önüne alınırsa 

III. tip norm 

‖𝒂‖𝐼𝐼𝐼 = √𝑎0
2 + 2(𝑎0𝑎3 − 𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2 = |𝑎0| +

𝑎0𝑎3 − 𝑎1𝑎2

|𝑎0|
𝜀1𝜀2 

şeklide tanımlanır. IV. tipten eşlenik, iç çarpım ve karekök tanımı göz önüne alınırsa 

IV. tip norm 
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‖𝒂‖𝐼𝑉 = √𝑎0
2 + 2𝑎0𝑎1𝜀1 = |𝑎0| +

𝑎0𝑎1

|𝑎0|
𝜀1 

şeklinde tanımlanır. 

 

Not 2.3. Diğer taraftan 

 ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  hiper dual sayısının normu 

‖𝒂‖ = √𝑎0
2 = |𝑎0| 

reel sayısıdır, şeklinde de tanımlanmıştır (Fike ve Alonso, 2011).  

 

Tanım 2.14. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  hiper dual sayısının normu  

‖𝑎‖ = 1 

reel sayısı ise 𝒂’ ya birim hiper dual sayı denir.  

 

Tanım 2.15.  ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫 (𝑎0 ≠ 0) hiper dual sayısı için 

𝒂𝒂−𝟏 = (𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2)(𝑥0 + 𝑥1𝜀1 + 𝑥2𝜀2 + 𝑥3𝜀1𝜀2) = 1 

eşitliğinden iki hiper dual sayının çarpımı kullanılırsa 

(𝑎0𝑥0) + (𝑎0𝑥1 + 𝑎1𝑥0)𝜀1 + (𝑎0𝑥2 + 𝑎2𝑥0)𝜀2 + (𝑎0𝑥3 + 𝑎1𝑥2 + 𝑎2𝑥1 + 𝑎3𝑥0)𝜀1𝜀2 = 1 

elde edilir. Buradan hiper dual sayıların eşitliğinden yararlanılırsa 

𝑥0 =
1

𝑎0
, 𝑥1 = −

𝑎1

𝑎0
2
, 𝑥2 = −

𝑎2

𝑎0
2
, 𝑥2 =

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
 

bulunur.  Böylece 

𝒂−𝟏 =
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

şeklinde elde edilen hiper dual sayıya 𝒂 hiper dual sayısının inversi (tersi) denir (Fike 

ve Alonso, 2011). 

 

Örnek 2.3.  𝒂 = 2 − 3𝜀1 + 4𝜀2 + 5𝜀1𝜀2   hiper dual sayısının tersi  

𝒂−𝟏 =
1

2
−

(−3)

22 𝜀1 −
4

22 𝜀2 + (
2(−3).4

23 −
5

22) 𝜀1𝜀2 =
1

2
+

3

4
𝜀1 − 𝜀2 −

17

4
𝜀1𝜀2  

bulunur. 

 

Sonuç 2.7.  ∀ 𝒂 = 0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  şeklindeki hiper dual sayıların 

tersi olmadığından dolayı (𝑯𝑫,+, ⋅)  üçlüsü cisim değildir (Fike ve Alonso, 2011). 
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Sonuç 2.8.  

𝒂−𝟏 =
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

olmak üzere, I. tip norm tanımına göre 

𝒂𝑰̅̅ ̅

‖𝒂‖𝐼
2 =

𝑎0 − 𝑎1𝜀1 − 𝑎2𝜀2 − 𝑎3𝜀1𝜀2

𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2

=
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

II. tip norm tanımına göre 

𝒂𝑰𝑰̅̅ ̅̅

‖𝒂‖𝐼𝐼
2 =

𝑎0 − 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 − 𝑎3𝜀1𝜀2

𝑎0
2 + 2𝑎0𝑎2𝜀2

=
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

III. tip norm tanımına göre 

𝒂𝑰𝑰𝑰̅̅ ̅̅ ̅

‖𝒂‖𝐼𝐼𝐼
2 =

𝑎0 − 𝑎1𝜀1 − 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2

𝑎0
2 + 2(𝑎0𝑎3 − 𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2

=
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

IV. tip norm tanımına göre 

𝒂𝑰𝑽̅̅ ̅̅̅

‖𝒂‖𝐼𝑉
2 =

𝑎0 + 𝑎1𝜀1 − 𝑎2𝜀2 − 𝑎3𝜀1𝜀2

𝑎0
2 + 2𝑎0𝑎1𝜀1

=
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

elde edilir. Bu durumda herhangi tipten norm ve eşlenik tanımına göre  𝐼 ≤ 𝑷 ≤ 𝐼𝑉 

olmak üzere 

𝒂−𝟏 =
𝒂𝑷̅̅̅̅

‖𝒂‖𝑃
2 

dir. 

 

Not 2.4. Bir hiper dual sayı için  ‖𝒂‖ = √𝑎0
2 şeklinde verilen norm tanımına göre 

𝒂−𝟏 =
1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 + (

2𝑎1𝑎2

𝑎0
3

−
𝑎3

𝑎0
2
)𝜀1𝜀2 

ve  

𝒂̅

‖𝒂‖2
=

1

𝑎0

−
𝑎1

𝑎0
2
𝜀1 −

𝑎2

𝑎0
2
𝜀2 +

𝑎3

𝑎0
2
𝜀1𝜀2 

olduğundan  

𝒂−𝟏 ≠
𝒂̅

‖𝒂‖2
 

olduğu görülür. 
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Örnek 2.4.  𝒂 = 2 − 3𝜀1 + 4𝜀2 + 5𝜀1𝜀2   hiper dual sayısının tersi  

𝒂−𝟏 =
1

2
+

3

4
𝜀1 − 𝜀2 −

7

4
𝜀1𝜀2 bulunur. Diğer taraftan 𝒂̅ = 2 + 3𝜀1 − 4𝜀2 − 5𝜀1𝜀2 ve 

‖𝒂‖2 = 4 + 24𝜀1𝜀2 olmak üzere I. tip eşlenik ve norm tanımına göre 

𝒂𝑰̅̅ ̅

‖𝒂‖𝐼
2 =

2 + 3𝜀1 − 4𝜀2 − 5𝜀1𝜀2

4 + 24𝜀1𝜀2
 

                             
𝒂𝑰̅̅ ̅

‖𝒂‖𝐼
2 =

2

4
+

[3.4−2.0]

16
𝜀1 +

[(−4).4−2.0]

16
𝜀2 +

[(−5).16−2.4.24−(−3).4.0−4.4.0−2.2.0.0]

64
𝜀1𝜀2 

𝒂𝑰̅̅ ̅

‖𝒂‖𝐼
2 =

1

2
+

3

4
𝜀1 − 𝜀2 −

17

4
𝜀1𝜀2 

elde edilir. Böylece  

𝒂−𝟏 =
𝒂𝑰̅̅ ̅

‖𝒂‖𝐼
2 

olduğu görülür. 

 

Tanım 2.16. Reel kısmı sıfır olan hiper dual sayıya pure (sırf) hiper dual sayı denir.  

İki pure hiper dual sayının çarpma işlemi  

∀ 𝒂 = 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,  𝒃 = 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için 

 𝒂𝒃 = (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)𝜀1𝜀2  şeklinde tanımlıdır. 

 

Teorem 2.1. İki hiper dual sayının çarpımı sıfır ise çarpanlardan biri sıfır olmak 

zorunda değildir. 

 

İspat. ∀𝑎2, 𝑎3, 𝑏2, 𝑏3 ≠ 0 olmak üzere 

 𝒂  = 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ve 𝒃 = 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 hiper dual sayılarının çarpımı 

𝒂𝒃 = (0 + 0𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2)(0 + 0𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2) 

       = (0.0) + (0.0 + 0.0)𝜀1 + (0. 𝑏2 + 𝑎2. 0)𝜀2 + (0. 𝑏3 + 0. 𝑏2 + 𝑎2. 0 + 𝑎3. 0)𝜀1𝜀2  

      =0 

olur.  
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2.3. Hiper Dual Sayıların Reel Matris Gösterimi 

 

∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için  

𝐿𝒂: 𝑯𝑫 → 𝑯𝑫,  𝐿𝒂(𝒃) = 𝒂𝒃 

lineer dönüşümünü tanımlansın. {1, 𝜀1, 𝜀2, 𝜀1𝜀2} standart bazına göre 𝐿𝒂 lineer 

dönüşümüne karşılık gelen matris bulunabilir. Bu matris lineer dönüşüm yardımıyla  

𝐿𝒂(1) = 𝒂1 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 

𝐿𝒂(𝜀1) = 𝒂𝜀1 = 0 + 𝑎0𝜀1 + 0𝜀2 + 𝑎2𝜀1𝜀2 

𝐿𝒂(𝜀2) = 𝒂𝜀2 = 0 + 0𝜀1 + 𝑎0𝜀2 + 𝑎1𝜀1𝜀2 

𝐿𝒂(𝜀3) = 𝒂𝜀3 = 0 + 0𝜀1 + 0𝜀2 + 𝑎0𝜀1𝜀2 

olmak üzere 

𝑨 = (

𝑎0 0 0 0
𝑎1 𝑎0 0 0
𝑎2

𝑎3

0
𝑎2

𝑎0

𝑎1

0
𝑎0

) 

şeklinde elde edilir (Fike ve Alonso, 2011).  Bu matrisin determinantı 

det𝑨 = 𝑎0
4 

şeklinde bulunur. 

Burada 𝜀1𝜀2 = 𝜀2𝜀1 olduğundan kuaterniyonlarda olduğu gibi sol ve sağ matris 

gösterimi bulunmaz.  

 

Örnek 2.5.  𝒂 = 3 + 5𝜀1 − 7𝜀2 + 4𝜀1𝜀2   hiper dual sayısı için  

𝐿𝒂: 𝑯𝑫 → 𝑯𝑫,  𝐿𝒂(𝒃) = 𝒂𝒃 

lineer dönüşümü tanımlansın. {1, 𝜀1, 𝜀2, 𝜀1𝜀2} standart bazına göre 𝐿𝒂 lineer 

dönüşümüne karşılık gelen matris bulunabilir. Bu matris lineer dönüşüm yardımıyla  

𝐿𝒂(1) = 𝒂1 = 3 + 5𝜀1 − 7𝜀2 + 4𝜀1𝜀2 

𝐿𝒂(𝜀1) = 𝒂𝜀1 = 0 + 3𝜀1 + 0𝜀2 − 7𝜀1𝜀2 

𝐿𝒂(𝜀2) = 𝒂𝜀2 = 0 + 0𝜀1 + 3𝜀2 + 5𝜀1𝜀2 

𝐿𝒂(𝜀3) = 𝒂𝜀3 = 0 + 0𝜀1 + 0𝜀2 + 3𝜀1𝜀2 

olmak üzere 

𝑨 = (

3 0 0 0
5 3 0 0

−7
4

0
−7

3
5

0
3

) 

şeklinde elde edilir. Burada  
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𝑑𝑒𝑡(𝑨) = |

3 0 0 0
5 3 0 0

−7
4

0
−7

3
5

0
3

| = 34 = 81 

elde edilir.  

 

2.4. Hiper Dual Sayıların Dual Matris Gösterimi 

 

𝒂  hiper dual sayısının 

𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 

dual sayı katsayılı yazımını göz önüne alarak 𝒂  hiper dual sayısına karşılık gelen 

matrisi bulalım: 

 ∀ 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈  𝑯𝑫 için 𝐹𝒂: 𝑯𝑫 → 𝑯𝑫, 𝐹𝒂(𝑏) = 𝒂𝒃 lineer dönüşümü tanımlansın. 

{1, 𝜀∗} standart bazına göre 𝐹𝒂 lineer dönüşümüne karşılık gelen matris bulunabilir. Bu 

matris lineer dönüşüm yardımıyla  

𝐹𝒂(1) = 𝑎. 1 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 

𝐹𝒂(𝜀
∗) = 𝑎. 𝜀∗ = 0 + 𝜀∗𝑑1 

olmak üzere 

𝑨𝔻 = (
𝑑1 0
𝑑2 𝑑1

) 

şeklinde verilir. Bu matrisin determinantı 

det𝑨𝔻 = 𝑑1
2
=(𝑎0 + 𝜀𝑎1)

2=𝑎0
2 + 2𝜀𝑎0𝑎1 

şeklinde bulunur. 

 

 Burada 𝜀𝜀∗ = 𝜀∗𝜀 olduğundan kuaterniyonlarda olduğu gibi sol ve sağ matris gösterimi 

bulunmaz.   

 

Örnek 2.6.  𝒂 = 3 + 5𝜀1 − 7𝜀2 + 4𝜀1𝜀2   hiper dual sayısı  𝑑1 = 3 + 5𝜀1 ve  

𝑑2 = −7 + 4𝜀1 olmak üzere  

𝒂 = (3 + 5𝜀1) + 𝜀∗(−7 + 4𝜀1) 

şeklinde yazılabilir.  

𝒂 = (3 + 5𝜀1) + 𝜀∗(−7 + 4𝜀1) 
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için 𝐹𝒂: 𝑯𝑫 → 𝑯𝑫, 𝐹𝒂(𝑏) = 𝒂𝒃 lineer dönüşümünü tanımlansın. {1, 𝜀∗} standart bazına 

göre 𝐹𝒂 lineer dönüşümüne karşılık gelen matris bulunabilir. Bu matris lineer dönüşüm 

yardımıyla  

𝐹𝒂(1) = 𝒂. 1 = (3 + 5𝜀1) + 𝜀∗(−7 + 4𝜀1) 

𝐹𝒂(𝜀
∗) = 𝒂. 𝜀∗ = 0 + 𝜀∗(3 + 5𝜀1) 

olmak üzere 

𝑨𝔻 = (
3 + 5𝜀1 0

−7 + 4𝜀1 3 + 5𝜀1
) 

şeklinde elde edilir. Buarada  

𝑑𝑒𝑡(𝑨𝔻) = |
3 + 5𝜀1 0

−7 + 4𝜀1 3 + 5𝜀1
| = 9 + 30𝜀1 

bulunur. 

 

2.5. Hiper Dual Sayılar ile İlgili Temel Kavram ve Teoremler 

 

Teorem 2.2.  Aşağıdaki ifadeler herhangi tipten eşlenikler için geçerlidir. 

1) Her 𝒂 ∈ 𝑯𝑫 için her tipten eşlenik tanımına göre  𝒂̅̅ = 𝒂 dir. 

2) Her 𝒂, 𝒃 ∈ 𝑯𝑫 için her tipten eşlenik tanımına göre   𝒂 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝒂̅ + 𝒃̅ dir. 

3) Her 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈ 𝑯𝑫 için 

𝒂 + 𝒂𝑰̅̅ ̅  = 2𝑅𝑒{𝒂} ,  𝒂 − 𝒂𝑰̅̅ ̅  = 2𝐻𝐷𝑢{𝒂} 

𝒂 + 𝒂𝑰𝑰̅̅ ̅̅  = 2𝑅𝑒{𝑑1} + 2𝑅𝑒{𝑑2}𝜀2 ,  𝒂 − 𝒂𝑰𝑰̅̅ ̅̅  = 2𝐷𝑢{𝑑1}𝜀1 + 2𝐷𝑢{𝑑2}𝜀1𝜀2, 

𝒂 + 𝒂𝑰𝑰𝑰̅̅ ̅̅ ̅  = 2𝑅𝑒{𝑑1} + 2𝐷𝑢{𝑑2}𝜀1𝜀2 ,  𝒂 − 𝒂𝑰𝑰𝑰̅̅ ̅̅ ̅  = 2𝐷𝑢{𝑑1}𝜀1 + 2𝑅𝑒{𝑑2}𝜀2, 

𝒂 + 𝒂𝑰𝑽̅̅ ̅̅̅  = 2𝑑1 ,  𝒂 − 𝒂𝑰𝑽̅̅ ̅̅̅  = 2𝑑2𝜀2 

dir. 

4) ∀𝒂 ∈ 𝑯𝑫 için her tipten eşlenik tanımına göre  𝒂 = 𝒂̅ ⇔ 𝒂 dır. 

Sonuç 2.9. Dual sayılar için geçerli olan özelliklerden bazıları hiper dual sayılar için 

geçerli değildir, bu özellikler aşağıdaki gibi verilebilir: 
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1) Her 𝒂, 𝒃 ∈ 𝑯𝑫 için  (𝒂𝒃)𝑰
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠  𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰

̅̅ ̅ , fakat 𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰
̅̅ ̅ = 𝒃𝑰

̅̅ ̅ 𝒂𝑰̅̅ ̅, 

2) ∀𝒂 ∈ 𝑯𝑫, ∀𝒃 ≠ 0 için 

(
𝒂

𝒃

̅
)
𝑰
≠

𝒂𝑰̅̅ ̅

𝒃𝑰
̅̅ ̅

 

dir. 

İspat. 

1) ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,  𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için iki 

hiper dual sayının çarpımı  

𝒂𝒃 = (𝑎0𝑏0) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 + (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 +

           𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2  

olduğundan eşlenik tanımı kullanılırsa, 

(𝒂𝒃)𝑰
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑎0𝑏0) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 − (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2 

elde edilir. Diğer taraftan  

∀ 𝒂𝑰̅̅ ̅ = 𝒂𝟎 − 𝒂𝟏𝜺𝟏 − 𝒂𝟐𝜺𝟐 − 𝒂𝟑𝜺𝟏𝜺𝟐,  𝒃𝑰
̅̅ ̅  = 𝒃𝟎 − 𝒃𝟏𝜺𝟏 − 𝒃𝟐𝜺𝟐 − 𝒃𝟑𝜺𝟏𝜺𝟐 ∈  𝑯𝑫 hiper 

dual sayılarının çarpımı 

𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰
̅̅ ̅ = (𝒂𝟎𝒃𝟎) + (𝒂𝟎(−𝒃𝟏) + (−𝒂𝟏)𝒃𝟎)𝜺𝟏 + (𝒂𝟎(−𝒃𝟐) + (−𝒂𝟐)𝒃𝟎)𝜺𝟐 + (𝒂𝟎(−𝒃𝟑)         

          +(−𝒂𝟏)(−𝒃𝟐) + (−𝒂𝟐)(−𝒃𝟏) + (−𝒂𝟑)𝒃𝟎)𝜺𝟏𝜺𝟐 

olduğundan  

𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰
̅̅ ̅ = (𝑎0𝑏0) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 − (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 − (𝑎0𝑏3 − 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2 

elde edilir. Böylece (𝒂𝒃)𝑰
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠  𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰

̅̅ ̅ dir. Diğer taraftan  

𝒃𝑰
̅̅ ̅ 𝒂𝑰̅̅ ̅ = (𝒃𝟎𝒂𝟎) + (𝒃𝟎(−𝒂𝟏) + (−𝒃𝟏)𝒂𝟎)𝜺𝟏 + (𝒃𝟎(−𝒂𝟐) + (𝒃𝟐)𝒂𝟎)𝜺𝟐 + (𝒃𝟎(−𝒂𝟑)         

          +(−𝒃𝟏)(−𝒂𝟐) + (−𝒃𝟐)(−𝒂𝟏) + (−𝒃𝟑)𝒂𝟎)𝜺𝟏𝜺𝟐 

olduğundan  

𝒃𝑰
̅̅ ̅ 𝒂𝑰̅̅ ̅ = (𝑎0𝑏0) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 − (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 − (𝑎0𝑏3 − 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2 

elde edilir.  Böylece 𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰
̅̅ ̅ = 𝒃𝑰

̅̅ ̅ 𝒂𝑰̅̅ ̅  dır. 
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2) ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2,   𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫  hiper 

dual sayıların bölme işlemi 

𝒂

𝒃
=

𝑎0

𝑏0
+

(𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1)

𝑏0
2 𝜀1 +

(𝑎2𝑏0 − 𝑎0𝑏2)

𝑏0
2 𝜀2 + (

𝑎3𝑏0
2 − 𝑎0𝑏0𝑏3 − 𝑎1𝑏0𝑏2 − 𝑎2𝑏0𝑏1 + 2𝑎0𝑏1𝑏2

𝑏0
3 ) 𝜀1𝜀2 

olduğundan eşlenik tanımı kullanılırsa, 

(
𝒂

𝒃

̅
)
𝑰
=

𝑎0

𝑏0

−
(𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1)

𝑏0
2 𝜀1 −

(𝑎2𝑏0 − 𝑎0𝑏2)

𝑏0
2 𝜀2 − (

𝑎3𝑏0
2 − 𝑎0𝑏0𝑏3 − 𝑎1𝑏0𝑏2 − 𝑎2𝑏0𝑏1 + 2𝑎0𝑏1𝑏2

𝑏0
3 )𝜀1𝜀2 

elde  edilir. Diğer taraftan  

∀ 𝒂𝑰̅̅ ̅ = 𝒂𝟎 − 𝒂𝟏𝜺𝟏 − 𝒂𝟐𝜺𝟐 − 𝒂𝟑𝜺𝟏𝜺𝟐,  𝒃𝑰
̅̅ ̅ = 𝒃𝟎 − 𝒃𝟏𝜺𝟏 − 𝒃𝟐𝜺𝟐 − 𝒃𝟑𝜺𝟏𝜺𝟐 ∈  𝑯𝑫 hiper 

dual sayılarının bölümü 

𝒂𝑰̅̅ ̅

𝒃𝑰
̅̅̅̅

=
𝑎0

𝑏0

+
((−𝑎1)𝑏0 − 𝑎0(−𝑏1))

𝑏0
2 𝜀1 +

((−𝑎2)𝑏0 − 𝑎0(−𝑏2))

𝑏0
2 𝜀2 

+(
(−𝑎3)𝑏0

2 − 𝑎0𝑏0(−𝑏3) − (−𝑎1)𝑏0(−𝑏2) − (−𝑎2)𝑏0(−𝑏1) + 2𝑎0(−𝑏1)(−𝑏2)

𝑏0
3 ) 𝜀1𝜀2 

olduğundan  

𝒂𝑰̅̅ ̅

𝒃𝑰
̅̅̅̅

=
𝑎0

𝑏0
−

(𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1)

𝑏0
2

𝜀1 −
(𝑎2𝑏0 − 𝑎0𝑏2)

𝑏0
2

𝜀2 

−(
𝑎3𝑏0

2 − 𝑎0𝑏0𝑏3 + 𝑎1𝑏0𝑏2 + 𝑎2𝑏0𝑏1 − 2𝑎0𝑏1𝑏2

𝑏0
3 ) 𝜀1𝜀2 

elde edilir. Böylece (
𝒂

𝒃

̅)
𝑰
≠

𝒂𝑰̅̅ ̅

𝒃𝑰
̅̅ ̅  dir. 

 

Örnek 2.7.  𝒂 = 2 − 3𝜀1 + 4𝜀2 + 5𝜀1𝜀2,   𝒃 = −1 + 2𝜀1 + 3𝜀2 − 4𝜀1𝜀2   hiper dual 

sayıları için 𝒂 nın 𝒃 ile çarpımı  

𝒂𝒃 = −2 + 7𝜀1 + 2𝜀2 − 14𝜀1𝜀2 

dir. Fakat 𝒂𝑰̅̅ ̅ = 2 + 3𝜀1 − 4𝜀2 − 5𝜀1𝜀2, 𝒃𝑰
̅̅ ̅ = −1 − 2𝜀1 − 3𝜀2 + 4𝜀1𝜀2   hiper dual 

sayıları için 𝒂𝑰̅̅ ̅ nın 𝒃𝑰
̅̅ ̅ ile çarpımı  

𝒂𝑰̅𝒃𝑰
̅̅ ̅   = −2 − 7𝜀1 − 2𝜀2 − 12𝜀1𝜀2 

dir. Diğer taraftan 𝒂 nın 𝒃 ye bölümü 𝒂
𝒃
= −2 − 𝜀1 − 8𝜀2 − 20𝜀1𝜀2  iken 

𝒂𝑰̅̅ ̅

𝒃𝑰
̅̅̅̅

= −2 − 𝜀1 − 2𝜀2 − 20𝜀1𝜀2 

elde edilir. Sonuç olarak  (𝒂𝒃)𝑰
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠  𝒂𝑰̅̅ ̅ 𝒃𝑰

̅̅ ̅  ve  (
𝒂

𝒃

̅)
𝑰
≠

𝒂𝑰̅̅ ̅

𝒃𝑰
̅̅ ̅ olduğu görülmektedir. 

 



30 

 

Teorem 2.3. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için, aşağıdakiler doğrudur. 

                 

                  (i)                       ‖𝒂‖𝐼 = 0 ⇔ 𝑎0
2 = 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2. 

 

                  (ii)                      ‖𝒂‖𝐼𝐼 = 0 ⇔ 𝑎0
2 = −2𝑎0𝑎2𝜀2. 

 

                  (iii)                       ‖𝒂‖𝐼𝐼𝐼 = 0 ⇔ 𝑎0
2 = 2(𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3)𝜀1𝜀2. 

 

                  (iv)                     ‖𝒂‖𝐼𝑉 = 0 ⇔ 𝑎0
2 = −2𝑎0𝑎1𝜀1. 

 

İspat. ‖𝒂‖𝐼 = 0  ise I. tip norm tanımına göre  ‖𝒂‖𝐼 = √𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 = 0 olup 

𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 = 0 elde edilir. 

Tersine,  𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 = 0 ise ‖𝒂‖𝐼 = √𝑎0

2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 = 0 olduğu açıktır.  

Diğer ispatlar da benzer şekilde farklı tiplerdeki normlar için yapılır. 

 

Teorem 2.4. ∀𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ve 𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 

hiper dual sayıları için  ‖𝒂𝒃‖𝐼 ≠ ‖𝒂‖𝐼 . ‖𝒃‖𝐼 dir. 

 

İspat.  𝒂𝒃 = (𝑎0𝑏0) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 + (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 +

                            𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2  

çarpımından, I. tip norm tanımına göre  

‖𝒂𝒃‖𝐼 = √(𝑎0𝑏0)2 − 2(𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)(𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀1𝜀2 

                                     = √𝑎0
2𝑏0

2 − 2(𝑎0
2𝑏1𝑏2 + 𝑎0𝑎2𝑏0𝑏1 + 𝑎1𝑏0𝑎0𝑏2 + 𝑏0

2𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2 

ve  

‖𝒂‖𝐼 . ‖𝒃‖𝐼 = √(𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2). √(𝑏0

2 − 2𝑏1𝑏2𝜀1𝜀2) 

                 = √𝑎0
2𝑏0

2 − 2(𝑎0
2𝑏1𝑏2 + 𝑏0

2𝑎1𝑎2)𝜀1𝜀2 

olduğundan ‖𝒂𝒃‖𝐼 ≠ ‖𝒂‖𝐼 . ‖𝒃‖𝐼 elde edilir. 

Diğer norm tanımlarına göre de eşitlik olmadığı görülebilir. 

 

Teorem 2.5. ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑯𝑫 için ‖𝒂 + 𝒃‖𝐼 ≠ ‖𝒂‖𝐼 + ‖𝒃‖𝐼 dir. 
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İspat.  𝒂 + 𝒃 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝜀1 + (𝑎2 + 𝑏2)𝜀2 + (𝑎3 + 𝑏3)𝜀1𝜀2  olup  

‖𝒂 + 𝒃‖𝐼 = (𝑎0 + 𝑏0)
2 − 2(𝑎1 + 𝑏1)(𝑎2 + 𝑏2)𝜀1𝜀2  

bulunur. 

Diğer taraftan ‖𝒂‖𝐼 + ‖𝒃‖𝐼 = 𝑎0
2 − 2𝑎1𝑎2𝜀1𝜀2 + 𝑏0

2 − 2𝑏1𝑏2𝜀1𝜀2 olup  

‖𝒂 + 𝒃‖𝐼 ≠ ‖𝒂‖𝐼 + ‖𝒃‖𝐼 dir. 

 

Teorem 2.6. Bir hiper dual sayı için  ‖𝒂‖ = √𝑎0
2 şeklinde verilen norm tanımına göre 

1. ∀ 𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ∈  𝑯𝑫 için ‖𝒂‖ = 0 ⇔ 𝑎0 = 0’dır. 

2. ∀𝒂 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 ve 𝒃 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 hiper dual 

sayıları için ‖𝒂𝒃‖ = ‖𝒂‖. ‖𝒃‖ dir. 

3. ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑯𝑫 için ‖𝒂 + 𝒃‖ ≤ ‖𝒂‖ + ‖𝒃‖ dir. 

 

İspat 1. ‖𝒂‖ = 0  ise norm tanımına göre  |𝑎0| = 0 olup 𝑎0 = 0 elde edilir. 

Tersine,  𝒂 = 0 ise ‖𝒂‖ = |𝑎0| = |0| = 0 bulunur. 

2.  𝒂𝒃 = (𝑎0𝑏0) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝜀1 + (𝑎0𝑏2 + 𝑎2𝑏0)𝜀2 + (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝜀1𝜀2  

çarpımından  

‖𝒂𝒃‖ = |𝑎0𝑏0| = |𝑎0|. |𝑏0| = ‖𝒂‖. ‖𝒃‖ 

bulunur. 

3.  𝒂 + 𝒃 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝜀1 + (𝑎2 + 𝑏2)𝜀2 + (𝑎3 + 𝑏3)𝜀1𝜀2  olup  

‖𝒂 + 𝒃‖ = |𝑎0+𝑏0| ≤ |𝑎0| + |𝑏0|  (reeldeki üçgen eşitsizliğinden) 

 ‖𝒂 + 𝒃‖ ≤ ‖𝒂‖ + ‖𝒃‖ 

elde edilir. 

 

Tanım 2.17. ∀ 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayısı için Taylor seri açılımı 

kullanılırsa 

𝑓( 𝒂) = 𝑓( 𝑑1) +
𝑓′(𝑑1)

1!
. (𝜀∗𝑑2)

1 +
𝑓′′(𝑑1)

2!
. (𝜀∗𝑑2)

2 + ⋯+
𝑓(𝑛)(𝑑1)

𝑛!
. (𝜀∗𝑑2)

𝑛 + ⋯ 

elde edilir. Burada, 𝜀1
2 = 𝜀2

2 = 0 olduğundan  

𝑓(𝒂) =  𝑓( 𝑑1) + 𝜀∗𝑑2𝑓
′(𝑑1) 

bulunur. Buna göre 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayısının üstel fonksiyonu 

𝑒𝑑1+𝜀∗𝑑2 = 𝑒𝑑1 + 𝜀∗𝑑2𝑒
𝑑1 = 𝑒𝑑1(1 + 𝜀∗𝑑2) 

şeklinde tanımlanır. 
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Sonuç 2.10. ∀𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayısı için 𝒂 = 𝑑1𝑒
𝑑2
𝑑1

𝜀∗

 dir. 

 

İspat. Herhangi bir 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayısı verilsin. Üstel fonksiyon 

yardımıyla 

𝑑1𝑒
𝑑2
𝑑1

𝜀∗

= 𝑑1 (𝑒
0+

𝑑2
𝑑1

𝜀∗

) = 𝑑1 [𝑒0 (1 + 𝜀∗ 𝑑2

𝑑1
)] = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 = 𝒂  

bulunur. 

 

Tanım 2.18. Bir 𝒂 = 𝑑1 + 𝜀∗𝑑2 ∈  𝑯𝑫 hiper dual sayısının argümenti 𝐴𝑟𝑔(𝒂) =
𝑑2

𝑑1
 

şeklinde tanımlanır. 

 

2.6. Hiper Dual Vektörler 

 

Tanım 2.19. 𝑯𝑫𝟑  hiper dual vektörlerin kümesi 

𝑯𝑫𝟑 = 𝑯𝑫 × 𝑯𝑫 × 𝑯𝑫 = {𝑨⃗⃗ = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3)|𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ∈ 𝑯𝑫} 

ile tanımlanır. 

(𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑨𝟑) = (𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2, 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2, 𝑐0 + 𝑐1𝜀1

+ 𝑐2𝜀2 + 𝑐3𝜀1𝜀2) 

olup  

𝑨⃗⃗ = (𝑎0, 𝑏0, 𝑐0) + (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)𝜀1 + (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)𝜀2 + (𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)𝜀1𝜀2   olarak 

yazılır. Burada 𝑎0⃗⃗⃗⃗ = (𝑎0, 𝑏0, 𝑐0), 𝑎1⃗⃗⃗⃗ = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), 𝑎2⃗⃗⃗⃗ = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2), 𝑎3⃗⃗⃗⃗ = (𝑎3, 𝑏3, 𝑐3) 

vektörler olmak üzere 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 ifadesine hiper dual vektör 

denir.  

 

Tanım 2.20. 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2, 𝑩⃗⃗ = 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper 

dual vektörlerinin eşit olmaları için gerek ve yeter şart 𝑎𝑖⃗⃗  ⃗ = 𝑏𝑖
⃗⃗⃗  , 0 ≤ 𝑖 ≤ 3 olmasıdır. 

 

Tanım 2.21. 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2, 𝑩⃗⃗ = 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper 

dual vektörlerinin toplamı 

𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ = (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + (𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 
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ile tanımlıdır. 

Tanım 2.22. 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper  dual vektörünün 𝜆 ∈ 𝑯𝑫 hiper 

dual sayısı ile çarpımı 

𝜆. 𝑨⃗⃗ =  𝜆 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜆𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

şeklindedir.  

 

Teorem 2.7. (𝑯𝑫𝟑, +) ikilisi bir abel grubudur. 

İspat. 

i) ∀𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için Tanım 2.21 dikkate alınırsa 

 𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ = (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) + (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2)  

             = (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + (𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

olup  𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑  elde edilir. 

ii) ∀𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ , 𝑪⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için Tanım 2.21 ve (ℝ𝟑, +,∙) üçlüsünün bir halka olduğu göz önüne 

alınırsa, 

(𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ )+𝑪⃗⃗ = [(𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) + (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2)] 

                     +(𝑐0⃗⃗  ⃗ + 𝑐1⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑐2⃗⃗  ⃗𝜀2 + 𝑐3⃗⃗  ⃗𝜀1𝜀2) 

                     = [(𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + (𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2] 

                     +(𝑐0⃗⃗  ⃗ + 𝑐1⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑐2⃗⃗  ⃗𝜀2 + 𝑐3⃗⃗  ⃗𝜀1𝜀2) 

                     = [(𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑐0⃗⃗  ⃗] + [(𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗) + 𝑐1⃗⃗  ⃗]𝜀1 + [(𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑐2⃗⃗  ⃗]𝜀2 

                     +[(𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3
⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑐3⃗⃗  ⃗]𝜀1𝜀2 

                     = [𝑎0⃗⃗⃗⃗ + (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑐0⃗⃗  ⃗)] + [𝑎1⃗⃗⃗⃗ + (𝑏1

⃗⃗  ⃗ + 𝑐1⃗⃗  ⃗)]𝜀1 + [𝑎2⃗⃗⃗⃗ + (𝑏2
⃗⃗⃗⃗ + 𝑐2⃗⃗  ⃗)]𝜀2 

                     +[𝑎3⃗⃗⃗⃗ + (𝑏3
⃗⃗⃗⃗ + 𝑐3⃗⃗  ⃗)]𝜀1𝜀2 

                      =(𝑐0⃗⃗  ⃗ + 𝑐1⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑐2⃗⃗  ⃗𝜀2 + 𝑐3⃗⃗  ⃗𝜀1𝜀2) + [(𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) + 

                      (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2)] 

                      =𝑨⃗⃗ + (𝑩⃗⃗ + 𝑪⃗⃗ ) 

bulunur. 
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iii) ∀𝟎⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için Tanım 2.21 ve (ℝ𝟑, +,∙) üçlüsünün bir halka olduğu göz önüne 

alınırsa, 

𝟎⃗⃗ +𝑨⃗⃗ = (0⃗ + 0⃗ 𝜀1 + 0⃗ 𝜀2 + 0⃗ 𝜀1𝜀2) + (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) 

                     = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2  

                    = 𝑨⃗⃗  

bulunur. 𝟎⃗⃗  elemanı + işlemine göre 𝑯𝑫𝟑 deki birim elemandır. 

iv) ∀𝑨⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑  için  

𝑿⃗⃗ +𝑨⃗⃗ = (𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑥1⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑥2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑥3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) + (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) 

                 = 0⃗ + 0⃗ 𝜀1 + 0⃗ 𝜀2 + 0⃗ 𝜀1𝜀2 

olacak şekilde bir tek 𝑿⃗⃗ = −𝑨⃗⃗ = −𝑎0⃗⃗⃗⃗ − 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 − 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 − 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫𝟑 elemanı vardır. 

−𝑨⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 + işlemine göre 𝑨⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 elemanının tersidir. 

v) ∀𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için Tanım 2.21 (ℝ𝟑, +,∙) üçlüsünün bir halka olduğu göz önüne 

alınırsa, 

𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ = (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) + (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2)  

 = (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + (𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

= (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑎0⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑏1

⃗⃗  ⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝑏2
⃗⃗⃗⃗ + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝑏3

⃗⃗⃗⃗ + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

              = (𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) + (𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2) 

                    = 𝑩⃗⃗ + 𝑨⃗⃗  

bulunur. Böylece (𝑯𝑫𝟑, +) ikilisi bir abel grubudur. 

 

Teorem 2.8. (𝑯𝑫𝟑, +) sistemi  𝑯𝑫 üzerinde bir modüldür.  
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İspat (𝑯𝑫,+,⋅) üçlüsünün birimli ve değişimli bir halka olduğu 

bilinmektedir. (𝑯𝑫𝟑, +) ikilisinin Abel grubu olduğu da bir önceki teorem ile 

ispatlanmıştır. Bu durumda,  

⋅∶ 𝑯𝑫 × 𝑯𝑫𝟑 → 𝑯𝑫𝟑 

∀𝜆 ∈ 𝑯𝑫 ve  ∀𝑨⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için  

𝜆. 𝑨⃗⃗ =  𝜆 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜆𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

şeklinde tanımlı dış işleminin modül aksiyomlarını sağladığı gösterilmelidir. 

 

i) ∀𝜆 ∈ 𝑯𝑫 ve  ∀𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için yukarıdaki dış işlem göz önüne alınırsa 

𝜆(𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ ) = 𝜆[(𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + (𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + (𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2] 

                              =𝜆(𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜆(𝑎1⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + 𝜆(𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + 𝜆(𝑎3⃗⃗⃗⃗ + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                             = 𝜆 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜆𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                              + 𝜆 𝑏0
⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆𝑏1

⃗⃗  ⃗)𝜀1 + (𝜆𝑏2
⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆𝑏3

⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                             = 𝜆𝑨⃗⃗ + 𝜆𝑩⃗⃗  

elde edilir. 

ii)  ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝑯𝑫 ve  ∀𝑨⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için yukarıdaki dış işlem göz önüne alınırsa 

(𝜆 + 𝜇)𝑨⃗⃗ = (𝜆 + 𝜇) 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆 + 𝜇)(𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜆 + 𝜇)(𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆 + 𝜇)(𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                         = 𝜆 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜆𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                         + 𝜇 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜇𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜇𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜇𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                         = 𝜆𝑨⃗⃗ + 𝜇𝑨⃗⃗  

elde edilir. 

iii) ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝑯𝑫 ve  ∀𝑨⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için yukarıdaki dış işlem göz önüne alınırsa 

(𝜆𝜇)𝑨⃗⃗ = (𝜆𝜇) 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (𝜆𝜇)(𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (𝜆𝜇)(𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (𝜆𝜇)(𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                               =𝜆 (𝜇 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝜆 (𝜇 𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝜀1 + 𝜆 (𝜇 𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝜀2 + 𝜆 (𝜇 𝑎3⃗⃗⃗⃗  ⃗)𝜀1𝜀2 

                               =𝜆(𝜇𝑨⃗⃗ ) 

elde edilir. 
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iv) 𝟏 ∈ 𝑯𝑫  için  

1𝑨⃗⃗ =  1 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (1𝑎1⃗⃗⃗⃗ )𝜀1 + (1𝑎2⃗⃗⃗⃗ )𝜀2 + (1𝑎3⃗⃗⃗⃗ )𝜀1𝜀2 

                                       = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 

                                       = 𝑨⃗⃗  

dir. 

Böylece (𝑯𝑫𝟑, +) sistemi  𝑯𝑫 üzerinde bir modüldür.  

 

Tanım 2.23.  𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2, 𝑩⃗⃗ = 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper 

dual vektörleri için 

〈 , 〉: 𝑯𝑫𝟑 × 𝑯𝑫𝟑 → 𝑯𝑫 

〈𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ 〉 = 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ 〉 + (〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑏1

⃗⃗  ⃗〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ 〉)𝜀1 + (〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑏2

⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎2⃗⃗⃗⃗ , 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ 〉)𝜀2 +

                           (〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑏3
⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎3⃗⃗⃗⃗ , 𝑏0

⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎2⃗⃗⃗⃗ , 𝑏1

⃗⃗  ⃗〉)𝜀1𝜀2  

şeklinde tanımlanır. 〈 , 〉 fonsiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 〈 , 〉 fonksiyonuna iç 

çarpım fonksiyonu 𝑯𝑫𝟑 uzayına da iç çarpım uzayı denir. 

1) Simetri (Değişme) Özelliği:  ∀𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 için 〈𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ 〉 = 〈𝑩⃗⃗ , 𝑨⃗⃗ 〉 dir. 

2) Bilineerlik Özelliği: ∀𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 ve ∀𝜆 ∈ 𝑯𝑫 için  

〈𝜆𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ 〉  = 𝜆〈𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ 〉 

〈𝑨⃗⃗ + 𝑩⃗⃗ , 𝑪⃗⃗ 〉  = 〈𝑨⃗⃗ , 𝑪⃗⃗ 〉 + 〈𝑩⃗⃗ , 𝑪⃗⃗ 〉  dir. 

3) 〈𝑨⃗⃗ , 𝑨⃗⃗ 〉 = 0 ⇒ 𝑨⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  dir. 

 

2.7. Hiper Dual Vektörlerin Normlanması 

 

Tanım 2.24. Bir  𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper dual vektörün normu 

‖𝑨⃗⃗ ‖ = (〈𝑨⃗⃗ , 𝑨⃗⃗ 〉)
𝟏

𝟐⁄
=(‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖𝟐 + 2〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉𝜀1 + 2〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉𝜀2 + 2(〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉)𝜀1𝜀2)

𝟏
𝟐⁄  

şeklinde tanımlanır. 

Burada bir hiper dual sayının karekökü tanımı kullanılırsa 

‖𝑨⃗⃗ ‖ = √‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝟐
+ 2〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

2√‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝟐
𝜀1 + 2〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

2√‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝟐
𝜀2+(

2(〈𝑎0⃗⃗  ⃗,𝑎3⃗⃗  ⃗〉+〈𝑎1⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗  ⃗〉)

2√‖𝑎0⃗⃗  ⃗‖
𝟐

−
2〈𝑎0⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗  ⃗〉𝟐〈𝑎0⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗  ⃗〉

4‖𝑎0⃗⃗  ⃗‖
𝟐√‖𝑎0⃗⃗  ⃗‖

𝟐
) 𝜀1𝜀2 

veya 
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‖𝑨⃗⃗ ‖ = ‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖ +
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝜀1 +

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝜀2+(

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎3⃗⃗ ⃗⃗  〉+〈𝑎1⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎2⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ‖
−

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎1⃗⃗ ⃗⃗  〉〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎2⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ‖𝟑 ) 𝜀1𝜀2 

olarak yazılır. 

 

Örnek 2.8. 𝑨⃗⃗ = (1,2,3) + (1,0, −2)𝜀1 + (5,−1,0)𝜀2 + (3,−4 − 2)𝜀1𝜀2 hiper dual 

vektörünün normu 

‖𝑨⃗⃗ ‖ = √14 −
5

√14
𝜀1 +

3

√14
𝜀2 + (

69

14√14
) 𝜀1𝜀2 

dir. 

 

Tanım 2.25. Normu 1 olan hiper dual vektöre birim hiper dual vektör denir. 

 

Teorem 2.9. 𝑨⃗⃗  birim hiper dual vektör ise  

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖ = 1 ve  〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉 = 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 = 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 = 0 dır. 

 

İspat Hiper dual sayının normu tanımına göre  

‖𝑨⃗⃗ ‖ = ‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖ +
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝜀1 +

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
𝜀2+(

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎3⃗⃗⃗⃗  ⃗〉+〈𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖𝟑 ) 𝜀1𝜀2 

ve 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖ +
〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎1⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ‖
𝜀1 +

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎2⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ‖
𝜀2+(

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎3⃗⃗ ⃗⃗  〉+〈𝑎1⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎2⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ‖
−

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎1⃗⃗ ⃗⃗  〉〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ,𝑎2⃗⃗ ⃗⃗  〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗  ‖𝟑 ) 𝜀1𝜀2 = 1 + 0𝜀1 + 0𝜀2 + 0𝜀1𝜀2 

yazılabilir. İki hiper dual sayının tanımı göz önüne alınırsa, 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖ = 1 ve  〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉 = 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 = 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 = 0  

elde edilir. 

 

 Teorem 2.10. 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper dual vektör olmak üzere  

𝑨⃗⃗ 

‖𝑨⃗⃗ ‖
= 𝑼⃗⃗⃗  

birim dual vektördür. 

 

İspat:  

а0 = ‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖ , а1 =
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
, а2 =

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
, а3 = 

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎3⃗⃗⃗⃗  ⃗〉+〈𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖𝟑     

olmak üzere 
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 ‖ 𝑨⃗⃗ ‖ = а0 + а1𝜀1 + а2𝜀2+а3𝜀1𝜀2 

dir. 

𝑎0⃗⃗⃗⃗ = (𝑎0, 𝑏0, 𝑐0), 𝑎1⃗⃗⃗⃗ = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), 𝑎2⃗⃗⃗⃗ = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2), 𝑎3⃗⃗⃗⃗ = (𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)  olmak üzere 

 

𝑨⃗⃗ 

‖𝑨⃗⃗ ‖
 =

𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2

а0 + а1𝜀1 + а2𝜀2 + а3𝜀1𝜀2
 

 
=

((𝑎0, 𝑏0, 𝑐0) + (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)𝜀1 + (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)𝜀1 + (𝑎3, 𝑏3, 𝑐3)𝜀1𝜀2)

а0 + а1𝜀1 + а2𝜀2 + а3𝜀1𝜀2
 

 
= (

𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2

а0 + а1𝜀1 + а2𝜀2 + а3𝜀1𝜀2
,
𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2

а0 + а1𝜀1 + а2𝜀2 + а3𝜀1𝜀2
,
𝑐0 + 𝑐1𝜀1 + 𝑐2𝜀2 + 𝑐3𝜀1𝜀2

а0 + а1𝜀1 + а2𝜀2 + а3𝜀1𝜀2
) 

 = (
𝑎0

а0
+

(𝑎1а0 − 𝑎0а0)

а0
2

𝜀1 +
(𝑎2а0 − 𝑎0а2)

а0
2

𝜀2 + (
𝑎3а0

2 − 𝑎0а0а3 − 𝑎1а0а2 − 𝑎2а0а1 + 2𝑎0а1а2

а0
3

) 𝜀1𝜀2, 

        
𝑏0

а0
+

(𝑏1а0 − 𝑏0а0)

а0
2 𝜀1 +

(𝑏2а0 − 𝑏0а2)

а0
2 𝜀2 + (

𝑏3а0
2 − 𝑏0а0а3 − 𝑏1а0а2 − 𝑏2а0а1 + 2𝑏0а1а2

а0
3 ) 𝜀1𝜀2, 

         
𝑐0

а0
+

(𝑐1а0 − 𝑐0а0)

а0
2 𝜀1 +

(𝑐2а0 − 𝑐0а2)

а0
2 𝜀2 + (

𝑐3а0
2 − 𝑐0а0а3 − 𝑐1а0а2 − 𝑐2а0а1 + 2𝑐0а1а2

а0
3 ) 𝜀1𝜀2) 

 
= (

𝑎0

а0
,
𝑏0

а0
,
𝑐0

а0
) + (

((𝑎1, 𝑏1, 𝑐1))

а0
−

а1(𝑎0, 𝑏0, 𝑐0)

а0
2

) 𝜀1

+ (
((𝑎2, 𝑏2, 𝑐2))

а0
−

а2(𝑎0, 𝑏0, 𝑐0)

а0
2

) 𝜀2 

+(
((𝑎3, 𝑏3, 𝑐3))

а0
−

а3(𝑎0, 𝑏0, 𝑐0)

а0
2

−
а2(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1)

а0
2

−
а1(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)

а0
2

+ 2а1а2

(𝑎0, 𝑏0, 𝑐0)

а0
3

) 𝜀1𝜀2 

   

=
𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
+ (

𝑎1⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎0⃗⃗⃗⃗ ) 𝜀1 + (

𝑎2⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎0⃗⃗⃗⃗ ) 𝜀2 

     

+[
𝑎3⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 𝑎1⃗⃗⃗⃗ −
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 𝑎2⃗⃗⃗⃗ − (
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎3⃗⃗⃗⃗  ⃗〉+〈𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 − 2
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 )
𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖2] 𝜀1𝜀2 

 = 𝑼⃗⃗  

 

bulunur. Buradan 
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𝑢0⃗⃗⃗⃗ =
𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
, 

𝑢1⃗⃗⃗⃗ =
𝑎1⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 

𝑢2⃗⃗⃗⃗ =
𝑎2⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 

𝑢3⃗⃗⃗⃗ =
𝑎3⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎1⃗⃗⃗⃗ −

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎2⃗⃗⃗⃗  

                                    −(
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎3⃗⃗⃗⃗  ⃗〉+〈𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 − 2
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 )
𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖2 

elde edilir.Buradan, 

 

〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢0⃗⃗⃗⃗ 〉 =  〈
𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
,

𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
〉   =

1

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
. ‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2 = 1, 

 

〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢1⃗⃗⃗⃗ 〉 
= 〈

𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
 ,

𝑎1⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 
=

1

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉 −

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎 ‖4
 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 
=

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
 

 = 0 

 

 

 

〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ 〉 
= 〈

𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
 ,

𝑎2⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 
=

1

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 −

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎 ‖4
 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 
=

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
 

 = 0 

ve  
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〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ 〉 
= 〈

𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
 ,

𝑎3⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
− (

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
)

𝑎0⃗⃗⃗⃗ 

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2

−
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎1⃗⃗⃗⃗ −

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖3
𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 2

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖5
𝑎0⃗⃗⃗⃗  〉 

+〈
𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎1⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 𝑎0⃗⃗⃗⃗  ,
𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑎2⃗⃗⃗⃗  ⃗〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗  ⃗‖3 𝑎0⃗⃗⃗⃗  〉 

 
=

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
− (

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖4
) 〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 +

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖6
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖4
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉 −

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖4
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 + 2

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖6
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 
+

〈𝑎1⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
−

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖4
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉 −

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖4
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉 +

〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖6
〈𝑎0⃗⃗⃗⃗ , 𝑎0⃗⃗⃗⃗ 〉 

 =0 

 

elde edilir. Bu durumda  
𝑨⃗⃗ 

‖𝑨⃗⃗ ‖
= 𝑼⃗⃗⃗  birim hiper dual vektördür. 

 

Örnek 2.9. 𝑨⃗⃗ = (1,2,3) + (1,0, −2)𝜀1 + (5,−1,0)𝜀2 + (3,−4 − 2)𝜀1𝜀2 hiper dual 

vektörü için 

‖𝑨⃗⃗ ‖ = √14 −
5

√14
𝜀1 +

3

√14
𝜀2 + (

69

14√14
) 𝜀1𝜀2 

olmak üzere 

𝑼⃗⃗ =
(1,2,3) + (1,0, −2)𝜀1 + (5,−1,0)𝜀2 + (3,−4 − 2)𝜀1𝜀2

√14 −
5

√14
𝜀1 +

3

√14
𝜀2 + (

69

14√14
) 𝜀1𝜀2

 

vektörü birim vektördür.  Yukarıdaki teorem kullanılırsa; 𝑼⃗⃗  birim vektörü  

 

𝑼⃗⃗ = (
1

√14
,

2

√14
,

3

√14
) + (

19

14√14
,

10

14√14
,−

13

14√14
) 𝜀1

+ (
67

14√14
, −

20

14√14
,−

9

14√14
) 𝜀2 

+(
935

196√14
,−

776

196√14
,−

191

196√14
) 𝜀1𝜀2 

şeklinde bulunur. Gerçekten 〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢0⃗⃗⃗⃗ 〉 = 1, 〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢1⃗⃗⃗⃗ 〉 = 0, 〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ 〉 = 0 ve 〈𝑢0⃗⃗⃗⃗ , 𝑢3⃗⃗⃗⃗ 〉 + 〈𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ 〉 =

0 elde edilir. 
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Sonuç 2.11. Teorem 2.10’ da 

𝑘1 =
〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
, 

𝑘2 =
〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗⃗⃗ ‖2
, 

𝑘3 =
〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎3⃗⃗ ⃗⃗ 〉 + 〈𝑎1⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ ‖2
−

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗ ⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ ‖4
− 2

〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎1⃗⃗ ⃗⃗ 〉〈𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎2⃗⃗ ⃗⃗ 〉

‖𝑎0⃗⃗ ⃗⃗ ‖5
 

alınırsa, 

𝑨⃗⃗ = а0(1 + 𝑘1𝜀1 + 𝑘2𝜀2 + 𝑘3𝜀1𝜀2)𝑼⃗⃗  

yazılabilir. Buradaki 𝑘1, 𝑘2 ve 𝑘3  𝑨⃗⃗  dual vektörünün adımlarıdır. 

 

Örnek 2.10. 𝑨⃗⃗ = (1,2,3) + (1,0, −2)𝜀1 + (5,−1,0)𝜀2 + (3,−4 − 2)𝜀1𝜀2 hiper dual 

vektörü için 𝑨⃗⃗  dual vektörünün adımları 𝑘1 = −
5

√14
, 𝑘2 =

3

√14
 ve 𝑘3 =

−30−69√14

196√14
 olarak 

bulunur. Bu durumda, 𝑼⃗⃗  birim hiper dual vektörü  

𝑼⃗⃗ = (
1

√14
,

2

√14
,

3

√14
) + (

19

14√14
,

10

14√14
,−

13

14√14
) 𝜀1

+ (
67

14√14
, −

20

14√14
,−

9

14√14
) 𝜀2 

+(
935

196√14
,−

776

196√14
,−

191

196√14
) 𝜀1𝜀2 

olmak üzere  

 

𝑨⃗⃗ = √14(1 −
5

√14
𝜀1 +

3

√14
 𝜀2 + (

−30 − 69√14

196√14
) 𝜀1𝜀2

) 𝑼⃗⃗  

şeklinde yazılır. 

 

Tanım 2.26. 𝑎0⃗⃗⃗⃗ ≠ 0⃗ , 𝑎1⃗⃗⃗⃗ ≠ 0⃗ , 𝑎2⃗⃗⃗⃗ ≠ 0⃗  ve 𝑎3⃗⃗⃗⃗ ≠ 0⃗  ise 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 

hiper dual vektörüne has hiper dual vektör denir. 

 

Tanım 2.27. 𝑎0⃗⃗⃗⃗ = 0⃗  ise 𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2 hiper dual vektörüne sırf hiper 

dual vektör denir. 
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2.8. Hiper Dual Vektörler İçin Skaler ve Vektörel Çarpım 

 

Tanım 2.28.  𝑨⃗⃗ , 𝑩⃗⃗ ∈ 𝑯𝑫𝟑 hiper dual vektörlerinin dış çarpımı; 

 

∧:𝑯𝑫𝟑 × 𝑯𝑫𝟑 → 𝑯𝑫𝟑 

 

işlemi    𝑨⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ 𝜀1 + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2  ,  𝑩⃗⃗ = 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝑏1

⃗⃗  ⃗𝜀1 + 𝑏2
⃗⃗⃗⃗ 𝜀2 + 𝑏3

⃗⃗⃗⃗ 𝜀1𝜀2    için 

 

𝑨⃗⃗ ∧ 𝑩⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ + 𝜀1(𝑎0⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏1

⃗⃗  ⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) + 𝜀2(𝑎0⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏2

⃗⃗⃗⃗ + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏0
⃗⃗⃗⃗ ) 

               +𝜀1𝜀2(𝑎0⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏3
⃗⃗⃗⃗ + 𝑎1⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏2

⃗⃗⃗⃗ + 𝑎2⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏1
⃗⃗  ⃗ + 𝑎3⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑏0

⃗⃗⃗⃗ ) 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.29. 

𝜀 = 𝜀1;  𝜀
∗ = 𝜀2 

𝜀2 = 𝜀∗2 = 0 

𝜀 ≠ 0, 𝜀∗ ≠ 0, 𝜀 ≠ 𝜀∗ 

𝜀𝜀∗ = 𝜀∗𝜀 ≠ 0 

olmak üzere 𝑨⃗⃗  hiper dual vektörü iki dual vektörün toplamı olarak  𝑨⃗⃗ = 𝐴1
⃗⃗⃗⃗ + 𝜀∗𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗  

şeklinde yazılabilir. Burada 𝐴1
⃗⃗⃗⃗ = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ + 𝜀𝑎1⃗⃗⃗⃗  ve 𝐴2

⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎2⃗⃗⃗⃗ + 𝜀𝑎3⃗⃗⃗⃗   dual vektörleridir.  

 

Hiper dual vektörlerin skaler ve vektörel çarpımları (Cohen ve Shoham, 2018) 

tarafından aşağıdaki gibi verilmiştir: 

𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗⃗⃗⃗⃗   , 𝐴∗⃗⃗⃗⃗ = 𝑎∗⃗⃗⃗⃗ + 𝜀(𝑎∗)∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    , 𝐵⃗ = 𝑏⃗ + 𝜀𝑏∗⃗⃗  ⃗ ve 𝐵∗⃗⃗⃗⃗ = 𝑏∗⃗⃗  ⃗ + 𝜀(𝑏∗)∗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  dual vektörler      

ve  𝑨⃗⃗ = 𝐴 + 𝜀∗𝐴∗⃗⃗⃗⃗   ve 𝑩⃗⃗ = 𝐵⃗ + 𝜀∗𝐵∗⃗⃗⃗⃗  hiper dual vektörleri verilsin.  

  𝐴∗⃗⃗⃗⃗ = 𝑋 ∧ 𝐴   ve 𝐵∗⃗⃗⃗⃗  = 𝑌⃗ ∧ 𝐵⃗  

olmak üzere 𝑨⃗⃗  ve 𝑩⃗⃗  hiper dual vektörlerinin skaler çarpımı 

〈𝑨⃗⃗  , 𝑩⃗⃗ 〉 = 〈𝐴 + 𝜀∗(𝑋 ∧ 𝐴 ), 𝐵⃗ + 𝜀∗(𝑌⃗ ∧ 𝐵⃗ )〉 

           = 〈𝐴 , 𝐵⃗ 〉 + 𝜀∗[〈𝐴 , 𝑌⃗ ∧ 𝐵⃗ 〉 + 〈𝑋 ∧ 𝐴 , 𝐵⃗ 〉] 

           = 〈𝐴 , 𝐵⃗ 〉 + 𝜀∗[−〈𝑌⃗ , 𝐴 ∧ 𝐵⃗ 〉 + 〈𝑋 , 𝐴 ∧ 𝐵⃗ 〉] 

          = 〈𝐴 , 𝐵⃗ 〉 + 𝜀∗(〈𝑋 − 𝑌⃗ , 𝐴 ∧ 𝐵⃗ 〉) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ + 𝜀∗(〈−𝑀⃗⃗ , 𝐴 ∧ 𝐵⃗ 〉) 
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          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ − 𝜀∗(〈𝑀⃗⃗ , 𝐴 ∧ 𝐵⃗ 〉) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ − 𝜀∗(‖𝑀⃗⃗ ‖‖𝐴 ∧ 𝐵⃗ ‖ cos 0) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ − 𝜀∗(𝝋∗‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ sinΦ) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ − 𝝋∗𝜀∗(‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ sinΦ) 

elde edilir. Burada 𝝋∗ = 𝜑1 + 𝜀𝜑2 bir dual sayıdır. 

〈𝑨⃗⃗  , 𝑩⃗⃗ 〉 = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cos𝜑 − 𝝋∗𝜀∗(‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ sinΦ) 

           = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ − 𝜀∗(𝜑
1
+ 𝜀𝜑

2
)(‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ sinΦ) 

           = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖(cos 𝜑 − 𝜑∗𝜀 sin 𝜑) − 𝜀∗(𝜑
1
+ 𝜀𝜑

2
) (‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖(sin𝜑 + 𝜀𝜑∗ cos 𝜑)) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ (cos𝜑 − 𝜑∗𝜀 sin 𝜑 − 𝜀∗(𝜑
1
sin 𝜑 + 𝜀𝜑

1
𝜑∗ cos𝜑 + 𝜀𝜑

2
sin 𝜑)) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖(cos 𝜑 − 𝜑∗𝜀1 sin 𝜑 − 𝜀2𝜑1
sin𝜑 − 𝜀1𝜀2𝜑1

𝜑∗ cos𝜑 − 𝜀1𝜀2𝜑2
sin 𝜑) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cos𝚽 

dir, burada 𝚽 = Φ + 𝜀∗Φ∗ dır (Cohen ve Shoham, 2018). 

𝑨⃗⃗  ∧ 𝑩⃗⃗ = (𝐴 + 𝜀∗(𝑋 ∧ 𝐴 )) ∧ (𝐵⃗ + 𝜀∗(𝑌⃗ ∧ 𝐵⃗ )) 

           = 𝐴 ∧ 𝐵⃗ + 𝜀∗[𝐴 ∧ (𝑌⃗ ∧ 𝐵⃗ ) + (𝑋 ∧ 𝐴 ) ∧ 𝐵⃗ ] 

            = ‖𝐴 ‖‖𝐵⃗ ‖𝑀⃗⃗ sinΦ + 𝜀∗ (𝝋∗𝑀⃗⃗ 〈𝐴 , 𝐵⃗ 〉 + 𝑌⃗ ∧ (‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ sinΦ)) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ sinΦ + 𝜀∗ (𝝋∗𝑚⃗⃗ ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖ cosΦ − 𝝋∗𝑀⃗⃗ ∧ (‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ sinΦ)) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ (sinΦ + 𝜀∗(𝝋∗ cosΦ)) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ (sin 𝜑 + 𝜀𝜑∗ cos𝜑 + 𝜀∗(𝜑
1
+ 𝜀𝜑

2
)(cos𝜑 − 𝜑∗𝜀 sin 𝜑)) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ (sin𝜑 + 𝜀1𝜑
∗ cos 𝜑 + 𝜀2𝜑1

cos 𝜑 + 𝜀1𝜀2𝜑2
cos𝜑 − 𝜀1𝜀2𝜑1

𝜑∗ sin𝜑) 

          = ‖𝑎 ‖‖𝑏⃗ ‖𝑀⃗⃗ sin𝚽 

elde edilir (Cohen,  ve Shoham, 2018). 

Hiper dual vektörler için skaler ve vektörel çarpım göz önüne alınırsa, dual vektörler 

için tanımlanan skaler ve vektörel çarpımla aynı özelliklere sahip olduğu görülebilir. 

 

2.9. Hiper Dual Vektörlerin Lineer Bağımlılığı, Lineer Bağımsızlığı ve Bazlar  

 

Tanım 2.30. 𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗  ∈ 𝑯𝑫𝟑 has hiper dual vektörler ve  
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 𝝁𝒊 = (𝛿0)𝑖 + (𝛿1)𝑖𝜀1 + (𝛿2)𝑖𝜀2 + (𝛿3)𝑖𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3 hiper dual sayıları için 

∑ 𝝁𝒊
3
𝑖=1 𝑨𝒊

⃗⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  iken her 𝝁𝒊 hiper dual sayıları  𝟎 hiper dual sayısı oluyorsa {𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗  } has 

hiper dual vektörlerin kümesine lineer bağımsızdır denir. 

Aksi halde  {𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗  } has hiper dual vektörlerin kümesine lineer bağımlıdır denir. 

 

Teorem 2.11. 𝑎𝑖 ≠ 0, 𝑏𝑗 ≠ 0 ve 𝑐𝑘 ≠ 0, 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 3 ise 

 𝐴1 = 𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2 , 𝐴2 = 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2 ve 

𝐴3=𝑐0 + 𝑐1𝜀1 + 𝑐2𝜀2 + 𝑐3𝜀1𝜀2 olmak üzere  

 {𝑨⃗⃗ = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3)} kümesi lineer bağımsızdır. 

 

İspat. 𝑨⃗⃗ = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) hiper dual vektör olsun. Bu durumda hiper dual vektör tanımına 

göre 

(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) = (𝑎0 + 𝑎1𝜀1 + 𝑎2𝜀2 + 𝑎3𝜀1𝜀2, 𝑏0 + 𝑏1𝜀1 + 𝑏2𝜀2 + 𝑏3𝜀1𝜀2, 𝑐0 + 𝑐1𝜀1

+ 𝑐2𝜀2 + 𝑐3𝜀1𝜀2) 

dir. 𝝁 = 𝛿0 + 𝛿1𝜀1 + 𝛿2𝜀2 + 𝛿3𝜀1𝜀2 olmak üzere 

𝝁 𝑨⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  

 

iken  

𝝁(𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑨𝟑) = 𝟎⃗⃗  

ve  

𝝁𝑨𝟏 = 𝝁𝑨𝟐 = 𝝁𝑨𝟑 = 𝟎 

elde edilir. İki hiper dual sayının tanımına göre 

𝝁𝑨𝟏 =  𝒂𝒃 = (𝛿
0
𝑎0) + (𝛿

0
𝑎1 + 𝛿1𝑎0)𝜀1 + (𝛿

0
𝑎2 + 𝛿2𝑎0)𝜀2 + (𝛿

0
𝑎3 + 𝛿1𝑎2 + 𝛿2𝑎1

+ 𝛿3𝑎0)𝜀1𝜀2 

𝝁𝑨𝟏 =  𝒂𝒃 = (𝛿
0
𝑏0) + (𝛿

0
𝑏1 + 𝛿1𝑏0)𝜀1 + (𝛿

0
𝑏2 + 𝛿2𝑏0)𝜀2 + (𝛿

0
𝑏3 + 𝛿1𝑏2 + 𝛿2𝑏1

+ 𝛿3𝑏0)𝜀1𝜀2 

ve  

𝝁𝑨𝟏 =  𝒂𝒃 = (𝛿
0
𝑐0) + (𝛿

0
𝑐1 + 𝛿1𝑐0)𝜀1 + (𝛿

0
𝑐2 + 𝛿2𝑐0)𝜀2 + (𝛿

0
𝑐3 + 𝛿1𝑐2 + 𝛿2𝑐1

+  𝛿3𝑐0)𝜀1𝜀2 

olup 

𝛿0𝑎0 = 𝛿0𝑏0 = 𝛿0𝑐0 = 0, 

𝛿0𝑎1 + 𝛿1𝑎0 = 𝛿0𝑎2 + 𝛿2𝑎0=𝛿0𝑎3 + 𝛿1𝑎2 + 𝛿2𝑎1 + 𝛿3𝑎0 = 0, 
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𝛿0𝑏1 + 𝛿1𝑏0 = 𝛿0𝑏2 + 𝛿2𝑏0=𝛿0𝑏3 + 𝛿1𝑏2 + 𝛿2𝑏1 + 𝛿3𝑏0 = 0, 

𝛿0𝑐1 + 𝛿1𝑐0=(𝛿0𝑐2 + 𝛿2𝑐0 = (𝛿0𝑐3 + 𝛿1𝑐2 + 𝛿2𝑐1 + 𝛿3𝑐0 = 0 

elde edilir. Böylece 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ≤ 3 için  𝑎𝑖 ≠ 0, 𝑏𝑗 ≠ 0 ve 𝑐𝑘 ≠ 0 olduğundan 

 𝛿0 = 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = 0 elde edilir. Bu durumda 𝝁 = 𝟎 bulunur. Sonuç olarak 

   {𝑨⃗⃗ = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3)} kümesi lineer bağımsızdır. 

 

Tanım 2.31. 𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗  ∈ 𝑯𝑫𝟑  birim hiper dual vektörleri karşılıklı olarak ortogonal 

iseler  𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗    birim hiper dual vektörlerine  ortonormal hiper dual vektörler denir. 

 

Teorem 2.12. 𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗    ortonormal vektörler iseler {𝑨𝟏

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑

⃗⃗ ⃗⃗  } sistemi lineer 

bağımsızdır. 

 

İspat  𝝁𝒊 = (𝛿0)𝑖 + (𝛿1)𝑖𝜀1 + (𝛿2)𝑖𝜀2 + (𝛿3)𝑖𝜀1𝜀2 ∈ 𝑯𝑫 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 3 hiper dual sayıları için 

 ∑ 𝝁𝒊
3
𝑖=1 𝑨𝒊

⃗⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  eşitliğinin her iki tarafı sırasıyla 𝑨𝒋 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 3 hiper dual sayıları ile iç 

çarpılırsa 

∑𝝁𝒊

3

𝑖=1

〈𝑨𝒊
⃗⃗⃗⃗ , 𝑨𝒋

⃗⃗ ⃗⃗ 〉 = 〈𝟎,⃗⃗  ⃗𝑨𝒋
⃗⃗ ⃗⃗ 〉 = 𝟎 

elde edilir. 𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗   sisteminin ortonormal olduğu göz önüne alınırsa  

〈𝑨𝒊
⃗⃗⃗⃗ , 𝑨𝒋

⃗⃗⃗⃗ 〉 = {
1, 𝑖 ≠ 𝑗
0, 𝑖 = 𝑗

 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 3 

olduğundan  

𝝁𝒊 = 𝟎, 1 ≤ 𝑖 ≤ 3  

elde edilir. Böylece, {𝑨𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟐

⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑨𝟑
⃗⃗ ⃗⃗  } sistemi lineer bağımsızdır. 

 

Tanım 2.32. 𝑯𝑫𝟑 ün herhangi bir 𝑇 alt kümesi lineer bağımsız ve 𝑆𝑝{𝑇} = 𝑯𝑫𝟑 (∀𝑨⃗⃗ ∈

𝑯𝑫𝟑 için 𝑇 kümesindeki sonlu sayıdaki elemanın bir lineer kombinasyonudur) 

özelliklerini sağlıyorsa 𝑇 kümesine 𝑯𝑫𝟑 ün bir bazı denir. 
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3. TARTIŞMA ve  SONUÇLAR 

        Çalışmada ilk olarak literatürde var olan hiper dual sayılar ile ilgili bilgiler 

verilmiştir. Ayrıca bu bilgilere ek olarak bir hiper dual sayının mutlak değeri ve bir 

hiper dual sayının karekökü işlemleri tanıtılmıştır. Hiper dual sayıların reel katsayılı 

matris gösterimine ek olarak dual katsayılı matris gösterimi tanımlanmıştır. Diğer 

taraftan kompleks ve dual sayılarda geçerli olan bazı özelliklerin hiper dual sayılar için 

geçerli olmadığı sonucuna varılmıştır. Örneğin; ∀𝒂 ∈ 𝑯𝑫𝑺, ∀𝒃 ≠ 0 ∈ 𝑯𝑫𝑺  hiper dual 

sayıları için (
𝒂

𝒃

̅) ≠
𝒂̅

𝒃̅
  ve 𝒂. 𝒃̅̅ ̅̅ ̅ ≠  𝒂̅. 𝒃̅ elde edilmiştir. 

 

        Daha sonra hiper dual vektörler tanıtılıp literatürde var olan ve var olmayan 

tanımlar, teoremler, sonuçlar ve özellikleri ayrıntılı bir şekilde ele alınmıştır. İkinci 

bölümde, 𝑯𝑫𝑺𝟑  hiper dual vektörlerin kümesi verilmiş ve (𝑯𝑫𝑺𝟑, +) ikilisinin bir 

Abel grubu, (𝑯𝑫𝑺𝟑, +) sisteminin de  𝑯𝑫𝑺 üzerinde bir modül olduğu sonucuna 

varılmıştır. Ayrıca bir hiper dual vektörün normlanması dual sayının normunun 

genellemesi olarak bulunmuştur. Buradan da birim hiper dual vektör olma şartı elde 

edilmiştir. 
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4. ÖNERİLER 

𝜀1𝜀2 = 𝜀2𝜀1 

olmak üzere 

(𝜀1𝜀2)
2 = 𝜀1𝜀2𝜀1𝜀2 = 𝜀1𝜀1𝜀2𝜀2 = 𝜀1

2𝜀2
2 

elde edilir. Buradan 

 𝜀1
2 = 𝜀2

2 = −1, (𝜀1𝜀2)
2 = 1 ise sayıya dairesel dörtlü kompleks sayı (circular 

fourcomplex number) ve  𝜀1
2 = 𝜀2

2 = (𝜀1𝜀2)
2 = 1 ise sayıya hiper-çift sayı (hyper-

double number) denir. 

Bu tez çalışmasında ayrıntılı bir şekilde özellikleri verilen hiper dual sayılara benzer 

olarak yukarıdaki sayı sistemlerinin de özellikleri incelenebilir.  

Ayrıca bu sayılar kullanılarak dairesel dörtlü kompleks ve hiper çift vektörler 

tanımlanıp özellikleri verilebilir.  

Diğer taraftan bu üç farklı sayı sistemleri kullanılarak her biri için ayrı ayrı hiper dual 

sayı, dairesel dörtlü kompleks sayı ve  hiper-çift sayı katsayılı matrisler tanımlanabilir. 
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