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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : Birimli halka

7 : Tamsayilar halkasi

%) : Bos kiime

c . Alt kiime

< . Alt modiil

< : Kiiciik alt modiil

<X > . X kiimesi tarafindan tiretilen alt modiil

<R : R sol R -modiilii

Z M, : Bir M modiiliiniin {Mi}iel alt modiiller ailesinin toplam
iel

_@I M, : Bir M modiiliiniin {Mi}iE| alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplami
H M, M, }iel alt modiiller ailesinin direkt ¢arpimi

iel

Gor f : Bir f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Cek f : Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

= : Izomorfizma

% : M modiiliiniin N alt modiiliine gore boliim modiilii

MO : M modiiliiniin | indis kiimesine gore kopyalarinin toplami






HER DUAL SONLU GENISLEMESINDE ZAYIF TUMLEYENE SAHIP
MODULLER

OZET

Bu tezde her genislemesinde (bol) tiimleyene sahip modiil kavramindan yola ¢ikarak
her dual sonlu genislemesinde (bol) zayif tiimleyene sahip modiil kavramlari
tanimlandi ve bu modillerin bazi1 o6zellikleri incelendi. Her dual sonlu
genislemesinde (bol) zayif tiimleyene sahip modiill ((CWEE)) (CWE) ozelligine

sahip modiil olarak adlandirildi. Her alt modiili (CWE) 6zelligine sahip modiiliin
(CWEE) ozelligine sahip oldugu gosterildi. Her alt modiilii (CWE) 6zelligine sahip
bir M modiiliiniin her direkt toplam teriminin (CWE) o&zelligine sahip oldugu

gosterildi. Tersine, % bolim modiilic (CWE) ozelligine sahip ve L<<M ise M

nin de (CWE) ozelligine sahip oldugu gosterildi. Ayrica halkalarla ilgili bazi

karekterizasyonlar elde edildi: (1) Bir R halkasinin yarilokal olmasi igin gerek ve
yeter sart her sol R -modiilin (CWE) o&zelligine sahip olmasidir. (2) R degismeli

regiiler halka olmak tizere bir M R -modiiliiniin (CWE) 6zelligine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter sart M nin dual sonlu injektif olmasidir.

Anahtar kelimeler: Dual Sonlu Alt Modiil; Tiimleyen; Zayif Tiimleyen; Dual Sonlu
Zay1if Tiimleyen; Yarilokal Halka.
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MODULES THAT HAVE A WEAK SUPPLEMENT IN EVERY COFINITE
EXTENSION

ABSTRACT

In this thesis, based on the concept of module that have a (ample) supplement in
every extension the concept of module that has a (ample) weak supplement in every
cofinite extension is defined and some properties of these modules are examined. A
module is called to have the property ((CWEE)) (CWE) if the module has a (ample)
weak supplement in every cofinite extension. It is showed that a module has the
property (CWEE) if every submodule has the property (CWE) . It is showed that if a

module has the property (CWE) then so does every direct summand. Conversely, it
is showed that a module M has the property (CWE) if the factor module % with

L <<M has the property (CWE). Some characterizations are obtained about rings:
(1) Aring R is semilocal if and only if every R-module has the property (CWE).
(2) Let be R commutative regular ring. An R-module M has the property (CWE)
if and only if M is cofinitely injective.

Key Words: Cofinite Submodule; Supplement; Weak Supplement; Cofinite Weak
Supplement; Semilocal Ring.
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1. GIRIS

Modiil Teoride tiimleyen kavrami, direkt toplam teriminin bir genellestirilmesi

olarak karsimiza ¢ikmaktadir. M bir R -modil, N,K <M olsun. M =N+K ve

N NK =0 kosullarin1 saglayan M nin Nve K alt modillerine M nin direkt
toplam terimleri denir ve M =N ®K ile gosterilir. M bir R-modiil ve N M nin
alt modiilii olmak iizere K<M i¢cin M =N +K ve K bu sarta gére minimal ise
(yani M =N+U ve U <K olmasi durumunda U =K ise) K alt modiiline N alt
modiiliiniin M de bir tiimleyeni denir. Bu tanima denk olarak; K nin M de N nin
timleyeni olmast i¢in gerek ve yeter sart M =N+K, NNK «< K olmasidir. O
halde her direkt toplam terimi ayn1 zamanda bir tiimleyendir. Eger N WK < M ise

K ya N nin zayif tiimleyeni denir. M modiiliiniin her alt modiilii M de bir (zayif )
timleyene sahip ise M ye (zayif) timlenmis modiil denir. % boliim modiili

sonlu iretilmis ise N ye M nin dual sonlu alt modiilii denir. M modiiliiniin her
dual sonlu alt modiili M de bir (zayif ) timleyene sahip ise M modiiliine dual
sonlu (zayif ) timlenmis modiil denir. Bir M modiilii her dual sonlu genislemesinde
timleyene sahip ise M ye (CE) Oozelligine sahip modil, her dual sonlu
geniglemesinde bol tiimleyene sahip ise M ye (CEE) 6zelligine sahip modiil denir.

Bu tezdeki tiim halkalar en az iki elemana sahip birimli halka ve tiim modiiller
de tiniter sol R -modiil olarak alinacaktir. Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

Genel bilgiler boliimiinde modiiller ile ilgili 1y1 bilinen temel kavramlara yer
verildi.

Materyal ve Metot boliimiinde tiimlenmis, dual sonlu tiimlenmis, zayif
tiimlenmis, dual sonlu zayif timlenmis modiiller ve her dual sonlu genislemesinde
timleyene sahip modiiller ile ilgili literatiirde mevcut olan Bulgular ve Tartisma
boliimiinde kullanacak oldugumuz 6zellikler verildi.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise, her dual sonlu genislemesinde (bol) zayif

timleyene sahip modiller ((CWEE)) (CWE) 6zelligine sahip modiil olarak

adlandirildi ve bu modiiller ile ilgili elde edilen karekterizasyonlar verildi.






2. LITERATUR OZETI

Kasch ve Mares 1966 yilinda yar1 miikkemmel modiilleri zayiflatarak tiimlenmis
modiilleri  c¢alismiglardir [8]. Zoschinger 1974 yilinda yapmis oldugu

29

“ Komplementierte moduln {iiber dedekindringen isimli caligmasinda lokal
Dedekind bolgeleri iizerinde tiimlenmis modiil yapisimi belirlemistir [15]. Yine
Zoschinger 1974 yilinda “Moduln, die in jeder Erweiterung ein Komplement haben”

isimli caligmasinda her genislemesinde tiimleyene sahip modiilleri (E) o6zelligine
sahip modiil, her genislemesinde bol tiimleyene sahip modiilleri (EE) 06zelligine
sahip modiil olarak tanimlamistir. Bu modiillerin bazi 6zelliklerini vermistir [16].
2012 yilinda Calisict ve Tiitkmen(E) ve (EE) ozelliklerinin bir genellestirmesi
olarak her dual sonlu geniglemesinde; timleyene sahip modiilleri (CE) ozelligine
sahip modiil ve bol tiimleyene sahip modiileri (CEE) o6zelligine sahip modiil olarak
tanimlamiglardir. Yar1 miikkemmel halkalar i¢in bir karekterizasyon vermislerdir [5].
Zayif timlenmis modiiller 1978 yilinda Zo6zchinger tarafindan tanimlanmis olup
1999 yilinda *> On semilocal modules and rings’’ isimli ¢alismasinda, Lomp zayif
timlenmis modillerle ilgili baz1 karekterizasyonlar elde etmistir [9]. 2003 yilinda
Alizade ve Biiyiikasik “’Cofinitely weak supplemented modules’” isimli ¢alismasinda

dual sonlu zayif tiimlenmis modiilleri ve bunlarin baz1 6zelliklerini ¢alismiglardir [2].






3. GENEL BILGILER

Bu boliimde, modiil ve modiil lizerindeki izomorfizma teoremleri verilecek, kiiciik
modiillerin birtakim 6zellikleri, bir modiiliin radikali ve yar1 basit modiil kavramlari

uzerinde durulacaktir.
3.1. Modiiller

Tanmm 3.1.1: (R,+,) bir halka (M,+) bir abel grup olsun. Eger
'R xM — M dis islemi agagidaki sartlar1 gerceklerse M Yye . dis islemine gore bir
sol R-modiil veya kisaca R-modiil denir.

1. VreR ve Va,beM i¢in r(a+b)=ra+rb

2. Vr,seR ve VaeM i¢in (r+s)a=ra+sa

3. Vr,seR ve VaeM igin (rs)a=r(sa)
Eger R birimli ve birimi 1; olmak iizere,

4. VaeM icin l;a=a ise M ye iiniter sol R -modiil denir.

Bu tezdeki tiim halkalar en az iki elemana sahip birimli halka ve tiim modiiller
de tiniter sol R -modiil olarak alinacaktir [1].
Birimli bir R halkasinin kendisi iizerinde bir {initer sol R -modiil yapisina

sahiptir. Bu modiil ;R ile gosterilir.

Tamm 3.1.2: M bir R -modiil ve &=#U < M olsun. U, M nin bir alt grubu ve her
meU, her reR igin rmeU ise U ya M nin bir alt modiilii denir ve U <M ile
gosterilir [6].

M modiiliiniin kendisinden farkli alt modiiline M nin 6zalt modiilii denir [6].

M modiiliiniin keyfi sayidaki alt modiillerinin ara kesiti de M nin bir alt
modilidiir [6].



Tamm 3.1.3: M bir R-modiil ve. X <M olsun. M nin X i kapsayan biitiin alt
modiillerinin arakesitine X in iirettigi alt modiil denir ve < X > ile gosterilir. X

sonlu ise < X > e sonlu iiretilmis alt modiil denir. M =< X > olacak sekilde

X ={X,X,,...,X,} sonlu altkiimesi varsa, M ye sonlu iiretilmis modiil denir. M
sonlu iiretilmis ise M =<{X,,.... X, }>={rXx +..+r.X, |, eR1<i<n}
seklindedir. Yani M nin her bir X elemani igin X=rXx +...+r X, olacak sekilde
I, e R vardir. Eger M =< x> olacak sekilde en az bir xe M varsa M ye devirli

modiil denir [6].

Tamm 3.1.4: M bir R-modiil ve U <M olsun. Bu takdirde % boliim grubu her

reR, her m+U e % icin r(m+U)=rm+U ile taniml1 dis isleme gore bir sol
R -modiil yapisina sahiptir ve bu modile, M nin U alt modiiliine gére boliim

modiilii denir [14].

Teorem 3.1.5: M sonlu iiretilmis ise, her boliim modiilii de sonlu tiretilmistir [14].

ispat: M sonlu iretilmis ise, M =<{X,,...,X,}> olacak sekilde {Xl,xz,...,xn} M

alt kiimesi vardir. O halde VmeM i¢in m=nrx +..+rX, olacak sekilde r, e R
1<i<n vardir. N <M i¢in m+ N e% keyfi bir eleman olmak tizere
m+N=(rx+...+rX)+N=r(x+N)+..+r(x,+N)

yazilabilecegi igin % =<{x +N,...,x, + N} >dir. Yani % sonlu tiretilmistir.

Tamim 3.1.6: Kendisinden ve sifirdan baska alt modiilii bulunmayan sifirdan farkli
modiile basit modiil denir [14].

B modiilii basitse, her 0#b e B elemani i¢in sifirdan farkli olan Rb devirli alt
modiilii B ye esit olmak zorundadir. Tersine, her 0#beB i¢cin Rb=B olsun. N

B nin sifirdan farkli bir alt modiili ise en az bir 0=b’'eN vardir. Kabulden



Rb’=B dir. Rb’<N oldugundan N =B elde ederiz. Boylece, B modiiliiniin basit

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 0#b e B i¢in Rb =B esitliginin saglanmasidir.
3.2. Homomorfizmalar ve Izomorfizma Teoremleri

Tammm 3.2.1: M ve N iki R-modiil ve f:M — N bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu her m;,m,eM ve her reR ig¢in f(m+m,)=f(m)+f(m,) ve
f(rm) =rf(m) kosullarin1 saglarsa, f ye bir R-modiil homomorfizmasi veya
homomorfizma denir. f bire-bir ise f ye monomorfizma, o6rten ise epimorfizma
ve hem Grten hem bire-bir ise izomorfizma denir. f:M — N izomorfizma ise M

ile N yeizomorfturlar denirve M = N ile gosterilir [6].

Tanmm 3.2.2: f :M — N bir R -modiil homomorfizmasi olsun. Bu takdirde;
Gor f ={f(m) |me M} kiimesi N nin bir alt modiiliidiir ve bu alt modiile f

homomorfizmasinin goriintii kiimesi denir.

{meM | f(m)=ON} kiimesi M nin bir alt modiiliidiir ve bu alt modiile f

homomorfizmasimin c¢ekirdegi denir ve Cek f ile gosterilir [6].

Teorem 3.2.3: M bir R-modil ve N<M olsun. Bu takdirde ¢:M —>%,

m—>g@(M)=m+N donlisimi bir epimorfizmadir ve Cekg=N dir. Bu

epimorfizmaya dogal homomorfizma denir [1].

Teorem 3.2.4: (Homomorfizma Teoremi ve 1. Izomorfizma Teoremi)

f:M — N bir homomorfizma, S M nin Cek f tarafindan kapsanan bir alt

modili ise, ¢:M —)%, dogal homomorfizma olmak iizere f =geoc¢ olacak
sekilde teklikle belli g:%—)N homomorfizmas1 vardir. S=Cek f ise ¢

monomorfizmadir. f 6rtenise g de drtendir. Ozel olarak

Mf ~ £(M) dir [6].



Teorem 3.2.5: (2. Izomorfizma Teoremi) M bir modiil ve N,K <M olmak iizere

N*K._K arpa.
N  NnK

Teorem 3.2.6: (3. izomorfizma Teoremi) N <K <M modiiller olmak iizere

M_oN g

z|xz|Z

3.3. Direkt Toplamlar ve Direkt Carpimlar

iel

iel

Tamm 3.3.1: R bir halka ve | bostan farkl bir indis kiimesi olmak iizere, {E;}

R -modiillerinin bir ailesi olsun. Her ¢, € E; i¢in tim (...,e,,...) elemanlarin (g,)
ile ve bu elemanlarin kiimesini de E ile gdsterelim. r e R ve e, € E, olmak iizere
=(re),., islemleri ile birlikce E bir R -modiil

iel

()i +(&")i = (e +€),, Ve r(e)
ailesinin direkt ¢arpim denir ve [ . E, ile

yapisina sahiptir. E modiiliine {Ei}iel

gosterilir [12].
Tamm 3.3.2: Sadece sonlu sayida i €| i¢in € #0 olan (g),, elemanlarinin kiimesi
E’ modiiliine {Ei}iel

E’ olmak tizere E', E modilinin bir altmodiiliidiir.

ailesinin dis direkt toplamu denir ve @, | E, ile gosterilir [12].

iel
Tamm 3.3.3: M bir R-modiil olsun. Tanim 3.3.2 deki her bir iel i¢in E =M
almirsa ®,_, E, dis direkt toplamima, M nin kopyalarinin toplam denir ve M) ile
gosterilir [12].

Tanim 3.3.4: {Mi | e I}, M modiiliiniin alt modiillerinin toplulugu olsun. Bu alt

modiillerin elemanlarinin toplam seklinde gosterilebilen, yani m=m, +m, +..+m;



seklinde yazilabilen meM elemanlarinin M nin bir alt modiiliinii olusturdugu

aciktir. Z M. ile gosterilen bu alt modiile {Mi | e I}, alt modiiller toplulugunun

iel
toplamu denir [1].

Tamm 3.35: M bir R-modil ve {M,} M nin alt modiillerinin bir ailesi

il ’

olsun. Ziel M, nin her bir elemani, m, € M, ve sadece sonlu sayida i | i¢cin m, #0
olmak iizere Ziel m, formunda tek tiirlii olarak belirli ise, bu toplama M;(il) alt

modiillerinin i¢ direkt toplam denir ve &, M, ile gosterilir [12].

iel

Bir M modiiliintin N alt modiilii igin M =N @ K olacak sekilde M nin bir
K alt modiilii varsa N alt modiiliine M nin bir direkt toplam terimi denir. M
modiiliiniin 0 ve kendisinden baska direkt toplam terimi mevcut degilse, M ye

parcalanamaz modiil denir [14].

Onerme 3.3.6: M modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi {M,}._ olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler denktir:
1. M=9,_M,

iel

2. M=% M veher jel icin M;n(Q M,)=0 dir[11].
Her iel igin meM,; olmak {izere f((mi)i€,)=Z:iel m, ile tanmmh

f:®.

iel

M, — Ziel M, déniistimiiniin bir izomorfizma olmas: i¢in gerek ve yeter sart
Ziel M, toplaminin i¢ direkt toplam olmasidir. Bu dontisiim yardimiyla dis direkt

toplam ile i¢ direkt toplam arasinda bire-bir esleme yapilir.

Tamm 3.3.7: Her nel i¢in p,((m))=m, ile bir p, :l_IMi — M, fonksiyonunu

iel

tanimlayalim. p, (ve bunun @, , M. ye kisitlanmisi) bir epimorfizmadir. p, ye n.

iel
projeksiyon denir. Diger taraftan her ne | icin m, =m ve i#n i¢in m, =0 olmak

tizere g, (m)=(m,) ile tanimhi 2, : M, —> @, , M, fonksiyonu bir monomorfizmadir.

iel

4, N. gomme homomorfizmasi denir [6].



Teorem 3.3.8: (Modiiler Kural) A B,C<M ve A<C ise
(A+B)nC=A+(BNC)

gerceklenir [12].
3.4. Maksimal Alt Modiiller

Tanmm 3.4.1: Mbir R-modil N, M nin bir alt modulii olsun. M nin N alt

modiiliinii kapsayan N den baska 6zalt modiil mevcut degilse N 6zalt modiiliine M

nin bir maksimal alt modiilii denir [7].

Teorem 3.4.2: M bir R-modil, N <M olsun. ¢:M —)% dogal epimorfizma

olmak tizere, B, % nin bir maksimal bir alt modiil ise ¢(B), M nin maksimal

alt modiiladir [12].

Ispat: K, M nin ¢*(B)<K sartim saglayan bir 6zalt modiilii olsun. O halde

#(¢(B)) <#(K) dir. ¢ epimorfizma oldugundan B =Bn@(M)=g(¢ " (B)) < #(K)
dir. B, % de maksimal oldugundan ¢(K) = %dlr. Buradan ¢ '(¢(K))=¢" (%)

yani K +Cekg=M dir. $(0) <¢'(B) <K oldugundan K =M dir.

Teorem 3.4.3: M sifirdan farkli sonlu iiretilmis bir R -modiil ise, M nin her N 6z

alt modiilii i¢in, N < P olacak sekilde M nin P maksimal alt modiilii vardir [11].

Sonu¢ 3.4.4: Bir M R -modiilii igin M sonlu tiretilmis ise N, M nin bir maksimal

alt modiilii tarafindan kapsanir [12].

10



Ispat : Teorem 3.4.3 den % nin % maksimal alt modiilii vardir. Teorem 3.4.2 den

P (E) , M nin N yi igeren maksimal alt modiiliidiir.

3.5. Kiiciik Alt Modiiller

Tanmmm 3.5.1: M bir R-modul ve N <M olsun. N alt modiliiniin sadece M ile

toplam1 M ye esitse yani N +K =M olmast K =M olmasimi gerektiriyorsa, N ye

M nin kiiciik alt modiilii denir ve N <<M ile gosterilir [13].

M

ve N birer R-modil olmak iizere f:N -—>M bir epimorfizma ve

Cek f << N ise f epimorfizmasina kiigiik epimorfizma denir . Bu durumda N ye

ise f kiiciik epimorfizmasi ile birlikte M nin bir Kii¢iik ortiisii denir [9].

Kiigiik alt modiil ile ilgili kullanacagimiz belli 6zellikleri agagidaki teorem

altinda toplayabiliriz.

Teorem 3.5.2:

1.

N, M nin kii¢iik alt modiilii ise, N nin her alt modiilii M nin kii¢iik alt
modiiltidiir.

N bir modiil , A<N olsun. A, N de kiigiik ise N yi kapsayan her

modiil i¢inde de kiigtiktiir.

X, A dakiictiik, Y,B de kiiciik ise X +Y, A+ B de kiiciiktiir.
f :M — N homomorfizma olsun. A, M de kiigtik ise f(A), f(M)de
kiigiiktiir.

f :M — N bir kii¢iik epimorfizma olsun. U, N nin kiiglik alt modiilii ise

f *(U) da M nin bir kiiciik alt modiiliidiir.

K<L<M olsun. L<<M olmas! i¢in gerek ve yeter sart K <<M ve

L << M olmasidir.
K K

L, +L, +...4+L, <<M olmasi i¢in gerek ve yeter sart L, <<M ,1<i<n

olmasidir.
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8. L,M nin direkt toplam terimi ise K<<L olmasi igin gerek ve yeter sart

K <<M olmasidir.

9. K<<M ve K, M nin bir direkt toplam terimi ise K =0 dir [7].

Ispat: 1. N,M nin kiigiik alt modiilii U < N olsun. Bir K<M i¢in U+K =M

olsun. U <N oldugundan N+K =M ve N kii¢iik oldugundan K =M .
2. M,N vyi igeren bir modil A<<N olsun. Bir K<M igin

A+K =Molsun. Modiiler kuraldan A+K[IN=Nve A<<N oldugundan
KMN=N.Ohalde A<N <K yani K=A+K =Mdir.

3. (X+Y)+K=A+B, K<A+B olsun. X, A da kiigiik oldugundan 2) den
X ,A+B de de kiigiiktiir. Boylece Y + K = A+ B dir. Benzer sekilde Y, A+B de
kiictiktiir. O halde K = A+ B olmalidir.

4. f(A)+X =M, X< f(M) olsun. f*(f(A)+X)=Ff (f(M))=M vyani
A+Cekf + f*(X)=M dir. Cekf =f *(0)< f*(X)oldugundan A+ f *(X)=M
ve  A<< M oldugundan fH(X)=M ve  buradan X = f(f (X))
=XMNf(M)=f(M)dir.

5. Bir A<M igin f*U)+A=M olsun. f epimorfizma oldugundan
N=f(M)=f(f U)+A)=U+f(A) dir. Buradan M=f"N)=

f(f(A)=A+Cek f ve Cek f <<M oldugundan A=M dir.

olsun. O halde L+U :M

6. (=) 1) den K<<M. —+—=—, = <—
K K K K

yani L+U =M dir. L<<M oldugundan U =M dir. Boylece %=% dir.

(<) L+U=M,U<M olsun.  Buradan L+U =% ve
U+K+£=M0Iur. L<<M oldugundan U+K=M yani M =U +K dur.
K K K K K K K

K <<M oldugundan U =M dir.

7. (=) 1) den goriliir,
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() L+L+.+L,+K=M,K<M olsun. L <<M  oldugundan

L,+..+L,+K=M ve boylece devam ederek L, +K=M dir. L, <<M
oldugundan K =M dir.
8. (=) 2) den goriiliir.

(<:) K+U =L,U <L olsun. L, M nin direkt toplam terimi oldugundan
M=L®S olacak sekilde S<M vardir. O haldle K+U+S=Mve K<<M
oldugundan U +S =M dir. Modiler kuraldan U=U+SnL=L dir. Ciinki
SNL=0 dir.

9. K<<M ve M=K®K" olacak sekilde K'<M bulunsun. K<< M
oldugundan K'=M olmak zorundadir. O halde K=M nK=K'nK =0 dir.

3.6. Radikal ve Yari1 Basit Modiiller

Tanmm 3.6.1: Bir M R-modiiliiniin biitin maksimal alt modillerinin kesisimine
M nin radikali denir ve RadM ile gosterilir. M nin maksimal alt modiilii yoksa bu
RadM =M ile tanimlanir [6].

Teorem 3.6.2: RadM = )_ L dir [7].

L<<M
Sonu¢ 3.6.3: RadM =0 ise M modiilii 0 dan bagska kiigiik alt modiil igermez [6].

Teorem 3.6.4: {N,;},.,, M nin N alt modiiliinii kapsayan alt modiillerinin bir ailesi

olsun. Bu durumda

N AN
H(W}T dir [12].

iel
. N, . . N; . .
Ispat: m+N eﬂ WI olsun. Viel i¢in m+N EW' yani me N, dir. O halde
iel
nn,
Viel icin me N, ve buradan me (1 N, bdylece m+ N e% dir.
iel

Tersine, benzer islemler yapilarak esitlik gosterilebilir.
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Teorem 3.6.5: Bir M, R -modiilii i¢in asagidakiler denktir:
1. M nin her altmodiilii basit alt modiillerin toplamidir.
2. M basit alt modiillerin toplamidir.
3. M beasit alt modiillerin direkt toplamidir.
4

M nin her alt modiilii bir direkt toplam terimidir [7].

Tanmm 3.6.6: M bir R-modil olsun. Teorem 3.6.5 in denk kosullarindan birini
saglayan M modiiliine yar1 basit modiil denir. R halkas1 sol R -modiil olarak yari
basit ise R halkasina yar1 basit halka denir [7].

M yar1 basit modiil ise Rad M =0 dir [14].

Teorem 3.6.7: M yar basitse M nin her 6zalt modiilii bir maksimal alt modiil

tarafindan kapsanir [12].

Ispat: U, M nin 6zalt modiilii olsun. Teorem 3.6.5 den U direkt toplam terimidir

ve M=U EB(_@IUi) olacak sekilde M nin U, basit alt modiilleri vardir.

Homomorfizma Teoreminden L;Uj ve U. basit oldugundan

U@( ® ui) ’
iel{j}

U @(_ I@_B{ _}Ui) M nin maksimal alt modiiliidiir. Bu alt modiilin U yu kapsadigi
iel{j

aciktir.

Teorem 3.6.8: Her M modiilii i¢in, Rad (L):o dir [7].
RadM

. M
Ispat: Rad ( M ), nin biitlin maksimal alt modiillerinin arakesitidir. O

RadM "~ RadM
halde {P},.,,, M nin biitiin maksimal alt modiillerinin ailesi olmak {izere, Teorem
3.6.4 yardimiyla

Al
Rad( M j:ﬂ( R j: el — RadM =0 dir.
RadM RadM RadM RadM

iel
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Teorem 3.6.9: M nin her alt moduli bir maksimal alt modiil tarafindan
kapsaniyorsa, RadM << M dir [14].

Ispat: RadM +U =M olacak sekilde U <M olsun. U = M olsa, kabulden U <P

olacak  sekilde P maksimal alt modili vardir. Bu  durumda

M =RadM +U =RadM + P =P olur ki bu, P nin maksimalligi ile ¢elisir.

Sonug 3.6.10: M sonlu iiretilmis ise RadM << M dir [14].

Ispat: Teorem 3.4.3 ve Teorem 3.6.9 dan istenilen goriiliir.

Teorem 3.6.11:

yar1 basit ve RadM << M ise, M nin her 6zalt modiilii bir
RadM

maksimal alt modiil tarafindan kapsanir [12].

Ispat: N, M nin bir 6zalt modiilii olsun. ¢:M a% dogal epimorfizma olmak
a

N + RadM M

tizere @(N)= # dir. Ciinkii RadM << M dir. Teorem 3.6.7 den
RadM RadM
P . . P M . e
#(N) < olacak sekilde bir < maksimal alt modiilii vardir.
RadM RadM  RadM

Teorem 3.4.2 den, ¢1(ﬁ) ,M nin N yi kapsayan maksimal alt modiiliidiir.
a

Teorem 3.6.12: Her f:M — N homomorfizmaise f(RadM)<RadN dir [12].

Ispat: RadM, M nin biitiin kii¢iik alt modiillerinin toplam1 olarak diisiiniildiigiinde,

Teorem 3.5.2. 4) yardimu ile istenilen goriiliir.

Teorem 3.6.13: Bir M yar1 basit modiiliiniin epimorf goriintiisii de yar1 basittir [7].
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4. MATERYAL VE METOT

4.1. Tiimlenmis ve Dual Sonlu Tiimlenmis Modiiller

Bu béliimde, tiimlenmis modiiller verilecek ve bazi timlenmis modiillerin (oyuk,
lokal) belli 6zellikleri anlatilacaktir. Daha sonra dual sonlu tiimlenmis modiillerin

Ozellikleri ve timlenmis modiillerle arasindaki iliskilerden bahsedilecektir.

Tamim 4.1.1: M bir R-modiil, U,V <M olsun. U+V =M ve V bu sart1 saglayan

minimal alt modiil ise, yani bir K<V icin U+K =M olmast K=V olmasi ile
miimkiinse V ye U nun toplamaya gore tiimleyeni veya kisaca tiimleyeni denir [1].

Bir M modiiliniin 0 asikar alt modiilii, modiiliin kendisinin tiimleyeni
oldugu agiktir. Bununla birlikte bir modiiliin her alt modiiliiniin tiimleyeni

olmayabilir. Ornegin, 7 tamsayilar kiimesi bir Z-modiil olarak alindiginda
n=0,n=7F1l i¢in (n,m)=1, nmeZ olsun. O halde nZ+mZ=27 dir. (n,q)=1
sartini saglayan her ¢ >1 tamsayisi i¢in (n,qm)=1 olup nZ+qmZ =7, qmZ < mZ

ve qmZ = mZ dir. Bu yiizden nZ <7 timleyene sahip degildir.

Teorem 4.1.2: M bir R-modiil ve U,V <M olsun. V alt modilinin M de U

nun tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter sart U +V =M ve UV <<V olmasidir
[14].

Ispat: (=)V,U nun tiimleyeni olsun. O haldle M =U +V dir. (UANV)+L=V,
L <V olsun. Modiiler kuraldan VU +L)=V vyani U+ L>Vdir. O halde
M =U+V =U +L dir. V nin minimalliginden L=V dir.

(<) Bir LV igin M =U+L olsun. Her iki tarafi V ile kesistirirsek

modiiler kuraldan L+U NV =V ve U "V <<V oldugundan L=V c¢ikar.
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Teorem 4.1.3: M bir R-modiil, U,V <M ve U nun timleyeni V olsun. Bir
W <U i¢in W+V =M ise, V, W ig¢in de bir timleyendir [14].

Ispat: WAV <UNV ve UnNV <<V oldugundan Teorem 3.5.2. 1) den

W NV <<V ve Teorem 4.1.2 den V, W nin tiimleyenidir.

Teorem 4.1.4: M bir R-modil, U,V <M olsun. V,U nun timleyeni ise bir

, Ur nin % iginde bir tiimleyenidir [14].

L<U iginV+L

Ispat: V,U nun timleyeni ise U+V =M ve VnU<<V dir. O halde

V+L+H=M dir. Bir ESVH_ icin EmV+L+£=V+L olsun. Modiiler
L L L L L L L L
kuraldan L+ TVHK:VIL ve L<K oldugundan UV +K =V +Ldir.

U NV <<V oldugundan Teorem 3.5.2. 2) den K=V +L yani %:\% dir.

Tammm 4.1.5: Bir M modiliiniin her alt modiili tiimleyene sahipse modiile
tiimlenmis modiil denir [14].

Yar1 basit modiiller tiimlenmistir [14].

M
Teorem 4.1.6: M tiimlenmis ise, yaribasittir [12].
RadM

Ispat nin bir alt modiilii olsun. O halde N <M ve M tiimlenmis

" RadM ' RadM
oldugundan N+ K =M, NNK << K olacak sekilde K <M vardir. Ayrica Teorem

K+RadM N i M
RadM 'RadM RadM

414 den de bir tiimleyenidir. Yani

K + RadM N

+ = ve Modiiler Kuraldan
RadM RadM RadM
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K+RadM N  RadM +(NK)

N = dir. NmnK << K ve buradan NN K << M
RadM RadM RadM
oldugundan Teorem 3.6.2 den N ~K  RadM yani ~—redM N 4 4 0
RadM RadM
halde K +Radv @ N = M dir. Teorem3.6.6. 4) geregi M
RadM RadM RadM RadM
yaribasittir.

Teorem 4.1.7: Her timlenmis modiiliin epimorf goriintiisti de tiimlenmistir [7].

Ispat: f:M —N bir epimorfizma, M timlenmis olsun. A<N alalim.
fHA)<f*"(N)=M ve M timlenmis oldugundan, f *(A)+B=M,
f'(A)nB<<B olacak sekilde B<M vardir. O halde f(f*(A)+B)=
ANfM)+f(B)=f(M) ve f epimorfizma oldugundan A+ f(B)= Ndir.

Ayrica Teorem 3.5.2. 4) den f(f*(A)nB)<< f(B) yani A~ f(B)<< f(B)dir.

Boylece f(B)<N, A ni tiimleyenidir.

Tamm 4.1.8: Bir M modiiliiniin her 6z alt modiili M de kii¢iik ise M ye oyuk
modiil, M nin biitiin alt modiillerini igeren (en biiyiik) 6z alt modiile sahipse M ye
lokal modiil denir [14].

Teorem 4.1.9: Bir M lokal modiilii xe M —RadM ile iiretilen devirli modiildiir
[14].

Ispat: M lokal modiil ve en biiyiik alt modiilii P olsun. RadM =P oldugu agiktir.

xe M —P olsun. O halde < x>g¢ P dir. P, M nin biitiin 6z alt modiillerini kapsayan

alt modiil oldugundan M =< X > olmalidir.

Teorem 4.1.10: M bir R -modiil olsun. M nin lokal olmas1 igin gerek ve yeter sart
M nin oyuk ve RadM # M olmasidir [14].
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Ispat: (=) M lokal modil , P M nin en biyik alt modili ise
Rad M =P << M dir. Béylece Rad M =M dir. U M nin bir 6z alt modiilii ise
U <P ve P<<M oldugundan Teorem 3.5.2. 1) den U << M dir.

(<) M nin her 6z alt modiilii M de kii¢iik olsun. Béylece RadM , M nin
biitiin 6z alt modiillerinin toplamidir. RadM # M oldugundan RadM , M nin biitiin

0z alt modiillerini kapsayan M nin 6z alt modiiltdiir.

Teorem 4.1.11: M bir modil, P,L<M ve L,P nin timleyeni olsun. P

maksimal ise L lokaldir [14].

Ispat: P+L=M,PnL<<L, ve P maksimal olsun. P maksimal oldugundan
Lz P dir. O halde en az bir xeL—P eleman1 var ve P nin maksimalliginden
P+<x>=M dir. Ayrica <x><L olup L nin minimalliginden <x> =L dir.
Boylece L M nin devirli bir alt modiilidiir. PL << L oldugundan Teorem 3.6.2

den PNnLcRadL ve M=P+L; L
P P PAL

olup RadLcPAL dir. Boylece PnL=RadL L nin tek maksimal alt

oldugundan PN L, L de maksimal

modiiliidiir. L devirli oldugundan Teorem 3.4.3 den L nin her alt modiilii PN L

maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir. O halde PNL, L nin en biiylik alt

modiiludiir. Yani L lokaldir.

Teorem 4.1.12: Her oyuk modiil timlenmistir [14].

Ispat: M oyuk modiil, N <M olsun. O halde N+M =M ve N=NnM <<M

oldugundan M modiiliiniin kendisi, her 6z alt modiilii i¢in bir tiimleyendir.

Tanmm 4.1.13: M bir R-modiil U <M olsun. M nin M =U +V olacak sekilde
her V alt modiilii i¢in, U nun M de V'<V olacak sekilde V' tiimleyeni varsa U
ya M de bol tiimleyene sahiptir denir. Eger M nin her alt modiilii bol tiimleyene
sahipse M ye bol tiimlenmis modiil denir [12].

Her bol tiimlenmis modiil tiimlenmistir. Ciinki M nin her N alt modiili
icin N+M =M dir.
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Tamim 4.1.14: M bir R-modiil ve N <M olsun. Eger % boliim modiili sonlu

tiretilmisse N ye dual sonlu alt modiil denir [2].

Tamm 4.1.15: Bir M modiiliiniin her dual sonlu alt modiilii tiimleyene sahipse
M ye dual sonlu tiimlenmis modiil denir. Eger M nin her dual sonlu alt modiilii
bol tiimleyene sahipse M ye bol dual sonlu tiimlenmis denir [2].

Her bol dual sonlu tiimlenmis modiiliin dual sonlu tiimlenmis oldugu, (bol)

tiimlenmis modiillerin (bol) dual sonlu tiimlenmis olduklar1 agiktir.

Teorem 4.1.16: Dual sonlu tiimlenmis bir modiilin homomorf goriintiisii de dual

sonlu tiimlenmistir [2].

Ispat: M dual sonlu tiimlenmis R-modiil, N bir R-modiil ve f:M —N

homomorfizma olsun. X, f (M) nin dual sonlu alt modiilii olsun. O halde M)

sonlu iiretilmistir. Homomorfizma Teoreminden ve 3. izomorfizma Teoreminden

M

f(M) _ Cekf _ M

X X)) fYX)
Cek f

sonlu tretilmistir. O halde f"l(X), M nin dual sonlu alt modiiliidiir. Buradan
f1(X)+Y=M ve f'(X)NY<<Y olacak sekilde Y<M  vardr.
fF(EPX)+Y)=XNTM)+ f(Y)=X+f(Y)=f(M) dir. Ayrica Teorem 3.5.2.
4) den f(f*(X)NY)=Xf(Y)<< f(Y) dir. O halde f(Y)<f(M), X in
f (M) de bir tiimleyenidir.

Sonug¢ 4.1.17: Dual sonlu tiimlenmis bir modiiliin her boliim modiili de dual sonlu

tiimlenmistir [2].
Ispat: M dual solu tiimlenmis modil ve N <M olsun. ¢:M —>% dogal

epimorfizma olmak {izere bir 6nceki teoremden ¢(M) = N dual sonlu tiimlenmistir.
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Teorem 4.1.18: M dual sonlu tiimlenmis modiil ve RadM, M nin dual sonlu alt

modiilii olsun. Bu durumda MM yar1 basittir [12].

Ispat: M dual sonlu tiimlenmis oldugundan dual sonlu tiimlenmistir.

M
N < M alalim. M;M oldugundan Teorem 3.1.5 den M sonlu
RadM ~ RadM N N
RadM

tiretilmistir. Boylece N <M dual sonludur. M, dual sonlu tiimlenmis oldugundan
N+U =M, NNnU <<U olacak sekilde U <M vardir. Teorem 4.1.4 den

U +RadM , N nin M bir  tiimleyenidir. O  halde
RadM ' RadM RadM

U + RadM + N = M dir. Boylece L timlenmistir. ~ Ayrica
RadM  RadM RadM RadM

NNU <<U ve boylece NNU <<M oldugundan N U c RadM ve buradan

U+RadM N _ RadM +(NNU)
RadM RadM RadM

U+RadM@ N M
RadM RadM  RadM

=0dur.

dir. Yani

Bu yiizden yari basittir.

Yardimer Teorem 4.1.19: N,U<M ve N timlenmis olsun. N+U, M de

tiimleyene sahipse, U da M de tiimleyene sahiptir [2].

Ispat: N+U nun M de bir tiimleyeni X olsun. O halde (N+U)+X=M ve
(N+U)N X << X dir. Nn(U +X)<N alt modiilinii ele alahm. N tiimlenmis
oldugundan NNU +X)+Y =N, NNnU+X)NnY=U+X)NY <<Y  olacak
sekilde Y < N vardir. Bunlar yardimi ile M=(N+U)+X =
NNU+X)+Y +U +X =U +(X +Y)

UNX+Y)SXNU+Y)+Y nU+X)<XNU+N)+Y nU + X) << X +Y dir. O
halde X +Y, U nun M de bir tiimleyenidir.
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Yardimer Teorem 4.1.20: N,U <M, N dual sonlu tiimlenmis ve U M nin dual
sonlu alt modiilii olsun. N+U, M de tiimleyene sahip ise U da M de tiimleyene

sahiptir [2].

Ispat: N+U nun timleyeni X olsun. O halde (N+U)+X=Mve
XN(N+U)<< X dir. N nin Nn(U + X) alt modiiliinii alalm. U M nin dual

sonlu alt modiilii oldugundan ve Teorem 3.1.5 den

M
N = N+U+X = M =~ U sonlu  dretilmis  oldugundan
NNU+X) U+X U+X U+X
U

NNU+X), Nde dual sonludur.N dual sonlu tiimlenmis oldugundan
NNU+X)+Y=N, NNnU+X)nY=U+X)NY <<Y olacak sekilde Y <N

vardir. Bundan sonra Yardimci Teorem 4.1.19 ispatindakine benzer olarak, X +Y

nin, U nun M de tiimleyeni oldugu gosterilebilir.

Teorem 4.1.21: Keyfi sayida dual sonlu tiimlenmis modiiliin toplami dual sonlu

tiimlenmistir [2].

Ispat: (M,).,,, M =Z M, olacak sekilde dual sonlu tiimlenmis modiillerin bir

iel

. M e
kolleksiyonu olsun. N <M dual sonlu olsun. O halde N sonlu tretilmistir ve

bdylece %z<{xl+ N,..,x, +N}> olacak sekilde X, eM,;,1<i<n vardir.

X eM=> M,

ise x; =m, +m, +..+m olacak sekilde m eM, , 1<k <s(i)

iel
M. :
vardir. Her m+NeW igcin. M+N=rX,+rx,+.+rx, +N,reR 1<i<n

yazilabilecegi igin m= X, +,X, +...+I X, +a olacak sekilde ae N vardir. O halde

M nin her bir elemam m=r,(m, +...+m_ )+..+r(m, +...+mns(n))+a

formunda yazilabilir. Boylece M :ZM ;+N  olacak sekilde | mnmn

jed

J={.1, L2524y 50 Ny I sonlu indis kiimesi vardir.
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M=M, + ZM j+ N yazalm. M, dual sonlu timlenmis oldugundan ve
jed L}

M, + z M; + N, 0 asikar timleyenine sahip oldugundan Yardimci Teorem 4.1.20
jel{u}

den ZMi + N, M de tiimleyene sahiptir. Boyle devam ederek J kiimesi sonlu
iel {1}

oldugu i¢in N dual sonlu alt modiiliiniin bir tiimleyene sahip oldugu goriliir.

Sonu¢ 4.1.22: Dual sonlu tiimlenmis modiillerin direkt toplami1 dual sonlu

timlenmistir [2].
4.2. Zayif Tiimlenmis ve Dual Sonlu Zayif Tiimlenmis Modiiller

Tamm 4.2.1: M bir R -modiil olmak tizere U ve V. M nin iki alt modiilii olsun.
M=U+V ve UnV <<M ise V ye U nun M de zayif tiimleyeni denir veya
U, M de bir zayif tiimleyene sahiptir denir. Eger M nin her alt modiilii bir zayif

timleyene sahipse M ye zayif tiimlenmis modiil denir [3].

Tamm 4.2.2: M bir modill ve U <M olsun. Eger U +V =M sartin1 saglayan her
V alt modiilii igin U nun V' <V olacak sekilde M de bir V' zayif tiimleyeni varsa

U ya bol zayif tiimleyene sahiptir denir [9].

Tanim 4.2.3: M bir R - modiil olmak {izere, M nin her dual sonlu alt modiilii zay1f

tiimleyene sahip ise M ye dual sonlu zayif tiimlenmis modiil denir [3].

Yardimcr Teorem 4.2.4: M bir R-modil ve U, M nin dual sonlu alt modiilu
olsun. Eger V, U nun M de bir zayif tiimleyeni ise U, M de V tarafindan

kapsanan sonlu iiretilmis bir zayif timleyene sahiptir [2].

Ispat: Eger U dual sonlu ise v ;M oldugu i¢in v sonlu iretilmistir.
U VU

V NnU

v bolim  modili X, X,,...,X, €V olmak  iizere X +VNU,
Vnu

X, +V NU,...,x,+V NU elemanlar1 tarafindan fretilsin. O zaman V nin
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W =Rx, +RX, +...+ Rx, sonlu tretilmis bir alt modiilii icin

W+U=W+VnU+U=V+U=M ve WNU <V NU <<M dir. Bu yiizden W,

U nun V tarafindan kapsanan sonlu iiretilmis bir zayif timleyenidir.

Yardimci Teorem 4.2.5: f : M — N homomorfizma ve M nin Cek f yi kapsayan
bir L alt modiili M de zayif timleyene sahip ise, f(L), f(M) de zayif

tiimleyene sahiptir [2].

Ispat: L,, M de K nin zayif tiimleyeni olsun. f(M)= f(L+K)= f(L)+ f(K) ve
LK <<M dir. Teorem 2.5.2. 4) den f(LnK)<< f(M) dir. Cek f =L oldugu
icin f(L)n f(K)=f(LnK) dir. Bu yiizden f(L), f(M) de f(K) nin zayif

tiimleyenidir.

Onerme 4.2.6: Dual sonlu zayif tiimlenmis bir modiiliin homomorf gériintiisii de

dual sonlu zayif timlenmistir [2].

Ispat: f:M — N bir homomorfizma ve M dual sonlu zayif tiimlenmis modiil
olsun. X, f(M) nin dual sonlu alt modili olsun. O zaman

M

M Cekf _ f(M)

X)) fYX) X
Cek f

sonlu tretilmistir. M dual sonlu zayif tiimlenmis

modiil oldugundan f*(X), M de bir zayif tiimlendir ve Yardimci Teorem 4.2.5

den X = f(f (X)), f(M) de bir zay:f tiimlendir.

Sonug 4.2.7: Her dual sonlu zayif tiimlenmis modiiliin béliim modiilii de dual sonlu

zay1f timlenmistir [2].

Yardimcr Teorem 4.2.8: K,L,M birer R-modil olmak tzere f:M — N,
g:N — L epimorfizma olsun. fg nin kii¢iik olmasi igin gerek ve yeter sarf f ve ¢

nin kii¢iik olmasidir [14].
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Onerme 4.2.9: M bir modiil K,M nin bir alt modiilii olsun. K, M de bir N alt

modiiliiniin zayif timleyeni ve T<<M ise K, M de N+T nin de zayif

timleyenidir [2].

Ispat: f:M —>M®M, f(m)=(m+N,m+K) ve g:MC-IBM—) M
N K N K N+T

o,
K

gMm+N,m+K)=(Mm+N +T,m"+K) seklinde  tanimlayalim. M=N+K
oldugundan f bir epimorfizmadir. K,M de N nin zayif timleyeni oldugu ig¢in
Cek f =NNK <<M dir. Bu yiizden f kiigiik epimorfizmadir. T << M oldugu igin

N+T . M N+T
ekg=—— dirve ¢: M — — dogal homomorfizmasi icin =
Cekg NGO ¢ N 9o8 ¢ N

M

<<—
A1) <<
dir. Bu yiizden g kiicikk epimorfizmadir. Yardimci Teorem 4.2.8 fg kiiciik

epimorfizma olup (N+T)nK =Cek fg <<M dir. Agiktir ki (N+T)+K=M, M

de N +T nin zayif timleyenidir.

Yardimci Teorem 4.2.10: f:M — N bir kiigiik epimorfizma ise M nin bir L alt
modiiliniin M de zayif tiimleyen olmasi igin gerek ve yeter sart f(L) nin N de

zayif timleyen olmasidir [1].

Ispat: L, M de K nin zayif tiimleyeni olsun. Onerme 4.2.9 dan L+Cek f de K
nin zayif timleyeni ve Yardimer Teorem 4.2.5 den f(L)= f(L+Cek f), N de bir

zayif timleyendir.

Tersine f(L), N de bir T alt modiilii i¢in zayif tiimleyeni olsun. O halde
N=f(L)+T ve f(L)nT <<Ndir. O zaman M =L+ f*(T) dir. Teorem 3.5.2. 5)
den LAf*T)<f*(f(L)NT)<<N dir. Béylece f*(T), L nin M de zayif

tiimleyenidir.

Sonug 4.2.11: Dual sonlu zayif timlenmis modiiliin kii¢lik ortiisii de dual sonlu zayif

timlenmistir [2].

Ispat: N dual sonlu zayif tiimlenmis modiil, f:M — N Kkiiciik epimorfizma ve

L, M nin bir dual sonlu alt modiilii olsun. O halde T(m+ L)y=f(m)+ f(L) ile
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- M N
AT

N . . .
tanimli f:— — —— fonksiyonu bir epimorfizma oldugundan

f(L)

M
L
sonlu iiretilmis olup, f(L), N nin dual sonlu alt modiiliidiir. N dual sonlu zayif

timlenmis oldugundan f (L), N de zayif tiimlendir. Yardimci1 Teorem 4.2.10 dan L,
M de bir zayif timleyendir.

dual sonlu zayif

Sonu¢ 4.2.12: M bir R-modiil olsun. RadM << M ve
RadM

timlenmis ise M dual sonlu zayif tiimlenmistir [2].

Yardimci Teorem 4.2.13: N, M nin dual sonlu zayif tiimlenmis alt modiilii ve U ,

M nin dual sonlu alt modiilii olmak iizere N+U , M de zayif tiimleyene sahip ise

U, M de zayif timleyene sahiptir [2].

Ispat : X, M de N+U nun zayif tiimleyeni olsun. O haldle M =(N+U)+ X ve

(N+U)+ X << M yazilabilir. N dual sonlu zayif timlenmis ve

M
N = N+X+U __M ~ U sonlu  tretilmis oldugundan
NN (X +U) X +U X+U X+U
U

N (X +U), N debir Y zayif timleyenine sahiptir. Yani
Y+(NN(X+U))=N, YANN(X+U)=Y N (X+U)<<N
dir. Buradan M =U+X+N=U+X+Y+(NNn(X+U))=U+X+Y ve

UNX+Y)S(XN (Y +U))+(Y n(X +U))
<(XN(N+U))+ (Y n(X +U))
<M+M=M

dir. Bu yiizden X +Y, M de U nun zayif tiimleyenidir.

Onerme 4.2.14: Keyfi sayida dual sonlu zayif timlenmis modiiliin toplam1 da dual

sonlu zayif timlenmistir [2].
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ispat: R bir halka, {M,}_ ise M =@M, olacak sekilde dual sonlu zayif

iel

timlenmis R -modiillerin bir toplulugu ve N <M dual sonlu olsun. O halde %

sonlu tretilmistir ve bdylece % =<{x; + N, X, + N,..., X, + N} > olacak sekilde

X; € M, 1<i<k vardir. Buradan M = Rx, + RX, +...+ RX, + N yazilabilir. Her bir

X; elemani igin, X; € @M; olacak sekilde | kiimesinin F; sonlu alt kiimesi
jeF;

bulunabileceginden, ~ RX; +RX, +...+ Rx, <@M; olacak sekilde | mnn
jeF
F={i,,i,,..i,} sonlu alt kiimesi vardir. O halde M =@M, +N yazlabilir.
t=1

t=2

M =M, +((-DM Lt Nj nin M de 0 zayif tiimleyenine sahip oldugu agiktir. M; dual

sonlu zayif tiimlenmis oldugundan Yardimer Teorem 4.2.13 den @M, + N, M de

t=2
zayif tiimleyene sahiptir. F kiimesi sonlu oldugundan bu sekilde devam edilirse
(Yardimci Teorem 4.2.13 r kez kullanilirsa) N nin M de bir zayif timleyene sahip
oldugu gortiliir.

Tamm 4.2.15: M ve N birer R-modiil olsun. Bir A kiimesi icin bir f:M®™ N

epimorfizmasi varsa, N ye bir M-iiretilmis modiil denir [14].

Sonuc¢ 4.2.16: M bir dual sonlu zayif timlenmis modiil ise her M -iiretilmis modiil

de dual sonlu zayif timlenmistir.

Yardimcr Teorem 4.2.17: U ve K, M nin iki alt modiili ve K, M nin bir P

maksimal alt modiiliiniin zayif tiimleyeni olsun. K+U, M de bir zayif tiimleyene

sahip ise U, M de bir zayif tiimleyene sahiptir [2].
Ispat: X, M de K+U nun zayif tiimleyeni olsun. KN(X+U)c KNP ise

M=P+K ve PNK<<M oldugu icin
UN(X+K)<XN(K+U)+KnN(X+U)<<M yazlabilir. Boylece X + K, U nun
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M de zayif timleyenidir. KnN(X+U)z KNP oldugunu kabul edelim.

K = K+M :ﬂ oldugundan K P, K nmn maksimal alt modiiliidiir. Bu
KM M

yizden (KNP)+(Kn(X+U))=Kdir. KnNn(X+U)<X+U ve KNnP<<M

oldugundan M =X +U +K =X +U +(KNnP)+ (KN (X +U))=X +U dur. Ayrica
UNX<U+X)NnX <<M oldugundan X, M de U nun zayif tiimleyenidir.
Boylece her iki durumda da U, N de zayif tiimleyendir.

Bir M modili icin K, M de en az bir maksimal alt modiliin zayif

tiimleyeni olacak sekildeki tim K alt modiillerinin ailesi T" ile ve T ya ait tiim alt

modiillerin toplamini kisaca mzt(M) ile gosterilsin. I'=& ise mzt(M) =0 alinir.

Teorem 4.2.18: Bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1. M dual sonlu zayif timlenmis modiildiir.

2. M nin her maksimal alt modiilii zayif timleyene sahiptir.

nin maksimal alt modiilii yoktur [2].

mzt(M)

Ispat : (1)= (2) Her maksimal alt modiiliin dual sonlu oldugu agiktur.

(2):>(3) Kabul edelim ki P , M nin maksimal alt modiilii olsun. O
mzt(M) mzt(M)

halde P, M nin maksimal alt modiili olur. Kabulden P nin M bir K zayif

timleyeni vardir. O halde KeI' , K<mzt(M)<Pdir. Bu ylizden M =P+K =P

olur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde maksimal alt modiile sahip degildir.

mzt(M

(3)=(1) U, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. O halde U +mzt(M) de M de

dual sonludur. Eger L7&0 ise Teorem 3.4.3 den M sonlu
U +mzt(M) U +mzt(M)
tiretilmis modiiliin bir L maksimal alt modiilli vardir. Buradan P, M nin
U +mzt(M)
P M

nin maksimal alt moduludir. Bu ise

maksimal alt moduli ve ,
mzt(M) mzt(M)

kabiiliimiiz ile celigir. Dolayisiyla M =U +mzt(M) dir.

M
U
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X +U,x, +U,...,x +U elemanlari ile uretilsin. Buradan
N=U+Rx +Rx,+..+Rx, yazilabilirr Her bir x (i=12,..n) elemani
U, €U,c, e mzt(M) olmak iizere x, =u, +¢, seklinde yazilabilir. Her bir ¢;, I' nin
sonlu sayida alt modillerinin  toplam1  tarafindan  kapsandigi  i¢in
M=K, +K,+..+K_ +U olacak sekilde M nin I' ya ait K, K,,. K  alt
modiilleri vardir. M =(K, +K, +..+K_,+U)+K_, 0 zayif tiimleyenine sahiptir.
Yardimer Teorem 4.2.17 den M=(K +K,+..+K_,+U) M de bir zayif

timleyene sahiptir. Bu sekilde devam edilir ve Yardimci Teorem 4.2.17 m kez

uygulanirsa U nun M de bir zayif tiimleyene sahip oldugu gortiliir.

Teorem 4.2.19: M bir R -modiil ve RadM << M olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1. M dual sonlu zayif timlenmistir.

2. M dual sonlu zayif timlenmistir.
RadM
M M R K - - - - -
3. nin her dual sonlu alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
RadM
4. nin her maksimal alt modiilii bir direkt toplam terimidir.
RadM
5. nin her maksimal alt modiilii bir zayif tiimleyendir.
RadM

6. M nin her maksimal alt modiilii bir zayif tiimleyendir [2].

Ispat: (1) = (2) Sonug 4.2.7 den agiktir.

M
RadM

(3) = (4) Maksimal alt modiiller dual sonludur.

(2) = (3) Rad( ) =0 oldugundan agiktir.

(4) = (5) Agiktir.
(5) = (6) Yardimc1 Teorem 4.2.10 dan agiktir.
(6) = (1) Teorem 4.2.18 den agiktir.
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Tamm 4.2.20: M bir R-modiil olsun. yar1 basit ise M modiiliine yari

RadM
lokal modiil denir.R halkasi sol R -modiil olarak yari lokal ise R halkasina yari
lokal halka denir [14].

Teorem 4.2.21: Bir R halkasinin yar1 lokal olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin

zay1f tiimlenmis olmasidir [9].

Sonug 4.2.22: R bir halka olsun. R nin yarilokal olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

R -modiiliin dual sonlu zayif timlenmis olmasidir [2].

Ispat: R yari lokal halka ile Teorem 4.2.21 den ,R zayif timlenmistir. Her sol R -

modiil R iiretilmis oldugu i¢in Sonug 4.2.16 ile istenen elde edilir.

4.3. Her Dual Sonlu Genislemesinde Tiimleyene Sahip Modiiller

Tamm 4.3.1: R bir halkave M ve N birer R -modiil olsun.M < N (ve % sonlu

tiretilmis) ise N ye M nin bir (dual sonlu ) genislemesi denir [5].

Bir M modiilii igin asagidaki kosullar1 diistinelim:

(E) M her genislemesinde bir tiimleyene sahiptir.

(EE) M her genislemesinde bol tiimleyene sahiptir.

Bu o6zelliklere sahip modiil kavrami ilk kez [15] de H. Zoschinger tarafindan

tanimlandi. Yazar (E) ve (EE) oOzelligine sahip modiillerin yapisini inceledi. Daha
sonra 2012 yilinda [6] da Calisic1 ve Tiirkmen tarafindan (E) ve (EE) o6zelliklerinin

bir genellestirmesi olarak asagidaki ifadeler tanitildi.

(CE) M her dual sonlu genislemesinde bir tiimleyene sahiptir.

(CEE) M her dual sonlu genislemesinde bir bol tiimleyene sahiptir.
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Aciktir ki (E) ozelligine sahip her modiil (CE) 6zelligine sahiptir. Benzer
ozellik (EE) ve (CEE) ozelligine sahip modiiller arasinda da gegerlidir. Biz bu
kissmda (CE) ve (CEE) ozelligine sahip modiillerin sagladigi temel 6zellikleri

veriyoruz.

Teorem 4.3.2: Bir M modiiliniin (CEE) 0&zelligine sahip olmasi icin gerek ve

yeter sart M nin her alt modiiliiniin (CE) 6zelligine sahip olmasidir [5].

Ispat : (<) M nin her alt modiilii (CE) 6zelligine sahip olsun. N, M nin dual sonlu

geniglemesi olsun. N =M +V olacak sekildeki V<N alt modili igin

N _M+V _ Vv

= sonlu tiretilmis oldugundan M NV ,V nin dual sonlu alt
M M M NV

modiiliidir. M NV <M oldugundan kabul geregi M NV, (CE) o6zelligine sahip
olup V=MnV+K,(MNnV)NnK =M NK <<K olacak sekilde K<V vardur.
N=M+V=M+(MnV+K)=M+K dir. O halde K<V,M nin Nde
tiimleyenidir. Boylece M, (CEE) 6zelligine sahip bir modiildiir.

(=) M, (CEE) ozelligine sahip bir modiil olsun. M nin herhangi bir M, alt
modiiliinii alalim. M, cN dual sonlu genislemesi i¢cin

®N

H={(k,—k)/keM}<M@®N i¢in F = M ve a:M > F, a(m)=(m,0)+H,

L:N—>F,Bn)=0,n)+H, meM,neN alalim. ¢ ve F nm bir monomorfizma
oldugu aciktir.
M >N, 1, :M;, ->M goémme homomorfizmalar1 olmak {izere
asagidaki diyagrami olusturabiliriz.
M, —4—>N
Lo W
M ——>F

F =Gor a +Gor £ oldugu kolayca gosterilebilir.

Her (mn)+HeF igin y:F—)Ml,y((m,n)JrH):nJer seklinde bir

1

~

N
M, GoOroa

epimorfizma tanmimlayalim. Cek y =Go0ra  oldugundan
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iretilmistir. ¢ bir monomorfizma oldugu i¢in GOr o = =M olup kabulden

Cek o
GOra (CEE) ozelligine sahiptir. Dolayisi ile Imea, F de V <Goérf tiimleyenine
sahiptir. Yani F=Gora+V ve GOranV <<V dir. @) halde
N=pGora)+ L V)=M,+B7*(V) ve M,nB* (V)<< B (V)dir. Dolayisiyla

B(V), N modiiliinde M, in tiimleyenidir. Bdylece M, (CE) 6zelligine sahiptir.

Sonu¢ 4.3.3: (CEE) ozelligine sahip bir modiiliin her alt modiilii dual sonlu

timlenmistir. Ayrica (CEE) 6zelligine sahip bir modiil bol dual sonlu tlimlenmistir.

Ispat: M, (CEE) ozelligine sahip bir modiil olsun. M, = M olsun. U — M, dual

sonlu alt modiiliinii ele alalim. Buradan % sonlu tretilmistir. U <M, <M den

UcM olup Teorem 4.3.2 den U, (CE) ozelligine sahiptir. O halde U nun M,
de bir tiimleyeni vardir. Boylece M, dual sonlu tiimlenmistir.
M (CEE) ozelligine sahip bir modiil ve M nin bir M, dual sonlu alt

modili igin M =M;+K, K<M olsun. M; K sonlu tretilmistir.
M, M nK

M,NKc M oldugundan Teorem 4.3.2 ile M, K, (CE) o0zelligine sahiptir.
Buradan M,NnK+L=K, (M,nK)NL=M,nL<<L, L<K vardir.
M=M,+K=M,+L olup M; M de bol tiimleyene sahiptir. Béylece M bol dual

sonlu tiimlenmistir.

Teorem 4.3.4: M bir modiil olsun. Eger M, (CE) o&zelligine sahip ise, her direkt
toplam terimi de (CE) o6zelligine sahiptir [5].

Ispat : M, , M nin bir direkt toplam terimi olsun. O halde M =M, ®M, olacak
sekilde M, <M vardir. N, M, in bir dual sonlu genislemesi ve N', N @M, nin dis

direkt toplami olsun. ¢:M — N’ gomme homomorfizmasi i¢in @(M)= M dir.

Kabulden M, (CE) o6zelligine sahip oldugundan (M), (CE) 6zelligine sahiptir.
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NeM, N’
p(M)  o(M)
N'=p(M)+V, p(M)nV <<V  olacak sekilde V <N’ wvardir. 7:N'—>N

~

Mﬁ sonlu iiretilmistir. (M), (CE) 6zelligine sahip oldugu i¢in
1
projeksiyonu i¢cin N =7z(N")=7z(p(M)+V)=7(p(M))+z(V) =M, +xz(V) dir.

Cek 7 = (M) oldugu icin 7(p(M)NV)cz(pM))NnzV)=M,nzV) << 7 (V)

dir. Boylece z(V), N de M, in tiimleyenidir.

Yardime:r Teorem 4.3.5: M bir modiill ve U, M nin dual sonlu alt modiili olsun.

U, M deV tiimleyenine sahip ise V sonlu tiretilmistir [5].

Ispat : V, M de U nun tiimleyeni olsun. O halde M =U +V ve UV <<V dir.

% = 0 v v sonlu tiiretilmis oldugu i¢in V =U NV + X olacak sekilde V nin en az
N

bir X alt modiili vardir. U "V <<V oldugundan X =V dir. Bu yiizden V sonlu

tretilmistir.

Tamm 4.3.6: {M,} modiiller toplulugundan ve bunlarm f :M_—M_,

nez

homomorfizmalarindan olusan ...—>M, , —"1>M —" M _, — ... dizisinde her

neZ igin Gor f_, =Cek f, ise bu diziye tam dizi denir [2].

0—>A— 5B 5C—2>0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir
[1].

Teorem 4.3.7: 0> A#B#C — 0 kisa tam dizisi icin asagidaki kosullar
denktir:

1. ho f =1, olacak sekilde bir h: B — A homomorfizmasi bulunur.

2. GOr f alt modiilii B nin bir direkt toplam terimidir.

3. gok =1, olacak sekilde bir k:C — B homomorfizmas: bulunur.

Bu durumda B=A®C dir [1].

Tanim 4.3.8: Teorem 4.3.7 deki denk kosullardan herhangi birini gercekleyen

0—> A— B —C — 0 kisa tam dizisine parc¢alanabilir kisa tam dizi denir [1].
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Teorem 4.3.9: 0 >K—>M—9 5L —0 bir kisa tam dizi olsun. Eger K ve L

(CE) ozelligine sahip ise M de (CE) ozelligine sahiptir. Eger dizi pargalanan ise
(yani Imf =Cekg M nin bir direkt toplam terimi ise) ifadenin terside dogrudur.

Yani M (CE) o6zelligine sahip ise, K ve L de (CE) ozelligine sahiptir [5].
Ispat: Genelligi bozmaksizin K <M alalim. N, M nin dual sonlu genislemesi

olsun. K<M <N igin

~

N sonlu tiretilmis olup M, N nin dual sonlu alt
M K K

NE k=

modiilidir. L, (CE) o6zelligine sahip ve L;% oldugundan %, (CE) ozelligine

M NV
K

sahipdir. O halde M+ <<l olacak sekilde MSE vardir.
K K K K

~I<

N
=— Ve
K

Buradan N =M +V dir. Yardimc1 Teorem 4.3.5 den % sonlu {retilmistir.

K, (CE) ozelligine sahip oldugundan K V de K’ tiimleyenine sahiptir. Yani
V=K+K’', KNnK’'<< K’ diir.
N=M+V=M+K" dir. Bir X <K' icin M+ X =N oldugunu kabul edelim.

Buradan %+ X IZ K_N ve % nin minimalliginden X+K :% olur. Buradan

K
V=X+K olup K' niin minimalliginden X =K’ diir. O halde K',N de M nin

timleyenidir. Boylece M, (CE) 6zelligine sahip olur. Tersine M pargalanan dizi

olsun. O halde Teorem 4.3.4 den K ve L (CE) ozelligine sahip olur.

Sonu¢  4.3.10: M,,i=12..,n modillerin sonlu koleksiyonu ve
M=M&M,®d..®&M, olsun. M nin (CE) ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve

yeter sart her i=12,...,n i¢in M, nin (CE) &zelligine sahip olmasidir.

Ispat: (=) M, (CE) o&zelligine sahip olsun. Teorem 4.3.4 den istenen elde edilir.
(<) Her i=12,..,n i¢in M,, (CE) 0Ozelligine sahip olsun. n iizerinde tiimevarim

ile ifadenin dogrulugunu gostermek igin N=2 bunun dogrulugunu gdstermek

yetelidir. Bu yiizden M=M,®&M, oldugunu kabul edelim.
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0—>M, >M — M, —0 kisa tam dizisini kullanarak, Teorem 4.3.9 dan M, (CE)

Ozelligine sahiptir

Tanmmm 4.3.11: P bir modil olsun. Eger her f:M — N epimorfizmasi ve her
g:P—>N homomorfizmas: i¢cin g=foh olacak sekilde bir h:P—>M

homomorfizmasi bulunursa, P ye projektif modiil denir [1].

Tamim 4.3.12: P projektif modiiliine, f :P — M kiiciik epimorfizmasi ile birlikte

M modiliiniin projektif ortiisii denir [1].

Tanim 4.3.13: Eger M nin her boliim modiili bir projektif ortliye sahip ise M ye
yar1 miikemmel modiil denir.
Bir R halkasi sol R-modiil olarak yar1 miilkemmel ise halkaya yari

miikemmel halka denir [12].

Teorem 4.3.14: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
R yar1 miikemmeldir.

r R timlenmistir.

1

2

3. Her sonlu iiretilmis R -modiil yar1 miikkemmeldir.

4. Her sonlu iiretilmis R -modiil bir projektif ortiiye sahiptir.
5

. Her sonlu iiretilmis R -modiil (bol) tiimlenmistir [14].

Teorem 4.3.15: M bir R-modiil A,B<M ve M =A+B olsun. % bir projektif
oOrtliye sahip ise A nin M de B tarafindan kapsanan bir tiimleyeni vardir [10].

Teorem 4.3.16: Bir R halkasinin yari milkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

sol R -modiilin (CE) 6zelligine sahip olmasidir [5].

Ispat: (=) R yar1 miikemmel bir halka olsun. M bir R-modiil ve N, M nin dual

sonlu genislemesi olsun. O halde N =M +K olacak sekilde N nin sonlu iiretilmis

bir K alt modiili vardir.R yar1 miikkemmel oldugundan Teorem 4.3.14 den %
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projektif ortiiye sahiptir. Ayrica N =M +K oldugundan Teorem 4.3.15 den M
N de bir timleyeni vardir. Boylece M, (CE) 6zelligine sahiptir.

(<) Her sol R-modiil (CE) &zelligine sahip olsun. O halde R nin her sol ideali bir
sol R-modiil olarak R de tlimleyene sahiptir. Bu yilizden R R -modiilii

timlenmistir. Dolayisi ile Teorem 4.3.14 den R yart miikemmeldir.

Teorem 4.3.17: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

1. R yari mikemmeldir.

2. ;R her dual sonlu genislemesinde bol tiimleyene sahiptir, yani
<R (CEE) ozelligine sahiptir.

3. xR her sonlu iiretilmis genislemesinde bol tiimleyene sahiptir.

4. Her sol R—modiil (CE) o6zelligine sahiptir.

5. Hersol R—modiil (CEE) &zelligine sahiptir [14].

Ispat: Teorem 4.3.16 dan (1) < (4) oldugu gosterilebilir. (5) = (3)=(2) oldugu
agiktir.
(2)= (@) R (CEE) ozelligine sahip olsun. Teorem 4.3.2 den ;R tiimlenmistir.

Dolayisiyla Teorem 4.3.14 den R nin yar1 miikemmel oldugu goriiliir.
(4) = (5) Teorem 4.3.2 den agiktir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA

5.1. Her Dual Sonlu Genislemesinde Zayif Tiimleyene Sahip Modiiller

Tanim 5.1.1: M her dual sonlu genigslemesinde bir zayif tiimleyene sahip ise M ye

(CWE) ozelligine sahiptir denir. M her dual sonlu genislemesinde bol zayif
tiimleyene sahip iseM ye (CWEE) ozelligine sahiptir denir.

Acikca her (CE) 6zelligine sahip modiil (CWE) o6zelligine sahiptir. Benzer
sekilde her (CEE) 6zelligine sahip modiil (CWEE) 6zelligine sahiptir.

Ornek 5.1.2: Bir modiil her dual sonlu genislemesinde zayif tiimleyene sahip
olmak zorunda degildir. 27 Z-modiilii i¢in % bolim modiilii sonlu tretilmig

oldugundan Z, 2Z nin bir dual sonlu genislemesidir ve 2Z nin Z de bir zayif
timleyeni yoktur. Eger bir 0<meZ igin mZ, 27 nin Z de bir zayif timleyeni olsa
27+MZL=17 Ve 2ZNmZ<<Z yazilabilir. 0<meZ oldugundan 2Z ~mZ=0 duir.
Bu ise Z nin tek kiigiik alt modiiliiniin 0 olmasi ile ¢elisir. Boylece 27 7 —modiili

(CWE) o6zelligine sahip olmayan bir Z —modiildiir.

Ornek 5.1.3: Z Z-modiilii i¢in N, Z nin bir dual sonlu genislemesi olsun. Bu
durumda % sonlu tretilmistir ve Z, N nin bir direkt toplam terimidir. Yani

N =Z®K olacak sekilde K <N vardir. O halde K, Z nin N de zayif timleyenidir.

Dolayisiyla Z (CWE) 6zelligine sahip bir Z —modiildiir.

Teorem 5.1.4: M bir R-modiil olsun. M nin her alt modiilii (CWE) &zelligine
sahipise M (CWEE) 6zelligine sahiptir.

39



Ispat: M nin her alt modiilii (CWE) o&zelligine sahip olsun. M < N dual sonlu

genislemesini alalim. N =M +V olacak sekildeki N nin her V <N alt modiilii

.. N M+V \Y ... N T <
icin — = = yazilabilir. — sonlu iiretilmis oldugundan,
M M M NV M M NV

sonlu tiretilmis olup M NV , V nin bir dual sonlu alt modiildiir. Béylece V, M NV
nin bir dual sonlu geniglemesidir. Kabulden M NV <V (CWE) o6zelligine sahip

oldugundan, M NV nin V de bir zayif timleyeni vardir. Yani V=M NV +K ve
(M NV)NnK =M nK <<V olacak sekilde K <V vardir. Buradan

N=M+V=M+VAV+K=M+K dir. Ayrica MnNnK<<V ve V<N
oldugundan Teorem 3.5.2. 2) den M N"K << N dir. Boylece K, M nin N de bir

bol timleyenidir. O halde M (CWEE) ozelligine sahiptir.

Teorem 5.1.5: M bir R-modiil olsun. M (CWE) 6zelligine sahip ise M nin her
direkt toplam terimi de (CWE) ozelligine sahiptir.

Ispat: M =M, ®M, olsun. M, = N dual sonlu genislemesini alalm.N'=N @M,
ve ¢:M — N’ gomme homomorfizmasini alalim. O zaman M = @(M) oldugundan
(M), (CWE) ozelligine sahiptir. M; N nin dual sonlu alt modiilii oldugundan

N _Ne&eM, N

M~ p(M) (M)
sonlu tretilmistir. (M), (CWE) o6zelligine sahip oldugu icin N'=¢p(M)+V ve

N

p(M)NV << N’ olacak sekilde V <N’ vardir. 7:N'— N projeksiyonunu igin
M, +7(V)=N yazlabilir. M)V < N oldugundan Teorem 3.5.2. 4) den
7(eM)NV)=M,nz(V)<<z(N)=N yani M, nz(V) << N elde edilir. Boylece

z(V), N de M, in bir zayif timleyenidir. Yani M, (CWE) o&zelligine sahiptir.
Onerme 5.1.6: N, M nin dual sonlu genislemesi ve M, N de V zayif tiimleyenine

sahipse M nin N de W <V olacak sekilde sonlu iiretilmis W zayif tiimleyeni

vardir.
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Ispat: N, M nin dual sonlu genislemesi olsun. M, N de V zayif tiimleyenine sahip

N _M+V _ Vv

oldugundan N=M+V,MnNnV << N dir. =
M M M NV

oldugundan _V_ sonlu tretilmistir.  Bu bolim  modiilii

M NV
X+MnV,x,+M NV,..,X,+M NV elemanlar tarafindan iiretilsin. O halde V nin
sonlu uretilmis W =Rx, +RX, +...+ RX, alt modiili icin

W+M=W+V M +M=M+V =N dir. Ayrica WM <V M <<N
oldugundan W "M << N dir. Dolayisiyla M nin N de W <V olacak sekilde

sonlu tiretilmis W zayif timleyeni vardir.

Teorem 5.1.7: R bir halka olsun. R nin yarilokal olmasi igin gerek ve yeter sart her

R -modiiliin (CWE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat: Ryarilokal olsun. M bir R-modiil ve N, M nin dual sonlu genislemesi

olsun. Ryarilokal oldugundan Sonu¢ 4.2.22 den her modiil dual sonlu zayif

timlenmis modiil olup N dual sonlu zayif tiimlenmis modiildiir. M, N nin dual

sonlu alt modiili oldugundan M nin zayif tiimleyeni vardir. O halde M

(CWE) 6zelligine sahiptir. Tersine M bir R -modiil ve M (CWE) 6zelligine sahip
olsun. U, Mnin dual sonlu alt modili olsun. O halde M,U nun dual
genislemesidir. Kabulden U, M de bir zayif tiimleyene sahiptir. Boylece M dual

donlu zayif timlenmis modiil olup Sonug 4.2.22 den M yarilokaldir.

Ornek 5.1.8: Her (CE) ozelligine sahip modiilin (CWE) 6zelligine sahip oldugu

aciktir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. p ve ¢ farkli asal tamsayilar

olmak tizere Z, , = {% a,beZ,b+0,(p,b)=1,(q,b) = 1} yart miikemmel olmayan

bir yar1 lokal halkadir [2]. Bu durumda Teorem 4.3.16 dan (CE) o6zelligine sahip

olmayan en az bir M sol R -modiilii vardir. R yar1 lokal oldugundan Teorem 5.1.7
den M, (CWE) ozelligine sahiptir.
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Sonu¢ 5.1.9: R bir halka olmak iizere, her R -modiiliin dual sonlu zayif tiimlenmis

olmasi icin gerek ve yeter sart her R -modiiliin (CWE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat: Sonug 4.2.22 ve Teorem 5.1.7 den istenen elde edilir.

Teorem 5.1.10: M bir modiil ve L <<M olsun. Eger % boliim modiili (CWE)
ozelligine sahip ise M de (CWE) ozelligine sahiptir.
Ispat: N, M nin bir dual sonlu genislemesi olsun. Bu durumda % sonlu

tiretilmistir. 3. Izomorfizma Teoreminden

1

|—‘2||—\Z

N
M

boliim modiilii sonlu {iiretilmis olup, % (CWE) ozelligine sahip oldugundan %

nin N de bir K zayif timleyeni vardir. Boylece M+E:ﬂ ve MHE <<E
L L L L L L L L

yazilabilir. Buradan M +K =N dir. Ayrica M nK << N dir. Gergekten bir S <N

MNK S+L N MNAK M K N
+ =— Ve =——<<—
L L L L L L

icin MNK+S=N olsa,

oldugundan S Jli L :% elde edilir. Buradan S+L=N ve L<<M oldugundan

L << N ve boylece S =N elde edilir.

Sonu¢ 5.1.11: M sonlu iiretilmis modiil ve boliim modili  (CWE)

RadM

Ozelligine sahip ise M de (CWE) ozelligine sahiptir.

Tamm 5.1.12: M bir R -modiil olsun. M nin kendisi her dual sonlu genislemesinde

bir direkt toplam terim ise M ye dual sonlu injektif modiil denir [5].
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Tammm 5.1.13: R bir halka aeR olsun. Eger aba=a olacak sekilde en az bir
beR elemani varsa a ya R nin bir regiiler elemam denir. R nin her elemani

regiiler ise R ye Von Neumann regiiler veya kisaca regiiler halka denir [14].

Teorem 5.1.15: R bir degismeli Von Neumann regiiler halka olsun. Bir M R -
modiilin (CWE) o6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart M dual sonlu

injektif olmasidir.

Ispat: (=) M bir R-modiil ve M (CWE) &zelligine sahip olsun. M =N dual

sonlu genislemesini alalim. M (CWE) o&zelligine sahip oldugundan N=M +V ,
M NV <<V olacak sekilde V <N vardir. [14] 3.73 ve 3.75den RadN =0 dir. O
halde tek maksimal alt modiil 0 dir. Buradan M "V =0 olup N=M &V dir.
Dolayistyla M dual sonlu injektiftir.

(<) M dual sonlu injektif modiil olsun. M = N dual sonlu genislemesini alalim.
M dual sonlu injektif modiil oldugundan N =M @ K olacak sekilde K <N vardir.

Buradan N=M +K, M nK << N dir. O halde M (CWE) 6zelligine sahiptir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde her dual sonlu genislemesinde tiimleyene sahip modiillerden yola ¢ikarak
her dual sonlu genislemesinde zayif tiimleyene sahip modiiller tanimlandi. Bu
modiillerin yarilokal ve degismeli regiiler halkalar i¢in karekterizasyonlar verildi.
Ayrica (CWE) ozelligine sahip modilerin (CE) 0Ozelligine sahip olmasi
gerekmedigi gosterildi. R bir halka olmak tizere her R -modiiliin dual sonlu zayif
tiimlenmis olmasi i¢in her R -modiiliin (CWE) 6zelligine sahip olmasidir.

Bu tezden yola ¢ikarak her dual sonlu genislemesinde zayif radikal tiimleyene

sahip modiil yapisi1 ¢aligilabilir. Benzer 6zellikler incelenebilir.
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