T.C.
FIRAT UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

MINKOWSKI 3-UZAYINDA SELF-SIMiLAR DONEL YUZEYLER

YUKSEK LiSANS TEZi
Alev KELLECI
(121121117)

Anabilim Dali: Matematik

Programi: Geometri
Damsman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

HAZIiRAN-2014



T.C.
FIRAT UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

MINKOWSKIi 3-UZAYINDA SELF-SIMILAR DONEL YUZEYLER

YUKSEK LiSANS TEZi
Alev KELLECI
(121121117)

Anabilim Dali: Matematik

Programi: Geometri

Danigsman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 30 Mayis 2014

HAZIiRAN-2014



T.C.
FIRAT UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTIiTUSU

MINKOWSKIi 3-UZAYINDA SELF-SIMILAR DONEL YUZEYLER

YUKSEK LiSANS TEZi
Alev KELLECI
(121121117)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih: 30 Mayis 2014
Tezin Savunuldugu Tarih: 18 Haziran 2014

Tez Damismani: Prof. Dr. Mahmut ERGUT (F.U)
Diger Jiiri Uyeleri: Prof. Dr. F. Nejat EKMEKCI (A.U)

Prof. Dr. Mehmet BEKTAS (F.0)

HAZIiRAN-2014



ONSOZ

Bu ¢alismamin hazirlanmasi siirecinde bana yardimci olan, engin bilgi ve birikim-
lerinden yararlandigim, yardimlarini hichir zaman esirgemeyen degerli hocam, sayin

Prof. Dr. Mahmut ERGUT’ e tesekkiirlerimi bir bor¢ bilir, saygilarimi sunarim.

Alev KELLECI
ELAZIG-2014



ICINDEKILER

Sayfa Numarasi

ONSOZ ... I
ICINDEKILER. ... II
O T . 11
SUMM A RYY .. v
SIMGELER LISTESI....... ... \Y
SEKILLER LISTESI ... ... .. i, VI
1. GIRIS .o 1
2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER ....... ... .. .. ..., 3
2.1. Frenet Catis1 ve Egrilikler ........ ... ... . 3
2.2. E*, Oklid Uzayimnda Yiizeyler .............coooiiiiiiiiiiiiiiianna. .. 4
2.3. Yari-Riemann Manifoldlary................... ... ... ... ... ... ...... 6
3. B3, MINKOWSKI 3-UZAYT. ...t 13
3.1. E}, Minkowski 3-Uzayinda Yiizeyin Esas Formlari.................. 14
3.2. E3, Minkowski 3-Uzayinda Yiizeyin H ve K Egrilikleri............. 18
3.3. E3, Minkowski 3-Uzayinda Dénel Yiizeyler.......................... 19
3.3.1. E}, Minkowski 3-Uzayinda Timelike Donel Yiizeyler ............. 23
3.3.2. E}, Minkowski 3-Uzayinda Spacelike Dénel Yiizeyler ............ 36
4. B3, OKLID 3-UZAYINDA SELF-SIMILAR YUZEYLER............ 50
4.1. E? de, Monge Parametrizasyonu ile Verilen Yiizeyler............... 50
4.2. F? de, Donel Yiizeyler.............oooiiiiiiii i 53
5. E3, Minkowski 3-Uzayinda Self-Similar Timelike Dénel Yiizeyler ...55
5.1. Spacelike donme eksenli self-similar timelike donel yiizeyler ...... 55
5.2. Timelike donme eksenli self-similar timelike d6nel yiizeyler ...... 56
5.3. Lightlike donme eksenli self-similar timelike donel yiizeyler ...... 57
6. SONUCC ... e 58



KAYNAKLAR ..

OZGECMIS

II1



OZET

MINKOWSKIi 3-UZAYINDA SELF-SIMILAR DONEL YUZEYLER

Bu calisma beg boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrild.

Ikinci boliimde; temel tanim ve teoremlere yer verildi.

Uciincii boliimde; E2, Minkowski 3-uzayinda yiizeylerin genel 6zellikleri incelendi.
Daha sonra, 6zel olarak donel yiizeylerin genel ozellikleri incelendi. Ilk olarak, E3,
Minkowski 3-uzayinda timelike donel yiizeyler incelendi. Ayrica, E3 de verilen time-
like minimal donel yiizeylerin Lorentz konformal sarti; sirasiyla, spacelike, timelike
ve lightlike donme eksenleri icin ayr1 ayri ifade edildi. Bu alt boliimde orijinal olarak;
2 de verilen timelike dénel yiizeylerin genel parametrizasyonlari i¢in ortalama egri-
likleri ve konum vektorlerinin normal bilesenleri hesaplandi. Ek olarak, timelike
donel yiizeyler icin, [2] de verilen karakterizasyonlar1 tamamladik. Ikinci olarak da,
E2, Minkowski 3-uzayimda spacelike donel yiizeyler incelendi. E? de verilen spacelike
maksimal donel yiizeylerin konformal sarti; sirasiyla, spacelike, timelike ve lightlike
dénme eksenleri igin ayr1 ayr1 hesaplandi. Bu boliimde orijinal olarak; E? de verilen
spacelike donel yiizeyler icin, [3] de verilen karakterizasyonlar tamamlandu.

Dordiincii boliimde; E?, Oklid 3-uzaymda self-similar yiizeyler verildi.

Son boliim de ise; B3, Minkowski 3-uzayinda timelike minimal doénel yiizeylerin
self-similar sarti, sirasiyla, spacelike, timelike, lightlike donme eksenleri i¢in ayri
ayr1 incelendi. Orijinal olarak bu yiizeyler i¢in karakterizasyonlar ve bunlara iligkin

ornekler verildi.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-Uzay1, Minkowski 3-Uzayinda Donel Yiizeyler,
Self-Similar Yiizeyler, Timelike ve Spacelike Yiizeyler.

v



SUMMARY

MINKOWSKIi 3-UZAYINDA SELF-SIMILAR DONEL YUZEYLER

This thesis contain five chapter.

In first chapter, we give place to entry.

In second chapter, basic definitions and concepts are given.

The third chapter is investigated general properties of surfaces in Minkowski
3-space. After,we examined general features of surfaces of revolution. Firstly, time-
like surfaces in B3, Minkowski 3-space are researched. Additionally, whether these
surfaces satisfy Lorentz conformal condition or are examined for theirs spacelike,
timelike and lightlike axis,respectively. Originally, in this subchapter, mean curva-
tures and the normal component of theirs position vector.was calculated for general
parametrizations of timelike surfaces of revolution in E}, Minkowski 3-space. Ad-
ditionally, we completed characterization of timelike surfaces of revolution in B2,
Minkowski 3-space given in [2]. Secondly, spacelike surfaces in Ef, Minkowski 3-
space are mentioned. In addition, whether these surfaces satisfy conformal con-
dition or are examined for theirs spacelike, timelike and lightlike axis,respectively.
Originally, in this subchapter, we completed characterization of spacelike surfaces
of revolution in Ef, Minkowski 3-space given in [3].

In the fourth chapter, we investigated self-similar surfaces in E?3.

In last chapter, self-similar condition is inspected for timelike surfaces in E3,
Minkowski 3-space of theirs spacelike, timelike and lightlike axis,respectively. And
originally, we obtain some characterizations and give examples concerning these

results.

Keywords: Minkowski 3-Space, Surfaces of Revolution in Minkowski 3-space ,

Self-Similar surfaces, Timelike and Spacelike Surfaces.
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1. GIRIS

Minkowski Uzayi, Alman matematik¢i Hermann Minkowski tarafindan, 1907
yilinda ifade edilmistir. Gerek matematik ve gerekse fizikte Minkowski uzay1, Ein-
stein’in izafiyet teorisini formiile etmek ic¢in en uygun yontemdir. Minkowski uzay1
Oklidyen uzaya kiyasla daha karmagik ve daha zengin bir geometrik yapiya sahip-
tir. Ornegin, Minkowski 3-uzayimnda verilen donel yiizeyler ii¢ farkli donme ek-
senine, sirasiyla, spacelike, timelike ve lightlike (null) eksenlerine sahiptir. Bu
yiizden, Oklidyen uzaya kiyasla Minkowski uzayinda donme, ti¢ farklh durum icin
gerceklesmektedir. Ayrica, Minkowski uzayinda yiizeylerin normal vektorlerinin
konumlarina gore de spacelike, timelike ve lightlike yiizeyler olarak isimlendirildigini
biliyoruz. Eger yiizeyin normal vektorii spacelike (sirasiyla, timelike, lightlike)
ise, ozaman yiizey timelike (sirasiyla, spacelike, lightlike) yiizey olarak adlandirilir.
Yiizeyler teorisinde 6nemli 6zeliklere sahip olan donel yiizeyler, Minkowski uza-
yinda uzun yillardir ¢aligilmakta olup bu alanda halen yeni caligmalar yapilmak-
tadir. [1,2,3,10,15] ¢ahsmalarinda Minkowski 3-uzayinda donel yiizeyler igin baz
siniflandirmalar yapilmigtir.

Self-similar yiizeyler; E? ve E* Oklidyen uzayda [6,7] ve C" de [4] caligilmis
ve bu uzaylarda verilen bazi yiizeyler icin karakterizasyonlar elde edilip ¢rnekler
verilmigtir. Asli egrilik akigi (MCF), bir Riemann manifoldunun, n-boyutlu altma-
nifoldundaki uzayda bolge fonksiyonunun gradient akigidir, agikca bir altmanifoldun
kendi ortalama egriliginin hareketidir, yani bir yer degistirme islemidir. Bu da alt-
manifoldun konum fonksiyonu i¢in kismi diferansiyel denklemlerin bir non-lineer
parabolik sistemini meydana getirmektedir, [16,17,18,19]. Aragtirmacilarin genel
olarak tizerinde ¢aligtiklar1 konu; MCF’nin bir 6zel ¢oziimii olan self-similar ¢dziim-
leri ile ilgilidir, [4].

Bu ¢alismada; E$, Minkowski 3-uzayinda yiizeylerin genel ozellikleri verildi.

Oncelikli olarak E? de verilen bir timelike donel yiizeyin ortalama egriligi ve konum



vektoriiniin normal uzaya izdiigiimii karakterize edildi. [2] de Lorentz konformal
kogulunu saglayan timelike donel yiizeyler incelenmisti ve karakterizasyonlar ve-
rilmigti. Bu calismada bu karakterizasyonlar tamamlandi ve bunlara iligkin 6rnekler
verildi. Benzer adimlar, E? de verilen bir spacelike donel yiizeyler i¢in de yapildi. Son
olarak Minkowski 3-uzayinda verilen timelike minimal donel yiizeylerin self-similar
yiizey olma durumlar: incelenerek bunlara iligkin karakterizasyon ve ornekler ver-
ildi. Ayrica, bu caligmanin 3. ve 5. Boliimlerde orijinal kisimlar bulunmaktadir. Bu

calisma boyunca niimerik ¢oziimleri elde etmek i¢in Mapplel4 kullanildi, [20].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Frenet Catis1 ve Egrilikleri

v : I — " regiiler parametrik bir egri olsun.Bu taktirde V¢ € [ i¢in v nin
yiiksek mertebeden tiirevleri ~'(t),~7" (t),7" (), ...,7"(t), (r < n) lineer bagimsiz
ve v (1), Y (), 7" (), ...,/ (t), ¥+ (t) lineer bagiml ise + egrisine r-rankh Frenet
egrisi ad1 verilir. Bu durumda r-rankl bir Frenet egrisi E" nin r-boyutlu alt uzayinda
yatacaktir. E™ nin r-boyutlu alt uzaym @,.(t) ile gosterelim.

Bu alt uzay, 7 (t),7 (t),7" (t),...,7")(t) vektorleri ile gerildiginden ®,(t) ye v
egrisinin r. nci oskiilator uzayr denir. Agik olarak ®,(t) C ®o(t) C ... C D,.(%)
dir. Eger 7, r-rankli bir Frenet egrisi ise 7' (¢),7 (¢),7" (t),...,7"(t) vektorlerine
Gram-Schmidt ortonormallegtirme metodu uygulayarak V;(t), Va(t), Vs(t), ..., Vi.(t)

ortonormal r-gatisi (Serret-Frenet Vektorleri) elde edilir, [8].

Teorem 2.1.1.

~v : I — E" r-rankh birim hizli bir Frenet egrisi olmak {izere v nin ortonormal

catis1 Vi (1), Va(t), Va(t), ..., V(t) nin tiirevleri,

!

Vi(t) = ra(D)Va(?)

Vi (t) = =Ric1(§)Viea (8) + 5i (D) Viga (2) (2.1)

dir.



Burada ky, ..., k,—1 : I — R fonksiyonlar1 7 nin Frenet egrilik fonksiyonlaridir,

8]-

Aciklama 2.1.1.

Vi(t), Va(t), Va(t), ..., V. (t) vektorlerine Frenet r-catisi ve (2.1) esitliklerine de

Frenet denklemleri adi verilir. Bu denklemler matris formunda asagidaki sekilde

yazilir;
[ %4 ] [ 0 K1 0 11 Vi ]
VQI —Kk1 0 Ky . . Vs
‘/3: = —K2 V3
—Rr—1
I V;,/ | i 0 . R 0 11 V. |

2.2. E", Oklid Uzayinda Yiizeyler

Tamm.2.2.1. U, E? uzaymin irtibath bir acik alt ctimlesi olmak tizere, o : U C
E? — E", diizgiin ve regiiler bir doéniigiim olsun.c : U C E? — o(U) doniigiimii
bir homeomorfizm ise o(U) ciimlesine, B3 uzayinda bir basit yiizey denir. X, E?
uzayinin bir alt ctimlesi olsun. M nin her bir p noktasi igin p € o(U) ve o(U) C &
olacak bi¢imde bir o(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa 3 ciimlesine, E? uzaymda bir

yiizey denir, [8].

Tamim 2.2.2. ¥ yiizeyi o : U C E? — E" parametrizasyonu ile verilsin. ¥ nin
p € o(u,v) noktasindaki teget uzay1 T,(M) , o, ve o, ile gerilen bir vektor uzayidir.

Boylece Y nin birinci ve ikinci temel formlari, sirasiyla,

[ = Edu?® + 2Fdudv + Gdv* (2.2)



II = edu® + 2fdudv + gdv*

esitlikleri ile hesaplanir.
Burada, N birim normali olmak iizere, birinci ve ikinci temel formlarmin kat-

saylilari, sirasiyla,

E={0u,0.),F = {040, ,G={0,,0,), (2.3)

ve

e = (0w, N), f = (0w, N),9 = (00w, N) (2.4)

seklindedir, [11].

¥ C E3 yiizeyinin, ikinci temel formunun katsayilari, H.Anciaux tarafindan;

E = <0uu70u A Uv> 7f = <0uy>au A O-”U> 7.5 = <va70u A Uv) (25)

seklinde alimarak yiizeyin H ortalama egriligi,

¢G + gE — 2f F

2H =
(EG — F2)3/

(2.6)

seklinde tanimlands, [4].
Bir ¥ C E3 yiizeyinin ortalama egrilik vektorii E) = HN seklinde tanimlanir.

(2.3) esitliklerinden,

|ow A oy||” = EG — F?

bulunur. Eger, ||o, A o,| # 0 ise o(u,v) parametrizasyonu regiilerdir denir, [8].
Bundan sonra, aksi stylenmedikge o(u,v) parametrizasyonu regiiler kabul edile-

cektir.



Onerme 2.2.1. X yiizeyi, 0 : U C E*> — E" parametrizasyonu ile verilsin. (2.3)

ve (2.4) esitliklerinden, ¥ yiizeyinin birinci ve ikinci temel formu, sirasiyla,

I = Edu®+ 2Fdudv + Gdv?

II = edu®+ 2fdudv + gdv*

oldugundan,
N eg—f?
OK_Eg_gﬁ’G
" g— + Ge
ii) 2H = O FT
iii) asli egrilikleri H + VH? — K
dir, [13].

2.3. Yari-Riemann Manifoldlar:

Tanmm 2.3.1. V sonlu boyutlu reel vektor uzayi, V' tizerindeki simetrik bilineer
form (,):V xV — R, R-bilineer fonksiyonu olsun. V' iizerinde taniml g simetrik
bilineer formu;

i) Vo € V ve bir u € V i¢in (u,v) = 0 sart1 sadece u = 0 i¢in saglaniyorsa,
nondejeneredir denir.

ii) Yo € V ve bir u € V igin (u,v) = 0 sart1 sadece u # 0 i¢in saglaniyorsa,

dejeneredir denir.

V iizerinde tanimh (,) : V' x V' — R doniigiimii bilineer, simetrik ve nondejenere
ise (,) ye V iizerinde bir i¢ ¢arpim ve buradaki V' vektér uzayma da bir i¢ ¢arpim

uzay1 denir, [8].

Tanim.2.3.2. V reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik bilineer form (,) olsun.

Yu € V ve u # 0 i¢in,



i) (u,u) > 0 [< 0] pozitif [negatif] tanimli,
ii) (u,u) > 0 [< 0] yar1 pozitif [yar1 negatif] tanimh
denir, [9].

Tanim 2.3.3. (Indirgenmis metrik) U C E? bir vektor altuzay , U iizerinde

bir indirgenmis metrik (, )|y ;

(u,v)|y = (u,v), u,v e U

seklinde tanimlanir, [9].

Tanim 2.3.4. (Simetrik Bilineer Formun Indeksi) Bir V vektor uzay
tizerindeki g simetrik bilineer formunun v indeksi, (,) |(wxw) negatif tanimh olacak
sekilde verilen en biiyiik boyutlu W C V' alt uzayimn boyutudur. (,) i¢ ¢carpiminin
indeksi v ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V i¢ carpim uzayinin indeksi tizerinde tanimli

(,), i¢ carpim indeksi olarak tanimlanir, [8].

Tanmim 2.3.5. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {izerinde simetrik,
bilineer, nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinden (,) tensér alanina bir metrik

tensor denir, [8].

Tanim 2.3.6. R", n-boyutlu standart reel vektor uzay: iizerinde her p € R” ve

n ,
vp, wp € T,E" olmak tizere

v n
(Up, wp) = = D viwi + Y viw;
=1 i=v+1

esitligi ile verilen v-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya yar1-Oklidyen
uzay denir ve E? ile gosterilir.
Burada 1 < ¢ < n olmak tizere, sirasiyla, v; ve w; ler, v, ve w, tanjant vektor-

lerinin bilegenidir, [8].



Tamim 2.3.7. E" yar-oklidyen uzaymda v = 1 ve n > 2 i¢in, E} yar-Oklidyen

uzayma Minkowski (Lorentz) n-uzay denir, [8].

Tanim 2.3.8. X, diizgiin ve siir1 0% olan baglantili bir yiizey (2-boyutlu
diferansiyellenebilir manifold) olsun. ¢ : ¥ — E3 diferansiyellenebilir doniistimiiniin,
do, : TyX — T, (E*) diferansiyel doniigiimii birebir ise ¢ doniigtimiine immersiyon
denir. Ters Fonsiyon Teoremi geregince, ¢, ¢(X) iizerinde lokal homeomorfizmdir.
Eger ¢ global homeomorfizmse, ¢ ye emmeding (gomiilii) denir ve 3 de (¢ ile) E3

de gomiiludir. Eger v,, w, € T,X i¢in

<d¢p(vp)7 do, (wp)>¢(p) = (Up, wp)

ise ¢ doniigiimiine izometrik immersiyon denir, [9].

Tamm 2.3.9. E?, 3-boyutlu Minkowski uzayimda bir yiizey ¥ olsun. Eger her

p € X ve vy, w, € 1,% igin

(vp,wp) =0=1v,=0

onermesi saglaniyorsa, ¥ ye E? uzayinda bir nondejenere yiizey denir, [9].

Tanim 2.3.10. V' bir Lorentz n-uzay olsun. v € V igin,
i) (u,u) > 0 veya u = 0 ise u ya spacelike vektor,
ii) (u,u) < 0 ise u ya timelike vektor,

iii) (u,u) =0 ve u # 0 ise u ya lightlike (null) vektor denir, [8].

Tanim 2.3.11. TII, E?(u,v) de basit baglantih bir bolge ve ¢ : [T — E? de E3
Minkowski 3-uzayimnda bir immersiyon olsun.Eger her bir teget diizlemi tizerinde II
iizerindeki indirgenmis metrik Lorentz (sirasiyla, Riemann, dejenere) ise, o immer-

siyonuna timelike (sirasiyla, spacelike,lightlike) denir. Bagka bir deyigle, ¥ yiizeyinin



her bir noktasindaki NV, lokal normal vektor alani spacelike (sirasiyla, timelike, light-

like) vektordiir, [9].

Tanim.2.3.12. V yar-Oklidyen uzay ve (), , yari-Oklidyen metrik olmak
lizere,

i)'y ={ve (V—-{0}): (v,v);, =0} seklinde tamimh I'y climlesine V" nin light-
like (null) konisi,

ii) I's = {veV:(v,v), >0} gseklinde tanimh I's ctimlesine V' nin spacelike
konisi,

iii) 'y = {v € (V = {0}) : (v,v), < 0} seklinde taniml I'y ctimlesine V' nin time-

like konisi denir, [9].

Tanim 2.3.13. V bir Lorentz uzay1 ve W, V nin bir altuzay: olsun. Bu du-
rumda;

i) (,) |w pozitif tanimh ise W ya spacelike altuzay,

ii) (,) |w nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,

iii) (,) |w dejenere ise W ya lightlike altuzay denir, [8].

Tanim 2.3.14. M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M iizerinde sabit
indeksli bir metrik tensor olmak tizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu
denir, [8].

Bundan sonraki kullanimlarda (M, g) yari-Riemann manifoldunu, kisaca M ile

gosterecegiz.

Tanim 2.3.15 (Yari-Riemann Manifoldunun Indeksi) M bir yar-Riemann
manifoldu olsun. ¢ nin sabit indeksine, M yari-Riemann manifoldunun indeksi denir,

8].

Tanim 2.3 16. M bir yari-Riemann manifoldu olsun. boyM > 2 ve M nin
indeksi 1 ise M ye bir Lorentz manifoldu denir. Bu tamima goére bir M Lorentz

manifoldu igin,



n

gp(vpawp) = Z Uz‘pwz‘p — U ’Pwl ’p7p € M7 Upa wp € TpM
=2

dir, [8].

Tanim 2.3.17. M bir Lorentz manifoldu ve o : I C R — M bir egri olsun. «
egrisinin teget vektor alani 7' olmak {izere,

i) (T,T), > 0 ise « egrisine spacelike egri,

ii) (T',T); < 0 ise « egrisine timelike egri,

iii) (I, T); =0 ve T # 0 ise « egrisine lightlike egri denir, [§].

Egrinin bir 6zel hali olan dogruyu goz oniine alalim. Dogrunun dogrultman vek-
torii; spacelike ise spacelike dogru, timelike ise timelike dogru, lightlike ise lightlike

dogru adini alir.

Tanim 2.3.18. M bir yari-Riemann manifoldu ve M , M nin bir altmanifoldu
olsun.

j: M — M inclusion (igine) doniigiimii olmak iizere her p € M igin,

(1(9)(p) = 9(i(p))

seklinde tanimh j(g) doniigtimii M ftizerinde bir metrik tensor ise M ye M nin bir
yari-Riemann altmanifoldu denir.
Bundan sonraki gosterimlerde M iizerindeki metrik tensor ile M iizerindeki

metrik tensorii g ile gosterecegiz, [8].

Tanmm 2.3.19. M , M nin bir yari-Riemann altmanifoldu ve M iizerindeki

Levi-Civita konneksiyonu D olsun.

D x(M) x x(M) — x(M)

10



indirgenmis fonksiyonuna M yari-Riemann altmanifoldu iizerine indirgenmis kon-
neksiyon denir. Burada X(]\_/[ ) ile, M nin her bir p noktasinda T'p(M) de bir tanjant

vektorii kargilik getiren, vektor alanlarimin ciimlesi gosterilmektedir, [8].

Teorem 2.3.1. M , M nin bir yari-Riemann altmanifoldu ve M iizerinde Levi-

Civita konneksiyonu D olsun. Her V, W € x (M) i¢in
DyW = tegDyW
seklinde tanimli D fonksiyonu M {izerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur, [8].

Tanim 2.3.20. M , M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.

IT: x(M) x x(M) — x(M)*

seklinde taniml X(M )t degerli, bilineer ve simetrik fonksiyonuna M nin ikinci temel

form tensorii (veya sekil tensorii) denir, [8].

Tanmim 2.3.21. n—boyutlu bir M yari-Riemann manifoldunun (n — 1)—boyutlu

bir M yari-Riemann altmanifolduna M nin yari-Riemann hiperyiizeyi denir, [8].

Tamm 2.3.22. M nin bir yari-Riemann hiperytizeyi M ve M nin birim normal

vektor alan1 N olsun. Her V., W € y (M) igin,

g(S(V), W) = g(LI(V,W),N)

seklindeki (1,1)-tipinden tensér alam S ye M nin N normalinden elde edilen sekil
operatorii denir.

Diger bir ifadeyle, S sekil operatorii M nin her p noktasinda,

S x(M) — x(M)
bir lineer operatordiir, [8].
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Teorem 2.3.2. M nin bir yari-Riemann hiperytizeyi M ve S de M nin normali

olan N den elde edilen gekil operatorii olsun. Bu durumda V' € x(M) igin,

dir. Ayrica S sekil operatorii self-adjointtir. M nin bir yar1 - Riemann hiperyiizeyi
M olsun. M nin N normalinden elde edilen sekil operatorii S olmak {izere, her

V., W € x(M) igin,

II(V,W) =¢eg(S(V),W)N

dir.
Burada ¢ = (N, N) dir. Yar-Riemann hiperyiizeyler i¢cin Gauss denklemi, her

V,W € x(M) olmak iizere,

DyW = DyW +eg(S(V), W)N

seklinde verilir, [8].
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3. B}, MINKOWSKI 3-UZAYI

Tanmim 3.1.1 n—boyutlu, v—indeksli E? yar1-Oklidyen uzaymin boyutu 3 ve

indeksi 1 olarak alinirsa, elde edilen E$ uzayma Minkowski 3-uzay1 denir, [8].

Tamim 3.1.2. E3 Minkowski 3-Uzaymda iki vektor @ ve o olsun. o =

(uy,uz,u3) ve v = (v1,vs,v3) olmak iizere bu iki vektoriin skaler ¢arpimu,

() + E}xE}—-R

(ﬂ), 7) — <7, 7>L = —U1V1 + UV + UuU3vs3 (31)

seklinde tamimlanir. Eger @ = @ ise,

[N

Il = (¥, 7))
esitligi ile tamml || v'||, reel sayisma, v vektoriiniin Lorentz anlammda normu

denir. Normu 1 olan vektore de Lorentz anlaminda birim vektor denir, [8].

Tanim 3.1.3. E2, Minkowski 3-uzayinda iki vektor u ve v olsun. u = (uy, us, u3)

ve v = (v1,v2,v3) olmak fiizere,

(ugve — UV3, UV — UIV3, UV — UV ) (3.2)

vektoriine u ve v nin vektorel ¢arpimi (veya dis garpimi) denir. u X v veya u A v

seklinde gosterilir.

L i=y
0] = ise p €; = (041,0i2,0;3)
0 i#j

olmak tizere,

13



€1 —€y —€3
(% () V3

ya da
—€1 €9 €3

uNv=det | wu; wuy us (3.3)
vy Vg U3
olarak hesaplanabilir.
Burada e; A eg = —e3, ea Ae3 = —eq, e3 A ey = ey dir. Saat yoniiniin tersi pozitif

yonii olarak alinmigtir, [1,11].

Teorem 3.1.1. B3, Minkowski 3-uzayinda iki vektor u ve v olsun.

i) u ve v spacelike vektor ise u A v bir timelike vektordiir.

ii) u spacelike ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir.

iii) u spacelike ve v lightlike vektor olmak iizere (u,v) = 0 ise u A v lightlike
vektor, eger (u,v) # 0 ise u A v spacelike vektordiir.

iv) u ve v lightlike vektor ise u A v spacelike vektordiir.

v) u timelike ve v lightlike vektor ise u A v spacelike vektordiir.

vi) u ve v timelike vektor ise u A v spacelike vektordiir, [8].

3.1. E3 Minkowski 3-Uzayinda Yiizeylerin Esas Formlari

M yari-Riemann manifoldu olarak 3-boyutlu E? Minkowski uzaym ve M yari-

Riemann hiperyiizeyi olarak da (U, o) parametrizasyonu ile verilen,

o : UCE*—E
(u,v) — o(u,v) = (o1(u,v),02(u,v),o3(u,v))

14



o(U) yiizeyini goz oniine alahm. {o.(Z),0.(2)} lineer bagimsiz olmak iizere

ylizeyin vektor alanlar: uzayinin bir bazi {a*(a%), a*(%)} olur. Kisaligin hatir1 igin,
srastyla, 0.(2) ve 0,(Z) yerine, o, ve o, kullanacagiz. {5,,0,}, ciimlesi, yiizeyin

bir baz1 olarak alinabilir. Dolayisiyla yiizeyin birim normali ve ¢ nin normal bilegeni,

sirasiyla,
_ Ou NI, Oy (3 4)
low AL oy,
ve
ot = (o, N), (3.5)

seklinde bellidir.
Yiizeyin I. temel formunu, yani, metrigini hesaplamadan ¢nce bazi egitlikler
verilecektir. (2.3) esitligi Tanim 3.1.2 de goz oniine alinarak, bu uzaya gore yeniden

yazilirsa,

EL = <Uu> UU>L7 FL = <UU7 O-’U>L7 GL = <O-U7 UU>L (36)

olur. (3.4) den,

Ou N\ Oy Ou N\ Oy

(N,N) = ( )L (3.7)

Hau A Uv”7 ng A Uv”

dir ve

lunv)? = (uAv,uAv)
= <U,U>%—<U,’U,>L<U,U>L

seklinde tanimh Lagrange 6zdesligi (3.7) esitliginde g6z oniine alinirsa,

<N7 N>L = <0'uvav>% - <O-’u,70-u>L<O-U7O-’U>L (38)
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seklinde bulunur.

Burada (3.6) esitlikleri, (3.8) esitliginde yerine yazilirsa,

< N,N >;=F} - E.Gy (3.9)

elde edilir.
Yiizeyin I. temel formunu hesaplamak igin, o(u,v) yiizeyinin tam diferensiyeli

alinirsa,

do = o,du + o,dv (3.10)
olur. Bu denkleme tekrar aym islem uygulanirsa,
d*o = (04,0,); du* + 2 {0y, 0,); dudv + (0,,0,), dv? (3.11)
elde edilir.

(3.6) esitlikleri, (3.11) esitliginde yerine yazilirsa,

d*c = Epdu® + 2F; dudv + G dv?

olur. Bu egitlik (2.2) esitligi ile kargilagtirihirsa,

I, = Epdu® + 2F; dudv + G dv® (3.12)

elde edilir ki bu da ¢(U) yiizeyinin birinci temel formudur, [12].
Simdi ¢(U) yiizeyinin ikinci esas formunu hesaplayalim:

(3.4) esitligi, sirasiyla, o, ve g, ile ayr1 ayr i¢ carpilirsa,

(0 N}y =0, (0, N, =0 (3.13)

olur. Bu egitliklerin u ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa,
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(0w N}y + {ow Nu)p, = 0, (3.14)
(Our, N)p + (0w, No)y = 0,
(Ovus N} + (00, Nu)y, = 0,
<UUU7N>L + <‘7va>L =0

elde edilir.
Diger taraftan (3.10) esitligi, N ile i¢ carpima tabi tutulup ve (3.13) esitligi goz

oniine alinirsa,

(do,N), =0 (3.15)

olur. (3.15) esitliginde diferensiyel alinirsa,

(d?0,N), +(do,dN), =0 (3.16)

ya da

(d*0,N), = —(do,dN),

yazilir.

Burada (3.10) ve (3.14) esitlikleri kullanilirsa,

(&0, N), = (0w, N)p du® + 2 (0,04, N); dudv + (04, N), dv? (3.17)

elde edilir.
Diger taraftan, o,, = 0,, oldugu (3.14) esitliklerinde g6z 6niine alinir ve (3.14)

deki 2. ve 3. egitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

<quaN>L = __(<UU7NU>L + <Jv>Nu>L) (3-18)



olur.

Ayrica (3.18), (3.14) de goz oniine alinmir ve (3.14) yeniden diizenlenirse,

(Owi N), = — (0w, Ny, (3.19)
(0 Ny = =5 (0w Ny + o Nay)
<0vvaN>L = _<Uvan>L

bulunur. (2.4) esitlikleri Tanmim 3.1.2 de goz 6niine alinarak, E} uzayma gore yeniden

yazilirsa,
€L = <JUU7N> 7fL = <qu;N> ydL = <va7N>
olur.

(3.19) esitlikleri, (3.17) esitliginde yerine konulursa,

(o, N), = epdu® + 2frdudv + grdv? (3.20)

bulunur. Bu egitlik (2.2) esitligi ile karsilagtirihrsa, o(U) = o(u, v) yiizeyinin ikinci

esas formu,

II;, = epdu® + 2frdudv + grdv? (3.21)

seklinde elde edilir, [1,21].
3.2. E? Minkowski 3-Uzayinda Yiizeylerin H ve K Egrilikleri

Tamim 3.2.1. E?} , 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey ¥ ve ¥ nin sekil

operatoriine kargilik gelen matris S olsun. p € ¥ i¢in,

ergr. — f}
E.Gy — F?

ifadesine, ¥ yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi ve K : ¥ — R fonksiyonuna da

K(p) =edetS, =¢ (3.22)

Y yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir.
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Burada, ¢ =< N, N >;= +1 ile belirlidir. N, X yiizeyinin birim normal vektor

alanidir, [8,9].

Tanim 3.2.2. E? | 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey 3 ve ¥ nin sekil
operatoriine kargilik gelen matris S olsun. p € ¥ icin,
1 1 efGp—2fLF +gLbL

H(p) = ~¢izS, = - 2
(p) 2€zzSp 5¢ ErGr— F? (3.23)

ifadesine, ¥ yiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi ve H : ¥ — R fonksiyonuna

Y} yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir.
Burada, ¢ =< N, N >;= +1 ile belirlidir. N, X yiizeyinin birim normal vektor

alamdir, [8,9].

Onerme.3.2.1. Ikinci temel form katsayilar (2.5) esitligindeki gibi almirsa,

yiizeyin gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla,

_2
K = cL9r = J1 L (3.24)
(e(ELGL — F}))
_ lerGr —2f Fp + g, (3.25)

2 (e(BErGp — F2)*?

seklinde olur, [9].
3.3. E3, Minkowski 3-Uzayinda Donel Yiizeyler

Tanmim 3.3.1. (Dénel yiizey) E$ Minkowski 3-uzaymin bir Q diizleminde,
v : I = (a,b) C R — § profil (iireteg) egrisi verilsin ve [, v ile kesismeyen bu
diizlemde bir dogru olsun. [ dogrusu sabit kalmak {izere, v egrisinin [ ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusturulan nondejenere yiizeye B3 Minkowski 3-uzayimda bir dénel

yiizey denir, [1].
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E? de baz1 doénel yiizey 6rnekleri agagidaki gibidir:

-1

a1

0 73

Sekil 3.2. 3. dereceden katenoid  Sekil 3.5. Eliptik paraboloid

Sekil 3.3. Kiire Sekil 3.6. Tor yiizeyi
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3, Minkowski 3-uzayindaki bir dénel yiizeyin [ dogrultman dogrusu igin;

1) Eger [ spacelike ise, z5—eksenine (veya x;—eksenine),

2) Eger [ timelike ise, xo—eksenine doniigiir.

3) Eger [ lightlike ise, (1, 1,0) vektoriiyle gerilen bir dogruya déniigebilir.
Boylece, E? Minkowski 3-uzaymdaki bir dénel yiizey igin, [ dogrultman dogrusu-

nun spacelike, timelike veya lightlike olmasi gibi ii¢ farkli durumu stz konusudur|[2]:
Duruml. [ dogrultman dogrusu spacelike olsun:

Kabul edelim ki ~ profil egrisi, xxo—diizleminde veya zgxy—diizleminde olsun.
O zaman 7 egrisi; v(u) = (0, f(u), g(u)) veya y(u) = (f(u),0,g(u)) olarak temsil
edilebilir. Buradaki f ve g fonksiyonlari, I = (a,b) agik araligindaki diizgiin fonksi-
yonlardir.

Diger taraftan, v € R igin, (0,0, 1) vektoriinii tespit eden Lorentz grubunun bir

alt grubu,

coshv sinhv 0

Ry = | sinhv coshv 0

0 0 1
seklinde verilsin. Boylece M yiizeyi;
o(u,v) = (f(u)sinhwv, f(u)coshv, g(u)), f(u) >0 (3.26)
ya da
o(u,v) = (f(u) coshv, f(u)sinh v, g(u)), f(u) >0 (3.27)

ile parametrize edilebilir, [1].
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Duruma?2. [ dogrultman dogrusu timelike olsun:

Genelligi bozmaksizin «y profil egrisini, xor; —diizleminde kabul edebiliriz ve boylece,
I = (a,b) agk arahgindaki baz pozitif f = f(u) fonksiyonlar1 icin, v egrisi; v(u) =
(g9(u), f(u),0) olarak temsil edilebilir. v € R igin, (1,0,0) vektoriinii tespit eden

Lorentz grubunun bir alt grubu igin;

1 0 0
Ry=10 cosv —sinwv
0 sinv cosv
olarak verilirse, v € R i¢in, v egrisinin Oxg-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olus-

turulan M donel yiizeyi;

z(u,v) = (g(u), f(u) cosv, f(u)sinv), f(u) >0 (3.28)

ile parametrize edilebilir, [1].
Durum3. [ dogrultman dogrusu lightlike olsun:

Bu durumda da, kabul edelim ki, /, (1, 1,0) vektoriiyle gerilen bir dogru ve v da
xory—diizleminde y(u) = (f(u), g(u),0) formunda bir egri olsun. Buradaki f = f(u)
pozitif bir fonksiyon ve ¢ fonksiyonu davVu € I i¢in p(u) = f(u) — g(u) # 0 esitligini
saglayan ve I = (a,b) agik araligindaki diizgiin fonksiyonlardir. v € R igin, (1,1,0)

vektoriinii tespit eden Lorentz grubunun bir alt grubu igin;

’L}2 ’L)2
]. 4 =5 5 v
— v? _ 02
R 3 1 > v
v —v 1

seklinde verilirse, v € R icin M donel yiizeyi;
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2 U2

2(u,v) = (f(u) + S p(w), g(w) + Sp(u) p(u)o). fw) >0 (3.29)

ile parametrize edilebilir. Burada p(u) = —2u ve, k(u) = f(u) + u alimirsa, v profil
egrisinin tammindaki f ve g fonksiyonlar1 f(u) = k(u) —u ve g(u) = k(u) + v halini

alir. Boylece (3.29) parametrizasyonu;

z(u,v) = (k(u) —u — v*u, k(u) + u — v*u, —2uv), f(u) > 0 (3.30)

sekline doniigiir, [1].
3.3.1. E2, Minkowski 3-Uzayinda Timelike Dénel Yiizeyler

3-boyutlu Minkowski uzayinda donme eksenleri, sirasiyla, spacelike, timelike
ve lightlike olan dogrular1 invaryant birakan, semi-ortogonal dénme matrislerinin
Ry, Ry, R3 oldugu bir 6énceki boliimde verildi. Bundan sonraki iglemler bu matrisler
kullanilarak yapilacaktir. Burada X = { Ry, R, R3} matrisleri igin,

i) X.il=1

i) X'¢(X = (¢, =diag(—1,1,1)

iii) det X = +1

ozellikleri vardir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda, v € I,u € R — {0} igin I C R aralig ii-
zerinde tamml f, g ve h fonksiyonlar1 C* (k € N) simfindan olsun. Eger v(u) =

(f(u),g(u), h(u)) iireteg egrisi timelike bir egri ise bu egri igin

(7' (u), ' (u)), <0

olur. Boylece elde edilen donel yiizeylerin en genel parametrik gosterimleri,

R(u,v) = X(v) - 7(u)
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seklindedir, [12].

Tamm 3.3.2. E3, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey ¥ olsun. ¥ yiizeyi
tizerine indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise ¥ ye E$ uzayimda bir timelike yiizey

denir, [2,9].

Teorem 3.3.1. E?, 3-boyutlu Minkowski uzaymda (U, ¢) parametrizasyonu ile

verilen,

o : UCE*—E}
(u,v) — o(u,v) = (o1(u,v),o2(u,v),o3(u,v))
o(U) yiizeyinin timelike yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart, yiizeyin normalinin

spacelike bir vektor alani1 olmasidir, yani

(N,N), > 0.

Burada N, ¥ yiizeyinin birim normalidir, [9].

Tanim.3.3.3. E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir timelike yiizey ¥ olsun.
Eger, Y yiizeyinin ortalama egriligi H = 0 ise, ¥ yiizeyine minimal yiizey denir,

2,8].

Tanim 3.3.4. 7 : II — R reel degerli fonksiyon,II tizerindeki lokal koordinat

sistemi (u,v) ve indirgenmig metrik I olmak iizere, o immersiyonu

<Uu>UU>L =0ve — HUuHL = ||Uv||L = ¢? (3.31)

kosullarim sagliyorsa, o(u,v) : II — E? immersiyonuna Lorentz konformal denir.

Lorentz konformal timelike yiizeylere Lorentz yiizeyler denir, [2].
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Ornek.3.3.1. E3 Minkowski 3-uzayinda,

o H—>E‘I’

(u,v) — o(u,v) = (u,sinucosv,sinusinv)

bir timelike immersiyon olsun. ¢ nin Lorentz konformal oldugunu gisterelim. Bunun

i¢in, o nin kismi tiirevleri, sirasiyla,

oy = (1,cosucosv,cosusinv)

o, = (0,—sinusinv,cosucosv)

seklindedir. Buradan gerekli islemler yapilirsa

(ou00), =0 ve —lowl, = llowll,

olur. Dolayisiyla o(u,v), Lorentz konformaldir.

E2, 3-boyutlu Minkowski uzayinda ¥ bir timelike yiizey olsun. Simdi, (3.26)-
(3.30) ile verilen o parametrizasyonlari igin H ortalama egriliklerini ve o ifadelerini

hesaplayalim:

Duruml. ¥ yiizeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin. ¥ yiizeyinin 1. ve 1.

temel form katsayilari, sirasiyla,

Ep=(f")+(¢) FL=0,G,=—f
ve
. - g/f// o f/g// fL 0 . fg’
()2 + () ’ ((f")2+ (¢)2)'/?

seklindedir. Dolayisiyla, son ifadeler (3.25) ve (3.5) egitliklerinde goz éniine alinirsa,

(3.32)
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_lf(g/f” o f/g//) _g/((f/)2 + (g/)Z)

== F(2 T ()27

ve

elde edilir.

Benzer sekilde, diger yiizeyler i¢in de ayni islemler uygulanilirsa, yiizeylerin or-

talama egrilikleri ve o parametrizasyonlarinin normal bileseni bulunabilir. Boylece,

agsagidaki teoremin ispat1 tamamlanmis olur:

Teorem 3.3.2. E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda X, H ortalama egrilikli bir

timelike yiizey ve o : ¥ — E? bir immersiyon olsun. O zaman, agagidaki esitlikler

saglanir:

(a) X yiizeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) difer-

ansiyellenebilir fonksiyonlari,

_lf(g,f” . f/g//) _g/((f/>2 + (91)2)

== F(F2 + (9)2)

ve

L 1 :
TR @Y

diferansiyel denklemlerini saglar. Eger, 3 yiizeyi (3.27) ile verilmig ise;

—af)

1
2

H =

(=g "+ ['9")— g () = (f)?)
2)3/

( TG~ (92" )

ve
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1 , ,
T == el
dfd(u)

Burada “- ve dfi—(u“) fonksiyonlari, sirasiyla, f’ ve ¢’ seklinde gosterilmektedir.

(b) X yiizeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) difer-

ansiyellenebilir fonksiyonlari,

=g "+ Fg") + () = (9)?)
f(g)? = ()22

1
2

H =

( ) (3.35)

ve

1 / /
L _
T - eI e
diferansiyel denklemlerini saglar.

(c) X yiizeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman, p(u) = f(u)—g(u) #

0 diferansiyel fonksiyonu,

1
2

(9= D" = fg") = (f =g)(f) = (¢))

"= V(I TRBEE

( ) (3.36)

ve

1
1 / /
o= gf—=1rg

Gy — gy =19
diferansiyel denklemlerini saglar. Eger ¥, (3.30) parametrizasyonu ile verilmis ise o
zaman k(u),

1 K + 2k
H— LRtV (3.37)

YN

L WK -k
u? K|

diferansiyel denklemleri saglar. Burada £’ ile % ifade edilmektedir.

ve
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o : I1 — B3 parametrizasyonu ile verilen Lorentz yiizeyinin ortalama egriligi H =
0 oldugunda yiizey minimaldir. Simdi, yukarida verilen diferansiyel denklemlerin

H = 0 igin, ozel ¢oziimlerini hesaplayalim:

a) ¥ yiizeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin:
&, eksenli timelike donel yiizeyler igin (3.33) egitliginde verilen ortalama egrilik

formuliinde H = 0 alinirsa,

LId "+ 19 = g (PP + (@)
2 F((g)? = (1)?)%?
bulunur. (3.6) esitliklerinden, Ey, Fr, G|, katsayilar,

) =0 (3.38)

Ep=—(")?+(g)FL=0,G,= [

seklinde elde edilir.

Diger taraftan, (3.31) deki Lorentz konformal esitliklerinden,

bulunur. Boylece (3.38) denklemi,
g'"f' =19 —gf=0 (3.39)
seklinde elde edilir, [2].

(3.39) denkleminde a,b € R i¢in, g(u) = au + b alinirsa, denklem harmonik

osilator (salinim) denklem haline gelir. Yani,

fr-f=0

olur. Bu denklem coziiliirse,

f(u) = cre® + cpe™™.
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elde edilir. Boylece (3.26) parametrizasyonu

o(u,v) = ((c1€" + cae™) cosh v, (c1€" + cee™) sinh v, au + b). (3.40)

seklinde yazilir, [2].

Genelligi bozmayacag igin, (3.40) parametrizasyonunda ¢; = ¢ =a =1, =0

alinabilir. O zaman (3.40) parametrizasyonu,
o(u,v) = ((e" 4+ e™*) coshv, (e" + ) sinh v, u) (3.41)

seklinde elde edilir. (3.41) in grafigi Sekil 3.7 deki gibidir:

Sekil 3.7 v(u) = ((e"+e7"),0,u) ve spacelike eksenli donel yiizey

(3.39) denkleminde a,b € R igin, f(u) = au + b alursa,

d"—¢du+d)=0,deR

seklinde degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme doniigiir. Elde edilen dife-

ransiyel denklemin ¢oziimii;

1
g(u)=1- 5[\/7_rerf(ul),[2 =1
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dir. Boylece, (3.26) ile verilen &, eksenli donel yiizey

o(u,v) = ((au +b) coshv, (au 4 b) sinhv, 1 — %Iﬁerf(u[)) (3.42)

seklinde yeniden parametrize edilir.

Genelligi bozmayacag igin, (3.42) parametrizasyonunda ¢; = ¢ = a = 1,b =0

alinabilir. Dolayisiyla (3.42) parametrizasyonu,
1
o(u,v) = (ucoshv,usinhv, 1 — §Iﬁerf(u1)) (3.43)

seklinde bulunur. (3.43) in grafigi Sekil 3.8 deki gibidir:

1
Sekil 3.8 y(u) = (u,0,1— §Iﬁ erf(ul)) ve spacelike eksenli donel yiizey

b) ¥ yiizeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin:
&, eksenli timelike donel yiizeyler igin (3.35) egitliginde verilen ortalama egrilik

formuliinde H = 0 alinirsa,

1(f(g”f’ —1"9) + g ((f)* = (¢)?)
2 f(g)? = (f1)?)*?
elde edilir. (3.6) esitliklerinden, Ep, Fy, G| katsayilar,

) =0. (3.44)
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Ep=(f')?—(¢) FL=0,Gr = [

seklinde elde edilir.
Diger taraftan, (3.31) deki Lorentz konformal esitliklerinden,

(f/)2 - <g/)2 — f2-

olur. Boylece (3.44) denklemi,

J'f = 1" + 9] =0, (3.45)

seklinde bulunur.

(3.45) denkleminde a,b € R i¢in, g(u) = au + b alinirsa, denklem harmonik

osilator denklem haline gelir. Yani,

f"+f=0

olup, ¢oziimii;

f(u) = c1cosu+ cosinu.

dir. Dolaysiyla (3.28) ile verilen donel yiizey,

o(u,v) = (au + b, (¢1 cosu + casinu) cos v, (¢ cos u + cosinw) sin v). (3.46)
seklinde yeniden yazlabilir, [2].

Genelligi bozmayacag i¢in, (3.46) parametrizasyonunda ¢; = a = 1,5 = b =0

alinabilir. O zaman (3.46) parametrizasyonu,
o(u,v) = (u,cosucosv,cosusinv) (3.47)
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olur. (3.47) parametrizasyonuna sahip donel yiizeyin grafigi Sekil 3.9 deki gibidir:

Sekil 3.9 v(u) = (u,cosu,0) ve timelike eksenli donel yiizey

(3.45) denkleminde a,b € R igin, f = f(u) fonksiyonu lineer olsun. Buna gore,

(3.45) denklemi degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme déniisiir, yani;

d+Jdu+d)=0deR

olur. Elde edilen bu diferansiyel denklemin ¢oziimii;

glu) =1+ %I\/Eelrf(ul),l2 =-1

dir. Boylece, (3.28) ile verilen &, eksenli donel yiizey;

o(u,v) = (1+ %Iﬁerf(u[), (au + b) cos v, (au + b) sinv) (3.48)

seklinde yeniden parametrize edilir.

Genelligi bozmayacag icin, (3.48) parametrizasyonunda a = 1,b = 0 almabilir.

O zaman (3.48) parametrizasyonu,
1
o(u,v) = (1+ ifﬁerf(uf),ucosv,usinv) (3.49)
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seklinde bulunur. (3.49) in grafigi Sekil 3.10 deki gibidir:

2408 1216

1
Sekil 3.10 y(u) = (1+ §Iﬁerf(ul), u,0) ve timelike eksenli donel yiizey

c) X yiizeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin:
&y + &, eksenli timelike donel yiizeyler i¢in (3.36) esitliginde verilen ortalama

egrilik formuliinde H = 0 alinirsa,

1< (9= D" = fg") = (f =)= ()%
2 (9= H(g)? = (f)?)3?
yazilir. (3.6) esitliklerinden, Ey, Fr, G, katsayilari,

)=0 (3.50)

Er=(¢)Y - (") FL=0,Gr=(f—9)°

seklinde elde edilir.

Diger taraftan, (3.31) deki Lorentz konformal esitliklerinden,

@)= =(-97

bulunur. Béylece (3.50) denklemi,
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79 ="+ =) (f—9)=0 (3.51)

olur. Burada, a,b € R i¢in, g(u) = au+b aliniwrsa, (3.51) denklemi harmonik osilator

denklem haline gelir, yani;

"+ =Dw—f)=0

seklinde yazilir. Bu denklemin ¢6ziimii;

flu)=u+ac tanh(%(—u + )
dir. Boylece (3.29) parametrizasyonu,
1 v 02
oo(u,v) = u+ac tanh(u)(E(CQ —u))(1+ E) -
v? 1
o1(u,v) = wu(l-— 5) +u+c tanh(u)(E(CQ —u)),
c

oa(u,v) = (e tanh(u)(%(@ — )

olmak tizere
o(u,v) = (oo(u,v),01(u,v),02(u,v)) (3.52)

seklinde bulunur, [2].

Genelligi bozmayacag: igin, (3.52) parametrizasyonunda ¢; = 2,a = 1, ve ¢y =

b = 0 almabilir. O zaman (3.52) parametrizasyonu,

2 U2 2

o(u,v) = (u+ (% — 1)(~2tanh(u)), - (u = 1) + %(u — 2tanh(u)), —2tanh(u)v).
(3.53)
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elde edilir. (3.53) in grafigi Sekil 3.11 deki gibidir:

Sekil 3.11 v(u) = (u— 2tanh(u),u,0) ve lightlike eksenli donel yiizey
Benzer iglemler f = f(u) lineer fonksiyonu i¢in uygulanirsa, (3.51) denklemi,

9"+ =1)(g—u) =0

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii;

gu) =u+c tan(%(—u + ¢2))

dir. Boylece (3.29) parametrizasyonu ile verilen £, + &; donme eksenli donel yiizey;

oo(u,v) = u+c tan(u)(%(@ —u))(1+%) — %u,
o1(u,v) = u(l— 3) —Z u+c tan(u)(;l(CQ —u)),
oa(u,v) = (e tam(u)(51<c2 —u))v.

olmak {izere,

o(u,v) = (oo(u,v),01(u,v),02(u,v)) (3.54)
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seklinde yeniden parametrize edilir. .

Genelligi bozmayacag: igin, (3.54) parametrizasyonunda ¢; = 2,a = 1, ve ¢y =

b = 0 alinabilir. Boylece (3.54) parametrizasyonu,

o(u,v) = (u+(%—1)(—2tan(u)), %(u—1)+%(u—2tan(u)), —2tan(u)v). (3.55)

olur. (3.55) in grafigi Sekil 3.12 deki gibidir:

L

Sekil 3.12 y(u) = (u,u — 2tanwu,0) ve lightlike eksenli donel yiizey

3.3.2. E2, Minkowski 3-Uzayinda Spacelike Dénel Yiizeyler

Tamm 3.3.5. E32, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey ¥ olsun. ¥ yiizeyi
tizerine indirgenmis metrik pozitif tamimh yani, Riemann metrigi ise 3 ye E? uza-

yinda bir spacelike yiizey denir, [3,9].

Teorem 3.3.2. E?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda (U, ) parametrizasyonu ile

verilen,

o : UCE*—E
(u,v) — o(u,v) = (o1(u,v),o2(u,v),o3(u,v))
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o(U) yiizeyinin spacelike yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart, yiizeyin normalinin
timelike bir vektor alani, yani,

(N,N), <0

olmasidir. Burada NN, ¥ yiizeyinin birim normalidir, [9].

Onerme 3.3.1. Spacelike yiizeyler, lokal olarak {z = 0} diizleminde tammli bir

fonksiyonun grafigidir, [9].

Tanim.3.3.6. E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir spacelike yiizey ¥ olsun.
Eger, ¥ yiizeyinin ortalama egriligi H = 0 ise, X yiizeyine maksimal yiizey denir,

3,8].

Tanim 3.3.7. 7 : II — R reel degerli fonksiyon,II iizerindeki lokal koordinat

sistemi (u,v) ve indirgenmis metrik I olmak iizere, o immersiyonu

(0w 00), =0 ve oully = lloull, = e”? (3.56)

kogullarin1 saglaniyorsa, o(u,v) : I — E$ immersiyonuna konformal denir, [3].
Ornek.3.3.2. E3 Minkowski 3-uzaynda,

c : I—E}

(u,v) — o(u,v) = (cosucoshv,cosusinhv,u)

bir spacelike immersiyon olsun. ¢ nin konformal oldugunu gosterelim. Bunun igin,

o nin kismi tiirevleri, sirasiyla,

0y = (—sinucoshv,—sinusinhwv,1)

0, = (cosusinhwv,cosucoshv,0)
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seklindedir. Buradan gerekli iglemler yapilirsa

(Ou; 00), = 0 ve loull, = llowll,

olur. Dolayisiyla o(u,v), konformaldir.

E2, 3-boyutlu Minkowski uzayinda ¥ bir spacelike yiizey olsun. Simdi,(3.27)-
(3.29) ile verilen o parametrizasyonlari icin H ortalama egriliklerini ve o ifadelerini

hesaplayalim:

Duruml. ¥ yiizeyi (3.27) parametrizasyonu ile verilsin. ¥ yiizeyinin . ve I1.

temel form katsayilari, sirasiyla,

EL - _(f,)2+ (g,)27FL :OvGL = f2
ve
_g/f// + f/g// _fg/

R e e VO Ea P
seklindedir. Son degerler (3.25) ve (3.5) esitliklerinde goz oniine alinirsa,

(3.57)

g LG+ 1) =g ()~ (9)?)
2 F(=(f)2+ (9)2)%2

ve

1 1 /I /
TS CrEr e )

elde edilir.
Benzer sekilde, diger yiizeyler i¢in de ayni islemler uygulanilirsa, yiizeylerin or-
talama egrilikleri ve o parametrizasyonlarinin normal bileseni bulunabilir. Boylece,

asagidaki teoremin ispat1 tamamlanmig olur:
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Teorem 3.3.3. K2, 3-boyutlu Minkowski uzayinda ¥, H ortalama egrilikli bir
spacelike yiizey ve o : 3 — E? bir immersiyon olsun. O zaman, asagidaki esitlikler

saglanir:

(a) X yiizeyi (3.27) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) difer-

ansiyellenebilir fonksiyonlari,

f(g/f//+ f/g//> _g/(_<g/)2 + (f/)Z)
F=()2 + (g)2)%2

1
2

H =5

), (3.58)

ve

I !/

—gf)

1
1 _
T T e
diferansiyel denklemlerini saglar. Burada f  ve ¢  fonksiyonlari, sirasiyla, %, d";—(u“)

ifadelerini gostermektedir.

(b) ¥ yiizeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) dife-

ransiyellenebilir fonksiyonlari,

_ Ly =rg) =g () = (¢)°)
= 2( f(=(g)?+ (f/)2)3/2 ), (3.59)

ve

L 1 : :
N e R S B TEA AR

diferansiyel denklemlerini saglar.

(c) ¥ yiizeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman, p(u) = f(u) —g(u) #

0 fonksiyonu,

i - L= DW= 19 = (= ) = ()

2 (g — f)(—(g)2+ (f)2)3/2 )=0 (3.60)

ve

39



1
1 / /
T T e Y

diferansiyel denklemlerini saglar.
o : II — E? parametrizasyonu ile verilen spacelike dénel yiizeyinin ortalama

egriligi H = 0 oldugunda yiizey maximaldir. Simdi, yukarida verilen diferansiyel

denklemlerin A = 0 icin, 6zel ¢oziimlerini hesaplayalim:.

a) ¥ yiizeyi (3.27) parametrizasyonu ile verilsin:
&, eksenli spacelike donel yiizeyler igin (3.57) esitliginde verilen ortalama egrilik

formuliinde H = 0 alinirsa,

f(g/f// _ f/g//) _ g’((f’)2 _ (91)2))
f((g)? = (f)2)32
elde edilir. (3.6) esitliklerinden, Ep, Fy, G| katsayilar,

—0 (3.61)

Ep=—(")?+(g)FL.=0,G,= [

bulunur.
Diger taraftan, (3.56) deki Lorentz konformal esitliklerinden,
(P +@)>P=r
yazilir. Bu ifade (3.61) denkleminde yerine yazlip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,
g f'+f'd+gf=0 (3.62)
elde edilir.

(3.62) denkleminde, a,b € R i¢in, g(u) = au + b alimirsa, bu denklem harmonik

osilator denklem haline gelir, yani;
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"+ =0

olur. Bu denklem coziiliirse,

f(u) = ¢y cosu+ cysinu.

bulunur. Dolayisiyla (3.27) parametrizasyonu,

o(u,v) = ((¢1 cosu + cosinu) coshv, (¢; cosu + cosinu) sinhv, au+0).  (3.63)
seklinde yazilir, [3].

Genelligi bozmayacag i¢in, (3.63) parametrizasyonunda ¢; = a = 1,c0 = b =0

alinabilir. O zaman (3.63) parametrizasyonu,
o(u,v) = (cosu cosh v, cosusinh v, u) (3.64)

olur. (3.64) in grafigi Sekil 3.13 deki gibidir:

Sekil 3.13 v(u) = (cosu,u,0) ve spacelike eksenli donel yiizey

Simdi, (3.62) denkleminde a,b € R i¢in, f(u) = au + b almrsa, bu denklem

degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denkleme déniisiir, yani;
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d"+4d(u+d)=0,deR

olur. Elde edilen diferansiyel denklemin ¢oziimii;

1
glu) =1+ §[ﬁerf(u1),[2 =-1

dir. Boylece, (3.27) ile verilen &, eksenli donel yiizey,

o(u,v) = ((au + b) coshv, (au + b) sinh v, 1 + %Iﬁerf(u[)) (3.65)

seklinde yeniden parametrize edilir.

Genelligi bozmayacag i¢in, (3.65) parametrizasyonunda ¢; = ¢co = a =1, =0

alinabilir. Boylece (3.65) parametrizasyonu,
1
o(u,v) = (ucoshwv,usinhv, 1 4+ §Iﬁerf(u1)) (3.66)

seklinde elde edilir. (3.66) in grafigi Sekil 3.14 deki gibidir:

1
Sekil 3.14 v(u) = (u,1+ §]ﬁerf(ul), 0) ve spacelike eksenli donel yiizey

a) ¥ yiizeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin:
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&, eksenli spacelike donel yiizeyler igin (3.59) esitliginde verilen ortalama egrilik

formuliinde H = 0 alinirsa,

(f(g//f/ _ f//g/) + g/((f/)2 _ (g/)2)
f(=(g)? + (f)?)%?
elde edilir. (3.6) esitliklerinden, Ey, Fr, G katsayilari,

) =0 (3.67)

Er=(f)?=(¢) FL=0,G,=f?

seklinde bulunur.

Diger taraftan, (3.56) deki Lorentz konformal esitliklerinden,

(72 = (g = 2

yazilir. Bu ifade (3.67) denkleminde yerine yazilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

g'f'=1"9+4f=0 (3.68)

elde edilir.

(3.68) denkleminde, a,b € R i¢in, g(u) = au 4+ b alimirsa, bu denklem harmonik

osilator denklem haline gelir, yani;

fr-f=0

olup, c¢oziimii;

fu) = cre® + coe™

olur. Boylece (3.28) ile verilen spacelike maksimal donel yiizeyi,

o(u,v) = (au + b, (c1e” 4 cae™ ") cos v, (cre" + cae™ ) sinv) (3.69)
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seklinde yazlabilir, [3].

Genelligi bozmayacag igin, (3.69) parametrizasyonunda ¢; = %,02 = —%,a =
1,b = 0 alimabilir. O zaman (3.69) parametrizasyonu,
o(u,v) = (u,sinhu cos v, sinh usinv) (3.70)

olur. (3.70) parametrizasyonuna sahip doénel yiizeyin grafigi Sekil 3.15 deki gibidir:

Sekil 3.15 v(u) = (u,sinhu,0) ve timelike eksenli donel yiizey

(3.68) denkleminde a,b € R igin, f = f(u) fonksiyonunu lineer alalim. O zaman,

(3.68) denklemi degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklemine doniisiir, yani;

d' +glu+d) =0decR
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dir. Elde edilen diferansiyel denklemin ¢oziimii;

glu) =1+ %I\/Eelrf(uf),f2 =-1

dir. Boylece, (3.28) ile verilen &, eksenli donel yiizey

o(u,v) = (1+ %Iﬁerf(u[), (au + b) cosv, (au + b) sinv) (3.71)

seklinde yeniden parametrize edilir.

Genelligi bozmayacag icin, (3.71) parametrizasyonunda a = 1,b = 0 alimirsa,

(3.71) parametrizasyonu,
1
o(u,v) = (1+ 51\/7_rerf(ul),ucosv,usinv) (3.72)

olur. (3.72) in grafigi Sekil 3.16 deki gibidir:

1
Sekil 3.16 v(u) = (1+ ifﬁerf(ul), u,0) ve timelike eksenli donel yiizey
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c) X yiizeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin:
&, + &, eksenli spacelike donel yiizeyler i¢in (3.59) de verilen ortalama egrilik

formuliinde H = 0 alinirsa,

L= DS = F'9") — (f — 9N = (9)?)
9= DR~ (@)
elde edilir. (3.6) egitliklerinden, Ey, Fy, G, katsayilar,

) =0 (3.73)

Er=(f)?— () FL=0,Gp = (f — g)

seklinde bulunur.

Diger taraftan, (3.56) deki Lorentz konformal esitliklerinden,

(2= =(-97

olur. Bu ifade (3.73) denkleminde gz 6niine alinirsa,

' ="t +(@ = f)g-f)=0 (3.74)
elde edilir. (3.74) de, a,b € R igin, g(u) = au + b alinirsa, harmonik osilator

denklemine doniisiir, yani;

7= =Du—f) =

olur. Bu denklemin ¢oziimii,

fw)=u—c tan(%(u + ¢a))

dir. Boylece (3.29) parametrizasyonu
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oo(u,v) = u(l+ %) — %(u - tan(%(u — ),
o1(u,v) = %%—(1— %)(u—cltan(%(u—@)),
oa(u,v) = uwv—v(u—c tan(%(u —c2)))
olmak tizere
o(u,v) = (oo(u,v),01(u,v),oo(u,v)) (3.75)

seklinde yazilir, [3].

Genelligi bozmayacag icin, (3.75) parametrizasyonunda ¢; = 2,a = 1, ve ¢3 =

b = 0 almursa, (3.75) parametrizasyonu,

o(u,v) = (u— 2tanu,u + (v — 2) tan u, 2v tan u). (3.76)

olur. (3.76) in grafigi Sekil 3.17 deki gibidir:

Sekil 3.17 y(u) = (u—2tanu,u,0) ve lightlike eksenli donel yiizey

Benzer iglemler f = f(u) = w lineer fonksiyonu i¢in uygulanrsa, (3.74) denklemi,
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9"+ —1D(u—-9g)=0

olur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii;
gw) =u+a tanh(CQ—l(—u + ).

seklindedir. Boylece (3.7) parametrizasyonu ile verilen &, + £, dénme eksenli dénel

yuzey;

U2

oo(u,v) = u+c tanh(u)(%(cg —u))(1+ 5) - %u,

o1(u,v) = u(l— %) +u+c tanh(u)(%(@ —u)),

oo(u,v) = (cltanh(u)(%(@—u)))v

olmak tizere,

o(u,v) = (oo(u,v),01(u,v), oo(u,v)) (3.77)

seklinde yeniden parametrize edilir.
Genelligi bozmayacag i¢in, (3.77) parametrizasyonunda ¢; = 2 ve ¢y = 0 alinirsa,

o(u,v) = (u+ (% —1)(—2tanh(u)), %m 1)+ %w — 2tanh(u)), —2 tanh(u)v)

(3.78)
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elde edilir. (3.78) in grafigi Sekil 3.18 deki gibidir:

Sekil 3.18 v(u) = (u,u — 2tanhu,0) ve lightlike eksenli donel yiizey
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4. B3, OKLIiD 3-UZAYINDA SELF-SIMIiLAR YUZEYLER

4.1. E? de, Monge parametrizasyonu ile verilen self-similar yiizeyler

Tamim 4.1.1. ¥ C E? yiizeyi,

H+ Mot =0 (4.1)

esitligini saglarsa, bu yiizeye self-similar (kendisine benzer) yiizey denir. Burada ot

vektorii ile o in normal bilegeni gosterilmektedir, [4,5].
Onerme 4.1.1. ¥ C E? yiizeyinin self-similar yiizey olmasi icin gerek ve yeter

sart;

¢G + gE — 2fF + 2\(EG — F?)2 det(0, 7, 5,) = 0 (4.2)

olmasidir, [4,5].

Sonug 4.1.1. ¥ C E3? yiizeyi, o(u, v) regiiler parametrizasyonu ile verilen sabit
ortalama egrilikli (H # 0) bir yiizey olsun.X nin self-similar yiizey olmas i¢in gerek

ve yeter gart
(EG — FHY2 det(0,0,,0,) # 0
olmasidur, [6].
Tamm 4.1.2. ¥ C E3 yiizeyi,

o(u,v) = (u,v, f(u,v)) (4.3)

parametrizasyonu ile verilsin. E? de (4.3) ile verilen ¥ yiizeyine Monge paramet-

rizasyonuna sahip yiizey denir, [6,7,13].
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(4.3) de o parametrizasyonu ile verilen yiizeyin kismi tiirevleri, sirasiyla,

ou = (1,0, fu),
o, = (0,1, 1),
Oww = (0,0, fuu),
0w = (0,0, fun),
ow = (0,0, fun)

seklindedir.

Yukaridaki ifadeler (2.3) ve (2.5) esitliklerinde goz 6niine alinirsa,

ve
E — fuu } — f’U/U ‘6 — fU’U
L+ (fu)? + (f))7277 (L4 ()2 + (f)DV27 0 (L4 (fu)? + (f0)2)'?
(4.5)
elde edilir. Ayrica,
det(o,0u,0,) = f — (ufu —vfy) (4.6)

dir.

Boylece, (4.4)-(4.6) esitlikleri (4.2) da yerine yazilirsa

Fun(L+(F)*) 4 (U (Fu)?) = 2fufo fuw+ 200+ (fu)* + (F)2)(f = (wfu —vf0)) = O
(4.7)
bulunur, [6].

Buradan asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 4.1.1. ¥ C [E? yiizeyi (4.3) Monge parametrizasyonu ile verilen bir
yiizey olsun.X nin self-similar yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart (4.7) esitliginin

saglanmasidir, [6].

Tamm 4.1.3. ¥ C E3 yiizeyi,

a(u) = (u,0,h(u)), B(v) = (0, v, g(v)) (4.8)
uzay egrilerinin toplami olarak tanimlanirsa, bu yiizeye 6teleme yiizeyi denir. Boylece

¥ C E3 6teleme yiizeyi;

o(u,v) = (u,v, h(u) + g(v)) (4.9)

Monge parametrizasyonu ile tanimlanir, [6].

Sonug 4.1.2. ¥ C E? steleme yiizeyi olsun.X nin self-similar yiizey olmasi icin

gerek ve yeter sart,
WL+ (9)%) + 9" (L4+ (1)) + A1+ (9)* + (1)) (h+g —uh' +vg) =0 (4.10)
olmasidir, [6].

Teorem 4.1.2. ¥ 6teleme yiizeyi, sabit ortalama egrilikli (H # 0) bir yiizey
olsun. Bu taktirde X yiizeyi,

h(u) = —12—;@2\/ 1+ 4H?*u?, g(v) = —av (4.11)

parametrizasyonu ile verilen bir yiizeydir. Burada a < 1 ve sifirdan farkli pozitif bir
sabittir, [6].

Boylece (4.10) ve (4.11) esitlikleri kullamlarak agagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1.3. 3- boyutlu Oklid uzay1 E? de sifirdan farkl sabit ortalama egrilikli

self-similar bir 6teleme yiizeyi yoktur, [6].
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4.2. E? de, Self-Similar Dénel Yiizeyler

Tamm 4.2.1. ¥ C E? yiizeyi,

o(u, ) = (£(u), g(u) cos v, g(u) sinv) (4.12)
parametrizasyonu ile verilsin. E? de (4.12) ile verilen ¥ yiizeyine donel yiizey denir,
[6,7].

(4.12) de verilen o parametrizasyonunun kismi tiirevleri, sirasiyla,

0y = (fu,gucosv,g,sinv),

o, = (0,—gsinv, gcosv),
Ous = (fuws Guu COSV, Guu SN V),
Ow = (fuvy —gusinv, g, cosv),
0w = (0,—gcosv,—gsinv)

seklindedir.
Yukaridaki ifadeler (2.3) ve (2.5) esitliklerinde goz 6niine alinirsa,

E=(f) + (9. F =0,G = ¢* (4.13)

ve

9fu

° (fu2 + 9.2)172

gufuu - fuguu }

EETRI .

:0752

elde edilir. Ayrica;

det(o,0u,00) = g(f9u — 9/fu) (4.15)
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dir.

Boylece (4.13)— (4.15) esitlikleri (4.2) esitliginde goz oniine alinirsa,

9(Gufun — Fubun) + Fu(f2 + 9°) + 202 (£ + 0.5 (fgu — 9fu) =0 (4.16)
elde edilir, [7].

Teorem 4.3.1. ¥ C [E? yiizeyi (4.12) parametrizasyonu ile verilen bir dénel
yiizey olsun.X nin self-similar yiizey olmasi igin gerek ve yeter sart (4.16) esitliginin

saglanmasidir, [6].
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5. B3, MINKOWSKI 3-UZAYINDA SELF-SIMILAR DONEL YUZEYLER

Y. C E3 yiizeyinin self-similar olmasi igin, (4.1) sartim saglamas gerekir. Yiizeyin
minimal olmasi halinde, o bileseni sifir olamayacagindan A degerinin sifir olmasimin
gerekliligi agiktir. Bu boliimde, E? deki (4.1) sartim saglayan timelike minimal donel

yiizeyler icin bazi karakterizasyonlar ve érnekler verilecektir:

5.1. Spacelike donme eksenli self-similar timelike donel yiizeyler

¥ yiizeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin. Yani,

o(u,v) = (f(u) sinhv, f(u) cosh v, g(u)), f(u) > 0
olsun. Bu yiizeyin ortalama egriligi ve o konum vektoriiniin normal uzay iizerine

izdiigtim vektorii Teorem 3.3.2 de verildi. Boylece agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.1.1. ¥, (3.26) parametrizasyonu ile verilen spacelike dénme eksenli
timelike donel yiizey olsun. ¥ yiizeyinin self-similar yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter

sart,
" =1g") =g (&) + () + 22 ((¢) + () fd —gf)=0  (5.1)

olmasidir.
Ispat. (3.26) de diferansiyel alinip, (3.33) ve (4.1) esitlikleri kullanilarak goste-

rilebilir.

Simdi, (3.27) parametrizasyonu ile verilen spacelike dénme eksenli, yani,

(1, v) = (f(u) cosh v, f(u) sinh v, g(u)), f(u) > 0
donel yiizeyi i¢in benzer adimlar izlenilirse, yine, Teorem 3.3.2 den, asagidaki

teorem verilebilir:
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Teorem 5.1.2. ¥, (3.27) parametrizasyonu ile verilen spacelike dénme eksenli

donel yiizey olsun. ¥ yiizeyinin self-similar yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart,
FG "= F9) + g () = () + 22 () = ())(f'g—9f) =0  (52)

olmasidir.
Ispat. (3.27) de diferansiyel almip, (3.34) ve (5.1) esitlikleri kullanilarak goster-
ilebilir.

Ornek 5.1.1. (3.41) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yiizeyi (5.

dereceden catenoid), A = 0 durumunda self-similardir.

Ornek 5.1.2. (3.43) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yiizeyi (Catenoid),

A = 0 durumunda self-similardir.

Sonug.5.1.1. Minkowski 3-uzayda bir minimal yiizey, A # 0 durumunda self-

similar olamaz.
5.2. Timelike donme eksenli self-similar timelike d6nel yiizeyler

Y yilizeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin. Yani,

o(u,v) = (g(u), f(u)cosv, f(u)sinv), f(u) >0

olsun. Bu yiizeyin ortalama egriligi ve o0 konum vektoriiniin normal uzay iizerine

izdiigiim vektorii Teorem 3.3.2 de verildi. Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.2.1. X, (3.28) parametrizasyonu ile verilen spacelike dénme eksenli

donel yiizey olsun. X yiizeyinin self-similar yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
FUf"g = 19" =g (f)? = (¢)*) + 20 ((¢) = ())(f'g—df)=0  (53)
olmasidir.
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Ispat. (3.28) de diferansiyel almip, (3.35) ve (5.1) esitlikeleri kullanilarak gos-

terilebilir.

Ornek 5.2.1. (3.46) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yiizeyi (3.

dereceden catenoid), A = 0 durumunda self-similardir.

Ornek 5.2.2. (3.49) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yiizeyi (Catenoid),

A = 0 durumunda self-similardir.

5.3. Lightlike donme eksenli self-similar timelike donel yiizeyler

Y yiizeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin. Yani,

o(u,v) = (F(u) + Sp(w), g(u) + Fp(u). p(u)o)

olsun. Bu yiizeyin ortalama egriligi ve ¢ konum vektoriiniin normal uzay iizerine

izdiistim vektorii Teorem 3.3.2 de verildi. Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.3.1. X, (3.29) parametrizasyonu ile verilen spacelike dénme eksenli

donel yiizey olsun. ¥ yiizeyinin self-similar yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart,

(f=9)(f"g =g"f)+ (' =) (f)* = (d))+2M(f = 9)((¢)* = (f))g'f = f'g) =0
(5.4)

olmasidir.
Ispat. (3.29) de diferansiyel alimip, (3.36) ve (5.1) esitlikleri kullanilarak goste-

rilebilir.

Ornek 5.3.1. (3.63) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yiizeyi, A = 0

durumunda self-similar yiizeydir.

Ornek 5.3.2. (3.65) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yiizeyi, A = 0

durumunda self-similar yiizeydir.
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6. SONUC

Minkowski uzay1 Oklidyen uzaya kiyasla daha karmasik ve daha zengin bir geo-
metrik yapiya sahiptir. Ornegin, Minkowski 3-uzaymda verilen dénel yiizeyler iic
farkli donme eksenine, sirasiyla, spacelike, timelike ve lightlike (null) eksenlerine
sahiptir. Bu sebeple, Oklidyen uzaya kiyasla Minkowski uzayinda dénme, iic¢ farkh
durum igin gergeklesmektedir. Minkowski 3-uzayinda verilen yiizeylerin genel 6zel-
likleri ve bu ii¢ durum iiciincii boliimde ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Diger yandan, Minkowski uzayinda verilen yiizeylerin normal vektorlerinin ko-
numlarina gore de spacelike, timelike ve lightlike ytizeyler olarak isimlendirildigini
biliyoruz. Bu c¢alismada, Minkowski uzayinda spacelike ve timelike donel yiizey-
lerinin baz1 geometrik ozellikleri incelenmistir. Daha sonrasinda, bu yiizeylerin

L, normal bilesenlerine dair baz

ortalama egrilikleri A ve konum vektorlerinin o
karakterizasyonlar {iciincii boliimiinde verilmigtir.

Yine iigiincii boliimde, timelike (spacelike) donel yiizeylerin farkli dosnme ekseni
sonucu olugan parametrizasyonlari, yiizeyin minimal (maximal) ve lorentz konformal
(konformal) olma durumu goz 6niine alinarak yeniden parametrize edilmig ve elde
edilen parametrizasyonlara iligkin 6rnekler verilmigtir.

Asli egrilik akigi (MCF), bir Riemann manifoldunun, n-boyutlu altmanifoldun-
daki uzayda bolge fonksiyonunun gradient akisidir, acik¢a bir altmanifoldun kendi
ortalama egriliginin hareketidir, yani bir yer degistirme islemidir. Bu da altmani-
foldun konum fonksiyonu i¢in kismi diferansiyel denklemlerin bir non-lineer parabo-
lik sistemini meydana getirmektedir. MCF’nin bir ¢zel ¢oziimii olan self-similar
¢oziimleri, yani, (4.1) kosulunu, saglayan baz yiizeyler bu ¢aligmamn dérdiincii
boliimiinde incelenmigtir.

Besginci boliimde, B2, Minkowski 3-uzayimnda timelike minimal donel yiizeylerin,
sirasiyla, spacelike, timelike, lightlike donme eksenleri igin (4.1) sart1 ayr1 ayr1 in-

celenmistir. Incelemeler sonucunda, bu yiizeylere iliskin bazi karakterizasyonlar ve



ornekler verilmigtir.
Bu galigmada bulunan sonuglar, E$, Minkowski 3-uzayinda verilen tiim yiizeyler
i¢in incelenebilir. Ayrica, Timelike (spacelike) yiizeylerin Lorentz konformal (kon-

formal) olma sartlar1 diginda gesitli 6zel sartlar i¢in de incelenebilir, farkl sonuglar

elde edilebilir.
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