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ÖZET

M·INKOWSK·I 3-UZAYINDA SELF-S·IM·ILAR DÖNEL YÜZEYLER

Bu çal¬̧sma beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬ld¬.

·Ikinci bölümde; temel tan¬m ve teoremlere yer verildi.

Üçüncü bölümde; E31, Minkowski 3-uzay¬nda yüzeylerin genel özellikleri incelendi.

Daha sonra, özel olarak dönel yüzeylerin genel özellikleri incelendi. ·Ilk olarak, E31,

Minkowski 3-uzay¬nda timelike dönel yüzeyler incelendi. Ayr¬ca, E31 de verilen time-

like minimal dönel yüzeylerin Lorentz konformal şart¬; s¬ras¬yla, spacelike, timelike

ve lightlike dönme eksenleri için ayr¬ayr¬ifade edildi. Bu alt bölümde orijinal olarak;

E31 de verilen timelike dönel yüzeylerin genel parametrizasyonlar¬için ortalama e¼gri-

likleri ve konum vektörlerinin normal bileşenleri hesapland¬. Ek olarak, timelike

dönel yüzeyler için, [2] de verilen karakterizasyonlar¬tamamlad¬k. ·Ikinci olarak da,

E31, Minkowski 3-uzay¬nda spacelike dönel yüzeyler incelendi. E31 de verilen spacelike

maksimal dönel yüzeylerin konformal şart¬; s¬ras¬yla, spacelike, timelike ve lightlike

dönme eksenleri için ayr¬ayr¬hesapland¬. Bu bölümde orijinal olarak; E31 de verilen

spacelike dönel yüzeyler için, [3] de verilen karakterizasyonlar tamamland¬.

Dördüncü bölümde; E3, Öklid 3-uzay¬nda self-similar yüzeyler verildi.

Son bölüm de ise; E31, Minkowski 3-uzay¬nda timelike minimal dönel yüzeylerin

self-similar şart¬, s¬ras¬yla, spacelike, timelike, lightlike dönme eksenleri için ayr¬

ayr¬incelendi. Orijinal olarak bu yüzeyler için karakterizasyonlar ve bunlara ili̧skin

örnekler verildi.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-Uzay¬, Minkowski 3-Uzay¬nda Dönel Yüzeyler,

Self-Similar Yüzeyler, Timelike ve Spacelike Yüzeyler.
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SUMMARY

M·INKOWSK·I 3-UZAYINDA SELF-S·IM·ILAR DÖNEL YÜZEYLER

This thesis contain �ve chapter.

In �rst chapter, we give place to entry.

In second chapter, basic de�nitions and concepts are given.

The third chapter is investigated general properties of surfaces in Minkowski

3-space. After,we examined general features of surfaces of revolution. Firstly, time-

like surfaces in E31, Minkowski 3-space are researched. Additionally, whether these

surfaces satisfy Lorentz conformal condition or are examined for theirs spacelike,

timelike and lightlike axis,respectively. Originally, in this subchapter, mean curva-

tures and the normal component of theirs position vector.was calculated for general

parametrizations of timelike surfaces of revolution in E31, Minkowski 3-space. Ad-

ditionally, we completed characterization of timelike surfaces of revolution in E31,

Minkowski 3-space given in [2]. Secondly, spacelike surfaces in E31, Minkowski 3-

space are mentioned. In addition, whether these surfaces satisfy conformal con-

dition or are examined for theirs spacelike, timelike and lightlike axis,respectively.

Originally, in this subchapter, we completed characterization of spacelike surfaces

of revolution in E31, Minkowski 3-space given in [3].

In the fourth chapter, we investigated self-similar surfaces in E3.

In last chapter, self-similar condition is inspected for timelike surfaces in E31,

Minkowski 3-space of theirs spacelike, timelike and lightlike axis,respectively. And

originally, we obtain some characterizations and give examples concerning these

results.

Keywords: Minkowski 3-Space, Surfaces of Revolution in Minkowski 3-space ,

Self-Similar surfaces, Timelike and Spacelike Surfaces.
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Şekil 3.3. Küre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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Şekil 3.8. 
(u) = (u; 1� 1
2
I
p
� erf(uI); 0) ve spacelike eksenli dönel yüzey. . . . . . .30
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Şekil 3.17. 
(u) = (u� 2 tanu; u; 0) ve lightlike eksenli dönel yüzey . . . . . . . . . . . . . 47
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1. G·IR·IŞ

Minkowski Uzay¬, Alman matematikçi Hermann Minkowski taraf¬ndan, 1907

y¬l¬nda ifade edilmi̧stir. Gerek matematik ve gerekse �zikte Minkowski uzay¬, Ein-

stein�¬n iza�yet teorisini formüle etmek için en uygun yöntemdir. Minkowski uzay¬

Öklidyen uzaya k¬yasla daha karmaş¬k ve daha zengin bir geometrik yap¬ya sahip-

tir. Örne¼gin, Minkowski 3-uzay¬nda verilen dönel yüzeyler üç farkl¬ dönme ek-

senine, s¬ras¬yla, spacelike, timelike ve lightlike (null) eksenlerine sahiptir. Bu

yüzden, Öklidyen uzaya k¬yasla Minkowski uzay¬nda dönme, üç farkl¬durum için

gerçekleşmektedir. Ayr¬ca, Minkowski uzay¬nda yüzeylerin normal vektörlerinin

konumlar¬na göre de spacelike, timelike ve lightlike yüzeyler olarak isimlendirildi¼gini

biliyoruz. E¼ger yüzeyin normal vektörü spacelike (s¬ras¬yla, timelike, lightlike)

ise, ozaman yüzey timelike (s¬ras¬yla, spacelike, lightlike) yüzey olarak adland¬r¬l¬r.

Yüzeyler teorisinde önemli özeliklere sahip olan dönel yüzeyler, Minkowski uza-

y¬nda uzun y¬llard¬r çal¬̧s¬lmakta olup bu alanda halen yeni çal¬̧smalar yap¬lmak-

tad¬r. [1,2,3,10,15] çal¬̧smalar¬nda Minkowski 3-uzay¬nda dönel yüzeyler için baz¬

s¬n¬�and¬rmalar yap¬lm¬̧st¬r.

Self-similar yüzeyler; E3 ve E4 Öklidyen uzayda [6,7] ve Cn de [4] çal¬̧s¬lm¬̧s

ve bu uzaylarda verilen baz¬ yüzeyler için karakterizasyonlar elde edilip örnekler

verilmi̧stir. Asli e¼grilik ak¬̧s¬(MCF), bir Riemann manifoldunun, n-boyutlu altma-

nifoldundaki uzayda bölge fonksiyonunun gradient ak¬̧s¬d¬r, aç¬kça bir altmanifoldun

kendi ortalama e¼grili¼ginin hareketidir, yani bir yer de¼gi̧stirme i̧slemidir. Bu da alt-

manifoldun konum fonksiyonu için k¬smi diferansiyel denklemlerin bir non-lineer

parabolik sistemini meydana getirmektedir, [16,17,18,19]. Araşt¬rmac¬lar¬n genel

olarak üzerinde çal¬̧st¬klar¬konu; MCF�nin bir özel çözümü olan self-similar çözüm-

leri ile ilgilidir, [4].

Bu çal¬̧smada; E31, Minkowski 3-uzay¬nda yüzeylerin genel özellikleri verildi.

Öncelikli olarak E31 de verilen bir timelike dönel yüzeyin ortalama e¼grili¼gi ve konum

1



vektörünün normal uzaya izdüşümü karakterize edildi. [2] de Lorentz konformal

koşulunu sa¼glayan timelike dönel yüzeyler incelenmi̧sti ve karakterizasyonlar ve-

rilmi̧sti. Bu çal¬̧smada bu karakterizasyonlar tamamland¬ve bunlara ili̧skin örnekler

verildi. Benzer ad¬mlar, E31 de verilen bir spacelike dönel yüzeyler için de yap¬ld¬. Son

olarak Minkowski 3-uzay¬nda verilen timelike minimal dönel yüzeylerin self-similar

yüzey olma durumlar¬ incelenerek bunlara ili̧skin karakterizasyon ve örnekler ver-

ildi. Ayr¬ca, bu çal¬̧sman¬n 3. ve 5. Bölümlerde orijinal k¬s¬mlar bulunmaktad¬r. Bu

çal¬̧sma boyunca nümerik çözümleri elde etmek için Mapple14 kullan¬ld¬, [20].

2



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Frenet Çat¬s¬ve E¼grilikleri


 : I �! En regüler parametrik bir e¼gri olsun.Bu taktirde 8t 2 I için 
 n¬n

yüksek mertebeden türevleri 

0
(t); 


00
(t); 


000
(t); :::; 
(r)(t); (r � n) lineer ba¼g¬ms¬z

ve 

0
(t); 


00
(t); 


000
(t); :::; 
(r)(t); 
(r+1)(t) lineer ba¼g¬ml¬ise 
 e¼grisine r-rankl¬Frenet

e¼grisi ad¬verilir. Bu durumda r-rankl¬bir Frenet e¼grisi En nin r-boyutlu alt uzay¬nda

yatacakt¬r. En nin r-boyutlu alt uzay¬n¬�r(t) ile gösterelim.

Bu alt uzay, 

0
(t); 


00
(t); 


000
(t); :::; 
(r)(t) vektörleri ile gerildi¼ginden �r(t) ye 


e¼grisinin r. nci oskülatör uzay¬denir. Aç¬k olarak �1(t) � �2(t) � ::: � �r(t)

dir. E¼ger 
, r-rankl¬bir Frenet e¼grisi ise 

0
(t); 


00
(t); 


000
(t); :::; 
(r)(t) vektörlerine

Gram-Schmidt ortonormalleştirme metodu uygulayarak V1(t); V2(t); V3(t); :::; Vr(t)

ortonormal r-çat¬s¬(Serret-Frenet Vektörleri) elde edilir, [8].

Teorem 2.1.1.


 : I �! En r-rankl¬birim h¬zl¬bir Frenet e¼grisi olmak üzere 
 n¬n ortonormal

çat¬s¬V1(t); V2(t); V3(t); :::; Vr(t) nin türevleri,

V
0

1 (t) = �1(t)V2(t)

V
0

i (t) = ��i�1(t)Vi�1(t) + �i(t)Vi+1(t) (2.1)

V
0

r (t) = ��r�1(t)Vr�1(t); (2 � i � r � 1)

dir.

3



Burada �1; :::; �r�1 : I �! R fonksiyonlar¬
 n¬n Frenet e¼grilik fonksiyonlar¬d¬r,

[8].

Aç¬klama 2.1.1.

V1(t); V2(t); V3(t); :::; Vr(t) vektörlerine Frenet r-çat¬s¬ ve (2.1) eşitliklerine de

Frenet denklemleri ad¬ verilir. Bu denklemler matris formunda aşa¼g¬daki şekilde

yaz¬l¬r;

26666666664

V
0
1

V
0
2

V
0
3

:::

V
0
r

37777777775
=

26666666664

0 �1 : : 0

��1 0 �2 : :

: ��2 : : :

: : : : ��r�1
0 : : �r�1 0

37777777775

26666666664

V1

V2

V3

:::

Vr

37777777775
:

2.2. En; Öklid Uzay¬nda Yüzeyler

Tan¬m.2.2.1. U, E2 uzay¬n¬n irtibatl¬bir aç¬k alt cümlesi olmak üzere, � : U �

E2 ! En, düzgün ve regüler bir dönüşüm olsun.� : U � E2 ! �(U) dönüşümü

bir homeomor�zm ise �(U) cümlesine, E3 uzay¬nda bir basit yüzey denir. �, E3

uzay¬n¬n bir alt cümlesi olsun. M nin her bir p noktas¬için p 2 �(U) ve �(U) � �

olacak biçimde bir �(U) basit yüzeyi bulunabiliyorsa � cümlesine, E3 uzay¬nda bir

yüzey denir, [8].

Tan¬m 2.2.2. � yüzeyi � : U � E2 ! En parametrizasyonu ile verilsin. � nin

p 2 �(u; v) noktas¬ndaki te¼get uzay¬Tp(M) , �u ve �v ile gerilen bir vektör uzay¬d¬r.

Böylece � nin birinci ve ikinci temel formlar¬, s¬ras¬yla,

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 (2.2)

4



II = edu2 + 2fdudv + gdv2

eşitlikleri ile hesaplan¬r.

Burada, N birim normali olmak üzere, birinci ve ikinci temel formlar¬n¬n kat-

say¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = h�u; �ui ; F = h�u; �vi ; G = h�v; �vi ; (2.3)

ve

e = h�uu; Ni ; f = h�uv; Ni ; g = h�vv; Ni (2.4)

şeklindedir, [11].

� � E3 yüzeyinin, ikinci temel formunun katsay¬lar¬, H.Anciaux taraf¬ndan;

�
e = h�uu; �u ^ �vi ;

�
f = h�uv; �u ^ �vi ;

�
g = h�vv; �u ^ �vi (2.5)

şeklinde al¬narak yüzeyin H ortalama e¼grili¼gi,

2H =

�
eG+

�
gE �

�
2fF

(EG� F 2)3=2 (2.6)

şeklinde tan¬mland¬, [4].

Bir � � E3 yüzeyinin ortalama e¼grilik vektörü
�!
H = HN şeklinde tan¬mlan¬r.

(2.3) eşitliklerinden,

k�u ^ �vk2 = EG� F 2

bulunur. E¼ger, k�u ^ �vk 6= 0 ise �(u; v) parametrizasyonu regülerdir denir, [8].

Bundan sonra, aksi söylenmedikçe �(u; v) parametrizasyonu regüler kabul edile-

cektir.
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Önerme 2.2.1. � yüzeyi, � : U � E2 ! En parametrizasyonu ile verilsin. (2.3)

ve (2.4) eşitliklerinden, � yüzeyinin birinci ve ikinci temel formu, s¬ras¬yla,

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

II = edu2 + 2fdudv + gdv2

oldu¼gundan,

i) K =
eg � f 2
EG� F 2 ;

ii) 2H =
Eg � 2Ff +Ge
EG� F 2 ,

iii) asli e¼grilikleri H �
p
H2 �K

d¬r, [13].

2.3. Yar¬-Riemann Manifoldlar¬

Tan¬m 2.3.1. V sonlu boyutlu reel vektör uzay¬, V üzerindeki simetrik bilineer

form h; i : V � V ! R, R-bilineer fonksiyonu olsun. V üzerinde tan¬ml¬g simetrik

bilineer formu;

i) 8v 2 V ve bir u 2 V için hu; vi = 0 şart¬ sadece u = 0 için sa¼glan¬yorsa,

nondejeneredir denir.

ii) 8v 2 V ve bir u 2 V için hu; vi = 0 şart¬ sadece u 6= 0 için sa¼glan¬yorsa,

dejeneredir denir.

V üzerinde tan¬ml¬h; i : V �V ! R dönüşümü bilineer, simetrik ve nondejenere

ise h; i ye V üzerinde bir iç çarp¬m ve buradaki V vektör uzay¬na da bir iç çarp¬m

uzay¬denir, [8].

Tan¬m.2.3.2. V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form h; i olsun.

8u 2 V ve u 6= 0 için,
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i) hu; ui > 0 [< 0] pozitif [negatif] tan¬ml¬,

ii) hu; ui � 0 [� 0] yar¬pozitif [yar¬negatif] tan¬ml¬

denir, [9].

Tan¬m 2.3.3. (·Indirgenmi̧s metrik) U � E3 bir vektör altuzay , U üzerinde

bir indirgenmi̧s metrik h; ijU ;

hu; vijU = hu; vi; u; v 2 U

şeklinde tan¬mlan¬r, [9].

Tan¬m 2.3.4. (Simetrik Bilineer Formun ·Indeksi) Bir V vektör uzay¬

üzerindeki g simetrik bilineer formunun � indeksi, h; i j(W�W ) negatif tan¬ml¬olacak

şekilde verilen en büyük boyutlu W � V alt uzay¬n¬n boyutudur. h; i iç çarp¬m¬n¬n

indeksi � ise 0 � � � boyV dir. Ayr¬ca V iç çarp¬m uzay¬n¬n indeksi üzerinde tan¬ml¬

h; i ; iç çarp¬m indeksi olarak tan¬mlan¬r, [8].

Tan¬m 2.3.5. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerinde simetrik,

bilineer, nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinden h; i tensör alan¬na bir metrik

tensör denir, [8].

Tan¬m 2.3.6. Rn, n-boyutlu standart reel vektör uzay¬üzerinde her p 2 Rn ve

vp; wp 2 TpEn olmak üzere

hvp; wpi = �
�P
i=1

viwi +
nP

i=�+1

viwi

eşitli¼gi ile verilen �-indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya yar¬-Öklidyen

uzay denir ve En� ile gösterilir.

Burada 1 � i � n olmak üzere, s¬ras¬yla, vi ve wi ler, vp ve wp tanjant vektör-

lerinin bileşenidir, [8].
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Tan¬m 2.3.7. En� yar¬-öklidyen uzay¬nda � = 1 ve n � 2 için, En1 yar¬-Öklidyen

uzay¬na Minkowski (Lorentz) n-uzay denir, [8].

Tan¬m 2.3.8. �, düzgün ve s¬n¬r¬ @� olan ba¼glant¬l¬ bir yüzey (2-boyutlu

diferansiyellenebilir manifold) olsun. � : �! E31 diferansiyellenebilir dönüşümünün,

d�p : Tp�! T�(p)(E3) diferansiyel dönüşümü birebir ise � dönüşümüne immersiyon

denir. Ters Fonsiyon Teoremi gere¼gince, �; �(�) üzerinde lokal homeomor�zmdir.

E¼ger � global homeomor�zmse, � ye emmeding (gömülü) denir ve � de (� ile) E31
de gömülüdür. E¼ger vp; wp 2 Tp� için



d�p(vp); d�p(wp)

�
�(p)

= hvp; wpi

ise � dönüşümüne izometrik immersiyon denir, [9].

Tan¬m 2.3.9. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey � olsun. E¼ger her

p 2 � ve vp; wp 2 Tp� için

hvp; wpi = 0) vp = 0

önermesi sa¼glan¬yorsa, � ye E31 uzay¬nda bir nondejenere yüzey denir, [9].

Tan¬m 2.3.10. V bir Lorentz n-uzay olsun. u 2 V için,

i) hu; ui > 0 veya u = 0 ise u ya spacelike vektör,

ii) hu; ui < 0 ise u ya timelike vektör,

iii) hu; ui = 0 ve u 6= 0 ise u ya lightlike (null) vektör denir, [8].

Tan¬m 2.3.11. �; E21(u; v) de basit ba¼glant¬l¬bir bölge ve � : � ! E31 de E31
Minkowski 3-uzay¬nda bir immersiyon olsun.E¼ger her bir te¼get düzlemi üzerinde �

üzerindeki indirgenmi̧s metrik Lorentz (s¬ras¬yla, Riemann, dejenere) ise, � immer-

siyonuna timelike (s¬ras¬yla, spacelike,lightlike) denir. Başka bir deyi̧sle, � yüzeyinin
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her bir noktas¬ndaki N; lokal normal vektör alan¬spacelike (s¬ras¬yla, timelike, light-

like) vektördür, [9].

Tan¬m.2.3.12. V yar¬-Öklidyen uzay ve h; iL ; yar¬-Öklidyen metrik olmak

üzere,

i) �N = fv 2 (V � f0g) : hv; viL = 0g şeklinde tan¬ml¬�N cümlesine V nin light-

like (null) konisi,

ii) �S = fv 2 V : hv; viL � 0g şeklinde tan¬ml¬�S cümlesine V nin spacelike

konisi,

iii) �T = fv 2 (V � f0g) : hv; viL < 0g şeklinde tan¬ml¬�T cümlesine V nin time-

like konisi denir, [9].

Tan¬m 2.3.13. V bir Lorentz uzay¬ve W , V nin bir altuzay¬olsun. Bu du-

rumda;

i) h; i jW pozitif tan¬ml¬ise W ya spacelike altuzay,

ii) h; i jW nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,

iii) h; i jW dejenere ise W ya lightlike altuzay denir, [8].

Tan¬m 2.3.14. M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M üzerinde sabit

indeksli bir metrik tensör olmak üzere (M; g) ikilisine bir yar¬-Riemann manifoldu

denir, [8].

Bundan sonraki kullan¬mlarda (M; g) yar¬-Riemann manifoldunu, k¬saca M ile

gösterece¼giz.

Tan¬m 2.3.15 (Yar¬-Riemann Manifoldunun ·Indeksi)M bir yar¬-Riemann

manifoldu olsun. g nin sabit indeksine,M yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir,

[8].

Tan¬m 2.3 16. M bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. boyM � 2 ve M nin

indeksi 1 ise M ye bir Lorentz manifoldu denir. Bu tan¬ma göre bir M Lorentz

manifoldu için,
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gp(vp; wp) =
nP
i=2

vijpwijp� v1jpw1jp; p 2M; vp; wp 2 TpM

dir, [8].

Tan¬m 2.3.17. M bir Lorentz manifoldu ve � : I � R ! M bir e¼gri olsun. �

e¼grisinin te¼get vektör alan¬T olmak üzere,

i) hT; T iL > 0 ise � e¼grisine spacelike e¼gri,

ii) hT; T iL < 0 ise � e¼grisine timelike e¼gri,

iii) hT; T iL = 0 ve T 6= 0 ise � e¼grisine lightlike e¼gri denir, [8].

E¼grinin bir özel hali olan do¼gruyu göz önüne alal¬m. Do¼grunun do¼grultman vek-

törü; spacelike ise spacelike do¼gru, timelike ise timelike do¼gru, lightlike ise lightlike

do¼gru ad¬n¬al¬r.

Tan¬m 2.3.18. M bir yar¬-Riemann manifoldu ve
�
M , M nin bir altmanifoldu

olsun.

j :
�
M !M inclusion (içine) dönüşümü olmak üzere her p 2

�
M için,

(j(g))(p) = g(j(p))

şeklinde tan¬ml¬j(g) dönüşümü
�
M üzerinde bir metrik tensör ise

�
M ye M nin bir

yar¬-Riemann altmanifoldu denir.

Bundan sonraki gösterimlerde
�
M üzerindeki metrik tensör ile M üzerindeki

metrik tensörü g ile gösterece¼giz, [8].

Tan¬m 2.3.19.
�
M , M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu ve M üzerindeki

Levi-Civita konneksiyonu D olsun.

D : �(
�
M)� �(

�
M)! �(

�
M)
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indirgenmi̧s fonksiyonuna
�
M yar¬-Riemann altmanifoldu üzerine indirgenmi̧s kon-

neksiyon denir. Burada �(
�
M) ile,

�
M nin her bir p noktas¬nda Tp(M) de bir tanjant

vektörü kaŗs¬l¬k getiren, vektör alanlar¬n¬n cümlesi gösterilmektedir, [8].

Teorem 2.3.1.
�
M , M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu ve M üzerinde Levi-

Civita konneksiyonu D olsun. Her V;W 2 �(
�
M) için

DVW = tegDVW

şeklinde tan¬ml¬D fonksiyonu
�
M üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonudur, [8].

Tan¬m 2.3.20.
�
M;M nin bir yar¬-Riemann altmanifoldu olsun.

II : �(
�
M)� �(

�
M)! �(

�
M)?

şeklinde tan¬ml¬�(
�
M)? de¼gerli, bilineer ve simetrik fonksiyonuna

�
M nin ikinci temel

form tensörü (veya şekil tensörü) denir, [8].

Tan¬m 2.3.21. n�boyutlu birM yar¬-Riemann manifoldunun (n� 1)�boyutlu

bir
�
M yar¬-Riemann altmanifolduna M nin yar¬-Riemann hiperyüzeyi denir, [8].

Tan¬m 2.3.22. M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi
�
M ve

�
M nin birim normal

vektör alan¬N olsun. Her V;W 2 �(M) için,

g(S(V );W ) = g(II(V;W ); N)

şeklindeki (1,1)-tipinden tensör alan¬S ye
�
M nin N normalinden elde edilen şekil

operatörü denir.

Di¼ger bir ifadeyle, S şekil operatörü
�
M nin her p noktas¬nda,

S : �(
�
M)! �(

�
M)

bir lineer operatördür, [8].
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Teorem 2.3.2. M nin bir yar¬-Riemann hiperyüzeyi
�
M ve S de M nin normali

olan N den elde edilen şekil operatörü olsun. Bu durumda V 2 �(M) için,

S(V ) = �DVN

dir. Ayr¬ca S şekil operatörü self-adjointtir. M nin bir yar¬- Riemann hiperyüzeyi
�
M olsun.

�
M nin N normalinden elde edilen şekil operatörü S olmak üzere, her

V;W 2 �(M) için,

II(V;W ) = "g(S(V );W )N

dir.

Burada " = hN;Ni dir. Yar¬-Riemann hiperyüzeyler için Gauss denklemi, her

V;W 2 �(M) olmak üzere,

DVW = DVW + "g(S(V );W )N

şeklinde verilir, [8].
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3. E31;M·INKOWSK·I 3-UZAYI

Tan¬m 3.1.1 n�boyutlu, ��indeksli En� yar¬-Öklidyen uzay¬n¬n boyutu 3 ve

indeksi 1 olarak al¬n¬rsa, elde edilen E31 uzay¬na Minkowski 3-uzay¬denir, [8].

Tan¬m 3.1.2. E31 Minkowski 3-Uzay¬nda iki vektör
�!u ve �!v olsun. �!u =

(u1; u2; u3) ve
�!v = (v1; v2; v3) olmak üzere bu iki vektörün skaler çarp¬m¬,

h; iL : E31 � E31 ! R

(�!u ;�!v ) ! h�!u ;�!v iL = �u1v1 + u2v2 + u3v3 (3.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger �!u = �!v ise,

k�!v kL = (h
�!v ;�!v iL)

1
2

eşitli¼gi ile tan¬ml¬ k�!v kL reel say¬s¬na,
�!v vektörünün Lorentz anlam¬nda normu

denir. Normu 1 olan vektöre de Lorentz anlam¬nda birim vektör denir, [8].

Tan¬m 3.1.3. E31;Minkowski 3-uzay¬nda iki vektör u ve v olsun. u = (u1; u2; u3)

ve v = (v1; v2; v3) olmak üzere,

(u3v2 � u2v3; u3v1 � u1v3; u1v2 � u2v1) (3.2)

vektörüne u ve v nin vektörel çarp¬m¬(veya d¬̧s çarp¬m¬) denir. u � v veya u ^ v

şeklinde gösterilir.

�ij =

8<: 1; i = j

0 i 6= j
ise

9=; ei = (�i1; �i2; �i3)

olmak üzere,
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u ^ v = � det

26664
e1 �e2 �e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

37775
ya da

u ^ v = det

26664
�e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

37775 (3.3)

olarak hesaplanabilir.

Burada e1 ^ e2 = �e3, e2 ^ e3 = �e1, e3 ^ e1 = e2 dir. Saat yönünün tersi pozitif

yönü olarak al¬nm¬̧st¬r, [1,11].

Teorem 3.1.1. E31; Minkowski 3-uzay¬nda iki vektör u ve v olsun.

i) u ve v spacelike vektör ise u ^ v bir timelike vektördür.

ii) u spacelike ve v timelike vektör ise u ^ v spacelike vektördür.

iii) u spacelike ve v lightlike vektör olmak üzere hu; vi = 0 ise u ^ v lightlike

vektör, e¼ger hu; vi 6= 0 ise u ^ v spacelike vektördür.

iv) u ve v lightlike vektör ise u ^ v spacelike vektördür.

v) u timelike ve v lightlike vektör ise u ^ v spacelike vektördür.

vi) u ve v timelike vektör ise u ^ v spacelike vektördür, [8].

3.1. E31 Minkowski 3-Uzay¬nda Yüzeylerin Esas Formlar¬

M yar¬-Riemann manifoldu olarak 3-boyutlu E31 Minkowski uzay¬n¬ve
�
M yar¬-

Riemann hiperyüzeyi olarak da (U; �) parametrizasyonu ile verilen,

� : U � E2 ! E31

(u; v) ! �(u; v) = (�1(u; v); �2(u; v); �3(u; v))

14



�(U) yüzeyini göz önüne alal¬m.
�
��(

@
@u
); ��(

@
@v
)
	
lineer ba¼g¬ms¬z olmak üzere

yüzeyin vektör alanlar¬uzay¬n¬n bir baz¬
�
��(

@
@u
); ��(

@
@v
)
	
olur. K¬sal¬¼g¬n hat¬r¬için,

s¬ras¬yla, ��( @@u) ve ��(
@
@v
) yerine, �u ve �v kullanaca¼g¬z. f�u; �vg, cümlesi, yüzeyin

bir baz¬olarak al¬nabilir. Dolay¬s¬yla yüzeyin birim normali ve � nin normal bileşeni,

s¬ras¬yla,

N =
�u ^L �v

k�u ^L �vkL
(3.4)

ve

�? = h�;NiL (3.5)

şeklinde bellidir.

Yüzeyin I: temel formunu, yani, metri¼gini hesaplamadan önce baz¬ eşitlikler

verilecektir. (2.3) eşitli¼gi Tan¬m 3.1.2 de göz önüne al¬narak, bu uzaya göre yeniden

yaz¬l¬rsa,

EL = h�u; �uiL; FL = h�u; �viL; GL = h�v; �viL (3.6)

olur. (3.4) den,

hN;NiL = h
�u ^ �v
k�u ^ �vk

;
�u ^ �v
k�u ^ �vk

iL (3.7)

dir ve

ku ^ vk2L = hu ^ v; u ^ viL

= hu; vi2L � hu; uiLhv; viL

şeklinde tan¬ml¬Lagrange özdeşli¼gi (3.7) eşitli¼ginde göz önüne al¬n¬rsa,

hN;NiL = h�u; �vi2L � h�u; �uiLh�v; �viL (3.8)
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şeklinde bulunur.

Burada (3.6) eşitlikleri, (3.8) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

< N;N >L= F
2
L � ELGL (3.9)

elde edilir.

Yüzeyin I: temel formunu hesaplamak için, �(u; v) yüzeyinin tam diferensiyeli

al¬n¬rsa,

d� = �udu+ �vdv (3.10)

olur. Bu denkleme tekrar ayn¬i̧slem uygulan¬rsa,

d2� = h�u; �uiL du2 + 2 h�u; �viL dudv + h�v; �viL dv2 (3.11)

elde edilir.

(3.6) eşitlikleri, (3.11) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

d2� = ELdu
2 + 2FLdudv +GLdv

2

olur. Bu eşitlik (2.2) eşitli¼gi ile kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa,

IL = ELdu
2 + 2FLdudv +GLdv

2 (3.12)

elde edilir ki bu da �(U) yüzeyinin birinci temel formudur, [12].

Şimdi �(U) yüzeyinin ikinci esas formunu hesaplayal¬m:

(3.4) eşitli¼gi, s¬ras¬yla, �u ve �v ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa,

h�u; NiL = 0; h�v; NiL = 0 (3.13)

olur. Bu eşitliklerin u ve v ye göre k¬smi türevleri al¬n¬rsa,
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h�uu; NiL + h�u; NuiL = 0; (3.14)

h�uv; NiL + h�u; NviL = 0;

h�vu; NiL + h�v; NuiL = 0;

h�vv; NiL + h�v; NviL = 0

elde edilir.

Di¼ger taraftan (3.10) eşitli¼gi, N ile iç çarp¬ma tabi tutulup ve (3.13) eşitli¼gi göz

önüne al¬n¬rsa,

hd�;NiL = 0 (3.15)

olur. (3.15) eşitli¼ginde diferensiyel al¬n¬rsa,



d2�;N

�
L
+ hd�; dNiL = 0 (3.16)

ya da



d2�;N

�
L
= �hd�; dNiL

yaz¬l¬r.

Burada (3.10) ve (3.14) eşitlikleri kullan¬l¬rsa,



d2�;N

�
L
= h�uu; NiL du2 + 2 h�u�v; NiL dudv + h�vv; NiL dv2 (3.17)

elde edilir.

Di¼ger taraftan, �uv = �vu oldu¼gu (3.14) eşitliklerinde göz önüne al¬n¬r ve (3.14)

deki 2. ve 3. eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa,

h�uv; NiL = �
1

2
(h�u; NviL + h�v; NuiL) (3.18)
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olur.

Ayr¬ca (3.18), (3.14) de göz önüne al¬n¬r ve (3.14) yeniden düzenlenirse,

h�uu; NiL = �h�u; NuiL ; (3.19)

h�uv; NiL = �1
2
(h�u; NviL + h�v; NuiL)

h�vv; NiL = �h�v; NviL

bulunur. (2.4) eşitlikleri Tan¬m 3.1.2 de göz önüne al¬narak, E31 uzay¬na göre yeniden

yaz¬l¬rsa,

eL = h�uu; Ni ; fL = h�uv; Ni ; gL = h�vv; Ni

olur.

(3.19) eşitlikleri, (3.17) eşitli¼ginde yerine konulursa,



d2�;N

�
L
= eLdu

2 + 2fLdudv + gLdv
2 (3.20)

bulunur. Bu eşitlik (2.2) eşitli¼gi ile kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa, �(U) = �(u; v) yüzeyinin ikinci

esas formu,

IIL = eLdu
2 + 2fLdudv + gLdv

2 (3.21)

şeklinde elde edilir, [1,21].

3.2. E31 Minkowski 3-Uzay¬nda Yüzeylerin H ve K E¼grilikleri

Tan¬m 3.2.1. E31 , 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey � ve � nin şekil

operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris S olsun. p 2 � için,

K(p) = " detSp = "
eLgL � f 2L
ELGL � F 2L

(3.22)

ifadesine, � yüzeyinin p noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi ve K : �! R fonksiyonuna da

� yüzeyinin Gauss e¼grilik fonksiyonu denir.
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Burada, " =< N;N >L= �1 ile belirlidir. N , � yüzeyinin birim normal vektör

alan¬d¬r, [8,9].

Tan¬m 3.2.2. E31 , 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey � ve � nin şekil

operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris S olsun. p 2 � için,

H(p) =
1

2
"izSp =

1

2
"
eLGL � 2fLFL + gLEL

ELGL � F 2L
(3.23)

ifadesine, � yüzeyinin p noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi ve H : �! R fonksiyonuna

� yüzeyinin ortalama e¼grilik fonksiyonu denir.

Burada, " =< N;N >L= �1 ile belirlidir. N , � yüzeyinin birim normal vektör

alan¬d¬r, [8,9].

Önerme.3.2.1. ·Ikinci temel form katsay¬lar¬ (2.5) eşitli¼gindeki gibi al¬n¬rsa,

yüzeyin gauss ve ortalama e¼grilikleri, s¬ras¬yla,

K =

�
eL

�
gL �

�
f
2

L

("(ELGL � F 2L))
3=2
; (3.24)

H =
1

2

�
eLGL � 2

�
fLFL +

�
gLEL

("(ELGL � F 2L))
3=2

(3.25)

şeklinde olur, [9].

3.3. E31; Minkowski 3-Uzay¬nda Dönel Yüzeyler

Tan¬m 3.3.1. (Dönel yüzey) E31 Minkowski 3-uzay¬n¬n bir 
 düzleminde,


 : I = (a; b) � R ! 
 pro�l (üreteç) e¼grisi verilsin ve l; 
 ile kesi̧smeyen bu

düzlemde bir do¼gru olsun. l do¼grusu sabit kalmak üzere, 
 e¼grisinin l ekseni etraf¬nda

döndürülmesiyle oluşturulan nondejenere yüzeye E31 Minkowski 3-uzay¬nda bir dönel

yüzey denir, [1].
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E31 de baz¬dönel yüzey örnekleri aşa¼g¬daki gibidir:

Sekil 3:1: 1.dereceden katenoid Sekil 3:4: Pseudo-küresi

Sekil 3:2: 3. dereceden katenoid Sekil 3:5: Eliptik paraboloid

Sekil 3:3: Küre Sekil 3:6: Tor yüzeyi
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E31; Minkowski 3-uzay¬ndaki bir dönel yüzeyin l do¼grultman do¼grusu için;

1) E¼ger l spacelike ise, x2�eksenine (veya x1�eksenine),

2) E¼ger l timelike ise, x0�eksenine dönüşür.

3) E¼ger l lightlike ise, (1; 1; 0) vektörüyle gerilen bir do¼gruya dönüşebilir.

Böylece, E31 Minkowski 3-uzay¬ndaki bir dönel yüzey için, l do¼grultman do¼grusu-

nun spacelike, timelike veya lightlike olmas¬gibi üç farkl¬durumu söz konusudur[2]:

Durum1. l do¼grultman do¼grusu spacelike olsun:

Kabul edelim ki 
 pro�l e¼grisi, x1x2�düzleminde veya x0x2�düzleminde olsun.

O zaman 
 e¼grisi; 
(u) = (0; f(u); g(u)) veya 
(u) = (f(u); 0; g(u)) olarak temsil

edilebilir. Buradaki f ve g fonksiyonlar¬, I = (a; b) aç¬k aral¬¼g¬ndaki düzgün fonksi-

yonlard¬r.

Di¼ger taraftan, v 2 R için, (0; 0; 1) vektörünü tespit eden Lorentz grubunun bir

alt grubu,

R1 =

26664
cosh v sinh v 0

sinh v cosh v 0

0 0 1

37775
şeklinde verilsin. Böylece M yüzeyi;

�(u; v) = (f(u) sinh v; f(u) cosh v; g(u)); f(u) > 0 (3.26)

ya da

�(u; v) = (f(u) cosh v; f(u) sinh v; g(u)); f(u) > 0 (3.27)

ile parametrize edilebilir, [1].
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Durum2. l do¼grultman do¼grusu timelike olsun:

Genelli¼gi bozmaks¬z¬n 
 pro�l e¼grisini, x0x1�düzleminde kabul edebiliriz ve böylece,

I = (a; b) aç¬k aral¬¼g¬ndaki baz¬pozitif f = f(u) fonksiyonlar¬için, 
 e¼grisi; 
(u) =

(g(u); f(u); 0) olarak temsil edilebilir. v 2 R için, (1; 0; 0) vektörünü tespit eden

Lorentz grubunun bir alt grubu için;

R2 =

26664
1 0 0

0 cos v � sin v

0 sin v cos v

37775
olarak verilirse, v 2 R için, 
 e¼grisinin Ox0-ekseni etraf¬nda döndürülmesiyle oluş-

turulan M dönel yüzeyi;

x(u; v) = (g(u); f(u) cos v; f(u) sin v); f(u) > 0 (3.28)

ile parametrize edilebilir, [1].

Durum3. l do¼grultman do¼grusu lightlike olsun:

Bu durumda da, kabul edelim ki, l, (1; 1; 0) vektörüyle gerilen bir do¼gru ve 
 da

x0x1�düzleminde 
(u) = (f(u); g(u); 0) formunda bir e¼gri olsun. Buradaki f = f(u)

pozitif bir fonksiyon ve g fonksiyonu da8u 2 I için p(u) = f(u)� g(u) 6= 0 eşitli¼gini

sa¼glayan ve I = (a; b) aç¬k aral¬¼g¬ndaki düzgün fonksiyonlard¬r. v 2 R için, (1; 1; 0)

vektörünü tespit eden Lorentz grubunun bir alt grubu için;

R3 =

26664
1 + v2

2
�v2

2
v

v2

2
1� v2

2
v

v �v 1

37775
şeklinde verilirse, v 2 R için M dönel yüzeyi;
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x(u; v) = (f(u) +
v2

2
p(u); g(u) +

v2

2
p(u); p(u)v); f(u) > 0 (3.29)

ile parametrize edilebilir. Burada p(u) = �2u ve, k(u) = f(u) + u al¬n¬rsa, 
 pro�l

e¼grisinin tan¬m¬ndaki f ve g fonksiyonlar¬f(u) = k(u)�u ve g(u) = k(u)+u halini

al¬r. Böylece (3.29) parametrizasyonu;

x(u; v) = (k(u)� u� v2u; k(u) + u� v2u;�2uv); f(u) > 0 (3.30)

şekline dönüşür, [1].

3.3.1. E31; Minkowski 3-Uzay¬nda Timelike Dönel Yüzeyler

3-boyutlu Minkowski uzay¬nda dönme eksenleri, s¬ras¬yla, spacelike, timelike

ve lightlike olan do¼grular¬ invaryant b¬rakan, semi-ortogonal dönme matrislerinin

R1; R2; R3 oldu¼gu bir önceki bölümde verildi. Bundan sonraki i̧slemler bu matrisler

kullan¬larak yap¬lacakt¬r. Burada X = fR1; R2; R3g matrisleri için,

i) X:l = l

ii) X t�X = �; � = diag(�1; 1; 1)

iii) detX = +1

özellikleri vard¬r.

3-boyutlu Minkowski uzay¬nda, u 2 I; u 2 R � f0g için I � R aral¬¼g¬ ü-

zerinde tan¬ml¬f; g ve h fonksiyonlar¬Ck (k 2 N) s¬n¬f¬ndan olsun. E¼ger 
(u) =

(f(u); g(u); h(u)) üreteç e¼grisi timelike bir e¼gri ise bu e¼gri için

h
0(u); 
0(u)iL < 0

olur. Böylece elde edilen dönel yüzeylerin en genel parametrik gösterimleri,

R(u; v) = X(v) � 
(u)
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şeklindedir, [12].

Tan¬m 3.3.2. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey � olsun. � yüzeyi

üzerine indirgenmi̧s metrik Lorentz metri¼gi ise � ye E31 uzay¬nda bir timelike yüzey

denir, [2,9].

Teorem 3.3.1. E31, 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda (U; �) parametrizasyonu ile

verilen,

� : U � E2 ! E31

(u; v) ! �(u; v) = (�1(u; v); �2(u; v); �3(u; v))

�(U) yüzeyinin timelike yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart, yüzeyin normalinin

spacelike bir vektör alan¬olmas¬d¬r, yani

hN;NiL > 0:

Burada N; � yüzeyinin birim normalidir, [9].

Tan¬m.3.3.3. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir timelike yüzey � olsun.

E¼ger, � yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi H = 0 ise, � yüzeyine minimal yüzey denir,

[2,8].

Tan¬m 3.3.4. � : � ! R reel de¼gerli fonksiyon,� üzerindeki lokal koordinat

sistemi (u; v) ve indirgenmi̧s metrik I olmak üzere, � immersiyonu

h�u; �viL = 0 ve � k�ukL = k�vkL = e�=2 (3.31)

koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, �(u; v) : � ! E31 immersiyonuna Lorentz konformal denir.

Lorentz konformal timelike yüzeylere Lorentz yüzeyler denir, [2].
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Örnek.3.3.1. E31 Minkowski 3-uzay¬nda,

� : �! E31

(u; v) ! �(u; v) = (u; sinu cos v; sinu sin v)

bir timelike immersiyon olsun. � nin Lorentz konformal oldu¼gunu gösterelim. Bunun

için, � nin k¬smi türevleri, s¬ras¬yla,

�u = (1; cosu cos v; cosu sin v)

�v = (0;� sinu sin v; cosu cos v)

şeklindedir. Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

h�u; �viL = 0 ve � k�ukL = k�vkL

olur. Dolay¬s¬yla �(u; v); Lorentz konformaldir.

E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda � bir timelike yüzey olsun. Şimdi, (3.26)-

(3.30) ile verilen � parametrizasyonlar¬için H ortalama e¼griliklerini ve �? ifadelerini

hesaplayal¬m:

Durum1. � yüzeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin. � yüzeyinin I: ve II:

temel form katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

EL = (f
0)2 + (g0)2; FL = 0; GL = �f 2

ve

eL =
g0f 00 � f 0g00

((f 0)2 + (g0)2)1=2
; fL = 0; gL =

fg0

((f 0)2 + (g0)2)1=2
(3.32)

şeklindedir. Dolay¬s¬yla, son ifadeler (3.25) ve (3.5) eşitliklerinde göz önüne al¬n¬rsa,
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H = �1
2

f(g0f 00 � f 0g00)� g0((f 0)2 + (g0)2)
f((f 0)2 + (g0)2)3=2

ve

�? =
1

((f 0)2 + (g0)2)1=2
(fg

0 � gf 0)

elde edilir.

Benzer şekilde, di¼ger yüzeyler için de ayn¬i̧slemler uygulan¬l¬rsa, yüzeylerin or-

talama e¼grilikleri ve � parametrizasyonlar¬n¬n normal bileşeni bulunabilir. Böylece,

aşa¼g¬daki teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur:

Teorem 3.3.2. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda �; H ortalama e¼grilikli bir

timelike yüzey ve � : � ! E31 bir immersiyon olsun. O zaman, aşa¼g¬daki eşitlikler

sa¼glan¬r:

(a) � yüzeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) difer-

ansiyellenebilir fonksiyonlar¬,

H = �1
2

f(g0f 00 � f 0g00)� g0((f 0)2 + (g0)2)
f((f 0)2 + (g0)2)3=2

(3.33)

ve

�? =
1

((f 0)2 + (g0)2)1=2
(fg

0 � gf 0)

diferansiyel denklemlerini sa¼glar. E¼ger, � yüzeyi (3.27) ile verilmi̧s ise;

H = �1
2
(
f(�g0f 00 + f 0g00)� g0((g0)2 � (f 0)2)

f((f 0)2 � (g0)2)3=2 ) (3.34)

ve
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�? =
1

((f 0)2 � (g0)2)1=2 (�fg
0
+ gf

0
):

Burada df(u)
du

ve dg(u)
du

fonksiyonlar¬, s¬ras¬yla, f 0 ve g0 şeklinde gösterilmektedir.

(b) � yüzeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) difer-

ansiyellenebilir fonksiyonlar¬,

H = �1
2
(
f(�g0f 00 + f 0g00) + g0((f 0)2 � (g0)2)

f((g0)2 � (f 0)2)3=2 ) (3.35)

ve

�? =
1

((g0)2 � (f 0)2)1=2 (�fg
0
+ gf

0
)

diferansiyel denklemlerini sa¼glar.

(c) � yüzeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman, p(u) = f(u)�g(u) 6=

0 diferansiyel fonksiyonu,

H = �1
2
(
(g � f)(g0f 00 � f 0g00)� (f 0 � g0)((f 0)2 � (g0)2)

(f � g)((g0)2 � (f 0)2)3=2 ) (3.36)

ve

�? =
1

((g0)2 � (f 0)2)1=2 (g
0f � f 0g)

diferansiyel denklemlerini sa¼glar. E¼ger �; (3.30) parametrizasyonu ile verilmi̧s ise o

zaman k(u);

H = �1
8

k
00
+ 2k0

k0
p
u2 jk0j

(3.37)

ve

�? =
u2k0 � kp
u2 jk0j

diferansiyel denklemleri sa¼glar. Burada k0 ile dk
du
ifade edilmektedir.
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� : �! E31 parametrizasyonu ile verilen Lorentz yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi H =

0 oldu¼gunda yüzey minimaldir. Şimdi, yukar¬da verilen diferansiyel denklemlerin

H = 0 için, özel çözümlerini hesaplayal¬m:

a) � yüzeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin:

�2 eksenli timelike dönel yüzeyler için (3.33) eşitli¼ginde verilen ortalama e¼grilik

formulünde H = 0 al¬n¬rsa,

1

2

f(�g0f 00 + f 0g00)� g0(�(f 0)2 + (g0)2)
f((g0)2 � (f 0)2)3=2 ) = 0 (3.38)

bulunur. (3.6) eşitliklerinden, EL; FL; GL katsay¬lar¬,

EL = �(f 0)2 + (g0)2; FL = 0; GL = f 2

şeklinde elde edilir.

Di¼ger taraftan, (3.31) deki Lorentz konformal eşitliklerinden,

�(f 0)2 + (g0)2 = f 2

bulunur. Böylece (3.38) denklemi,

g00f 0 � f 00g0 � g0f = 0 (3.39)

şeklinde elde edilir, [2].

(3.39) denkleminde a; b 2 R için, g(u) = au + b al¬n¬rsa, denklem harmonik

osilator (sal¬n¬m) denklem haline gelir. Yani,

f 00 � f = 0

olur. Bu denklem çözülürse,

f(u) = c1e
u + c2e

�u:
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elde edilir. Böylece (3.26) parametrizasyonu

�(u; v) = ((c1e
u + c2e

�u) cosh v; (c1e
u + c2e

�u) sinh v; au+ b): (3.40)

şeklinde yaz¬l¬r, [2].

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.40) parametrizasyonunda c1 = c2 = a = 1; b = 0

al¬nabilir. O zaman (3.40) parametrizasyonu,

�(u; v) = ((eu + e�u) cosh v; (eu + e�u) sinh v; u) (3.41)

şeklinde elde edilir. (3.41) in gra�¼gi Şekil 3.7 deki gibidir:

Sekil 3:7 
(u) = ((eu + e�u); 0; u) ve spacelike eksenli dönel yüzey

(3.39) denkleminde a; b 2 R için, f(u) = au+ b al¬¬rsa,

g00 � g0(u+ d) = 0; d 2 R

şeklinde de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir diferansiyel denkleme dönüşür. Elde edilen dife-

ransiyel denklemin çözümü;

g(u) = 1� 1
2
I
p
� erf(uI); I2 = �1

29



d¬r. Böylece, (3.26) ile verilen �2 eksenli dönel yüzey

�(u; v) = ((au+ b) cosh v; (au+ b) sinh v; 1� 1
2
I
p
� erf(uI)) (3.42)

şeklinde yeniden parametrize edilir.

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.42) parametrizasyonunda c1 = c2 = a = 1; b = 0

al¬nabilir. Dolay¬s¬yla (3.42) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u cosh v; u sinh v; 1� 1
2
I
p
� erf(uI)) (3.43)

şeklinde bulunur. (3.43) in gra�¼gi Şekil 3.8 deki gibidir:

Sekil 3:8 
(u) = (u; 0; 1� 1
2
I
p
� erf(uI)) ve spacelike eksenli dönel yüzey

b) � yüzeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin:

�0 eksenli timelike dönel yüzeyler için (3.35) eşitli¼ginde verilen ortalama e¼grilik

formulünde H = 0 al¬n¬rsa,

1

2
(
f(g00f 0 � f 00g0) + g0((f 0)2 � (g0)2)

f((g0)2 � (f 0)2)3=2 ) = 0: (3.44)

elde edilir. (3.6) eşitliklerinden, EL; FL; GL katsay¬lar¬,
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EL = (f
0)2 � (g0)2; FL = 0; GL = f 2:

şeklinde elde edilir.

Di¼ger taraftan, (3.31) deki Lorentz konformal eşitliklerinden,

(f 0)2 � (g0)2 = f 2:

olur. Böylece (3.44) denklemi,

g00f 0 � f 00g0 + g0f = 0: (3.45)

şeklinde bulunur.

(3.45) denkleminde a; b 2 R için, g(u) = au + b al¬n¬rsa, denklem harmonik

osilator denklem haline gelir. Yani,

f 00 + f = 0

olup, çözümü;

f(u) = c1 cosu+ c2 sinu:

d¬r. Dolay¬s¬yla (3.28) ile verilen dönel yüzey,

�(u; v) = (au+ b; (c1 cosu+ c2 sinu) cos v; (c1 cosu+ c2 sinu) sin v): (3.46)

şeklinde yeniden yaz¬labilir, [2].

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.46) parametrizasyonunda c1 = a = 1; c2 = b = 0

al¬nabilir. O zaman (3.46) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u; cosu cos v; cosu sin v) (3.47)
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olur. (3.47) parametrizasyonuna sahip dönel yüzeyin gra�¼gi Şekil 3.9 deki gibidir:

Sekil 3:9 
(u) = (u; cosu; 0) ve timelike eksenli dönel yüzey

(3.45) denkleminde a; b 2 R için, f = f(u) fonksiyonu lineer olsun. Buna göre,

(3.45) denklemi de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir diferansiyel denkleme dönüşür, yani;

g00 + g0(u+ d) = 0; d 2 R

olur. Elde edilen bu diferansiyel denklemin çözümü;

g(u) = 1 +
1

2
I
p
� erf(uI); I2 = �1

d¬r. Böylece, (3.28) ile verilen �2 eksenli dönel yüzey;

�(u; v) = (1 +
1

2
I
p
� erf(uI); (au+ b) cos v; (au+ b) sin v) (3.48)

şeklinde yeniden parametrize edilir.

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.48) parametrizasyonunda a = 1; b = 0 al¬nabilir.

O zaman (3.48) parametrizasyonu,

�(u; v) = (1 +
1

2
I
p
� erf(uI); u cos v; u sin v) (3.49)
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şeklinde bulunur. (3.49) in gra�¼gi Şekil 3.10 deki gibidir:

Sekil 3:10 
(u) = (1 +
1

2
I
p
� erf(uI); u; 0) ve timelike eksenli dönel yüzey

c) � yüzeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin:

�0 + �1 eksenli timelike dönel yüzeyler için (3.36) eşitli¼ginde verilen ortalama

e¼grilik formulünde H = 0 al¬n¬rsa,

1

2
(
(g � f)(g0f 00 � f 0g00)� (f 0 � g0)((f 0)2 � (g0)2)

(g � f)((g0)2 � (f 0)2)3=2 ) = 0 (3.50)

yaz¬l¬r. (3.6) eşitliklerinden, EL; FL; GL katsay¬lar¬,

EL = (g
0)2 � (f 0)2; FL = 0; GL = (f � g)2

şeklinde elde edilir.

Di¼ger taraftan, (3.31) deki Lorentz konformal eşitliklerinden,

(g0)2 � (f 0)2 = (f � g)2

bulunur. Böylece (3.50) denklemi,
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f 00g0 � g00f 0 + (g0 � f 0)(f � g) = 0 (3.51)

olur. Burada, a; b 2 R için, g(u) = au+b al¬n¬rsa, (3.51) denklemi harmonik osilator

denklem haline gelir, yani;

f 00 + (f 0 � 1)(u� f) = 0

şeklinde yaz¬l¬r. Bu denklemin çözümü;

f(u) = u+ c1 tanh(
c1
2
(�u+ c2))

d¬r. Böylece (3.29) parametrizasyonu,

�0(u; v) = u+ c1 tanh(u)(
c1
2
(c2 � u))(1 +

v2

2
)� v

2

2
u;

�1(u; v) = u(1� v
2

2
) + u+ c1 tanh(u)(

c1
2
(c2 � u));

�2(u; v) = (c1 tanh(u)(
c1
2
(c2 � u)))v

olmak üzere

�(u; v) = (�0(u; v); �1(u; v); �2(u; v)) (3.52)

şeklinde bulunur, [2].

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.52) parametrizasyonunda c1 = 2; a = 1; ve c2 =

b = 0 al¬nabilir. O zaman (3.52) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u+ (
v2

2
� 1)(�2 tanh(u)); v

2

2
(u� 1) + v

2

2
(u� 2 tanh(u));�2 tanh(u)v):

(3.53)
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elde edilir. (3.53) in gra�¼gi Şekil 3.11 deki gibidir:

Sekil 3:11 
(u) = (u� 2 tanh(u); u; 0) ve lightlike eksenli dönel yüzey

Benzer i̧slemler f = f(u) lineer fonksiyonu için uygulan¬rsa, (3.51) denklemi,

g00 + (g0 � 1)(g � u) = 0

olur. Bu diferansiyel denklemin çözümü;

g(u) = u+ c1 tan(
c1
2
(�u+ c2))

d¬r. Böylece (3.29) parametrizasyonu ile verilen �0 + �1 dönme eksenli dönel yüzey;

�0(u; v) = u+ c1 tan(u)(
c1
2
(c2 � u))(1 +

v2

2
)� v

2

2
u;

�1(u; v) = u(1� v
2

2
) + u+ c1 tan(u)(

c1
2
(c2 � u));

�2(u; v) = (c1 tan(u)(
c1
2
(c2 � u)))v:

olmak üzere,

�(u; v) = (�0(u; v); �1(u; v); �2(u; v)) (3.54)
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şeklinde yeniden parametrize edilir. .

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.54) parametrizasyonunda c1 = 2; a = 1; ve c2 =

b = 0 al¬nabilir. Böylece (3.54) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u+(
v2

2
�1)(�2 tan(u)); v

2

2
(u�1)+ v

2

2
(u�2 tan(u));�2 tan(u)v): (3.55)

olur. (3.55) in gra�¼gi Şekil 3.12 deki gibidir:

Sekil 3:12 
(u) = (u; u� 2 tanu; 0) ve lightlike eksenli dönel yüzey

3.3.2. E31; Minkowski 3-Uzay¬nda Spacelike Dönel Yüzeyler

Tan¬m 3.3.5. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey � olsun. � yüzeyi

üzerine indirgenmi̧s metrik pozitif tan¬ml¬yani, Riemann metri¼gi ise � ye E31 uza-

y¬nda bir spacelike yüzey denir, [3,9].

Teorem 3.3.2. E31, 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda (U; �) parametrizasyonu ile

verilen,

� : U � E2 ! E31

(u; v) ! �(u; v) = (�1(u; v); �2(u; v); �3(u; v))
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�(U) yüzeyinin spacelike yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart, yüzeyin normalinin

timelike bir vektör alan¬, yani,

hN;NiL < 0

olmas¬d¬r. Burada N; � yüzeyinin birim normalidir, [9].

Önerme 3.3.1. Spacelike yüzeyler, lokal olarak fz = 0g düzleminde tan¬ml¬bir

fonksiyonun gra�¼gidir, [9].

Tan¬m.3.3.6. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir spacelike yüzey � olsun.

E¼ger, � yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi H = 0 ise, � yüzeyine maksimal yüzey denir,

[3,8].

Tan¬m 3.3.7. � : � ! R reel de¼gerli fonksiyon,� üzerindeki lokal koordinat

sistemi (u; v) ve indirgenmi̧s metrik I olmak üzere, � immersiyonu

h�u; �viL = 0 ve k�ukL = k�vkL = e�=2 (3.56)

koşullar¬n¬sa¼glan¬yorsa, �(u; v) : �! E31 immersiyonuna konformal denir, [3].

Örnek.3.3.2. E31 Minkowski 3-uzay¬nda,

� : �! E31

(u; v) ! �(u; v) = (cos u cosh v; cosu sinh v; u)

bir spacelike immersiyon olsun. � nin konformal oldu¼gunu gösterelim. Bunun için,

� nin k¬smi türevleri, s¬ras¬yla,

�u = (� sinu cosh v;� sinu sinh v; 1)

�v = (cos u sinh v; cosu cosh v; 0)
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şeklindedir. Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

h�u; �viL = 0 ve k�ukL = k�vkL

olur. Dolay¬s¬yla �(u; v); konformaldir.

E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda � bir spacelike yüzey olsun. Şimdi,(3.27)-

(3.29) ile verilen � parametrizasyonlar¬için H ortalama e¼griliklerini ve �? ifadelerini

hesaplayal¬m:

Durum1. � yüzeyi (3.27) parametrizasyonu ile verilsin. � yüzeyinin I: ve II:

temel form katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

EL = �(f 0)2 + (g0)2; FL = 0; GL = f 2

ve

eL =
�g0f 00 + f 0g00

(�(f 0)2 + (g0)2)1=2 ; fL = 0; gL =
�fg0

(�(f 0)2 + (g0)2)1=2 (3.57)

şeklindedir. Son de¼gerler (3.25) ve (3.5) eşitliklerinde göz önüne al¬n¬rsa,

H = �1
2

f(g0f 00 + f 0g00)� g0((f 0)2 � (g0)2)
f(�(f 0)2 + (g0)2)3=2

ve

�? =
1

(�(f 0)2 + (g0)2)1=2 (fg
0 � gf 0)

elde edilir.

Benzer şekilde, di¼ger yüzeyler için de ayn¬i̧slemler uygulan¬l¬rsa, yüzeylerin or-

talama e¼grilikleri ve � parametrizasyonlar¬n¬n normal bileşeni bulunabilir. Böylece,

aşa¼g¬daki teoremin ispat¬tamamlanm¬̧s olur:
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Teorem 3.3.3. E31; 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda �; H ortalama e¼grilikli bir

spacelike yüzey ve � : � ! E31 bir immersiyon olsun. O zaman, aşa¼g¬daki eşitlikler

sa¼glan¬r:

(a) � yüzeyi (3.27) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) difer-

ansiyellenebilir fonksiyonlar¬,

H = �1
2
(
f(g0f 00 + f 0g00)� g0(�(g0)2 + (f 0)2)

f(�(f 0)2 + (g0)2)3=2 ); (3.58)

ve

�? =
1

(�(f 0)2 + (g0)2)1=2 (fg
0 � gf 0)

diferansiyel denklemlerini sa¼glar. Burada f
0
ve g

0
fonksiyonlar¬, s¬ras¬yla, df(u)

du
; dg(u)
du

ifadelerini göstermektedir.

(b) � yüzeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman f(u) ve g(u) dife-

ransiyellenebilir fonksiyonlar¬,

H =
1

2
(
f(g0f 00 � f 0g00)� g0((f 0)2 � (g0)2)

f(�(g0)2 + (f 0)2)3=2 ); (3.59)

ve

�? =
1

(�(g0)2 + (f 0)2)1=2 (�fg
0
+ gf

0
)

diferansiyel denklemlerini sa¼glar.

(c) � yüzeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin. O zaman, p(u) = f(u)�g(u) 6=

0 fonksiyonu,

H = �1
2
(
(g � f)(g0f 00 � f 0g00)� (f 0 � g0)((f 0)2 � (g0)2)

(g � f)(�(g0)2 + (f 0)2)3=2 ) = 0 (3.60)

ve
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�? =
1

(�(g0)2 + (f 0)2)1=2 (g
0f � f 0g)

diferansiyel denklemlerini sa¼glar.

� : � ! E31 parametrizasyonu ile verilen spacelike dönel yüzeyinin ortalama

e¼grili¼gi H = 0 oldu¼gunda yüzey maximaldir. Şimdi, yukar¬da verilen diferansiyel

denklemlerin H = 0 için, özel çözümlerini hesaplayal¬m:.

a) � yüzeyi (3.27) parametrizasyonu ile verilsin:

�2 eksenli spacelike dönel yüzeyler için (3.57) eşitli¼ginde verilen ortalama e¼grilik

formulünde H = 0 al¬n¬rsa,

f(g0f 00 � f 0g00)� g0((f 0)2 � (g0)2)
f((g0)2 � (f 0)2)3=2 ) = 0 (3.61)

elde edilir. (3.6) eşitliklerinden, EL; FL; GL katsay¬lar¬,

EL = �(f 0)2 + (g0)2; FL = 0; GL = f 2

bulunur.

Di¼ger taraftan, (3.56) deki Lorentz konformal eşitliklerinden,

�(f 0)2 + (g0)2 = f 2

yaz¬l¬r. Bu ifade (3.61) denkleminde yerine yaz¬l¬p, gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

g00f 0 + f 00g0 + g0f = 0 (3.62)

elde edilir.

(3.62) denkleminde, a; b 2 R için, g(u) = au + b al¬n¬rsa, bu denklem harmonik

osilator denklem haline gelir, yani;
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f 00 + f = 0

olur. Bu denklem çözülürse,

f(u) = c1 cosu+ c2 sinu:

bulunur. Dolay¬s¬yla (3.27) parametrizasyonu,

�(u; v) = ((c1 cosu+ c2 sinu) cosh v; (c1 cosu+ c2 sinu) sinh v; au+ b): (3.63)

şeklinde yaz¬l¬r, [3].

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.63) parametrizasyonunda c1 = a = 1; c2 = b = 0

al¬nabilir. O zaman (3.63) parametrizasyonu,

�(u; v) = (cosu cosh v; cosu sinh v; u) (3.64)

olur. (3.64) in gra�¼gi Şekil 3.13 deki gibidir:

Sekil 3:13 
(u) = (cosu; u; 0) ve spacelike eksenli dönel yüzey

Şimdi, (3.62) denkleminde a; b 2 R için, f(u) = au + b al¬n¬rsa, bu denklem

de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir diferansiyel denkleme dönüşür, yani;
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g00 + g0(u+ d) = 0; d 2 R

olur. Elde edilen diferansiyel denklemin çözümü;

g(u) = 1 +
1

2
I
p
� erf(uI); I2 = �1

d¬r. Böylece, (3.27) ile verilen �2 eksenli dönel yüzey,

�(u; v) = ((au+ b) cosh v; (au+ b) sinh v; 1 +
1

2
I
p
� erf(uI)) (3.65)

şeklinde yeniden parametrize edilir.

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.65) parametrizasyonunda c1 = c2 = a = 1; b = 0

al¬nabilir. Böylece (3.65) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u cosh v; u sinh v; 1 +
1

2
I
p
� erf(uI)) (3.66)

şeklinde elde edilir. (3.66) in gra�¼gi Şekil 3.14 deki gibidir:

Sekil 3:14 
(u) = (u; 1 +
1

2
I
p
� erf(uI); 0) ve spacelike eksenli dönel yüzey

a) � yüzeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin:
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�0 eksenli spacelike dönel yüzeyler için (3.59) eşitli¼ginde verilen ortalama e¼grilik

formulünde H = 0 al¬n¬rsa,

(
f(g00f 0 � f 00g0) + g0((f 0)2 � (g0)2)

f(�(g0)2 + (f 0)2)3=2 ) = 0 (3.67)

elde edilir. (3.6) eşitliklerinden, EL; FL; GL katsay¬lar¬,

EL = (f
0)2 � (g0)2; FL = 0; GL = f 2

şeklinde bulunur.

Di¼ger taraftan, (3.56) deki Lorentz konformal eşitliklerinden,

(f 0)2 � (g0)2 = f 2

yaz¬l¬r. Bu ifade (3.67) denkleminde yerine yaz¬l¬p, gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

g00f 0 � f 00g0 + g0f = 0 (3.68)

elde edilir.

(3.68) denkleminde, a; b 2 R için, g(u) = au + b al¬n¬rsa, bu denklem harmonik

osilator denklem haline gelir, yani;

f 00 � f = 0

olup, çözümü;

f(u) = c1e
u + c2e

�u

olur. Böylece (3.28) ile verilen spacelike maksimal dönel yüzeyi,

�(u; v) = (au+ b; (c1e
u + c2e

�u) cos v; (c1e
u + c2e

�u) sin v) (3.69)

43



şeklinde yaz¬labilir, [3].

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬ için, (3.69) parametrizasyonunda c1 = 1
2
; c2 = �1

2
; a =

1; b = 0 al¬nabilir. O zaman (3.69) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u; sinhu cos v; sinhu sin v) (3.70)

olur. (3.70) parametrizasyonuna sahip dönel yüzeyin gra�¼gi Şekil 3.15 deki gibidir:

Sekil 3:15 
(u) = (u; sinhu; 0) ve timelike eksenli dönel yüzey

(3.68) denkleminde a; b 2 R için, f = f(u) fonksiyonunu lineer alal¬m. O zaman,

(3.68) denklemi de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir diferansiyel denklemine dönüşür, yani;

g00 + g(u+ d) = 0; d 2 R
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d¬r. Elde edilen diferansiyel denklemin çözümü;

g(u) = 1 +
1

2
I
p
� erf(uI); I2 = �1

d¬r. Böylece, (3.28) ile verilen �2 eksenli dönel yüzey

�(u; v) = (1 +
1

2
I
p
� erf(uI); (au+ b) cos v; (au+ b) sin v) (3.71)

şeklinde yeniden parametrize edilir.

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬ için, (3.71) parametrizasyonunda a = 1; b = 0 al¬n¬rsa,

(3.71) parametrizasyonu,

�(u; v) = (1 +
1

2
I
p
� erf(uI); u cos v; u sin v) (3.72)

olur. (3.72) in gra�¼gi Şekil 3.16 deki gibidir:

Sekil 3:16 
(u) = (1 +
1

2
I
p
� erf(uI); u; 0) ve timelike eksenli dönel yüzey

45



c) � yüzeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin:

�0 + �1 eksenli spacelike dönel yüzeyler için (3.59) de verilen ortalama e¼grilik

formulünde H = 0 al¬n¬rsa,

(
(g � f)(g0f 00 � f 0g00)� (f 0 � g0)((f 0)2 � (g0)2)

(g � f)((f 0)2 � (g0)2)3=2 ) = 0 (3.73)

elde edilir. (3.6) eşitliklerinden, EL; FL; GL katsay¬lar¬,

EL = (f
0)2 � (g0)2; FL = 0; GL = (f � g)2

şeklinde bulunur.

Di¼ger taraftan, (3.56) deki Lorentz konformal eşitliklerinden,

(f 0)2 � (g0)2 = (f � g)2

olur. Bu ifade (3.73) denkleminde göz önüne al¬n¬rsa,

f 00g0 � g00f 0 + (g0 � f 0)(g � f) = 0 (3.74)

elde edilir. (3.74) de, a; b 2 R için, g(u) = au + b al¬n¬rsa, harmonik osilator

denklemine dönüşür, yani;

f 00 � (f 0 � 1)(u� f) = 0

olur. Bu denklemin çözümü,

f(u) = u� c1 tan(
c1
2
(u+ c2))

d¬r. Böylece (3.29) parametrizasyonu
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�0(u; v) = u(1 +
v2

2
)� v

2

2
(u� c1 tan(

c1
2
(u� c2));

�1(u; v) =
uv2

2
+ (1� v

2

2
)(u� c1 tan(

c1
2
(u� c2));

�2(u; v) = uv � v(u� c1 tan(
c1
2
(u� c2)))

olmak üzere

�(u; v) = (�0(u; v); �1(u; v); �2(u; v)) (3.75)

şeklinde yaz¬l¬r, [3].

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.75) parametrizasyonunda c1 = 2; a = 1; ve c2 =

b = 0 al¬n¬rsa, (3.75) parametrizasyonu,

�(u; v) = (u� 2 tanu; u+ (v2 � 2) tanu; 2v tanu): (3.76)

olur. (3.76) in gra�¼gi Şekil 3.17 deki gibidir:

Sekil 3:17 
(u) = (u� 2 tanu; u; 0) ve lightlike eksenli dönel yüzey

Benzer i̧slemler f = f(u) = u lineer fonksiyonu için uygulan¬rsa, (3.74) denklemi,
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g00 + (g0 � 1)(u� g) = 0

olur. Bu diferansiyel denklemin çözümü;

g(u) = u+ c1 tanh(
c1
2
(�u+ c2)):

şeklindedir. Böylece (3.7) parametrizasyonu ile verilen �0 + �1 dönme eksenli dönel

yüzey;

�0(u; v) = u+ c1 tanh(u)(
c1
2
(c2 � u))(1 +

v2

2
)� v

2

2
u;

�1(u; v) = u(1� v
2

2
) + u+ c1 tanh(u)(

c1
2
(c2 � u));

�2(u; v) = (c1 tanh(u)(
c1
2
(c2 � u)))v

olmak üzere,

�(u; v) = (�0(u; v); �1(u; v); �2(u; v)) (3.77)

şeklinde yeniden parametrize edilir.

Genelli¼gi bozmayaca¼g¬için, (3.77) parametrizasyonunda c1 = 2 ve c2 = 0 al¬n¬rsa,

�(u; v) = (u+ (
v2

2
� 1)(�2 tanh(u)); v

2

2
(u� 1) + v

2

2
(u� 2 tanh(u));�2 tanh(u)v)

(3.78)
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elde edilir. (3.78) in gra�¼gi Şekil 3.18 deki gibidir:

Sekil 3:18 
(u) = (u; u� 2 tanhu; 0) ve lightlike eksenli dönel yüzey
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4. E3, ÖKL·ID 3-UZAYINDA SELF-S·IM·ILAR YÜZEYLER

4.1. E3 de, Monge parametrizasyonu ile verilen self-similar yüzeyler

Tan¬m 4.1.1. � � E3 yüzeyi,

�!
H + ��? = 0 (4.1)

eşitli¼gini sa¼glarsa, bu yüzeye self-similar (kendisine benzer) yüzey denir. Burada �?

vektörü ile � in normal bileşeni gösterilmektedir, [4,5].

Önerme 4.1.1. � � E3 yüzeyinin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter

şart;

�
eG+

�
gE � 2

�
fF + 2�(EG� F 2)1=2 det(�; �u; �v) = 0 (4.2)

olmas¬d¬r, [4,5].

Sonuç 4.1.1. � � E3 yüzeyi, �(u; v) regüler parametrizasyonu ile verilen sabit

ortalama e¼grilikli (H 6= 0) bir yüzey olsun.� nin self-similar yüzey olmas¬için gerek

ve yeter şart

(EG� F 2)1=2 det(�; �u; �v) 6= 0

olmas¬d¬r, [6].

Tan¬m 4.1.2. � � E3 yüzeyi,

�(u; v) = (u; v; f(u; v)) (4.3)

parametrizasyonu ile verilsin. E3 de (4.3) ile verilen � yüzeyine Monge paramet-

rizasyonuna sahip yüzey denir, [6,7,13].
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(4.3) de � parametrizasyonu ile verilen yüzeyin k¬smi türevleri, s¬ras¬yla,

�u = (1; 0; fu);

�v = (0; 1; fv);

�uu = (0; 0; fuu);

�uv = (0; 0; fuv);

�vv = (0; 0; fvv)

şeklindedir.

Yukar¬daki ifadeler (2.3) ve (2.5) eşitliklerinde göz önüne al¬n¬rsa,

E = 1 + (fu)
2; F = fufv; G = 1 + (fv)

2 (4.4)

ve

�
e =

fuu
(1 + (fu)2 + (fv)2)1=2

;
�
f =

fuv
(1 + (fu)2 + (fv)2)1=2

;
�
g =

fvv
(1 + (fu)2 + (fv)2)1=2

(4.5)

elde edilir. Ayr¬ca,

det(�; �u; �v) = f � (ufu � vfv) (4.6)

dir.

Böylece, (4.4)-(4.6) eşitlikleri (4.2) da yerine yaz¬l¬rsa

fuu(1+(fv)
2)+fvv(1+(fu)

2)�2fufvfuv+2�(1+(fu)2+(fv)2)(f � (ufu�vfv)) = 0

(4.7)

bulunur, [6].

Buradan aşa¼g¬daki teorem verilebilir:
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Teorem 4.1.1. � � E3 yüzeyi (4.3) Monge parametrizasyonu ile verilen bir

yüzey olsun.� nin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart (4.7) eşitli¼ginin

sa¼glanmas¬d¬r, [6].

Tan¬m 4.1.3. � � E3 yüzeyi,

�(u) = (u; 0; h(u)); �(v) = (0; v; g(v)) (4.8)

uzay e¼grilerinin toplam¬olarak tan¬mlan¬rsa, bu yüzeye öteleme yüzeyi denir. Böylece

� � E3 öteleme yüzeyi;

�(u; v) = (u; v; h(u) + g(v)) (4.9)

Monge parametrizasyonu ile tan¬mlan¬r, [6].

Sonuç 4.1.2. � � E3 öteleme yüzeyi olsun.� nin self-similar yüzey olmas¬için

gerek ve yeter şart,

h
00
(1 + (g

0
)2) + g

00
(1 + (h

0
)2) + �(1 + (g

0
)2 + (h

0
)2)(h+ g � uh0 + vg0)) = 0 (4.10)

olmas¬d¬r, [6].

Teorem 4.1.2. � öteleme yüzeyi, sabit ortalama e¼grilikli (H 6= 0) bir yüzey

olsun. Bu taktirde � yüzeyi,

h(u) = �
p
1 + a2

2H

p
1 + 4H2u2; g(v) = �av (4.11)

parametrizasyonu ile verilen bir yüzeydir. Burada a < 1 ve s¬f¬rdan farkl¬pozitif bir

sabittir, [6].

Böylece (4.10) ve (4.11) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuç verilebilir:

Sonuç 4.1.3. 3- boyutlu Öklid uzay¬E3 de s¬f¬rdan farkl¬sabit ortalama e¼grilikli

self-similar bir öteleme yüzeyi yoktur, [6].
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4.2. E3 de, Self-Similar Dönel Yüzeyler

Tan¬m 4.2.1. � � E3 yüzeyi,

�(u; v) = (f(u); g(u) cos v; g(u) sin v) (4.12)

parametrizasyonu ile verilsin. E3 de (4.12) ile verilen � yüzeyine dönel yüzey denir,

[6,7].

(4.12) de verilen � parametrizasyonunun k¬smi türevleri, s¬ras¬yla,

�u = (fu; gu cos v; gu sin v);

�v = (0;�g sin v; g cos v);

�uu = (fuu; guu cos v; guu sin v);

�uv = (fuv;�gu sin v; gu cos v);

�vv = (0;�g cos v;�g sin v)

şeklindedir.

Yukar¬daki ifadeler (2.3) ve (2.5) eşitliklerinde göz önüne al¬n¬rsa,

E = (fu)
2 + (gu)

2; F = 0; G = g2 (4.13)

ve

�
e =

gufuu � fuguu
(fu2 + gu2)1=2

;
�
f = 0;

�
g =

gfu
(fu2 + gu2)1=2

(4.14)

elde edilir. Ayr¬ca;

det(�; �u; �v) = g(fgu � gfu) (4.15)
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dir.

Böylece (4.13)�(4.15) eşitlikleri (4.2) eşitli¼ginde göz önüne al¬n¬rsa,

g(gufuu � fuguu) + fu(fu2 + gu2) + 2�g2(fu2 + gu2)3=2(fgu � gfu) = 0 (4.16)

elde edilir, [7].

Teorem 4.3.1. � � E3 yüzeyi (4.12) parametrizasyonu ile verilen bir dönel

yüzey olsun:� nin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart (4.16) eşitli¼ginin

sa¼glanmas¬d¬r, [6].
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5. E31, M·INKOWSK·I 3-UZAYINDA SELF-S·IM·ILARDÖNELYÜZEYLER

� � E31 yüzeyinin self-similar olmas¬için, (4.1) şart¬n¬sa¼glamas¬gerekir. Yüzeyin

minimal olmas¬halinde, �? bileşeni s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan � de¼gerinin s¬f¬r olmas¬n¬n

gereklili¼gi aç¬kt¬r. Bu bölümde, E31 deki (4.1) şart¬n¬sa¼glayan timelike minimal dönel

yüzeyler için baz¬karakterizasyonlar ve örnekler verilecektir:

5.1. Spacelike dönme eksenli self-similar timelike dönel yüzeyler

� yüzeyi (3.26) parametrizasyonu ile verilsin. Yani,

�(u; v) = (f(u) sinh v; f(u) cosh v; g(u)); f(u) > 0

olsun. Bu yüzeyin ortalama e¼grili¼gi ve � konum vektörünün normal uzay üzerine

izdüşüm vektörü Teorem 3.3.2 de verildi. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 5.1.1. �; (3.26) parametrizasyonu ile verilen spacelike dönme eksenli

timelike dönel yüzey olsun. � yüzeyinin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter

şart,

f(g0f 00 � f 0g00)� g0((g0)2 + (f 0)2) + 2�f((g0)2 + (f 0)2)(fg0 � gf 0) = 0 (5.1)

olmas¬d¬r.

·Ispat. (3.26) de diferansiyel al¬n¬p, (3.33) ve (4.1) eşitlikleri kullan¬larak göste-

rilebilir.

Şimdi, (3.27) parametrizasyonu ile verilen spacelike dönme eksenli, yani,

�(u; v) = (f(u) cosh v; f(u) sinh v; g(u)); f(u) > 0

dönel yüzeyi için benzer ad¬mlar izlenilirse, yine, Teorem 3.3.2 den, aşa¼g¬daki

teorem verilebilir:
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Teorem 5.1.2. �; (3.27) parametrizasyonu ile verilen spacelike dönme eksenli

dönel yüzey olsun. � yüzeyinin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart,

f(g0f 00 � f 0g00) + g0((g0)2 � (f 0)2) + 2�f((f 0)2 � (g0)2)(f 0g � gf 0) = 0 (5.2)

olmas¬d¬r.

·Ispat. (3.27) de diferansiyel al¬n¬p, (3.34) ve (5.1) eşitlikleri kullan¬larak göster-

ilebilir.

Örnek 5.1.1. (3.41) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yüzeyi (5.

dereceden catenoid), � = 0 durumunda self-similard¬r.

Örnek 5.1.2. (3.43) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yüzeyi (Catenoid),

� = 0 durumunda self-similard¬r.

Sonuç.5.1.1. Minkowski 3-uzayda bir minimal yüzey, � 6= 0 durumunda self-

similar olamaz.

5.2. Timelike dönme eksenli self-similar timelike dönel yüzeyler

� yüzeyi (3.28) parametrizasyonu ile verilsin. Yani,

�(u; v) = (g(u); f(u) cos v; f(u) sin v); f(u) > 0

olsun. Bu yüzeyin ortalama e¼grili¼gi ve � konum vektörünün normal uzay üzerine

izdüşüm vektörü Teorem 3.3.2 de verildi. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 5.2.1. �; (3.28) parametrizasyonu ile verilen spacelike dönme eksenli

dönel yüzey olsun. � yüzeyinin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart,

f(f 00g0 � f 0g00)� g0((f 0)2 � (g0)2) + 2�f((g0)2 � (f 0)2)(f 0g � g0f) = 0 (5.3)

olmas¬d¬r.
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·Ispat. (3.28) de diferansiyel al¬n¬p, (3.35) ve (5.1) eşitlikeleri kullan¬larak gös-

terilebilir.

Örnek 5.2.1. (3.46) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yüzeyi (3.

dereceden catenoid), � = 0 durumunda self-similard¬r.

Örnek 5.2.2. (3.49) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yüzeyi (Catenoid),

� = 0 durumunda self-similard¬r.

5.3. Lightlike dönme eksenli self-similar timelike dönel yüzeyler

� yüzeyi (3.29) parametrizasyonu ile verilsin. Yani,

�(u; v) = (f(u) +
v2

2
p(u); g(u) +

v2

2
p(u); p(u)v)

olsun. Bu yüzeyin ortalama e¼grili¼gi ve � konum vektörünün normal uzay üzerine

izdüşüm vektörü Teorem 3.3.2 de verildi. Böylece aşa¼g¬daki teorem verilebilir:

Teorem 5.3.1. �; (3.29) parametrizasyonu ile verilen spacelike dönme eksenli

dönel yüzey olsun. � yüzeyinin self-similar yüzey olmas¬için gerek ve yeter şart,

(f � g)(f 00g0� g00f 0)+ (f 0� g0)((f 0)2� (g0)2)+2�(f � g)((g0)2� (f 0)2)(g0f � f 0g) = 0

(5.4)

olmas¬d¬r.

·Ispat. (3.29) de diferansiyel al¬n¬p, (3.36) ve (5.1) eşitlikleri kullan¬larak göste-

rilebilir.

Örnek 5.3.1. (3.63) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yüzeyi, � = 0

durumunda self-similar yüzeydir.

Örnek 5.3.2. (3.65) parametrizasyonu ile verilen timelike minimal yüzeyi, � = 0

durumunda self-similar yüzeydir.
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6. SONUÇ

Minkowski uzay¬Öklidyen uzaya k¬yasla daha karmaş¬k ve daha zengin bir geo-

metrik yap¬ya sahiptir. Örne¼gin, Minkowski 3-uzay¬nda verilen dönel yüzeyler üç

farkl¬ dönme eksenine, s¬ras¬yla, spacelike, timelike ve lightlike (null) eksenlerine

sahiptir. Bu sebeple, Öklidyen uzaya k¬yasla Minkowski uzay¬nda dönme, üç farkl¬

durum için gerçekleşmektedir. Minkowski 3-uzay¬nda verilen yüzeylerin genel özel-

likleri ve bu üç durum üçüncü bölümde ayr¬nt¬l¬bir şekilde incelenmi̧stir.

Di¼ger yandan, Minkowski uzay¬nda verilen yüzeylerin normal vektörlerinin ko-

numlar¬na göre de spacelike, timelike ve lightlike yüzeyler olarak isimlendirildi¼gini

biliyoruz. Bu çal¬̧smada, Minkowski uzay¬nda spacelike ve timelike dönel yüzey-

lerinin baz¬ geometrik özellikleri incelenmi̧stir. Daha sonras¬nda, bu yüzeylerin

ortalama e¼grilikleri H ve konum vektörlerinin �?; normal bileşenlerine dair baz¬

karakterizasyonlar üçüncü bölümünde verilmi̧stir.

Yine üçüncü bölümde, timelike (spacelike) dönel yüzeylerin farkl¬dönme ekseni

sonucu oluşan parametrizasyonlar¬, yüzeyin minimal (maximal) ve lorentz konformal

(konformal) olma durumu göz önüne al¬narak yeniden parametrize edilmi̧s ve elde

edilen parametrizasyonlara ili̧skin örnekler verilmi̧stir.

Asli e¼grilik ak¬̧s¬(MCF), bir Riemann manifoldunun, n-boyutlu altmanifoldun-

daki uzayda bölge fonksiyonunun gradient ak¬̧s¬d¬r, aç¬kça bir altmanifoldun kendi

ortalama e¼grili¼ginin hareketidir, yani bir yer de¼gi̧stirme i̧slemidir. Bu da altmani-

foldun konum fonksiyonu için k¬smi diferansiyel denklemlerin bir non-lineer parabo-

lik sistemini meydana getirmektedir. MCF�nin bir özel çözümü olan self-similar

çözümleri, yani, (4.1) koşulunu, sa¼glayan baz¬ yüzeyler bu çal¬̧sman¬n dördüncü

bölümünde incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde, E31, Minkowski 3-uzay¬nda timelike minimal dönel yüzeylerin,

s¬ras¬yla, spacelike, timelike, lightlike dönme eksenleri için (4.1) şart¬ayr¬ayr¬in-

celenmi̧stir. ·Incelemeler sonucunda, bu yüzeylere ili̧skin baz¬karakterizasyonlar ve



örnekler verilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada bulunan sonuçlar, E31, Minkowski 3-uzay¬nda verilen tüm yüzeyler

için incelenebilir. Ayr¬ca, Timelike (spacelike) yüzeylerin Lorentz konformal (kon-

formal) olma şartlar¬d¬̧s¬nda çeşitli özel şartlar için de incelenebilir, farkl¬sonuçlar

elde edilebilir.
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