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OzET

KARA DELIKLERDE ENERJi AKTARIM SURECLERI
OZBAKIR, Ismail

Yiiksek Lisans Tezi, Astronomi ve Uzay Bilimleri Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Kadri YAKUT
Agustos 2014, 93 sayfa

Kara delikler bugiin varliklar1 genis bilimsel ¢evrelerce kabul goéren ve bazi
yiiksek enerjili siireclerde 6nemli rol oynayan astrofiziksel yapilardir. Aktif gokada
merkezlerinde ve X-1sin ¢iftlerinin farkli dalga boylarindaki gozlemleri donen kara
deliklerin varligimm1 gii¢lii olarak desteklemektedir. Donen kara deliklerin
parcaciklarla etkilesimini anlamak amaciyla bu cisimler etrafindaki pargacik
hareket denklemlerine bakilmasi gereklidir. Donen kara deliklerin geometrik
yapilari, ¢evrelerindeki pargacik hareket denklemleri ve enerji aktarim siiregleri bu
tezin arastirma alanlarmi olusturur. Tez kapsaminda donen kara deliklerle
karsilagtirma olmasi amaciyla donmeyen kara delik ¢oziimleri de verilmistir.
Ayrica donen kara deliklerin geometrik yapisini betimleyen Kerr metrigi
kullanilarak pargacik yoriinge hareketleri incelenmistir. Daha sonra enerji aktarim

stireclerinden biri olan “Penrose siireci” ayrintili olarak irdelenmistir.

Anahtar sozciikler: astrofizik, dénen kara delikler, Kerr metrigi, hareket
denklemleri, enerji aktarim siiregleri, Penrose siireci, Schwarzschild metrigi.
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ABSTRACT

ENERGY EXTRACTION PROCESSES in BLACK HOLES

OZBAKIR, Ismail

MSc in Astronomy and Space Sciences
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kadri YAKUT
August 2014, 93 pages

Black holes, whose existence are widely accepted by scientific committees,
are astrophysical objects that are important in many high-energy processes.
Observation active galactic nuclei and X-ray binaries in different wavelengths of
electromagnetic spectrum support their existence. To understand the interaction
between rotating black holes and particles it is important to study the equation of
motion of particles orbiting a black hole. In this thesis, the geometrical structure of
rotating black holes, equation of motion of particles that orbiting a black hole and
energy transfer processes are handled. Non-rotating black holes are also studied to
compare the differences between the rotating ones. Using Kerr metrics, that defines
the geometrical structure of rotating black holes, a particle’s trajectory motion has
been studied, as well. Finally, Penrose process, that is one of the energy extracting

processes, has been studied in details.

Keywords: astrophysics, rotating black holes, Kerr metric, equations of
motion, energy extracting processes, Penrose process, Schwarzschild metric.
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1.GIRIS

Newton ¢ekim kurami, gok cisimlerinin kiitleleri ve boyutlar1 ile iliskili
olarak belirli kagma hizlarma sahip olduklarmi 6ngoriiyordu. Buna gore; gerekli
kagma hizina sahip ya da daha hizli olan bir cisim, kendisini ¢eken gok cisminden
kurtulabilirdi. Bu kuramdan yola ¢ikarak 1795 yilinda Pierre Laplace, yeterince
kiitleli ve yogun bir cisimden kurtulma hizinin 151k hizin1 gegebilecegini diisiindii.
Boylelikle 15181n bile kagamadigi “kara” cisimler kavramni, ilk defa ortaya

atmustir.

Albert Einstein 1916 yilinda genel rélativite kuramini yayinladi. Bu yeni
kuram; bu tiir kara cisimlerin, sonsuz yogunlukta ve sonsuz egrilmis tekil
(singularity) uzay — zaman bolgeleri seklinde olusabilecegini dngoriiyordu. Karl
Schwarzschild 1916 yilinda Einstein alan denklemlerinin ilk ¢6zliimiinii elde etti
(Schwarzschild, 1916). Bu ¢6ziim ile kiitleli statik bir cismin ¢evresindeki uzay —
zaman bolgesi tanimlanmis oldu. Boyle bir uzay — zaman bdlgesinde tanimli kara
delige Schwarzschild Kara Deligi denildi. Schwarzschild metrigi, donmeyen ve

yiiksiiz kara delikleri tanimliyordu.

Ayni yillarda H. Reissner ve G. Nordstrom, donmeyen fakat yiiklii kara
deliklerin metrigini olusturdular (Nordstrom, 1918; Reissner, 1916). Bu metrik ile

tamimlanan kara deliklere de Reissner — Nordstrom Kara Deligi denildi.

Gozlenen bir ¢ok gok cismi donme hareketi yaptigindan kara deliklerin de
bir agisal momentuma sahip olmalar1 gerektigi varsayildi. Dogal olarak boyle kara
delikleri tanimlamakta Schwarzschild metrigi yetersiz kaldi. Donen kiitleli bir
cismin ¢evresindeki uzay — zaman metrigini tanimlayan tam bir ¢6ziim, uzun
yillar boyunca bulunamadi. Roy P. Kerr, yaptig1 calismayla Einstein alan
denklemlerinin donen kiitleli cisimler i¢in tam bir ¢6ziimiinii elde etti (Kerr,
1963). Bunu takip eden yillarda dénen ve yiikli cisimlerin metrigini tanimlayan

Kerr — Newman metrigi elde edildi (Newman and Janis, 1965).

20. yiizyiln ilk yarisinda kara delikler sadece teorik olarak g¢aligilan bir
aland1i. Sonraki yarisinda gelisen goézlem teknikleriyle bazi ilging enerjik
stireclerin oldugu astrofiziksel yapilar kesfedilmeye baslandi. Uzayda gorece

kiiciik bazi bolgelerden ¢ok biiyiik enerjili pargaciklarm (jet siirecleri)



piiskiirtiildiikleri gozlendi. Ozellikle aktif gdkada cekirdekleri (AGN) olarak
bilinen astrofiziksel yapilarin merkezlerinde, bu enerjik siirecleri besleyen siiper
kiitleli kara deliklerin oldugu onerildi. Buna gore kara deligin donme enerjisi,
birtakim siireclerle cevresindeki plazmaya aktarilarak pargaciklari rolativisttik

hizlara eristirmesi dlistiniilmiistiir.

Kara deliklerin donme enerjileriyle ilgili ilk ¢alismalar R. Penrose’ un 6ne
stirdiigii mekanizma ile basladi (Penrose, 1969). Bu siire¢te temel olarak;
ergosfere giren parcacigin boliinerek parcalardan birinin negatif enerji
yoriingelerine oturmasiyla, kara deligin enerjisinin bir kismimin (bdliinen
pargalardan birine) aktarilmasi 6ngoriiliir. Bu siireg¢ her ne kadar matematiksel bir
alt yapiya dayansa da gozlemlerle uyumlu sonuglar veremiyordu. Ozellikle
yiiksek enerjili jet siireglerini agiklamakta ¢ok yetersiz kaliyordu. Daha sonraki
yillarda yapilan ¢aligmalar, kara deligin elektromanyetik alanlarla etkileserek

enerjilerini aktarmasi fikri tizerinde yogunlasmistir.

Bu tez ¢alismasinda donen kara deliklerin geometrisi ve onlarla iligkili olan
enerji aktarim siireclerine gegcmeden dnce donmeyen kara delikler konusu, giris
seklinde verildi. Ayrica bu tiir kara deliklerin pargacik hizlandirict siireglerle
iligkili olabilecegini Ongdéren bazi c¢aligmalara deginildi. Bolim 4’te kara
deliklerde indirgenemez kiitlenin azalmayacagi ayrmtili olarak gosterildi ve
Penrose siireci detayli olarak irdelendi. Ayrica ikinci derece denklem
¢oziimlerinde ve grafik ¢izimlerinde “Wolfram Mathematica” programindan

yararlanilmistir.



2. DONMEYEN KARA DELIiKLER

Kara delikler genel olarak {i¢ parametre ile ifade edilirler. Bunlar kiitle,
acisal momentum ve elektriksel yiiktiir. Bir uzay — zaman geometrisini tanimlayan
metrigin katsayilar1 (metrik tensor bilesenleri) zamandan bagimsiz ise “stasyoner
— metrik” olarak tanimlanir. Buna ek olarak metrik tensoriin matrisi kosegenel
(diagonal) ise (yani g.,dtde gibi gapraz terimler yoksa) bu metrige “statik —

metrik” denir.

Schwarzschild metrigi, kiitleli statik cisimlerin ¢evresindeki uzay — zaman
egriligini tanimlar. Bu tiir bir cisme Ornek olarak donmeyen bir yildiz veya
donmeyen bir kara delik verilebilir. Schwarzschild Kara Deligi olarak bilinen

boyle bir kara deligin elektrik yiikii ve agisal momentumu sifira esittir.

Schwarzschild metrigi g;, metrik tensor olmak tiizere (i,k = 0,1,2,3),

kiiresel koordinat sisteminde {t, 7,8, ¢},

ds? = g dxtdx*

2m 2my\
ds? = — (1 - —) cidt? + (1 — —) dr? + r?do?
r r (le)
+ r2sin? 0 d¢p? = —c?dr?

olarak verilir'. Burada m = MG/c? ve r, == 2GM/c%; M, kiitle; G, genel ¢ekim
sabiti; r,, Schwarzschild yaricaps; c, 151k hizi® ve dt 6z — zaman araligmi belirtir®.
Boylelikle kiitle ve uzunluk birimi birbiri cinsinden yazilabilir. Bu geometrinin,
kiiresel simetrik statik — metrik olmasiyla birlikte sadece radyal bilesene bagl
oldugu goriilmektedir. Buradan kiitleli cisimden r — oo uzaklastikca metrigin,

Minkowski uzay — zaman geometrisine (diiz uzay — zaman) doniistiigii gortliir.

! Burada verilen ve sonraki bélimlerde de kullanilan diger metrik bilesenlerinde, (— + + +)
notasyonu kullanilmistir.

2 Sonraki bolimlerde G=c=1 seklinde geometriklestirilmis birim kullanilacaktir.

* Oz — zaman bir sistemdeki parcaciklarin her biri icin parcaciga ait bir zaman olarak tanimlanir. Bu
olgu, parcaciklarla beraber hareket eden bir saatin 6l¢tiigii zaman gibi diistinilebilir.



Schwarzschild metriginde r — r, durumunda, g,; — oo olur. Bu bize kara deligin

olay — ufku yaricapmni, r = r, = 2m olarak verir”,

Tanimlanan uzay — zaman geometrisinde olusan tekillik (singularity), (bu
bdlgede egrilik sonsuz oldugu icin) kullanilan metrigi tanimsiz yapan bdlge
anlamina gelir. Ancak metrik lizerinde tanimsiz yapan bolge gercek bir tekillik
olmayabilir. Eger tekillik uygun koordinat doniigiimleri ile kaldirilabiliyorsa, bu
tekillik bolgesine “koordinat — tekilligi” denilir. Hi¢gbir koordinat doniisiimii ile
tekillik kaldirilamiyorsa bu bolge, gergek tekillik bolgesi olup egrilik — tekilligi

(curvature — singularity) olarak isimlendirilir.

2.1 Eddington — Finkelstein Koordinat Sistemi

Schwarzschild metrigi, r = 2m bolgesinde koordinat — tekilligine sahiptir.
Bu metrik, Eddington — Finkelstein koordinat sistemine doniistiiriilerek koordinat
tekilligi kaldirilabilir (Eddington, 1924; Finkelstein, 1958).

Eddington — Finkelstein koordinatlari, igeriye yonli (r < 2m =1,) ve
disartya (r > 2m =r,) yonlii null® geodeziklere® bagl iki parcali bir koordinat
sistemi olusturur. Iceriye yonlii null geodezik durumu i¢in koordinat déniisiimii,

(2.2) ifadesiyle yapilarak diferansiyeli alirsa (2.3) esitligi elde edilir.

v(t,r)=ct+r+2min|r/2m—1]| 2.2)

dv=cdt+dr—dr(1—r/2m)™!
dv =cdt +dr(1 —2m/r)"1 (2.3)
Bu esitlik, (2.1) denkleminde dt?’nin yerine yazilip birkag cebirsel islemin

ardindan,

2m
ds? = — (1 — 7) dv? + 2dvdr + r?d6? + r? sin? 0 d¢? (2.4)

* Dénen kara delikler konusunda Kerr metriginden olay — ufku yaricapi hesaplarken yine gi11 > ®©
kosulu dikkate alinacaktir.

> Null geodezik, 1sik gibi kiitlesiz parcaciklarin uzay — zamanda iki nokta arasinda aldigi en kisa yola
denir.

® Bir uzay — zaman geometrisinde tanimli herhangi iki nokta arasindaki en kisa yola “geodezik”
denir (bazi Tirkce kaynaklarda jeodezik olarak da isimlendirilmektedir.). Parcaciga sadece
gravitasyonel kuvvetin etkidigi durumda, parcacik serbest diistis hareketi yapar (free falling).



ifadesi olarak Eddington — Finkelstein koordinatlarina déniistiiriiliir’. Dolayisiyla
Schwarzschild kara deliginin » = 2m koordinat bdlgesindeki tekilligi kaldirilmis

olur.

Esitlik (2.1) ve (2.4)te r =0 sifir icin baska bir tekillik daha vardir.
Koordinat doniisiimleri ile kaldirilamayan bu tekillik, donmeyen kara deliklerin

gercek tekillik bolgesidir ve geometrik olarak noktasaldir.

2.2 Zaman Genislemesi

Kara delikten uzaktaki statik bir gdzlemcinin 6l¢tiigli zaman dt ile delige
yaklasan gozlemcinin zamani1 dt arasinda rolativisttik bir fark olusur. Zaman
genislemesi olarak bilinen bu etkiye gore; Schwarzschild kara deligine yaklagan
gozlemci i¢in zaman, kara delikten daha uzaktaki gézlemciye gére daha yavas
akar. Statik bir gézlemcinin 0l¢tiigii 6z — zaman dt olmak iizere zaman

genislemesi, (2.5) denklemi ile ifade edilir.
dt = (1 -2m/r) Y24z (2.5)

Zaman genislemesi, gravitasyonel kirmiziya kayma etkisi ile iligkilidir. Bu
durum genellikle soyle bir diisiince deneyi yapilarak ifade edilebilir.  Bir
Schwarzschild kara deliginden farkli radyal uzakliklarda bir verici ve bir alici
statik olarak bulunsun. Bu verici ve alicinin bulunduklar1 radyal koordinata gore
Olgtiikleri 6z — zamanlar srasiyla dt, ve dt, olsun. Vericiden esit dt, zaman
araliklariyla sinyal gonderilsin. Alici, gelen sinyalleri dz, zaman araliklariyla alir.
A1, zaman araliginda gonderilen sinyal sayis1 n olmak {izere, vericinin 6lgtiigl
sinyallerin frekansi v, = n/At, olur. Alicinin 6l¢tiigii frekans sayisi da “n” olur.
Ancak farkli zaman araliklarinda 6l¢tiigii i¢in sinyallerin frekanst v, = n/At, ile

verilir. Buradan sinyalin gravitasyonel kirmiziya kaymasi, (2.6) ifadesi ile

hesaplanabilir.
Vg _ 1-2m/ry, 172 (2.6)
vy \1-2m/r, '

Bu sonuca gore verici kara delige yaklastik¢a alicinin 6lgtiigii sinyal daha
cok kirmiziya kayacaktir. Eger 1, = 2m olursa, 6l¢iilen kirmiziya kayma sonsuz

(infinite red — shift) olacaktur.

’ Eddington — Finkelstein koordinat déniisiimlerinin detayl anlatimi iin bkz. (Carroll, 2003; Grgn
and Sigbjorn Hervik, 2007)



Schwarzschild metriginin g,, bilesenini sonsuza gotiiren r = 2m degeri,
ayni metrigin g,, bilesenini sifir yapar. Bu nedenle statik gozlemciye gore kara
deligin olay ufkuna ulasan cisimden gelen sinyallerin; (2.5) ve (2.6) esitlikleri
yardimiyla sonsuz — kirmiziya kaydigi goriilmektedir. Schwarzschild metrigi,
grr = oo bolgesinde iki onemli 6zellige sahip olan bir uzay zaman bdlgesine
doniislir. Bunlardan ilki, bu ylizeyin sonsuz kirmiziya kayma bolgesi olmasidir.
Digeri ise ayni yiizey bdlgesinin tek — yén gegirgen zar® (one — way membrane)
gibi davranmasidir. Bu nedenle donmeyen kara delik olan Schwarzschild kara
deliginde olay — ufku ile sonsuz kirmiziya kayma ylizeyi ayni radyal uzaklikta yer

alir.

Bu iki 6zelligin keyfi bir metrikte; ayn1 bolgede bulunup bulunmadiginin
incelenebilmesi i¢in, Killing — vektdrlerinin statik ya da stasyoner metrik

durumlariyla olan iliskilerine bakilmahdir (Vishveshwara, 1968).

2.3 Schwarzschild Metriginde Statik Gézlemciler
Statik bir goézlemci sadece zaman koordinatinda hareket eder. Bu
gbdzlemcinin uzaysal koordinatlari, eylemsiz bir referans sistemine gore sabit

olur®. Bu kosul altinda zamansal™® (timelike) gozlemciler i¢in (2.1) ifadesi,
2m
ds? =—(1—7>dt2<0=> Joo <0 (2.7)

esitsizligini saglar. Ancak r = 2m bdlgesinde gy, = 0 oldugundan gdzlemci
burada statik olamaz. Ciinkii ayn1 noktada dr, d@ veya d¢ sifir olamayacagi i¢in

uzaysal koordinatlarda hareket etmek zorunda kalir.

Olay — ufkunun igerisinde, metrik tensoriin zaman bileseni g,, > 0 olur. Bu
durumda olay — ufkundan giren bir pargacik, iceride uzaysal (spacelike) olarak,

r = 0 gercek tekillik bolgesine ulasimcaya kadar hareket eder. Gozlemcinin statik

& Tek yon gecirgen zar tanimiyla, kara deligin olay ufkunun sadece iceriye dogru gecise izin verdigi,
dolayisiyla null yizey oldugu kastedilir (¢ciinki olay — ufkunda kagma hizi, 151k hizina esittir). Bkz.
(Finkelstein, 1958).

° Metrik bilesenlerinin, dt # 0 ve dr = df = d¢ = 0 durumuna karsilik gelir.

% Tanimlanan bir uzay — zaman bolgesinde hareket eden serbest pargaciklar (kiitleli veya kitlesiz)
timelike, spacelike veya null yollari takip eder. Bkz. (Carroll, 2003) ve (Dermer and Menon, 2009).



ya da stasyoner olarak bulunamadigi r = 2m bolgesine, stasyoner limit ylizeyi
denilir*.
Schwarzschild metrigi her ne kadar donmeyen kara deliklerin geometrisini

tanimlasa da, yavas donen kara deliklerin uzay — zaman geometrisi i¢in de belirli

bir yaklagim yapilarak uygulanabilir*?,

2.4 Reissner — Nordstrom Kara Delikleri

Donmeyen ve yiiklii statik kara — delikler Reissner — Nordstrom metrigi ile
tanimlanir (Nordstrom, 1918; Reissner, 1916). Bu metrik Einstein alan

denklemlerinin tam bir ¢6zliimii olup,

1
f)

ile tanimlanir. Burada f(r) = 1 —2m/r + Q*/r?, m = MG/c?* ve Q, yiktiir. Bu

ds? = —f(r)dt? +

dr? + r2(d8? + sin? 8 d¢?) (2.8)

metrik, m kiitlesi ve Q yikiine baglh iki parametreli bir ¢6ziimdiir. Reissner —
Nordstrom kara deliginde olay ufkunun yerini belirlemek amaciyla (2.8) bagintisi

f(r) = 0 igin ¢ozlldigiinde,
ry =m+.m?—Q? (2.9)

esitligi elde edilir. Eger m? > Q2 ise, i¢ ve dis olarak iki reel ¢oziime ulasilir. Dig
¢oziimden elde edilen uzay — zaman bolgesi kiiresel — simetrik, yiikli ve statik bir
kara deligin dis olay — ufku yiizeyini tanimlar. I¢ ¢dziimden elde edilen uzay —
zaman bolgesine ise “Cauchy olay — ufku” (Cauchy — horizon) denilir. Eger m? <
Q? ise (2.9) ifadesinden reel bir kok elde edilemez. Dolayisiyla olay — ufku
bolgeleri ortadan kalkar. Bu durumda r = 0 noktasindaki tekillie dogru olan
geodezik egrileri zamansal (timelike) hale gelir. Dolayisiyla r > r, bolgesinde
olan bir gdzlemci i¢in tekillik bolgesi agiga ¢ikar. Boyle bir tekil bolgeye ¢iplak —
tekillik (naked — singularity) denir.

" Dénen kara deliklerde stasyoner limit yiizeyi, ic ve dis olarak ikiye ayrilir. Ayrica bu yiizeyler
kara deligin olay — ufku bdlgesinden de ayrik olarak bulunurlar. Bkz. (Misner, Thorne, and
Wheeler, 1973).

2 Dénen kara deliklerin tam bir ¢6zimi 1963 de elde edildi. Daha 6nceleri, Schwarzschild metrigi
yardimiyla yavas donen bir kara delik i¢in belirli yaklasimlar kullanilarak geometri betimlenmeye
cahsiliyordu. Bkz. (Visser, 2007; Witten, 1962)



3. DONEN KARA DELIKLER

Basta yildizimiz Giines olmak lizere evrendeki gék cisimlerinin belirli bir
acisal momentuma sahip oldugu bilinmektedir. Yeterince biiyiik kiitleli bir
yildizin evrimi incelendiginde; yildizin evriminin son basamaginda kalan kiitlenin
cokerek bir kara delik olusturmasi, bilimsel olarak yaygin ¢evrelerce kabul edilen

bir modeldir.

Yildizlarin  sahip oldugu agisal momentumun (dolayisiyla donme
enerjilerinin)  bir kisminin evrimlerinin son basamaginda da (gesitli
mekanizmalarla bir kismint kaybetseler de...) varhigini siirdiirebilecegi
ongoriilmektedir. Dolayisiyla acgisal momentuma sahip olan kara deliklerin
geometrisi, donmeyen statik — kara deliklerden ayrilir. Cilinkii donmenin etkisiyle

kara deligin geometrisi eksenel — simetrik bir geometriye doniisiir.

Uzun yillar boyunca Einstein alan denklemlerinin, béyle bir geometri i¢in
tam ¢6ziimleri bulunamamisti. Rolativistik ¢ekim etkilerinin ihmal edilebilecegi
Giines (ve Glines Sistemi) gibi gok cisimleri igin Schwarzschild metrigi, belirli bir
yaklagim yapilarak tanimlanabiliyordu (Visser, 2007). Ancak rolativisttik etkilerin
onemli oldugu gok cisimlerinde (kara delik, n6tron yildiz1 ve beyaz ciiceler) bu
yaklagim, hata payr ihmal edilemeyecek kadar biiylik oluyordu. Bu yiizden
Einstein alan denklemlerinin donen kiitleli cisimler i¢in tam bir ¢dziimiiniin

bulunmasi gerekiyordu.

Donen bir kara delik, stasyoner eksenel — simetrik uzay — zaman metrigine
sahip olmasi gerekir (Hawking, 1972). Bulunmasi gereken ¢oziim, kiitlenin
yaninda acisal momentum parametresine de baglh olmaliydi. Ayrica acisal
momentumun sifira esitlenmesi ile Schwarzschild metrigi elde edilebilmeliydi.
Schwarzschild metriginde bir olay ufku tanimli oldugundan, aranan metrigin de
olay ufkuna sahip olmasi bekleniyordu. FEinstein alan denklemlerinin
yaymlanmasindan yaklagik yarim yiizyil sonra bdyle bir ¢6ziimii Roy P. Kerr elde

etti' (Kerr, 1963).

! Aslinda biitiin bu 6zellikleri karsilayan stasyoner tek ¢éziim Kerr ¢éziimiidiir (Carter, 1971). Daha
sonralari elde edilen diger stasyoner metriklerde olay ufku taniml degildir (Griffiths and
Podolsky, 2009).



3.1 Kerr Metrigi

Kerr metrigi; eksenel — simetrik, donen ve kiitleli bir cismin zamandan
bagimsiz gravitasyonel alanini tanimlar. Bu ¢6ziim Einstein alan denklemlerinin,
(3.1) esitligini saglayan vakum (kara deligin g¢evresi bos uzay — zaman)
¢oziimiidiir®,

R[UJ =0 (31)
Ricci tensoriidiir’,

Burada Ry,

Kerr metrigi, “Boyer — Lindquist” koordinatlarinda {t,r,6,¢}, (3.2a)
ifadesiyle gosterilir (Boyer and Lindquist, 1967).

26Mr 4GMra 2
ds? = — (1 _ )dtz _ sin? 0 dpdt + (p—) dr? + p2d6?

eamd L ’ 322
e

p?=r?+a%cos?0 (3.2b)

A=1?— CZMr +a’?=@r-r)ir—r) (3.2c)"

2?2 = (r? + a?®)? — Aa?sin? 0 (3.2d)

Burada M, kara deligin Kkiitlesi; a = J/Mc, kara deligin toplam agisal
momentumunun toplam kiitlesine oraniyla ilgili donme parametresidir. Ayrica r,
ve r_ ifadeleri, daha sonra detayli olarak irdelenen dis ve i¢ olay — ufku

yarigaplaridir. Yukaridaki (3.2a) ifadesinde g4 metrik bileseni bazi kaynaklarda,

2 (3.1) ifadesinin sifira esit oldugunun gosterimi icin, Hoyng, (2006) sf.53 bakilabilir.

* Genel gorelilik kurami ve tensor analiziyle ilgili detayli bilgi icin Landau and Lifshitz, (1980)
Onerilebilir.

* Denklik ifadesinin elde edilisi icin bkz. Ek.A
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[(r? + a?)? — Aa? sin? 0] sin? 0
p?

a* +2a’r? + r* —a*sin? 6 +

9o =
2GMra? sin? 0

2 — a?r?sin? 6] sin? 6

pZ
[ 2 i
a4 + 2a2r2 +r4 _ a4. + a4 COSZH + ZGMrZZ sin“ @
I —

2GMra? sin® 0
T

— a?r? + a®r? cos? 9] sin’ @

r2(r? + a?) + a®cos? 0 (r? + a?) ] sin? @

p2
, .,  2GMra®sin*@|
=|r“+a +T sin“ 6

olarak gosterilmektedir. Ayrica farkli kaynaklarda g;; metrik bileseni de g;; =

(A-a?sin? 9)
— T

olarak verilebilmektedir.

Agisal momentum J, kgm?s~* (Sl birim sisteminde) biriminde yazilirsa;

. .. L. kgm?2s~1
donme parametresinin birimi a = - =™ _ — metre, uzunluk olur. Kerr
Mc kgms~1

metriginde ¢alisilirken G genel — ¢ekim sabiti ve ¢ 151k hizi normalize edilerek,
kullanilan bagintilar daha sade bi¢imde yazilabilir. Isik hizin1 normalize
edebilmek i¢in zaman boyutunun uzunluk boyutunda yazilmasi gerekir. O halde

155k 1zt c =m-s! =1 = s = metre olur. Genel ¢ekim sabiti i¢in, G = N -

kgm m? m3 m3 metre .
= = = = kg = metre olmak iizere
s2 kg2 kg-s? kg-m?2 kg

m?-kg™? =

kiitle, uzunluk biriminde yazilabilir. Boylelikle G = ¢ =1 olarak normalize

edilmis olur.

Buna gore (3.2a) metrigi tekrar yazilirsa,

2

2mr dmra
ds? = — (1 — e >d1:2 — p sin? 0 d¢dt + <%> dr? + p2d6?
¥2sin% 0

p? d¢*

formu elde edilir. Bu form, yeniden diizenlenerek asagidaki gibi de yazilabilir.

sin? 0 2
P [(r?2 + a?)d¢ — adt]? + %drz

A
ds? = —— (dt —asin® 8 d¢)* +
P
+ p2dH*?
Kerr uzay — zaman bolgesinde eksenel — simetrik stasyoner durum sz

konusu oldugundan metrik bilesenleri, {t, ¢} koordinatlarindan bagimsizdir.
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Kerr metriginin g** kontrovaryant bilesenleri ile iliskili olan dortli —

gradyent (four — gradient) operatorii (3.3) esitligiyle verilir®.

()

A apat ' p?

¥2 /0\? damr 9 9 A /0N\: 1
(50) - ) 52
or 2

VEINVT: p
(3.3)

(A — a?sin?6) ( 0 )2
p?Asin?0 \d¢

Burada g, skaler bir niceliktir ve genellestirilmis bi¢cimde (3.4) ifadesiyle
gosterilir (u,v = 0,1,2,3).

0 0

= UV ___
g=9 dxH oxv

(3.4)

3.2 Donen Kara Deliklerin Geometrik Ozellikleri

Kara deligin olay ufku (3.2a) ifadesinde, g,; bilesenini tanimsiz yapan
A = 0 bolgesindedir. 4, ikinci dereceden r’ye bagh bir fonksiyon oldugu igin iki
koke sahiptir. Donme parametresinin kiitleyle iliskisi a < m olarak verilirse
denklemin iki reel koke sahip oldugu goriiliir. Buradan, 4 = r% — 2mr + a® = 0

denklemi ¢oziilerek,

ry =m+m?—a? r_=m—+m?—aqa? (3.5)
r, Ve r_ olmak iizere, sirasiyla dis olay — ufku ve i¢ olay — ufku bélgeleri bulunur.

(2.1) Schwarzschild metriginde, g,; —» o durumunda go, — 0 oluyordu®.
Kerr metriginde ise g;; — oo durumunda, g,, bileseni sifira gitmez. Buradan

sonsuz kirmiza kayma yiizeyi ile null yiizeyinin (olay ufku) aym bolgede

bulunmadigr anlasilir. (3.2a) metriginde; Joo =0 1icin (a<m kosulu
varsayilmistir),
r# =m++m? — a2 cos? 6 ry =m —+/m? — a2 cos? 6 (3.6)

o= 99,

“0” koordinatina bagl degisen sinir ylizeyleri tanimlanir. Burada “ rf ” ve “rg 7;

sirasiyla dis ve i¢ sonsuz kirmiziya — kayma ylizeyleridir. Bu yiizeylere ergo —

> Kovaryant metrik bilesenlerinden kontrovaryant bilesenlere déniisim ile ilgili bkz. (Raine and
Thomas, 2009)

® Bununla birlikte metrik tensériin J:: bilesenini sifir yapan r = 2m yizeyinin; (2.6) ve (2.7) den
anlasildigi Gzere, sonsuz kirmiziya — kayma yiizeyi oldugu belirtilmisti.
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yiizeyler de (ergo — surfaces) denir. Ergo — yiizeyler ile olay — ufku yiizeyleri
(yani i¢ ve dig null ylizeyler) birbirinden ayrilirlar. Bu yiizeylerin (a < m
durumunda) en distan ige dogru siralanisi, rf > r, > r_ > rg bigimindedir. Kutup
bélgelerinde (6 = 0,7) (3.6) bolgeleri, (3.5) olay — ufku bolgelerine doniisiir’.

8 denir. Bu

Kerr kara deliginin (v, r,) ylizeyleri arasinda kalan bolgeye “ergosfer
yiizeyler, Sekil (3.1) de, donme ekseninin z — ekseni oldugu durum igin

gosterilmistir.

Dis olay-ufku

r+ =m+ vmT — a?

i olay-ufku

T
r_ =m—vm- —a"

Dis ergo-yiizey
rp=m+ /M= — a? cos? §

Ig ergo-ylizey /
y
e
g
y

a7 I

rp =m—'m? —a” cos” § 1
|

Halka-tekillik = !
[ring singularity) Ergoregion s :
P4yt =aandz=0 - !
s 1

- 1

# 1

1

1

1
Symmetry axis 8 = 0,7

Sekil 3.1: Kartezyen koordinatlarda Kerr metriginden elde edilen geometrik bigimi
gostermektedir (Visser, 2007).

Eger a = 0 (yani agisal momentum sifir oldugu durumda) oldugu bir durum
disiiniiliirse (3.2a) ifadesinin, (2.1) Schwarzschild metrigine (yani donmeyen kara
delik durumu) doniistigii goriiliir. Sekil (3.2), boyle bir kara deligin olay — ufku

smirlarimni géstermektedirg.

7 Buradan, kutup noktalarinda sonsuz kirmiziya kayma yiizeyi ile olay — ufkunun kesistigi

anlasiimaktadir.

¢ Bazi kaynaklarda isimlendirme olarak ergo — sphere ya da ergo — region bicimleri de

kullaniimaktadir.

® Schwarzschild kara deliklerinde ergosfer bélgesi olusmaz.
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Sekil 3.2: Donme parametresi a = 0 olan bir kara delik i¢in dis olay — ufku r, = 2m

olarak gosterilmektedir (m = 1 alinmustir).

Sifirdan farkli donme parametreli kara deliklerin c¢esitli a degerlerinde;
ergosfer, dis olay — utku ve i¢ olay — utku bolgelerinin 8 agisina gore smirlari
sekil (3.3) grafiklerinde gosterilmistir (Donme parametresine bagli olmaksizin,

6 = m/2 igin 1,4, = 2m degerini alir.).

z

a)

)
"

Sep

b) :




Sekil 3.3: Farkli a ve 6 degerlerine gore ergosfer, i¢ ve dis olay — ufku yiizeylerinin
sekilleri verilmistir. En distaki ergosfer ylizeyi 8 = {—g,g} araliginda degisimi gosterilmektedir.

a) a = 0.866 olan bir kara delik igin r_ = 0.5m ve r, = 1.5m degerlerini alir. b) a = 0.988 olan
bir kara delik i¢in . = 0.84m ve r, = 1.15m degerlerini alir. ¢) a = 1 olan (maksimum dénme)

bir kara delik igin 7~ =, = m olur.

Birkag cebirsel islemle dogrulanmalar1 miimkiin olan, baz1 6zdeslikler (3.7a

— h) ile verilmistir.

asin® 6@ g, + gip = —asin®6 (3.7a)
(r* + a*)gep + agpy = alsin® 0 (3.7b)
(r* + a*)gu + agey = —A (3.7¢)
asin® 09,y + gpp = (r* + a*) sin* 6 (3.7d)
1 (3.7¢)
tp)? _ gt g¢¢ —
(g ) g9 Asin? @
agtt — (r? + a¥)g'® = —a (3.71)
1 (3.79)
2 4 g2) g9 — qgtd —
(r+a%)g a9 sin? 6
90 _ _9ue
g%? it (3.7h)

Kerr metrigi, p? =72+ a?cos?0 = 0’da bir tekillige sahiptir. Bu bolge,
koordinat doniisiimleriyle kaldirilamayan gercek bir tekillik bolgesidir. Boyer —

Lindquist koordinatlarinda p? = 0 denklemi; » =0 ve 6 = /2 degerleri igin
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saglanir. Boyer — Lindquist koordinatlar1 Kartezyen koordinatlara doniistiiriiliirse
p? = 0 igin x? + y? = a? olan bir ¢cember denklemi elde edilir. Buradan tekillik
bolgesinin, ekvator diizleminde (6 = m/2) ve halka bi¢imli bir yapt oldugu
anlasilir'®. Bu tekillige halka — tekillik (ring singularity) denir™*.

3.3 Kerr Metriginde Killing Vektorleri ve Geodezik Denklemleri

Donen kara deliklerin ¢evrelerindeki geodezik hareketi belirleyebilmek igin

hareket sabitlerine ihtiya¢ duyulur.

Bunlardan ilki pargacigin durgun kiitlesidir. Sonraki iki sabit, metrigin
zamandan bagimsiz ve eksenel — simetrik 6zellikleriyle iliskili olarak sirasiyla E,
parcacigin enerjisi ve L,, acisal momentumudur®?. Bu ii¢ hareket sabiti yardimiyla
parcacigin ekvatoral diizlemdeki hareketi belirlenebilir. Ancak parcacigm olasi

biitlin yoriingelerini tanimlayabilmek i¢in dordiincii bir sabit gereklidir.

Brandon Carter 1968 de yayinladigi bir ¢aligmada kendi adiyla anilan Carter
sabitini tiiretti (Carter, 1968). Boylelikle Kerr uzay — zaman metriginde geodezik

hareket tam olarak tanimlanabildi.

Geodezik hiziyla iligkili olan geodezige teget u# vektoriiniin kovaryantiyla
carpimi, geodezigin 151k konisine (light cone) gore ii¢ farkli durumunu belirler'®,
Asagida (3.8) ifadesiyle verilen u vektorii genellikle “7” 6z — zaman

parametresine bagl olarak tanimlanir™.
u(t) = 0, + 70, + 09y + Ppay (3.8)

Burada nokta, 6z — zamana gore tiirevi gosterir. Kerr geometrisinin simetri

6zellikleri, metrik {izerinde tanimlanan Killing vektérleriyle dogrudan iliskilidir™.

1% Kerr — Schild koordinat dontsimlerinin detayl anlatimi bolim 3.5 de verilmistir.

! Halka — tekillik ile ilgili detayl bilgi icin, bkz. (Chandrasekhar, 1998)

2 Burada L,, dénme ekseni dogrultusundaki agisal momentumdur.
B utuy, = q? olarak tanimlandiginda; zamansal (timelike) geodezik igin g? = —1, null geodezik
icin g2 = 0 ve uzaysal (spacelike) geodezik icin g2 =1 olarak belirlenir (metrigin notasyonu
(— + + +) olarak alinirsa, g2 degerlerinin isareti degisir).

1% (3.8) ifadesi bazi kaynaklarda, u(t) = utd, + u' o, + uo, + u¢6¢ olarak gosterilmektedir.

> Killing vektorleri ile ilgili detaylar Ek.)’de verilmistir.
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&, ile gosterilen Killing vektorleri (3.9) Killing denklemini saglar.
Vs + V8, =0 (3.9)
Herhangi bir geodezik egrisi boyunca, g(&,u) = E#u“ = sabit oldugu™ su
sekilde gosterilebilir.

d dx¥ d

a(fuu”) = Il dx (fﬂu“) = uvvv(fuu“) =&u'Vyuf +ututv,§, =0

Yukaridaki denklemde u#u" ifadesi simetrik bir tensdrdiir. Ote yandan V,,& u
ifadesi anti — simetrik bir tensordiir'’. Dolayisiyla simetrik ve anti — simetrik

tensorlerin ¢arpimi sifir oldugundan, u"u*V,¢&, = 0 olur. Yukaridaki denklemde

uY; geodezige teget vektdr oldugundan geodezik denklemini saglar (buradan da

u'V,u* = 0 oldugu anlagilir).

Kerr geometrisinde metrigin katsayilar;; “t” zaman parametresinden
bagimsiz oldugundan ¢ = d/dt zamansal vektor alaninin®®, bir Killing vektor alani

oldugu (3.9) Killing denklemi ile gosterilebilir.
vty + Vot = gy, Vut" + g,V 8 =0 (3.10)
(3.10) esitliginin sag tarafindaki ilk terimi'®,
gV, t" = gw(afy/ax“ + Fffvf") = gwfﬁ’tft = gWFL
1 a
= Egvygy (augat + atgau - aagut)

1 1
= 261(/1 (augat + atgau - aagut) = E (a,ugvt - avg,ut)

olur. Burada T'Z Christoffel semboliidiir®®. Benzer islemler ikinci terim igin

yapilip (3.10) ifadesinde yerine koyulursa,

'® Burada teget vektord ile Killing vektériiniin carpimi g, §#u” = u, * = g(&,u) olarak birbirine
denktir. Ayricau = d/dA, geodezige teget vektor alani ve “A1” egrilik parametresidir.

7(3.9) Killing denkleminden V v&, tensériniin anti — simetrik oldugu anlasilir.
B = 9xk /ot = (1,0,0,0) zamansal Killing vektérii oldugundan £t = 1 olur.
19 V,t" ifadesi, t# vektérinin kovaryant tirevidir ve V,£¥ = 0t /ox# +ngf" denklemiyle

verilir. Kerr metrigi stasyoner oldugu icin d, g,, = 0 olur. Kovaryant tirev ve iliskili denklemlerin
ayrintil agciklamasi icin Landau and Lifshitz, (1980) bakilabilir.
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. . 1
Vutv + Vvtu = E(augvt - avgut + avgut - augvt) =0

Killing denklemini sagladig1 goriiliir. Buradan £ = d/at, bir Killing vektor alani
oldugu anlasilir. Kerr metriginin eksenel — simetrik 6zelligi kullanilarak, m =

d, = 0/0¢ vektor alaninin da bir Killing vektor alani oldugu gosterilebilir?,

Killing vektorlerinden sabit nicelikler elde edildiginden hareket sabitleri, ¢
ve m vektor alanlar1 yardimiyla belirlenebilir. Geodezik tizerinde (uzaktaki statik
bir gdzlemcinin dlctigii) birim kiitleli parcacik basina diisen enerji’%; u® dortli —

hiz vektorii olmak iizere (3.8) ifadesinden,
E = _g(i:;u) = —gva”uv = _(gttt + gt¢¢) (311)
ile ifade edilir. Benzer sekilde geodezigin agisal momentumu,
L, = g(mw) = g,m*u’ = ggit + gppd (3.12)

olarak verilir (z alt indisi donme ekseni dogrultusundaki agisal momentumu

gostermektedir). Buradan E ve L, niceliklerinin sabit olduklar1 anlasilir.

Geodezigin t ve ¢ koordinatlarinin 6z — zamana gore degisimi, (3.11) ve
(3.12) sabitlerinden elde edilebilir. Metrik tensoriiniin bilesenlerini (3.2a)’ya gore
yazip birka¢ cebirsel islem yapilirsa, {t,¢} koordinatlarinin degisimi (3.13) ve
(3.14) bagintilariyla verilebilir.

. X2E —2amrlL
= P z (3.13)
. 2amrE sin? 8 + (p? — 2mr)L,
¢= p?Asin 6 (3.14a)
ya da,
e L, a ) )
pep = —aE +—[E(r* + a*) — L,a] (3.14b)

sin? @ A

Ayrica (3.11) ve (3.12) denklemlerinden geodezigin enerjisi ve agisal

momentumu, sirasiyla (3.15) ve (3.16) bagintilar1 olarak verilebilir.

2% Christoffel sembollerinin elde edilisi icin bkz. Ek.B2.

?! Simetrik olan “¢” koordinatiyla iliskili Killing vektér, m* = dx*/d¢ = (0,0,0,1) olarak verilir.

22 sy .
Bazi kaynaklarda “E” ve “L,”, sirasiyla geodezigin enerjisi ve agisal momentumu olarak

tanimlanir.



18

2mr\ . 2amrsin?0 .
f-(1-2)e

pz Ea— (3.15)
2amrsin®@ . X?sin?0 .
L=+ (3.16)

Kerr geodezikleri boyunca korunan dordiincii nicelik olan Carter sabiti,

Hamilton — Jacobi formalizmi ile bulunabilir.

Sistemin dinamik niceliklerini tamimlayan Lagrangian®® fonksiyonu,

LOxH,34,7) = 5 gy ()RR (3.17)

bagntisi ile verilir. Burada x# bilesenleri, {t,r,0, ¢} koordinatlaridir®.

Yukaridaki (3.17) ifadesi kullanilarak (3.18) “P,” genellestirilmis momentumu
bulunur®.

oL 1.1 o 1, ey N
Puzﬁzigwx +§«9uvx ﬁzz(guvx + JuvX 5u)=guvx (3.18)

Buradan Hamiltonyen fonksiyonu H = H(x*, P, t) olmak iizere”®

1 1 1
H = Bi# — L= Bit" =5 gud#i" = Bk — S Bt = - g gy, B

1
H ==g"P,P,

2 (3.19)

ifadesiyle gosterilir’’. (3.19) Hamiltonyen ifadesi, “c” parametresine acik bir

sekilde bagli olmadigindan (r parametresinin agik bir fonksiyonu degildir.)

2 (3.17) ifadesinin elde edilisi icin, bkz. Ek.B1. Daha detayl bilgi icin, bkz. (Dermer and Menon,
2009; Landau and Lifshitz, 1980)

24 Rélativite teorisinde 6z — zaman “” genel olarak, kullanilan “t” zamani ile ayni roli Ustlenir.

Benzer sekilde Newton mekaniginde Lagrangian, %mv2 kinetik enerjisi ile iliskili bir
fonksiyondur. Acikga gorildigi gibi Lagrangian ifadesinin “v” hizina bagh degisimi, mv
momentum formunu verir.

26 Keyfi bir sistemin Hamiltonyen fonksiyonu ve konuyla ilgili detayh bilgi icin, bkz. (EK.C)

%7 (3.19) esitligi, EK.C kisminda (C.12) denklemi olarak elde edilmistir.
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korunan bir niceliktir. Ayrica birkag¢ cebirsel islem yaparak H = q?/2 oldugu
goriilebilir®,

Hamilton -  Jacobi  metodundan  vyararlanabilmek  igin  bir
S(t,t,7,0,¢,9% E, L, K) etki fonksiyonu tanimlanir (K, Carter sabitidir). Buna ek
olarak “S” fonksiyonunun {t,r,0,¢} koordinatlarina gére degisimi, kanonik
momentum bilesenlerini verir. Bunlar,

atS = Pt = —E/C , arS = Pr‘ , 695 = Pg ) 6¢S = P¢ (320)

olarak tanimlanir?®.

Hamiltonyen fonksiyonunun (3.19) ifadesi,
1 v
H == g"9,50,S (3.21)

olarak S fonksiyonunun diferansiyelleri formunda yazilabilir®. Hamilton — Jacobi
denkleminin birinci mertebe kismi diferansiyel formu® .S+ H =0 olur.

Yukaridaki (3.21) ifadesi bu denklemde yerine yazilirsa,
1 v
0:S +59"0,59,5 = 0 (3.22)

elde edilir.

Dortlii — gradyent operatoriiniin g skaleri ile iliskisi, (3.4) ifadesiyle daha
once tanimlanmist1. Bu skalerin, Kerr metriginin kontrovaryant bilesenleri ile olan

iliskisi (3.3) esitligiyle verildi. O halde (3.22) ve (3.3) esitlikleri kullanilarak,

28 T - 1 1 . . 1oy.pe 1.,. 1
— pu — qly p - p P 1.2
Burada g niceligi ile olan iliski, H 2P B, S g Xy GupXP = 26px Xy, =XPx, =-ut =

iqz olarak bélim 3’Gn basinda tanimlanmisti.

2 Etki fonksiyonu S(x1,..x",t), Hamilton’un temel fonksiyonu olarak da isimlendirilir (x" uzaysal

koordinatlar ve t zaman koordinatidir). Bu fonksiyonunun {t,7,0,¢} koordinatlarina gore

as

degisimi momentumu verir. Ayrintili bilgi icin EK.E bdlimiine bakilabilir. Ayrica T 9,5

tanimlamasi yapilmistir.
30 (3.21) denklemi ekler bélimiinde (E.5) ifadesi yardimiyla bulunabilir.

' bkz. (E.12)
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20,5 = —g"v9,50,S

2

Y
= o7A (0:5)* +

4amr A 1

A 0:504S — ’D—Z(OTS)2 — F(BQS)Z
(A — a?sin? 6) 2

- p?Asin? 0 (adJS)

(3.23)

denklemine ulagilir.

Daha sonra “S” fonksiyonu degiskenlerine ayrilabildigi varsayilarak (3.24)

formunda yazilir®.

S =5+ S () + Sp(P) + S.(r) + S5(6)

1 3.24
=—qur—Et+LZ¢+Sr(r)+Sg(9) (3:24)

Burada S,(r) ve Sg(0); yalnizca r ve 6 ya bagh fonksiyonlardlrgg. Yukaridaki
(3.24) denkleminin t’ya bagh kismi tiirevi almirsa; (3.21), (3.22) ve (3.23)
yardimiyla,

1 1
015=_§q2=_§gwpvpu=_H (3.25)

esitligi elde edilir. Daha sonra (3.23) ve (3.24) denklemlerinden,
s\’ 1
r (3.26)

S\’
+{<%> + (L% cosec? 8 — a’E?) cos? 0 — q%a® cos? 6 + (L, — aE)Z} =0

bulunur®®. Yukaridaki (3.26) denkleminde ilk parantez icindeki terimler sadece r
ve ikinci parantez igindekiler de sadece 6’nin bir fonksiyonudur. Ayrica bu iKi
ifade sabit olmak zorundadir. ilk parantez - K ve ikinci parantez K seklinde

tanimlanarak® (isaretleri ters olarak tamimlamak elde edilen sonucu degistirmez),

. . 1 1 . . 1
*2(3.22), (3.21), (3.19) ve (3.18) ifadelerinden 9,5 = —;g“"PvPH = —;g”"gyvx"gﬂpxp = —qu
esitligi bulunur. Daha énce de tanimlandigi gibi x#x, = u? = g% olur. Ayrica (3.24)'un ikinci
terimi Ek (E.7) ile karsilastinlirsa 8,S = P, = —E /c iliskisi daha iyi anlasilabilir.

s, as _ ds,

33 s _ 9 . . o
O halde = V€ %= denklikleri saglanmis olur.

3 (3.26) Esitliginin elde edilisi, bkz. Ek.F

*> E ve L sabitlerinden farkli olarak; K Carter sabiti, uzay — zaman geometrisinin izometrisine
bagl degildir.
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A (§>2 L [aL, — (r? + a®)E]? — q¢*r? = —-K (3.27a)
or AT

aS\?
(%) —cos?0[(qg* + E*)a? — L%2cosec? 0]+ (L,— aE)* =K (3.27b)

esitlikleri elde edilir. Bu iki ifade, bir Q =K — (L, — aE)? ayriklik sabiti

tanimlanarak daha kullanigh bir forma doniistiiriilebilir.

Yukaridaki (3.27a,b) esitlikleri yardimiyla R(r) ve ©(6) olarak iki

fonksiyon tanimlanur.

R(r) =[al, — (r* + a®)E]?> — A[Q + (L, — aE)? — q*1?]

=r*E? + (a?E? — 12 — Q)r? + 2mr[Q + (L, — aE)?] — a?Q + Ar?q? (3.282)
0(0) = Q + cos? 0 [(q% + E?)a? — L2 cosec? 0] (3.28b)

Buradan (3.28a,b) bagmntilar1 kullanilarak, (3.24) fonksiyonu,
5=—%qZT—Et+LZ¢+f‘/T§dr+fx/6d9 (3.29)

halini  alir®. Boylelikle (g% E,L,K) sabitlerine bagli Hamilton — Jacobi
denkleminden, geodezik hareket denklemleri elde edilebilir. S fonksiyonunun K
ve g2 ye gore degisimi sifir oldugundan,

aS 1 J‘ 1 OR J‘ 1 00

a(qz) =0= _§T+ —ZA\/E —a(qz)dr+ mmd@ (330)

05 0 f oR d +J. 00 de (3.31)
—=0=| ——= ——dr — — :
0K 2AVR 0K 2+/0 0K
ihtiya¢ duyulan kosulu saglar.

Yukaridaki (3.30) denkleminde, kismi diferansiyeller (3.27) denklemleri
yardimiyla alinip benzer islemler (3.31) denklemine de uygulanirsa,

4 Ar? 4 +a2 coszede dr
T=——dr+— ) =
AR NC)

elde edilir. Buradan da,

de
= (3.32)

=l

, , as;\2 _ N3 asg\% _
%% (3.28a ve b) ifadeleri A2 (E) =R(r)=> S, = ffdr ve (d—;) =00)=> S, =[/0deo

olur.
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r2 a? cos?0 . s 2]
1=l 425 , -2 (3.33)
VR NG VR Vo

esitlikleri bulunur. Dolayisiyla (3.33) esitliklerinden, Kerr geometrisi i¢in r ve

0 ‘ya bagl geodezik denklemleri,
p*r? = R(r) (3.34a)
p*0% = 0(0) (3.34b)

olur. Ayrica bu iki denklem (3.20) momentum iliskisi kullanilarak,

2

as :

p*2 = R(r) = A2 <_0r) = A2p? (3.34a")

442 _ _(95\" _ (3.34b")
p'62=00) = (55) = Fi

formunda da yazilabilir.
Yukaridaki (3.28b) ifadesi (3.34b) denkleminde yerine yazilirsa,
p%0 = +{Q + cos? 6 [(q? + E?)a? — L2 cosec? 0]}1/? (3.34c¢)
denklemi elde edilir. (3.34c) esitligi incelendiginde ekvator diizleminde dolanan

bir pargacigin ( 8 = /2), Q = 0 i¢in yoriingesinin degismeden kalacagi anlasilir.

3.4 Kerr Metriginde Temel (Principal) Null Geodezikler

Kerr geometrisinde null geodezikler incelenirken denklemlerdeki parametre

sayisini azaltmak igin,
(=LJE n = Q/E? (3.350)

seklinde uygun tammlamalar yapilabilir®’. Bunun icin (3.28a,b) ifadeleri E2 ‘ye

boliinerek,
R/E?=7*+ (a®? - > —n)r? + 2mr[n + ({ —a)?] — a?n (3.35h)
©/E? =n+ a®cos?0 — {*cot? 0 (3.35¢c)

formlari elde edilir.

37 Ayrica bazi kaynaklarda, null geodezikler icin kullanilan notasyonda R/E?2, ©/E? terimleri; R ve
O olarak gosterilebilmektedir (Ornegin Chandrasekhar, (1998) s.347). Ayni konu icin Dermer and
Menon, (2009) s.391’de kullanilan notasyona bakilirsa E = 1 alindigi gorilir. Hatirlatma olarak,
null geodezikler i¢in g% = 0 olur.
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6 — koordinatindaki hareket incelediginde, (3.34b) esitliginden © > 0

olmasi gerektigi anlasilir. O halde (3.35¢) ifadesinden yararlanilarak,

2
®/E* =n+a*—a?sin® 0 —

+¢%+ 2a{ — 2al

in2
sin” 0 (3.350)
=n+ (a—7)?— (asinf — { cosec §)?
(3.35d) denklemi elde edilir. Buradan da,
n+@-9?*=0 (3.35€)

esitsizligi elde edilir. (3.35d) ifadesini daha uygun bir forma doniistiirmek i¢in

U = cosf — df = —du/ sin 6 tanimlanir. Buradan (3.35c) formu kullanilarak,

ao dp du
-fﬁ__ sin VO _j\/nsinZH+a2c052951n29—{2c0529
— dp
__j\/17—ncosZH—a2c0549+a2c0529—52c0529

_ f du
Jn— @+ 7% —a?)cos? 6 —a?cos* 6

d
D
vV @u
elde edilir. Burada 0,
0,=n—0+7*—a*)p* - a®u* (3.35f)

esitligiyle verilir. 7 + (@ — {)? = 0 durumu igin (3.35d) ifadesine bakildiginda

©, = 0 kosulunun sadece,
0 = 6, = sabit : { = asin? 6, (3.350)

degerleri ile saglandig1 goriiliir’®. (3.35g) degerleri (3.35f) de yerine yazildiginda

denklemin sifira esit olmasi i¢in,
n = —a? cos* 9, (3.35h)
olmasi gerektigi anlasilir.

Bulunan ¢ ve n degerleri (3.35b)‘de yerine yazilirsa,

*® Bu durumda 0, = 0 olur. Ayrica 6,, sonsuzdaki gézlemcinin agisal koordinatidir.
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R/E? =r* + (a? — a?sin* 8, + a? cos* 0,)r?
+ 2mr[—a? cos* 6, + (asin? 8, — a)?] + a* cos* @,

=r*+ 2r2a? cos? 0 + a* cos* 6,

R = (r? + a? cos? 6,)*E? (3.35i)

(3.35i) ifadesi ile (3.34b) esitligi iliskilendirilebilir. Buradan p*7? = (r? +
a? cos? 0,)2E* = 1 = +E ifadesi elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki esitliklerden
geodezik teget vektdrlerinin bilesenleri, (3.36a)’da oldugu gibi gosterilebilir®.

: 2+ a?)E . . aE
t=% . F=+E , 6=0 ) ¢=% (3.36a)

Burada null geodezikler iizerindeki hareket g6z 6niine alindigindan, denklemleri

daha sade yazabilmek i¢in E = 1 almabilir®.

Sonug olarak yukaridaki esitliklerden iki tane null geodezik teget vektorii
belirlenebilir. Bunlar (3.8) denklemi yardimiyla,

[(r? + a?)d, + A0, + ady| (3.36b)

D

l+=

[(r? + a?)d, — A0, + ady| (3.36¢)

D

=

olarak verilir. Burada [, ve [_; sirasiyla disartya yonlii (7 > 0) ve igeriye yonlii
7 < 0 null geodezik vektorleridir. Boyer — Lindquist koordinatlarinda r =1,
bolgesinde bir tekillik olustugu goriilmektedir. Sonraki boliim bu problemin

¢cOzlimiiyle iliskilidir.

3.5 Kerr - Schild Koordinat Sistemi

Daha o6nce de belirtildigi gibi Boyer — Lindquist koordinatlarinda r = r,
bolgesinde koordinat tekilligi olusur. Ayrica (3.36b,c) denklemlerinde de; bu
bolge i¢in, A = 0 oldugundan null geodezik teget vektorii tanimlanamaz. Kerr
metriginde olusan bu koordinat tekilligi, Kerr — Schild koordinat sistemi
kullanilarak kaldirilabilir.

9 (3.36a) null geodezik vektorinin diger bilesenlerinin elde edilisi icin bkz. EK.G

* bkz. (Dermer and Menon, 2009) s.391
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Kerr — Schild koordinatlar1 {f,7,0,¢} olarak tanimlandiginda bu

koordinatlarin, {t,r, 8, ¢} koordinatlariyla olan iliskisi,
_ 2mr _ — a
dt =dt + Td?" , dr=dr , d6=d8 , d¢p=d¢+ Zdr (3.37)

ile verilir. Bu doniisiim, matris bigiminde (3.38) ifadesi olarak gosterilir.

dt1 [Ao AY A2 A3|[de] 1 F o oy[de
dr| _|4y At a3y abflar|_lo 1 o OHdr (3.38)
dg| T a2 A2 Az a%||de 0 0 1 of|de
deo lAg A3 A8 A%J do 0 Z 0 1lld¢
Burada F = 2mr/A ve Z = a/A ile tanimlanir.
Yukaridaki matris doniistimii tensorel formda,
dx* = AdxY (3.39)
olarak yazilabilir.
Bir X, tek — formu (one — form),
X, dxt = ALX,dx" = X, dx”
X, = AVX, (3.40)
(3.40) doniisiimii ile verilerek Af matrisinin tersi,
X, =ANX, (3.41)

ile bulunur. Agik olarak goriildiigii gibi (A™1)}, matrisi,

1 —F 0 0
17w (0 1 0 O

@Du=1o 0 1 o (3.42)
0 -z 0 1

olur®,

Diferansiyel geometri hesaplamalarinda kullanilan e, = az_u baz vektorleri

ve bu vektorlere dual olan dx* koordinat diferansiyel vektorleri (coordinate one —

forms) arasinda,

9 ) _ g (3.43)

U
dx (axv

" (3.40) ve (3.41) esitliklerinden X, = AYX, = A} (A71)}X, elde edilir. Buradan A (471},
ifadesi birim matris oldugu anlasilr.



(3.43) iliskisi vardir*’. Burada 6* Kronecker deltadir. ai—# vektoriiniin koordinat
doniigiimii,

9]

s =B 5 (3.44)

dx

a
B
olarak verilir. Buradan (3.39) ve (3.44) ifadeleri kullanilarak, A%dx® (BY =) =
8 esitligi elde edilir. O halde,
AL BE =68 (3.45)
By = (A™D§ (3.46)
esitlikleri elde edilir. Buradan, (3.41) denklemi g#® ile carpilirsa,
X*=gre(ATDX, = (B)g X* = gh*(B)(B)eX, = g X, = (B)p X* = X"
Xo = Aexv (3.47)

donisiimleri elde edilir. Bu doniisiimler kullanilarak, Kerr — Schild koordinat

sisteminde metrik tensoriin doniisiimleri yapilabilir.

Yukaridaki (3.41) doniisiimiine benzer sekilde metrik tensoriin g bilesent,

grr = B{'BY g, olarak yazilabilir. Bu esitlik Einstein toplama kuralna gore
acilarak, sifir olan terimler ayiklanir (agik renkli olan terimler, dogrudan (3.2a)

Kerr metrigine bakilarak sifirlanan bilesenleri gostermektedir.).
Jri = BfBl’g,w = BYBYgoo + BYB1 901 + BYB7 g, + BYB3 go3
+B1B{g10 + BiBigi1 + BiB{g12 + BiB{ g13
+B{B)gz0 + B{Bigz1 + B{B{ga2 + BIB{ ga3
+B{BYg30 + BiBigs1 + B{B{gs, + B{Bi g3
Jrr = BB oo + BiBi gos + BiBigi1 + B{B{g,, + B{ B g3 + BiBigs3
Jrr = BYBYgoo + BBi gos + BiBigi1 + BiBYgso + BiBi g3 (3.48a)
(3.48a) denkleminde, (3.42) bilesenleri yerine yazilirsa,

_ff = Fzgtt + (_F)(_Z)gt¢ + Irr + (_Z)(_F)g¢t + Zzg¢¢

* Bkz. (H.17)
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Grr = (F2gse + ZFgip) + (FZgge + Z%94p) + Grr (3.48b)

formuna doniistir. Bu denklemde ilk parantezin degerleri yerine yazilip (3.7C)

0zdesliginden yararlanilirsa,
5 F
F e + ZF gy = F(tht + th¢) = Z(Zmrgtt + agt¢)
Froz 2
=1 [(T +a®) gy +agep — Agtt]

F?gu +ZF gy = —F(1 + gut) (3.49)

esitligine ulasilir. (3.48b) denklemindeki ikinci parantezin de degerleri yerine

yazilip (3.7b) 6zdesligi kullanilarak,

Z
FZgge +Z%ggp = Z(Fgge + Zgpe) = 1 (2mrge. + agey)

Z VA .
=2 [(TZ +a®)gpr + agey — Ag¢t] =2 [aA sin? 0 — Ag¢t]
FZgyr + Z%gpe = Z(asin? 6 — g,y) (3.50)

esitligine ulasilir. (3.49) ve (3.50) esitlikleri (3.48b) de yerine yazilarak,
Jrr = —F(1+ g) + Z(asin® 0 — gey) + grr (3.51)

denklemi elde edilir. (3.51) Esitligini daha sade bi¢imde yazabilmek igin, (3.2a)

yardimiyla cebirsel islemler yapilir ve (3.52) bagintisina ulasilir.

_ 2mr (1 - Zmr) L 204 2mrasin?8\ p?
= ——— (1 — —— ) +—|asin —_— | —
" A p2 A p2 A
_ 4mPr? N a?sin? @ N 2mra®sin?6 p?
 Ap? A Ap? A
2mra®sin? 0 — 4m?r? r? 4+ a?cos? 6 + a® — a? cos? 6
= +
Ap? A
_ 2mra® — 2mra? cos® 0 — 4m?r? + (r* + a®)p?
= Ve
2mra® — 2mra? cos? 6 — 4m?r? + r* + a®r? cos? 0 + a®r? + a* cos? 6
- s
r* + a?r? 4+ a?r? cos? 0 + a* cos? 8 — 2mra? cos? 0 — 2mr3 4+ 2mr3 4+ 2mra? — 4m?r?
- 57

3 Ap? + 2mr3 + 2mra? — 4m?r? 14 2mr(r? + a® — 2mr)
B Ap? B Ap?
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(3.52)

Benzer sekilde bir yol izleyerek gi , g » Ja Ve Jgp bilesenleri de elde

edilebilir. Metrik tensori, Kerr — Schild koordinatlarinda matris formunda,

-1+ anr 2er 0 - 2mzr asin?@
P p p
- 2rr12r 1+ 2rrlr 0 - asin29(1+ 2mzrj
9 = ,00 OP L ; P (3.53a)
2ain 2
- 2rr12r asin’e —asin29(1+ erlrj 0 z S"; 0
P p

olarak verilir. Ayrica metrigin kontrovaryant formu (3.53b) formunda verilir.

1 2rrlr 2rr12r 0 0
P P
2mr A a
_ 2 — 0 —
5*” _ P P P
0 0 i 0 (3.53b)
,02
0 i2 0 2 1 2
i P psin‘o |

Sonug olarak Kerr — Schild koordinat sistemine gecilmesiyle, Boyer —
Lindquist sisteminde olusan A = 0 koordinat tekilligi kaldirilmis olur. (3.53a)
metrik bilesenlerinde bu kosul i¢in bir tekilligin olusmadigi agikca goriilmektedir.

3.6 Ergosfer

Kerr metriginde t koordinat fonksiyonunun nedensellik karakteri olay
utkunun diginda da degisir. Bunu acgik bir sekilde gorebilmek i¢in, g, =0

¢oziimlerine bakilmasi gerekir.

rE = m++m? - a?cos? (3.54)

(3.54) ¢oziimlerinden biri, i¢ — olay ufkunun igerisinde kalan yiizeyi verir. Bu
ylizeye i¢ sonsuz kirmiziya — kayma yiizeyi (inner infinite red — shift surface)

denir. D1s olay — ufkunun g¢evresinde bulunan diger ¢6ziim,

Terg(8) =m + \/m2 —a?cos?0 (3.55)
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(3.55) esitligi ile verilir.
Donen kara deliklerde olusan ergosfer bolgesi,

Ty <1 < 7pg(6) (3.56)

araligindadir. (3.56) araligi ile sinirlandirilmis boélgenin igerisinde g(%,t) =
g bt = g,, > 0 olur. Dolayisiyla &=, vektor alan1 bu bélge igerisinde
uzaysal (spacelike) olur. Buna bagli olarak ergosfer igerisinde, gelecek yonlii

konilerin durumu belirsizlesir.

(3.36¢c) ifadesiyle wverilen [_ null geodezik vektori, Kerr — Schild
koordinatlarinda yazilarak bu belirsizlik giderilebilir. Tanimlanan yeni geodezik

vektorii [ olarak gosterilip (3.38) esitligindeki matris doniisiimleri kullanilarak,

9, = A O _at % yar pa0 0 g0 O
t ik toxt  “toxr Tt oxd t 9xd

=1-9;+0-0-+0-35+0- 03

9, = 0; (3.57a)

9. = A" J = At 9 AT 9 + A? 9 +A? 9
r T ik " 0xt T oxT " 9x? " 9x®

2mr a
=Taf+1'af+0'a§+zaa

2mr a
Op = ——0¢ + 07 + 305 (3.57b)

a—A“a—Ata Ara Aea A¢a
0 =g gzn = Ao gzt T Ao gz T Ao gz0 T Ao 550

=0-0;+0-0-+0-05+1-95

0y = 05 (3.57¢)

iliskileri elde edilir. Bu déniisiimler*® (3.36¢)’de yerine yazilarak,

43 e w @ F; ;0 F]
Bu donusumlere ek olarak dy = A, — = A, —+ A, —
3 6 0 gz 05zt T 46 o ax

iliskisi de vardir.
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- 11, , 5 2mr a
l_=Z (T +a )6,;—A<Taf+8r—+365)+aaa,]
1
=Z[af(r2+a2—2mr)—A6r—] =

[_=0;—0; (3.58)
null geodezik vektorii, Kerr — Schild sistemine doniistiiriilmiis olur.

Burada d; vektoriiniin ergosferin disinda zamansal bir vektor oldugu
It = g (@)H ()" = g, <0 isleminden anlasilir®. 9, niceligi gelecek
yonlii secilebilir™ (time — orientation). Daha sonra I_ = %[(r2 + a?)d, — Ad, +
a6¢] null geodezik vektoriine bakildiginda ergosfer bolgesinin disinda, d, ile ayni

zaman konisinde oldugu anlasilir (Ciinkii [_ vektOriiniin zaman bileseni bu

(r?+a?)
A

bolgede d; > 0 olur). Dolayisiyla bu bolgede L_ , gelecek — yonlii olur.

Ergosfer bolgesinde ise d; zamansal bir vektdr olmadigindan, [_ vektori
Kerr — Schild koordinat sistemine doniistiiriilerek ergosfer icerisinde uyumlu olan
bir (gelecek yonlii) I_ vektorii (3.58)’de tammmlanmistir. [_ vektoriiniin ergosfer
igerinde gelecek yonlii oldugunu gdsterebilmek igin g(I_,) < 0 kosuluna bakilir.

Yukaridaki (3.53a) ve (3.58) iliskilerinden yararlanilarak,
s o = \A o N = \A o \F = \E o NF — NT A NE
g(1-1) = guw(12)" (37 = gae(1-)" (0" = gee(1-) (0" + gre(I2) (8"

= gee(1) @D + gre(1) 00 = gee(L) + gre(L)

2mr 2mr
=g — 9rt = —1+ e (7) =-1=
g(l_,f) <0 (3.59)

bulunur.

(3.59a) esitsizligine, Boyer — Linquist koordinatlar1 kullanilarak da

erisilebilir. Bunun i¢in asagidaki gibi bir yol izlenebilir.

axV _

v
* Burada ve sonraki boliimlerde, P (6M) notasyonu kullanilimistir.

** Yani d; vektoriniin zaman bileseni pozitif segilmistir.
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g([,8) = g (1)) = 9,0 (1.)"(0)° = g0 (1)"

. . L % (3.59b)
=gtt(l—) +grt(l—) +99t(l—) +g¢t(l—)

t

L) t t = (a,)t mro G
(L) = @ - @) = 0" - (8, - =1~ 0 — 705

—1- ((ar)t - Z—Z"(at)f - %(%)t) =1- (‘ ?) -

¢ r®+4a?

(1) . (3.59¢)

2mr

Y r T — r __g _
(l—) = (af) - (af) - (at) - (ar —Tat Aa¢)

=~ (@ -2 @y -5,)) =

) =-1 (3.59d)
(1) = @0° - 07 = (0)° — (3, - 5", - %aa)e
= @)~ (007~ T @0 ~5(3,)") =
()’ =0 (3.5%)

¢

T 2
(L) = 09? = 0)® = 0)* — (3, -~ 0 — 5 05

2mr a ¢
= (0,)? — ((6r)¢) - T(at)qb - Z(a¢) ) =

Buradan (3.59b) yardimiyla,

- 2mnr\ (1% + a? _ .9 2mra,a
g(l_,t) = —(1— 2 >< A >+grt(_1)+g0t(l—) - 2 (K)
g(l,f)=-1 (3.599)
bulunur.

Daha sonra (3.3) ve (3.4) dortlii — gradyent operatorii kullanilarak

ergosferde,
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g =9gunV*v’'=g"v, v, =

(r? 4+ a?)? — Aa? sin? 6

p*A -

gVt V't = g*vV,tV,t = g't =

gt <o (3.60)

esitsizligi elde edilir.

g 2.0

Sekil 3.4: Ekvatoral diizlemde (6=n/2), a = m = 1 donme parametreli bir kara deligin, dis
olay — ufku r=m ile ergosfer yiizeyi (r =2m) arasinda g** bileseninin degisimi

gosterilmektedir.

Buradan V¥t vektoriiniin ergosferde zamansal oldugu anlasilir. Yukaridaki
(3.57a) ve (3.58) ifadeleri yardimiyla,

IulMV't = 1PVt = 1Y = 05t — 05t = 0t — 05t = 1 — 05t (3.61)

esitligi elde edilir. (3.61) Esitliginin son terimi, (3.42) dOniisiim matrisi

yardimiyla,
0. = B*3, = BLd, + BI0, + B0y + B0, = — 25, + 9. — 20, =
T t Yu tYt tYr t Yo t Yo A t T A [0)
2mr
ot = -2 (3.62)

olarak bulunur. (3.62) ifadesi (3.61)’de yerine yazilirsa®,

a6 (3.36a,b) null geodezik ifadelerine bakildiginda It = It oldugu gérilmektedir. Null geodezik
vektori gelecek yonliise It > 0 olur.
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— _ - 2mr
gVt =1Vt = 1" = 0t — 0:t = 0it — 0t =1 +T
_ _ _ r®’44a?
GVt = 1Vt =T = ——>0 (3.63)
bulunur.
E_a2 - WA
150
100 -
sol
12 14 l_lﬁ 18 2.0 "

Sekil 3.5: Ekvatoral diizlemde (6=n/2), a = m = 1 dénme parametreli bir kara deligin dig
olay — ufku r =m ile ergosfer yiizeyi (r =2m) arasinda (3.63) ifadesinin degisimi

gosterilmektedir.

Dolayisiyla I_ gelecek yonlii oldugundan®, vVt ‘nin ergosferde gecmis
yonlii zamansal (past — directed timelike) bir vektdr oldugu anlasilir®®. Sonug
olarak ergosferde £, zamansal vektdr alan1 olmadig1 halde; gelecek yonlii u(t) =

(f, 7,6, (j)) dortlii — hiza sahip bir gdzlemci i¢in (3.8) yardimiyla,
0< g utVt=utVt=ut =t (3.64)
t koordinat fonksiyonunun arttigi goriiliir.

Statik bir gozlemci igin r, 8 ve ¢ koordinatlar1 sabittir. Ergosferde &
vektorii, uzaysal vektor alani oldugundan ergosferdeki gozlemci sabit kalamaz

(Yani 7,0, ¢ koordinatlarindan en az biri yoniinde hareket etmek zorunda kalir).

* Bkz. (3.63)

a8 Clinki herhangi bir A vektériiniin kontrovaryant ve kovaryant bilesenleri arasinda A° = —A,,
Al = A, A? = A,, A® = A, iliskisi vardir. Bu nedenle V¢t = —V,t oldugundan V¢t gegcmis yénde
zamansal vektor olur.



34

Dolayisiyla kara deligin donme yoniinde siiriiklenmeye ugrayan gozlemcinin ¢

koordinat1 (uzaktaki gézlemciye gore) sabit kalamaz.

3.7 Olay Ufku

Daha o6nce (3.5) denklemleri ile verilen i¢ ve dis olay — ufku arasinda kalan
bolgede - <r <1y, A=7? + a® — 2mr < 0 olur. Buna bagh olarak —a, vektor

alani zamansal olup®, I_ ile ayni zaman konisinde bulunur. Bu durum,

g(—o0,,1.) <0 (3.65)
ifadesiyle gosterilebilir. (3.65) ifadesi daha agik bir sekilde A ile iligkilendirilerek,
(3.57b) doniisiimiinden,

2mr a
—ar = —Taf - 6r— - Zaa (366)

esitligi elde edilir. Daha sonra g(—d, ,1.) = g5y (—8,)F ¥ ifadesi® ;
9av(—0 P = ger(=0)M L + grr(=0,)I + gg5(=0,)°1" + g55(~0,)% 17
+ gff(_ar)flf + gff(_ar)flE + gf¢_> (_ar)fl% + ga)f(_ar)alf

+ Iip (_ar)flii) + ‘g@?(_ar)@lE

gﬁv(_ar)ﬁlz = gff(_ar)flE + gff(_ar)flf + gff(_ar)flf

. - - 3.67
+ gre(=0,)71E + ggr(=0)PIL + gge(=0,)?1E (3.67)

formuna getirilir. Buradan (3.53a), (3.58) ve (3.66) esitlikleri kullanilarak
degerleri (3.67) de yerine yazildiginda,

2
g(=a,. 1) = % (3.68)

iliskisine ulasilir. Sonug olarak r_ < r < r, bdlgesinde A< 0 oldugu igin, (3.65)

ifadesi g(—0,,l.) <0 olur. Buna bagh olarak —a, ifadesinin olay — ufku

*® Belirtilen aralikta (—0,)(—9,) = (8,)% = g,» < 0 olur.

0 g(=0,,1.) = (0L = ggy(—0,)FIY olarak yazilabilir. Ayrica I_ = %[(r2 +a?)a, —
Ad, + a6¢] = % [(rz + a?)o; — A( 0f + 0; +%6$) + aag,] =0;—0d;=1_ olur. Ayrica,

= ("5, —0, +%0,)

2mr
A

2, .2 6 _ _
= (g, — 29— 9, — 205 +205) = ()7~ (3" =0 ve

6

_ 3 3 il i
12 = (T, -0, +20,) = (20~ 0; 0, — 205 +205) = (37 — (9)? = 0 olur
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icerisinde, gelecek — yonlii bir vektor alani oldugu anlasilir. Benzer sekilde

gelecek yonlii u dortlii — hiza sahip bir par¢acik . < r < r, bolgesinde,
gu,—0,)<0->7r<0 (3.69)

oldugu anlasilir®’. O halde olay ufkuna giren biitin parcaciklar (kiitleli yada
kiitlesiz), r < r_ bolgesine gelinceye kadar “r” koordinatinin azalan ydniinde
ilerlemek zorunda kalir. Buradan ¢ikarilan bir bagka sonug ise r = r;, bdlgesinin

tek — yon gegirgen zar (one — way membrane) gibi davranmasidir.

Sekil (3.6) ile gosterilen 2 — boyutlu kiiresel bir yiizey igin tanimlanan dl?

uzaklik elemant,
dl? = R?d6? + R?sin? 0 d¢? (3.70)

esitligiyle verilir.

1 T — .

\ : . /
ﬂ\ ’i'
Y /
y /
~_ e

Sekil 3.6: Kiiresel koordinatlarda 2 — boyutlu kiiresel yiizey gosterilmektedir.

Bir Kerr kara deliginin olay — ufkunun yaricapt r, = m + Vm? — a2 esitligi
ile verildiginden o kara delik i¢in 7, sabit olur. Metrik stasyoner oldugundan olay
ufku, t koordinatinin sabit oldugu ylizeye karsilik gelir. Dolayisiyla koordinat
diferansiyelleri dt = dr = 0 olur. (3.2a) Kerr metriginde yerine yazildiginda iki

boyutlu Kerr olay — ufku arahigi,

[(rZ + a?)? — Aa? sin? 6]

ds? = p2dH? + e sin? 0 d¢?
+
2mr.
ds? = p2de? + ( p2+> sin? 6 d¢? (3.71)
+

>!(3.69) ifadesinin elde edilisi icin bkz. EK.I
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olarak bulunur®.

Sonu¢ olarak (3.71) yilizey araligmmin, (3.70) den farkli oldugu
goriilmektedir. Buradan Kerr olay ufkunun yiizeyinin, 2 — boyutlu kiiresel bir
yiizeyden farkli oldugu anlasilir. Bu farklilik, olay ufkunun g¢evre uzunlugunu

hesaplarken daha ag¢ik goriiliir.

Kerr kara deliginin ekvator diizleminde (6 = m/2) sabit r koordinati i¢in

gevre,

21 [(T.Z + a2)2 _ aZA]l/Z

jo zn@ dp = fo - d¢ (3.72)

denklemiyle bulunur. Olay ufkunda r = r, oldugundan (3.72) esitligi,

Ty

27 [ (42 2V2 _ 42 711/2 2n
j (02 +a?)? —a?a? j x/(zinﬂ)z dp = 4mm (3.73)
0 0 *

olarak bulunur. Yukaridaki (3.73) ¢evre uzunlugu, a dénme parametresine bagli
degildir. Schwarzschild kara deliginde (6 = m/2) diizleminde olay ufkunun
cevresi hesaplanirsa (2.1) metrigi yardimiyla,

21
0

21 21
f */«9¢¢d¢=f \/rzsinzé?dd):f 1. d¢ = 2mr, = 4mm
0 0

bulunur. O halde Kerr olay ufkunun ekvator bolgesindeki ¢evresi, Schwarzschild

olay ufku ¢evresine (kiitleler ayni1 olmasi sartiyla) esit olur.

Kerr olay ufkunda kutuplardan gecen (6 = 0,7) egrinin gevresi ise,

21 21
f Joe dO = f ps do (3.74)
0

0

esitligiyle bulunur. Bu g¢evre uzunlugunun, ekvator diizleminde Olgiilen (3.73)
cevre uzunlugundan farkl oldugu anlasilir. Bu sonu¢ Kerr olay ufkunun kiiresel

simetrik olmadigini gosterir.

Kerr olay ufkunun alan hesaplamalarinda (3.2d) ifadesi kullanilir. Bu ifade

olay — ufku igin,

*? Burada p2 = r2 + a? cos? 6 ifadesine esittir. Olay — ufkunda A = 0 olur.
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2
22 = (r2 + a?)? — Aa?sin? 0 = (2mr,)? = 4m? [m +m? — aZ] (3.75)

seklinde yazilabilir. Olay ufkunun alan1 Ay, (3.2a) metrik bilesenleri kullanilarak,
2w T 2w T
AH = f f 1/gggg¢¢ d@dd) = Zf f Sln9d9d¢
o Jo o Jo
Ay = 8mm [m +/m? — az] (3.76)

denklemiyle hesaplanir. Ayrica (3.76) ifadesi r, cinsinden Ay = 4m2mr, olarak

yazilabildiginden olay — ufku alani,
Ay = 4n(r? + a?) (3.77)

seklinde elde edilir.
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4. KARA DELIKLERDE DONME ENERJIiSi ve ENERJI AKTARIM

SURECLERI

Kerr metrigi biiyiikk r degerlerinde Minkowski uzay — zaman metrigine
doniistigiinden’ metrigin agisal koordinatlartyla iliskili olan u, ve us nicelikleri,
biiyiik r uzakliklarinda (yani g;, = 0 alinabilen uzakliklarda...)

,d6

Uy = o Ut = go0u® + gorul + gopu® + 903U = gpput = Lo =7 e

d
Uz = 93;1”” = g30u0 + g31u1 + g32u2 + g33u3 = g33u3 = L¢ = r? sin? Bd—f

2= [(%2) +sma (42) ] @)

olarak ifade edilir ((4.1)’de vektorel toplama yapilmistir). Burada L, birim kiitle
bagina toplam agisal momentumu gosterir. Yukaridaki (4.1) esitliginde, (3.34c) ve
(3.14b) ifadeleri yerine yazilirsa biiyiik r degerleri i¢in?,

Lz—r4 + cos? 0 |(q* + E*)a? L
= Q + cos q a SnZ 0
2
+ sin“@( L, _ aE +E[E(7”2 +a%) - 1L a])
sinZ A z
, L aE(r? + a?) L,a? L
l. 2 — 1 Z _ E _ Z — Z
e P ¢ B (sin2 g ¢ r24+a?2—-2mr r?+a®-2mr sin? 0
o2 ~ 17 = — (423
sin? 6
olur. (4.2a) ifadesi (4.1) denkleminde yerine yazilirsa,
L?=Q+a%cos?0(q>+E?)+ (1 — cot? 9)L2 (4.2b)

bulunur. Burada (4.2b) esitligi, bir par¢acigm toplam agisal momentumunun 6
koordinatina bagli olarak degistigini gosterir. Buna karsin kara deligin toplam

acisal momentumuyla, parcacigin acisal momentumu toplami korunur. Sonug

! Minkowski metrigi ds? = —dt? + dr? + r2d@? + r?sin? 8 d¢?> = —dr? olarak verilebilir.

? Buyuk r degerleri igin, p2 = r2 alinabilir. Dolayisiyla p2¢ = r2¢ olur.
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olarak pargacik ile kara delik arasinda agisal momentum aligverisi oldugu

sOylenilebilir.

4.1 Radyal Hareket

Radyal hareket denklemi (3.28a) ve (3.34a) esitlikleri kullanilarak,
p*1? =[al, — (r? + a?)E]? — A[Q + (L, — aE)? — q*r?] (4.3)

denklemiyle belirlenebilir. Burada (4.3) denklemi, E’nin ikinci dereceden formu

biciminde (4.4) olarak da gdsterilebilir.

2ma?

2m
p*r? =r? <r2 +a?+ >E2 — 4mral,E — r? (1 — —) L2

r (4.4)

—A(Q —1%q?)

4.2 Etkin Potansiyel

Schwarzschild metriginde etkin potansiyel enerji (effective potantial energy)
incelendiginde Vesz = E? i¢in, 7 = 0 durumuna karsilik geldigi gérﬁlﬁr3. Benzer
yoldan, Kerr metrigi i¢in de etkin potansiyel belirlenebilir. Bunun igin (4.4)

esitligini sifir yapan E degerlerine bakilarak denklem ¢6ziildiigiinde,

2m
[(r? + a?)? — a?A]E? — 4mral,E — r? (1 - 7) L2 —AQ-1%g%>) =0

2amrL, + \/A[aZ(Zmr +72)(Q — q?r2) + r*(Q + L% — q?r?)]

_ 45
efr r* 4+ a2(2mr +12) (4.5)

olarak bulunur®. Denklemi saglayan etkin potansiyel degerleri V, ve V_ olmak

iizere (4.3) esitligi,
p*? = [(r* + a®)? — a®Al(E - V,)(E - V) (4.6)

formunda yazilabilir®. Hareketin fiziksel olabilmesi i¢in # reel olmalhdir. Buradan

E >V, veya E < V_ olmasi1 gerektigi anlasilir.

? bkz. (Raine and Thomas, 2009) s. 24

2
* (4.4) esitliginde 2 (r2 +a®+ mTa) = [(r? + a?)? — a?A] 6zdesliginden yararlaniimistir.

> (4.6) ifadesinde kullanilan iliski icin EK.A kismina bakilabilir.
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Schwarzschild metriginde olay ufkunun disinda kalan biitiin bolgelerde
etkin potansiyel pozitiftir (yani pargaciklar pozitif enerjilidir.). Bu durumun
aksine (4.6) denkleminden de goriilebildigi gibi, Kerr kara deliginde olay ufkunun

dis tarafinda da negatif enerjili parcaciklar bulunabilir.

Etkin potansiyelin limit durumuna bakilirsa r — oo i¢in V, — /—q? olur.
Zamansal yoriingelerdeki pargaciklar igin g% = —1 oldugundan V, — 1 olur.
Dolayisiyla agik (bagli olmayan) yoriingeler i¢in (E = V, oldugundan...) E > 1
olur®. Bunun tersi olarak E <1 durumundaki parcaciklar kapali (bagl)

yoriingelerde bulunurlar (yani pargaciklar sonsuza kagamazlar).

4.3 Cerceve Siiriiklenmesi (Frame Dragging)

Acisal momentumu sifir olan (L, = 0) sonsuzdaki bir parcacigin, Kerr kara

deligine serbest diistiigii durum g6z oniine alindiginda (3.13) denklemi,

_2?E [(r* + a?)? — a®Asin® 6] 5

24 4.7
pPt=— n (4.7)
formuna doniisiir. A¢isal momentum ile iliskili (3.14a) denklemi ise,
. 2amr
p2p="——F (48)

formuna doniisiir. Agikca goriildiigii gibi pargacik icin baglangigta L, =0
olmasina ragmen kara delige diiserken agisal bir harckete zorlanir. Uzaktaki bir

gdzlemciye gore diisen parcacigin agisal hiz1 w(r, 9),

d¢ d¢/dr 2amr
= = = 4.9a
w(r,0) dt dt/dt (r? + a?)? —a?Asin?0 (4.92)
olarak hesaplanir. Yukaridaki (4.9a) denkleminin (4.8) ve (3.13) yardimiyla,
2 30
B amr g (4.90)

~ (r2+a?)? —a?Asin?2 6 - g°°

ifadesine esit oldugu goriiliir. Ayrica (4.9b) denkleminin (3.3)’deki kontrovaryant

metrik bilesenleriyle iligkili oldugu da birkag cebirsel islem ile anlasilabilir.

® Bu durumda parcacigin hareket enerjisinin durgun kitle enerjisinden fazla oldugu da anlasilir.
Clnkl 6nceki boélumlerde pargacigin durgun kitlesi m’ := 1 olarak alinmisti. Bu kiitle doértli hiz
vektéryle iliskili olarak zamansal yoriingelerde u*u, = (m')*q* = —(m')? olur. Bkz. (O'Neill,
1992) 5.178
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Pozitif olan a terimi, pozitif w anlamima geldiginden pargacik kara deligin

donme yoniinde acisal hiz kazanmis olur.

Burada dikkat edilmesi gereken en Onemli husus, agisal momentumun
korundugunun bilinmesidir. Dolayisiyla kara delige dogru ilerleyen pargacigin
acisal momentumu sifir olmalidir. Buna karsin parcacik belirli bir agisal hiz

kazanr. Ciinkii agisal momentumun agilminda L, = uz = gs,u* = gzou’ +

g33u3, capraz metrik terimi bulundugundan agisal momentum sifirken agisal hiz

sifirdan farkli bir degere sahip olur.

Bu fenomenin fiziksel anlami; lokal eylemsiz referans sistemlerinin, kara
deligin donme yoniinde siiriiklenmeye ugramasi olarak diisiiniilebilir. Bir baska
ifadeyle, deligin yakininda gerceklesen biitiin fiziksel olaylar (kiitleli ya da
kiitlesiz parcaciklar) ve olusan alanlar (manyetik ve elektrik alan ¢izgileri)

uzaktaki gozlemciye gore siirliklenmek zorundadir.

Siirtiklenme ekvatora yakin enlemlerde gii¢lii, kutuplarda ise (6 = 0,7) daha
zayif olur. Olay ufku {izerinde (A = 0 ve r = r,) acisal hiz1 hesaplamak i¢in (4.9a)

esitliginden,
_ 2amr,  2Zamr,
T GEar T mny?
_ o a
Wy =Wy = 2, (4.10)

denklemi kullanilir’. Burada wy;, kara deligin acisal hizi olarak tanimlanir. Dikkat
edilmesi gereken nokta, siiriiklenme hizinin olay ufku iizerinde enlemden
bagimsiz oldugudur. Bu bagimsizlik, kati cisim donmesine benzetilebilir. Bununla
birlikte kara deligin olay ufku kati1 bir ylizey olarak tanimlanamaz (nétron
yildizlarmin kat1 bir ylizeyi oldugundan toplanma diskinden yiizeye c¢arpan
parcacik X — 111 yayar®).

Agisal momentumu sifirdan farkli olan bir pargacigin sonsuzdaki bir

gozlemciye gore agisal hiz1 Q olsun.

7 (4.10) esitligi, Kerr — Newmann kara deligi (Q elektrik yiiklii, donen kara delik) icin de aynidir.
(2mr-Q?)a

kullanihir.
p2(r2+a?)+(@2mr-Q?)a?sin? 6

Ancak (4.9) acisal hiz esitligi yerine, w(r, 6,Q) =

® Bkz. (Horak, 2005)(Horak, 2005)
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dp de/dr _u®  g¥uz+ g*°u,

= —= = — = 4.11a
dt dt/dt  u® g%uy+ g%u, ( )
Bu denkleme (4.9b) ifadesi eklenip ¢ikartilirsa (g3° = g%),
Qe 90, 9%ustg?u o wsl(g™) — g%g%]
w g% " g0y, + g%y, w (g°9)2u, + g90g%3u,
30\2 _ 00 33
Q=w_[(g )2 —=9"9%]  us (4.11b)

(g°0)? [uo + wus]

elde edilir. Yukarida (4.11b) esitliginde (3.7e) 6zdesliginden yararlanilarak,

1 Us
Q=w-—
2\2 | [ug + wus]
(——) Asinz@|"° 3
p2A
A u
Q=w-——" 3 (4.12)

X4 sin? 6 [uy + wus]

denklemi elde edilir. Bu denklem biitiin pargaciklara (kiitleli ya da kiitlesiz)
uygulanabilir. Par¢acigin sahip oldugu agisal momentum kara delik ile ayni1 yonde
ise u; < 0, zit yonde ise uz > 0 olur. Pargaciklarin agisal momentumlar1 hangi
degeri alirsa alsin olay — ufkunda ayni agisal hizla siiriiklenmeye ugrayacaklari,

(4.12) esitliginden agikg¢a goriilmektedir.

Kerr metriginde ekvator diizlemi (6 =m/2) i¢in geodezik harcket
incelendiginde; ekvatoral geodeziklerin, (B.7) Euler — Lagrange denkleminin
¢Ozlimleri oldugu goriilir. Koordinat bilesenlerinden 6‘nin durumu goéz Oniine
alindiginda; (B.9) Lagrange fonksiyonu kullanilarak Euler — Lagrange denklemi®
(4, geodezigin afin parametresidir.),

d Ly d d i i
— | — | = — 1) — 22y 2 _ 2
da (axu) 77 (g25") = = (922%%) = =2 (0%0) = p?0 + 0 —

dxH dp?

2 2
(pe) PPo+ 6 =

= p%0 + p x“@ (4.13)

L . .
olarak bulunur. Ayrica Fyom ifadesi 1(;11110,

i ;)L (aa;f#) (gm,x )

10 0L _1 a.f
7ur = 3 apuiX
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oL 1 wop
90 29apo* X (4.14)

bulunur. Yukaridaki (4.13) ve (4.14) ifadeleri (B.7) denkleminde yerine yazilarak,
2 4 p? M = 2 gup ok iF
p P” = 59ape (4.15)
esitligi elde edilir.

Kerr metrik bilesenleri (3.2a) yardimiyla tekrar yazilarak su islemler yapilir:

2 2 . :
[, , 2Mra*sin®0] |
9pp = |r*+a +T sin” 6

Yukaridaki (4.15) denkleminin sag tarafini % Gapouuf = %gtwiz +
9opt.0 ot + %gmgf”z + %g%ﬂéz + %gd,d,’g(sz seklinde agip bilesenler yerine

yazilarak tiirev alinirsa,

1 . B mr (Pz,g) ., . [mrasin®6 . 2mrasin@cos@]. .
Egaﬁ,eu ur = - p4 t° + p4 P 0 pZ t
1025 . 1, .,
+§TT +§p ’99 (4168.)
s o 4mra®sin® 6 cos§ mra’sin*0 | .,
+|(r* 4+ a®)sin6 cos 6 + pe - I Pl

denklemi elde edilir. Yukaridaki esitlik alternatif bir formda asagidaki gibi

yazilabilir.

1 1 72 ,
Egaﬁ,eu“uﬁ =3 lpz,e (— + 92> + 2(r? + a?) sin O cos 0 ¢p*

A
2mr 5 o \2
— P plasin?0h ) (4.16b)
8mra . ;
+ (asin?6 ¢ —t)sin @ cos 6 ¢

p2

Euler — Lagrange denkleminin sol tarafin1 veren (4.13) esitligiyle, sag tarafi
olan (4.16b) esitlikleri birlestirilerek,
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p20 + pz’ﬂfc“é = p?0 + p? 76 + p? ;6%

1 P :
- Elng (K + 92> +2(r* + a?) sin@cosec;b2

2mr . (4.16¢)
- szﬂ(a sin? 0 ¢ — t)?
8mra
p?

+ (asin?0¢ —t) sin@cos@ébl

denklemi elde edilir. Burada p?  =2r ve p?, =-2a*sinfcosf olmak iizere

yerine yazilirsa,

p%0 + 2ri0 — 2a? sin 6 cos O 62
1 72 , .
=—|—-2a%sinfcosO|—+ 0% |+ 2(r? + a?) sin G cos O p?

2 A
4mr o .
+ p a?sin @ cos 6 (asin?@ ¢ — t)z (4.16d)
8mra ., . .\ . )
2 (asin?0¢ —t)sinf cos @ ¢

esitligi elde edilir. Son bulunan (4.16d) denklemi 6 = /2 i¢in hesaplanirsa,
P20 +2rr0 =0=>1r20+2r76 =0 =
L2,
6=——76 (4.17)
r
ifadesi bulunur. Sonug¢ olarak baslangicta ekvator diizleminde dolanan pargacik

icin O koordinat1 sabitse (6 = 0), ayn diizlemde dolanmaya devam edecektir.

Ekvatoral diizlemde u, = (uo,0,0,u3) dortlii — hiza sahip bir pargacigin
hareketi 6zel bir duruma karsilik gelir. Dortli — hizin g#Yu,u, = —1 skalar

carpimi agilarak,
9%° (We)® +29%uguz + g*(u3z)* +1=0 (4.18)

denklemi elde edilir. Bu ikinci derece denklem u, bilesenine gore ¢oziildiigiinde,

03 03)}2 _ 400,433 u 2 _ 00
Uy = —%IQ $\/((g ) 9g g;)go ) (u3) g (4.19a)

¢oziimlerine ulagilir. Daha 6nce verilen 6zdesliklerden (3.7¢) kullanilarak (4.19a)

¢cOziimleri,
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r2A |(u3)? X2
o= WUty TA T

(4.19b)
_ N lug|r2vVA ) 32
TR R r2(ug)?
formuna getirilir. Buradan (4.19b) esitligi kullanilarak,
lus| _— 32
U + wWus - 2 52 (4190)
r \/Z (1 - TZ(LZ)Z)

ifadesi elde edilir. Son olarak (4.19c) ifadesi (4.12) esitliginde yerine yazilirsa,

2
) - ~ (4.20)
2 |(1-=05)

r2(L,)?

O=w+

esitligine ulasilir. Buradan ekvatoral diizlemdeki bir (birim kiitle bagina diisen L,
momentumlu) parcacigin veya bu diizleme iz diisiimii olarak parcacigin azimutal

yonde anlik agisal hiz1 hesaplanabilir.

4.4 Sifir Agisal Momentum Goézlemcileri (ZAMOs — Zero angular
momentum observers)

Schwarzschild metriginde, herhangi bir koordinat noktasinda sabit olarak

1
VY900 ’

verilir'!, Bu gozlemcilerin evren ¢izgileri (worldlines)*® sabit "t" koordinatmna

bulunan bir goézlemcinin dortli — hiz1 u* = (%,0,0,0) :( 0,0,0) olarak

ortogonal olursa, dx* = (0,dr,d6,d¢) koordinat diferansiyelleri olmak {izere

w,dx* = 0 olur.
Kerr metriginde ise ¢apraz terimler oldugundan,

u,dxt = g utdx? = go,uldx” + g utdx? + gpuldx + gs,uldx?

= goou%dt + gosu’dep + g utdr + g,,u’dO + gsouidt

+ gszu’de
1 kdx¥ = dr? o4 __1
gudxtdx? =dt* = u = Jooe olur.

2 parcacigin tanimlandig uzay zaman geometrisinde takip ettigi yola evren cizgisi denir.
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u,dxt = 9o3u’dd = go3(goo)~/2dep # 0

ortogonal degildir. Sonu¢ olarak ayni "t" koordinatindaki gozlemciler igin es
zamanliligr saglayabilmek amaciyla sifir agisal momentum goézlemcileri
(ZAMOs) tanimlanir. Bu gozlemciler sabit r ve 6 koordinatlarini koruyarak
donme yoniinde w agisal hiz kazanirlar. Dolayisiyla bu gozlemciler,

Schwarzschild metrigindeki sabit yoriingelerde dolanan gozlemcilere benzerler.
Dairesel yoriingede u; = L, = 0 olan bir par¢acik goz dniine alindiginda®®,
0 =1uz = gszu’ + gosu’® -

ud =— %uo (4.21a)

olur. Yukaridaki (4.21a) esitligi ile (3.7h) ve (4.9b) ifadeleri birlestirilerek ZAMO

durumu igin,
ud = wu’ (4.21b)
esitligi elde edilir.
Dortli — hizin ufu, = u®uy + v'uy + v’uy + udus = uuy = =1 denklemi
yardimiyla™,
— 0 3 — u? 0 — 930\ o
Ug = GooU T Go3U” = | Joo +gosF u” =Yoo —gosg_ u

33

_ 900933 — (go3)? 0

= u
933

_ 2
g = (900933 (gos) >u° (4.21c)
933

bulunur. Yukaridaki (4.21c) denklemi u®u, = —1 esitliginde yerine yazilarak u°

W = BCEE _ [ 9 (4.21d)
900933 — (903)? Asin? 0

Kerr metrigi r - o ‘da diiz uzay — zaman metrigine doénislirken agisal momentumun
¢ _ d¢
dr ~ dt

terimi igin,

13

kontrovaryant bileseni u® = = 0 olarak tanimlanabildiginden bu gézlemcilere ZAMO

denilir.

% d6rtli hizin bilesenlerinden u® = u? = 0 ve u; = 0 olarak tanimlanmisti.
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iliskisi elde edilir. Daha sonra (4.21b,d) denklemlerinden bu goézlemciler igin
dorthi — hiz,

933 933 g3z 2
W) zamo \[ AsinZg ‘“\[ Asin? @ (A sin? 9) (1,00, (4.22)

olarak hesaplanabilir. Son olarak dx,(u*)zayo skalar ifadesine bakildiginda
(4.23) ifadesi elde edilir.

dx, (UM zamo = GuvdXx'ut = go, dxu® + g, dxVu' + gy, dxVu’ + gs, dx’ud
= Goodtu® + gozdpu® + gsodtu® + gszdepu®
= (gosu® + g33u®)d¢

dx, (u*) zamo = (gosu® + gszu)de (4.23)

Bulunan (4.23) esitliginde parantez igindeki terim u5 bilesenine esittir™. Bu da

L, = 0 ac¢isal momentumunu verir'®. Buradan,
dx”(u”)ZAMO =0 (424)

ifadesinin  ortogonallik kosulunu sagladigi goriilmektedir. Sonug¢ olarak
baslangicta agisal momentumu sifir olan pargacigin uzaktaki gézlemcilere gore

belirli bir agisal hiz kazandig1 anlagilmaktadir.

4.5 Negatif Enerjili Yoriingeler

Hiz1 u*

g5z 0lan yerel bir gdzlemcinin belirli bir u* dortli — hizinda olgtigi

pargacigm enerjisi, uuu” ifadesiyle iliskilidir. Bu enerji, konumun bir

g6z
fonksiyonu olmakla birlikte daima pozitif degerler aliwr. Boyer — Lindquist
koordinatlarinda, sonsuzdaki bir gézlemciye gére pargacign enerjisi E = u,t#
olur'”. Bu enerji, parcacik serbest hareket ettigi siirece sabit bir nicelik olarak
kalir. Ancak pozitif olmasi sart degildir. Bir par¢acigm enerjisinin negatif olmas1
E < 0; o parcacigin yoriingesinden sonsuza kagabilmesi i¢in, durgun kiitle

enerjisinden daha fazla bir enerjiye ihtiyag oldugu anlamma gelir. Bir baska

 bkz. (4.21a)
16 Acisal momentum konunun basinda L, = 0 olarak tanimlanmist.

Y bkz. (3.11) esitligi.
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deyisle parcacigin gravitasyonel baglanma enerjisinin durgun kiitle enerjisinden

daha biiyiik oldugu duruma karsilik gelir.

Bélim 4.1°de (4.4) radyal denklemi ekvatoral diizlemde™ + # 0 durumu

icin tekrar ¢oziilerek,

2amrlL, + J4a2m2Lzzr2 — [r*+ a?(r? 4+ 2mr)] [Lzza2 —(rz+L1,2)A- fzr4] (4.25a)
E= '

r* 4+ a?(2mr +r?)

ifadesi elde edilir. (3.13) denkleminden dt/dt > 0 saglanabilmesi igin
(dolayisiyla dortlii — hiz vektorii gelecek yonlii olur.) gerekli kosulun,

2E — 2amrlL, 2amrl, 2amrlL,
> >0 = E>-— 5 - =
p2A (r24+a?)2 —Aa?sin20 (r2 + a?)? — Aa?
2amrlL
E > z (4.25b)

r* + a?2(2mr +r2)

olmas1 gerektigi anlasilir. Dolayisiyla (4.25a)’nin pozitif kokii dikkate alinir.

Koklii ifadenin i¢gindeki terimler,
4a®m?L,*r? — [r* + a?(r? + 2mr)1[L,%a? — (r? + L,*)A — 721*]
= r*AL,% + [r* + a?(r? + 2mr)|(r2A 4 721%)
olarak yeniden diizenlenir. A¢isal momentumun r2 <« L, ve radyal hareketin
kisith oldugu durum diisiinilirse, (4.25a)’da koklii ifadenin icindeki  L,>
icermeyen terimler ihmal edilebilir. Ekvatoral diizlemde ergosfer yiizeyinde

(static limit surface), r = ry, = 2m ve A= a? degerleri yerine yazilirsa r*AL,* =

(2m)?r?a?L,* elde edilir. Bulunan bu deger (4.25a) esitliginde yerine yazilarak,

- 2amrL, +(2m)*r2a®l? 2amrlL, + 2amr|L,| (4.25¢)
 rt 4+ azQmr +12) ot 4+ a2Qmr +1?) '

iliskisi bulunur. Dolayistyla ergosferin i¢indeki yoriingelerin enerjileri,

2amrL, + 2amr|L,|

4.25d
r*+ a?2Q2mr +r2) ( )

esitsizligi ile verilir. Agisal momentum L, <0 i¢in (4.25d) denkleminden®,

negatif enerjili yoriingelerin ergosferin i¢cinde olusabilecegi anlasilir.

1 (3.34c) denkleminden 8 = /2 ve Q =0 igin ekvator duzleminde dolanan bir pargacigin
yoringesinin degismeden kaldigini biliyoruz. Ekvatoral diizlem gdz éniine alindigiigin @ = 0 olur.
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4.6 Penrose Enerji Aktarim Siireci

Kerr metrigiyle yapilan caligmalarda, donen kara deliklerin ergosfer olarak
isimlendirilen bir bolgeye sahip olduklar1 bilinmekteydi. Roger Penrose 1969
yilinda kendi ismiyle anilan bir siire¢ Onererek (Penrose, 1969), kara deligin
donme enerjisinin ¢evresindeki pargaciklara aktarilabilecegini teorik olarak

gosterdi.

Ergosferin disinda kalan bolgede, bir geodezik boyunca hareket eden

pargacik (kiitlesine bakilmaksizin),
gw,t) <0 (4.26)

kosulunu saglar. Ciinkii ergosferin disinda kalan bolgede ¢ vektor alami gelecek
yonli (future pointing) ve zamansaldir (timelike)®. Boyle bir geodezikteki
parcacigin enerjisinin ise (3.11) yardimiyla pozitif oldugu goriliir. Ergosferin
icinde £ vektdr alam1 uzaysal (spacelike) oldugundan negatif enerjilerden soz
edilebilir. Gelecek yonlii u dortlii — hiza sahip gozlemci igin ergosferin i¢inde
>0 ve ¢ >0 olmahidir’. Dolayisiyla geride gegen (3.13) ve (3.14a)

esitliklerinden,
»2E > 2amrlL, (4.27a)
2amrE sin? 8 > (2mr — p?)L, (4.27b)

iliskileri elde edilir. Burada (2mr — p?) ifadesi . <r <1, araligmda (2mr —

p?) > 0olur.

19 . . .. . ey, .

Acisal momentumun ergosferin icerisinde negatif olmasi, parcgaciklarin kara deligin donme
yoniine zit olarak hareket etmesi anlamina gelmez. Agisal momentum negatif olsa da parcacigin
acisal hizi dénme yoninde olur. Bkz. (Grib and Pavlov, 2013).

20 Ornegin ekvator dizleminde ergosferin disi > 2m olur. £ Vektdr alani icin, f"fu =Gt =

2 . . i .
-1+ % < 0 olur. Buradan t, zamansal bir vektor alani oldugu anlasilir.

*! bkz. (3.64) esitligi.
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o]

o]
fud

Sekil 4.1: Ekvatoral diizlemde (6=n/2), a = m = 1 dénme parametreli bir kara deligin dis
olay — ufku r =m ile ergosfer yiizeyi (r =2m) arasinda, (4.28a) ifadesinin degisimi

gosterilmektedir..

Dolayisiyla E < 0 yoriingelerinin olusabilmesi i¢in L <0 olmas1 gerektigi

anlagilir.

Penrose siirecinde ergosfere giren bir parcacik boliinerek; pargaciklardan
biri negatif, digeri pozitif enerjili yoriingelere oturur. Pozitif enerjili parcacik
sonsuza gider ve enerjinin korunumu geregince kagan pargacik, baslangictakinden
daha biiyiik bir enerjiye sahip olur. Boylelikle kara deligin enerjisinden bir miktar

aktarilmis olur. Penrose’un onerdigi siire¢ bu mekanizma ile ¢aligir.

Penrose siirecinin daha iyi anlasilabilmesi igin P© = (i,,7, 80, $o),
PD = (i,7,0,,¢,) ve P® = (t,,75,60;¢,) dortli — momentuma sahip
parcaciklar diisiiniiliir. P(®) baslangictaki parcacik, P(M) negatif enerjili pargacik ve
P®@ pozitif enerjili kagan pargacik olarak verilir. Par¢acigin bdliindiigii r;, noktasi,
7y < T, < Terg araliginda tanimlanir. Dolayisiyla bu noktada 7 = 0 olur. Buradan

(3.28a) ifadesi,
[r(r? + a?) + 2ma?]E? — 4amL,E — [2(r — 2m) — (g - q2r> A=0 (4.28)

olarak yazilir. G6z Oniine alinan pargaciklarin geodezik egrileri (3.28a,b) geodezik
denklemlerine uyar. Baslangigtaki pargacik birim kiitleli olarak tanimlandiginda,

(pargacik sonsuzdan geldigi i¢in) (3.11) yardimiyla,
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E® = —g(fo, ue) = —(geebo + gt¢¢.’0) == [_ (1 - sz) - 47:—“ =
lim E@® =1 (4.29)
bulunur. Enerji ve agisal momentum korunum esitlikleri,
EO=FO4+E@ =1 ve [V =[P 4[P (4.30)
olarak yazilir. Buradan,
(£6,0,0,¢0) = (£1,0,0,¢1) + (£2,0,0,¢,) (4.31)

esitligine ulasilir. Burada £ ve ¢; srasiyla (3.13) ve (3.14) ifadeleridir. Islem
kolaylig1 agisindan biitiin siirecin /2 ekvator diizleminde oldugu diisiiniilebilir.
Dolayisiyla Q = 0 olur?®. Paracik zamansal geodezik iizerinde sonsuzdan geldigi
icin g2 = —1 olur. Bu kosullar altinda (4.28) denklemi acisal momentuma gore

coziiliirse baslangictaki parcacik i¢in pozitif kok dikkate almarak,

—2am+ /2mnr,A
L = b (4.32)

T, —2m
elde edilir. Baslangigtaki pargacigin ergosfer igerisinde iki fotona doniistiigii
diisiiniilebilir. Olusan fotonlar i¢in Q = g2 = 0 alinarak (4.28) esitliginden,

L(l) _ (—Zam rb\/_)
Z

4.33a
— (4.331)

L@ _ (- 2am+rb\/_ ) (4.33b)
z —-2m

¢oziimlerine ulasilir. Yukaridaki (4.33a) ve (4.33b) ifadeleri sirasiyla; negatif
enerjili ve pozitif enerjili yoriingelerdeki fotonlarin agisal momentumlaridir. Daha

sonra (4.30) korunum esitlikleri kullanilarak,

L(1) N L(z) (—Zam Tb\/—) FD 4 ( 2am + rb\/_) —2am+ ,/2mr,A
T, —2m T, —2m —2m
2m
M =11-= [—
E 1 T (4.34a)

*? bkz. (3.34c)
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@ = L1+ /Z_m (4.34b)
2 T

nicelikleri bulunur. Penrose siireci sonunda kazanilan (aktarilan) enerji,

1 2m 1 2m
SE=E@Q _FO=_[| —4+1]-1=—-—=|1- |[—
2 T 2 7

1 fz
sE=—=|1- "2 )= _p® s (4.35)
2 Tb

Yukaridaki (4.35) ifadesinden, kazanilan maksimum enerji miktarmin

olur.

r = 1, bolgesinde gergeklesebilecegi anlasilir. Maksimum donme parametreli bir
kara delik i¢cin (a? = m?) r, = m olur. Buradan degerler (4.35) de yerine

yazilirsa,
2m
E<—=|1- |— |=0.207 (4.36)

bulunur. Sonug olarak maksimum donme parametreli bir kara delikten kagan

parcacigin enerjisi, kara delige giren parcacigin enerjisinden %21 daha fazla olur.

Penrose siirecinin sonunda kara delik donme enerjisinden bir miktar
kaybetmis olacaktir. Dolayisiyla ergosfer bolgesi kiiciiliir. Donme enerjisi sifira
yaklastiginda ergosfer de ortadan kalkacagindan negatif enerjili pargaciklardan

s0z edilemez. Sonug olarak Penrose siireci sonlanir.

Onceki bdliimlerde, ergosfer icindeki geodeziklerdeki parcaciklar icin £ > 0

ve ¢ >0 oldugu belirtildi®*. Parcacik, olay — ufkundan kara delige girerken

(4.27a,b) ifadeleri yarimuyla,
Y2E > 2amrL, ve 2amrEsin?8 > (2mr —p?)L, =
Y2E?sin? 9 > 2mr — p?)L2

[(r? + a?)? — a?Asin? O]E?sin? 0 > 2mr —r? —a? + a?sin? 9)12 =

> bkz. (3.64)
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[(r? + a?)? — a?Asin? O]E?sin? 8 > (—A + a?sin? )12 (4.37)
esitsizligi elde edilir. Olay ufkunda A= 0 oldugundan,

E (4.38)

> ——7 <L
(rZ+a?)*

iliskisi elde edilir. Yukaridaki (4.38) ifadesi boyut analizi yapilarak
incelendiginde; esitsizligin sag tarafi mv? ve sol tarafi mvr olarak diistiniiliirse

(burada v hiz boyutudur.) niceliginin, ; boyutunda oldugu goriiliir. Bu da Q

_*
(ri+a?)
acisal hizina karsilik gelir. Sonug olarak olay ufkunun agisal hiz1 {1y olmak {izere

(4.38) yardimuyla,
E>QOyL, (4.39)

esitsizligi elde edilir. Ayrica,

a a

0., = =
7 r2+a2 2mry (4.40)

iligkisi de bulunur.

Negatif enerjili pargacik kara delige diistiigiinde, deligin donme enerjisi ve

acisal momentumu bir miktar azalacaktir. Bu degisim (4.39) ifadesi yardimiyla,
om = Quéj (4.41)
olarak gosterilebilir®*.

Enerji aktarim siire¢leriyle donme enerjisini tamamen aktaran bir kara
deligin geriye kalan kiitlesi, indirgenemez kiitle (irreducible mass) olarak
tanimlanir. Onceki boliimde bir Kerr kara deliginin olay — ufku yiizey alani (3.76)
denklemi olarak bulunmustu. Buradan hareketle a = 0 igin Ay = 16mm?,, degerini
alir (burada m;,, indirgenemez kiitleyi gostermektedir.). Boyle bir kara delik i¢in
(3.76) yardimiyla,

16mm?.,. = 8mm [m +m? — az] =

1 1
Mgy = 5/2mry = /rf + a? (4.423)

24 .o . eels cue e o .
Kara delige disen E enerjili ve L acisal momentumlu parcacik; kara deligin enerjisini ve
momentumunu, dm = E ve §j = L kadar degistirmis olur. Burada j = ma iliskisi vardir.
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md, = [m +m? — | (4.42b)

1
m2. = 5 [mz +Jmi— jz] (4.42¢)

indirgenemez kiitle hesaplanabilir®.

Bir kara deligin indirgenemez Kkiitlesiyle ilgili olarak (4.42c) esitligine
varyasyon uygulanirsa,
2My My, = : 2mém + Amom = 2)6) =mdém + W—_](Sj
2 2/m* —j2 2\/m* =2
2m28m — adj
mi—az

=mdém+

5 m_oe 2m?ém — adj (4.43)
My, = ——O6m 433
o Zmirr 4mwv Tn2 — a,2
a IZm\/mZ —a? S+ 2m?
m
4m;Nm? — a?

Smirr =

- om — 5]'] (4.43b)

esitligine ulasilir. Bulunan (4.43b) ifadesi diizenlenirse (4.40) yardimiyla,

[Zm(m +Vm2 —a?)

My = odm — 6jl

4mW\/m2 —a?
a [Zmr+

4m;Nm? — a?

sm — 5;’]

a 1 )
My = —om — 61] (4.44)

dmy,Vm? —a? 1Qy

esitligi elde edilir. (4.44) Denkleminde parantez igindeki ifade (4.41) esitsizligi ile

karsilastirdiginda indirgenemez kiitlenin degisimi,

a om— Q,0j
Smirr= [ H]]:>

4m;..Nm? — a?

My, =0 (4.45)

% Bazi kaynaklarda indirgenemez kiitle, My = /Ay c*/16mG? olarak verilmektedir. Bu ifadenin,
islem yapildiginda yukaridaki (4.42a) ifadesine esit oldugu gorulir.
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olarak bulunur. Sonu¢ olarak kara delik (enerji aktarim siiregleriyle) agisal

momentum ve enerji kaybederken, m;,.. kiitlesinin azalmadig1 anlasilir.

Yukaridaki (4.42b) esitliginden m toplam kiitle ifadesi,

Zmizrr -m? = \/Tn4 _jz = (Zmizrr _m2)2 +j2 =m*=> 4m?rr +j2

— 2 2
= 4m;.,.m

P2

J
4m?

irr

m? =mZ, + (4.46)

olur.

Baslangig kiitlesi ve agisal momentumu; m ve j olan bir kara delik i¢in ideal
bir durum olarak §m?.,. = 0 alinir. Enerji aktarim siireci sonlandiginda m = m;,.,.
olur. (4.46) esitliginde, j = 0 olmasi halinde bu denklem saglanir. Dolayisiyla

j%/4m?.. teriminin, kara deligin donme enerjisine esit oldugu anlagilir.
Yukaridaki (4.42a) esitligi,

1
— 2 —
My = > 2mry = 2mg., =mr, =

2
T (4.47)
ry Miyy
formuna getirilip (4.36)’da yerine yazilirsa alternatif olarak,
6E<1(m 1) (4.48)
2 Miyy l

bulunur.

Son olarak (4.47) esitligi kullanilarak maksimum ddnen bir kara delik i¢in

(a = m =r, = 1) islem yapildiginda donme enerjisi m,,; olmak iizere,

Miryr — T'__,_ — E =
m 2m 2
MMy Mot g V299 (4.49)
m m 2

bulunur.
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Sonug olarak donen bir kara delikten aktarilabilecek maksimum donme
enerjisi, deligin baglangictaki kiitlesinin ~%30’u kadar olabilecegi sonucuna

varilir.

Penrose siireciyle ilgili daha sonra yapilan caligmalarda, boyle pargacik
etkilesimlerinin astrofiziksel kosullar altinda etkin olamayacagi hesaplandi
(Bardeen, Press and Teukolsky, 1972). Dolayisiyla Penrose mekanizmasinin,
ozellikle jet siireglerini acgiklamakta yetersiz kaldigi anlagildi. Ayrica S.
Chandrasekhar, bu mekanizmanin etkinliginin, parcaciklar1 gozlenen rélativisttik

hizlara ¢gikartmakta yetersiz kaldigin1 gostermistir (Chandrasekhar, 1998).

4.7 Blandford — Znajek Siireci

Doénen kara deliklerin, ¢evresindeki elektromanyetik alanlarla etkileserek
enerji aktarabilecegi ile ilgili 6ngoriiler, Goldreich ve Julian’in ¢alismalar1 ile
basladi (Goldreich and Julian, 1969). Onlar, donme ekseni ile ¢ift kutuplu
manyetik ekseni hizalanmis olan nétron yildizlarinin “vakum” elektrodinamik
coziimlerini analiz ettiler. Bulduklar1 sonuca gére donmeyle indiiklenmis elektrik
alan, yildizin yiizeyindeki yiikli parcaciklar1 sokmeye yetecek kadar giiclii

oluyordu. Boylelikle yildizin ¢evresi plazma ile doluyordu.

R.M. Wald, 1974’de Kerr metrigi iizerinde vakum Maxwell denklemlerinin
pargali ¢6ziimlerini bularak konuya yeni bir bakis agis1 getirdi (Wald, 1974). Bu
¢Ozlim, kara delikten ¢ok uzakta donme eksenine paralel tek diize bir manyetik
alan tanimliyordu. Bununla birlikte deligin yakininda gii¢lii bir elektrik alan da
tanimlamaktaydi. Gravitasyonel olarak indiiklenen bu elektrik alanin 6nemli bir
bileseni manyetik alan boyunca olusuyordu. Bu tiirden daha gii¢li manyetik
alanlarm, kara deliklerin toplanma disklerinde {iretilebilecekleri, Bisnovatyi,
Kogan ve Ruzmaikin tarafindan onerildi (Bisnovatyi, Kogan and Ruzmaikin,
1976).

Aktif gokada merkezi gozlemlerinde jet benzeri yapilar kesfedilmesinin
ardindan, kara deliklerin donme enerjisinin bir takim manyetik siiregler sonucunda
jetlere aktarildig: diisiincesine agirlik verilmistir. Bu siireglerin en 6nemlilerinden

birisi de Blandford — Znajek (BZ) siirecidir.

Roger Blandford ve Roman Znajek, donen kara deliklerin ¢evrelerindeki

uzayin elektromanyetik alanlar ile yonlendirilen plazma akintilar1 ile dolu
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oldugunu varsayarak g¢aligmalarma bagladilar. Donen ndtron yildizlari i¢in var
olan vakum elektrodinamik ¢oziimlerini, Kerr kara delikleri i¢in yapilan vakum
coziimler ile karsilastirarak, manyetik alan kékenli yeni bir enerji aktarim siireci
onerdiler (Blandford and Znajek, 1977). Dahasi tipik astrofiziksel kosullar altinda
vakum ¢Oziimlerinden, bol miktarda yiiklii parcacigin cift olusum siireciyle
iiretilebilecegini ongordiiler. Uretilen bu yiiklii pargacik ¢iftlerinin; baslangig
kosulu olarak, var olan manyetik alanla etkilesimini ihmal ederek bir yaklagimda

bulundular. Bu yaklagima force — free yaklagimi denildi.

Indirgenemez kiitlenin (4.42b) tanimi1 yardimuyla,

1 a? 1
mizrr=§m2 1+ ’1_W = miz,,,,=§m2(1+ 1—&2)=>

i \[%(1+ 1-a?)

f(a) = Mrot _ 4 j1(1 +41- aZ) (4.50a)

m 2
fonksiyonu ve olay — ufku agisal hiz1 Qy ile manyetik alan agisal hiz1 Q arasinda,

€q = Qp/Qy (4.50b)

orani tanimlanarak BZ siireciyle ¢ikarilabilecek maksimum enerji,
M
Epz; = 1.8x10% ¢, f(@) <—> erg (4.51)
Mg :

olarak verilebilir (Lee, Wijers, and Brown, 2000).

Kiitlesi 4.5x 10°My Ve @ =1 olan bir siiper kiitleli kara deligin®® (4.51)

ifadesinden BZ siireciyle aktarilabilecek maksimum enerji hesaplanabilir.

Optimum deger olarak e = 0.5 ahn1rsa27,

Eg; =1.8x10%x0.5x0.29x4.5x 10%rg
Eg; = 1.17 x 10%%erg (4.52)

olarak bulunur. Ayni kara delik igin (4.49) ifadesi yardimiyla hesaplanirsa®®,

*® Gunumizde, Samanyolu gékada merkezinde kiitlesi ~ 4.5 x 10°Mg, olan stiper kiitleli bir kara
deligin varligina iliskin glicli kanitlar elde edilmistir. Bkz. (Ghez et al., 2008)

*” bkz. (Thorne et al., 1986)
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E,or = Myoic? = 0.29mc? = 0.29x4.5x10°x (2x1033) x(3 x 1019)2
Ero: = 2.35x10%erg (4.53)

bulunur.

*® Enerji erg biriminde, Giines’in kiitlesi 2 x 1033 g ve ¢ = 3 x 101°cm/s olarak alinmistir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Kara delikler yildiz evrimi c¢alismalarinda, yildiz kiimelerinde ve gokada
merkezlerinde olmak {izere ¢ok farkli kiitlelerde karsimiza ¢ikmaktadir.
Giiniimiizde bir¢ok astrofizik alaninda, farkli dalga boylarinda ¢ok sayida yer ve
uzay konuglu aletler ile gozlemler yapilmaktadir. Bu noktada diger gok
cisimlerinden farkli olarak kara delikler, kendilerine iliskin dogrudan bilgi elde
edilebilmesi glinlimiizde teknik olarak miimkiin olmayan gok cisimleridir. Bu
durum onlarm fiziginin incelenmesinde de karsimiza ¢ikmaktadir. Kara deliklerin
fizigi klasik Newton mekanigiyle agiklanamadigi icin Einstein’in Genel Rélativite
kurami devreye girmektedir. Dolayisiyla egri uzay — zamanda calisildigindan
geometriyi ve hareketi betimleyen denklemler, gorece daha karmasik bir hale

biurunmektedir.

Evrende bir¢ok cisimden yayimlandig: diisiiniilen gravitasyonel dalgalarin
dogrudan gbzlemlerini yapabilmek amaciyla, dalgalarin girisim desenlerini hassas
olarak oOlgebilecek uzay konuslu lazer algilayicilar tasarlanmaktadir (bkz. LISA

projesi).

Sikisik gok cisimleri ile ilgili teorik ve gozlemsel ¢alismalar astrofizikte
onemli bir yere sahiptir. Bunlar arasinda nétron yildizlar1 ve kara delikler
maddenin ve uzay - =zamanmn yapisinin anlasilmasinda anahtar rol
iistlenmektedirler. Bununla birlikte manyetohidrodinamik (MHD) siireglerinin bu
gok cisimleriyle beraber incelenmeleri, olusan jet benzeri yiiksek enerjili yapilarin
ve toplanma disklerinin anlasilmas1 bakimindan olduk¢a énemlidir. Ozellikle aktif
gokada g¢ekirdekleri (AGN) olarak bilinen astrofiziksel yapilarin merkezlerinde,
bu enerjik siiregleri besleyen siiper kiitleli donen kara deliklerin oldugu

diistiniilmektedir.

Doénen kara deliklerin donme enerjilerinin bir takim siireclerle bu yapilara
aktarilabilecegi ile teorik calismalar, Einstein alan denklemlerinin donen kara
delikler i¢in olan tam c¢oziimlerine dayanir. Ciinkii kara delik cevresindeki
parcaciklarin ve elektromanyetik alanlarin davranisinin anlasilabilmesi buradaki
metrige baglidir. Donen kara deliklerin metrigi ilk olarak 1963 yilinda R. Kerr

tarafindan elde edilmistir.
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Buna gore donen kara delikler ve gevrelerindeki uzay — zaman geometrisi
iki temel parametreye bagli olarak degisir. Bunlar kara deligin donme parametresi
a ve kiitlesi m olarak verilir. Donme parametresinin a > 1 olmasi durumunda,
(3.5) ry ve r_ yiizeyleri reel degerler almazlar. Bu bolgede matematiksel olarak
zamansal geodezik egriler tanimlanabildiginden ¢iplak tekillik (naked singularity)

bolgeleri olusur.

Her ne kadar matematiksel olarak ¢iplak tekillik bolgelerinin varligindan
s6z edilebilse de aslinda bilim diinyasinda ¢ok tartismali bir konudur. Ozellikle R.
Penrose, One siirdiigii bir hipotezle (cosmic — censors hiphypothesis) ¢iplak —
tekillik bolgelerinin olusamayacagini 6ngérmiistiir (Penrose, 2002). Gerekgesi ise
fizikteki nedensellik ilkesinin ihlal edilecegi goriistiydii. Ancak “sicim” (string) ve
“kuantum — g¢ekim” (quantum — gravity) teorilerinde yapilan yeni caligmalar,
evrende ¢iplak — tekil bolgelerin olusabilecegini 6ngdrmektedir (Bojowald, 2008;
Boyda, et al., 2003; Gimon and Horava, 2004; Goswami, et al., 2006; Goswami
and Joshi, 2007; Horowitz and Sen, 1996).

Elektromanyetik ve gravitasyonel dalgalarin donen kara deliklerle (6zellikle
ergosfer bolgesiyle) etkilesimlerinin incelenmesi, {izerinde durulan diger enerji
aktarim Siiregleri arasinda yer almaktadir®®. Yakin zamanda gravitasyonel
dalgalar1 dogrudan gozlemleyebilecek uzay detektorlerinin (6rnegin LISA)
yapilmasi planlandigindan bu alandaki teorik c¢alismalar daha da Onem

kazanacaktur.

Bu tez kapsaminda temel olarak Kerr metriginde parcaciklarin hareket
denklemleri irdelendi. Donen kara delikler ve onlarla iliskili oldugu diistiniilen
baz1 yiiksek enerjili siiregler ele alinmistir. Ergosfer bolgesinde olusan negatif
enerji yoriingeleri ve buna bagli olarak parcacik hareketleriyle dogrudan iliskili
olan Penrose enerji aktarim siireci ayrintili bigimde anlatilmigtir. Son olarak
manyetik kdkenli enerji aktarim siireclerinden biri olan Blandford — Znajek siireci
ve Onemine deginilmistir. Bununla birlikte son yillarda yapilan bazi teorik
calismalarda, Reissner — Nordstrom kara deliklerinin de enerjik siireclerde rol

alabilecekleri 6ngoriilmektedir (Bozza, et al., 2012; Zaslavskii, 2011).

» Bkz. (Futterman, Handler, and Matzner, 1988) p. 40, (Kobayashi and Tomimatsu, 2010),
(Mackay, Lakhtakia, and Setiawan, 2005), (East, Ramazanoglu, and Pretorius, 2014), (Teukolsky
and Press, 1974).
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EK ACIKLAMALAR - A

A FONKSIYONUNUN r, ve r_ ile ILISKILENDIRILMESI

f(x) =ax?>+bx+c=0 olarak ikinci dereceden bir fonksiyon
tanimlandiginda bu denklemin reel kokleri x; ve x, olmak iizere, f(x) = a(x —

x1)(x — x,) yazilabilir.

Su sekilde de gosterilebilir:

—b+\/b2—4ac>< —b—\/b2—4ac>
x —
2a 2a

f(X)=a(x—x1)(x—x2)=a<x—
=ax’+bx+c

Benzer sekilde Kerr metriginde A= r? — 2mr + a? ifadesi sifira esitlenirse,
r,. ve r_ denklemin iki kokii olmak iizere (bunlar sirasiyla dis ve i¢ olay — ufku

yarigaplaridir),

|A= r’=2mr—a’= @ —-r)(r-— r_)|

denkligi elde edilir.
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EK ACIKLAMALAR -B

B1.) Lagrangian Fonksiyonu

Serbest bir parcacigin (yani gravitasyonel etkinin olmadigr durumda)
uzayda hareketi boyunca izledigi yolun geodezik olmasi, genel rolativite

kuraminin temel bir varsayimmidir.

Uzay — zamanda herhangi x*(t) noktalari, “z” egrilik parametreli bir egri

iizerinde tamimlanarak,

xt = xH(7) : dx* = d—xud

olarak gosterilebilir. Bu egri lizerinde “A” ve “B” noktalar1 aras1 uzaklik;
ds® = g,,dx*dx" = —c?dr? olmak iizere etki fonksiyonunun genel bigimi (7 6z —

zaman belirtmektedir.),

B B [—qg, . dxtdxY B
Sip = —mczf dt = —mczf Guv = —mcj ’—gwdx“dx"
A A ¢ A

u
Sip=m f Iur CCE B.1)
dt

olarak verilirt.

Bu uzaklik minimize edilerek, iki nokta arasindaki en kisa yol olan geodezik
egrisi bulunur. Yukaridaki (B.1) ifadesini minimize etmek i¢in varyasyonel hesap

yontemi kullanilabilir. “G” bir fonksiyonel olmak {izere,

GELB,C< 3; A)dA (B.2)

minimize eden egri x = X(4) olarak tanimlanabilir. Bu egrinin hemen yakininda;
A, B noktalarindan gecen bir bagka egri x = X(1) + en(1) olur. Dogal olarak
n(A) = n(B) = 0 olur (Ciinkii baslangi¢ ve bitis olarak tanimlanan bu noktalarda

varyasyonel sifirdir.). Buradan,

dG oL
=f (a—n+—n f ndl+f —ndi=0 (B:3)
A

de

£=0

_ HxV
' cdr = [—g,,dx"dx” >0 oldugundan, —mc fABJ—gwdx“dx" =-m ff% =

fB g#vdx dxV

M esitligi elde edilir.
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bulunur. Yukaridaki (B.3) denkleminin son kismindaki ikinci terime kismi

integrasyon yontemi uygulanir?,

dG _f 0L 1495 ? f d(a,c) W= 0 (B.4)
de ., ax T T o% da\ax)" '

Buradan (B.4) ifadesinin ikinci teriminde, n(4) =n(B) =0 oldugundan
denklem,

B fa—‘g—i )]r,da—o (B.5)

bigimindeki forma doniisiir. (B.5) denkleminde n(1), keyfi bir fonksiyon

de

oldugundan parantezin i¢i sifir olmahdir. Buradan,
4 (a_L) _9E_ (B.6)
dA\ox/ Ox

(B.6) Euler — Lagrange denklemi elde edilmis olur ve tensorel formda (B.7)

ifadesiyle gosterilir.

d (012) 0L

da\oxk) " axr (B7)

Burada “L£”, sistemin dinamik niceliklerini tanimlayan “Lagrangian”

fonksiyonudur ve (B.1) yardimiyla tensorel formda,

(e &8 dx# ) = o
(x ar’ )‘ e T x (B.8)

olarak yazilabilir. Ancak hesap kolaylig1 acisindan Lagrangian fonksiyonu®,

dx*

1
=_ cHxV B.9
TR ,A) 2gm,(x)x X (B.9)

L(xH,——

formunda verilebilir®. Euler — Lagrange denkleminde (B.8) ve (B.9) ifadelerinden

herhangi biri kullanilabilir. Hareket denkleminde bir degisim olmayacaktir.

BOL, Bd (3L B d (oL . .
P = —ndi= N ﬁ(ﬁn) dr— |, ﬁ(&)” dAl Ayrica x =dx/dA ve 17 =dn/dA olarak
tanimlanir.

® Bir sistemin Lagrangian fonksiyonu en genel olarak £ = %m}'c"gm,fc" —U(x,y,z) bigciminde

yazilir. Burada m; kitle ve U; potansiyel enerjidir. Potansiyelin sifir olmasi, genel rolativitede
parcacigin harekete basladigl nokta ve buna bagl geodezik form durumuna karsilik gelir.
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B2.) Christoffel Sembolleri
(B.9) ifadesi (B.7) Euler — Lagrange denkleminde kullanirsa®,

d 199y,
@ (Gui?) = 22070 go v = B.10
a7 (Gw") = 5 g XY = 0 (B.10)

E%'v_lagi'p-v

o
I o oxr ¥ T 2 oxk

_ oy oy oy
= XV + Gy pXPx _ngn,uxpx

1
= guwX¥ + (gw’p - E‘gl’p‘”) xPx¥ =0 (B.11)

denklemi elde edilir. Yukaridaki (B.11) denklemi, metrik tensoriin simetrik

ozelliginden yararlanilarak g#° kontrovaryant metrik tensorii ile garplhrG.
po sy L g v
9" gux” + Eg (guv,p + vup — gvp,/,t)x xV=0

Lo 1 .
X+ E‘gw(guv,p + Gvup ~ «9vp,u)xva =0 (B.12a)

Yukaridaki (B.12a) denkleminde parantez igindeki ifade (B.12b) forumunda

da yazilabilir’.

1 y * 1 . .
Egm(gl“ﬂp — Gupu)XPXY + fgwgvu,pxva

1 P | .
= Eglw(guv,p - gvp,u)xva + Eglwgp,u,vxva

1 . .
59" (Guv.p + Gouy = Gup.u) %P X" (B.12b)
Burada (B.12b) ifadesi T}, simgesiyle sembolize edilir. Bu semboller “Christoffel

sembolleri” olarak bilinir. Christoffel sembollerinin metrik tensoriin tirevleri

olarak gosterimi,

* (B.9) ifadesindeki “1/2” garpani yerine herhangi pozitif bir katsayi verilmesi, Euler — Lagrange
denkleminin (B.7) formunu etkilemez.

SO g i+ g = l( XV + g,,X"8Y) = g,, %" denkleminden yararlanildi
a2k = 29w 29X 5 = 3 Gy Iuv u Iuv y .

¢ 9" g,y = 87 “Kronecker delta”ya esit olur.

7 GvupXPXY = gpuyXPxY kér (dummy) indislerin degisiminden yaranildi.
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Iy, = Egﬂa(glmp + 9puv — gvp.u) (B.13)

denklemiyle verilir®,
B3.) Geodezik Hareket Denklemi

Son olarak (B.13) ifadesi (B.12a)’da yerine yazilirsa, (B.14) esitligi elde
edilir.

|X°+05,xP%Y = 0| (B.14)

Bu esitlige geodezik hareket denklemi denir. Boylelikle iki nokta arasindaki
en kisa yol (B.14) hareket denkleminden elde edilebilir.

Minkowski uzay — zaman geometrisinde Christoffel sembolleri sifir olur. Bu

ise x* 4’lii hizinin sabit oldugu duruma karsilik gelir.

Lagrangian fonksiyonunun en genel L=%m3’c”gwxv—U(x,y,Z) ifadesi

kullanilip ayn1 islemler yapilsaydi (B.14) denklemi yerine,

ou

M(Guyi” + Ty ¥737) = ——— (B.15)

esitligi bulunurdu. (B.15) denklemi, geodezik durumunda U = 0 oldugundan
(B.14) esitligine doniisiir.

® Christoffel sembolleri, tanimlandiklari uzay — zaman geometrisinde burulma olmadigi middetge
simetrik olup I\, =I\}, esitligini saglar, bkz. (Grgn and Sigbjorn Hervik, 2007) p. 127 ve (Plebanski
and Krasinski, 2006) p. 51.
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EK ACIKLAMALAR -C

Hamiltonyen Fonksiyonu

Bir Lagrangian sisteminin ikinci dereceden diferansiyel denklemleri,
“Legendre doniisiimii™® yardimiyla Hamilton formalizmine déniistiiriilerek,

sistemin toplam enerjisiyle iliski kurulabilir.

Hamiltonyen H(q,p,t) ve Lagrangian L£(q,q,t) fonksiyonlar1 olmak {izere
Legendre doniistimiiyle (q,p, swrasiyla genellestirilmis koordinatlar ve

genellestirilmis momentumdur),
H(pj41,t) = ) pidi = £(45,0,0 D
i

olarak verilir. Hamiltonyen fonksiyonunun (C.1) formu kanonik koordinatlarda
(canonical coordinates) gosterilmistir'®. Burada genellestirilmis koordinatlar g; ve
genellestirilmis momentum p; = dL£/dq; (baz1 kaynaklarda conjugate momentum
veya canonical momentum olarak geg¢mektedir.) ifadesidir. Nokta tiirev, “t”
parametresine gore degisimi gosterir. Euler — Lagrange denklemi olan (B.7)
ifadesi “t” parametresine gore yazilirsa, p; = dL/dq; esitligi elde edilir'.

Hamiltonyen fonksiyonunun toplam diferansiyeli alinirsa,

ag =M g0 M O, (C.2)
~ 0, T 9p, P T e '

denklemi elde edilir. Yukaridaki (C.1) esitliginin sag tarafinin da toplam
diferansiyeli alinir*?.
oL oL oL )

dH = q;dp; + p;dq; — (6_q-dqi +a_q-dql' ot
i i

°Bu dontsum ile ilgili ayrintili bilgi icin Morin, (2008) ve Vilasi, (2001) bakilabilir.

1% kanonik koordinatlar ve bu formda yazilan kanonik momentum ile ilgili detayh bilgi icin bkz.
(Franklin, 2010) p. 30.

nd (0L 9L __d oL,
—\z= —_,:>_(pi)—_,—pi
dt \dg; dq; dt aq;

2 Hamiltonyen sisteminde genellestirilmis hizin diferansiyeli dq = O olur.
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dH = G,d (aLd +aLdt) (C.3)
(C.3) ve (C.2) esitliklerini (C.1) yardimiyla,
M o+ 2 g+ e g.a (aLd +6Ldt) (C.4)
api pi aql qi at - qi pi aql qi at '
olarak yazilir. Buradan,
. O0H J0H ) 0L 0H 0L
G =5 == o -z (5)
ap; dq; dq; ot at

(C.5) Hamilton denklemleri elde edilir.
Hamilton fonksiyonunun bir sistemin enerjisiyle olan iliskisini gdstermek

icin Lagrangian fonksiyonunun zamana gore tam tiirevi alinir.

de _ oL, N oL,
L L

Eger Lagrangian fonksiyonu t koordinatina agik olarak baglysa, (C.6) esitliginin
sag tarafina dL/adt terimi eklenmelidir (i=0,1,2,3). Ancak burada kullanilan

Lagrangian ifadesinin ag¢ik hali £ =%9’c“gw5cv oldugundan (m =1 alindi),

d0L/dt = 0 olur. Euler — Lagrange denklemi yardimiyla (C.6) denklemi,

dL_Z_d(aL>+ aL___Zd<_ (’)L)
dt ~ 2. dar\ag, L 0g, 1T Ladc\ T g,
L L

i

d Z'aL L]=o0 C.7
L

formunda yazilabilir. (C.7) denkleminde parantez igindeki ifadenin ¢

parametresine gore sabit (kapali bir sistem i¢in) oldugu anlagilir. Bu sabit,

E=) dmi—L c8)
i

(C.1) formuyla denk oldugundan (C.8) ifadesi sistemin enerjisini verir.
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Hamiltonyen fonksiyonunu ifade etmek i¢in kullanilan genellestirilmis
koordinatlarm, tensor olmasi gerekmez (indisler sadece koordinatlar1 gosterir).
Enerji skaler bir nicelik olarak tanimlandiginda (C.1) ifadesi tensorel formda
yazilir. Ayni indisin biri iist digeri alt olacak sekilde sirasiyla kontrovaryant ve
kovaryant tensorler olmak tizere carpimlart (Einstein toplama kuralina gore
“Einstein  summation convention”) skaler bir nicelik tanmimlar. Lagrangian

fonksiyonu £ = %x“ JavX’ —U(x,y,z) olmak tlizere (m =1 olarak alindi),

kartezyen koordinatlarda x* kontrovaryant tensoriiyle kanonik momentum,

o 1 1 ,
o = 30 + 3 60v 278 = [P =] ©9

olarak gosterilir. Bu durumda (C.9) ifadesi, ranki1 bir olan kovaryant bir tensor

olur. Ayrica (C.9) ifadesi g¥“ ile iliskili olarak,

9" Gar®” = §"py = (C.10)

ifadesini verir. Lagrangian fonksiyonunun (B.8) ifadesinden yararlanilarak

dL/0x* genellestirilmis momentumu hesaplamrsalg,

oL _ l (—C)gavfé'v l(—C)gafo”(Sﬁ _ Cga’vxv

= — _ _ _ _ v _
ox“ 2 — Gy XXV 2 gy XXV c JavX Pa (C.11)

ifadesi elde edilir. Momentumun (C.11) esitliginde yapilan islemlerin, (C.9)
ifadesine denk olmasi; Lagrangian fonksiyonunun verilen degisik formlarinin,

Euler — Lagrange denklemini sagladigini gosterir.

Legendre doniisimii (C.12) bi¢iminde yazilarak (C.10) yardimiyla,

Hamiltonyen fonksiyonu skaler forma,

1
H= paxa —-L= papa - <§xagavxv - U(x,y, Z))

1
= pag“Ppp — Epag“”’pﬁ +U(x,y,2)

1
H=-pag™ps +U(x,,2) (C.12)

Pds? = Juwdxtdx¥ = —c*dt® = \/—g,,X*x" = c iliskisinden yararlanildi.
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olarak
donitistir. (B.1) etki fonksiyonu ifadesi “t” parametresine gore (B.8) yardimiyla

tekrar yazilir.

t1
= —mc] f—gwxl‘x dt = f Ldt = (Paa'c“ — H)dt (C.13)
t() t 0

Yukaridaki (C.13) etki integralinin birinci mertebeden varyasyonu (variational
principle),

(C.14)

55—ft1('a5 N L L )dt—o
- . X pa pa X axa apa pa -

0

formunu alir. Buradan, (C.14) denkleminde integral igindeki ikinci terime kismi

integrasyon uygulanirsa',

f1 . 0H .
55 = f[ _ 2 5pa (pa+axa)5x]dt=0 (C.15)

esitligi elde edilir. Ayrica (C.15) denkleminde &x ve 6p nicelikleri Kkeyfi
oldugundan parantez i¢indeki ifadeler ayri ayri sifira esit olmalidir™. Buradan
kolay bir sekilde, etkinin koordinata ve momentuma gore varyasyonu (C.16)

olarak bulunur.

§s . OH 5S . 0H

—=x%——= :—pa—axa

= C.16
oy 0Pq ox® 0 ( )

Varyasyonel yaklasim ile hareket denklemleri dogrudan bulunabilir. Dolayisiyla

Hamilton denklemleri,

oM — oH
0Py Pa = " Gxa

1% =

(C.17)

Y Kismi integrasyon p,0x% = %(Sx“pa) — Pa0x* ve sag taraftaki ilk terim skaler oldugu igin
zamana gore degisimi sifir olur. Ayrica sinir kosullari belirlenmis oldugundan baslangi¢ ve bitis

koordinat noktalarinda &x(t,) = 6x(t;) = 0 olur (Lagrangian varyasyonel metodunda oldugu
gibi). Ancak, sinir noktalarinda momentum sifir olmak zorunda degildir.

> Hamiltonyen yaklasiminda Dq Ve x% nicelikleri bagimsiz olarak elde edilmek istenir.
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(C.17) esitlikleri olarak tensorel notasyon bigiminde elde edilir. Hamilton
fonksiyonunun (C.12) formunu kullanarak hareket denklemleri (C.18 — 19)

formunda da yazilabilir®®.

oH
X% = — = aB (C18)
opa T PF
. oH 1 1
e = =52z = = (5Pu0"ePy + U) = 52u(9" 9" 9150 )0 = U
. 1 é
Poa = Epygy&ap —Ua (€19

Daha o6nce de belirtildigi gibi geodezik egrilerde hareket denklemlerini
tanimlarken potansiyeli U = 0 oldugundan, (C.12) yerine (3.19) ifadesi kullanilir.

' Skaler nicelikler koordinata gore sabit oldugundan, 0 = 9" gvs)q = 9" gvs + Iysa9" =
W= gt g¥g s o iliskisind lanild ’
9"« =—9"9"°gyse iliskisinden yararlanildi.



71

EK ACIKLAMALAR -D

Rolativisttik Enerji

Ozel rolativitede ds? arahigi ds? = goo(dx®)? + gq1(dx1)? + gp,(dx?)? +
gs3(dx3)? = goo(dx’o)z bigiminde verilir'’.

ds? = g dxtdx? = —c?dt? + dx* + dy?* + dz* = —c?dr? (D.1)

Bu denklemi birkag cebirsel islem yardimiyla®®,

dx?+dy*+d v?
dt2<1 i zztz Z> dt <1—§>—d12

-1
y = ( 1-— ’:—2) : dt = ydt (D.2)

olarak bulunur. Buradan 4°1i hiz vektori (E.2) yardimiyla (u = 0,1,2,3),

. dxt dxt dx°+ <dx1 dx? dx3>
ub = y

dr  Var ~Var ar " ar T de
B cdt+ da_c’+dy+dz Fy(B, 47, +73,)
Ve T\ T Tac) T Ve vy + 7
ut =y(c+v) (D.3)

olarak gosterilebilir. Ayrica kontrovaryant hiz vektorii (D.4) formunda yazilabilir.

= (yc,yv) (D.4)

) UZ
\Jl—— -z

4’1ii hiz vektoriiniin kontrovaryant ve kovaryant carpimlari sabit olup,

dx,dx* g, dx*dx¥ —c?dr?
dr drt dr dr
7 Burada metrik tensor bilesenleri; goo = =1, 11 = g2 = gaz = 1 ve diger bilesenler sifirdir.

Ayrica koordinat diferansiyelleri {t, x,y, z} koordinat sisteminde dx® = ct ve dx' = x ,dx? =y,
dx® = z olarak verilir.

¥ Burada “v”, 3 — boyutlu uzayda hiz vektorini temsil eder (yani 4 — boyutlu uzay — zamanda
uzaysal bilesenleri gosterir).
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degerine esittir'®. Genellikle ¢ = 1 alindigindan (D.6) degerini alir.

©9

4l hiz vektoriinin kovaryant bilesenini bulmak i¢in (D.6) ve (D.3)

denklemlerinden yararlanilir (burada (a = 1,2,3) uzay bilesenleridir).

o dxtdx, dxt o dx, dx°+dx“ (dx0+dxa)
W =" ar  Vae Yar ~ Y\ ar T ae dt ' de

iy, = 2 Yoodxdx’ 2 Jaadx dx® /2 <—czdt2 (dx“)2>
u = =

+
dt? dt? dt? dt?
=y2(—c?+v?) =—-c?*>
y(c = D)y(c+ V) =y(c — P)u* = c?
Son esitlik, u, kovaryant 4’lii hiz vektorii ile ¢arpilirsa,
c?u, = y(c —v)utu, = u, =y(—c + ) (D.7)

bulunur. Buradan kovaryant hiz vektorii (D.8) formunda yazilabilir.

= (=yc,y¥) (D.8)

\Jl__ 1_ﬁ

Rolativite teorisinde; v hizina sahip bir cismin eylemsiz referans sistemine (inertial

reference frame) gore Olgiilen m kiitlesi, m, durgun kiitlesinden daha biiyiik olur.

Bu iligki m = ym,, olarak verilir. Buna gore cismin rélativisttik mekanik enerjisi,

E = ymyc? (D.9)
esitligi ile verilir. Yukaridaki (D.9) denklemini v/c ‘ye gore seriye agilirsa (1 —

x)V2 =1+ %x ), diisiik hizlarda (v < ¢), E =~ mc? + %mv2 formuna déniigiir.

¥ By ¢arpim; metrigin (+ — — —) notasyonu igin w,u* =1 degerini aldigindan igslemlerde dikkat
edilmesi gereklidir.
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EK ACIKLAMALAR -E

Genellestirilmis Momentum

Daha o6nce tanimlanan etki fonksiyonunun x* koordinatlarina gore tiirevi

kanonik momentumun bilesenlerini verdiginden, (B.1) etki fonksiyonu tekrar

yazilir.

b b
S = —mczf dr = —mcj f—dx#dx“ (E.1)
a a

Yukaridaki (E.1) esitliginin en kiigiik etki prensibine gore varyasyonunu
alindiginda,

b

5(dr) = —mcjb 5 /—dxudx#)

5S = —mczj

jb (1 (—dx,)ddx* 1 (—dx“)ddxu>
a \2 /—dx,dx* 2 [—dx,dx*

j‘b (1 (—dx,)ddx* 1 (—dx#)ddx“>
= —mc = +=
a \2 /—dx,dx* 2  [—dx,dxH

j‘b dx, 6dx* J‘bdxuddx“
= mc =mc| ——
a

1/—dxﬂdx” cdrt

a

P dx, 8dx* b
6S = mf —_—= mJ. u, 6dx* (E.2)
a dT a

esitligi elde edilir®. Yukaridaki (E.2) integralinin kismi integrasyonu almnirsa,

fbd( 5xt)d —fbg p +fb o0t
ad‘[ u#x T= . X dr T auu dt T

b duy, b déxk
= f oxH——dt + f u, dt
a dr a dt

b duu b
=f 8x“—dr+f uud6x” =
a dT a

20 —dx*édx, = —g,,dx 6dx" = —g,,,dx" §dx* = —dx,6dx* denkliginden yararlanildi. Ayrica
ds? = g,,dxtdx" = —c*dt* = |/—dx,dx* = cdt esitligi kullanild.
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55 = fbdxﬂde“_ fbd( 5xt) d fb‘s ud”“d
—ma dr —madruﬂx T aXdTT

u

b b du
8S = mu,6xH| — mf oxt——drt (E.3)
a a dr

elde edilir. Eger smnir noktalarinda (6x*), = (6x*), =0 oluyorsa, (E.3)

dut

denkleminde —— = 0 olmaldir. Bu kosul, serbest (force — free) parcacigin

hareket denkleminin rolativisttik mekanige genellestirilmis halini verir. Eger etki
(action function); koordinatlarin bir fonksiyonuysa, “a” noktasi sabit (yani
(6x"), =0 ) ve “b” noktasi degisken olarak almir. Buradan yukaridaki
koordinatlarm hareket denklemini saglamasi gerektigi anlasilir. Dolayisiyla (E.3)

denklemindeki integral ifadesi sifir olur. Notasyon olarak (6x#), = §x* yazilirsa,

8§ = mu, 6x* (E.4)

ifadesi bulunur. Buradan dS/dx* ifadesi,

aS
m = muu = pu (E5)

genellestirilmis momentum formunu verir. Yukaridaki (E.5) genellestirilmis
momentum ifadesi, zamansal ve uzaysal bilesenler olarak yazilabilir. Bunun igin

(D.8) kovaryant 4’lii hiz vektoriinden yararlanilir.

pu = mu, = (—=ymc,ymv) (E.6)

Rolativisttik mekanik enerjinin (D.9) ifadesi yardimiyla (E.6) denklemi,

pp =mu, = (—E/c,p) (E.7)

bigiminde gosterilebilir. Burada p = ymv, (E.7) genellestirilmis momentum
ifadesinin uzay bileseni olup Newton mekaniginde p=mv dogrusal
momentumuna karsilik gelir. Genellestirilmis momentumun kontrovaryant

bilesenini bulmak i¢in (E.7) ifadesi g ile ¢arpilirsa,
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9" pu = mg*u, = mg*up + mg*u,
= —mu, + m(g*uy + g¥u; + g*us;)

= —m(—yc) + ym(¥, + vy, + U,) = E/c+ymv

bulunur. O halde,

[p* = mu* = (E/c,p)] (E.8)

kontrovaryant genellestirilmis momentum vektorii (E.8) olarak elde edilir.

Son olarak (E.7) ve (E.8) ifadelerinin ¢arpimina bakildiginda (D.5) esitligi
yardimiyla,

pup* = mu,mu* = —m?c? (E.9)

denklemi bulunur. Genellestirilmis momentumun etki fonksiyonuyla iliskili
oldugu (E.5) ifadesi, (E.9) denkleminde yerine yazilarak,
"y e v s as 1 (65)2 N (65)2 N (65)2 4 (65)2
Pub™ = Pud™ Py = 8" Gruaxy ~ " c2\ot ox oy 0z

2

2

= —m-c

as as
9" Gy = T (519

esitligi bulunur. Bu denklem rolativisttik Hamilton — Jacobi denklemi olarak
bilinir.

Etki fonksiyonunun S(x*,7), tam tiirevi almarak, (C.13) ve (E.5)
yardimiyla,

as aS as as
e A vl = E.11
iz 6x/‘x + a7 L= puxt + a7 L=0 ( )

esitligi bulunur. Burada (E.11)’in son esitligi (C.12) yardimiyla,

aS
—4+H=0 (E.12)
Jt

formuna doniisiir. Yukaridaki (E.12) denklemi, Hamilton — Jacobi denkleminin

birinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel formu olarak bilinir.
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EK ACIKLAMALAR —F

(3.26) Esitliginin Tiiretilmesi
Boliim 3’teki (3.23) denklemini tekrar yazilarak,

X2 4amr (A — a?sin?0) 2
2p%0,S = K(atS)2 + Tatsa(,,s — A(0,5)% — (955)% — AsnTE (045)

uygun bir bi¢imde diizenlenirse,

2

[(asin?6)d,S + 8,5]" — A(8,S)?

2p2%0,.S = l[(7‘2 +a?)0.S + adyS|
™A t ¢ sin2 @

— (055)*
elde edilir.

Daha sonra (3.24) ifadesi son denklemde kullanilarak,

2,2

—q*p* = —[aL — (r* + a®)E]* —

(L — aE'sin® 8)* — A(9,5)* — (39S)*  (F.1)

> =

sinZ @

esitligine dontisiir. Yukaridaki (F.1) esitligi,
(L — aE sin? 8)? cosec? 8 = (L? cosec® 8 — a’E?) cos? 8 + (L — aE)?

0zdesliginden yararlanilarak tekrar yazilabilir.

1
—q*(r* + a®cos?0) — A [alL — (r? + a?)E]? + (L? cosec? 8 — a’E?) cos? 8
+ (L — aE)? + A(9,5)? + (0,5)* =0

Sonug olarak bu denklem diizenlenirse,

as\* 1
{A <§> 3 [aL — (r? + a®)E]? — qzrz}
(F.2)

S\
+ {<%> + (L* cosec® 8 — a*E?) cos? 6 — q*a? cos? 0 + (L — aE)Z} =0

(3.26) esitligi elde edilir.



77

EK ACIKLAMALAR -G

Geodezik Teget Vektor Bilesenleri

(3.8) Geodezik teget vektoriiniin bilesenleri igin (3.13) denklemi tekrar

yazilir.

. Y2E — 2amrlL 3

pit=———=—[(r?*+ a?)?E — a’EAsin? § — 2amrL,]

1
A A
Daha sonra (3.35a) parametre doniisiimleri uygulanip (3.35g) esitligi (null

geodezik durumu géz oniine alinmistir.) kullanilirsa,

pit 1
E = A [(r? + a®)? — a?Asin? 0y, — 2amr{]
1 rz +a2 2
=2 [(r? + a?)? — a?sin? 0, (A + 2mr)] = %
=tk (G.1)
A

t bileseni elde edilir.

Buradan (3.34b), (3.28b) ve (3.35a) esitlikleri yardimiyla,

p*62
5z =1l + (a? — {% cosec? ;) cos? 0,

= —a? cos* 0, + (a? — a? sin* B, cosec? 6,) cos? G, = 0

G2
bileseni elde edilir. Son olarak (3.14) esitligi yardimiyla,

P2 _ 2amrsin® 0 + (p®> —2mr){ _ 2amr + (p* — 2mr)a

E Asin? 6 A
_a@mr+p? —2mr) ap?
B A A
. aE
= — G.3
b= ©3)

olarak geodezik teget vektoriiniin bilesenleri bulunmus olur.
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EK ACIKLAMALAR -H

Baz Vektorlerinin Birbirleri Arasinda Dual iliskisi

Teget vektorlerin genel bir tanimimin verilmesi amaciyla basit bir 6rnek
olarak, R? kartezyen uzaymnda (x,y) koordinatlar1 géz oniine almir. Herhangi
p € R? noktasindaki bir vektdr, {e,, ey} birim vektorleri (baz vektorler) ile gerilir
(span). Bu birim vektorlerden e,, y = sabit olan dogrultuda ve yonii x’in artan
yontinde olur. Diger e, birim vektorii ise, x = sabit olan dogrultuda ve yonii y’in

artan yoniindedir. Keyfi bir y vektori p(x, y) noktasinda tanimlanirsa,
x=x"ex+x’e, (H.1)

olarak yazilabilir. Burada y* ve y”, sadece katsayilardir. Ote yandan bir A(x,y)

vektor alani ise (H.2) formunda yazilabilir.
Alx,y) = A*(x,y)e, + AV (x,y)e, (H.2)

Bu vektor alan1 A* ve AY fonksiyonlarmin tanimli oldugu yerde bulunur. Bu
fonksiyonlar, x ve y ‘nin siirekli fonksiyonlar1 (smooth function) ise A vektor
alaninin siirekli oldugu soylenebilir. Bir teget vektor alani A’nin, tanim

kiimesindeki herhangi p = (x,,y,) noktast i¢in,
A(xo,¥0) = A*(x0,¥0)ex + A7 (x0,¥0) ey (H.3)
ifadesi bir teget vektor olur.

Bir vektor doniisiim 6zelligi ile de karakterize edilir.

- A
. esing
e5ing . . | N

1 - ol x
— e cosf =8y a

Sekil H.1: iki boyutlu uzayda kartezyen (x,y) koordinatlardan kutupsal (r,8)

koordinatlara doniistimii gdstermektedir.
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Yukaridaki sekilden x =rcosf ve y=rsinf doniisimleri elde edilir. iki

koordinat sistemi arasindaki doniigiim,
e, = (e, cos@ + a)cosO , eg = (egcosB + b) cosb (H.4)

denklemleriyle bulunur. Burada a ve b terimlerinin belirlenmesi amaciyla,

geometrik iliskilerden yararlanilirsa,

e, sin’ @
ae,cos@ = (e,sinf)? = a=—"— (H.5a)
cos 6
eg sin? 6
begcosf = (egsin@)? = b=—— " (H.5Db)
cos 6

degerleri bulunur. Bu degerler (H.4) esitliklerinde yerine yazilarak,
e, = (e, cosB)cosO + (e,sinf)sinb (H.6a)
eg = (eg cosB) cos O + (egsin ) sin 6 (H.6b)

dontisimii elde edilir. Sekil (H.1)’e bakildiginda; e,.cos6 =e, , e,.sinf =

egcosf = e, Ve eysinf = —e, oldugu goriiliir. O halde doniisiim esitlikleri,
e, Cosf + e, sinf = e, (H.7a)
—e,sinf + e, cosf = eq (H.7b)

olarak bulunur. Yukaridaki (H.7a,b) doniistimleri Sekil (H.1) yardimiyla,

ox ady 1 (6x ady )
_ ox 9y === = H.8
er =ty o =1 \5a% T e (H8)
formunda yazilabilir®’. Ayrica zincir kuralindan kismi tiirevler,
0 Ox 0 dy 0 a 0x 0 dy 0
—=—— Y = —=Z=2 425 (H.9)

or  orox oardy ' 86 a0ax ' a6 dy

olur. Daha sonra (H.8) esitlikleri, (H.9) ile karsilastirildiginda baz vektorlerin
pargali tlirevler gibi donistiikleri goriiliir. Yukaridaki (H.8) esitliklerinde 1/r
katsayisi, birim vektorlerin doniisiimii incelendiginden normalizasyon faktorii
olarak gorev yapar. Bu sonug, ortonormal olmayan baz vektorleri i¢in de

genellestirilebilir.

21 X 10x . . 10 T
I=cosf=>-Z=—sinfve L=sinf = -2 =cosh esitliginden yararlanildi.
r rae r rae



80

Sonug olarak n — boyutlu siirekli bir uzayda, n tane koordinat fonksiyonu

{xi|i:1} belirlenebilir. Diferansiyel geometride uzaym kendisi bir manifold
oldugundan keyfi bir M manifoldu, koordinatlar1 {xi|i:1} ile tanimlanabilir. Bu
manifold i¢in vektor alanlari, % ile gerilir (i=1,..,n). A teget vektoriiniin bir p € M
noktasindaki en genel ifadesi,

0

— (H.10)

A(p) = A(p)

ile verilir. Burada (H.10) ifadesi Einstein toplama kuralina uyar.
Ty (M) o™ <‘

M

Sekil H.2: Bir M manifoldundaki p ve q noktalarina teget vektorleri gostermektedir
(Dermer and Menon, 2009).

Sekil (H.2) de p € M noktasindaki biitiin teget vektorler, T,,(M) teget vektor
uzaymda yer alir. Burada A*, A vektdr alanmnin bilesenleridir. A'9; vektorii (ya da
vektor alani) siklikla A' olarak gosterilir. Bir teget vektor alani, manifold lizerinde
bir p noktasi i¢in o noktaya teget olan vektorii verir. Teget vektorlerinin doniisiim

ozellikleri, zincir kuraliyla iligkilidir.

Keyfi bir {x'} koordinat sistemininin baska bir {x'} koordinat sitemine

doniisiimii dikkate alinarak,

. 0 ox) 0 . d
A(x) = Al(x)ﬁ = AL(X) axi ﬁ = A](f)ﬁ (Hll)

olarak yazilir. Bilesenler formunda teget vektorlerin doniisiimii ise,
U(x) = 2 4i i(x) = 2% 4 (%
A =74 ) veya  Al(x) =5A4/(%) (H.12)

seklinde ifade edilir.
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Bir manifold {iizerindeki herhangi p noktasina teget vektorler, p
noktasindaki siirekli fonksiyonlar ile iliskilidir. Herhangi bir siirekli fonksiyon f

olmak tizere,

of

AP, = A () (H.13)
b

ifadesiyle verilir. (H.13) esitligi, (H.14)’te verilen lineer doniisimii sagladigi

miiddetce lineer bir doniistim olur.
A(af + bg) = aA(f) + bA(g) (H.14)
Burada f ve g siirekli fonksiyonlardir. Ayrica a ve b bir say1 degeridir.

Bir manifold i¢cin p € M noktasindaki bir dual vektor, bu noktadaki teget
vektorlerin lineer bir fonksiyonelidir. Bagka bir ifadeyle ayni noktadaki bir dual
vektorle bir teget vektor, birbirine lineer olarak doniisiir. Manifold tizerindeki
stirekli bir f fonksiyonunun diferansiyeli df, teget vektorler iizerinde lineer bir
fonksiyonel olarak (H.15)’de tanimlanmustur.

- d
ar) = A = 4L (H.15)
dxt

Bir teget vektor alani lizerinde bir fonksiyonun diferansiyelinin davranisi

(H.16)’da oldugu gibi lineerdir.
df (gA + hB) = gdf(A) + hdf (B) (H.16)

Burada A ve B vektorlerinin; g ve h siirekli fonksiyonlariyla olan iliskisi

gosterilmektedir.

Egrisel bir koordinat sisteminde baz vektorleri (base vectors) genel olarak
iki gruba ayrilir. Bu gruplardan ilki, lizerinde bulundugu egriye teget olan
vektorlerdir. Diger gruptakiler ise koordinat yiizeyine dik olan baz vektorlerdir.
Teget vektorlerin genel ifadesi olan (H.10)’dan anlasilacag tizere, d/dx* niceligi
bir baz vektordiir”. Diger gruptaki baz vektorler” ise dx* koordinat

diferansiyelleri olarak gdsterilir. Bir manifold iizerindeki ayni noktada bu iki baz

2 (H.8) ve (H.9) dan kovaryant baz vektorlerinin gradyent operatorleriyle olan iliskisi verilmistir.

2 Bazi kaynaklarda one — forms olarak da ge¢cmektedir. Konuyla ilgili detayh bilgi icin Flanders,
(1989).
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vektorii birbirinin duali olurlar. Dolaywsiyla d/dx* ve dx* baz vektorlerinin

ortogonallik (orthogonality) 6zelliginden,

0
dx* 5 = 51’/‘ (H.17)

esitligi elde edilir.
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EK ACIKLAMALAR -|

r_ <r <r, Arahginda r Koordinatimn Degisimi

Bolim 3’teki (3.57a,b ve ¢) doniisiimleri yardimiyla (3.8) 4°1li hiz ifadesi,
u = i0; +7 (550 + 0, + 505 ) + 005 + g

. 2mr ) . a. .
u=<t+TT>af+T6,:+96§+(Zr+¢)ag, (1.1)

olarak bulunur. Yukaridaki (I.1) ve (3.66) esitlikleri kullanilarak asagidaki
islemler yapilir.

g(u,—0,) = g,—w(_ar)ﬁu7

= ger(—0,)u’ + g (—0,)7u" + ggg(—0,)%u® + g55(—0,)Pu®

+ ger(—0.) " + grp(—0,)7ut + g;5(=8,)"u® + g5-(—8,)%u"

+ gf$ (_ar)fua + g@f(_ar)auf
. 2mr ) a, . .
= gee(—F) (t + Tr> + grr (=17 + 0 + gg5(—2) (ZT + ¢) + g (—=F)T
. 2mr a. . )
+ gre(—1) (t + Tr) + 9r5(—1) (—r + ¢) + 957 (=27
r

a. . . 2mr .

+ 95 (-F) (57 + §) + ge (=) (£ + 1)

. 2mr . ) a. .
g, —0,) = —F [gff (t + TT> + e + i (;T + ¢)]

(1.2) denkleminde (3.53) metrik tensor bilesenleri yerine yazilip diizenlendiginde,

7'”(a2 +2r? 4+ a?(2cos? 0 — 1)) 72p?
g, —0,) = — A =——

2A

T
glu,—a,) = _e <0

A (1.3)
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bulunur. 4’lii hiz u ve —0, vektor alan1 gelecek yonlii oldugundan (1.3) ifadesi

negatif olur. G6z oniine alinan _ < r < r, bdlgesinde A < 0 oldugundan,

(1.4)

bulunur.
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EK ACIKLAMALAR -J

Killing Vektorleri

Bir Killing vektor alani, Riemanian manifold iizerinde metrigin korundugu
bir vektor alani olarak tanimlanir. Bu manifold iizerinde herhangi bir noktalar
setinin, izometrik bicimde X'dx; kadar yerini degistiren vektdr alanma Killing

vektorii denir.
Metrik tensoriin koordinat doniisiimii,

dx'¢ 9x'®

Jap = Wﬁgcd(x,) (J.1)

olarak verilir. Asagidaki gibi bir doniisiim tanimlandiginda,

X't = x4+ eX?
aL'a =6y + GE
dxb b oxb
Gap (X) = (8§ + €0,X) (85 + €0,X?) geq(x° + €X°)
= (85 + €0,X°) (88 + €0, X)) [gea(x) + €XDeGeq () + -]
= Gap(X) + €[9aq0,X? + gpa0aX? + X°0cgap] + O(€?)

= gab(x) + LxGap = gtllb

elde edilir. Burada Ly g,,, ifadesine, metrik tensoriiniin X* vektor alanina gore Lie
tiirevi denir. Eger X' bir Killing vektor ise §g** = 0 ve Lyg,, = 0 olur®®. Ayrica
bir u! geodezik teget vektorii ile bir &; Killing vektdrii olmak iizere u'&; korunan

bir niceligi tanimlar.

d(u
% = ulv,(u%,) = & ulv,u® + utubv, &, =0 (J.2)

Sonug olarak (J.2) denkleminde ilk terim geodezik boyunca u’V,u® =0
olur. Ikinci terim ise V,¢, ifadesi anti — simetrik tensor oldugu icin®® simetrik

tensorle ¢arpimu sifir olur.

** Konu hakkinda detayli bilgi icin bkz (Padmanabhan, 2010). p.173.

% bkz. (3.9) Killing denklemi.
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