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OZET
GRAFLARDA UZAKLIK iNDEKSLERI UZERINE

GURSOY, Mehmet Umit

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Pinar DUNDAR
Subat 2014, 78 sayfa

Glinliimiiziin en Onemli konularindan biri iletisim aglarmin saglam ve
giivenilir olarak tasarlanmasidir. Tasarimcilar aglarini tasarlamak i¢in graflardan
faydalanirlar. Graf modeli iizerinde aglarin1 giivenilir, saglam ve diisikk maliyetle
tasarlamak i¢in ¢aligirlar. Bunun igin graf teoride ¢esitli 6l¢imler tanimlanmis ve
bu tanimlar farkli alanlarda uygulanmigtir. Ancak bu konuda daha kapsamli ve
giivenilir bilgi saglayabilecek Olgiimlerin 6nemi her gegen giin biraz daha
artmaktadir. Dolayistyla yeni Ol¢iim tanimlari matematikgiler tarafindan
verilmektedir. Bu c¢alismada, grafin tepe dereceleri ile bu tepelerin baglantililig
tizerinden hesaplamada bulunan yeni bir 6lgim tanimi verilmistir ve detaylariyla

incelenmistir.

Tezin giris bolimiinde graf teoriden bahsedilmis, zedelenebilirlik kavrami
ve uzaklik indeksleriyle ilgili genel bilgiler verilmistir. Ikinci béliimiinde temel
graf bilgileri ve teoremleri ile uzaklik indekslerinin tanimlar1 yer almaktadir.
Uciincii boliimde yeni bir zedelenebilirlik 8l¢iimii olarak tanimlanan Derece
Baglantihilik Indeksi ve bu indeksle ilgili teoremler ile temel graf siniflarindaki
sonuclar1 verilmistir. Dordiincii boliimde graf islemleri altinda derece baglantililik
indeksi incelenmistir. Tezin besinci boliimiinde ise derece baglantililik indeksiyle
diger indeksler arasindaki iligkiler verilmistir. Altinci boliimde derece baglantililik
indeksini hesaplayan bir algoritma ve bu algoritmanin uygulandig bir bilgisayar

programi verilerek ¢alisma sonlandirilmistir.

Anahtar Sozciikler: Zedelenebilirlik, Baglantililik, Yerel Baglantililik,
Derece Baglantililik indeksi, Uzaklik, Uzaklik Indeksleri.
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ABSTRACT
DISTANCE INDICES ON GRAPHS

GURSOY, Mehmet Umit

Ph.D in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Pmar DUNDAR
February 2014, 78 pages

Nowadays, one of the most important issues is strong and secure design of
communication networks. Designers while designing their networks make use of
from graphs. They work on a graph model to design a reliable, strong and low cost
networks. For this, various measurement definitions have been defined at graph
theory and these measurements have been applied in different areas. But providing
more comprehensive and reliable informations about this matter is still increasing
its importance a little more with each passing day. Consequently, new measurement
definitions are generated by mathematicians. In this study a new measurement
defination is suggested via vertex degree and vertex connectivity of a graph and it is
examined all of its details.

The introduction part of this thesis, general informations about graph theory,
the consept of vulnerability and distance indices are mentioned. In the second
part, basic graph informations and theorems together with distance indices
definations are given. In the third part, the new defination Degree Connection
Index for vulnerability is defined and theorems about this index are given with
basic graph classes results for this index. In the fourth part, connection degree
index are examined under graph operations. In the fifth part of this thesis,
relations between degree connection index and other indices are presented. And
the last in the sixth part, an algorithm and a program for calculating degree
connection index which is using this algorithm is given and after then the study is
finished.

Keywords: Vulnerability, Connectivity, Local Connectivity, Degree Connection

Index, Distance, Distance Indices.
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1. GIRIS

Graf teori ilk temelleri iinlii matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783)
tarafindan atilmig bir bilim dalidir. Euler 1736 da “Kénigsberg’in yedi kopriisii
(Seven Bridges of Konigsberg)” diye bilinen problemi ¢ozdii ve latince olarak
“Solvtio Problematis Ad Geometriam Sitvs Pertinentis Avctore” adli makalesinde
yayinladi. Yaptigi bu ¢alismayla graf teorinin kurucusu olmustur. Bu ¢alismada
Euler, Konigsberg sehrini iki adaya ve iki kara pargasina ayiran Pregel nehrinin

tizerine kurulan yedi kopriiniin, herhangi bir kdpriiden yola ¢ikarak ve her bir

kopriiden yalniz bir kez gecerek tiim sehri dolasabilmenin miimkiin olmadigini,
grafla Sekil 1.3 teki gibi modelleme yaparak ispatlamistir.

Sekil 1.1  Konigsberg Kopriileri Sekil 1.2 Konigsberg Kopriileri Semast

Sekil 1.3 Konigsberg Kopriileri Graf Modeli

Daha sonralar1 birgok matematik¢inin yaptig1 ¢aligmalarla graf teori giinliik
hayatta Kkarsilasilan gesitli problemlere uygulanmustir. Ozellikle II. Diinya
Savagindan sonra teknolojinin hizla gelismesiyle miihendislikten askeri alana



kadar karsilagilan bir¢ok problemin modellenmesinde ve ¢ozlimiinde graf teori

yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir.

Iletisim ve dagitim aglarinda, hiyerarsi ve kontrol problemlerinde, verilen
kisitlar altinda problemin matematiksel modelini olusturmak i¢in graf teoriyi

kullanmak, en uygun ¢6zlimii bulmak a¢isindan 6énemlidir.

Bir iletisim aginin bazi tepe veya tepelerinde olusabilecek hasarlar bu agin
islevini tam olarak ger¢eklestirmesini engeller. Bu nedenle iletisim aglar
tasarlanirken, veri akisinin devamliligini saglamak i¢in agin bozulmalara karsi
gosterecegi direnci dnemsemek gerekir. Direnci fazla olan bir model digerlerine
gore daha ¢ok tercih edilir. Dolayisiyla bir sorunla karsilasilmasi halinde agda
olusabilecek hasar bastan en aza indirgenmis olur. Bunun i¢in ag tasarlanmadan
once teorik yaklagimlar yapilabilir. Bu yaklagimlar zedelenebilirlik (vulnerability)
adiyla graf teoride onemli bir yer tutmaktadir. 1980’lerden beri graf teori ile
calisgan bilim adamlar1 pek cok Olglim kullanmiglardir. Tepeler ve ayritlar
arasindaki iletisim ve erisilebilirlik agisindan bir problemin amag¢ fonksiyonuna
uygun olarak; baglantililik (connectivity), ayrit baglantililik (edge-connectivity),
biitiinliik  (integrity), ayrut biitiinliik (edge-integrity), saglamlik (toughness),
kararlilik (tenacity) ve benzeri yeni kavramlar tanimlanmistir. Bu 6lglimler grafin
tim yapisindaki iletisimi inceler. Bu tanimlar kullanilarak, sistemde direnci
diisiik olan tepeler ve ayritlar agdan ¢ikarilarak veya yeni baglantilar olusturularak
daha saglam modeller olusturulmaktadir. Bu 6l¢iimler, genelde grafin tiim tepeler
yada ayritlar kiimesi tizerinde hareket eder. Tepe ve ayrit baglantililik bunlardan
en ¢ok kullanilanlardir (Barefoot et al,1987).

Bununla birlikte gilinliik hayatta ve diger bilim dallarinda karsilasilan ¢esitli
problemlerin ¢oziimiinde dnemli bir yer tutan uzaklik kavrami graf teoride uzun
yillardir ¢alisilan alanlardan biridir. Uzaklik kavrami iizerine insa edilen cesitli
indeksler farkli alanlarda uzun zamandir kullanilmis ve bu indekslerle ilgili birgok

calisma yapilmstir.

Tezimize temel teskil eden indekslerden olan Wiener indeks ilk olarak 1940
larin sonlarina dogru H. Wiener (Wiener, 1947) tarafindan parafinin kimyasal
ozelliklerini analiz etmek istemesiyle ortaya konmustur. Bu indeks uzaklik
kavrami {lizerine insa edilmis olup matematiksel Ozellikleri ve kimyasal
uygulamalart bakimindan genis bir sekilde incelenmis bir indekstir. 1970 lerde



Ivan Gutman ve Trinajstic Zagreb indekslerini tanimlamislardir (Gutman and
Trinajstic, 1972).

Schultz ise 1989 da Molekiiler Topolojik indeks ismini verdigi indeksini
tamimlamustir (Schultz, 1989). Temelde bu indeks, farmakolojide ila¢ dizayninda
kimyasallar arasindaki baglar1 teshis etme ve bilesenlerin optimizasyonunda hizli
ve etkili bir yol olarak kullanilmistir (Dankelmann et al).

Molekiiler topolojik indeksin tanimlanmasindan kisa bir siire sonra 1990
larin ortalarinda yine kimya alanindaki uygulamalarda kullanilan Derece Uzaklik
Dobrynin ve Kochetova ile ayn1 zamanda Ivan Gutman tarafindan tanimlanmistir
(Dobrynin and Kochetova, 1994; Gutman,1994).

Yine benzer sekilde kimyasal yapilari incelemede kullanilan Dismerkezli
Baglantililik indeksi 1990 larin sonuna dogru tanimlanmis ve kullanilmistir
(Sharma et al, 1997).

Bu tezin ikinci boliimiinde diger boliimlerde kullanilacak temel graf bilgileri
ve uzaklik indekslerinin tanimlar1 verilmistir. Ugiincii béliimde tarafimizdan
iretilen grafin derece baglantililik indeksinin tanimi verilmis ve tanimin detayl
bir incelemesi yapilmis. Yine {iglincii boliimde derece baglantililik indeksinin graf
parametreleriyle aralarindaki iligkiler incelenmis ve temel graf siniflarinda derece
baglantililik indeksinin sonuglar1 verilmistir. Dordiincti boliimde, graf islemleri
alinda yeni olusan grafin derece baglantililik indeksine ait teoremleri
sunulmustur. Caligsmanin besinci boliimiinde derece baglantililik indeksinin diger
indeksler ile arasindaki baglantilar incelenmistir. Altinct bolimde derece
baglantililik indeksini hesaplayan bir algoritma ve bu algoritmanin uygulandigi
derece baglantililik indeksini hesaplayan bir bilgisayar programi verilmistir.

Derece baglantililik indeksi ile ilgili bu incelemeler ve tanimlar baglantili,

basit ve yonlendirilmemis graflar i¢in verilmistir.



2. TEMEL GRAF BILGILERI ve UZAKLIK INDEKSLERI

2.1 Temel Graf Bilgileri

Calismanin bu boliimiinde graf teoride kullanilan temel graf tanimlar1 ve
graflarin genel Ozellikleri verilmistir. Calismanin diger bdliimlerinde bu
tanimlardan ve Ozelliklerden yararlanilarak yeni tanimlanan 6l¢iim ile ilgili genel
sonuglar ¢ikarilmistir. Bu ¢alismada tanimlarda verilen G grafi baglantili, basit ve

yonlendirilmemis grafi gostermektedir.

Tamm 2.1.1: Bir G graf1 (graph), tepeler (vertices) olarak adlandirilan bos
olmayan bir V(G) sonlu nesneler kiimesi ile G nin farkl tepe ciftlerinin diizensiz

siralanigi olan bir E(G) (bos olabilir) ayritlar (edges) kiimesinden olusur.
G = (V, E) seklinde gosterilir (Chartrand and Lesniak, 2005).

Tanmm 2.1.2: Bir G grafinin tepeler kiimesi V(G) = {vy,v,, ..., v} nin
eleman sayisina G nin siwralamigi (order) denir ve |V(G)| = n veya n(G) olarak
gosterilir. Diger taraftan ayritlar kiimesi E(G) = {ey, e, ...,e,} nin eleman
sayisina boyut (size) denir ve |E(G)| = m veya m(E) olarak gosterilir (Chartrand
and Lesniak, 2005).

Tamm 2.1.3: Bir yonlendirilmis D graf: (directed graph or digraph) tepeler
olarak adlandirilan bos olmayan bir sonlu nesneler kiimesi ile birlikte oklar (arcs)
veya yonlendirilmis ayritlar (directed edges) olarak adlandirilan D nin farkli
tepelerin sirali ¢iftlerinin kiimesidir (bos olabilir). Tepeler kiimesi V(D) ile
ayritlar kiimesi de V(E) ile gosterilir (Chartrand and Lesniak, 2005).

Tanmm 2.1.4: Bir G grafinin herhangi iki tepesi arasinda 1’den fazla ayrit
varsa bu ayritlara ¢ok katli ayrit, bu tiir graflara ise ¢ok katli (multiple) graf denir
(Hartsfield and Ringel, 1990).

Tamm 2.1.5: Bir grafta baslangi¢ ve bitis tepeleri ayni olan ayrita bukle
(loop) denir (Hartsfield and Ringel, 1990).

Tamm 2.1.6: Cok katli ayrit ve bukle icermeyen graflara basit (simple) graf
denir (Hartsfield and Ringel, 1990).



Tammm 2.1.7: Bir G grafinin e ayriti1 U ve Vv tepelerini birlestiriyorsa
e = {u, v} veya e = uv olarak gosterilir. U ve v tepelerine bitisik tepeler (adjacent
vertices) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tammm 2.1.8: G grafinda herhangi bir tepe ile arasinda ayrit bulunmayan
tepeye izole tepe (isolated vertex) denir. Sadece izole tepelerden olusan grafa bos
(null) graf denir (Grimaldi, 2004).

Tamm 2.1.9: Bir G grafinin v tepeleri igin, e; ={Vvi.1,vi} ve 1 <i < n olmak
lizere vy, €q,V4, €2,V .., Vn_1, €n, Uy biciminde olusan tepe ve ayrit dizilisine
yiiriiyiis (walk) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tammm 2.1.10: Tim ayritlart birbirinden farkli olan bir yiirliylise zincir
(trail) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tanmm 2.1.11: Tim tepeleri birbirinden farkli (sonu¢ olarak ayritlarida
birbirinden farkli) olan bir yiiriiyiise yol (path) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tamim 2.1.12: Tiim tepeleri i¢eren yalniz bir yola sahip grafa yol graf (path
graph) denir ve P, ile gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tamim 2.1.13: Bir G grafinin her tepe ¢ifti arasinda en az bir tane yol varsa
G grafina baglantili (connected) graf denir (Buckley and Harary, 1990).

Tanmm 2.1.14: Bir G grafinin u ve v tepelerini birlestiren iki yol ug tepeleri
disinda ortak bir tepeye sahip degilse bu yollara i¢ten ayrik yol (internally disjoint
path) veya icten tepe ayrik yol (internally vertex disjoint path) denir (Chartrand
and Lesniak, 2005).

Tanmm 2.1.15: Bir G grafinin u ve v tepelerini birlestiren iki yol ortak bir
ayrita sahip degilse bu yollara i¢ten ayrit ayrik yol (internally edge disjoint path)
denir (Chartrand and Lesniak, 2005).

Teorem 2.1.1: n tepeli m ayrith bir G grafinin baglantili olabilmesi i¢in
m = n — 1 olmahidir (Buckley and Harary, 1990).

Tammm 2.1.16: Bir v tepesine bitisik olan tepelerin olusturdugu kiime v
tepesinin a¢ik komsulugu (open neigborhood) adini alir ve N(v) olarak gosterilir, v



tepesinin kapali komsulugu ise N[v] = N(v) U {v} seklinde tanimlanir
(Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.17: Bir tepeden farkli bir tepeye varista kullanilan yolun ayrit
sayisina yolun uzunlugu (length of path) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.18: Bir G grafinda u ve v gibi iki tepe arasindaki yollardan
uzunlugu en kiigiik olanin uzunluguna; u nun v ye uzaklig: (distance) denir ve
d(u,v) bi¢ciminde gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.19: n tepeli bir G grafinin tepeler kiimesi
V(G) = {v1, vy, ...,v} olsun. G grafimin bitisiklik matrisi (adjacency matrix)

a;; =1, v; ile vj bitisik ise

a;;j =0, aksi halde

A@G) ={

AG) = [ai j] nin satir ve siitunlar1 grafin tepelerine karsilik gelir (Buckley
and Harary, 1990).

Tanim 2.1.20: n tepeli bir G grafinin tepeler kiimesi V(G) = {vy, vy, ..., v}
olsun. G grafimin uzaklik matrisi (distance matrix) D(G) = [d;;]| dir. Burada

dij:d(Vi ,Vj) dir.

D(G) = [di j] nin satir ve siitunlar grafin tepelerine karsilik gelir (Buckley
and Harary, 1990).

Tanmm 2.1.21: G grafinda bir v tepesinin diger tepelere olan uzakliklarinin
en biyligiine o tepenin agiimi yada digmerkezligi (eccentricity) denir ve ev(v)
biciminde gosterilir. Grafin biitlin tepelerinin a¢ilimlarinin en biiyiik degerine ¢ap
(diameter) denir, diam(G) bi¢iminde gosterilir, en kiigiik degerine yaricap
(radius) denir ve r(G) bigiminde gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tanmim 2.1.22: Ac¢ilim degeri yarigapa esit olan tepe veya tepelere merkez
tepe (central vertex) veya merkez tepeler (central vertices) denir (Buckley and
Harary, 1990).



Tamm 2.1.23: Bir G grafinin herhangi bir v € V tepesinin derecesi (degree)
o tepenin bitisik oldugu ayritlarin sayisidir ve deg(v) ile gosterilir (Buckley and
Harary, 1990).

Tamm 2.1.24: Bir G grafinin tepe derecelerinin en kiigiigline minimum
derece (minimum degree) denir ve 6(G) ile gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.25: Bir G grafinin tepe derecelerinin en biiyiigine maksimum
derece (maksimum degree) denir ve A(G) ile gosterilir (Buckley and Harary,

1990).

Tamim 2.1.26: r € Z* olmak lizere bir G grafinda Vv € V igin deg(v)=r

ise G grafina r — diizenli (r — regular) graf denir. n tepeli bir r — diizenli grafin
aynt sayist —-  dir (Buckley and Harary, 1990).

Teorem 2.1.2: n tepeli m ayrith baglantili bir G grafinda tepe derecelerinin
toplami ayrit sayisinin iki katidir (Buckley ve Harary, 1990).

n
Z deg(v;) = 2m
i=1

Teorem 2.1.3: n tepeli bir G grafi igin;
A(G) <n—diam(G) + 1 (Buckley and Harary,1990)

Tanmm 2.1.27: n tepeli bir G grafinda tiim tepe derecelerinin ortalamasi
d(G) ile gosterilir ve (Beineke et al, 2002)

E(G) _ =1 Cileg(vi)

olarak tanimlanir.

Tamm 2.1.28: Tim tepeleri birbirinden farkli ve tepe sayis1 n = 3 olan
kapali bir yiiriiylise ¢evre (cycle) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tamim 2.1.29: Bir G grafinin tiim tepelerinin derecesi iki ise bu grafa ¢evre
(cycle) graf denir. n tepeli bir ¢cevre grafi C,, ile gosterilir. n tepeli bir ¢cevre grafin
ayrit sayisi n dir (Buckley and Harary, 1990).



Tanmm 2.1.30: Bir grafin biitiin tepelerini igeren gevreye Hamilton Cevre
(Hamiltonian (spanning) cycle) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.31: Eger bir G grafi higbir ¢evreye sahip degilse bu grafa ¢evre
icermeyen (acyclic) graf denir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.32: Birlestirilmis ve gevre igermeyen (acyclic) grafa agag (tree)
denir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.33: n tepeli bir G grafinin tiim tepeleri birbiri ile bitisik ise bu

grafa tam graf (complete graph) denir ve K, ile gosterilir. n tepeli bir tam grafin

ayrit sayisi n(nz_l) dir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.34: G nin her bir ayritinin bir tepesi V; kiimesinde diger tepesi
V, kiimesinde olacak sekilde V tepeler kimesiV =V, UV, ve V; NV, =0
olacak sekilde V; ve V; alt kiimelerine ayrilabiliyorsa G grafina iki parcali graf
(bipartite graph) denir (Buckley and Harary, 1990).

Tanmm 2.1.35: IKi parcali grafta Vi kiimesinin her bir tepesi V, kiimesinin
her bir tepesi ile bitisik ise bu grafa iki parcali tam (complete bipartite) graf denir
ve Knnile gosterilir. Ky, iki pargali tam grafinin ayrit sayist mn dir (Buckley and
Harary, 1990).

Tamim 2.1.36: n+1 tepeli bir G grafinda n tane tepe 1 dereceli, bir tane tepe
n dereceli ise bu graf yildiz (star) adin1 alir ve Ky, veya Sp+q ile gosterilir. n+1
tepeli bir yildiz grafin ayrit sayisi n dir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.37: n+1 tepeli bir G grafinda, bir tepe n dereceli, diger tim
tepeler 3 dereceli ise bu graf tekerlek (wheel) adin1 alir ve Wy, ile gosterilir. n+1
tepeli bir tekerlek grafin ayrit sayisi 2n dir (Buckley and Harary, 1990).

Tanmm 2.1.38: Birlestirilmis bir G grafinda, bitisik olmayan u ve v
tepelerini baglantisiz yapmak i¢in graftan ¢ikarilmasi gereken en az tepe sayisina
u ve v nin yerel baglantiligi (local connectivity) denir x(u,v) ile gosterilir
(Buckley and Harary, 1990).



Tamm 2.1.39: Baglantili bir G grafim1 baglantisiz yapmak veya tek izole
tepe birakmak icin graftan c¢ikarilmasi gereken en az tepe sayisina grafin
baglantililik (connectivity) veya tepe baglantililik (vertex connectivity) sayisi
denir ve k(G) ile gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Teorem 2.1.4 (Menger’in Teoremi): Bir G grafinin bitisik olmayan iKi
tepesi u ve v olsun. Bu u ve v tepelerini baglantisiz yapmak igin graftan
cikarilmasi gercken en az tepe sayisi bu tepeler arasindaki en ¢ok igten ayrik yol
sayisina esittir (Chartrand and Lesniak, 2005).

Menger’in teoremi; u-v tepeleri i¢in k(u, v) yerel baglantililik degerinin, bu
tepeler arasinda en biiyiik icten tepe ayrik yollarin sayisina esit oldugunu gosterir.
Teorem 2.1.4 geregi k(G)=min { k(u,v) : grafin tiim u-v tepe ikilileri } (Buckley
and Harary, 1990).

Tamim 2.1.40: Bir G grafinda, her u-v tepe ¢ifti arasinda en az K tane igten
ayrik yol varsa, G grafi k — baglantili (K — connected) denir (Beineke et al, 2002).

Tammm 2.1.41: n tepeli bir G grafinda tim tepe c¢iftlerinin yerel
baglantililiklarinin toplami G nin foplam baglantililig: (total connectivity) olarak
tanimlanir ve K(G) ile gosterilir (Beineke et al, 2002).

K@) = z k(u,v)
{u,v}cv(G)

Tanmm 2.1.42: n tepeli bir G grafinda tim tepe ciftlerinin yerel
baglantililiklarinin ~ ortalamasi, G nin  ortalama baglantililigi  (average
connectivity) olarak tanimlanir ve k(G) ile gosterilir (Beineke et al, 2002).

K©)
&)

Teorem 2.1.5: Baglantili bir G grafinin herhangi iki u ve v tepesi igin,
k(u,v) < min{deg(u),deg(v)} dir (Beineke et al, 2002).

k(G) =

Tamim 2.1.43: Bir G grafin1 baglantisiz yapmak veya izole tepeler haline

getirmek icin graftan cikarilmasi gereken en az ayrit sayisina ayrit baglantililik



10

sayis1 (edge connectivity number) denir ve k'(G) ile gosterilir (Beineke et al,
2002).

Teorem 2.1.6: n tepeli herhangi bir G grafi igin,
k(G) < k'(G) <6(G) dir  (Buckley ve Harary, 1990).

Tamm 2.1.44: Bir G grafinda bitisik olmayan u ve v tepesini bir ayrit ile
birlestirmeye ayrit ekleme (addition of the edge) denir ve G+uv bigiminde
gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tamim 2.1.45: Bir G grafinda S € V(G) olmak iizere, grafin her ayritinin en
az bir ug tepesi S kiimesinin elemani ise S kiimesine grafin orti kiimesi (vertex
cover set) denir. En az elemana sahip olan ortii kiimesinin eleman sayisina ise G
grafinin ortii sayist (vertex cover number) denir ve a(G) ile gosterilir (Buckley
and Harary, 1990).

Tamim 2.1.46: Bir G grafinda S € V(G) olmak iizere, S kiimesi grafin
bitisik olmayan tepelerinden olusuyorsa, S ye grafin bagimsiz kiimesi
(independent set) denir. En fazla elemana sahip olan bagimsiz kiimenin eleman
sayisina ise G grafinin bagimsizlvk sayisi (independence number) denir ve B(G)
ile gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.47: G=(V,E) grafinda, S € V(G) olmak iizere G grafindaki her bir
tepe ya S kiimesindeki bir tepeye bitisik ya da S kiimesine ait ise, bu S kiimesi G
grafinin bir tepe baskin kiimesidir. Bu baskin kiimeler igerisinden minimum sayida
elemana sahip olan kiimenin eleman sayisi G grafinin baskinlik (dominating) sayisini
verir ve y(G) ile gosterilir (West, 2001).

Tanmm 2.1.48: Bir G grafinin tiim tepelerinin bir v tepesine bir ayritla
birlestirilmesi islemine tepe ekleme (addition of a vertex) denir ve G+v bigiminde
gosterilir (Buckley and Harary, 1990).

Tammm 2.1.49: Bir G grafindan bitisik olan u ve v tepelerini birlestiren
e = {u, v} ayritim1 silmeye ayrit ¢ikarma (removal of an edge) denir ve G — e
bi¢iminde gosterilir (Buckley and Harary, 1990).



11

Tamm 2.1.50: Bir G grafindan bir v tepesi ve v ye bitisik olan tiim ayritlari
silmeye tepe ¢ikarma (removal of a vertex) denir ve G — v bigiminde gosterilir
(Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.51: V; ve V, tepeler kiimesi ve E; ve E; ayritlar kiimesi olan iki
graf G; ve G; olsun. Bu iki grafin birlesimi (union) G = G, U G, dir, burada
V=V,UV, ve E =E; UE, dir (Buckley and Harary, 1990).

Tamm 2.1.52: G; ve G, graflarin toplami (join) G;+G; ile gosterilir. G1+G;
nin tepe kiimesi G; U G, nin tepe kiimesine esittir. Gy in her bir tepesinin G, nin
her bir tepesiyle birlestirilmesiyle elde edilen ayritlar G;+G; nin ayritlar kiimesini
olustururlar (Buckley ve Harary, 1990).

Sekil 2.1.1 Gn Ve Gy, Graflarmin Toplama islemi: G, + Gp,

Tanmm 2.1.53: G; ve G, gibi iki grafin ¢arpimi (product) GixG, ile
gosterilir. Gy in tepeler kiimesi Vi, G2 nin tepeler kiimesi V, olsun. GixG; grafinin

tepe kiimesi Vi ve V3 nin kartezyen ¢arpimidir. G; ve G, graflariin kartezyen
carpimi,

VixVo={(uy, v1), (U1, V2),..., (U1, Vi), (U2, V1), (U2, V2),..., (U2, Vin),..., (Un, V1),
(Un, V2),..., (Un, Vi) } dir.
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G1xG; grafinin ayritlari i¢in U=(U1, V1), V=( Uz, V) tepelerini ele alalim. Eger
U;=u, ve Vv; bitisik v, ya da vi=v, ve up bitisik u, ise, u ve v tepeleri G1xG;
grafinda bitisiktirler (Buckley ve Harary, 1990).

Gn X Gy Grafi

Sekil 2.1.2  Gj ve Gy, Graflarinin Carpma Islemi: G, xGp,

Tanmm 2.1.54: Tepe ve ayritlar1 birbirinden farkli G, ve Gn graflarinin
taglama islemi (corona operation), G, in her bir tepesine karsilik Gp, nin bir
kopyast alinir ve G, in bu tepesinin Gy, nin kopyasindaki her tepeye bir ayritla
birlestirilmesi olarak tanimlanir. Sonugta elde edilen graf G,, o G,, ile gosterilir.

Taglama isleminin degisme 6zelligi yoktur. G, © G,,, # G, © G, dir (Buckley
and Harary, 1990).
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G,, nin kopyasi

\ I |
1 1 1

G,, nin kopyast
1 1

\
\ \‘l

G,, nin kopyasi
o
Iy

.t
.t
e
Py

Sekil 2.1.3 Gn Ve Gy, Graflarmi Taglama Islemi (G,°Gp,)

Tanmm 2.1.55: G;, Gy, ... G, gibi li¢ veya daha fazla ayrik graflar icin
ardisik (stralr) toplam (Sequential Join)

Gi1+Got+ ...+ Gy = (Gl'l'Gz) U (Gz"‘Gg) U...U (Gn.1+Gn)

olarak tanimlanir (Buckley and Harary, 1990).

Sekil 2.1.4 G1, Gy, ve Gz Graflarinin Sirali Toplami: G; +Gz+ G3

Tanmm 2.1.56: G ve H herhangi iki graf olmak iizere; H(V) c G(V) ve
H(E) c G(E) ise H grafina G grafinin alt grafi (subgraf), G grafina da H nin
stipergrafi (supergraph) denir ve H c G bigimde gosterilir (Buckley and Harary,
1990).
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Tammm 2.1.57: G ve H herhangi iki graf olmak iizere H(V) = G(V) ve
H(E) c G(E) ise H grafina G grafinin kapsayic: altgrafi (spanning subgraf) denir
ve H € G big¢imde gosterilir. H agag graf ise, H grafina G nin kapsay:ct alt agaci
(spanning tree) denir (Buckley and Harary, 1990).

Sekil 2.1.6 deki H grafi ile Sekil 2.1.5 deki G grafinin kapsayici alt agacidir.

Sekil 2.1.5 Bes tepeli G

Sekil 2.1.6 Bes tepeli H
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2.2 Uzakhk indeksleri

Tanmm 2.2.1: n tepeli birlestirilmis bir G(V,E) grafinin tiim tepe ¢iftleri
arasindaki uzakliklarin toplamina grafin Wiener indeksi (Wiener index) denir ve
W (G) ile gosterilir (Wiener, 1947).

W) = Z d(w, )
{u,v3}cv(G)

olarak tanimlanmuistir.

Tammm 2.2.2: Bir G grafinin her tepe derecelerinin kareleri toplamina o
grafin Birinci Zagreb indeksi (First Zagreb index) denir ve M,(G) ile gosterilir
(Gutman and Trinajstic, 1972).

M@= ) deg?(w)
uev(G)

Tammm 2.2.3: Bir G grafinin her ayritinin bitisik oldugu tepelerin
derecelerinin ¢arpimlarmin toplamma o grafin Ikinci Zagreb indeksi (Second
Zagreb index) denir ve M, (G) ile gosterilir (Gutman and Trinajstic, 1972).

M@= ) deg(u)deg(v)

uveE(G)

Tamim 2.2.4: n tepeli G grafinda
V(G)=[deg(v1), deg(Vv2), ... ,deg(vn)] : Grafin tepe derecelerinin olusturdugu matris
A(G)=[a;] : Grafin bitigiklik matrisi
D(G)=[d;] : Grafin uzaklik matrisi

Olmak tizere G grafinin  Molekiiler Topolojik indeksi (Molecular
Topological index) MTI1(G) asagidaki gibi tanimlanir (Schultz, 1989).

n

MTI(G) = Z[V(A + D),

i=1
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Burada molekiiler topolojik indeks MTI(G) = M,(G) + D'(G) olarakta
yazilabilir. D'(G) Tanim 2.2.5 de tanimlanan derece uzaklik indekisidir.

Tamm 2.2.5: Bir G=(V,E) grafinin tiim tepe ¢iftleri i¢in tepe dereceleri

toplamiyla tepeler arasindaki uzaklik degerinin c¢arpimlarinin toplamina grafin
Derece Uzakligi (Degree Distance) denir ve D'(G) ile gosterilir (Dobrynin and
Kochetova, 1994; Gutman,1994).

u, v € V(G) tepeleri i¢in deg(v) ve deg(u) tepe dereceleri, d(u,v) de u ve v

tepeleri arasindaki uzaklik olmak iizere;

D'(G) = Z [deg(u) + deg(v)] d(u,v)
{u,v}cv(G)

seklinde tanimlanmustir.

Tammm 2.2.6: Bir G grafinin her tepeSinin ag¢ilimi ile derecesinin
carpimlarinin toplamina grafin Digmerkezli Baglantililik indeksi (Eccentric
Connectivity index) denir ve £€(G) ile gosterilir (Sharma et al, 1997).

£(6) = ) ec(v) deg(v)

VeV (G)
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3. GRAFLARDA DERECE BAGLANTILILIK INDEKSI

Herhangi bir iletisim agimin graf modelinde tepeler arasindaki iletisimi
giiclendirmek, grafin saglamligimi Olgmek veya artirmak amaciyla ¢esitli
Olctimlerden yararlanilmaktadir. Bu 6l¢timler, iletisimin islevine ve amacina gore
farkliliklar tasimaktadir. Onceki boliimde tanimlanan uzaklik indeksleri bu
Ol¢iimlerden bazilaridir. Bu tezde grafin tepeleri arasindaki igten ayrik yollarin
sayisinin tepe dereceleriyle beraber iliskilendirilmesiyle, grafin giivenilirligini ve
saglamligimi degerlendirebilecek tarafimizdan tanimlanan Derece Baglantililik
Indeksi calisiimistir.

Tamim 3.1: Bir G grafinin u, v € V(G) tepeleri i¢in deg(u) ve deg(v) tepe
dereceleri, x(u,v) de u ve v tepeleri arasindaki igten ayrik yollarin sayist olmak
lizere, grafin Derece Baglantililik Indeksi (Degree Connection Index)

ka(@) = ) [deg(u) + deg(¥)] K(w,v)

{uvjcv
olarak tanimlanir.
Burada u,v tepe ¢ifti i¢in,

Kq(u,v) = [deg(u) + deg(v)] k(u, v)

ifadesine iki tepenin yerel derece baglantililik degeri (local degree
connection value) denir.

Derece baglantililik indeksi hesaplanirken grafin tiim tepe ikilileri i¢in bu
tepeler arasindaki igten ayrik yollarin sayisinin kullanilmasi ve bu degerin tepe
dereceleriyle birlikte hesaba katilarak toplam bir deger elde edilmektedir. Yeni
tamimlanmis  bu indeks, grafin bozulmalara karsi direnci hakkindaki
yorumlamalar1 daha da giivenilir yapmaktadir. Bu yorumlamay1 asagidaki 6rnekte

kolayca gorebiliriz.



K, (G) = 812 K(G) =2

D'(G) = 470 K(G) = 100

Sekil 3.1 G Grafi

G-b
K, (G — b) = 744
D'(G — b) = 454

Sekil 3.3 G-b Grafi

k(G —b)=2

K(G—-b)=95

k,(G — d) = 766

D'(G — d) = 452

Sekil 3.5 G -d Grafi

kK(G—d)=2

K(G —d) =99

Kq(G —a) = 602 k(G—a)=1

D'(G — a) = 496 K(G—-a) =78

Sekil 3.2 G —a Grafi

Kq(G —c) =746 k(G—c)=2

D'(G —c) = 442 K(G—¢)=95

Sekil 3.4 G -—c Grafi

ky(G —e) =754 k(G—e)=2

D'(G - e) = 456 K(G—e) =99

Sekil 3.6 G —e Grafi
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G-f G-g
ka(G—f) =712 k(G —f) =2 kqa(G —g) =709 k(G—g)=2
D'(G — f) = 448 K(G—f)=93 D'(G — g) = 459 K(G—-g) =93
Sekil 3.7 G—f Grafi Sekil 3.8 G —g Grafi

Sekil 3.1 deki G grafindan Sekil 3.2 de a ayrit1 Sekil 3.3 de b ayrit1 Sekil 3.4
de c ayrit1 Sekil 3.5 de d ayrit1 Sekil 3.6 de e ayrit1 Sekil 3.7 de f ayrit1 Sekil 3.8 de
ise g ayriti ¢ikarilarak farkli graflar olusturulmus ve bu graflara ait derece
baglantililik indeksi, derece uzaklik, baglantililik ve toplam baglantililik degerleri
verilmistir. Burada G, G-a,G-b,G-c,G-d,G—¢e, G—fve G — g graflarinin
saglamlik siralamasi yapilmak istenildiginde baglantililik agisindan en zayif grafin
G — a grafi oldugu, diger graflarin ise ayn1 baglantililik verisine sahip oldugu
goriiliir. Karsilastirma derece uzaklik indeksi agisindan incelendiginde G — a grafi
diger graflardan daha biiyiik derece uzaklik degerine sahipken G —b, G —c, G —d,
G —e, G- fve G- g graflarinda G grafindan daha kiiglik degere sahiptir. Yani
derece uzaklik degerinin biiyiik yada kiigiik olmas1 zedelenebilirlik 6l¢iitli olamaz
dolayisiyla zedelenebilirlik agisindan  giivenilir  bilgi veremez. Toplam
baglantililik degerleri ile karsilagtirma yapildiginda en saglam grafin G grafi, en
zayif grafin ise G — a oldugu goriiliir, yalmz G —bileG—-cnin,G-dile G -e
nin ve G —file G — g graflarinin toplam baglantililik degerleri aynidir. Dolayisiyla
bu graf ikilileri toplam baglantililik parametresiyle degerlendirilemez. Bu
durumda farkli bir degerlendirme &l¢limiine ihtiyag vardir. Derece baglantililik
indeksi bu ikili graflar arasinda se¢im yapilabilmesine olanak saglar. G — ¢
grafinin G — b grafindan, G — d grafinin G — e grafindan ve G — f grafinin G — g
grafindan daha saglam bir yapida oldugunu gosterir. Ciinkii derece baglantililik
indeksi biiytidiik¢e saglamlik artar buda Teorem 3.1.15 de gosterilmistir.

Sonug olarak derece baglantililik indeksi ayni tepe sayisina sahip iki grafin
saglamlik degerlendirmesinde zedelenebilirlik 6l¢iimii olarak daha hasas bir deger

uretir.
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3.1 Bir Grafin Derece Baglantiilik Indeksi
Bu boliimde oncelikle derece baglantililik indeksinin farkli bir yoldan
hesaplanmasini saglayan tamimlar verilmis daha sonra derece baglantililik

indeksinin diger graf parametreleriyle arasindaki iliskiler incelenmis ve genel

graflardaki teoremleri ve sonuclari verilmistir.

Tammm 3.1.1: Grafin herhangi bir U tepesinin diger tiim tepeler ile
aralarindaki igten ayrik yollarin sayisinin toplamina, u tepesinin yerel toplam
baglantililig: (local total connectivity) denir.

k(u) = Z k(u,v)

vev

Tanmim 3.1.2: Grafin herhangi bir u tepesinin yerel toplam baglantililiginin u
nun tepe derecesiyle ¢arpimina, u tepesinin yerel toplam derece baglantililik
degeri (local total degree connection value) denir.

Kq(u) = deg(u) r(u)

Grafin tiim tepeleri i¢in yerel toplam derece baglantililiklarin toplanmasiyla
grafin derece baglantililik indeksi bulunur.

ka(@) = ) q(w)

uev

Derece baglantililik indeksi bu sekilde farkli bir yoldan hesaplanmais olur.

G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun. G nin toplam baglantililik degeri
K(G) = Xwmev(e) k(u, v) ile tanimlanir.

Teorem 3.1.1: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in, grafin toplam
baglantililig1 derece baglantililik indeksinden kiiciiktiir;

K(G) <kq(G)

dir.
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Ispat: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun.

K@) = 2 k(u,v)
{u,v}cv(e)

ka(@ = ) [deg(w) +deg()] k(uw,v)

uvyev
ve deg(u) > 0 ve deg(Vv) > 0 oldugundan K(G) < x4(G) dir.
Teorem 3.1.2: n tepeli birlestirilmis herhangi bir G grafi i¢in;
k(G) < ky(6)
dir.

Ispat: Ortalama baglantililik tanim1

K(G)

6}

k(G) =
dirr. n>2 i¢in k(G) < K(G) ve Teorem 3.1.1 den K(G) < k4(G)
oldugundan ¥(G) < k4(G) dir.
Teorem 3.1.3: n tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in
kq(G) < 2(n— 1K (G)
dir.
Ispat: Grafin herhangi bir tepesinin yerel toplam baglantililig1;

k(u) = Z k(u,v)

veV
dir. Toplam baglantililik ise

ZuEV K(u)

K(G) = Z k(u,v) = 5

{u,v}cv(G)
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Ciinki, Y,,ey k(u) toplaminda her tepe ¢ifti arasindaki baglantililik iki defa
hesaplandigindan K (G) = M olarak bulunur.

Kq(u) = deg(w) k(u)
Bu durumda esitligin her iki tarafi maksimum tepe derecesi olan n—1 ile
carpildiginda sol taraf herhangi bir graf icin derece baglantililik indeksinin en

bliyiik degerini alir dolayisiyla;

(n—1) Z k(W) < 2K(6)(n— 1)

uev

D = D@ = ) kg = (€(6)max < 2(n = DK(G)

uev Uuev

Elde edilir ve ispat tamamlanir.

Asagida, derece baglantililik indeksi taniminin igerdigi iki tepe arasindaki
igten ayrik yollarin sayisinin, yine bu tepeler arasindaki uzakliklarla iliskisi
incelenmistir:

Teorem 3.1.4: n tepeli birlestirilmis bir G grafinin her u — v tepe ¢ifti i¢in
k(u,v) arttik¢a d(u,v) artmaz.

Ispat: Teoremin ispat1 4 farkli durumda vardir. G grafinin tepeleri Sekil
3.1.1 deki gibi adlandirilsin.

1. Durum: n tepeli G grafinin u ve v tepeleri bir ayritla bitisik olsun.
Bu durumda d(u,v)=1 ve k(u,v)=1 dir. Eger u — v tepeleri disindaki W1,W, ... , Wp-2
tepeler arasinda baglant1 var ve u — v arasinda bu tepeler {izerinden igten ayrik
yollar varsa x(u,v) = 1 dir.

Bu durumda x(u,v) yi artirmak i¢in Wy,W», ... Wy, tepeleriyle u — v tepeleri
arasindaki baglantilar1 artirirsak da u — v arasinda baglanti oldugundan d(u,v)=1

olarak kalir.
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Sekil 3. 1. 1  u-v tepeleri bitisik olan n tepeli G Grafi

2. Durum: n tepeli G grafinin u ve v tepeleri yol grafin u¢ tepeleri
olsun. Bu durumda Sekil 3.1.2 deki gibi u — v tepeleri arasindaki igten ayrik
yollarin sayisi 1, uzakligin degeri n — 1 dir;

k(uv)=1

d(u,v) =n-—1dir.

*

*

*

.

*

*

*

*
:’

Sekil 3. 1. 2 u-v tepeleri bitisik olmayan n tepeli G Grafi

3. Durum: u ve v ayrik tepeler ve Wi,W», ... Wy tepeleri arasinda
Sekil 3.1.3 deki gibi n — 2 tepeli tam grafin alt grafi olacak sekilde baglantilar
olsun. Bu durum da wy,Wo, ... \Wn-, tepeleri arasindaki ayritlar k(u,v) yi degistirmez
fakat d(u,v) yi azaltir ve d(u,v) > 3 tiir.
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Sekil 3. 1.3 W, W, .. W_, tepeleri bitisik olan n tepeli G Grafi

4. Durum: u ve v tepelerinin her ikisi de wy, Wo, ... ,wy., tepelerinden
en az bir tanesiyle daha bitisik olacak sekilde bir ayritla bagl olmasi durumunda
k(u,v) artar d(u,v) azalir;

k(uyv)<n-2

d(u,v) =2

Eger u ve v tepelerinin her ikisi de Sekil 3.1.4 deki gibi wy, wa, ... Wy
tepelerinin her biriyle baglantili olursa x(u,v) =n—2 ve d(u,v) = 2 degerini alir.

Sekil 3. 1. 4 u-v tepeleri disinda diger tepeleri bitisik olan n tepeli G Grafi

Sonugta 1. durum, 2. durum, 3. durum ve 4. durumdan dolay1 u ve v tepeleri
arasindaki igten ayrik yollarin sayisi arttik¢a bu tepeler arasindaki uzaklik artmaz.
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Teorem 3.1.5: n > 3 tepeli birlestirilmis bir G grafinin her u — v tepe ¢ifti
igin d(u,v) arttik¢a x(u,v) artmaz.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1.4 iin ispatina benzer sekilde

yapilacaktir. u — v tepelerinin bitisik olup olmamalarina gore iki durum vardir.

1. Durum: G grafinin u — Vv tepeleri bitisik tepeler ise d(u,v) = 1 ve
1 <k(uVv)<n-1,eger G tam graf ise x(u,v) = n — 1 dir. Bu durumda d(u,v) yi
artirmak i¢in U — V tepeleri arasindaki baglantiyr iptal etmek gerekir ki bu da
k(u,v) yi azaltir.

2. Durum: u — v tepeleri bitisik degil ise d(u,v) > 1 dir. Bu durumda ¢

farkli durum olusacaktir. Bunlar;

2a. Durum:

Sekil 3.1.5 u-v tepeleri diginda diger tepeleri bitigik olan n tepeli G Grafi

u ve v tepelerinin her ikisi de wi, Wa, ... ,\Wq.» tepelerinin her biriyle bitisik
olursa d(u,v) = 2 ve k(u,v) = n — 2 degerini alir. Eger u ve v tepelerinin her ikisi de
W1, Wy, ... ,\Wn tepelerinden en az bir tanesiyle baglantili olacak sekilde birer
ayritla bitisik olmasi durumunda d(u,v) =2 ve 1 <k(u,v) <n-—2. Bu durumda u ve
v tepelerinin her ikisi de wi, Wy, ... Wy tepeleri ile olan baglantilarin sayisi
azaldikca d(u,v) yi degistirmez ama x(u,v) azalir.
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2b. Durum:

Sekil 3.1.6 wy, Wy, ... Wy tepeleri bitisik olan n tepeli G Grafi

Eger wi,Wa, ... ,Wn tepelerinin olusturdugu graf G grafinin n — 2 tepeli alt
tam grafi olsun. Bu durumda d(u,v) = 3 x(u,v) = 1 dir. Eger wy,Wp, ... ,Wn2
tepelerinin olusturdugu graf tam grafin alt grafiise 3 <d(u,v)<n-1vek(uyv)=1
dir. Dolayisiyla W1,Wp, ... ,\Wp.» tepeleri arasindaki ayritlarin azalmasi d(u,v) i
artirir fakat x(u,v) yi degistirmez.

2c. Durum:

Sekil 3.1.7 u-v tepeleri bitisik olmayan n tepeli G Grafi

W1,Wo, ... ,Wp tepeleri arasindaki baglantilarin grafin birlestirilmisligini
bozmamak lizere yol graf olacak sekilde azalmasi durumunda d(u,v) = n - 1
olacak sekilde artar, bu durumda x(u,v) = 1 olarak kalir.

Sonugta 1. ve 2. durumdan dolay1 u ve v tepeleri arasindaki uzaklik arttik¢a
icten ayrik yollarin sayis1 x(u,v) artmaz.
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Teorem 3.1.6: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafinin her u-v tepe ¢ifti

i¢in

d(u,v) < L:z; Z)J +1

dir.

Ispat: G grafi birlestirilmis bir graf oldugundan grafin her u-v tepe gifti icin
1 < k(u,v) <n —1dir. u-v tepelerinin k(u, v) degeri igin 3 durum ortaya ¢ikar.

1. Durum: Eger u-v tepeleri arasinda yalniz bir tane ig¢ten ayrik yol
var ise k(u,v) = 1 dir. Bu tepeler grafin ug tepeleri ise aralarindaki uzaklik en
cok d(u,v) =n— 1dir,

dwv) < [ +1=n-1 dir.
Eger u,v tepeleri bir ayritla bitisik ise d(u, v) = 1 dir dolayisiyla;
n—2
d(u,v) < lTJ +1

n = 2 oldugu i¢in saglanir.

2. Durum: u-v tepeleri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayist en ¢ok
k(u,v) =n—1 dir. Bu yollarin n—2 tanesi u ve v nin digindaki tepeler
tizerinden bir tanesi de u ile v yi birlestiren ayrit tizerindendir. Bu durumda bu
tepeler arasindaki uzaklik d(u, v) = 1 dir. lz—:ﬂ = 0 oldugundan;

n—2
d(u,v)=lm +1=04+1=1

3. Durum: u-v tepeleri arasindaki icten ayrik yollarin sayisi
1 < k(u,v) <n—1 ise bu araliktaki herhangi bir x(u, v) degeri i¢in iki durum

vardir.

3a. Durum: Eger Sekil 3.1.8 deki gibi grafin u-v tepeleri disindaki
n-2
k(uwv)

n — 2 tane tepesi igin m = {m € Z*} olacak sekilde ise (tepeler igten ayrik

yollarin tizerine esit olarak dagilir ise) d (U, V) mqar = m + 1 dolayisiyla
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n—2
K(u,v)

dlu,v) <m+1

d(u,v)sl +1=m+1

Sekil 3.1.8 G Grafi

3b. Durum: Eger grafin u-v tepeleri disindaki n — 2 tane tepesi
icin m ;t% {m e Z*} ise d(u,v) durum 3a ya gore en az 1 azalir ve

d(u,v) < m olur, k(u, v) degismediginden l n-2

K(u,v)J degeri de azalmaz dolayisiyla

n-2
d(u,v) < lmJ + 1 olur.

Eger P1, Py, ... , Pry1 yollarindaki tepeler arasinda baglantilar varsa ve
bunlar kullanilarak igten ayrik yollarin sayisini degisir ise bu durumda Durum 3
gecerlidir.

Durum 1, 2 ve 3 ten dolay1 ispat tamamlanmuistir.

Teorem 3.1.7: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafinin her u-v tepe g¢ifti

i¢cin

k(u,v) <2 ldn(;j)J +1

dir.

Ispat: G grafi birlestirilmis bir graf oldugundan grafin her u-v tepe cifti icin
1 < d(u,v) <n— 1dir. u-v tepelerinin d(u, v) degeri igin 3 durum ortaya ¢ikar.
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1. Durum: Eger u-v tepeleri arasindaki uzaklik d(u,v) =1 ise bu
tepeler 1 ayritla bitisik olacagindan igten ayrik yollarin sayisi
1 <k(u,v) <n-—1dir.

n—2
K(u,v)SZlTJ+1=2n—3

n = 2 oldugu i¢in saglanir.
2. Durum: u-v tepeleri arasindaki uzaklik d(u,v) =n—1 ise bu

durumda tepeler grafin kenar tepeleri olacagindan aralarindaki i¢ten ayrik yollarin

sayist k(u,v) = 1 dir ve [Z—:ﬂ = 0 dir, dolayisiyla
( )—zln_2J+1—o+1—1
r(u,v) =2 |—— = =

dir.

3. Durum: u-v tepeleri arasindaki uzaklik 1 < d(u,v) <n — 1 ise bu

araliktaki herhangi bir d (u, v) degeri igin ti¢ durum vardir.

3a. Durum: Eger Sekil 3.1.9 deki gibi grafin u ve v tepeleri
arasinda U-v tepeleri disindaki n — 2 tane tepesi lizerinden farkli n — 2 tane

d(u,v) = 2 olan yol vardr.

m= l"T_ZJ ,{m € Z*} ise burada 2m + 3 > n ve

k(u,v) =n—2<2m+ 1dir, k(u,v) SZ[”

7 (u,v)J + 1 saglanir.
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Sekil 3.1.9 G Grafi

3b. Durum: Eger Sekil 3.1.9 deki gibi P, ve Py, yollar iptal edilir
Ve Wno Ve Wp.3 i igeren Py3 yolu kullanilir ise bu durum d(u, v) yi degistirmez

ama x(u, v) 1 azalir. Dolayisiyla esitsizlik korunur.

3c. Durum: Eger Sekil 3.1.8 deki grafin u-v tepeleri disindaki

n — 2 tane tepesi igin m = ;cn(T_i) {m € Z*} olacak sekilde (tepeler igten ayrik

yollarin tizerine esit olarak dagilir ise) d (U, V)mqr = m + 1 olur.

n—-2)+k(u,v)

dwv) = k(u,v)
_ (n=2)+k(y,v)
e(u,v) = d(u, v)

k(u,v) = (n_?:;(u'v) < 25::12) {k(u,v) <n-—2}
k(u,v) < l% {k(u,v) € Z*}
2(n—2) n—2 n—2

e(u,v) < [m—-l-l =2 lm+ 1J t1=2 ld(u,v)J +1

dir. Durum 1, 2 ve 3 ten dolay1 ispat tamamlanmistir.
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Sonug¢ 3.1.1: n > 3 tepeli birlestirilmis bir G grafinin her u-v tepe ¢ifti igin
k(u,v)d(u,v) <2n-3
dir.
Ispat:
1. Durum: Teorem 3.1.6 dan

n—2 n—2

1<

1
~ k(u,v) +

d(u,v) < Lc(u

n-—2 n—2+k(uv)

d(u,v)SK(u,v)+1S L)

k(u,v)du,v) <n-2+k(u,v)

KU, V)max <n—1 oldugundan

k(u,v)d(u,v) <n—-2+n-1

k(u,v) d(u,v) <2n-3

dir.

2. Durum: Teorem 3.1.7 den

d(u,v)

n—2
<2|—— <
K(u'v)_zld(u,v)J+1_2 +1

(W) < n—4+1<2n—4+d(u,v)
v ~d(u,v) - d(u,v)

k(uw,v)d(u,v) <2n—4+d(u,v)

d(u' v)max sn-1

oldugundan
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k(u,v)du,v) <2n—4+n-1
k(u,v)d(u,v) <3n->5
dir.

Durum 1 ve 2 den
k(u,v)d(u,v) <3n-5

k(u,v) d(u,v) <2n-—3

dir. Bu durumda
2n—3<3n-5

5—-3<3n-2n
2<n
oldugundan k(u,v)d(u,v) <2n—3<3n-5
dir. Sonug olarak en iyi yaklagim
k(u,v)d(u,v) <2n-3
dir.

Simdi de aga¢ graflarda icten ayrik yollar, tepe ve ayrit sayilariyla ilgili

yardimci teoremleri verelim.

Yardimer Teorem 3.1.1: Bir agacta bir tepe ¢ifti arasinda tam bir yol vardir
(Lawler, 2001).

Yu,v €T icin  k(uyv)=1 dir.

Yardimc1 Teorem 3.1.2: n tepeli P yol grafi ve T agacinin toplam ayrit
sayist n — 1 dir (Lawler, 2001).
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Genel graf tiplerinden olan agag¢ yapilarinda derece baglantililik indeksinin
genel ifadesini asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.8: n tepeli bir T agagi i¢in derece baglantililik indeksi
kq(T,) = 2(n — 1)? dir.
Ispat:

ka(@) = ) [deg(uw) + deg(v)] K(u,v)

{uvjcv
Agaclar i¢in Yardimci Teorem 3.1.1 den k(u,v)=1 oldugundan
ka(T)= ) [deg() + deg(»)]1
{uvlcv
nn-1)

2
her tepe n — 1 defa kullanilir. Dolayisiyla her tepenin derecesi n — 1 defa

tane u-v ikili alt kiimesi vardir. Bu alt kiimelerde

n tepeli grafin () =
toplanmis olur.

= (n—1deg(vy) + (n— 1deg(v,) + -+ (n— 1)deg(vy,)
= (n—Dldeg(v,) + deg(vy) + - + deg(vy,)]
Teorem 2.1.2 ve Yardimci Teorem 3.1.2 den dolay1
=(m-D[2(n-1)]
=2(n—1)?

dir.

Derece baglantililik indeksinin herhangi bir G grafi igin alabilecegi en
biiyiik ve en kiigiik deger araligi bir sonraki teoremde verilmistir.

Teorem 3.1.9: n tepeli G grafinin derece baglantililik indeksi x4(G) igin
2(n —1)2 < kyq(G) < n(n—1)3 dir.
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Ispat: n tepeli G grafinin Derece Baglantililik Indeksi x4(G) nin en biiyiik
degerini almas1 grafin tepe derecelerinin ve tepe ikilileri arasindaki ig¢ten ayrik
yollarin sayisinin en biiyilk olmasi ile mimkiindiir. Herhangi bir grafin tepe
dereceleri en ¢ok n-1 dir ve ayn1 zamanda tepe ikilileri arasindaki igten ayrik
yollarin sayisi en ¢ok o tepelerden tepe derecesi kiiciik olan tepenin tepe
derecesine esit veya daha kiigiiktiir (Teorem 2.1.5). Dolayisiyla tepe ikililerinin
tepe dereceleri ne kadar biiyiik olursa i¢ten ayrik yollarin sayisi da o kadar biiyiik
olur. Bu durum tam grafta miimkiindiir. Sonu¢ olarak k;(G) nin en biiyiik
degerini almasi i¢in grafin tam graf (K,) olmasi gerekir.

k4 (G) nin en kiiciik degeri almasi i¢in grafin igten ayrik yollarinin sayisinin
1 ve tepe derecelerinin toplaminin en kiigiik olmas1 gerekir bu da grafin n tepeli
agac veya yol graf olmasiyla miimkiindiir. Dolayisiyla derece baglantililik indeksi

kKq(G) nin en kiigiik degeri agaglarda miimkiindiir. x4(T,,) Teorem 3.1.8 de

ispatlanmigtir. Dolayisiyla k4 (G) nin sinirlar asagidaki gibidir.
Ka(Tn) < Kq(G) < Kq(Kn)

Bura da n tepeli tam grafin tiim tepe dereceleri n — 1 dir. Biitiin tepe ¢iftleri
i¢in k(u,v)=n — 1 dir. Dolayistyla tam grafin derece baglantilik indeksini;

Ka(K) = )" [deg(w) + deg(®)] k(w,v)

{uvicv
ka(K) = (5) (=D + (o = DI(n = 1)

-1
ko) =D - D) - 1)

Kq(Kp) =n(n—1)°
olarak hesaplanir.
Agaglar igin ise k4(G) = 2(n — 1)? oldugundan
Ka(T) < Kq(G) < Kq(Kp)

2(n—1)?2 < ky(G) <n(n—1)3 dir.
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Teorem 3.1.10: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in, grafin ortii sayisi
ile derece baglantililik indeksi arasinda a(G) < k;(G) bagintis1 vardir.

Ispat: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun.

1<a(G)<n-1

2(n—1)2 < k4(6G) <n(n—1)>3

esitsizliklerinde n — 1 < 2(n — 1)? oldugunun gdsterilmesi yeterlidir.
0<2(n—1)?%-n-1
O<(n-D[2(n—-1)—-1]
0<(n—1)[2n - 3]
n = 2 oldugundan n — 1 < 2(n — 1)? esitsizligi saglanmisgtir.

Teorem 3.1.11: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in, grafin bagimsizlik
sayist Ve derece baglantililik indeksi igin  B(G) < k4(G) dir.

Ispat: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun.
1<p(G)<n-1
2(n—1)? < ky(6) <n(n—1)>3

esitsizliginde n—1<2(n—1)? oldugunu gosterilmesi yeterlidir. Bu
esitsizligin ispatt Teorem 3.1.10 da yapilmistir.

Teorem 3.1.12: n > 2 tepeli birlestirilmis herhangi bir G grafi i¢in, grafin
baskinlik sayis1 ve derece baglantililik indeksi arasinda y(G) < k4(G) bagmtisi

vardir.

Ispat: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun.

1<y(6) < [g]
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2(n—1)? < kyu(G) <n(n-—1)>3

esitsizliklerinde E] < g oldugundan g <2(n—-1)? esitsizliginin

gosterilmesi yeterlidir.

n = 2 olmak iizere g < 2(n — 1)? esitsizligi saglandig: asikardur.

Teorem 3.1.13: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in, grafin yaricap
degeri ve derece baglantililik indeksi arasindaki bagmti r(G) < k;(G)
bigimindedir.

Ispat: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun.

n
1<r(G) <=
2
2(n—1)? < kyu(G) <n(n-—1)>3

esitsizliginde §< 2(n — 1)? oldugunun gdsterilmesi Yyeterlidir. Bu ispat

Teorem 3.1.12 da yapilmustir.

Teorem 3.1.14: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafi icin, grafin ¢ap degeri
ve derece baglantililik indeksi arasindaki bagintt diam(G) < k4 (G) dir.

Ispat: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun.
1 <diam(G) <n-1
2(n—1)? < kye(G) <n(n—1)>3

esitsizliginde n — 1 < 2(n — 1)? oldugunu gosterilmesi yeterlidir. Bu ispat
Teoram 3.1.10 de yapilmustir.

Teorem 3.1.15: Herhangi bir G grafindan bir e ayritinin ¢ikarilmasi grafin

derece baglantililik indeksini azaltir.
ka(G —e) <Kq(G)

dir.
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Ispat: Ispat iic durumda incelenecektir. Burada G nin herhangi iki u ve v
tepesi ve bu tepeleri birlestiren ayrit € olsun. a, b,t € Z* olmak iizere G grafi igin
deg(u)=a, deg(v)=Db ve x(u,v)=t olsun.

1. Durum: Graftan ¢ikarilan e ayriti grafinin birlestirilmisligini bozmayan
bir ayrit olsun. Bu durumda G nin birlestirilmisliginin bozulmamasi i¢in
a,b,t > 2 olmalidir. Cinkii G —e grafi i¢in deg(u)=a-1, deg(v)=b-1 ve
k(u,v)=t-1 olur. Dolayisiyla G grafindaki u-v tepe ikilisi i¢in derece baglantililik
indeksi k;(G) hesaplanirken

Kq(u, v) = [deg(u) + deg(v)] k(w,v) = (a + b)t
olan deger G — e de u-v tepe gifti i¢in (G — e) hesaplanirken
kKgqu,v)=la—1+b—-1](t—1)

olur ki bu durumda ikinci hesaplama ilk hesaplamadan kiigiiktiir. Bunun
disinda u tepesiyle grafta varsa v tepesi disindaki ve v tepesiyle de u tepesi
disindaki tepe ikililerinin [deg(m) + deg(n)]x(m, n) degeri hesaplanirken u ve v
nin tepe dereceleri birer azaldig: igin igten ayrik yollarin sayisi azalmasa bile
derece baglantililik degeri azalir, dolayisiyla x4 (G — e) < k4 (G) dir.

2. Durum: G den ¢ikarilan e ayriti grafin v tepesini izole tepe olarak
biraksin. Bu durum da yine k;(G — e) < k4(G) olur, ¢iinkii G nin n tane tepesi

varken G — e grafin da n — 1 tane tepeden olusan bir birlestirilmis graf ve bir
izole tepe olacaktir. Bu durum da k4(G) hesaplanirken (’21)

tane durum varken k,;(G —e) hesaplanirken (n;l) tane durum olacagindan
kKq(G —e) < ky(G) olur,

3. Durum: Cikarilan e ayrit1 G grafin1 n; + ny = n olacak sekilde n; ve n;
tepeli G; ve G, graflarma aywrsm. Dolayistyla () > (') + () oldugundan
Kq(G) > Kq(G1)+Kq(Gy) dir

Durum 1, 2 ve 3 den dolay1 k4 (G — e) < kq(G) dir.

Teorem 3.1.16: Herhangi bir G grafindan bir v tepesinin g¢ikarilmasi
durumunda grafin derece baglantililik indeksi



38
ka(G —v) <kq(G)
dir.

Ispat: Bir graftan bir tepe ¢ikarildiginda graftan en az 1 ayrit eksilmis olur.
Dolayisiyla Teorem 3.1.15 den dolay1 G — v grafinin derece baglantililik degeri G
nin derece baglantililik degerinden daha kiigtiktiir.

Sonu¢ 3.1.2: H grafi n tepeli G grafinin birlestirilmis bir alt grafi olmak

lizere;
kq(H) < 1q(G)
dir.

Ispat: H grafi G grafinin alt grafi oldugundan G den tepe veya ayrit
¢ikarilarak olusturulmus bir graftir. Dolayisiyla Teorem 3.1.15 den ve Teorem
3.1.16 dan dolayr H nin derece baglantililik indeksi G nin derece baglantililik

indeksinden kiictiktiir.

Dolayisiyla herhangi bir G grafina bir v tepesinin toplanmasiyla olusan

grafin derece baglantililik indeksi artar.
Kd(G + v) > Kd(G)
dir.

Cinkii G, n tepeli herhangi bir graf olsun. G grafina v tepesinin
toplanmasiyla olusan G + v grafi n+1 tepeli bir graf, v tepesi n dereceli bir tepe

ve G+v nin v digindaki tepelerinin dereceleri de G dekilerin 1 fazlasi
olacagindan derece baglantililik indeksi x;(G) hesaplanirken (721) tane durum

yerine (n'ZH) tane durum hesaplanir. Hem durum sayisindaki artma hem tepe
derecelerindeki artma hem de herhangi tepe cifti i¢cin toplanan tepe iizerinden
farkl1 icten ayrik yollarin hesaplanmasindan dolayr artma olur. Bunlar da
Kq(G +v) nin degerini k4z(G) den daha biiyik yapar. Dolaysiyla
Kq(G +v) > kq(G) olur.
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Sonu¢ 3.1.3: n tepeli B, yol grafina bir v tepesinin toplanmasiyla olusan
grafin derece baglantililik indeksi,

kKq(P,+v) =3@Bn+2)(n—-1)

dir.

Ispat: P, grafina v tepesinin toplanmasiyla olusan P, + v grafi n+1 tepeli

bir graftir. Bu durumda k,;(B, + v) hesaplanirken (";1) kombinasyonu kadar

durum vardi. Bu durumlar 5 farkli grupta incelenir.

Sekil 3.1.10 P, + v Grafi

1. Durum: u; ve u, tepe cifti 2 dereceli tepelerdir ve bir gifttir.
Aralarindaki igten ayrik yollarin sayisi 2 dir. Dolayisiyla bu grubun k; (P, + v) ye
katkis1 1(2 + 2)2 kadardir.

2. Durum: 2 dereceli u; ve u, tepeleriyle n dereceli v tepesinin ikilileri
2 adettir. Aralarindaki igten ayrik yollarin sayisi 2 dir. Dolayisiyla bu grubun
K4 (B, + v) ye katkis1 2(2 + n)2 kadardir.

3. Durum: 3 dereceli uy...un.; tepeleri arasindaki ikililerin sayisi (n;Z)

adettir. Aralarindaki igten ayrik yollarin sayist 2 dir. Dolayisiyla bu grubun
Kq (P, + v) ye katkis1 W (3+3)2 =6(n—2)(n— 3) kadardir.

4. Durum: 3 dereceli uy...un; tepeleriyle n dereceli v tepesi arasindaki
ikililerin sayist (n — 2) adettir. Aralarindaki igten ayrik yollarin sayis1 3 tir.
Dolayisiyla bu grubun k4 (B, + v) ye katkis1 (n — 2)(3 + n)3 kadardir.
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5. Durum: 2 dereceli u; ve u, tepeleriyle 3 dereceli uy...un; tepeleri
arasindaki ikililerin sayis1 2(n — 2) adettir. Aralarindaki igten ayrik yollarin
sayist 2 dir. Dolayisiyla bu grubun k4(B, + v) ye katkisi 2(n —2)(2 + 3)2
kadardir.

Kqg(B, +v)=8+4(n+2)+6(n—2)(n—3)+3(n—-2)(n+3) +20(n — 2)
diizenlendiginde k4 (B, + v) = 3(3n + 2)(n — 1) olarak bulunur.

Sonug¢ 3.1.4: n tepeli yildiz graf S,, e bir v tepesinin toplanmasiyla olusan

grafin derece baglantililik indeksi;

Kq(Sp +v) = 2n(5n —4) dir.

Ispat: S,’e v tepesinin toplanmasiyla olusan S, + v grafi n+1 tepeli bir

graftir. Bu durumda k4(S,, + v) hesaplanirken (";1) kombinasyonu kadar durum

vardir. Bu durumlar tig farkli grupta incelenir.

Sekil 3.1.11 S,, + v Grafi

1. Durum: n dereceli a tepesiyle yine n dereceli v tepesinin ikilisi 1
adettir. Aralarindaki igten ayrik yollarin sayist n dir. Dolayisiyla bu grubun
Kq(S, + v) ye katkist (n + n)n kadardir.

2. Durum: 2 dereceli uj...un.; tepeleri arasindaki ikililerin sayisi (n;l)

adettir. Aralarindaki igten ayrik yollarin sayist 2 dir. Dolayisiyla bu grubun
Kq(Sn + v) ye katkisi (n_l)zﬂ (2+2)2 =4(n—-1)(n— 2) kadardr.
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3. Durum: n dereceli a ve v tepeleriyle 2 dereceli uy,...,u,1 tepeleri
arasindaki ikililerin sayis1 2(n — 1) adettir. Aralarindaki i¢ten ayrik yollarin
sayisi 2 dir. Dolayisiyla bu grubun k;(S, + v) ye katkis1 2(n —1)(2 + n)2
kadardir.

kKg(S,+v)=2n+4(n—1D)n—-2)+2(n—1D(n+2)
diizenlendiginde x4 (S,, + v) = 2n(5n — 4) olarak bulunur.

Sonu¢ 3.1.5: T, n > 3 tepeli herhangi bir aga¢ graf olmak {izere, T agacina
toplanan bir v tepesi i¢in derece baglantililik indeksi

Kq(B, +v) < kq(T, +v) < ky(S, +v)

dir.

Ispat: n tepeli G grafinin derece baglantililik indeksi hesaplanirken @

tane durum vardir. Bir v tepesi de bu durumlarin n — 1 tanesinde vardir ve her tepe
n — 1 defa kullanilir. Yardimc1 Teorem 3.1.2 den dolay1 da agagtaki ayrit sayisi
n-1 dir. Teorem 2.1.2 den dolay1 bir grafin tepe dereceleri toplami ayrit sayisinin
iki katidir. Sonu¢ olarak agaglarda derece baglantililik indeksi hesaplanirken
olusan tiim durumlardaki tepe dereceleri toplam1 2(n — 1)? dir. Bu durumda
agaca bir Vv tepesinin eklenmesiyle olusan grafin derece baglantililik indeksi
hesaplanirken olusan tiim graflarin tepe ikililerinin dereceleri toplami yine ayni
olur ancak derece baglantililik indeksini etkileyen faktor tepe ikilileri arasindaki

icten ayrik yollarin sayisidir.

Tim agaglarin yarigaplart yarigapt en kiiciik 1 olan S, yildiz grafi ve
yarigapi1 en biiyiik EJ olan P, yol grafi arasindadir. Bu S, den P, ye yarigap1 artan

agac graflara bir v tepesinin toplanmasiyla olusan graflarin tepe ikilileri arasindaki
icten ayrik yollarin sayisi azalir. Soyle ki Sekil 3.1.11 da yildiz grafa toplanan v

tepesiyle olusan grafta;

1. Durum: uj...un tepeleri arasinda igten ayrik 2 yol vardir.
2. Durum: uj...u,.1 tepeleriyle a ve v tepeleri arasinda yine 2 yol vardir.
3. Durum: a ve v tepeleri arasinda da n-1 tane yol vardir.
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Burada S, ’e v tepesi toplamadan onceki grafin yarigapini bir artirmak igin Uy
tepesini a tepesi yerine u, tepesine birlestirsek bu durumda Sekil 3.1.12 olusur.

Sekil 3.1.12  n+1 tepeli G Grafi

Bu durumda
1. Durum: uj...un tepeleri arasinda igten ayrik 2 yol vardir.
2. Durum: uj...un.; tepeleriyle a ve v tepeleri arasinda yine 2 yol vardir.
3. Durum: a ve v tepeleri arasinda da n-2 tane yol vardir.

Dolayisiyla 3. durumdaki icten ayrik yol sayisi 1 azaldigindan dolay: derece
baglantililik indeksi azalir. Bu durum bundan sonraki yaricapin arttigr biitiin
agaclar icin benzer sekildedir. Dolayisiyla

Kd(PTl + 17) < Kd(Tn + U) < Kd(Sn + U)
3B3n+2)(n—1) <ky(T, +v) < 2n(5n—4)

dir.

Teorem 3.1.17: n tepeli herhangi bir G grafina bir v tepesinin toplanmasiyla

olusan grafin derece baglantililik indeksi;
33n+2)(n—1) <ka(G+v) < (n+ nd

dir.
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Ispat: Teorem 3.1.9 den dolayi bir grafin derece baglantililik indeksinin en
biiyiik olmasi i¢in o grafin tam graf olmasi gerekir. Dolayisiyla n tepeli tam bir
grafa bir v tepesinin toplanmasiyla olusan G + v grafi yine n+1 tepeli bir tam graf
olacaktir. Dolayisiyla n+1 tepeli G +v grafi n+l tepeli K,,; tam grafi
olacagindan derece baglantililik indeksi k(G + v) = k4 (Kpy1) = (n + 1)n3tiir.
Buda x;(G + v) nin en biiyiik degeridir.

Derece baglantililik indeksinin en kiigik degeri igin Teorem 3.1.9 den
dolayr grafin aga¢ ya da yol graf olmasi gerekir. G ye bir v tepesinin
toplanmasiyla olusan G + v grafi n+1 tepeli bir graf olur. Sonug 3.1.5 den dolay1
G+v grafi en kiigtik degerini Kq(B, + V) de alir.
Kq(B, + V) < kq(G + v) dir. Sonug 3.1.3 ten k4(P, +v) =3Bn+2)(n—1)
dir.

3.2 Temel Graf Smmflarinda Derece Baglantihlik Indeksi Uzerine
Sonuclar

Bu boliimde temel graf smiflarinda derece baglantililik indeksi igin

genellemeler verilmistir.

Sonu¢ 3.2.1: n tepeli yol grafin derece baglantilik indeksi
kq(P) = 2(n — 1)2 dir.

Ispat: n tepeli yol grafin tiim tepe ciftleri arasindaki igten ayrik yollarn
sayist yani k(U,v)=1 oldugundan derece baglantililik indeksi grafin biitiin tepe

n .
2) si tane (w,v) €V

tepe ikilisi vardir. Bu ikililerin 1 tanesi ug tepelerdir ve dereceleri toplami 2 dir.

ciftlerinin derecelerini toplamina esit olacaktir. Dolayisiyla (

(n;Z) tanesinin dereceleri toplami1 4 tiir. Geriye kalan tepe ikililerinin ise

dereceleri toplami 3 tiir.

Sonug olarak yol grafin derece baglantililik indeksi;

ka(B) = " [deg(w) + deg(®)] k(w,v)

{uvicv
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) =3[G) - (") -] (") +2

kg(P) =2n%>—4n—2

kg(P) = 2(n—1)? olur.

Sonug¢ 3.2.2: n tepeli ¢cevre grafin derece baglantilik indeksi

kq(Cy) = 4n? — 4n dir.

Ispat: Cevre grafin tiim tepe ikilileri arasindaki igten ayrik yollarm sayisi
k(u,v)=2 dir ve her tepesi i¢in deg(u)=2 oldugundan, tepe ¢iftlerinin sayisin1 ikili

tepe derecelerinin toplaminin 2 kati olan 8 ile ¢arpimi ¢evre grafin derece

baglantilik indeksini verir.

Ka(C) = ) [deg(w) + deg(v)] k(w, v)

{uvicv

kq(Cr) = 8 (;l)

a6~ s20D
kq(Cp) =4n(n—1)

Kd(CTL) = 4”2 — 4n dir.

Sonug 3.2.3: n tepeli yildiz grafin derece baglantililik indeksi
kq(Sy) = 2(n— 1)2 dir.

Ispat: n tepeli yildiz grafta tiim tepe ikilileri arasindaki i¢ten ayrik yollarn
sayist k(u,v)=1 dir. Grafin bir tepesi i¢in deg(u) = n — 1 diger tiim tepeleri igin
deg(u)=1 oldugundan grafin tepelerini 2 grupta inceleyebiliriz. 1 dereceli
tepelerin 2 elemanli alt kiime sayisi (ngl), 1 ve 2 derecelilerin sayist n —1

tanedir. Tim bunlardan;
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n—1

3 )+(n—1)(n—1+1)

ka(Sw) =2

(n-1)n-2)
> +

Kq(Sp) =2 (n—1n

Ka(Sp) =2(n—1D(n—-1)

kq(S,) = 2(n—1)? elde edilir.

Sonu¢ 3.2.4: n tepeli tekerlek grafin derece baglantililik indeksi
kg(Wyno1) = 12(n — 1) dir.

Ispat: Tekerlek graftan — 1 tane 3 dereceli, 1 tane n — 1 dereceli tepe vardir.
Biitiin tepe ¢iftleri icin igten ayrik yollarin sayisi k(u,v)=3 tiir. 1 tepesi igin
deg(u)=n — 1 diger tiim tepeleri i¢in deg(u)=3 oldugundan, grafin tepelerini 2
grupta inceleyebiliriz. 3 dereceli tepelerin 2 elemanl alt kiime sayis1 (ngl), 3ve
n—1 dereceli tepelerin 2 li alt kiimelerinin sayist n — 1 tanedir. Sonug olarak,

derece baglantilik indeksi;

kaWin1) = ) [deg(u) + deg(®)] x(w,v)

{uvjcv

Kkg(Win_1) = (n ; 1) B3+3)3+(Mn—1Dn—1+3)3

n—1)(n-2)
2

kg(Win_1) = ( 18+ (n—1(n+2)3

kKg(Win-1) =(n—1)m—-2)9+(n—1)(n+2)3
kg(Win-1) = 3(n = D[3(n - 2) + (n + 2)]
kg(Win-1) = 12(n— 1)? olur.

Sonu¢ 3.25: n tepeli tam grafin derece baglantililik indeksi
kq(Ky) =n(n —1)3 dir.
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Ispat: n tepeli tam grafin tiim tepe dereceleri n — 1 dir. Grafin tim tepe
ciftleri i¢in igten ayrik yollarin sayis1 k(u,v)=n-1 dir. Buradan derece baglantililik
indeksinin;

Ka(Ka) = ) [deg() + deg(®)] x(w,v)

{uvicv
ka(K) = () (=1 + (= DI - 1)

nn—1)

5 2(n —1)?

kq(Kn) =
kq(K,) = n(n — 1)3 olacag goriiliir.

Sonu¢ 3.2.6: K, a+b>3 tepeli ve a < b olan tam pargali grafin derece
baglantililik indeksi x4 (K, ,) = 3a?b? + a®b — a?b — ab? dir.

Ispat: Tam parcali grafin derece baglantililik indeksi Kd(Ka,b) nin

hesaplamasi 3 farkli durumda incelenmelidir.

l1.durum: a tane b dereceli tepe arasinda igten ayrik yollarin sayisi b dir.
2.durum: b tane a dereceli tepe arasinda igten ayrik yollarin sayisi a dir.
3.durum: a ve b dereceli tepeler arasinda ab tane ikili vardir ve bu tepeler
arasindaki icten ayrik yollarin sayisi tepe derecesi kiiglik olan tepelerin sayisina
yani a ye esittir. Dolayisiyla derece baglantilik indeksi;

ka(Kap) = ) [deg(u) + deg(v)] k(u, v)

{uvicv

b
ka(Kap) = (5) [0 + bb1 + () [(a + @al + [ab(a + ba]

(a-1)

b(b—1
Kd(Ka,b)=“ - bb-1)

[2b%] + 5

[2a?] + [a?b(a + b)]
ka(Kap) = a®b? — ab? + a’b? — a®b + a®b + a?b?

kqa(Kap) = 3a?b? + a®b — a®b — ab? dir.

Egera=b=g ise



olarak elde edilir.
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4. GRAF ISLEMLERI ALTINDA DERECE BAGLANTILILIK iNDEKSI

Calismanin bu boliimiinde iki grafin ¢esitli graf islemleri altinda

kullanilmasi ile olusan yeni graflarda derece baglantililik indeksleri incelenmistir.

Teorem 4.1: n < m olmak iizere, n tepeli G,, grafi ile m tepeli G,, grafinin

toplanmastyla olusan G,, + G,, grafinin derece baglantililik indeksi
Kq (Gn + Gm) > Kg (Gn) + K4 (Gm)dlr

Ispat: Ispat iki durumda incelenecektir.

Sekil 4.1
G, ve G,, Graflarinin toplami: G,, + G,

1. Durum: G, + G,, grafinin tepe ikilileri G,, ve G,, graflarinin tepe

ikililerini igerdiginden ("3™) > (%) + (7) dir.

m+m)(n+m—-1) nn-1) m(m-1)
2 > 2 * 2

n4+2nm+m?—n—-m>n>—n+m?—-m

2mn >0
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n > 0,m > 0 oldugundan 2mn > 0 dir. Dolayisiyla hesaplanmasi gereken
derece baglantililik degerleri daha fazladir ve bu fazlalik mn tanedir.

u; EV(G,), u€V(Gp) ve mn<m oldugundan u;-v; tepeleri
icin K(ui, vj) = n dir ve derece baglantililik indeksi en az

{nm[deg(w;) + deg(v})] x(w;, v))}
nm[n+m+ 2]n
n*m(n +m+ 2)
kadar artar.

2. Durum: G, + G,, grafinda G,, nin tepe dereceleri m ve G,, nin
tepe dereceleri n kadar artar ve G, nin tepe ikililerinde derece toplamlari
artacagindan derece baglantilik degerleri artar, benzer sekilde G,, nin de derece
baglantililik degerleri artar. G, + G,, nin derece baglantililik degerleri artar.

Durum 1 ve 2 den dolay1 k4 (G,, + Gp,) > k4(Gy) + kgq(Gyp) tiir.

Yardimer Teorem 4.1: V x,y € R icin toplamlar1 sabit olan iki saymin

carpimlarinin en biiyiik olmasi igin bu sayilarin esit olmasi gereklidir.

Ispat: ¢ sabit, x+ vy =c ve f(x,y) = xy fonksiyonun en biiyiik olmas1

i¢in,
y = ¢ — x oldugundan f(x) = x(c — x) = cx — x?
'X)=c—2x=0 olmas i¢in x == ve y= 2 olmaldir ve ispat
2 2
tamamlanir.

Teorem 4.2: n tepeli G,, grafi ile m tepeli G, grafinin ¢arpilmasiyla olusan
G, X G, grafi i¢in derece baglantililik indeksi

Kd(Pn X Pm) < Kd(Gn X Gm) < Kd(Kn X Km)

dir.
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Ispat: Herhangi bir grafin derece baglantililik indeksi Teorem 3.1.9 dan
dolay1 k;(P,) ve k;(K,) arasindadir. Dolayistyla herhangi iki grafin ¢arpiminin
derece baglantililik indeksinin siirlarin1 bulmak i¢in Teorem 3.1.9 ve Yardimci
Teorem 4.1 den P, X B, grafinin derece baglantililigi en kiigiik ve K, X K,,
grafinin derece baglantilili§i da en biiyiik degerlerini alir. Dolayisiyla G, X G,
grafinin derece baglantililik indeksi P, X P,, ve K, X K,, graflarinin derece

baglantililik indeksleri arasindadir.

Teorem 4.3: n tepeli P, grafi ile m tepeli B, grafinin garpilmasiyla olusan
P, X P, grafi i¢in derece baglantililik indeksi

Kd(Pn XPm) > Kd(Pn) Kd(Pm) dir,
Ispat: P, X P, grafinin n.m tane tepesi vardir. Bu tepeler ii¢ grupta toplanir.

1. 2 dereceli tepeler 4 tanedir.
2. 3 dereceli tepeler 2n+2m-4 tanedir.
3. 4 dereceli tepeler (n-2)(m-2) tanedir.

Kq(B, X By) > k4(P,) k4(P,,) burada biitiin tepe derecelerini iki ve tepe
ciftleri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayisi iki olarak hesaplandiginda

(n;n) (2+2)2>2n—1)%2(m - 1)?

nm(nm — 1)
2

8>2(n—1)22(m - 1)?
nm(mnm—-1)>m-1)n-1(m-1)(m—-1)

n > 0,m > 0 oldugundan esitsizlik saglanir.

Ancak k4 (P, X B,) i¢in en iyi sonu¢ 3 farkli tepe ¢ifti arasindaki

durumlarin incelenmesiyle bulunur.

1. Durum: 2 dereceli 4 tepe igin (;) durum vardir. Bu tepeler

arasindaki igten ayrik yollarin sayisi 2 dir.

2. Durum: 3 dereceli 2(n — 2) + 2(m — 2) tepe igin (***2™~%) durum

vardir. Bu tepeler arasindaki icten ayrik yollarin sayisi 3 tiir.
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3. Durum: 4 dereceli (n—2)(m —2) tepe i¢in (“"2™") durum

vardir. Bu tepeler arasindaki igten ayrik yollarin sayisin = 4, m > 4 i¢in 4 tiir.

4. Durum: 2 ve 3 dereceli 8(n +m —4) tepe icin (*™*7*~*) durum

vardir. Bu tepeler arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayis1 2 dir.

5. Durum: 2 ve 4 dereceli 4(n—2)(m —2) tepe i¢in (*"*72"2)

durum vardir. Bu tepeler arasindaki igten ayrik yollarin sayis1 2 dir.

6. Durum: 3 ve 4 dereceli 2(n+m —4)(n —2)(m —2) tepe igin
(2(n+m_4)(2n_2)(m_2)) durum vardir. Bu tepeler arasindaki igten ayrik yollarin

sayis1 3 dir.

K (P, X P,) (; (2+2)2 (2"+22m_8)(3+3)3

+ <(n 2)(m = )> (4 + 4)4 + (8(" me- 4)) 2 +3)2

2
(4(" 2)(m_ )>(2+4)2

<Z(n+m 4)(211 2)(m — ))(3+4)3

Kqg(P, X Bp) =48+ 18(n+m—4)(2n+2m —9)
+16(n—2)(m—2)[(n—2)(m — 2) — 1]
+40(n+m —4)(8n + 8m — 33)
+24(n—-2)(m—2)[4(n—2)(m —2) — 1]
+21n+m—-4)(n-2)(m—-2)[2(n+m—4)(n—2)(m—2) — 1]

Kq(P, X Bp) =48+ 18(n+m—4)(2n+2m —9)
+16(n—2)(m—2)[(n—2)(m — 2) — 1]
+40(n+m —4)(8n + 8m — 33)
+24(n—-2)(m - 2)[4(n—2)(m —2) — 1]
+21n+m—-4)(n-2)(m—-2)[2(n+m—4)(n—2)(m—2) — 1]
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Kqg(B, X B,) =48+ 178(n+ m—4)2n+2m —9) + 120(n + m — 4)
+112(n —2)?(m - 2)? —40(n — 2)(m — 2)
+42(n+m—4)*2(n—2)%(m—2)?
—21(n+m—-—4)(n—2)(m—2)
x =n-—2vey=m— 2 doniisiimleri yapildiginda
Kd(Px+2 X Py+2)
=48 +178(x + y)(2x + 2y — 1) + 120(x + y) + 112x%y?
—40xy + 42(x + y)?x%y? — 21(x + y)xy
olarak diizenlenir.
Kd(Pn) Kd(Pm) = 2(” - 1)22(m - 1)2
Kq(Pyxt2) Kd(Py+2) = 4(x + 1)2(}/ + 1)2

oldugundan Kd(Px+2 X Py+2) > Kd(Px+2)rcd(Py+2) dir.

Teorem 4.4: n tepeli G,, grafi ile m tepeli G, grafinin garpilmasiyla olusan
G, X G,, grafi i¢in derece baglantililik indeksi

and(Gn X Gm) > 4Kd(Gn) Kd(Gm)

dir.
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Ispat:

G, X Gy, Grafi

Sekil 4.2 G, ve G,, Graflarinin Carpimt: G,, X G,

Derece baglantililik indeksinin en biiylik oldugu graf tam graf oldugundan
Kq(Ky) kqg(Kpy) = kq(Gy) k4(G)  dir.  Dolayisiyla k4 (K, X K,,) Ve
Kq(Ky)Ky(K,,) arasindaki siralama k;(G, X G,,) Ve k;(G,)k(G,,) arasinda da

vardir.
Kq(Ky) Kqg(Km) = n(n — 1)°m(m — 1)°

K,, tepe derecelerin — 1 ve K, tepe dereceleri m — 1 oldugundan K,, X K,,

grafinin tepelerinin dereceleri: n + m — 2 dir.

K, X K, grafimin tepe ikilileri arasindaki icten ayrik yollarin sayisi:
n+m— 2dir.

K, X K, grafinin tepe sayis1 nm dir. Dolayisiyla

nm
Kd(KnXKm)Z( 5 )(n+m—2+n+m—2)(n+m—2)
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nm(nm — 1)

Ka (Kn X Km) = 2

2(n+m —2)?

kqg(K, X K,) = nm(nm — 1)(n + m — 2)? dir.

kg(K, X Kp,) =nm(nm —1)(n+m — 2)? ve

kq(Kp)kqa(Ky) = n(n— 1)3m(m — 1)3 yi karsilastirabilmek igin
y=n+m-—2vex =nm— 1 donisiimi uygulansin. Burada
m—-1D(m-1)=mm-1)-(n+m-2)=x—y

kg(Kn X Kpp) = (x + Dxy? ve

Ka(Kn)ka(Ky) = nm[(n — 1)(m — D][(n — D(m — D][(n — D (m — D] dir.

Kq(K)kq(Ky) = (x + D[x — y][x — y][x —y] burada x — y < x oldugundan
x —y = x yazildiginda ifade biiylir ve esitsizlik durumunu bozmaz. Dolayisiyla
kg (K )ka(Ky) = (x + Dxx[x —y] ifadesiyle  k (K, X K;,) = (x + 1)xy?
ifadesini kiyaslamak igin k4 (K, X K,) Vi 2% carpildiginda %Kd (K, X K,,) =
%(x + 1)xy? olur ve nm = x alinirsa %Kd(](n X Ky, = %(x + 1)xy? olur.
Her iki ifade de 4 ile genisletilirse nmiy(K, X Kp,) = (x + Dx?y? ve

4iq (K kg (Ky) = 4(x + 1)x%(x — y) olur.

Bu durumda y? > 4(x — y) yi dogrulamak gerekir.
y=n+m-—2vex =nm— 1oldugundan
m+m—-22>4mm—-1—(n+m-2))
n2+m?2+22+2(mm—-2n—-2m)>4(mm—-n—-m+1)
n2+m?+4+2nm—4n—4m >4nm —4n—4m+ 4

n? —-2nm+m?>0
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(n—m)>=0
ancak k;(K,,)x4(K,,) hesaplanirken yukar1 yuvarlamalardan dolay1
nm ky (K, X K,;,) > 4k4(K,)x4(K,,) dir, dolayisiyla
nmky(G, X Gp) > 4x4(G)Kkq(Gr)
dir.

Teorem 4.5: n > m olmak iizere, n tepeli G, grafi ile m tepeli G,, grafinin

taglama islemiyle olusan G, ° G,, graflar1 i¢in
Kq(Gp 0o Gr) > Kkq(Gp) + (n+m + 4)kq(Gr)
dir.

Ispat:

G, nin kopyasi

\ I /]
\ | |

nin kopyasi

I 4
I /4

G nin kopyasi
\

G

m
1 1
1

. ay
........
. “a,

Sekil 4.3 G,, ve G,, Graflarinin Taclama Islemi: G, o G,
G, © Gy, grafinin derece baglantililik degerini bes farkli durumda hesaplanur.
1. Durum: Tepe dereceleri 1 artmis olan G, grafinin kendi i¢indeki derece

baglantililik indeksinden n tane vardir. Dolayisiyla bu durumun Kq(Gyp 0 Gp)
katkis1 nk;(G,,) den daha fazladir.
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2. Durum: G,, graflan ile G,, nin G, de bitisik oldugu durumlarin derece
baglantililiklar1 mn tanedir. Bu durumda tepeler arasindaki igten ayrik yollarin
say1st K(qu, ma) + 1 dir. Dolayisiyla bu durumun k;(G, ° G,,) Kkatkisi
mn(deg(uam) +1+ deg(an) + m)(K(qu, ma) +1) > 2Kk4(Gy,) dir giinkii
deg(an) +m = deg(qu) ven = mdir.

3. Durum: Tepe dereceleri m tane artmis olan G, grafinin derece
baglantiik indeksi vardir. Dolayisiyla bu durumun x;(G, ° G,,) Kkatkisi

('21) [deg(ug,) + m + deg(vg, ) + m]x(ug,, v, ) =
Kq(Gy) + (Z)Zmic(uan, an) =Kq4(Gy) + n(n — 1)mk(an,an) kadardir.

4. Durum: Tepe dereceleri 1 artmis olan G, grafinin kendi disindaki G,
graflariyla derece baglantililik degeri i¢in mm(rzl) tane durum vardir. Bu durumda

tepeler arasindaki icten ayrik yollarin sayist 1 dir. Dolayisiyla bu durumun
kq(G, ° G,,) katkisi mz(g)(deg(uam) +deg(vg,, ) + 2)1 = miy(Gyy) dir giinkii

n=>mve K(qu,ma) < mdir.
5. Durum: G, graflar ile G,, nin G, de bitisik olmadig: tepeler arasindaki

derece baglantililiklar m(n — 1)n tane durum vardir. Bu durumda tepeler

arasindaki igten ayrik yollarin sayisi 1 dir. Dolayisiyla bu durumun k4 (G, © G,)
katkist m(n — 1)n(deg(u6m) +1+ deg(an) + m)l > 2k4(G,,) dir  ¢linkii
deg(an) +m=> deg(qu), K(qu, ma) <m < ndir.

Durum 1, 2, 3, 4 ve 5 ten

Kq(Gy, © Gp) > nky(Gp) + 2k4(Gy) + k4(Gy) +n(n — 1)m1c(an,an)
+ miy (Gm) + 2Kd (Gm)

Kq(GpoGp) > m+m+ 4)ky(Gy) + k4(G) +n(n — 1)m1c(an, an)
dolayisiyla
Kq(GpoGp) > m+m+4)k,(Gp) + kq(Gy)
dir.

Teorem 4.6: G3,Gy,...,G, gibi li¢ veya daha fazla ayrik graflarin
ardigik(siralr) toplami1 ile olusan G1+Gy+...+G, graflari i¢cin
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kKq(Gy + Gy + -+ Gp) > kq(Gy) + kq(Gy) + - + kg (Gy)

dir.

Ispat:

Sekil 4.4 G1,G; ve G3 Graflarinin Sirali Toplami: G +Gz+ G3

G1+Gyt ...+ G grafinin tepe sayist V(G1)+V(Gy)+ ...+V(Gp) =m tane olsun.
G1+Got...+ G = (G1+Gy) U (G,+G3) U ... U (Gp1+Gp) oldugundan Teorem 4.1
den dolay1

ka(Gy + Gz) > kq(Gy) + Kq(G2)
ka(Gy + G3) > K4(Go) + 1 (G3)
Ka(Gn-1 + Gn) > Kkaq(Gno1) + Kq(Gy)

oldugundan

Kq(Gy + Gz) + kq(Gy + G3) + -+ kg(Gpg + Gp)
> kq(Gy) + 2K4(Gy) + 2K4(G3) + -+ + 2K4(Gp—1) + Kgq(Gy)
> kg(Gy) + kq(Gy) + Kkg(G3) + -+ + kg (Gp—q) + kq(Gy)

ve

(0> ()4 (9) s (150)
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oldugundan

Kqg(Gy+ Gy + -+ G) > kg(Gy + Gy) + kg(Gy + G3) + -+ kg (G + Gy)

dir, dolayisiyla ispat tamamlanmustir.
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5. DERECE BAGLANTILILIK iINDEKSIiYLE DiGER
INDEKSLER ARASINDAKI BAGINTILAR

Bu bolimde derece baglantililik indeksiyle diger uzaklik indeksleri

arasindaki iliskiler incelenecektir.
Yardimel Teorem 5.1: n tepeli ¢evre graf C,, nin derece uzaklik indeksi

2_
% , ntekise )
D'(C,) = 3 dir.

Y , nciftise

Ispat:

1. Durum: n tek ise gevre grafin bir tepesinden diger biitiin tepelerine
olan uzakliklar sirasiyla

12, .. "—‘1”7‘1 21 dir

D'(G) = Z [deg(u) + deg(v)] d(u,v)
{uv}cv(c)

Tepe ikilileri toplami 4 oldugundan hesaplama yapilirken d(u,v) lerin
toplamini 4 ile ¢carpmak yeterlidir. n tane tepe oldugundan ve her tepe ikilisi i¢in

iki defa deger hesaplandigindan n ile carpip 2 ye béliinmelidir, dolayisiyla

, n n—1 n-1
D(Cn)=§4(1+2+---+T+T+---+2+1)

n—1m-—-1
14244012 Gz +) _mon
2 2 8

D'(C,) = 2n (2 n28_ 1)

n(n?-1)
2

D'(C,) = olur.

2. Durum: n ¢ift ise ¢evre grafin bir tepesinden diger biitiin tepelerine

olan uzakliklar sirasiyla
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n n n .
12, .. ,(5— 1),5,(5— 1),...,2,1 dir.
D@ = ) [deg(w)+deg(®)] d(w,v)
{u,v}cv(c)

1.duruma benzer sekilde hesaplama yapildiginda

DGy =5a(142++(5-1) 45+ (5-1)+~+2+1)

E-)G-1+Y)_nw-2
2 8

1+2+---+(g—1)=

n(n —2) +E>

D'(C,) = 2n <2 = >

3
n
D’(Cn) = 7

dir.

Teorem 5.1: n < 8 i¢in Hamilton Cevre iceren n tepeli bir G grafinda
kqa(G) = D'(G) dir.

ispat:

1. Durum: n tepeli Hamilton Cevreyi C,, olarak alirsak, C,, i¢cin Derece
Baglantililik indeksi Sonug 3.2.2 den ve derece uzaklik indeksi Yardimer Teorem
5.1den

, > , ntekise
Kq(Cp) =4n(n—1) ve D'(Cy) = 3
— , ngiftise

dir.

4n(n—1) ZM

nn—1)(7-n)=0

Esitsizligi 1 < n < 7 i¢in saglanir. Benzer sekilde;
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3

n
in(n—1) 27

n(n—(4+2v2))(-n+(4-2v2)) 2 0
Esitsizligi (4 — 2v2) = 1,17 < n < 6,82 ~ (4 + 2v2) i¢in saglanr.

Dolayistyla n < 8 i¢in Hamilton ¢evre igeren en basit graflar tek ve ¢ift
tepeli C,, graflaridir. Biitiin bu graflar i¢in x4 (C,) = D’(C,) dir.

2. Durum: C,, grafindaki bitisik olmayan en az bir u-v tepe ¢iftinin bir
ayritla birlestirilmesi sonucunda olusan C,, + e grafinda

Sekil 5.1

7 Tepeli Cevre Grafa Ayrit (Kiris) EKlenmesi

Cn de k(uw,v)=2 iken C,+ e grafinda k(u,v) =3ve C,
de d(u,v) =2 iken C,+ e grafinda d(u,v) =1 olacaktir. Dolayisiyla
tepe dereceleri toplami her iki indekste de ayni sekilde degiseceginden igten ayrik
yol sayisi artarken uzakliklar azalir ve x4(G,,) = D'(G,) dir.

Benzer sekilde birden fazla bitisik olmayan tepelerin bir ayrntla
birlesitirilmesiyle yukaridaki durumun aynist gergekleseceginden dolay1 yine

k4(G,) = D'(G,,) dir.

Sonug olarak durum 1 ve 2 den dolay1 k;(G,) = D'(G,,) dir.
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Tamim 5.1: n tepeli, diam(G) ¢aph L,, 4 lolipop grafi K;,_; tam grafiyla P,
yol grafin bir u¢ tepesinin K,,_; tam grafinin biitiin tepeleriyle birlestirilmesiyle
olusur (Morgan et al, 2011).

P p Yol Grafi

Ki.¢ Tam Grafi

Sekil 5.2 Lha  Lolipop Grafi

Yardimer Teorem 5.2: n >4 tepeli birlestirilmis bir G grafinin dis

merkezli baglantililik indeksi i¢in
£°(G) = 3(n— 1) bagmtist vardir (Morgan et al, 2011).

Yardimer Teorem 5.3: G n tepeli d=diam(G) capli bir birlestirilmis graf

olmak iizere dismerkezli baglantililik indeksi
£€(G) < d(n — d)? + 0(n?) bagintisina sahiptir (Morgan et al, 2011).
Bu durumda en iyi sonucun Lolipop grafta ¢apinin g oldugu L » grafta
'3
gercgeklesir ve sonug

&6) < %n3 + 0(n?)

seklindedir (Morgan et al, 2011).

Yardimecir Teorem 5.4: n tepeli yol graf P, nin digsmerkezli baglantililik
indeksi

1

—(3n? —6n+4) , ngiftise

§C(Py) = 23
5 (n—1)? , ntekise
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dir (Morgan et al, 2011).

Teorem 5.2: n > 3 tepeli birlestirilmis herhangi bir G grafi i¢in
Kka(G) > §°(6)

dir.

Ispat: G grafinin ¢ap1 diam(G) olsun. gs d <n—1 araliginda olusan

lolipop graflar i¢in durum incelemesi yapilmalidir.

1. Durum: d = n — 1 ise graf yol graf olur. Dolayisiyla Sonug 3.2.1 ve

Yardimer Teorem 5.4 geregi
ka(B) = 20— 1) > £°(B) = 3 (n— 1’
ve
kq(B) =2(n—1)2>¢&°(B) = %(Snz —6n+4) = %[3(712 —2n+1)+1]

_ 23 , 1
ka(P) =2(n—1) >§(n—1) _|_E

dir. n > 3 oldugundan saglanir.
1
2

5 (n—1)? , ntekise

(3n% — 6n + 4) , ngiftise
Kd(Pn) =2(n— 1)2 = fC(Pn) =

2. Durum: Eger > < d <n — 1ise G grafi Sekil 5.2 deki gibi Ly 4 olur

ve K,_4 tam grafi olusur. P, nin ug tepesi wy Yyi de K,_, nin her tepesiyle
birlestirildiginden dolay1 K,,_; ye dahil edersek K,_;.; tam grafi olusur. Cap
n—1 den % e azalirken K, _; grafinin tepe sayisi arttigindan dolayr &€(G)

artarken  k4(K,_4) de artar. Dolayisiyla Yardimc1 Teorem 5.3 geregi ¢apin g
olma durumu &€(G) en biiyiik oldugundan d = g durumunda incelenmelidir.
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P p Yol Grafi

Kh.g Tam Grafi

Sekil 5.3 L,¢ Lolipop Grafi

Dolayistyla x4 (Ly, 4) hesaplamak i¢in li¢ farkli durum olusur.
2a. Durum : K,,_ ;. grafi i¢in Derece Baglantililik indeksi
KiKp_gs1)=(n—d+1D)(n—-d+1-1)>3=Mmn—-d+1(n-a)® dir.

Yardimci Teorem 5.3 geregi ¢capin d = g olma durumu incelenmelidir.

4

2n>4 - 16
3) 81"

ka(Kn—qt1) = (n - g + 1) (n— 2)3 = (

16 4 4 3 2
Kd(Kn—d+1)2ﬁn 2 o=n® +0(n%)

n = 3 oldugundan saglanir.
2b. Durum: k4(P;_,) hesaplanmasi gerekir.

2c. Durum: P;_; ve K,_44, graflarinin tepe ikililerinin oldugu derece
baglantililik degerlerinin toplam1 hesaplanmasi gereklidir.

2a, 2b ve 2¢ durumlarinda hesaplanan degerlerin toplami k4(L,, 4) degerini
verecektir. 14 (Ly,4) nin hesaplamasinda sadece 2a durumunda

16 ,_ 4 , .
@U%dzkmﬁngfz2§?1+OM)2€(®

oldugundan x (Ln'd) > &°(G) dir.

Dolayisiyla 1. ve 2. durumlardan dolay1
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Ka(Lna) > £°(G)
dir.
Teorem 5.3: Birlestirilmis herhangi bir G grafi igin
kq(G) > M, (G)
dir.
Ispat: G grafinin u tepesi igin yerel baglantililik degeri;

k(u) = z k(u,v) 2n—12= deg(u)

vev

u tepesinin yerel derece baglantililigi ise;

Kq(u) = deg(u) k(u) = deg(u) deg(u)

Grafin tiim tepeleri i¢in yerel derece baglantililiklarin toplanmasiyla grafin

derece baglantililik indeksi bulunur.

i¢cin

ka(6) = ) KW= ) deg’(w) =M, (6)

uev uev(G)
oldugundan ispat tamamlanmuistir.

Teorem 5.4: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafinin her bir u-v tepe cifti

2<deg(u)+deg(v) <2n-2
Ispat: G nin her iki u, v tepesi icin
1<deg(u) <n-1
1<deglv)<n-1

oldugundan 2 < deg(u) + deg(v) < 2n — 2 dir.
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Teorem 5.5: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafinin her bir u-v tepe ¢ifti

i¢in
2<k(mv)+duv)<n
dir.

Ispat: G grafinin her bir u-v tepe ¢ifti i¢in 1 < x(u, v) < n — 1 oldugundan

k(u, v) degeri i¢in i¢ durum ortaya ¢ikar

1. Durum: Eger u-v tepeleri arasinda yalniz bir tane igten ayrik yol var
ise k(u,v) = 1 dir. Bu tepeler grafin ug tepeleri ise aralarindaki uzaklik en gok
1 < d(u,v) <n—1dir, dolayisiyla 2 < k(u, v) + d(u, v) < ndir.

2. Durum: u-v tepeleri arasindaki icten ayrik yollarin sayist en ¢ok
k(u,v) =n—1 dir. Bu yollarin n—2 tanesi u ve v nin digindaki tepeler
tizerinden 1 tanesi de u ile v yi birlestiren ayrit iizerindendir. Bu durumda bu
tepeler arasindaki uzaklik d(u,v) = 1 dir dolayisiyla 2 < k(w,v) + d(u,v) <n
dir.

3. Durum: u-v tepeleri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayist 1 < k(u,v) <

n — 1 ise bu araliktaki herhangi bir k(u, v) degeri igin iki durum vardr.

3a. Durum: Eger Sekil 5.4 deki gibi grafin u-v tepeleri disindaki n — 2

tane tepesi igin m = KH(T_]Z]) {m € Z*,1 < m < n — 2} olacak sekilde ise (tepeler

icten ayrik yollarin iizerine esit olarak dagilir) d(u, V)0 = m + 1 dolayisiyla;

dlu,v) <m+1
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Sekil 5.4 G Grafi

_ n-2
T kuy)

Bu durumda

k(u,v) = %2 dir.

n—2
k(u,v) + d(u,v) =T+m+1

n
—+m+1<n
m

Oldugu gosterilmelidir. Bunun igin esitsizligin her iki tarafint m ile
carpilirsa,
n—2+m?+m<nm
m>+m—-2<nm-—n
(m+2)(m—-1)<n(m-1)
m+2)(m—-1)—n(m—-1)<0
(m—1Dm+2-n]<0

Bu durumda esitsizlik 1 < m < n — 2 aralifinda saglanir.

3b. Durum: Eger grafin u-v tepeleri disindaki n — 2 tane tepesi i¢in

m# —Kgi) {meZ*, 1 <m<n-—2}ise d(u,v) durum 3a ya gore en az 1 azalir

ve d(u,v) <m olur, k(u,v) degismediginden 2 < k(w,v)+d(u,v)<n

esitsizligi korunur.
Eger P1, Py, ..., Prs1 yollarindaki tepeler arasinda baglantilar varsa ve
bunlar kullanilarak igten ayrik yollarin sayisini degisir ise bu durumda durum 3

gecerlidir.

Durum 1, 2 ve 3 ten dolay1 ispat tamamlanur.
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Teorem 5.6: n > 2 tepeli birlestirilmis bir G grafi i¢in
2n(n—1) < k4(G) + D'(G) < n*(n—1)2
dir.
Ispat: G grafinmn her u-v tepe cifti icin A; = deg(u) + deg(v), d;(u, v) ve

k;(u, v) i. inci tepe ¢ifti i¢in sirasiyla derece toplamlari, uzaklik ve icten ayrik

yollar1 ifade etsin.

ka(@ = ) [deg(u) + deg(w)]e(u,v)

{u,vicv

= Ak (u,v) + Ay, (w,v) + - + A(rzx)k(rzl) (u,v)
D'(G) = Z [deg(w) + deg(v)]d(u,v) = Ayd;(u, v) + Ayd,(w,v) + -+

{uv}cv(e)

TAgde )

kq(G) + D' (G)
= A [k, (uw,v) + dy(u,v)] + Ay [k, (u, v) + dy(u, v)] + -+
+ A [y @ v) + degy ()|

Teorem 5.5 den dolay1
2[Ay + Az + o+ A | S k4 (6) +D'(6) Sn[Ar+ A+ + A
Teorem 5.4 den dolay1
n n
2(2) <A +A,+ +A(121) <(2n-2) (2)
nn—1) <A +A+-+Am <n(n— 1)?

Dolayisiyla
2n(n—1) < k4(G) + D'(G) < n%(n — 1)? elde edilir.
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6. DERECE BAGLANTILILIK iINDEKSINi HESAPLAYAN
ALGORITMA VE PROGRAM

Derece baglantililik indeksini hesaplamak i¢in grafin tepe ikililerinin yerel
baglantiliklarinin hesaplanmasi gerekir. Bunun igin Maksimum Akis (Maxflow)
Probleminin  ¢oziim  algoritmast  olan  Breadth-First  Ford-Fulkerson
Algoritmasindan yararlanilir. Maksimum akis probleminin ¢6ziimii olan bu
algoritmaya maksimum akis algoritmasi denir. Bu algoritmada ayrit agirliklar bir
olan yonlii grafin tepe ikilileri arasindaki maksimum akis bu tepeler arasindaki
yerel baglantiliiga karsilik gelmektedir. Yalniz bu algoritma yonlii graflarda
calismaktadir. Dolayisiyla baslangigta yonsiiz  olan grafin  yonlii  grafa
dontistiiriilmesi gerekir. Bunun i¢in G grafinin her v tepesi igin iki kopya tepe
V4,V olusturulur ve 1 nolu tepe 2 nolu tepeye yonlii bir ayritla birlestirilir. Bu
islem her tek numarali tepeden ardisigi olan ¢ift numarali tepeye olacak sekilde
yapilir. Sonra G nin her uv ayrit1 i¢in v,u; Ve u,v; yonli ayritlar ile 2 nolu
tepeden 1 nolu tepeye olacak sekilde birlestirilir. Bu islem asagida Sekil 6.1 de
gosterilmistir (Kocay ve Kreher, 2005).

oo

G: P, Yol Grafi

N: G nin Yonlendirilmis Grafi

Sekil 6.1

Graf Yénlendirme Islemi

Derece baglantililik indeksini hesaplayan algoritma asagida verilmistir.
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6.1 Derece Baglantihlik indeksini Hesaplayan Algoritma

1. Adim

2. Adim:

3. Adim:

4. Adim:

5. Adim:

G grafinin A bitisiklik matrisi girilir.

Yonlendirilmis G grafinin ayritlar matrisi E, A bitisiklik

matrisinden yararlanarak olusturulur.

Tepe dereceleri A bitisiklik matrisinden yararlanarak

hesaplanir.

A matrisin tepe ikilileri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayisina
karsilik gelen maksimum akis kapasitesi (Maxflow) (Breadth-
First Ford-Fulkerson algoritmas: kullanilarak) hesaplanir: E
matrisinin ¢ift numarali tepelerinden kendinden kiigiik ardigik
olmayan tek numarali tepeler arasindaki maksimum akis

maxflow algoritmasi kullanilarak hesaplanir.

Her tepe ikilisi i¢in Adim 4 hesaplanarak derece baglantililik

indeksi hesaplanir.

Bu algoritmanin karmagikligi maksimum akis algoritmasinin karmasikligina

baglidir. Maksimum akig algoritmasmnin karmasikligi da Breadth-First Ford-

Fulkerson algoritmasiyla ¢oziildiigli i¢in o algoritmanin karmasikligina baglidir.

Dolayisiyla grafin tepe sayisi n ayrit sayist m olmak iizere, breadth-first Ford-

Fulkerson algoritmasinin uygulandigi maksimum akis algoritmasinin karmagiklig
O(nm?) (Kocay ve Kreher, 2005; Edmonds and Karp, 1972) dir. Ancak bu islem n
tepeli bir graf icin (721) tekrar sayist kadar uygulanacagi icin algoritmanin

karmagsiklig1 O (n3m?) dir.
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Sekil 6.2 9 Tepeli G Grafi

Sekil 6.2 deki G grafinin derece baglantililik indeksini Matlabta hesaplayan
programin kaynak kodu asagida verilmistir. Yalniz bu programin c¢alismasi i¢in
matlab programinda GrTheory kiitiiphanesi ve bu kiitiiphanede grMaxFlows.m ve
grValidation.m programlarinin yiikli olmasi gereklidir.
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6.2 Matlab Kaynak Kodu

matrisboyut=9; % A matrisinin boyutu giriliyor

% A matrisi ve gecici E ayritlar matrisi olusturuluyor
A=zeros(matrisboyut,matrisboyut);
E=zeros(matrisboyut*matrisboyut,2);

A=[011110000; % A Bitisiklik Matrisi girisi
101110000;
110110000;
111010001,
111101000;
000010111;
000001001,
000001001;
000101110];
satir=1;

% A bitisiklik matrisi verilen graf yonlendirilmis grafa doniistiiriilityor
% E doniistiiriilmiis grafin ayritlar matrisi 2xn boyutlu
for i=1:matrisboyut
E(satir,1)=2%i-1;
E(satir,2)=2%i;
s=satir;
satir=satir+1;
for j=i+1:matrisboyut
if A(i,j)==1
E(satir,1)= 2*j;
E(satir,2)=2%i-1;
E(satir+1,1)=2%i;
E(satir+1,2)=2*j-1;
s=satir;
satir=satir+2;

end
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end
end

% Esas EE matrisi olusturuluyor
% Ctinkii gecici E matrisinde sonlarda bog(null) elemanlar1 bulunabilir
% Bu matris ile elemanlar1 null olmayan matris elde ediliyor.
EE=zeros(s,2);
for (i=1:s)

EE(i,1)=E(i,1);

EE(i,2)=E(i,2);
end

% Tepe dereceleri bir dizine ataniyor
TepeDereceleri=zeros(matrisboyut,1);
for i=1:matrisBoyut
for j=1:matrisBoyut
if A(i,j)==1
TepeDereceleri(i)=TepeDereceleri(i)+1;
end
end
end

%Derece Baglantililik indeksi (Connectiondegree) hesaplamasi yapiliyor
Connectiondegree=0;
for i=1:matrisboyut
for j=i+1:matrisboyut
kaynak=2%*i;
hedef=2%*}-1;

[M,K]=grMaxFlows(EE,kaynak,hedef);
Connectiondegree=Connectiondegree+(TepeDereceleri(i)+TepeDereceleri(j))*K;

end
end
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SONUC:

Bir iletisim ag1 i¢in en onemli gorev fonksiyonunu yerine getirebilecegi
iletisimin korunmasidir. Bunu da tepeler arasindaki bagin c¢esitliligi ile
koruyabilir. Agin bazi tepe veya tepelerinde olusabilecek hasarlar bu agin islevini
tam olarak gergeklestirmesini engeller. Bu nedenle iletisim aglar1 tasarlanirken,
veri akisinin devamliligimi saglamak i¢in agin bozulmalara karsi gosterecegi
direnci 6nemsemek gerekir. Direnci fazla olan bir model digerlerine gére daha
cok tercih edilir. Dolayisiyla bir sorunla karsilagilmasi halinde agda olusabilecek
hasar bastan en aza indirgemis olur. Bunun ig¢in Onceden teorik yaklasimlar
yapilabilir. Bu yaklasimlar zedelenebilirlik (vulnerability) adiyla graf teoride

onemli bir yer tutmaktadir.

Bu tezin igeriginde graflarin zedelenebilirligini 6lgmek icin Derece
Baglantililik Indeksi adiyla yeni bir 6l¢iim tanimlanmustir. Derece baglantililik
indeksi hesaplanirken grafin tiim tepe ikilileri arasindaki igten ayrik yollarin
sayisinin kullanilmasi; grafin tiim tepe ¢iftlerinin baglantililiklarinin  tepe
dereceleriyle birlikte hesaba katilmasi ve sonucta toplam bir deger olarak
sunmastyla; yeni tanimlanmis bu indeks grafin bozulmalara kars1 direnci
hakkindaki yorumlamalar1 daha da giivenilir yapmaktadir. Sonug olarak derece
baglantililik  indeksi ayn1 tepe sayisina sahip iki grafin  saglamlik

degerlendirmesinde zedelenebilirlik 6l¢limii olarak daha hasas bir deger {iretir.

Bu tezde derece baglantililik indeksinin genel ve ozel graflar tizerindeki
hesaplamalar1 yapilarak; iki farkli graf modelinden zedelenebilirligi daha biiytik
olanin daha saglam bir yapiya sahip oldugu gosterilmistir. Graf iglemleri altinda
incelemelerde bulunulmus ve sonuglar1 verilmistir. Ayrica graf indeksleri ile bu
olglim arasindaki iligkilere ait sonuglar verilmistir. Son bolimde ise bir grafin
derece baglantililik indeksini hesaplayan O(n3m?) karmasikliginda bir algoritma
ve bu algoritmanin uygulandigi bir matlab program: verilmistir. Bu program

aracilifiyla istenilen grafin derece baglantililik hesaplamasi yapilir.

Sonug olarak bu caligmada diger zedelenebilirlik 6lgiimlerinden farkli yeni
bir 6l¢iim Onerilmistir. Bu dl¢limle diger Slgiimlerden daha hassas bir veri elde
edilmektedir.
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