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OZET

YENIDEN DUZENLENMIS CEKIiM TEORILERI
TUNC, Enes

Yiiksek Lisans Tezi, Astronomi ve Uzay Bilimleri Anabilim Dali
Tez Danigmani: Prof. Dr. Can Battal KILINC

Temmuz 2014, 124 sayfa

Yeniden diizenlenmis ¢ekim teorilerine olan ilgi son yillarda hem teorik
hem de gozlemsel calismalardan dolay1 artis gostermektedir. Genel Rolativite' ye
yapilan bu yeniden diizenlemeler sonucunda bir ¢ok alternatif ¢ekim teorisi ortaya
cikmistir. Bu teorilerin belki de ilk akla geleni ve en basit olan1 f(R) ¢ekim
teorileridir.

Bu ¢aligmada standart kozmolojik modelden baslayip, f(R) teorilerine ve
bu teorilerin belirli 6zelliklerine deginilmistir. Ancak burada f(R) teorilerin asil
dikkate alinma nedeni, kozmolojide su an sorunlu bir kavram olan kozmolojik
sabite gerek duymadan f(R) teorileri, evrenin genislemesini uzay-zaman
yapisinin geometrik Ozellikleri ile agiklamaya c¢alismasidir. Bu teori alan
denklemlerinde gerekli olan geometrinin elde edilebilmesi i¢in skaler alanlara
veya bazi 6zel potansiyellere gerek duymaktadir.

f (R) teorileri metrik, Palatini ve metrik-affine formalizmi olmak tizere li¢
kistmda incelenir, ancak literatiirde asil analizler metrik formalizminde
yapilmigtir. Bu baglamda, bu tezde f(R) < R™ ve f(R) « R™™ modelleri
tizerinden Kklasik Friedmann denklemleri ile yeniden diizenlenmis Friedmann
denklemleri karsilagtirilmis ve aralarindaki farkliliklara deginilmistir. Salt
matematiksel agidan bakilirsa sonsuz sayida f(R) teorisi elde etmek miimkiin
oldugundan dolayi, bu teorilerin hem kozmolojik hem de yerel 6l¢eklerde
sinirlanmasi  oldukg¢a Onemlidir. Bu noktada ise teoriye gozlemler yol
gostermektedir.

Anahtar sozciikler: genel rolativite, karanlik enerji, f(R) ¢ekim teorileri,

Brans-Dicke teori, skaler tensor teoriler, kozmoloji.
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ABSTRACT

MODIFIED GRAVITY THEORIES
TUNC, Enes

MSc in Astronomy and Space Sciences
Supervisor: Prof. Dr. Can Battal KILINC

July 2014, 124 page

The interest in modified gravity theories has witnessed an increase both
because of theoretical and due to observational studies. Many alternative gravity
theories have come up in consequence of these modifications done to General
Relativity Theory. Probably the simplest and the first come to mind of these
theories is f (R) theories of gravity.

In this study, starting from the standart cosmologic model, f(R) theories
and these theories characteristic features are dealt with. However, the main reason
for considering f(R) theories is that f(R) theories try to explain the expansion of
the universe by referring to the geometrical properties of space-time structure
without needing the cosmological constant which is currently a controversial
concept in cosmology. Scalar fields or certain potentials are needed in order to
obtain the necessary geometry in theory field equations.

f(R) theories are analysed in three sections which are metric, Palatini and
metric-affine; however, in literature essential analyses are made according to
metric formulations. In this regard, classical Friedmann equations are compared
with modified Friedmann equations on the basis of f(R) « R™ ve f(R) x R™"
models and the differences between the two are mentioned. When viewed from
the pure mathematical angle, since it is possible to obtain infine number of f(R)
theories, it is very important to limit these theories both cosmological and local

scales. At this point, observations guide the theory.

Keywords: general relativity, dark energy, f(R) theories of gravity, Brans-

Dicke theory, scalar-tensor theory, cosmology.
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YENIDEN DUZENLENMIS CEKIiM TEORILERI

1. GIRIS

Evrende biiyiik olgeklerde gecerli olan kuvvet ¢ekim kuvvetidir. Cekim
kuvveti, uzay-zaman yapisi ile enerji-momentum arasinda iliski kuran Einstein
alan denklemleri tarafindan tanimlandigi i¢in, evreni tanimlayan teori Einstein' in
Genel Rolativite prensibidir. Bununla beraber, evreni tanimlayan bir diger temel
kavram, yeteri kadar biiyiik Ol¢eklerde homojen ve izotrop evreni Ongéren
kozmolojik prensiptir. Homojenlik geometrik yapimin her yerde ayni olmasi
anlamina gelirken, izotropi ise bir ylizeye herhangi bir noktadan bakildiginda her
tarafin yonden bagimsiz olarak ayni goriinecegi anlamina gelir. Dolayisiyla,
kozmolojik prensibe gore evrende biiylik Olgekte madde dagilimi dogrultu ve
yonden bagimsizdir, bu da evrenin uzaysal olarak belirli bir merkezinin
olmadigim ima eder. Bu prensiplere gore gliniimiiz evreni homojen, izotrop ve
genisleyen bir evrendir. Boyle bir evreni temsil eden metrik ise Friedmann-
Robertson-Walker (FRW) metrigidir. Einstein alan denklemleri kozmolojik
prensip varsayimi altinda ¢oziiliirse, evrenin yogunluk ve sicaklik parametrelerini
zamanin bir fonksiyonu olarak veren Friedmann denklemleri elde edilir. Bu
denklemlere gore evren ¢ok erken zamanlarda oldukca yiiksek sicakliga ve
yogunluga sahipti. Hatta t = 0 aninda sonsuz sicaklik ve yogunluga sahip olan bir
evrenle karsilasilir. Bu modele Standart Kozmolojik Model adi verilir. Hubble
kanunu, ilkel ¢ekirdek sentezi ve kozmik mikrodalga ardalan 1ginimi sayesinde bu
modelin teorik olarak one siirdiigii homojen, izotrop, genisleyen ve ilk zamanlarda
asir1 sicak-yogun evren ongoriisii gozlemsel olarak kanitlamistir. Diger taraftan,
bu model, ufuk sorunu, diizlik sorunu, yapilarin olusum sorunu ve manyetik
monopoller gibi baz1 sorunlarla karst karsiyadir. Coziim olarak, skaler alanlarin
neden oldugu iistel olarak genisleme fazi olan enflasyon ileri siirilmiistiir.
Bununla birlikte, enflasyon aslinda evrenin gecirdigi ilk hizlanma fazidir ve

enflasyon sayesinde Standart Kozmolojik Model' e ilk diizenleme de yapilmuistir.

1990" 11 yillarda gozlemsel kozmolojinin gelismesi sayesinde giiniimiiz
evreninin tekrar bir hizlanma fazindan gectigi anlasilmustir. ikinci hizlanma fazi
madde baskinligi doneminden sonra baglayan ge¢ zaman kozmik hizlanmasidir.

Karanlik enerji adi verilen ve w = P/p <—1/3 (burada P ve p sirasiyla



maddenin basinct ve enerji yogunlugudur) durum denklemine sahip olan, negatif
basingli yeni bir bilesen bu hizlanmadan sorumludur. Karanlik enerjinin varligi
stipernova la (SN la) (Perlmutter, 1999; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Riess et al., 1998; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Riess et al., 1999; De
Felice and Tsujikawa' dan, 2010), biiyiik 6l¢ekli yap:r (Tegmark et al., 2004; De
Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Tegmark et al., 2006; De Felice and Tsujikawa'
dan, 2010), baryon akustik salimmi (Eisenstein et al., 2005; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; Perciwal et al., 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010)
ve CMB (Spergel et al., 2003; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Spergel et al.,
2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Komatsu et al., 2009; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010) gibi ¢ok sayida gozlem tarafindan desteklenmekte (De
Felice and Tsujikawa, 2010) ancak heniiz gozlemsel olarak kesfedilememistir.
Karanlik enerjinin en giiclii aday1 olan kozmolojik sabit ise baz1 teorik problemler
ile yiiz ylizedir. Bu teorik problemlerden ilki, eger kozmolojik sabit parcacik
fiziginin vakum enerjisinden kaynaklaniyorsa, bu durumda kozmolojik sabitin
teorik degeri ile gozlenen degeri arasinda yaklasik 10120 kat fark bulunmaktadir.
Buna ince ayar problemi denir. Ikincisi ise, madde ile kozmolojik sabitin enerji
yogunluklarmin zaman igerisinde hizli bir bi¢cimde degismesine ragmen,
giinimiizde neden kiyaslanabilir seviyede oldugudur. Bu ise ¢akisma problemidir.

Yakin zamandaki bu astrofiziksel gozlemlerden ve su anki kozmolojik
hipotezlerden dolayi, Einstein alan denklemlerinin madde kisminin evrenin
"karanlik enerji" ve "karanlik madde" tarafi olan egzotik madde-enerji tiiriinii
icermeyi kabul etmedigi miiddetge, bu denklemlerin artik Giines sistemi, galaksi,
ekstra-galaksi ve kozmik oOlgeklerde c¢ekim igin iyi bir test olmadigi ortaya
cikmustir (Capozziello and De Laurentis, 2011). Bu gibi problemler, kozmolojik
sabite alternatif bazi modellerin arastirilmaya baslanmasina neden olmustur. Bu
modellerde kozmolojik sabitin roliinii listlenebilecek skaler alanlar ileri siiriilmiis
ve enflasyondaki gibi hizlanarak genisleme elde edilmeye c¢alisilmistir. Einstein
alan denklemlerinin madde kisminmin yeniden diizenlendigi bu modellerden
baslicalar1 quintessence, Chaplygin gazi, takyon alani, k-essence ve phantomdur.
Buna kargin geometri kisminin yeniden diizenlendigi baslica modeller ise f(R)
cekimi, Kaluza-Klein teorisi, skaler tensor teoriler, siipergravity ve TeVeS
(Tensor-Vektor-Skaler Gravity)' dir. Bu teorilerde Lagrangian igerisinde yapilan

diizeltmeler Einstein denklemlerinin lineer olmama durumunu arttirir. Bunun



sonucu olarak ise Einstein denklemlerinin madde kisminda skaler alanlar gibi
ekstra serbestlik dereceleri ortaya ¢ikar. Bu serbestlik derecelerinden elde edilen
yeni geometriyi ayirmak kolay degildir ve bu yiizden bu teorileri ¢calismak zordur.
Fakat, bununla ilgili fiziksel modellerin ¢ogu uzaysal olarak homojen ancak
yonbagimli (anizotrop) Bianchi modelleri oldugu i¢in ve gbzlenen evren biiyiik
Ol¢iide homojen ve izotrop oldugu icin hareket denklemleri kismen sadelesebilir
(Capozziello and De Laurentis, 2011).

f(R) ¢ekiminde ise, Lagrangian yogunlugu f, R' nin keyfi bir
fonksiyonudur. Burada R terimine Ricci skaleri veya egrilik skaleri adi verilir ve
uzay zaman egriligi ile ilgili bir terimdir. f(R) ¢ekiminde, etkiden tiiretilen alan
denklemleri li¢ formalizme sahiptir. Birincisi, metrik tensor g,,' ye gore etkinin
degistirilmesi ile elde edilen standart metrik formalizmidir. Bu formalizmde, bir
vektoriin - yoniinii  degistirmeden egri bir manifold boyunca nasil hareket
ettirilecegini tanimlayan bagint1 olan affine bagmtisina ait katsayilar grubu olan
Iy, terimi, g,,' ye baghdir. Ikincisi formalizm 9uv Ve Ig' nmn etkinin
degistirildiginde bagimsiz  degiskenler olarak islem gordiigi Palatini
formalizmidir. Bu iki yaklasim R' de lineer olmayan Lagrangian yogunlugu i¢in
farkli alan denklemlerine neden olur, oysa Genel Roélativite etkisi igin bu iki etki
birbiri ile 6zdes ancak gdsterimleri farklidir. Uglincii formalizm ise metrik-affine

formalizmidir. Burada ise madde etkisi hem g,, metrik tensére hem de Fg‘y

bagintisina baghdir. Buna ek olarak, f(R) teorileri genellikle Jordan konformal
sistemi tizerine kurulmuslardir ve belirli doniisiimler ile Einstein konformal
sisteminde de temsil edilmektedir. Uzay veya zaman benzeri araliklarin
uzunluklarini ve uzay veya zaman benzeri vektdrlerin normlarini etkileyen
doniistim konformal doniisimdiir. Konformal doniisiim koordinat doniistimiinden
oldukga farkli bir kavramdir ve bir sistemi tamimlayan temel nicelikleri
degistirebilmektedir. Konformal doniisiimler sonucu elde edilen yeni sistemler
olan konformal sistemler, farkli gravitasyonel alanlar1 ve farkli fizikleri
tanimladiklari i¢in (Faraoni et al., 1999), bu sistemler tizerine kurulan teoriler de
ayni fiziksel siirecleri farkli sekilde agiklamaktadir.

f(R) modelleri yaklagik otuz yildir ¢aligilmaktadir fakat bu modellerin
gecerliligini gostermek igin literatiirde hi¢ bir genel kriter yoktur (Amendola et

al., 2007). Bununla beraber gegerli f(R) modelleri, kozmolojik ve yerel dlgekteki



sinirlamalarin her ikisinden de gegmelidir. f(R) teorileri kozmolojik 6lgeklerde
sinirlamak i¢in en genel iki kriter, uzaysal olarak diiz, homojen ve izotropik bir
ardalanda hizlanma siirecininin bulunmasi ve bu siirecin ardindan gelen standart
madde cagmin varhgidir (Amendola et al., 2007). Kozmolojik olgekte f(R)
teorileri tizerindeki simrlamalar zayif olmasina karsin, yerel ¢ekim testleri f(R)
cekimi tizerindeki en siki kisitlamalar1 verir (Gu and Lin, 2011). f(R) ¢ekimi
skaler tensor teoriler olarak formiile edildigi zaman, ortaya g¢ikan skaler alan,
madde ile giiglii bir sekilde birlesir ve esdegerlik prensibi ihlal edilir. Fakat f(R)
¢cekimi bu durumdan chameleon mekanizmasi sayesinde kurtulabilmektedir (Hees
and Fiizfa, 2013; Brax et al., 2008). Chameleon modeline gore, skaler alanin
kiitlesi yerel madde yogunluguna bagli olan bir birlesme sergiler. Bu sayede,
Diinya gibi yiiksek yogunluklu bir ortamda uygulanan herhangi bir deneyde
esdegerlik prensibi ihlalinin etkisi deneysel olarak gizli kalir. Dolayisiyla Diinya
gibi yiiksek yogunluklu ortamlarda skaler alanlar ile madde arasindaki bdylesi
giiclii birlesmenin neden goézlenemedigi aciklanmaya calisilmistir ve esdegerlik
prensibinin sinirlamalarindan kurtulunulmustur.

Bu c¢alismada, temel olarak f(R) c¢ekiminin kozmolojik sabite gerek
duymadan evrenin ge¢ zamanindaki hizlanarak genislemesini nasil agikladigi
incelenmigstir. Bu baglamda, Boliim 2' de standart kozmolojik modelden, Boliim 3'
de tiim formalizmleri ile f(R) ¢ekiminden ve g,, metrigine gore varyasyona tabi
tutulan f(R) metrik ¢ekimindeki Friedmann denklemlerinden bahsedilmistir. Bu
denklemlerin klasik Friedmann denklemlerinden farklilig1 baz1 modeller cinsinden
ortaya konulmus ve bazi gozlemsel sinirlamalar verilmistir. Bolim 4' te Genel
Rolativite ile f(R) metrik ¢ekiminin bazi farkliliklarindan bahsedilmistir. Boliim
5'te f(R) metrik ¢ekimi i¢in kozmolojik 6l¢ekteki sinirlamalar ortaya konulmus
ve f(R) metrik ¢ekiminde karanlik enerji incelenmistir. Boliim 6' da yerel
Olgeklerdeki sinirlamalar ortaya konulmus ve chameleon mekanizmasi

tanitilmistir. Boliim 7 ise tartisma ve sonug¢ kismudir.



2. CEKIM TEORILERI

2.1. Tyi Bir Cekim Teorisi Nasil Olmahdir?

Teorik olarak, herhangi bir rolativistik ¢ekim teorisinin basarili olabilmesi
icin baz1 asgari sartlar1 saglamasi gereklidir. Ik olarak, herhangi bir rélativistik
cekim teorisi gezegen yoriingeleri, 6z c¢ekici yapilar gibi bazi astrofiziksel
gozlemleri aciklayabilmelidir. Bu, herhangi bir rélativistik ¢ekim teorisinin zay1f
enerji limitinde Newtonian dinamiklerini yeniden olusturabilmesi anlamina gelir
ve ayrica, deneysel olarak iyi kurulmus olan klasik Giines sistemi testlerinden de
basariyla ge¢melidir. Ikinci olarak, herhangi bir rolativistik ¢ekim teorisi galaktik
Olgekleri tahmin ettigi varsayimindan hareketle, galaktik dinamikleri yeniden
olusturabilmelidir. Ugiincii olarak, herhangi bir rolativistik ¢ekim teorisi galaksi
kiimeleri gibi biiyilk 06lgekli yapinin problemini ve son olarak yogunluk
parametresi, Hubble sabiti, genisleme oran1 gibi kozmolojik parametreleri kendi
icinde tutarli bir sekilde yeniden olusturabilmelidir (Capozziello and De
Laurentis, 2011).

2.1.1. Lagrangian Mekanizmasi ve Klasik Alan Teorisi

Lagrangian mekanizmas:1 klasik fizigin bir formiilasyonudur. Bu
formiilasyon boyutsuz parcaciklarin hareketini tanimlar. Bu pargaciklarin
konumlar1 birbirinden bagimsiz degiskenler olarak genellestirilmis koordinatlar
tarafindan karakterize edilir. Bir parcacik sisteminin mekanik durumu tamamen
pargaciklarin konumu ve hizlari belirtilerek tanimlanabilir.

Her bir pargacik igin Lagrangian mekanizmasi zamana, genellestirilmis
koordinat q ve genellestirilmis hiz ¢' ya bagh olan bir L(g, q,t) fonksiyonunu ile
tanimlanir.

Lagrangian, etki adi verilen bir S fonksiyonundaki temel nesnedir. Bu etki

ty

5= jL(q,c'[,t)dt (21.1.1)

to

seklindedir. Burada t, ve t; zamanlart iki farkli an1 gosterir.
Lagrangian mekanigindeki en temel kanun en kiiclik etki prensibi veya

Hamiltonian prensibidir. Bu prensibe gore, herhangi bir sekilde hareket eden



parcaciklarin etkileri daima en kii¢iik olast degeri almaktadir. Bu, S' in
varyasyonu Kullanilarak formalize edilebilir. Burada pargacigin bitis noktas1 sabit
tutulmakta ve yoriinge degisimi ise q — q + dq seklinde minimum seviyede

olmaktadir. S fonksiyonunun ekstremumu

65=0 (2.1.1.2)

olmalidir. Bu, herhangi bir fiziksel yoriinge i¢in etkinin varyasyonunun sifir

olmasi gerektigine isaret eder. Gerekli islemlerden sonra

oL _4d (aL) —0 (2.1.1.3)

aq; dt\aq;

formuna ulasilir. Bu hareket denklemlerine Euler-Lagrangian denklemleri denir.

2.1.2. Ozel Rélativite Teorisi

Ozel rolativite eylemsiz referans sistemlerini tanimlayan bir teoridir.
Einstein tarafindan formiiliize edilen bu teori, iki temel postiila iizerine
temellendirilmistir

e Rolativite prensibi: Tiim eylemsiz gozlemciler esdegerdir. Fizik i¢in tiim

sistemler gegerli sistemlerdir. Bu yilizden tercih edilen hi¢ bir eylemsiz sistem

mutlak degildir.

o [sik hizinin invaryantligi prensibi: Isik hizi tim eylemsiz sistemlerde
aynidir.

Dort boyutlu uzay zamanda
xXO=ct=t (2.1.2.1)
xl=x (2.1.2.2)
x?2=y (2.1.2.3)

x3=1z (2.1.2.4)



nicelikleri tanitilabilir. Burada 4 = 0,1, 2, 3 olmak tizere x* seklinde uzay zaman
koordinatlar1 gosterilebilir. t = x° zaman koordinatina karsilik geliyorken, x, y ve
z ise sirastyla x1,x2 ve x3 uzay koordinatlarma karsilik gelir. ¢ ise birimi bir
olarak segilen 1s1k hizidir.

Ozel rélativite Minkowski uzay zamam denilen dért boyutlu uzay zamanda
ifade edilir. Minkowski uzay zamani Euclidean uzayina bir zamansal boyut
eklenerek olusturulur. Bu uzay zamanda bir metrik tensor tanimlanir. Bu metrigin

matris formu

-1 0 0 O
[0 1 0 0

T]ﬂv - 0 0 1 0 (2.1.2.5)
0 0 0 1

seklindedir. Bu uzay zamandaki vektorler dort boyutludur ve dortlii vektorler

olarak adlandirilir.

2.1.3. Genel Rolativite Teorisi

Ozel Rolativite' de fizik kanunlarinin tiim eylemsiz gozlemciler icin ayni
oldugundan bahsedilmisti. Buna ek olarak, Genel Rolativite prensibi ivmeli olan
tim gozlemciler i¢in fizik kanunlarinin aymi oldugunu belirtir. Bu durum ise
rolativite prensibinin genellestirilmesi olan yeni prensiplere isaret eder. Bu

prensipler

e Genel kovaryans prensibi: Fizik kanunlari tim gozlemciler i¢in ayni
olmalidir. Bunun matematiksel sonuglar1 ise, fizik kanunlarinin invaryant
nesneler, yani tensorler cinsinden ifade edilmesi gerektigidir.

e Einstein esdegerlik prensibi: Eger uniform bir gravitasyonel alanda serbest
diisme gergeklesiyorsa, bu serbest diisme hareketini uniform ivmelenmeden ayirt

etmek miimkiin degildir. Bu prensip li¢ kisma ayrilabilir:

1. Zayif esdegerlik prensibi: Evrensel serbest diisme olarak da bilinen bu
prensibe gore, gravitasyonel kiitle ile eylemsizlik kiitlesi birbirine esdegerdir ve
yiiksiiz, serbest diisen tiim test pargaciklar1 ayni yoriingeyi izler. Gravitasyonel

kiitle, bir cismin kiitlesinin ¢ekim kuvvetine olan tepkisidir, yani cismin durgun



halde olan kiitlesidir. Eylemli kiitle ise cismin momentumu tarafindan belirlenen
kiitledir, yani cismin hareketli oldugu zamanki kiitlesidir. Bu prensip, cismin
yalnizca baslangi¢ pozisyonuna ve hizina bagli olan, cismin igerigine ve yapisina
bagli olmayan, statik bir laboratuvarda serbest diisen bir cismin ydriingesine isaret
etmektedir. Yani madde dogrudan metrik ile birlesir.

2. Yerel Lorentz invaryansligi: Laboratuvarda bir serbest diisme hareketi
herhangi bir yerel gravitasyonel olmayan serbest diislis hizindan bagimsizdir.

3. Lorentz konum invaryansligi: Serbest diisen bir laboratuvardaki herhangi
bir yerel gravitasyonel olmayan deneyin sonucu bu deneyin nerede ve ne zaman
gerceklestirildiginden bagimsizdir.
seklindedir.

Bu esdegerlik prensiplerinin yanisira, basarili bir ¢gekim teorisinin saglamak

zorunda oldugu bazi enerji kosullar1 vardir. Bunlar

e Zayif Enerji Kosulu: Bu kosul, her bir gézlemcinin kendi durgun
sisteminde pozitif bir madde enerji yogunlugu Ol¢mesi gerektigini soyler.
Matematiksel gosterimi ise p maddenin enerji yogunlugu ve P ise basinci olmak
lizere, p > 0vep + P = 0'dir.

eNull Enerji Kosulu: Bu kosul, her bir gdzlemcinin kendi durgun
sisteminde pozitif bir madde enerji kosulunu 6l¢mesinin zorunlu olmadigini,
ancak basing ile enerji yogunlugunun toplaminin pozitif olmasi gerektigini sdyler.
Bu agidan zayif enerji kosulunun 6zel bir durumudur. Matematiksel gosterimi ise,
p+P =0"dr.

e Baskin Enerji Kosulu: Bu kosul, enerji yogunlugunun pozitif olmasi
gerektigini ve basincin mutlak biiylikligline esit veya daha biiyiikk olmasi
gerektigini sOyler. Bu agidan zayif esdegerlik kosulunu da igerir. Matematiksel
gosterimi ise p = |P|" dir.

o Giiclii Enerji Kosulu: Bu kosul, null enerji kosuluna ilave olarak, asiri
derecede biiylik negatif basinca izin vermemektedir. Matematiksel gosterimi ise

p+P=>0vep+3P =0dir.



Bu gereklilikleri ve prensipleri karsilayan Genel Rolativite teorisi, hem
yerel seviyede hem de kozmolojik dlgeklerde ¢ekimi tanimlayan en istikrarli ve en

basit teoridir (Carroll, 2004).

2.2. Genel Rolativite Teorisinin Coziimii

Genel Rolativite' nin tizerine kuruldugu matematiksel arag tensordiir. Tensor
herhangi bir koordinat doniisiimii altinda invaryant kalan geometrik bir nesnedir.
Metrik tensor ise Genel Rolativite ve kozmolojide 6nemli bir rol oynayan simetrik
tensordiir. Burada, dejenere olmayan, yani determinant: sifirdan farkli olan
(g = | gm,l * 0) bir g, metrigi tanimlansin. Bu metrik verilen bir uzay zamanda
uzakliklar ve agilarin nasil bulunacagini belirler. Bir uzay zaman mesafesinin

uzunlugu
ds? = g ydxtdx? (2.2.1)

seklindedir. Burada dx*, x* yoniindeki sonsuz kii¢iik mesafedir. Bu uzunluk
koordinat dontisiimleri altinda invaryanttir.
Genel Rolativite' nin ¢ézlimii i¢in kullanilan bir diger nicelik T ile gosterilen

Christoffel bagintisidir. Bu baginti

1
F[?y = Egaa [aygaﬁ + 0890y — aagaﬁ] (2.2.2)

) N _
ile belirtilir, burada 6,, = dur.

Uzay zaman genel olarak egridir. Egrilik, Riemann tensorii tarafindan

belirlenir. Bu tensor diiz Minkowski metriginden sapmay1 belirleyen bir niceliktir

ve
P _ p p P A )
Ry, = 0,00, — 8,T4, + TO, T} —TOT2, (2.2.3)

ile gosterilir.
Riemann tensOriiniin buziilmesi sonucu Ricci tensori elde edilir ve simetrik

olan bu tensor
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_pP  _ P p P A P A
Ruv = Riypy = 810, — 8,10, + Tl — T T, (2.2.4)

ile gosterilir.
Ricci tensoriiniin biiziilmesi sonucu egrilik skaleri veya Ricci skaleri denilen

nicelik elde edilir ve
R — gHVR#V (225)

ile gosterilir.
Uzay zamanda enerji yogunlugu ile momentum akisini tanimlayan stress

enerji tensor,

T =_2 S(Lm\/ _g)
uw — \/_—gdg‘u.v

(2.2.6)

formundadir. Gravitasyonel etkilesim sadece yeteri kadar biiyiik kiitleli cisimlerde
rol oynadigindan dolay1 gravitasyonel alan ¢alismalarinda makroskobik cisimlerle

ilgilenilir. Makroskobik cisimler i¢in enerji momentum tensorii

Tuv =@+ p)uﬂuv —PYuv (2.2.7)

seklindedir. Burada p cismin basinci, p enerji yogunlugu, u, ve u, ise dortli hiz

bilesenleridir.
Bu matematiksel altyapidan sonra artik FEinstein alan denklemleri elde
edilebilir. Hareket denklemlerini bulmak i¢in Oncelikle etki elde edilmelidir.

Genel Rolativite' de bu etkiye Einstein Hilbert etkisi ad1 verilir ve bu etki

1
S = 2—szd4x,/—gR (228)

formuna sahiptir. Burada k = v8nG , G ¢ekim sabiti ve g ise metrik tensor g,
niin determinantidir.

Eger madde alanlar1 W), dahil edilirse, madde kism1 olan S,,, etkisi
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1

S =
2K2

f d*x\/=gR + Sy (9,0, Pur) (2.2.9)

seklinde ortaya ¢ikar. Bu ifade, Lagrangian yogunlugunun madde kismi

kullanilarak

S = %f d*x,/—g (R + Lm(gw,‘PM)) (2.2.10)

formunda yeniden yazilabilir. Simdi ise etkinin varyasyonu bulunacaktir.

Hamiltonian prensibine gore etkinin varyasyonunun sifir oldugu dikkate alinirsa

§S = fd‘*x (% §(J/—gR) + 6(Lm\/—_g)> =0 (2.2.11)

esitligine ulasilir. Bu esitlik ise

1 [ 6R RS- S(Los/—
Jd“x,/—g + I\ 4 (Ln/=9) gV =0 (2.2.12)
2k2\6ghv [—gSghv [—gSgHY

esitligine neden olur.
Bu esitligi ¢6zmek i¢in, sirasiyla ii¢ terimin varyasyonu hesaplanmalidir.
Oncelikle SR ifadesinden baslamlsin. Bunun igin (2.2.3) Riemann tensdriiniin

varyasyonu

SRy, = 0,61, — avaz;ﬁ, + 800 L5 + LIS — SLOLL + T80 (2.2.13)
seklinde alinir. Christoffel sembolu bir affine bagintisidir, bu yiizden bu
bagintinin varyasyonu da bir affine bagmtisidir. Bir baginti tensor gibi
doniismediginden dolay1 onun kovaryant tiirevini almak kolay degildir. Ancak iKi
bagintinin farki tensor gibi doniismektedir. Sonug olarak, Christoffel semboliiniin
varyasyonunun kovaryant tlirevi

VAL, = 0,81, + 805, — [38I) — [56T),

7 vo

(2.2.14)
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P e .
, tanimindan SRWV ni iki Christoffel

formundadir (Carroll, 2004). R;w

semboliiniin varyasyonunun kovaryant tiirevleri arasindaki fark olarak yazilabilir
6RY ., = V8L — V6L, (2.2.15)
Ardindan (2.2.4) iliskisi kullanilirsa,

S8R,y = V0L, — V60 (2.2.16)
ifadesine ulasilir. Son olarak, (2.2.5) iliskisi kullanilarak

O0R = R,,, 69"V + gH'6Ryy (2.2.17)
esitligine ulasilir.

Vgt =0 (2.2.18)

esitligi gegerli oldugundan dolayi, (2.2.17) denkleminin igerisine (2.2.16) ifadesi

konulabilir ve sonug olarak
6R = Ry, 69" + V,(g"v 8L, — gHP6Ty,) (2.2.19)

esitligi elde edilir (Poisson, 2007; Guarnizo et al." den, 2010). Bu esitlik (2.2.12)'

de ilk terimin igerisine konulursa
1 4, [
ﬁ f d*x,/— g 6R =

1
f d*x.[— ( 5 — V(9" s8I}, — gﬂpar;;)) Sghv (2.2.20)

ifadesi elde edilir. Burada son iki ifade toplam tiirevdir. Gauss teoremine gore, bu

terimler uzay zaman bolgesinin sinir1 lizerinde integre edildigi zaman yok olurlar.
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Dolayisiyla bu iki terim etkinin varyasyonuna herhangi bir katkida bulunamaz ve

esitlik

1 1
Z_Icz,f d*x,/[—g6R = 2—K2f d*x,/—gR,, 69" (2.2.21)
haline gelir.
Simdi (2.2.12) esitligindeki ikinci varyasyon olan &,/—g terimi elde
edilecektir. Bunun i¢in oncelikle In|M;,| = In(detM) esitliginden faydalanilir.

Burada M tersinir olan keyfi bir matristir ve In M ise exp In M = M ile tanimlanur.

Bu nicelik varyasyona tabi tutulur ve matrisin izinin doniisiim 6zelligi kullanilirsa

1
-1 = —
Tr(M~—16M) JotM 6(detM) (2.2.22)

esitligi saglanir. Burada M = gV ve detM = g~ = detg"" esitligi uygulanirsa
v -1 -1 1 v
Tr(9:w69") = 98(g™) = 6(97) = g 59" (2.2.23)
ifadesine ulasilir. Dolayisiyla 8,/ —g ifadesi
1
8(=g =8l(=g™)7?] = =5 (=g 725(~g)

1
= —E,/—ggm,&g’“’ (2.2.24)

seklinde elde edilir (Carroll, 2004). Bu esitlik (2.2.12) esitliginin ikinci terimi

olarak yerine konulursa

1 1
ﬁf d4xR61/— = —mf d4 XRg#W/—g(Sg”v (2.2.25)

ifadesine ulasilir.
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Son olarak, (2.2.12) esitliginin tigiincii terimi olan &(L,,/—g) ifadesinin

karsilig1 bulunacaktir. Bunun i¢in (2.2.6)" dan faydalanilirsa

f d*x8(Lnr/—g) = —%Tw (2.2.26)

esitligi elde edilir.
(2.2.12) esitliginin  igine (2.2.21), (2.2.24) ve (2.2.26) esitlikleri

yerlestirilirse

o (1 1 1
j d*x (m (Ruv - ERg’“’> - ETIW> =0 (2227)

denklemi elde edilir. Son olarak, bu denklem

1
Ruy = Rguy = KTy (2.2.28)

esitligini verir (Carroll, 1997; Klanova' dan, 2013). Bu denkleme Einstein alan
denklemi adi verilir. Burada sol kisim geometriyi, sag kisim ise maddeyi temsil
etmektedir. Bu denklemler verilen bir uzay zaman bélgesi i¢in madde ve geometri
arasindaki iliskinin elde edilmesini saglar.

Einstein alan denklemleri lineer degildir. g;, metrik tensoriinden 6 tane
bagimsiz bilesen gelir. Maddenin enerji momentum tensoriinde ortaya c¢ikan
dortlii iz bileseni u!, utu; = 1 iliskisine sahiptir, dolayisiyla buradan 3 bagimsiz
bilesen gelir. Son olarak FEinstein denklemlerinden maddenin dagilim ve
hareketinin tamamen belirlenebilmesi i¢in basing ve yogunluk arasindaki iliskiyi
veren durum denklemi de Einstein denklemlerine eklenmelidir. Dolayisiyla p/c?
ifadesinden de 1 bagimsiz bilesen gelir. Tiim bu bagimsiz bilesenler toplanirsa
Einstein alan denklemlerinin 10 bilinmeyenli 10 denklemden olustugu goriiliir.

(2.2.28) denkleminin sol tarafina Einstein tensorii de denilmektedir ve bu
tensor G, ile gosterilir. Bu tensér korunumludur, dolayistyla (2.2.18) esitliginin
gecerli oldugu anlamina gelen VHT,, =0 esitligi garanti altina alimr. Bu ise

enerjinin ve momentumun yerel seviyede korundugu anlanna gelir. V¥#g,, =0
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oldugundan dolayi, Ag,, terimi bu iliskiyi bozmadan eklenebilir. A terimine

kozmolojik sabit ad1 verilir ve alan denklemlerine eklenmesi ile bu denklemlerin

goruniisu

1
Ry, — ERgMV +Agy = KZTW (2.2.29)
haline gelir. Bu denklem Einstein tensdrii olarak da yazilabilir

Gy + Agyy = K*Ty,

(2.2.30)

Kozmolojik sabitin Einstein alan denklemlerine eklenmesinin sebebi, bu
denklemleri yazdigi zaman Einstein' in sonlu ve statik evren goriisiinii kabul
etmesiydi. Sinirli ve statik evren zamanla ¢ekim tarafindan kendi igine
cokertilecektir. Bu durumda statiklik durumu bozulacakti. Bunun 6niine gegmek
icin ¢cekime zit bir sekilde calisan bu sabiti denklemlere eklemistir. Statik Einstein

evreninde bu durum matematiksel olarak
K2p=—=A (2.2.31)

seklinde ifade edilir. Burada r evrenin egrilik yaricapidir.

2.3. FRW Metrigi ve Friedmann Denklemleri

Astronomik gozlemlere goére madde evrenin her tarafina diizgiin bir bigimde
dagilmistir. Kozmolojik prensip evrende hi¢bir 6zel noktanin ve yoniin olmadigi
belirtir. Bu ise galaksilerin uzayda ve farkli agisal yonlerde diizgiin bir sekilde
dagildig1 anlamina gelmektedir. Bir diger degisle, biiyiik 6lgeklerde evren hem
homojen hem de izotropiktir.

Fakat astronomik gozlemlere goére evren genislemektedir, bu yiizden
homojenlik ve izotropi kisa bir siireligine uygulanamaz (Carroll, 1997).
Genisleyen evren statik evren diislincesini ¢liriitmiistiir. Burada bu kosullar
saglayan bir metrik formunda Einstein alan denklemlerinin ¢ozliimi

arastirilacaktir.
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2.3.1. FRW Metrigi
FRW (Friedmann-Robertson-Walker) metrigini elde etmek igin 6ncelikle 4
uzay koordinatina (x, y, z, w) sahip olan 4 boyutlu Euclidean uzayi ile baslanilsin.

Sonsuz kiigiik bir ¢izgi elemaninin uzunlugu

d?l = d?x + d?y + d?z + d*w (2.3.1.1)

seklindedir. Ardindan kiiresel koordinatlarda bunu yazmak i¢in

X =7rcosfsing (2.3.1.2)
y =rsin@sin ¢ (2.3.1.3)
Z=rcos¢ (2.3.1.4)

doniistimii yapilir. Bu durumda ¢izgi eleman
d?l = d?r +r?2d?0 + d*w (2.3.1.5)
formuna sahip olur. Burada
d?0 = d?6 + sin?6d?¢ (2.3.1.6)
esitligi vardir.

Evren uzaysal olarak homojen ve izotrop oldugundan dolayi, 4 boyutlu
uzaydaki Uglii bir hiperkiirenin yiizey formunu alir. Bu kapsamda, hiperkiire
terimi yalnizca pozitif egrilik durumunu degil, ayn1 zamanda sifir ve negatif

egrilik durumunu da igerecektir. Yiizey tizerindeki noktalar 4 boyutlu uzaydaki bir

noktadan R uzakligina ayni olmalidir

x?>+vy%2+ 2%+ w?=R? (2.3.1.7)

Bu ifade (2.3.1.2), (2.3.1.3) ve (2.3.1.4) cinsinden
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r? + w? = R? (2.3.1.8)

seklinde yazilir. Buradan ise

rdr + wdw =0 (2.3.1.9)

sonucuna ulasilir. Bu ifade ise

r2d?%r
d2w = —— (2.3.1.10)
w
esitligi anlamina gelir. Burada (2.3.1.8) ifadesi yerine konulursa
r2d?*r
2, _
dew = m (2.3.1.11)
denklemine ulasilir. Bu denklem (2.3.1.5)" in i¢ine konulursa
d?r
d?l = ——— + r?d?Q 2.3.1.12
1—r2/Rz 7" ( )

esitligi elde edilir. Denklemin sag tarafinda {li¢ uzaysal boyut bulunmaktadir ve
burada R evrenin yarigapidir. (2.2.1) denkleminde Genel Roélativistik formda iki
uzay zaman noktasi arasindaki mesafe verilmisti. Homojen, izotropik ve

genisleyen bir uzayda bu mesafe t zaman koordinati ile beraber
ds? = —dt? 4+ R*(t)do? (2.3.1.13)
seklinde verilir. Burada do? ¢izgi elemani ds?' nin uzaysal kisnudir ve

do? = yupWdu®duf (2.3.1.14)
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ile ifade edilir. Burada u“ tiglii uzaysal koordinatlar1 ve y,p ise 3 boyutlu metrigi
temsil eder.

Friedmann metrigini elde etmek i¢in zamanin da eklenmesi gereklidir. Uzay
bilesenlerinin zamana bagli olduklar1 bilinmektedir, bu ylizden evrenin goreli

genislemesini temsil eden dlgek faktorii a(t) eklenirse, metrik

2

ds? = —dt? + az(t) <TZ/RZ

+ T2d2Q> (2.3.1.15)

haline gelir. Burada a(t) = R(t)/R, boyutsuz olgek faktoriidiir. Simdi, evrenin

egriligi
1
k=3 (2.3.1.16)

olarak tamimlanir. Bu egrilik (2.3.1.15) denklemine konulursa, homojen,
izotropik ve genisleyen evreni tammlayan Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

metrigi elde edilir

2

1—kr?

ds? = —dt? + a?(t) < + rzdzﬂ) (2.3.1.17)

k egriligi, reel yarigapa sahip olan kapali (kiiresel) evren i¢in pozitiftir. Tamamen
baryonik madde ile kapli olan kapali evrenin genislemesi yavaslayacaktir ve
sonugta boyle bir evren geriye ¢okmeye baslayacaktir. Imajiner yarigapa sahip
olan acik (hiperbolik) evren igin k niceligi negatiftir. Son olarak, sonsuz R
yarigapina sahip olan diiz evren i¢in ise bu deger sifira karsilik gelmektedir

(Carroll, 1997; Klanova' dan, 2013).

2.3.2. Hubble Parametresi
Evrenin genislemesi olgek faktorii a(t) ile iliskilidir. Genisleme orani

Hubble parametresi H ad1 verilen bir nicelik tarafindan
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T
Il
I

(2.3.2.1)

seklinde temsil edilmektedir. Hubble parametresi zamanla degisen bir nicelige
bagli oldugundan dolayi, bu parametrenin degeri zamanla degisecektir. Hubble
parametresinin giiniimiiz degeri H, ile gosterilir. Planck uydusu tarafindan bu

parametrenin degeri

Hy = 67.80 + 0.77kms *Mpc~! (2.3.2.2)
0

olarak olglilmiistiir (Ade et al., 2013)

Bununla beraber, kozmolojide kullanisli olan Hy;' Hubble zamani ve
Hubble hacmi kavramlar1 da tanitilabilir. Olgek faktorii a' nin yaklasik olarak iki
kata ¢iktig1r zaman aralifina Hubble zamani denir. Hubble hacmi ise, evrenin
genislemesinden dolayr 1sitk hizindan daha biiyiikk bir oranda godzlemciden

uzaklasan cisimlerin Gtesini gevreleyen kiiresel bir evren bolgesidir.

2.3.3. Friedmann Denklemleri

Friedmann denklemleri Olgek faktoriiniin zaman ile nasil degistigini ve
farkli evren modelleri ile benzestirme yapabilmek i¢in kullanilabildiginden dolay1
modern kozmolojide en ¢ok kullanilan denklemlerden birisidir. Bu denklemleri
elde edebilmek icin gozlemsel olarakta uyumlu olan uzaysal diiz (k = 0) FRW

metrigi géz oniinde bulundurulmalidir. (2.3.1.17) denkleminden

d?s = —dt? + a?(t) (d?r + r?d?0) (2.3.3.1)

ifadesine ulasilir. Bu metrik

-1 0 0 0
0 a?(t) 0 0
0 0 0 a?(t)

ve
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-1 0 0 0
/ 0 —— 0 0 \
I |
gtV = i 0 2]é ; 0 i (2.3.3.3)
a<(t
1
\ 0 0 0 az(t)}

matris formunda yazilan kovaryant ve kontravaryant metrik tensér anlamina

gelmektedir.
(2.2.2) kullamlarak (2.3.3.1) metriginin sifirdan farkli olan Christoffel
bilesenleri
L =TL =IL = da (2.3.3.4)
x _ 1YV _ —TXx 1Y _ _ a
Fxt — Fyt — lzt — th —_— Fty - th — a (2.3.3.5)

elde edilir. (2.2.4) Ricci tensoriiniin igerisine bu terimler yerlestirilirse, sifirdan

farkli olan Ricci tensorleri
a

Rtt = _3_ (2.3.3.6)
a

Ryx = Ryy = Ry, = da + 242 (2.3.3.7)

olarak elde edilir. (2.2.5), (2.3.3.3), (2.3.3.6) ve (2.3.3.7) kullanilarak Ricci
skaleri

da + 2a?

R = 3da + 3—2 (2.3.3.8)
a

elde edilir. Bu esitlik

. .2
a a .
R=6-+6 (5) = 6(2H% + H) (2.3.3.9)
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seklinde sadelestirilebilir.

Miikemmel akiskan i¢in maddenin enerji momentum tensori

(2.3.3.10)

oo 'v o
oo o
avl= Nl

ile verilir. Burada p,, enerji yogunlugu ve B,, ise basingtir. (2.3.3.2) denklemi

kullanilarak indisler indirilirse

_ 0 a’P 0 0
Tuv = gWT v 0 0 22P 0 (2.3.3.11)
0 0 0 a?P

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin izi
T = g‘“’Tw =—p+ 3P (2.3.3.12)
seklindedir (Klanova, 2013).

2.3.3.1. Birinci Friedmann denklemi

(2.2.29) Einstein alan denkleminin zaman bilesenleri

1
Rtt —_ EgttR + Agtt = Ktht (2.3.3.1.1)

seklindedir. Bu esitligin icerisine (2.3.3.2), (2.3.3.6), (2.3.3.7), (2.3.3.9) ve
(2.3.3.11) konulursa

a? Kklp+ A

a? 3

(2.3.3.1.2)
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esitligine ulasilir. Bu, diiz evren i¢in birinci Friedmann denklemidir. Bu denklem,
maddenin ve kozmolojik sabitin enerji yogunlugunun oOl¢ek faktorii ile nasil
degistigini sdyler. Enerji yogunluklari ve Ol¢ek faktorii arasindaki bu iliski,
rolativistik olmayan maddenin enerji yogunlugu ve rolativistik olan maddenin
enerji yogunlugu agisindan agiklanabilir. Rolativistik olmayan maddenin sahip
oldugu enerji yogunlugu p,, < a™3 ile verilirken, rélativistik pargaciklarda ise
p, < a~* ile verilir. Dolayisiyla, rolativistik olmayan madde igin enerji
yogunlugu p,, = pg'/a® seklindeyken, rélativistik maddenin enerji yogunlugu
pr= ph/a* seklindedir. Burada p} giiniimiiz enerji yogunlugudur ve dolayisiyla
gozlenebilir bir niceliktir (Trodden and Carroll, 2004).

Farkli tiir enerji yogunluklari i¢in Friedmann denklemi ¢oziilebilir.

(2.3.3.1.2) denkleminden p,, i¢in olan ifade kullanilirsa
a(t) o t?/3 (2.3.3.1.3)

iliskisine ulasilir. Dolayisiyla, Einstein alan denklemleri Friedmann denklemleri
cercevesinde c¢oziiliirse evrenin genisledigi ortaya c¢ikar. Bu da statik evren
diisiincesinin gegersiz oldugu anlamina gelir.

Benzer sekilde, p, icin olan ifade kullanilirsa
a(t) <Vt (2.3.3.1.4)

iliskisi elde edilir. Isinim ve madde arasindaki farklilik bu bilesenlerin farkl
genisleme oranina sahip olmasina neden olmaktadir (Trodden and Carroll, 2004).
Simdi ise, Friedmann denklemlerinde kozmolojik sabitin evrenin genisleme
oranint nasil degistirecegi goriilecektir. Daha Onceden bahsedildigi gibi,
kozmolojik sabit statik evreni elde etmek i¢in gerekli olan terimdi. Ancak
genigleyen evren igin kozmolojik sabit artik yeni bir enerji bileseni olarak dikkate
alinacaktir. (2.2.30) denklemine gbre A evrenin genislemesi sirasinda enerji
yogunlugu sabit olan bir bilesen gibi davranir. Eger (2.3.3.1.2) denklemi bu kosul

altinda ¢oziiliirse

az A e
—_— = § = a(t) =e A/3t (23315)

a?



23

esitligi elde edilir. Bu ¢oziim de Sitter ¢dziimii olarak bilinmektedir ve tamamen
kozmolojik sabitten olusan bir evreni tanimlamaktadir. Bu ¢6ziimiin herhangi bir
fiziksel karsilig1 olmamasina ragmen matematiksel olarak kullanishdir.

Evrenin evrimini daha iyi anlayabilmek i¢in, bu {i¢ bilesen bir arada

bulunacak sekilde Friedmann denklemi yazilabilir

2

at K [pr  pm A
a4 _Kfpr, pPm L 2.3.3.1.6
(a) 3 la* a3 Kz] ( )

Buradan evrenin evriminin sahip oldugu ii¢ farkl faz goriilmektedir. Isinim
kiigiik olgeklerde (evrenin baslangici) baskindir, dolayisiyla giiniimiizde baskin
durumda degildir. Madde ise 1s1mima gore daha biiyiik Slgeklerde baskindir.
Kozmolojik sabitin enerji yogunlugu ise zamanla degismemektedir. Buradaki tek
varsayim (2.3.3.1.6) denklemindeki enerji bilesenleri arasindaki etkilesimin
kiiciik oldugudur, eger bu varsayim etkilesimler uygulanmayacaksa dikkate
almmalidir.

Simdi yeni bir nicelik olan kritik yogunluk tamitilabilir. Evrenin genisleme

orani ile yakindan ilgili olan bu nicelik

3o (2.3.3.1.7)
Pe =g ¢ 3.3.1.
seklinde gosterilir (Trodden and Carroll, 2004). Buradan yola ¢ikarak
i
0, = Po (2.3.3.1.8)
Pc

yogunluk parametresi adi verilen yeni bir nicelik tanimlanir. Burada pé madde,
1sinim veya kozmolojik sabitten herhangi birisinin gliniimiiz enerji yogunlugunu

temsil eder. Dolayisiyla, (2.3.3.1.6) denklemi yogunluk parametresi cinsinden

HN\*> 0, 0,
(_) =+, (2.3.3.1.9)
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olarak ifade edilebilir. (2.3.1.17) esitliginden goriildiigii gibi, evrenin ilave bir

bileseni olarak Friedmann denkleminde rol oynayan uzay zaman egriliginin etkisi

de dahil edilmelidir. Bu durumda (2.3.3.1.9) esitligi

HN\*> 0, 0, k 0, 2, Q
(H_O) st et e At et (2.3.3.1.10)

haline gelir. Burada Q; = k/HZ' dir. Eger bu denklem H = H, ve a = 1 olan

giiniimiiz zamaninda dikkate alinirsa
1—-0, =0, + 0, +0, (2.3.3.1.11)

esitligi elde edilir. Dolayisiyla, glinimiiz zamaninda evrenin toplam enerji

yogunlugu

. pd > p. = Q4 > 1 kapali evren
. P2 < p. = Q < 1 agik evren
o P = p. = Q) = 1 diiz evren

seklinde olur. Bu sayede, evrenin toplam enerji yogunlugu, evrenin genisleme
etkilerinin uzay zaman egriliginin nasil anlasilacaginda kullanilabilen bir

niceliktir.

2.3.3.2. ikinci Friedmann denklemi

Birinci Friedmann denklemlerinde Einstein alan denklemlerinin sadece

zamansal kismi dikkate alinmisti. Simdi ise uzaysal kistmlar g6z Oniinde
bulundurulacaktir.
(2.3.3.12) kullanilarak, (2.2.29) Einstein alan denklemlerinin izinin

—R 4+ 4A = k(—p + 3P) (2.3.3.2.1)

seklinde oldugu goriiliir. Bu ifadeye (2.3.3.9) eklenirse
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L A (2.3.3.2.2)

esitligine ulasilir. (2.69) birinci Friedmann denklemi burada yerine konulursa

i —k2(p+3P)+ A
= (p - ) (2.3.3.2.3)

denklemi elde edilir. Bu, ikinci Friedmann denklemidir. Bu denklem o&l¢ek
faktoriiniin ikinci tiirevi hakkinda bilgi verdigi i¢in, evrenin ivmelenerek
genislemesinin anlagilmasini saglar. Fakat bu denklemin ¢oziilebilmesi igin

madde, 1s1mim ve kozmolojik sabite ait durum denklemi gereklidir. Bu denklem

w = % (2.3.3.2.4)

ile ifade edilir. (2.3.3.2.4) denklemi (2.3.3.2.3) denkleminde yerine konulursa,
hizlanan bir evren i¢in w = P/p < —1/3 kosulunun gerektigi anlasilir.

Korunum denklemi
a
p+ 3; (p+P)=0 (2.3.3.2.5)

seklinde elde edilir. Bu denklem genisleyen evrende enerji yogunlugunun

evrimini tanimlar ve

dp 1lda
—_3 —da 2.3.3.2.6
o (p+p) PR ( )

seklinde yazlabilir. (2.3.3.2.4) denklemi yerine konulursa

0
p

dp 1lda = w = sabit

e 301 +w)-e= p={a30t® 2.3.3.2.7
dt p( ) adt p f13[1+w(a)]da ( )

poe 0 2 w=w(a)
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stireklilik denklemi elde edilir. Bu esitlik dl¢ek faktorii ile enerji yogunluklarinin
nasil degistigini gosterir. Rolativistik olmayan madde i¢in w,, = 0 iken,
rolativistik madde igin w, = 1/3" tiir. (2.3.3.2.7) denkleminden kozmolojik
sabitin durum denklemi de elde edilebilir. Daha Onceden belirtildigi gibi,
kozmolojik sabit evrenin genislemesi sirasinda enerji yogunlugu sabit olan bir
akiskan gibi davranmaktadir. Dolayisiyla sabit p,' y1 elde edebilmek i¢cin w = —1
olmasi gerekmektedir. Bu da p, = —p, demektir. Yani hizlanarak genisleyen bir
evreni elde edebilmek icin, negatif basinca sahip olan kozmolojik sabit
gerekmektedir.

Simdi 6l¢ek faktorliniin ikinci tiirevini farkli bilesenlerin nasil etkiledigi

goriilebilir

o Madde baskin durum, p =0 = d <0 Yavaslayan genisleme

o Istnim baskin durum, p = p/3 = d <0 Yavaslayan genisleme
o A baskin durum, p = —p = d > 0 Hizlanan genisleme

Evrenin hizlanmasi hakkinda bilesenlerin etkilerini daha iyi anlamak igin,

ivmelenme parametresi
1 sa aa
o= —7;2 (‘) =—= (2.3.3.2.8)
t=

seklinde tamimlanir. Bu parametre iizerinden evrenin genislemesi hakkinda
konusulabilir. Pozitif bir g, degeri d < 0' a karsilik gelir. Bunun anlami, uzayda
herhangi iki noktanin goreli hizlarinin azalmasi yani evrenin genislemesinin
yavaslamasidir. Evrenin genisleme hizi arttigr zaman d > 0 olmalidir. Bu da q,'

i negatif olmasini gerektirmektedir. Bu parametre £2; cinsinden

Qi
do =~ + 0 — (2.3.3.2.9)

olarak yazilir. Bu yiizden eger gozlemler hizlanarak genisleme ile mutabiksa,

standart kozmolojik model sadece madde ve 1simim ile agiklanamaz, hatta g, < 0
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durumunu elde etmek igin gerekli olan benzer bir durum denklemine sahip

kozmolojik sabit veya farkli bir bilesen gereklidir (Martinelli, 2011).

2.4. Genel Rolativite Teorisinin Agiklayabildigi Kozmolojik

Durumlar

Genel Rolativite lizerine temellendirilen evren modeline standart model adi
verilir. Bu model homojen, izotropik ve genisleyen bir evreni Ongérmektedir.
Eger zamanda geriye dogru gidilecek olursa, daha kiiciik, daha sicak ve yogun bir
evrenle karsilasilacaktir. Erken evrene dair farkli siireglerin gozlemleri ile Genel
Rolativite' nin ve Friedmann denklemlerinin olusturdugu teorik standart modelin
uyustugu bir¢ok nokta vardir. Bunlar, Genel Rolativite teorisinin basarilar1 olarak

ele alinacaktir.

2.4.1. Kirmiziya Kayma, Isinim Uzakhgi ve Hubble Kanunu
Eger laboratuvarda salinan bir fotonun dalgaboyu A,, gézlenen dalgaboyu

da A > A, ise, bu fotonun

A= 4
Ao

(2.4.1)

Z =

ile verilen z (kirmiziya kayma) kesri kadar kirmiziya kaymis oldugu sdylenebilir.

Evren a oraninda genisliyorken, parcaciklarin dalgaboylari

A== (2.4.2)

oOlgeginde olur. (2.4.1) ve (2.4.2) karsilastirilirsa

1—a

(2.4.3)
a

(2.4.4)
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esitlikleri elde edilir.

Bir gozlemci kaynaktan daha biiyilik gravitasyonel potansiyelde bulundugu
zaman gravitasyonel kirmiziya kayma meydana gelir. Bu durumun fiziksel
aciklamasi ise, enerji kesrini kaybeden parcacigin farkli potansiyel ile
karsilasmasidir.

Genel Rolativite' ye gore fizik kanunlarinin tiim koordinatlarda ayni oldugu
daha onceden bahsedilmisti. Ancak bazi koordinatlarda ¢alismak daha kolaydir.
Bunlardan birisi de comoving koordinat sistemidir. Burada metrigin kdsegen
elemanlar1 hari¢ tiim bilesenleri sifira esittir. Bu ise fiziksel olarak izotropik bir
evrende c¢alisildigl anlamina gelir.

Comoving koordinatlarda a 6l¢ek faktoriindeki bir cisme olan uzaklik

1

da
dz =c f m (2.4.5)

a

ile verilir. Sadece igerigi c¢ok iyi bilinen bir evren i¢in a(t) Friedmann
denklemlerinden elde edilebilir. Fakat gergek evren igin a(t)'yi belirlemek kolay

degildir. Bunun i¢in ise
cz 1
d, (z) = H—[1 + == qp)z| +0G) (2.4.6)
0

yaklasimi yapilir. z < 1 oldugunda
d,(z) = czHy* (2.4.7)

elde edilir (Martinelli, 2011). Burada d;(z) comoving koordinat sistemindeki
1sinim uzakligidir. Buna Hubble kanunu denir. Bu kanun daha uzak kaynaklarin
bizden daha hizli bir sekilde uzaklastiklarini séylemektedir. Bu genel ilerleme
hareketinin gdzlemi, statik evrenden vazgecilmesine ve Friedmann tarafindan
onerilen genisleyen evrenin kabul edilmesine neden olmustur.

Bu gozlemler standart kaynak olarak kullanilan  galaksilerde

gerceklestirilmistir. Standart kaynaklar fiziksel uzaklhigin bir gostergesi olarak
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kullanilmaktadir. Mutlak parlakliklar1 ile goriinen parlaklar: arasindaki iliskiden
yararlanarak bu cisimlerin uzakliklar1 bulunabilmektedir ve galaksilerin kirmiziya

kaymis dalgaboyu gozlemlerinden indirgenmis Hubble parametresi belirlenir

Hy

hn =
© ™ 100kms~1Mpc—1

(2.4.8)

2.4.2. Tlkel Cekirdek Sentezlenmesi

Genisleyen evrende oOlcek faktdrii zamanla artmaktadir. Bunun anlami,
geemiste Olgek faktoriinlin giinimiizdekinden daha kii¢iik oldugudur, bu da
yogunlugun daha yiiksek oldugu anlamina gelmektedir. Dolayisiyla ge¢cmiste
kagmilmaz olarak evrenin T sicakligi da daha yiiksek ve eger zamanda yeteri
kadar geri gidilirse evren tamamen iyonize formda olmaliydi.

Yapilan teorik hesaplamalara gore, evrende ilkel helyum bollugu yaklasik
olarak 0.25' dir (Steigman, 2006; Martinelli' den, 2011). Bu deger ise evrende
helyumun 6l¢iilen bollugu ile uyumludur, bu yilizden ilkel ¢ekirdek sentezlenmesi

genisleyen evren modelinin bir diger gézlemsel kanitidir.

2.4.3. Kozmik Mikrodalga Ardalan Isinim

Genisleyen model ge¢miste daha sicak bir evren onermistir ve bu yiizden
evren ge¢miste tamamen iyonize madde ile dolu olmaliydi. Bu ise, madde ve
fotonlarin ge¢miste tek bir akiskan gibi olmasi, Thomson sagilmasi ile
etkilesmeleri ve termal dengede olmalar1 anlamina gelmektedir. Thomson
sagilmasinin zaman o6l¢egi genislemenin zaman Olgeginden daha kiiciik oldugu
zaman evren fotonlara opaktir ve fotonlar serbest bir sekilde hareket
edemiyorlardi. Ancak aksi durumda yani, Thomson sa¢ilmasinin zaman olgegi
genislemenin zaman Ol¢eginden daha biiyiik oldugu durumda, evren artik
fotonlara transparan olur ve fotonlar serbest olarak yayildilar. Ancak fotonlar kara
cisim tayfinda goriilen termal dengenin hafizasinda yer etmis durumda
olacaklardi. Genislemeden dolay1r fotonlarin enerji yogunlugu zamanla
azalacaktir. Bundan dolayr bu spektrumun maksimumu giiniimiizde mikrodalga
bolgesindedir. Bdylece genisleyen model ilkel evrenin fotonlar icin opak

oldugunu ve kara cisim ardalan 1s1masinin su anda mutlaka mikrodalga boylarinda
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gozlemlenmesi gerektigini Ongérmistiir; bu nedenle bu 1simaya kozmik
mikrodalga ardalan 1s1nimi1 denilmektedir.

Ilk olarak 1964' te izotropik mikrodalga 1s1mas1 kesfedilmis ve deneyler
sayesinde bu 1smmimin T, = 2.725 + 0.004 K sicakliginda kara cisim tayfina
sahip oldugu anlasilmistir. Dolayisiyla genisleyen evren modelinin bir bagka
gozlemsel kanit1 da elde edilmis olur.

Kozmik mikrodalga ardalan 1smmimi ile yakindan ilgili olan baryon akustik
salimmindan da bahsedilebilir. Aslinda bu salinimin nedeni erken evrende var
olan akustik dalgalar tarafindan olusturulmus, evrenin goriiniir baryonik madde
yogunlugundaki periyodik dalgalanmalardir. Bu salinimin 6l¢iimii ile kozmolojik
parametreler kisitlanarak karanlik maddenin dogasi hakkinda bazi bilgiler elde

edilebilmektedir (Martinelli, 2011).

2.5. Genel Rolativite Teorisinin Aciklayamadigi Kozmolojik

Durumlar

Gozlemsel kozmolojinin gelismesi sayesinde, evrenin evrimi ve genel yapisi
hakkinda daha onceden ileri siiriilen teorileri sinama firsati elde edilmistir. O
zamana kadar birgok astrofiziksel ve kozmolojik olayr acgiklayabilen Genel
Rolativite' nin bazi yeni olaylar karsisinda agiklama getirmekte zorlandigi
gortilmistiir. Kozmolojik 6l¢ekte 6nem arz eden bu olaylar karanlik madde ve

karanlik enerji kavramlaridir.

2.5.1. Karanhk Madde

Teorik Ongoriiler icin (2; parametreleri olarak girilen tiim kozmolojik
parametrelerin degerlerini, kozmolojik gozlemler sayesinde 6l¢gmek miimkiindiir.
Bu parametrelerden birisi olan madde yogunlugu (,,,, 1sinim uzakligi (Riess et al.,
2004; Martinelli* den, 2011) ve baz1 baska oOl¢iimler (Komatsu et al., 2011;
Martinelli' den, 2011) ile 0.25 olarak olglilmiistiir. Ancak buradaki uyumsuzluk,
evrendeki 1$181 almabilen tim maddenin bu degeri aciklamak igin Yyeterli
olmamasdir.

Bu uyumsuzlugun agiklanmasi igin ileri siirlilen diisiince, elektromanyetik

olarak etkilesmeyen ve bu yiizden goriilemeyen ancak gravitasyonel etkilesimle
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evrenin toplam madde yogunlugunda hesaba katilan farkli bir madde tiiriiniin var
oldugunu seklindedir, bu yeni madde tiiriine karanlik madde denir.

Karanlik maddeyi dogrudan gozlemlemek miimkiin degildir ancak
gravitasyonel etkilesim sayesinde astrofiziksel gozlemlerde karanlik maddenin
varliginin isaretleri bulunabilir. Karanlik maddenin varliginin ilk kanitt M, Coma
kiimesinin kiitlesinin &lgiilmesidir. Ornegin yiizlerce galaksi igeren Coma
kiimesinin kiitlesi toplam 1simim oOlgiilerek bulunabilir. Kiitle - 1s1n1im oranindan
M, = 3.103M olarak elde edilen kiitleyi 1simma déniistiirmek miimkiindiir.
Ancak ayni kiimelerin kiitlesi dinamik olarak da dikkate alinip tahmin edilebilir.
Kime 6z cekici sistem olarak dikkate alinabilir bu yilizden Virial teoremi

kullanilabilir
K+2W =0 (2.5.1.1)

burada K ve W sistemin kinetik ve gravitasyonel enerjisidir. Bu iliskiden

1
K=—-—— = -M(v?) = - (2.5.1.2)

esitligi elde edilir. Burada a kiime 1stmm profiliyle ilgili bir parametredir, (v?)
hizin karesidir ve 7y, ise bir kiire olarak diisiiniilen kiimenin yaricapidir ve toplam
kiitlenin yarismi igerir. 7, kiime profilinden elde ediliyorken (v?) radyal hiz

dagilinin karesi sayesinde dlgiilebilir, bdylece

M, =2.10" Mg (2.5.1.3)

esitligi elde edilir. Buna gore, kiitle-isinim oranindan elde edilen kiitlenin dinamik
olarak tahmin edilen kiitleden yaklasgtk 10? kat daha az oldugu goriilebilir.
Buradan da kiimedeki maddenin neredeyse tamamina yakininin goriilebilir madde
formunda olmadigi, dinamik Ozellikleri tamamiyla saptanan karanlik madde
formunda oldugu ortaya cikar.

Karanlik maddenin bir diger isareti de galaksilerdeki donme egrisinin

gozlemidir. Gravitasyonel ivmelenmeden dolay1 galaktik merkezdeki yildizlarin
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yoriingesi uzakliga baghidir. Bu ivmelenme eger maddenin kiiresel olarak

dagildig1 varsayilirsa

0= MO (2.5.1.4)
r

seklinde ifade edilir. Burada M(r) r uzakhigma bagh olarak bulunan kiitledir.
Ivme a = v?/r seklinde ifade edilirse, galaksi merkezinden r uzaklif

icerisindeki kiitle yildizin hiziyla ilgilidir

v = fGAfﬂ(r) (2.5.1.5)

Kiiresel sistemde M (r) o« r3'tiir ve bu yiizden hizin merkezden olan uzaklik ile

oo

nasil degistigi hesaplanabilir

UV XT (2.5.1.6)

Ancak yildiz dagilimi galaksinin 1s1n1m profiliyle de ilgilidir, genelde

r

I(r) = Iye's (2.5.1.7)

davranmiginmi sergiler. Burada 7y karakteristik yaricaptir, genelde birkag Kpc'dir,
galaksi kiitlesinin ¢ogunu igerir. Bu yiizden, ilk olarak (r > r;) seklinde ¢ok
biiylik uzakliktaki yildizlar aynm kiitle tarafindan g¢ekileceklerdir, bu yiizden hiz
yarigapla

Voo — (2.5.1.8)

seklinde azalir. Ancak, gozlenen galaksi donme egrileri (Sekil 2.1) sayesinde bu
davranig sadece v ~ 75 i¢in goriilmektedir, daha biiylik yaricapta iken yildizlarin

hizlar1 sabit deger almaktadir.
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Bu durum, gozlenen hiz egrisini verebilmesi i¢in 75' in disinda gériinmeyen
maddenin varligini ve bu maddenin de galaksinin halosunda sakli olmasi gerektigi

seklinde agiklanabilir.
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Sekil 2.1: M31 galaksisi i¢in ve teorik modeller ile ve karanlik madde halosu dahil olmadan

gozlenen donme egrisi (Klypin et al., 2002; Martinelli' den, 2011).

Ancak bu karanlik madde normal madde veya kozmolojide bilindigi sekliyle
baryonik madde degildir, gozlenemeyecek kadar soguk olmalidir. Aslinda
baryonlarin ve fotonlarin niimerik yogunluklari arasindaki oran giiclii bir sekilde

sabittir (Steigman, 2006; Martinelli' den, 2011)
n= (55 +0.05).1071° (2.5.1.9)

Burada n parametresi ¢ekirdek sentezlenmesi siirecinde baryonlar ile
fotonlarin say1 yogunlugunun oranidir. Baryonlarin niimerik yogunluklariyla
ilgili olan bu deger, rolativistik olmayan enerji yogunluguna baryonlarin ()

toplam katkisinin saptanmasi amaciyla kullanilabilir

2.73K\3
n =274.10"8 (T) 02, h? (2.5.1.10)

Boylece n' min degerinin 6l¢limii ve Hubble sabiti hy = Hy/100' in indirgenmesi

ile
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1, =0.04 £0.01 (2.5.1.11)

elde edilir (Dodelson, 2003; Martinelli' den, 2011). Bu deger gozlemsel verilerle
gayet uyumlu olarak ilkel cekirdek sentezi kullanilarak da elde edilmisti. Ustelik
maddenin toplam enerji yogunlugu ,, = 0.25 bazi farkli goézlemlerle de
dogrulanmistir. Bu yilizden evrende maddenin yaklasik olarak % 80" inin Qg4,, =

0.21 olarak baryonik olmayan maddeden olustugu soylenebilir.

2.5.2. Karanlik Enerji

A kozmolojik sabitinden evrenin hizlanarak genislemesinden sorumlu olan
bilesen olarak daha Onceden bahsedilmisti. Bu sabit simdi daha ayrintili bir
sekilde analiz edilip tamitilacaktir. Bu bilesenin varligindan karanlik maddede
oldugu gibi, sadece kozmolojik evrim iizerindeki etkileri sayesinde dolayli olarak
anlam c¢ikartilabilir. Karanlik enerjinin varligini dogrulayabilecek gozlemleri
bulmak i¢in, Friedmann denklemleri ¢alisilabilir ¢iinkii dncelikle bu denklemler
;" nin bir fonksiyonu olarak evrenin yasinin hesaplanmasma imkan saglar ve
gdzlemlerle tahmin edilen degerlerin kiyaslanmasini saglar. Ikinci olarak ise
1sinim uzakligr lizerinde ivmelenerek genislemenin etkilerinin veriler ile teorik
hesaplara gore analiz edilmesini saglar.

Evrenin yasinin alt limiti bilinen en yash yildizlarin yas1 tespit edilerek
tahmin edilebilir; bunlar kiiresel kiimelerin igindeki diisiik metal bolluguna sahip

yildizlardir ve onlarin evrimlerinin ¢alisilmasi ile evrenin yasi
t, > 13.5 + 2 Milyar yil (2.5.2.1)

olmalidir (Jimenez et al., 1996; Martinelli' den, 2011). Simdi teorik olarak Big
Bang' ten (a = 0 oldugunda) gliniimiiz t, zamanina kadar olan siire hesaplanmak
istenmektedir. Evrenin yast kozmolojik parametreler (2;' nin fonksiyonu olarak
degismektedir. Eger yalnizca maddeden olusan diiz evren ,, = 1 gbz Onilinde

bulunduruluyorsa, birinci Friedmann denklemi

H\?> 1
0
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seklindeolur. 0 <t < tove0 <a < 1ileintegre edilip hy = 0.7 alinirsa
e
to = gHo_ ~ 9.3 Milyar yil (2.5.2.3)

elde edilir.

Bu yilizden eger madde evrenin tek bileseni ise, tahmin edilen yas
gozlemlerle uyumsuz olacaktir. Evren bileseni olarak sadece 1simim dikkate
almirsa, daha diisiik yas t, = (2H,)™! elde edilir, dolayisiyla sadece madde ve
1stnimi1 dahil edilerek evrenin gozlemlerle uyumlu olan yasini bulmak miimkiin
degildir.

Ayn1 yontem sayesinde, egrilik veya kozmolojik sabit tarafindan getirilen
tim enerji yogunluklar1 ile bos evrenini yasini hesaplamak da miimkiindiir, ilk
durumda t, = H;* iken ikinci durumda t, = +oo olur ve bu da Big Bang yok
demektir. Bu yilizden bu iki bileseni evrenin teorik yasini arttirmak i¢in madde ve
1s1nim i¢eren bir modelde goz 6niine almaliyiz.

Aslinda, madde ve kozmolojik sabit tarafindan olusturulan (2, =1 — £2,,)

diiz evren varsayilirsa

2 Hy? 1— Op+ 1

to= = 0 ln[ m l (2.5.2.4)
33./1— 0, 2

ve 2,, = 0.25 ve hy = 0.7 alinirsa

to = 14.2 Milyar yil (2.5.2.5)

degeri elde edilir. Bu yiizden enerji yogunluklar1 kiyaslanabilir madde ve
kozmolojik sabitli bir model kiiresel kiimeler ile elde edilen alt yas limiti ile
uyumludur.

Karanlik enerjinin daha da onemli isareti, yalnizca madde ve 1sinim ile
hesaplanan 1sinim uzakligindan gézlenen sapmadir. Hubble kanunu d;, = czH;*
sadece z « 1 igin gegerlidir, daha biiyiikk kirmiziya kaymalarda (2.4.6)
denklemindeki daha yiiksek mertebeler dikkate alinmalidir. Hubble kanunundan
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bu sapmalar (2.3.3.2.9) denklemindeki ivmelenme parametresi ile iligkili oldugu

i¢in, evrenin bilesenleri hakkinda birgok bilgiler verecektir.

16000 -
Hubble Law
000 %02
—q,~05

12000

10000

8000

d, [Mpc]

Sekil 2.2: g, = 0.5 (kirmuz1 ¢izgi), q, = 0 (mor ¢izgi) ve q, = —0.5 (mavi ¢izgi) ile
1sinim uzakligl. Siyah ¢izgi disik kirnmuziya kaymadaki Hubble kanunudur. Noktalar ve hata
paylar1 SN la verileridir (Riess et al., 2004; Martinelli' den, 2011).

Dolayisiyla q,' 1n farkli degerleri ile ortaya konulmus teorik modeller ile
gozlemsel verileri kiyaslamak miimkiindir. Sekil 2.2' den gorildiigii gibi
sipernova verisi negatif g, ile uyumludur; bunun anlami evrenin su an madde ve
isinim ile agiklanamayan hizlanarak genisleme fazinda oldugudur. Hatta bu iki
bilesen ivmelenme parametresine pozitif katki bile yapmaktadir, bu yilizden
kozmolojik sabit gibi ivmelenme parametresi q,' a negatif katk1 yapacak karanlik

enerji akigkanina ihtiya¢ vardir (Martinelli, 2011).

2.5.2.1. Kozmolojik sabit

Hizlanarak genisleme fazini agiklayan en basit aday kozmolojik sabittir. Bu

1

bilesen i¢in durum denklemi parametresi w = —1' dir ve q,

bulundugu (2.3.3.2.8) denklemi ile goriilmektedir.

a negatif katkida



37

Supernova Cosmology Project
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Sekil 2.3: Q, ve (,, lizerindeki gézlemsel sinirlamalar (Martinelli, 2011).

Bu yilizden 2, 1smim uzakligi verisi ile smirlandirilabilir, ¢linkii 1g1mim
uzakhigr oOzellikle karanlik enerjiye duyarlhidir. Sekil 2.3 de Union 2
siipernovasindan (2, ve (1, izerindeki sinirlamalar goriilebilir. Buna gore,
slipernova, baryon akustik salinimi ve kozmik mikrodalga ardalan gézlemlerinin
neredeyse birbirleri ile dik sekilde cakigmasi sayesinde, madde ve kozmolojik
sabit lizerinde ciddi sinirlamalar elde edilebilmektedir. Yozlagsmadan dolay:
kozmik mikrodalga ardalani sinirlamasi sadece tek basina yeterli degildir ¢linkii
grafikte ucu agik bir goriiniim sergilemektedir. Grafige gore bu ii¢ godzlemin
kesistigi bolge aym1 zamanda evrenin uzaysal olarak diiz oldugunu da
gostermektedir. Yine de kozmolojik sabit {izerinde bazi ciddi teorik problemler
bulunmaktadir. Bunlardan en 6nemli olanlar1 ¢akisma ve ince ayar problemleridir.

[k problem, oranlar1 zamanla hizli bir bigimde degisse bile, maddenin ve
kozmolojik sabitin enerji yogunlugunun giinlimiiz zamaninda karsilagtirilabilir

olmasindan dogmaktadir
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Pa_ o3 (2.5.2.1.1)
Pm

Gegmis zamanlarda aslinda maddenin enerji yogunlugu kozmolojik sabite

gore olduk¢a baskindi, 6rnegin Planck zamaninda yani Big Bang' den ¢, =

5.3906 x 10~** sn sonra bu iki oran p,/p, = 107123 tiir. Bu iki bilesenin

kirmiziya kayma ile nasil degistigi bilindiginden, madde ve kozmolojik sabitin

katkisinin birbirine esdeger oldugunda kirmiziya kayma z, hesaplanabilir

o, 1/3
1+ 2)= (Q—) = 7, ~03 (2.5.2.1.2)

m

Boylece, kozmolojik bakis acisindan esdegerlik giinlimiiz zamanina
gercekten yakin olmaktadir ama burada maddeden sabit enerji yogunluguna sahip
olan kozmolojik sabite gegisi dngorebilecek higbir fiziksel mekanizma yoktur. Bu
yiizden kozmolojik sabitin degerini, ge¢miste madde baskin donemden
gelecekteki kozmolojik sabit baskinligina degistirmeye ihtiyag vardir ama neden

evrenin boylesi 6zel bir aninda yasadigimiz agiklanamamaktadir.
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Sekil 2.4: Cakisma probleminin grafiginin gosterimi (Lineweaver and Egan, 2007,
Martinelli' den, 2011)

Kozmolojik sabite iliskin bir diger konu da onun fiziksel yorumundan
dogmaktadir; bu bilesen evren genisliyorken enerji yogunlugunu sabit tutan
akigkan gibi davranir, bu yiizden kozmolojik sabitin ayni 6zellige sahip vakum
enerjisi ile iligskili oldugu disiiniilebilir. Minkowski uzay-zamaninda vakum
durumunda enerji-momentum tensoriiniin ortalama degerinin alinmasiyla vakum
enerjisinin kozmolojik sabit gibi davrandigi gosterilebilir ve invariant simetrik
tensor elde edilirse bu metrikle orantili olur. Bu, yiiksek mertebeden terimler

ihmal edilirse egri uzay-zamana da uygulanabilir, dolayisiyla

(Tww)vac = Pvacuv (2.5.2.1.3)

elde edilir. Friedmann denklemlerine giren etkili kozmolojik sabit
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A = 816G pyae + Ao (2.5.2.1.4)

seklinde verilir (Straumann, 2002; Martinelli' den, 2011). Burada A, sabittir.
Evren diiz olarak (p;o; = p.) bilindigi i¢in, p, = A/8nG kritik enerji
yogunlugunu agamaz
Hg

3
Pe= g—== 8 X 10™*7h3GeV* (2.5.2.1.5)

Kuantum alan teorisi kullanarak vakum enerjisi hesaplanabilir. Kuantum
alan teorisine gore serbest bir alanin vakum enerjisi sonsuzdur. Bu durum, klasik
Lagrangian' deki alanlarin belirsizlik mertebeleri ile ilgilidir ve klasik mertebeler
dikkate alindigi zaman ortaya ¢ikmamaktadir. Bu yilizden teorik vakum enerjisi
daha kiigiik bir degere normalize edilmelidir.

Sifir nokta enerjisi de denilen vakum enerjisi E = w/2 = VkZ + m2/2 ile
verilir. Burada w frekans, k ve m ise kuantum alaninin momentumu ve kiitlesidir.
Bu alanin teorik olarak sonsuz olan sifir nokta enerjilerini Ol¢iilebilir bir degere

normalize edebilmek igin k,,,,(>> m) 6l¢egi yok olana kadar toplanirsa

d3k 1
Pvac = (2n)3§‘/k2 + m? (2.5.2.1.6)
0

ile verilen vakum enerji yogunlugu elde edilir. Integralde biiyiik k(> m) modu

baskin oldugundan dolay1

kmax
Amk?dk 1 k;lnax
Pvac = f =

—k = 2.5.2.1.7
(2m)3 2 1672 ( )

yaklagik degeri elde edilir. k,,,, 0lcegi Planck kiitlesi mp;' ne esit olarak alinirsa,

vakum enetji yogunlugu p,.. & 1076GeV* olarak bulunur (Karakatsanis, 2010).
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Kozmolojik sabitin degeri gézlemsel olarak p, = 10~*7GeV* tiir. Parcacik
fizigi ag¢isindan A ile vakum enerjisi birbirine 6zdes kavramlardir. Kozmolojik

sabitin gozlenen degeri ile vakum enerjisinin teorik degeri arasinda

Pa

Pvac

~ 107123 (2.5.2.1.8)

kat fark bulunmaktadir. Dolayisiyla vakum enerji yogunlugunun su anki evren ile
uyusmasi i¢in Planck ¢agi esnasinda 10123' te 1 seviyesinde ince ayara ihtiyac
vardir. Boyle bir asir1 ince ayar teorik seviyede kesinlikle kabul edilemez. Bu
uyumsuzluga ince ayar problemi denir. Problemi daha keskin yapan sey, A' nin
alan denklemlerinde i gormesine ragmen bu uyumsuzlugun ortaya g¢ikmasidir.
Parcacik fiziginin bazi teorik Ongoriileri ile bu sorun hafifletilebilmekte yani
uyumsuzluk mertebesi diisiiriilebilmekte ancak ortadan kaldirilamamaktadir
(Trodden and Carroll, 2004). Dolayisiyla kozmolojik sabiti, vakum enerjisi olarak
aciklamak igin, kiiciik fakat yok olmayan A degerini vermesi i¢in A, degerine
ayarlanmis denge terimi 87G p,,,. €eklenmesi gereklidir.

Bu gibi problemler yiiziinden kozmolojik sabite alternatif bazi modeller
ortaya konulmustur. Bu modeller, kozmolojik sabite gerek duymadan evrenin
hizlanarak genislemesini agiklayabilmek amaciyla Einstein alan denklemlerine
yapilan diizenlemelerin sonucudur. Bu yeniden diizenlemeler Einstein alan
denklemlerinin hem geometri hem de madde kisminda yapilmaktadir. Geometri
kisminin diizenlendigi modellerden birisi de f(R) teorileridir. f(R) teorilerde
evrenin ge¢ zaman hizlanmasi kozmolojik sabite gerek kalmadan, sadece standart
madde ve geometri terimleri vasitastyla agiklanmistir. Bir sonraki béliimde neden
Einstein alan denklemlerine diizenleme yapma ihtiyacinin dogdugu incelenip bu
diizenlemelerin tarihgesi ele alinacaktir. Ardindan f(R) teorilerinin sahip oldugu
farkli gosterimlere ayr1 ayri deginilip bu formalizmlerin alan denklemleri elde
edilecektir. Ancak asil analizler literatiirde en ¢ok c¢alisilan gosterim olan metrik

formalizmi tizerinden yapilacaktir.



42

3. f(R) CEKIMINDE ALAN DENKLEMLERI

Kozmolojik sabitin karsi karsiya oldugu sorunlar nedeniyle, kozmolojik
sabit olmaksizin evrenin hizlanarak genislemesini agiklayacak alternatif modeller
bir siiredir tartisilmaktadir. Bunun i¢in Einstein alan denklemlerinin madde ve
geometri kisimlari yeniden diizenlenmektedir. Yeniden diizenlenmis Einstein
denklemleri genisletilmis ¢ekim teorileri olarak da bilinir ve aslinda ilk olarak
tamamen farkli bir amag i¢in formiiliize edilmislerdir. Genel Rolativite' ye ilk
diizenlemeler Weyl (Weyl, 1919) ve Eddington (Eddington, 1923) tarafindan
Onerilmistir.

1960" 11 yillarin basinda kuantum ¢ekim problemi ortaya ¢iktigi zaman,
aslinda bu Einstein Lagrangian' ine yapilacak olan ilk diizenlemelerin de bir
isaretiydi. Ortaya ¢ikan bu problemin kokeni, dogadaki tiim kuvvetlerin kuantum
alan teorisi olarak ifade edilmeye calisilmasidir. Fakat kuantum alan teorisi
cinsinden ifade edilmeye calisilmasi sonucunda Genel Rolativite tam olarak
caligmamaktadir. Bu yiizden Einstein Lagrangian' ine yiiksek mertebeden Ricci
skalerleri ekleyip diizenleme yapmanin bu sorunu hafifletecegi diisiiniilmiistiir
(Utiyama and DeWitt, 1962; Martinelli' den, 2011).

Bu yeniden diizenlemeler kuantum etmenlerinden dogmaktadir ve
dolayisiyla ¢ok yiiksek enerjilerde veya egriliklerde, yani Big Bang' den sonraki
ilk anlar esnasinda diizeltmeler yapmak gereklidir. Cekimin karakteristik dl¢egi
10733 c¢m Planck 6lgegi seviyesindedir ki bu seviyede ¢ekim ile ilgili klasik
olmayan etkileri denemek miimkiin degildir. Boyle bir 6l¢ege su anki deneyler ile
ulagsmak olast goriinmemekle birlikte, yakin zamanda ulasilabilecegi de
kuskuludur. Ancak Genel Rélativite ve kuantum alan teorisini beraber uyumlu
hale getirmeyi tercih etmek igin bir¢ok neden vardir. Aslinda su anda deneysel
olarak ulasilamaz goriilen Planck 6lg¢egi bu konu ile oldukca yakindan ilgilidir. En
basit ornek Big Bang senaryosudur ki burada evren kacinilmaz olarak Planck
ol¢eginden bile daha kiigiik boyutlara gitmistir.

Genel Rolativite ve kuantum alan teorisi tanimladigi fiziksel bolgelerde
oldukca basarilidir. Genel Rolativite yeteri kadar biiyilik 6lgekler tizerindeki klasik
bakis acisindan eylemsiz ve gravitasyonel sistemler tanimlamasinda basarili iken,
klasik tanimin bozuldugu kiiciik oOlgekli bolgelerde veya yliksek enerjilerde
kuantum alan teorisi bagarilidir. Ancak, bu iki teori bir araya geldigi zaman

calismamaktadir ¢iinkii kuantum alan teorisi uzay-zamanin diiz oldugunu
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varsaymustir. Diger taraftan, Genel Rolativite ise maddenin kuantum dogasini
dikkate almamaktadir. Bu ylizden dogal olarak, eger kuantum olgeklerinde giiglii
bir gravitasyonal alan varsa ne olacagi bilinmemektedir. Bunun yanisira kuantum
alanlarinin ¢ekimin varliginda nasil davranacagi, bu iki teorinin uyumlu oldugu
boyutun ne oldugu da bilinmemektedir. Bunun da &tesinde, ¢ekimin yiiksek
enerjilerde veya kiiglik dlgeklerde bir kuantum temsilinin, veya ¢ekimin bir
etkilesim olarak dogasini siirdiireceginin bile kesin bir kanit1 yoktur (Capozziello
and De Laurentis, 2011).

1960' I1 yillardan beri siiregelen bu gibi tartismalar dikkate alindiginda,
Einstein teorisinde ortaya cikan bu gibi eksiklikler Genel Rdélativite' nin
gravitasyonel etkilesimi acgiklayan tek teori olup olmadiginin sorgulanmasina yol
agmistir. Bu yiizden birgok yiiksek boyutlu ¢ekim teorisi ortaya ¢ikmis ve
bunlarin hepsi kozmolojinin ve teorik fizigin farkli alanlarina uygulanmistir.
Ornegin, sonraki bdliimlerde goriilecegi iizere, standart enflasyon teorisinin
yanisira genisletilmis ve hipergenisletilmis enflasyon senaryolari, genisletilmig
¢ekimde karadelik termodinamikleri, kozmolojik sabite gerek duymadan evrenin
ge¢ zaman hizlanmasi gibi durumlar bu ¢ekim teorilerinin baglica uygulama
alanlaridir.

Sonug olarak, Genel Rolativite bircok teorik ve deneysel konuda basarili
olmasina ragmen, bir final teori olamayacak bazi eksikliklere sahiptir. Bu
calismada, yiiksek mertebeli ¢ekim teorilerinden sadece f(R) ¢ekimi g6z oniinde
bulundurulacaktir.

Yeniden diizenlenmis g¢ekim teorilerinde f(R) ¢ekimi genis bir sekilde
caligilmaktadir. Burada Lagrangian yogunlugu, Ricci skaleri R' nin keyfi bir
fonksiyonudur. f(R) ¢ekiminde Einstein alan denklemlerinin geometri kisminda
diizenlemeler yapilmaktadir. Evrenin ge¢ zaman hizlanarak genislemesini
kozmolojik sabite gerek kalmadan skaler alanlar1 6ne siirerek agiklamaya ¢alisan
bu teoriler, temel olarak ii¢ formalizmde gosterilir. Birincisi ve belki de literatiirde
en ¢ok calisilan1 metrik formalizmidir. Metrik formalizminde alan denklemleri,

metrik tensor g,,,,' ye gbre varyasyona tabi tutulur ve ng Christoffel bagmtisi g,

ye bagldir. ikinci formalizm ise Palatini formalizmidir. Burada alan denklemleri

varyasyona tabi tutuldugu zaman, metrik tensor g, ve Christoffel bagintisi F[?y

bagimsiz degiskenler olarak islem yapilir. Genel Roélativite etkisi i¢in bu iki etki
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birbiri ile 6zdes olmasina ragmen, f(R) ¢ekiminde farkli alan denklemleri ortaya
¢ikmaktadir. Ugiincii formalizm ise metrik-affine formalizmidir. Bu formalizmde

ise etkinin madde kismi hem g,, metrik tensére hem de ng Christoffel

bagintisina baghdir. Ik olarak metrik formalizmindeki f(R) ¢ekimi ile
baslayalim.

3.1. f(R) Metrik Formalizmi
f(R) ¢ekimindeki 4 boyutlu etkinin genel formu

1
=3 f d*x,[—gf(R) + f d*xLy (G, Yin) (3.1.1)

seklindedir (De Felice and Tsujikawa, 2010). Burada g, g,,,' niin determinant1 ve
L,, ise g, ve madde alanlar1 ¥,," ye bagl olan maddenin Lagrangian' idir. f(R)

1

¢ekiminde alan denklemlerini elde etmek icin, (3.1.1) etkisi g,,' ye gore

varyasyona tabi tutulmalidir

5S = f d4< J_ f(R))+6(Lm\/_ )) (3.1.2)

Bu ifadede her iki taraf ,/—gég*¥ ile carpilip

o1 (55 | fRO=G\  3(iny/=9)
fd‘lx\/_é‘g” (ZKZ( 5 g \/_5ng ) \/_Sgl“/ ) =0 (3.1.3)

seklinde genisletilebilir. Bu {i¢ terim sirayla varyasyona tabi tutulup toplam olarak
ifade edilecektir. Oncelikle, ilk terimdeki §f (R) ifadesi elde edilmelidir. (2.2.16)
ve (2.2.17) esitlikleri burada kullanilirsa

6R = R, 89" + g (V6L — V,6I)) (3.1.4)

esitligine ulasilir. Kovaryant tiirevlerin hesabi
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SR = R, 69" + g,,08g* — V,V,8 g (3.1.5)

ifadesini saglar (Guarnizo et al., 2010). Burada o D'Lambert operatoriidiir ve

o = g*¥9,0, ile verilir. §imdi bir F (R) fonksiyonu

of (R
F(R) = % (3.1.6)

seklinde tanimlanarak df (R) = F(R)OR seklinde yazlabilir. (3.1.5) denklemi

g6z Oniine alinarak bu denklem
8f(R) = F(R)SR = F(R)(R,,6g*" + g,,08g*" — V,V,6g*") (3.1.7)

seklinde yazilabilir.

Simdi bu ifade (3.1.3) denklemindeki ilk terimde yerine konulursa
1 4
ﬁfd X'(Sf(R),/— =

1
=2 f d*x F(R)(R,89"" + g,,08g9"" = V,7,69"")\[—g (3.1.8)

elde edilir. (3.1.3) denkleminin ikinci terimi igin (2.2.24) esitligi kullanilirsa

1 1
o J d*xf(R)8,\[—g = T f d*xf (R)guv/—96 9" (3.1.9)

elde edilir.

(3.1.3) denkleminin igiincii terimi ise (2.2.26) klasik Einstein ¢ekimindeki
gibidir.

Simdi, (3.1.8), (3.1.9) ve (2.2.26) denklemleri (3.1.3) denkleminde

kullanilirsa
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1 (F(R)
f d*x./—gSghtY <ﬁ <Sg”" (Rm,&g‘”’ + 9,089 =V, 7,89%")
1 1
~ SRy ) =5 T | = 0 (3.1.10)

denklemine ulasilir. Buradan da f(R) metrik formalizminde hareket denklemleri

elde edilir

1
F(R)Ry, — Ef(R)gm, + (9,y0 -V, )F(R) = k*Ty, (3.1.11)

g*V ile carparak (3.1.11) denkleminin izi alinir
1
F(R)R) — Ef(}!e)csjj — (V47— 8, 0)F(R) = k*T; (3.1.12)

55 = 4 ve V*V, = O oldugundan dolay, alan denkleminin izi
F(R)R + 30F(R) — 2f(R) = kT (3.1.13)

formunu alir (Klanova, 2013). Burada T = g#'T,,, ve

oF = (1//-g9)0,(/—99"*0,F) (3.1.14)

dir. Yeniden diizenlenmis ¢ekim teorilerinin gegerlilik kosullarindan birisi de,
zay1f enerji limitlerinde Einstein alan denklemlerine doniisebilmeleridir. Eger
f(R)=R olursa F(R)=1 olur ve f(R) metrik ¢ekimi Einstein alan
denklemlerine déniisiir ve izi de R = —« 2T olur, dolayisiyla bu durumda Ricci
skaleri madde tarafindan belirlenir. f(R) metrik formalizminde oOF(R) terimi
(3.1.13) denkleminde yok olmaz, bunun anlamu ise ilave bir skaler serbestlik
derecesinin ortaya ¢ikmasidir. Bu ilave serbestlik derecesini gormek igin (3.1.13)

denklemi vakumda yazilirsa
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oF (R) = %(Zf —RF(R)) (3.1.15)
elde edilir ve
——= §(Zf —RF(R)) (3.1.16)

seklinde tanimlanirsa

dv,
OF (R) = —ﬁ (3.1.17)

esitligine ulasilir. Bu esitlik, scalaron adi verilen ilave skaler serbestlik derecesi
veya bir skaler alan olarak kabul edilir. Scalaron ya f(R) metrik formalizminin
alan denkleminin izinde ya da f(R) teori Einstein sisteminde temsil edildigi
zaman ortaya c¢ikar. Einstein sistemi temsilinde, bu ilave serbestlik derecesi
gravitasyonel olarak adi madde ile birlesmektedir. Bunun bir sonucu olarak skaler
alanin kiitlesi ardalan enerji yogunluguna bagli olarak degismektedir. Madde ile
birlesen skaler alanlara ileriki béliimlerde de deginilecektir.

(3.1.13) iz denklemi skaler alan ¢ = F(R)' nin (scalaron) dinamiklerini
belirlemektedir (Iosifidis, 2013). Genel Rolativite' de sadece kiitlesiz graviton
vardir, ancak Genel Rolativite etkisine R, R, R*’, Ry, ,-R*'P° gibi terimlere
bagli olan ekstra terimler eklendigi zaman scalaron gibi skaler alanlar ortaya
cikmaktadir. Scalaron bu ekstra geometrik terimlerin sonucu olarak alan
denklemlerinin madde kisminda ortaya ¢ikmaktadir.

Hizlanma faz1 geciren evrenin anlasilmasi, Ricci skalerinin sabit yani
OF(R) = 0 oldugu denklemlerin vakum ¢oziimiine karsilik gelen de Sitter
¢Oziimii araciligi olmaktadir. Bu yiizden bir f(R) modelinin de Sitter benzeri

¢Oziimleri verebilmesi i¢in

F(R)R-2f(R)=0 (3.1.6)
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denklemini saglamasi gereklidir. Bu denkleme gore, fr = 2f/R olmalidir. Bu
esitligi verebilecek olan f(R) modeli, aslinda Starobonsky tarafindan ilk
enflasyon modeli olarak énerilen f(R) = R + aR? modelidir (Starobinsky, 1980;
De Felice and Tsujikawa' dan, 2010). Bu modelde aR? terimi R' den daha biiyiik
oldugu zaman hizlanarak genisleme elde edilmekte, R' ye esit oldugu zaman
enflasyon bitmekte ve R' den daha kiigiik oldugunda ise yeniden 1sinma ortaya

cikmaktadir.

3.1.1. f(R) Metrik Cekiminde FRW Evreni

[k béliimde, homojen, izotropik ve uzaysal olarak diiz olan bir evrene isaret
eden kozmolojik prensibin esas alindigindan ve bu 6zelliklere sahip olan evreni de
FRW metriginin temsil ettiginden bahsedilmisti. Ancak bu metrik Einstein
evreninde ele alinmigti. Simdi ise bu f(R) metrik ¢ekimi gergevesinde ele alinip
alan denklemleri elde edilecektir. (2.3.1.17) denkleminden hareketle

ds? = —dt? + a?(t)dx? (3.1.1.1)

denklemi yazilabilir. Diiz FRW metrigi dikkate alinmustir. Dolayisiyla (2.57)" den

gy’ nlin determinantinin

g=a)=,/[-g=a%() (3.1.1.2)
oldugu goriliir. (2.3.3.2)' ten Hubble parametresinin tiirevi

H= a_ (E) (3.1.1.3)
olarak bulunur. Bu ise

g 4R (3.1.1.4)

esitligine neden olur. (2.3.3.9) denklemini yeniden yazmak igin (2.3.2.1) ve
(3.1.13) esitliklerinden yararlanilirsa
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R = 12H? + 6H (3.1.1.5)

esitligi elde edilir. F ve g, niin tiim bilesenleri sadece zamana bagli oldugundan

dolayi, t' ye gore tlirevleri alinip yerine konur ve ,/—g' nin degeri de eklenirse

1
DF = ;at(_agat}?) (3.1.1.6)

elde edilir. Bunun sonucu ise
OF = —F — 3HF (3.1.1.7)
seklindedir.

Go6z Onilinde bulundurulan metrik diagonal oldugundan dolay1 kosegen
elemanlar hari¢ diger bilesenler sifirdir. Dolayisiyla sadece zaman bileseni ile

konum bilesenleri dikkate alacaktir. {lk olarak, (3.1.11) denklemi zaman

bileseni cinsinden
1 2
FRyo — Efgoo + (gooO — VoVo)F — k°gooToo = 0 (3.1.1.8)

seklinde yazilir. (3.1.14), (2.3.3.6) ve (2.3.3.11) denklemleri burada yerine

konulursa
3FH? = (FR — f)/2 — 3HF + k?p,, (3.1.1.9)
esitligi elde edilir. Bu denklem f(R) g¢ekimi igin birinci Friedmann denklemidir

(Klanova, 2013).

Ikinci olarak, (3.1.11) denklemi konum bilesenleri cinsinden

1
FRag == f9ap + (9apD = VaVg)F — k?gapTap = 0 (3.1.1.10)
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seklinde yazilir. F bileseni sadece zamana bagli oldugundan dolay1 V.V, F terimi
yok olur. Kalan terim i¢in ise (3.1.1.7), (2.3.3.7) ve (2.3.3.11) denklemleri

yerine konulursa

—2FH = F —HF + k*(p,, + B,,) (3.1.1.11)

esitligine ulasilir. Bu da f(R) ¢ekimi i¢in ikinci Friedmann denklemidir (Klanova,
2013). Burada

pm + 3H(ppy + Bp) = 0 (3.1.1.12)

seklinde yazilan siireklilik denklemi, birinci ve ikinci Friedmann denklemlerinin

miitkemmel akiskan varsayimi igin mutlaka goz oniinde bulundurulmalidir (De

Felice and Tsujikawa, 2010).

3.1.2. f(R) Metrik Cekimindeki ve Genel Rdolativitedeki

Friedmann Denklemleri Arasindaki Farkhihklar

Klasik Friedmann denklemleri ile f(R) metrik ¢ekimindeki Friedmann
denklemlerini fiziksel olarak birebir kiyaslamak pek kullamigh degildir. Ciinkii
f(R) fonksiyonuna gore bu denklemlerin matematiksel ve fiziksel sonuglari farkli
olacaktir. Bu da genel bir kiyas yapmanin miimkiin olmadig1 ve ancak model
iizerinden karsilastirma yapmanin anlamli olacagim belirtir. Bununla beraber,
literatiirde en ¢ok calisilan iki f(R) modeli tizerinden kiyaslama yapilacaktir. Bu
modellerden ilki f(R) «< R™ modeli (Capozziello et al., 2003a), ikincisi ise
f(R) = R — u2@™+1 /R™ (Carroll et al., 2003) modelidir. Buradaki temel diisiince,
yeniden diizenlenmis Friedmann denklemlerine dayanan bu modellerin, uygun p
ve P parametreleri sayesinde hizlanarak genisleme kosulunu veren durum
denklemini verebilmesidir. Dolayisiyla bu modeller ge¢ zaman hizlanmay: da
agiklamaya calismaktadir ve literatiirde f(R) teoriler iizerine temellendirilen
karanlik enerji modelleri olarak da gegmektedirler.

(3.1.1.9) ve (3.1.1.11) denklemleri
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.2

() -5 G r® - rr@i-3() rrw) = 3% (3.12.1)

a

ve

.2

z(§)+(“) f(lR){ ()Rf”(R)+Rf”(R)+R2f”’(R)

_ E[f(p) - Rf’(R)]} = —K2p (3.1.2.2)

olarak tekrar yazilabilir. Eger bu iki denklem birlestirilirse

Nt {(C) )+ ) + B2 ~ S 7R — R (RO =
() 2f'(R)

K2
= ——I[p+3P] (3.1.2.3)

esitligi elde edilir. f(R) = R g6z oniine alinirsa, f'(R) = 1ve f'' = f""" = 0 elde
edilir ve (3.1.2.1) ve (3.1.2.3) denklemleri igerisinde kozmolojik sabit
barmmdirmayan standart Friedmann denklemlerine indirgenir.

Bu aslinda, f(R) ¢ekim teorilerini ge¢ zaman kozmik hizlanmay1 agiklama
yolu olarak ilk dikkate alma tesebbiisiidiir. Asil amag¢ karanlik enerjiyi aciklayan
yeniden diizenlenmis cekime sahip olmak ve bdylece evrenin ge¢ zaman

hizlanmasini agiklamaktir. Bunun en basit yolu da

PoE =5 (R){ [f(R) — Rf'(R)] — 3( )Rf”(R)} (3.1.2.4)

-2

Pog = T 12 ( ) RFUR) + RER) + R R)

- [F R - RF (D))} (3.12.5)
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seklinde tanimlanan karanlik enerjinin enerji yogunlugu ve basing niceliklerini

yeniden yazarak

a 1

(_) = _KZPDE (3126)
a 3
i K2

(5) = - E [pDE + 3PDE] (3.1.2.7)

esitliklerine ulagsmaktir. Burada

Ptot = P + PpE (3.1.2.8)

PtOt =P+ PDE (3129)

esitlikleri vardir. Bazi basit yeniden tanimlamalar araciligi ile, standart Friedmann
denklemleri formundaki kozmolojik dinamikleri yoneten denklemler elde edilir.
Ayrica, etkide tanitilan yiiksek mertebeden terimler simdi uygun bir sekilde ppg
ve Py olarak ifade edilmistir, ¢linkii bu terimler burada karanlik enerjinin roliinii
oynamaktadir. Bu yiizden teori, karanlik enerjinin dahil oldugu Genel Rolativite
formuna getirilir (Capozziello et al., 2003a; Sotiriou' den, 2007).

Burada asil 6nemli olan, wesr < —1/3 etkili durum denklemini verecek
olan modeldir. R' nin bir fonksiyonu olarak incelenmis olan bu nicelikler agik¢a
bu durumla iliskilidir ve etkili durum denklemi f(R) fonksiyonel formuna bagli
olacaktir. Bu yiizden hizlanmay1 verebilecek olan ve literatiirde en ¢ok calisilan

iki modelin incelenmesi yararli olacaktir.

1. Model: Hizlanarak genislemeyi veren bu model f(R) «< R™ formuna
sahiptir (Capozziello, 2002). Eger f(R) = fyR™ ve dlgek faktorii de genel kuvvet
kanunu a(t) = ay(t/t,)* olarak varsayilip bu esitlikler (3.1.2.4) ve (3.1.2.5)

deklemlerinde yerine konulursa, n'in bir fonksiyonu olarak w

6n>—7n—-1

©= 6n2 —9n + 3

(3.1.2.10)
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seklindedir (n # —1). a ise n cinsinden

—2n?+3n-1
a= (3.1.2.11)
n—2

seklindedir. (3.1.2.11) denklemine gére, —100 > n durumu igin a' nin kesinlikle
arttig1 bulunuyorken, 100 < n durumu igin ise, a' nin kesinlikle azaldig1 goriiliir.
Yani bu iki aralik disindaki n i¢in a' nin artis veya azalis stirekli olmamaktadir.
Siireklilik sadece bu iki aralikta olmaktadir. Uygun n secimi istenilen wpg
degerini verir. Ornegin, n = 2 degeri werr = —1"1Vve @ = o' u saglar. Einstein
Hilbert etkisine bu kuadratik diizeltme Starobinsky enflasyonunda kullanilmustir.
Ancak bu noktada, siipernova gozlemlerini ve evrenin yasimi kullanarak n' i
sinirlamak miimkiindiir.

(2.4.1.5) ve (2.4.5.6) denklemlerine benzer sekilde, eger, uzaklik
modiliiniin tahmin edilen teorik Ongiiriisii ile gozlemleri arasindaki kiyaslama

yapilirsa 1s1n1m uzakligi

(1 + Z)f (3.1.2.12)

E(()

genel ifadesi ile gosterilir. Burada E({) = H,/H' tr. Eger f(R) = fyR"
modelinden baslanilirsa, bu durumda kirmiziya kayma cinsinden Hubble
parametresi

H(z) = Hy(1 + )Y/« (3.1.2.13)

iliskisi ile verilir. Bu durumda 1s1mim uzaklhigi
c
4, (7, Ho,m) = (14 7) f A+ 0)V/adg (3.1.2.14)
0

seklinde olur ve integrasyondan sonra
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a

d,(z,Ho,m) = i( Ja+2 |+ 2)a-1 — 1] (3.1.2.15)

Hy\a —1

ifadesine ulasilir. Bu ifade @ = 0,1 i¢in tanimsizdir, bu yilizden 151n1m uzaklig1 bu
gibi singiileritelerin varliginda kontrol edilmelidir. Sonu¢ olarak, n' in bes

bolgesinde uygulanabilir. Bu bolgeler

1
° Tl<5(1—\/§)
. %(1—\/§)<n<%
J Z<n<1

2
J 1<n<%(1+\/§)

° n>%(1+\/§)

seklindedir.
a
20
\5\
L L n
-2 2 4 6

-20 F
40}

Sekil 3.1: Grafik a' nin n' e karsi davramisim gostermektedir. Eksponensiyel «
biiyiimesinden dolay1 6lgek faktorii de aymi davramisi sergilemektedir. Olgek faktoriiniin

eksponensiyel genislemesi ise negatif w' ya karsilik gelmektedir (Capozziello et al., 2003a).
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Sekil 3.1 ' e bakilirsa, n' in bir fonksiyonu olarak Hubble parametresinin, «
ile aym egilimi gosterdigi goriiliir. n - 2 i¢in (3.1.2.11) denkleminin sonsuza
gittigi kolaylikla goriilebilmektedir. n' in yukaridaki bes deger araligi, evrenin
yast kullanilarak test edilebilir ve diger deger araliklari evrenin yasi ile

uyumsuzdur. Bu sonug Cizelge 3.1' de goriilmektedir. H, ve y2' nin en uygun
degerleri ile ilgili olarak Cizelge 3.1' den, fiziksel olarak sadece % <n < 1aralig

diglanabilir. Burada y? uzaklik modiiliiniin teorik ve gdzlemsel degeri arasindaki
farktir. Diger durumlarda, sonuglar Hubble parametresi ve y?' nin her ikisi icin de

en uygun degerleri verir.

Cizelge 3.1: Sonuglar SN la verilerine sahip olan f(R) « R™ modeline eklenerek ile elde
edilmistir. Ik siitun galistlan n' in araligini verir, ikinci siitun goreli olarak en iyi H,'1 verir,
{igiincii siitun en iyi n degeri olan n?®t" i, son siitun ise uzaklik modiiliiniin teorik ve gdzlemsel

degeri arasindaki fark olan y? indeksini verir (Capozziello et al., 2003a).

Range Hees (km sec™ Mpe=1) | nbest Y2
—100 < n < 1/2(1 — /3) 65 —0.73 | 1.003
1/2(1 — v3) <n < 1/2 63 —0.36 | 1.160
/2 <n <1 100 0.78 | 348.97
I <n < 1/2(1 + V/3) 62 1.36 | 1.182
1/2(1 +v3) <n <3 65 1.45 | 1.003
3 <n< 100 70 100 | 1.418

Simdi bu modele gore evrenin yasinin ne olacagina bakilabilir. Evrenin yas1

teorik olarak Hubble parametresi elde edilirse kolayca bulunabilir. Simdi, H' 1n

tammindan f(R) o< R™ kullanilirsa

t=aH™?! (3.1.2.17)
elde edilir. @ ve n birbirine bagh oldugu i¢in
—2n?+3n-1
= -1 (3.1.2.18)
n—2

esitligine ulagilir. Bu yiizden, evrenin yasinin basit olarak t = a(n)H*' oldugu

gortlir.
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IIk olarak negatif ¢ deerini veren m aralifi dislanmahdir. (3.1.2.17)
denkleminden evrenin yasi i¢in negatif degerlerin, negatif a i¢in elde edilecegi
aciktir, bu yiizden 1/2 <n <1 ve n> 2 degerleri hari¢ tutulur. Sonuglar
Cizelge 3. 2' de goriilmektedir.

Cizelge 3. 2: Yas testinin sonuglar1. ilk siitun test araligin1 temsil etmektedir. kinci siitun
stipernova testlerinden elde edilen 10 H,, araligin1 gostermekteyken, tiglincii stitun 10 — 18 milyar
y1l arasinda olusan evrenin yasini elde etmeye izin veren n degerini verir. Son siitun ise her bir

araligin en uygun degeri i¢in elde edilen yas degerlerini gosterir (Capozziello et al., 2003a).

Range AH (km see " Mpe ™) An t(n")(Gyr)
100 <n < ]/2(] \/_ﬁ) a0 — 80 0.67 <n < —0.37 23.4
1/2(1 - v3) <n < 1/2 57 — 69 —0.37 <n < —0.07 15.6
l<n<1/2(1+ \/@) 56 — 70 1.28 <n < 1.36 15.3
1/2(1+V3) <n<?2 h4 — T8 1.37 <n <1.43 24.6

Modelin son testi ise, veriler i¢in onemli olan n araliginin ayn1 zamanda
hizlanarak genisleme oranim1 da sagladigindan emin olmaktir. Hizlanma
davranigina sahip olmak i¢in a = ayt® dlgek faktorii fonksiyonunda, ' ninl1'den
daha biyiik oldugu degerlere gidilmelidir. & > 1 i¢in, —0.67 < n < —0.37 ve
1.37 < n < 1.43 araliklar1 hizlanarak genislemeyi saglar. Diger taraftan, Cizelge
3.2' nin 15.6 ve 15.3 milyar yil degerine sahip olan n araliklari, bu baglamda
(go > 0ve 0 < a < 1) kozmolojik dinamiklerini vermez.

Sonug olarak, f(R) < R™ (n # 1) tiirine sahip olan rélativistik Lagrangian
iizerine temellendirilen kozmolojik modellerin uygun sinirlamalar sayesinde, SN

[a ve evrenin yas testi gibi gozlemler ile fiziksel olarak uyumlu oldugu

belirtilebilir (Capozziello et al., 2003a).

2. Model: Bu model f(R) = R — u2™+D /R™ modelidir, burada p uygun

bir sekilde secilen parametredir. Bu durumda wpg Yine n' in fonksiyonu olarak

2(n+ 2)
pE = 14 3o ST D (3.1.2.19)

seklinde yazilir. Burada da ilk modelde oldugu gibi olgek faktorii igin a(t) =

ay(t/t,)* genel kuvvet varsayimi yapilmistir. Bu modelin en tipik érnegi n = 1'
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dir. Bu durumda wpg = —2/3 olur. Bu model smifinda pozitif n' in R™
modelinin aksine, etki denkleminde R ile ters orantili terimin varligina isaret
ettigine dikkat edilmelidir. Bu modelin altinda yatan temel diisiince, genisleyen
evrende R' nin zamanla artacagi ve ge¢ zaman hizlanmasinda baskin terim olarak
one cikip, bu hizlanmay1 agiklayacaginin diisiiniilmesidir.

Simdi bu modele ait olan bazi gozlemsel veriler ve siirlamalar dikkate

alimip ACDM modeli ile olan bazi farkliliklarina deginilebilir.

0.4

T T -
/ 02

10} 20

2

z 0.2

I
04

AcOM /7 1(R)

06

1 frreee—

: - 08 - -
0.0 01 1 10 0.1 1, 10 100

Sekil 3.2: f(R) =R — u*/R ve ACDM' in en uygun versiyonunun karsilastirilmasi. Her iki
durumda da £,, =0.3' tir. Soldaki H(z)/H, ve sagdaki w durum denklemi (3.1.2.20)
denkleminde tanimlanmustir (Fairbairn and Rydbeck, 2007).

Sag taraftaki grafikte durum denklemi ¢izilmistir ve buna gore, farkli durum
denklemlerine gore teorilerin kirmiziya kayma ile degisimi goriilmektedir. Diger

degisle, bu durumda durum denklemi

_2(1+2z)dH
3 H dz

(3.1.2.20)

formundadir ve yiiksek kirmiziya kaymalarda teorik 1gimim ile ayni olan w — 1/3
ifadesi gortilebilir.

Sekil 3.2' nin sol tarafindan, H(z)/H,' in disiik kirmiziya kaymalarda her
iki model i¢in de benzer oldugu goriilebilir. Fakat z =~ 0.5' den z = 10" a kadar
kirmiziya kaymalarda f(R) modelinin daha diisik H(z)/H,' a karsilik geldigi
goriilebilir. z = 10' dan sonra ise durum tersine donmektedir. Bu, z =0 ve
z = 1000 arasinda 1simim/agisal uzaklik integrallerinin benzer oldugu anlamina

gelir. Yani z = 1000 civarindaki bolgeye kadar bu iki modelin 1s1nim uzakligi ve
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agisal uzaklhigi arasindaki oran oldukg¢a kiigiiktir. Bu nokta, f(R) ve ACDM
modeli i¢in 1s1mim uzakliklar1 arasindaki kesirsel farkliligi gosteren Sekil 3.3' e
bakarak daha net goriilebilir. Ikisi arasindaki fark ozellikle yiiksek kirmiziya

kaymalarda oldukga diisiiktiir, fakat z = 5 civarinda zirveye ulasir.

0,=0.3

Sekil 3.3: Q,, = 0.3 oldugu zaman diiz ACDM ve en uygun 1/R modeli i¢in kirmiziya
kaymanin fonksiyonu olarak 1ginim uzaklig1 arasindaki fark (Fairbairn and Rydbeck, 2007). .

Eger z = 1 — 5 civarindaki kirmiziya kaymalarda Hubble diyagrami daha
iyi bilinirse, modeller arasindaki olasi farkliliklar daha iyi bir sekilde ortaya
cikartilir. CMB' den z = 1100' de ve siipernova verilerinden de z < 1.5' de veri
elde edildiginden dolayi, bu iki model arasinda ayrim yapmak su an zordur
(Fairbairn and Rydbeck, 2007).

Kisacasi, 1/R modelinin tamimladigi evren, yliksek kirmiziya kaymada
a « t1/2' yi isaret eder. Bununla birlikte, bu modelin tanimladig1 evren, kiiresel
kiimelerin yas tayini ile de uyumludur. Aym zamanda, disik kirmiziya
kaymalarda, ACDM' ¢ olduk¢a benzeyen genisleme tarihlerini elde etmek
mimkiindiir (Fairbairn and Rydbeck, 2007).

3.2. Palatini f(R) Formalizmi

Palatini formalizminde g, metrigi ve [} Christoffel bagmtisi bagimsiz

degiskenler olarak ele alinir. Bu formalizme gore, herhangi bir uzay-zaman



59

bolgesi yalnizca metrik ile degil, ayn1 zamanda afin ile de doludur. Burada afin,
Riemann egrilikli uzaymin metrik 6zelliklerinin veya uzayda iki nokta arasinda
bir vektoriin taginmasi ile ortaya g¢ikacak olan ozelliklerin biitiintidiir. Dolayisiyla
bu formalizmde afin baglanti katsayilari, metrik uzayda oldugu gibi Christoffel
sembolleri degildir, yani metrikten bagimsizdir. Etki, yapisal olarak metrik
formalizmi ile ayni olmasina ragmen Riemann ve Ricci tensorleri bagimsiz
Christoffel bagntisi ile kurulmuslardir. Dolayisiyla, bu 6zellikler altinda (3.1.1)
etkisi g, metrigine gore varyasyona tabi tutulursa, metrik formalizmi ile benzer

sonug¢lara ulasilir

1
F(R)Ryv(r) - Ef(R)gyv = KZT;W (3.2.1)

Burada R, (), Ty, Christoffel bagintisinin fonksiyonu ile ilgili olan Ricci
tensoriidiir ve genellikle R,,(g) metrik bagintis1 cinsinden hesaplanan Ricci

tensoriinden farklidir. (3.2.1) denkleminin izi
F(R)R —2f(R) = kT (3.2.2)

formundadir. Burada T = g#'T,,' diir ve Ricci skaleri R(T) dogrudan T ile
ilgilidir ve metrik formalizmindeki Ricci skaleri R(g) = g*'R,,(g) ' den
farklidir.

(3.1.1) etkisinin T, bagintisina gdre varyasyonu almrsa, bir difer alan

denklemi olan

1
Ruv(g) - EguvR(g) =

k2T, FR(T) —f 1
— Hv
= F - oF guv"’F(V,quF_guvDF)

3 1
—ﬁ[aﬂFOVF _EngW(VF)Z] (323)
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denklemi elde edilir. Einstein ¢ekiminde (f(R) = R — 2Ave F(R) = 1) (3.2.2)
ve (3.2.3) alan denklemleri sirasiyla (3.1.11) ve (3.1.13) denklemleri ile
ozdestir. Ancak, fark R' de lineer olmayan terimleri igeren f(R) modelleri igin
ortaya c¢ikar. Ayrica burada (3.1.13) iz denkleminde oldugu gibi, Palatini
formalizminin iz denkleminde OF terimi bulunmamaktadir. OF terimi scalaronun
dinamiklerini belirleyen bir terimdi. Dolayisiyla bu formalizmde scalaron ortaya
¢ikmamaktadir. (De Felice and Tsujikawa, 2010).

Bununla birlikte, Palatini f(R) g¢ekiminin ardalan kozmolojik dinamikleri
Sotiriou (2006a; 2006b), Amarzguioui et al. (2006), Fay et al. (2007a) ve
Poplawski (2007) tarafindan yapilan calismalarda f(R) =R — a/R™ (n > 0)
modeli i¢in 151n1m, madde ve hizlanma ¢aglar1 farkedilebilmistir. Ayrica Palatini
f(R) ¢ekimi ile ilgili bir ¢ok ¢alisma (Koivisto, 2006; Li and Chu, 2006; Li et al.
2007; Tsujikawa et al., 2008; Flanagan, 2004a; 2004b; 2004c; Iglesias et al.
2007; Olmo, 2007a; Olmo, 2008; Olmo, 2009; ve Barausse, 2008) yapilmustir.

3.3. Metrik-Affine Formalizmi

Etkinin varyasyonunu almak i¢in bir diger yol metrik-affine formalizmidir.

Bu formalizmde S, madde etkisi hem g,, metrik tensériine hem de [f,

Christoffel bagintisina baglidir. Bu formalizmin etkisi

1
Saffine = ﬂf d*x[=gf (R) + S (g Iy ™) (3.3.1)

seklindedir. Palatini formalizminde madde etkisinin I"VP;, bagintisindan bagimsiz
oldugu varsayilmisti, oysaki goriildiigii gibi metrik-affine formalizminde bdyle bir
varsayim yoktur. Bu, metrik-affine formalizminin Palatini f(R) ¢ekiminden temel
farkliligidir.  Dikkate alinan madde alanlart  milkkemmel akiskanlar,
elektromanyetik alanlar veya skaler alanlar oldugunda, metrik-affine f(R) ¢ekimi
Palatini f(R) ¢ekimine indirgenebilirdir, dolayisiyla metrik-affine formalizminin
kozmolojik sonuglarini ayrintili olarak ¢aligmaya gerek yoktur ¢linkii bu alanlarin
madde etkileri daha bagka bir varsayima gerek duymadan Christoffel
bagintisindan bagimsizdir. Bu da, metrik-affine ¢ekiminin  Ongordigi

kozmolojinin Palatini f(R) c¢ekiminden farkli olamayacagi anlamina gelir
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(Sotiriou and Liberati, 2007). Ayrica metrik-affine f(R) ¢ekimi heniiz
tamamlanmamis bir konudur. Dolayisiyla bu formalizmin kozmolojik sonuglar1
tam olarak bilinmemektedir (Capozziello et al., 2009). Bu agidan bakildig1 zaman
aslinda metrik-affine formalizminin f(R) ¢ekimin en genel durumu oldugu

sOylenebilir.
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4. GENEL ROLATIVITE ILE f(R) METRIK TEORI
ARASINDAKI BAZI FARKLILIKLAR

Einstein alan denklemlerinin hizlanarak genislemeyi verebilmesi i¢in madde
kisminin karanlik bilesenlerini kabul etmesi zorunludur. Aslinda buradaki temel
kavram, gerekli geometriyi olusturacak sekilde alan denklemlerinin madde
kisminda degisiklikler yapmaktir. Tiim f(R) ¢ekimlerinde ise, kozmolojik sabit
kavrami yerine skaler alanlar rol oynamaktadir. Ciinkii Lagrangian icerisinde
tanmtilan yeni bilesenler yiiksek mertebeden oldugu i¢in, bu yiiksek mertebeden
denklemler sonucu ortaya yeni serbestlik dereceleri ¢ikmaktadir. Bu serbestlik
derecelerinin basinda ise skaler alanlar gelir. Skaler alanlar bir ¢ok yiiksek
mertebeden ¢ekim teorisinde benzer rolii oynamaktadir. Bunu gormek igin

(3.1.11) esitligi

1
Ruv - Eg,uvR =

K2 1 1

= v~ 2y 9w RF R = FRI + 2o [V F(R) — g0 F(R)] (41)

olarak yazilir. Denklemin sag tarafiin metrik igin kaynak terimler oldugu
goriilmektedir. Dolayisiyla bu denklem, metrigin madde tarafindan ve egrilik
skaleri ile ilgili terimler tarafindan meydana getirildigini sdyler. Bunu gérmenin
bir diger yolu da (3.1.13) iz denklemidir. (3.1.13)' e gore, egrilik skalerinin
maddenin ve kaynak olarak davranan diger egrilik terimlerinin enerji momentum
tensoriinlin T izine sahip olan ikinci mertebeden diferansiyel denklemi sagladigi
goriilmektedir. Boylece (3.1.13) denkleminde sunulan yiiksek mertebeden
terimlerin rolli ortaya ¢ikmaktadir. Egrilik skaleri, artik uzay zaman metrigini ve
bu metrigin (3.1.13) izi tarafindan belirlenen tiim dinamiklerini olusturmaya
yardim eden dinamik bir varliktir.

Bu noktada f(R) metrik ¢ekimi ile Genel Rolativite' nin yapisal farklilig
ortaya ¢ikmaktadir. Genel Rolativite' de tek dinamik alan metrik ve metrigin

tamemen G, = KZTM denklemi sayesinde madde dagilimi tarafindan karakterize

edilen formudur. Egrilik skaleri yalnizca yerel madde dagilimi tarafindan degil,

aym zamanda R = —k 2T cebirsel denklemi sayesinde de belirlenmektedir. f(R)
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durumunda ise, g,, Ve R niceliklerinin her ikisi de dinamik alanlardir, yani bu

nicelikler diferansiyel denklemler tarafindan yonetilirler. Ustelik metrik ve
metrigin tiirevlerinin kullanildig1 Ry, cinsinden ifade edilen R egrilik skaleri, artik
metrigin kendisinin belirlenmesinde 6nemli rol oynamaktadir (Olmo, 2007a).
Bahsedilen bu farkliliklar yapisaldir ve f(R) metrik formalizmine teoriye
ait olan tiim modeller i¢in gecerlidir. Bununla beraber, daha 6zel farkliliklardan
bahsetmek i¢in f(R) metrik formalizmindeki modellere basvurulmali veya f(R)
metrik formalizmine belirli doniistimler ile esdeger hale gelen yiiksek mertebeden
cekim teorileri incelenmelidir. Bu yliksek mertebeden c¢ekim teorileri ile Genel
Rolativite arasindaki onemli farkliliklardan birisi de konformal doniistimdiir.
Genel Rolativite' nin yeniden diizenlenmesinde Lagrangian' e eklenen yeni
terimlerden dolay1 denklemlerin matematiksel boyutu artmakta ve yeni serbestlik
dereceleri meydana gelmektedir. Bu da denklemlerdeki nonlineerliligin artmasina
neden olmaktadir. Eger bu yeniden diizenlemeler sonucu ortaya ¢ikan yeni
denklemlerdeki baz1 dinamik degiskenler konformal doniisiime tabi tutulursa, yeni
bir konformal sisteme gecilmis olunur. Bu yeni sisteme Einstein konformal
sistemi adi veriliyorken, orjinal sisteme ise Jordan konformal sistemi denir. Yeni
konformal sistem yeni bir gravitasyon ve yeni bir fizik demektir (Faraoni et al.,
1999). En basit hali L = f(R) olmak iizere, yiiksek mertebeden ¢ekim teorilerinde
bu yeni dinamik degiskenler Jordan konformal sistemi adi verilen yeni bir
sistemde temsil edilmektedir. Bu farkli temsilin sebebi, Genel Rolativite' yi
karakterize eden bazi enerji kosullarinin ve prensiplerin yeni teorilerde ihlal
edilmesidir. Dolayisiyla, Einstein alan denklemlerine yapilan ilk diizenlemeler
Jordan sisteminde temsil edilmeye baslanmis ve zamanla yiiksek mertebeli ¢gekim
teorileri i¢in Jordan sistemi adeta klasik gosterim haline gelmistir. Elbette bu
gosterim keyfidir. Biitiin f(R) ¢ekim teorileri, gerekli konformal doniisiimler ile
Finstein sisteminde de gosterilmektedir. Bu iki konformal sistem arasindaki
farkliligin nedenleri ve fiziksel sonuglarina deginilecektir. Fakat bundan once,

konformal doniisiim kavrami incelenmelidir.
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4.1. Konformal Doniisiim Nedir?

Bir konformal donilisim g,,, metrigini bir diger metrik olan g, metrigine
Guv = 22(0) gy (4.1.1)

kurali ile doniistiriir. Burada Qz(xi) uzay zaman koordinati x' in keyfi bir
fonksiyonudur. Bu, bir ¢izgi elemanina uygulanan konformal doniisiime

esdegerdir
ds? = 0N?(x)ds? (4.1.2)

En temel anlamda bir ¢izgi eleman1 mesafeyi tanimlayan bir nicelik oldugu
i¢in, (4.1.2) esitligi uzay zaman manifoldu iizerinde noktadan noktaya farklilik
gosteren bir oran ile, uzakligin degisebilecegini ima etmektedir. Ayni zamanda bu
degisiklik orani, belirtilmis herhangi bir yonde de olmamaktadir. Dolayisiyla bu
degisim orani izotropik olabilir. Ornegin, x ve y yoniinde ayn1 oranda genisleme
veya biiziilme temsil edilebilir.

Bunun yanisira, konformal donlisim g,, metrigi cinsinden de ifade
edilebilir.

Iy = 2720 Gy (4.1.3)

Burada tilda simgesi yeni sistemi tanimladigi i¢in, bu doniisiim sayesinde yeni bir

konformal sisteme gegis yapilmis olunur. (4.1.3)" den

g = Q72 () g (4.1.4)
elde edilir. (2.2.2) Christoffel sembolii i¢in

Ly = Ly = (63 + 128y = f*3ua) (4.1.5)

elde edilir. Burada f* = g+vf,, f, ise
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f=InQ (4.1.6)

olmak tizere

8,0
0

h= = 0yf (4.1.7)

dir. Ricci skaleri ise
R =02(R + 68f — 65" [, f,) (4.1.8)

seklinde elde edilir. Burada

1
Bf = ——a,(J/—gg"a, (4.1.9)

yeni sistemde D'alembert operatoriidiir (Fujii and Maeda, 2003).

Burada tanimlanan bu doniisiimler en genel durumlar ile verilmistir.
Uzerinde ¢alisilan ¢ekim teorisine gore doniisiimler farkhilik gostermektedir.
Jordan konformal sistemi {izerine temellendirilen f(R) teoriler konformal
doniistimler araciligi ile skaler alan igeren bazi yiliksek mertebeden ¢ekim
teorilerine esdeger olmaktadir. Skaler alan igeren bu yliksek mertebeden ¢ekim

teorileri ise skaler tensor ¢ekim teorileri ve Brans Dicke teorisidir.

4.2. Skaler Tensor Teori ve Brans Dicke Teorisi

Genel Rolativite etkilesimi agiklamak igin yalnizca g,,,, metrigini kullandig
i¢in bir tensor teoridir. Diger taraftan, skaler tensor teoriler tensor alani ile beraber
skaler alan da igerirler. Genel Rolativite' nin ve skaler tensor teorilerin her ikisi de
¢ekimi hem teorik olarak hem de deneysel olarak basarili bir sekilde agiklar ancak
fiziksel limitlerinde farklilik bulunmaktadir.

Jordan sisteminde skaler tensor ¢ekim teorilerinin etkisi
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Sep = ﬂ d*x\[—g l(bR -— ’“’V”gbVHgb - V(g)

+ Su(9un i) (4.2.1)

seklindedir. Burada V(¢), ¢ skaler alaninin potansiyelidir. w(¢) ise ¢' nin
fonksiyonudur ve boyutsuz birlesme sabiti olarak bilinir (Bergmann, 1968;
Faraoni' den, 2004; Wagoner, 1970; Faraoni' den, 2004; Nordtvedt, 1970; Faraoni'
den, 2004).

Eger skaler tensor ¢ekim teorilerininde bulunan w(¢) ifadesi fonksiyon
olarak degil, sadece w terimi olarak yazilirsa, bu durumda Brans Dicke teorisi
elde edilir. Buradan da anlasilacagi gibi, Brans Dicke teorisi aslinda skaler tensor
¢ekim teorilerinin 6zel bir durumudur. Jordan sisteminde Brans Dicke teorinin

etkisi

Spp = Ton Gfd4xJ_[¢R__guvvu¢V¢ V(¢)]+SM(gw,ll’) (4.2.2)

ile verilir. Bu durumda alan denklemleri

1 81 w 1 a 1
Ry — EQWR = ?Tuv + ﬁ (Vu(va‘p - E‘ng ¢Va¢) + 5 (Vqu(p - g#VD¢)
%4
_ ﬁguv (4.2.3)
dv 8nT
Oop+—=0 , O¢ = (4.2.4)

de

seklinde olur (Jordan, 1938; Faraoni' den, 2004; Jordan, 1952; Faraoni' den, 2004;
Fierz, 1956; Faraoni' den, 2004; Brans and Dicke, 1961; Faraoni' den, 2004). Eger
(4.2.2) etkisi g,,' ye gore varyasyona tabi tutulursa (4.2.3) alan denklemi, eger
¢' ye gore varyasyona tabi tutulursa (4.2.4) Klein-Gordon denklemi elde edilir.
(4.2.4)' de bulunan ilk denklem Klein Gordon denklemi, ikinci denklem ise
Klein-Gordon denklemine gore elde edilen alan denklemidir. Jordan sisteminde

gravitasyonel alan g,, metrigi ve Brans Dicke alam1 ¢ tarafindan
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tamimlanmaktadir. (4.2.3) denklemi, enerji-momentum tensériiniin ve ¢ skaler
alaninin uzay zaman egriligini nasil etkiledigini belirtmektedir. (4.2.4) denklemi
ise, enerji-momentum tensOriiniin izinin ¢ skaler alami igin kaynak olarak
davrandig seklinde yorumlanabilir. Yani bu iki denklem gravitasyonel alanlar1 ve
skaler alanin dinamigini tanimlamaktadir (D'Hondt, 1999). (4.1.1) konformal

doniistimii sayesinde

0=.,/Go (4.2.5)

ve

- 2o +3 do
d¢ = / TR Ry (4.2.6)

doniisiimleri ile verilen skaler alanin yeniden tanimlanmasi ile, Einstein sistemi

etkisi

R 1 Y -
S:deLFEL@w_EgWW@%¢_Uw4

<—8 G (7))
+e\ VZO¥S ummxm} (4.2.7)

elde edilir. Burada U(¢) Einstein sisteminde potansiyeldir. Etkinin gravitasyonel

kismu yalnizea g, metrigini degil, aym1 zamanda ¢ekim kaynagi olarak davranan

Brans Dicke alan1 ¢' y1 da igermektedir. Buradaki skaler alan herhangi bir sekilde
denklemlerde yok edilememektedir, dolayisiyla uzay zaman yapisina daima niifuz
etmektedir. Bu yiizden Einstein sisteminde vakum ¢oziimii disiiniilemez
(Capozziello and Faraoni, 2011). Ayrica Lagrangian' in madde kismina katsayi
olarak denkleme giren ¢ alani bu sayede minimum olmayan birlesme
sergilemektedir.

¢ alam i¢in diiz uzaydaki (4.2.4) Klein Gordon denkleminin egri uzay

zamana genisletilmesi sonucunda
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dV—O 4.2.8
" (4.2.8)

0¢ + ¢Rp —
genellestirilmis Klein Gordon denklemi elde edilir. Burada £R¢ terimine birlesme
terimi denir ve ¢ alam ile R skaler egriligi arasinda iligski kurar. Minimum
birlesme i¢in § = 0 iken minimum olmayan birlesme i¢in & # 0' dir. (4.2.7)
denkleminin gravitasyonel kisminda ¢ ile R arasinda dogrudan bir iligki
bulunmamaktadir. Dolayisiyla gravitasyonel kistm minimum diizeyde birlesme
sergilemektedir. Ancak madde kisminda ¢ alanina bagl olan eksponensiyel faktor
sayesinde, skaler alan dogrudan madde ile minimum olmayan diizeyde birlesme

sergilenir (Faraoni et al., 1999).

4.3. f(R) Metrik Teorinin ve Brans Dicke Teorinin Esdegerliligi

Eger Brans Dicke parametresi w = 0 segilirse, Brans Dicke teori f(R)
metrik teoriye esdeger hale gelir. Bunun i¢in Oncelikle yardimci bir y alani
tanitilir. Bu yardimci alandan kasit, Lagrangian' de w gibi hig¢ bir kinetik terimin
bulunmamasi ve bu yiizden de hi¢ bir dinamigin olmamasidir.

(4.2.2) Brans Dicke etkisinde yeni bir y alam tanitilirsa

1
S = j d*x\/—g <ﬁ (FGO + f0OR = 0) + Lua (g ‘PM)) (4.3.1)

esitligi elde edilir. Eger bu yeni etki y' ye gore varyasyona tabi tutulursa
faxCOR=x) =0 (4.3.2)

esitligi elde edilir. Bu da f,,,(x) # 0 ise R = x oldugu anlamina gelir.
Simdi bir ¢ degiskeni

¢ =1, (4.3.3)

seklinde tanmimlansin. Bu degisken (4.3.1)' de kullanilirsa
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. [1
$= [ @[5 (rC2) + 67 =~ 62(8)) + L) (43.4)
esitligine ulasilir. Burada alan potansiyeli olan V(¢) terimi

ox(P) — fF(x(#))

g B 4.3.5
() ! s
olarak tanimlanmir. Bu ifade (4.3.4)' de kullanilirsa

1 4
S=1—|d x/=gldR — V(P + Smacter(9uvr ¥i) (4.3.6)

esitligine ulasilir. (4.3.6) denklemi (4.2.2) Brans Dicke etkisinin w = 0 oldugu
duruma esittir. Bu esitlikten dolayi, f(R) metrik ¢ekiminin Brans Dicke

teorisinin ve skaler tensor ¢ekim teorilerinin 6zel bir sinifi oldugu goriilebilir

(Klanova, 2013).

4.4. f(R) Metrik Teorileri ve Korunum Kanunlari
(3.1.11) f(R) metrik ¢ekiminin vakum durumu

1
F(RRyy = 5 fF(R) Gy + (910 = VuR)F(R) = 0 (4.4.1)

formuna sahiptir. Bu denklem Jordan sisteminde temsil edilmektedir ve konformal
doniistim sonucu ortaya ¢ikan yeni sistemin ozellikleri ve korunum kanunlari, her
iki sistemin de ayr1 ayr1 fiziksel oldugu varsayimi altinda incelenecektir.

Kuantum diizeltmelerinden ortaya ¢ikan R? terimlerine sahip olan ikinci
dereceden Lagrangian yogunluklari, f(R) teorilerinin en ¢ok ¢alisilan durumudur
ve bunlar Einstein ¢ekimine indirgenebilir. Bu tiir ¢ekim teorileri i¢in, teoriyi

Einstein ¢cekimine eslestiren konformal doniisiim Legendre doniisiimiidiir.
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(4.4.1) denklemine gore, Jordan sistemi yalnizca metrik tensér g, yi

icermektedir. Iyi bilinen bir yonteme gére, Juv Ve tirevleri ile ilgili olan yeni

degisken ¢ifti (G, p)
p=f'(R) , g;w =DPIuv (4.4.2)

seklinde tamitilir (Higgs, 1959; Magnano and Sokolowski' den, 1993; Bicknell,
1974; Magnano and Sokolowski' den, 1993; Whitt, 1984; Magnano and
Sokolowski' den, 1993; Magnano et al., 1987; Magnano and Sokolowski' den,
1993; Jakubiec and Kijowski, 1987; Magnano and Sokolowski' den, 1993;
Jakubiec and Kijowski, 1989a; Magnano and Sokolowski' den, 1993; Jakubiec
and Kijowski, 1989b; Magnano and Sokolowski' den, 1993). Burada p skaleri
boyutsuzdur ve konformal yeniden Olgeklendirmenin diizenini saglamak igin

genelde p > 0 olarak varsayilmstir. Boylece g, Ve gy, metrikleri aym isarete

sahip olurlar. p = exp [,/2 /3 ¢] seklinde bir skaler alan tanimlanirsa, Einstein

sistemindeki Lagrangian

L= \/__g[ﬁ - g~uv¢,u¢,v - 2V(¢)] (4.4.3)

elde edilir. Buradaki potansiyel

1 _ |2 1 ;|2
Vp)=se #1130 ~e 3 o) (4.44)

formuna sahiptir. Bu potansiyel, Jordan sistemindeki orjinal Lagrangian olan
L = f(R),/—g ifadesine bagldir ve bu ifadeden elde edilmistir.

(4.4.1) esitliginden de goriildiigii gibi, Jordan sisteminde ¢ekim biitiiniiyle
metrik tensor g, ile belirlenir. Einstein sisteminde, ¢ skaler alani metrik tensor
Juv i¢in kaynak olarak davranir ve bigimsel olarak dis "madde alani" rolini
oynar. Ancak, (4.4.1) esitliginden de goriildiigi tizere, vakum durumu s6z konusu
oldugu i¢in heniiz herhangi bir madde alani yoktur. Bu yiizden orjinal teori,

Einstein sisteminde meydana gelen skaler alan1 kabul eder ve bu skaler alan ise,
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Jordan sisteminde yiiksek mertebeden alan denklemlerinden dolay1, ek serbestlik
derecesi olarak kabul edilir. Bu bakis agisina gore, Genel Rolativite' ye
matematiksel olarak esdeger olmasina ragmen, f(R) ¢ekim teorisi fiziksel olarak
Genel Rolativite' den farklidir ¢iinkii  f(R) teorisinin Einstein sistemi
gosteriminde ¢ekim artik sadece metrik tensor ile degil, ayn1 zamanda skaler alan
ile temsil edilmektedir (Magnano and Sokolowski, 1993).

Simdi, f(R) metrik ¢ekim teorilerinde Einstein sisteminin ve Jordan
sisteminin ayr1 ayr1 fiziksel olarak ele alindig1 durumlar incelenip sonuglar1 ortaya
konacaktir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken kavram, Genel Rolativite' de
gegerli olan minimum diizeyde birlesmenin, lineer olmayan ¢ekim teorilerinde ve
Brans Dicke teorinin genel hali olan skaler tensor ¢ekim teorilerinde de korunmasi
gerektigidir. Minimum diizeyde birlesmenin ihlali farkli madde tiirlerinin farkl
sekilde birlesecegi anlamina gelmektedir. Dolayisiyla zayif esdegerlik prensibi
ihlal edilecektir. Boylesi bir durumdan kacinmak i¢in yiiksek mertebeden ¢ekim
teorilerinde skaler alan ile maddenin minimum diizeyde birlesmesi beklenmelidir.
Bu veriler altinda, f(R) cekim teorilerinde Jordan sistemi metrigi g,,' niin
fiziksel olarak ele alindig1 ve sonra da Einstein sistemi metrigi §,,' niin fiziksel
olarak ele alindig1 durumlar incelenip korunum kanunlari arasindaki farkliliklar

belirtilecektir.

4.4.1. Jordan Sistemi Metriginin Fiziksel Oldugu Durum

Cekim ve madde alanlari i¢in Lagrangian' in

L= [f(R)+ 2Lpa(¥,9]y~g (4.4.1.1)

seklinde oldugu varsayilsin. Burada ¥ madde alanlarini temsil etmektedir.

Boylece gravitasyonel alan denklemleri de

o
dghv

1
[\/_—gf(R)] = f’(R)R;,W - Ef(R)gyv - Vvaf’(R) + g“vf'(R) =

=T, (¥,9) (4.4.1.2)
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formunda olur. Burada kovaryant korunum yasasina gore V,TH’ =0 esitligi

gegerlidir. g,,, metrigi (4.4.2) konformal doniisiime tabi tutulursa

L(g,¢.¥) =

= |R(@) - g udr—2V(P) + 2e_2E¢Lmat <‘P, e'\/g‘l’g)l J-9 (4413)

seklinde Einstein sistemi Lagrangin'i elde edilir (Magnano et al., 1987; Magnano
and Sokolowski' den, 1993). Bu esitlik dinamik olarak (4.4.1) Lagrangian' ine

esitti. Burada, daha Onceden belirtildigi gibi, ¢ = \Elnp skaler alanin sahip

oldugu kinetik terimdir ve V(¢) potansiyeli ise (4.4.4) formundadir. (4.4.1.3)
esitliginde madde Lagrangian' indeki g metrigi ile skaler alanin dogrudan
birlesmesinden dolayi, skaler alan ile madde arasinda minimum olmayan diizeyde

birlesme olduguna dikkat edilmelidir. (4.4.1.3) Lagrangian' i sayesinde
3 2
Gy = ty($,9) + e_\Ed’T,w (‘P.e_\gd)g“) (4.4.1.4)

formunda olan alan denklemi elde edilir. Burada G, g, metriginde hesaplanan

standart Einstein tensoriidiir ve t,,, ise ¢ alaninin stress enerji tensoriidiir ve

1
by = d)lud)lv - Egyvgaﬁ¢,a¢,ﬁ - V((p)guv (4.4.1.5)
ile ifade edilir. Korunum yasasina gore
2 2
7V [tw(gb, §) + e_\/%d)Tm, (sv, e_\/;d) g)l =0 (4.4.1.6)

esitligi elde edilir ve (4.4.1.3)" den elde edilen Lagrangian' e gore, iki stress enerji

tensorii Einstein sisteminde ayr1 ayr1 korunumlu degildir.
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Bu resimde, etkilesimli Lagrangian L,,,;' nin konformal olarak invaryant
oldugu 6zel durumu harig, ¢ skaler alani herbir ¢ekici maddenin hareketini
etkilemektedir. Bu teori fiziksel bakis agisindan Genel Rolativite' ye esdeger
degildir, hatta ¢ekim, Jordan sisteminde yalnizca metrik tensor tarafindan temsil
edilmektedir, oysaki Einstein sisteminde, madde ile evrensel olarak birlesen ¢
skaleri tarafindan temsil edilen, geometrik olarak gravitasyonel serbestlik derecesi
vardir. Bununla birlikte, korunum kanunlarinda bu bakis acisindan, orjinal metrik

gy’ nlin fiziksel oldugu varsayimindan hig bir tutarsizlik meydana gelmemektedir

(Magnano and Sokolowski, 1993).
4.4.2. Einstein Sistemi Metriginin Fiziksel Oldugu Durum

Bu durumda, ¢ alan1 madde ile birlesmez ¢linkii bu sefer ¢ekimin goriisiinii

metrikseldir. Einstein sistemindeki Lagrangian

L= \-g[R—- §"¢ubn—2V(P) + 2Ly, (¥, )] (4.4.2.1)

seklindedir. Lagrangian' in madde kisminda ¢ bulunmadig igin, skaler alanin

madde ile birlesmedigi goriilebilmektedir. (4.4.2.1) Lagrangian'i

Guv = tu (.9 + T (W, ) (4.4.2.2)
g = ¥ 4423
O¢ = b (4.4.2.3)
0 L =0 4.4.2.4
@( my=9) = (4.4.2.4)

seklindeki alan denklemlerine neden olur ve madde ile ¢ arasinda herhangi bir
etkilesim olmadigi i¢in, bu durumda korunumlu nicelikler toplam stress- enerji
tensorii t,, + Ty, ile t,, ve T, tensorleridir. Bu da VVt,, = V¥T,, = 0 anlamina
gelir.

Vakum Jordan konformal sistemi denilen L = f(R)ﬁ ifadesi ile

(4.4.2.1)" deki madde terimlerinin varliginda, ¢ skaler alanimin oldugu madde
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Jordan konformal sistemi dikkate alindiginda, konformal olarak invaryant madde
sistemleri haricinde, iki Jordan sistemi de birbirinden farkhidir. (4.4.2.1)
denkleminde madde minimum olmayan diizeyde metrik ile birlesmistir. Bu
sistemin genel 6zelligi, ¢cekimin olmadig1 diiz uzay zamanda, verilen bir madde
tirll icin standart forma indirgenemeyen lineer olmayan Lagrangian' dir. Bu
durum ise korunum kanunlarini ciddi bi¢gimde etkiler. Jordan konformal sistemi
icerisinde gravitasyonel alan denklemlerini "biitliniiyle gravitasyonel kisima"
ayirmak miimkiindiir. Bdylece dort madde korunum kanunu Genel Rolativite' de
oldugu gibi aym sekilde denklemlerden goriilebilir. Bu kanunlar madde
degiskenleri ile beraber bir dizi egri skaler karma terimini gerektirir ve bu nedenle
hi¢ bir sekilde Einstein teorisindeki korunum kanunu olan Tm,'v =0 a
benzemezler. Bu yiizden bu sistemde madde evren ¢izgilerinin (kiitlesiz
pargaciklar harig¢) egriligine bagh oldugu da agik¢a goriilebilir.

Diger taraftan Einstein sisteminde gli¢lii esdegerlik prensibi saglanir;
¢ekimin bu versiyonu ile Genel Rolativite arasindaki olasi tek fark, tek rolii metrik
alanin1 etkilemek i¢in sinirlandirilmis olan skaler alana verilen fiziksel yorumdan
kaynaklanabilir. Hatta ¢ i¢in, ¢ekimin sifir spinli geometrik olmayan bileseni

oldugu varsayimi bile yapilabilir (Magnano and Sokolowski, 1993).

4.5. f(R) Metrik Teoride Enerji Kosullari

[Ik boliimlerde Genel Rélativite icin enerji kosullari belirtilmisti. Bu
boliimde ise f (R) metrik ¢ekimi i¢in enerji kosullar1 elde edilecektir.

(3.1.11) alan denklemi

1 3
Guv = Ry =5 GuR = T, 4 T Grarter) (4.5.1)

formunda yazilabilir. Burada sol taraftaki ilk terim egrilige, ikinci terim ise adi
maddeye ait olan enerji momentum tensdrlerini gdsterir Ve T;;” atter) _
T /f'(R) esitligi bulunmaktadir. T, %" ise (2.2.7) ile verilen

makroskobik cisimlere ait olan enerji momentum tensoriidiir. Ty(ﬁwv) ise
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plem {1 [f(R) — Rf'(R)]
uv '(R) Zguv
+ (gaugﬁv - guvgaﬁ)vavﬁf’(R)} (4.5.2)
ile verilir.

(3.1.11) denklemi kullamlarak etkili enerji momentum tensorii

eff _ K 1
Tel” = i (B + 3 90 F ) = RE ML + (8, ~ g,00)f (B (453)
Teff = +2(f(R) —Rf'(R)) — 3o0f'(R)} (4.5.4)

f! (R)

seklinde tanimlanir. Bu ylizden, R, etkili enerji momentum tensdrii ve bu

tensoOrin izi cinsinden

1
R,y = K2 (T:{f - Egm,Teff) (4.5.5)

seklinde yazilabilir. Uzaysal olarak diiz FRW metriginde etkili enerji yogunlugu

ve basing
P = [p — > (F® = RF(R)) = 3HRf"(R)] (45.6)
peff — F(R) [p +=(f(R) —RF(R)) + (2RH + R)f" (R) + R?f"""(R)| (4.5.7)

seklindedir. Simdi bu denklemler null enerji kosulunu ve gii¢lii enerji kosulunu

saglayacak sekilde sirasiyla
p+P+(R—RH)f"(R)+R*f""(R)=0 (4.5.8)

p+3P+(f(R)—RF(R)) +3(R+RH)f"(R) + 3R?f"""(R) = 0 (4.5.9)
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seklinde yazilir.

Zay1f enerji ve baskin enerji kosullari ise sirasiyla

1 .
p—3 (f(R) = Rf'(R)) —3HRf"(R) = 0 (4.5.10)

p—P—(5RH+R)f"(R)— R*f""(R) — (f(R) —Rf'(R)) = 0 (4.5.11)

seklindedir (Atazadeh et al., 2008).

Bu enerji kosullar1 ayn1 zamanda FRW modelleri baglaminda verilen bir
f(R) modeli {iizerinde smirlama yapmak i¢in de kullanilabilir. Bu gibi
sinirlamalar1 belirlemek igin Oncelikle Ricci skaleri ve uzaysal olarak diiz bir
FRW geometrisinin Ricci skalerinin tiirevleri ivmelenme ¢q, sarsinti (jerk) j ve

kopma (snap) s parametreleri cinsinden

R = —6H%(1—q) (4.5.12)
R=-6H3(j—q—-1) (4.5.13)
R =—-6H*(s +q%*+8q +6) (4.5.14)

seklinde yazilir. Burada

(4.5.15)

esitlikleri bulunmaktadir. Null, zayif, gii¢lii ve baskin enerji kosullar1 bu
parametreler cinsinden yazilirsa, zayif esdegerlik kosulu hari¢ geri kalan tim
enerji kosullarinin s parametresine bagl oldugu goriiliir. s parametresinin su ana
kadar giivenilir bir 6l¢iimii bulunmadigindan dolay1, gbzlemler ile uygun olacak
sekilde f(R) cekiminde enerji kosullar1 simirlamalar1 zayif enerji kosulu esas
almarak &rneklendirilecektir. Ornek model olarak da f(R) = aR™ dikkate

almacaktir.
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Zay1f enerji kosulu giiniimiiz zamaninda q, p ve j parametrelerine bagh

olarak

2pg + fo + 6H5(1 = qo)fy +36H5(jo — qo — 2)fy' = 0 (4.5.16)

seklinde yazilir. Bu sayede zayif enerji kosulu tizerindeki sinirlamalarin g, ve j,
gozlemsel degerleri ile modelden gelen a ve n degerlerine bagli oldugu

goriilebilir. Dolayisiyla (4.5.16) esitsizligi bu parametreler cinsinden

a(-D)"An> - (A+1n+1) =0 (4.5.17)

seklinde yazilir. Burada A = (j, — qo — 2)/(1 — q,)? seklindedir. Bu esitsizligin
a isaretine ve n' in degerine bagli oldugu agiktir. Tiim R degerleri igin f'(R) > 0

gerekliligi ile birlikte a' nin olas1 iki isareti, f(R) = aR™ modeli igin

a(—1)"n(3.3Hy)*" 2 <0 (4.5.18)

esitsizligini verir. Bu durumda a' nin iki farkli durumu g6z 6niinde bulundurulup

izin verilen olas1 n degerleri

° a>0>n=3,1,—-2,—4,—6, ...

° a<0>n=2-1,-3,-5,..

seklinde olur. f(R) = aR™ modeli i¢in SN Ia Hubble diyagramu fit edilerek elde
edilen n = 3.5 gozlemsel degeri uygun duruma getirilebilir (Capozziello et al.,
2007a; Santoz et al.' dan, 2007). Ayrica f(R) = aR™ modelinin, FRW modelleri
icin tam ¢oziimlere ve n > 1 veya n < 3/4 esitsizliklerini gerektiren kararli
madde baskinligi donemine isaret ettigi anlasilmistir. n > 1 siirlamasi zayif
enerji kosulunu ihlal etmemekte, ancak n < 3/4 kosulu ihlal etmektedir (Clifton
and Barrow, 2005; Santoz et al.” dan, 2007).
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4.6. Einstein ve Jordan Konformal Sistemlerinin Bazi Farkh

Fiziksel Sonuclar:

Onceki boliimlerde de goriildiigii iizere, konformal déniisiim tekniklerinin
kozmolojide ve astrofizikte bir¢ok uygulamalari oldugundan dolayi, prensipte ve
pratikte konu oldukca Onemlidir. Ayni fiziksel durumun farkli konformal
sistemler cinsinden ifadesi farkli sonuglara neden olabilmektedir. Genel
Rolativite' ye dayanan bazi kozmolojik siirecler yliksek mertebeden cekim
Rolativite cergevesinde agiklanamayan durumlari ¢6ziime kavusturmaktir. Bu
boliimde tanmitilan sonuglari belli basli sonuglardir ve literatiiriin tiimiinii

kapsamamaktadir.

4.6.1. Genisletilmis ve Hipergenisletilmis Enflasyon

Guth' in Genel Rolativite lizerine temellendirdigi "eski enflasyon" (Guth,
1981; Capozziello and Faraoni' den, 2011) diisiincesine alternatif olarak, skaler
tensor veya yiksek mertebeden Ricci skalerinin oldugu ¢ekim teorileri gibi
Einstein Hilbert etkisine yapilan diizeltmeleri iceren genisletilmis veya
hipergenisletilmis enflasyon diisiincesi ileri siiriilmiistiir. Eski enflasyonda her bir
Hubble zamani1 ve her bir Hubble hacmi basina ger¢ek vakum kabarciklarinin
cekirdeklenme oran1 nv = I'/H*' tiir, burada T' birim zamandaki cekirdeklenme
oranidir. Cogu alan teorisinde I' dogru ve yanlis vakumu ayiran potansiyel
bariyerleri tarafindan belirlenen bir sabittir. Genel rolativite temelli eski
enflasyonda H' da bir sabit oldugu igin ¢ekirdeklenme orani nv' de sabittir. Bu
yiizden, enflasyonu sona erdiren faz doniistimiinii tamamlamak igin, yeterli sayida
kabarcik mutlaka her bir Hubble zamani ve Hubble hacmi basma
cekirdeklenmelidir, nv = 1 olmalidir. Ancak, eger enflasyon standart Big Bang
modelinin problemlerini ¢6zmek i¢in yeteri kadar uzun siirerse, nv < 1 sinir1
mutlaka korunmalidir. Eger nv ¢ok biiyiikse, ¢cok sayida gergek vakum kabarcigi
enflasyonu oldukc¢a erken bir sekilde durduracaktir. Birinci mertebe faz gegisi
Genel Rolativite' den ziyade Brans Dicke teorisinde daha iyi ¢alisir. Genisletilmis

enflasyonun iizerine kuruldugu ¢éziim

a(t) = ag(1+ 6t)‘“+% (4.6.1.1)
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() = po(1 + 6t)? (4.6.1.2)

seklindedir (Mathiazhagan and Johri, 1984; Capozziello and Faraoni' den, 2011).
Burada a ol¢ek faktorii, ¢ skaler alan ve w Brans Dicke parametresidir. Eger
w > 1/2 ise bu ¢6ziim gii¢ yasast enflasyonu ¢oziimiinii tanimlar. Gii¢ yasasi
enflasyonunda aslinda Genel Rolativite ve eksponensiyel potansiyel V(¢)
kullanilir. Hubble parametresi H = (w + 1/2)/t sabit degildir, bu yiizden gergek
vakum kabarciklarinin gekirdeklenme oram nv = I'/H* o t* zamana bagimlidur,
ve bu eski enflasyonun problemi icin bir c¢are olabilir. Ancak burada biiyiik
kabarcik problemi denilen ciddi bir eksiklik bulunmaktadir (La et al., 1989;
Capozziello and Faraoni' den, 2011; Weinberg, 1989; Capozziello and Faraoni'
den, 2011). Buna gore, erken durumda, ¢ekirdeklenme oran1 nv kiigiiktii ama sifir
degildi ve gercek vakum kabarciklarimin sadece Dbirkagt erkenden
cekirdeklenmisti. Bunlar Hubble yarigapindan oldukga kiigiiktii, ve bu yiizden
uzay zaman egriligi tarafindan hissedilir sekilde etkilenmiyorlardi, 151k hizinda
genisliyorlar ve diiz uzay zamandaymis gibi evrimlesiyorlardi. Bunlar Hubble
yarigapt ile kiyaslanabilir boyuta geldigi zaman enflasyonel kozmik oranda
genislemeye basladilar ve sonucta kozmolojik boyutlara ulastilar. Bu erken
iiretilen kabarciklar az sayida oldugundan ve bunlarda oldukca biiylidiigiinden
dolayi, daha sonra sayisiz kiigiik kabarcik ¢ekirdeklenmesi gibi son bulmadilar ve
CMB' de o6nemli bir iz biraktilar. Bu kacarciklar inhomojeniteleri meydana
getirdiler ki bu inhomojeniteler, metrik tensér ve enflasyonun kuantum
dalgalanmalari tarafindan olusturulan inhomojeniteleri bastirmistir. Bu kabarcik-
indiiklenmis dalgalanmalar su anki teknoloji ile ortaya ¢ikarilabilir seviyededir
(Kolb, 1991; Capozziello and Faraoni' den, 2011; La et al., 1989; Capozziello and
Faraoni' den, 2011; Liddle and Wands, 1991; Capozziello and Faraoni' den, 2011).
Fakat heniiz gbzlenememistir ve bu durum genisletilmis enflasyon igin ciddi bir
engel olusturmaktadir. Bununla beraber, genisletilmis enflasyonun biiyiik kabarcik
problemini ¢ozmek icin g¢esitli teoriler de ortaya atilmistir. Genisletilmis
enflasyonun bu problemi, Brans Dicke c¢ekimi yerine skaler tensor teori
kullanilarak ¢oziilecegi diisiiniilmiistiir. Bu durumda asir1 genisletilmis enflasyona
ulagilir. Ancak burada da zamana bagimli olan w(¢) birlesme fonksiyonunun ince

ayar problemi bulunmaktadir (Capozziello and Faraoni, 2011).
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4.6.2. Genisletilmis Cekimde Karadelik Termodinamikleri

Hawking karadeliklerin yari-klasik 1sinim yaydigimmin kesfi, karadeliklerin
sicakliginin  belirlenmesini  olast  kilmistir.  Sicaklik  belirleme, karadelik
termodinamiklerinin tiim yapisina anlam veren 6nemli bir igeriktir ve entropi ve
karadelik termodinamikleri kavramini anlaml kilmaktadir.

Genel Rolativite' de karadelik termodinamikleri KpTy = hk,/2mKc
(burada c 15tk hiza, K Boltzman sabiti ve k4 ise ufkun yiizey ¢ekimidir) tarafindan

verilen karadelik Hawking sicakligi Ty , Spy = c3A/4 hG = A/13, (burada A

olay ufkunun alanmi ve lp; = /AG/c3 Planck uzunlugudur) entropi, ve i¢ enerji
Mc? (burada M karadelik kiitlesidir) ile belirtilir. Kararli Genel Rélativite

karadelikleri i¢in karadelik termodinamikleri asagidaki kanunlarla ifade edilir.

e Sifirinc1 kanun: k4 ylizey ¢ekimi, ve bu yiizden kararl karadeligin Ty
sicakligi, olay ufku iizerinde sabittir.
e Birinci kanun: Kiitlesi M, acisal momentumu ] ve yiki Q olan bir

karadelikte kararli durumlar arasindaki termodinamik gegislerde bu kanun

seklindedir. Burada y ve &, ufuk {lizerindeki agisal hiz ve elektrostatik
potansiyel, 6q ise eger var ise, karadelik ufkunun disindaki kararli madde
dagilimindan dolayr M' deki degisikliktir. Bu kanun ufuk tizerindeki Sgy, Ty, A4,
Qy ve &y yerel nicelikleri ile uzaysal sonsuzlukta 6lgiilen M, J ve Q nicelikleri
arasindaki bagintiy1 verir.

e Ikinci kanun: Herhangi bir klasik islemde ufuk alam A azalamaz ve bu
yiizden entropi degisimi ASgy = 0 olur.

e Uciincii kanun: Bir karadeligin sicakhigini smirl sayida fiziksel islem ile
sifira diiglirmek imkansizdir, veya (Ty Ve kg4 u¢ (extremal) karadelik igin yok
oldugundan dolay1) u¢ olmayan bir karadelik simirli sayida fiziksel siireg

tarafindan u¢ yapilamaz.



81

Burada u¢ (extremal) karadelik, Ty Hawking sicakligi sifir olan karadeliktir. Bu
durum, k4 yiizey ¢ekiminin de sifir olmasi anlamma gelir (Capozziello and
Faraoni, 2011).

Brans Dicke teoride maddenin ¢okiisii esnasinda ufuk alaninin azaldigi
bulunmustur. Ikinci kanun ufuk alanimin azalamayacagini belirttigi icin, bu durum
ikinci kanunu ihlal etmektedir (Scheel et al., 1995a; Faraoni' den, 2010; Scheel et
al., 1995b; Faraoni' den, 2010; Kerimo and Kalligas, 1998; Faraoni' den, 2010;
Kerimo, 2000; Faraoni' den, 2010). Ikinci kanunun degismesi karadelik
entropisinin de degismesine neden olacaktir. Benzer sorun f(R) metrik
formalizminde ve f(R) Palatini formalizminde de bulunmaktadir. Bu sorun Brans

Dicke teoride

1 A
Spy = Zf d’x |g@¢ = ¢T (4.6.2.2)
X

seklinde bir entropi-alan diizeltme terimi ile giderilebilmektedir. Burada g® ufuk
yiizeyi X' ya metrigin sinirlanmig determinantidir ve ¢ ise Brans Dicke skaler
alanidir. Bu denklem Brans Dicke teorinin etkili gravitasyonel birlesmesi Grr =
¢~ ile Newton sabiti G' nin yer degistirilmesi ile anlasilir. Bu durumda Spy =
A/4Grr seklinde gelir ve dolayistyla Spy niceligi de sabit olur (Kang, 1996;
Faraoni' den, 2010).

Benzer sekilde, Brans Dicke teorinin Einstein sistemi temsilinde de Sgy
niceligi sabit hale gelmektedir. Null vektorleri ve konformal olarak invaryant olan
tim madde formlarinin yani sira null geodezikleri de konformal doniisiimden

etkilenmemektedir. Ancak olay ufkunun alam1 degismektedir ve entropi

formiiliindeki  Spy = % - 4GA = % degisimi, g,," nin konformal
eff

doniisiimiinden dolay1 alandaki degisim olarak anlasilabilir. (4.1.1) konformal
doniistimii g”fj,) = ngfj,) ile Brans Dicke teorinin Einstein sistemindeki olay

ufku alam

A= fdzx /g(2> =fd2xﬂz /g<2> =GpA (4.6.2.3)
z z
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seklinde gosterilirse, bu durumda ¢ skaler alanimin ufuk tizerinde sabit oldugu
varsayllmig ve bunun sonucu olarak Spy niceligi de sabit hale gelir. ¢ skaler
alaninin ufuk tizerinde sabit oldugu varsayimi yapilmadig: takdirde, yiizey ¢ekimi
sabit olamayacak ve sifirinct kanun ihlal edilecektir. Bu yiizden entropi-alan
iliskisi Sz = A/4G Einstein sisteminde de gecerlidir (Faraoni, 2010).

Brans Dicke karadeliginin Einstein karadeliginden bir diger farki, eger
skaler alan Brans Dicke karadeliginin ufkunda yok oluyorsa, bu durum
karadeligin sifir sicakliga sahip oldugu seklinde yorumlanmustir. Sifir sicaklik ise
sifir entropiye neden olmaktadir. Dolayistyla tigiincii kanun ihlal edilmektedir. Bu
tir karadeliklere soguk karadelikler denilmektedir (Capozziello and Faraoni,
2011).

Brans Dicke teori baglaminda skaler alanin ufuk iizerinde yok oldugu veya
wraksak oldugu durum hari¢, tim kararli Brans Dicke karadelikleri Genel
Rolativite karadelikleri ile aynidir. Utkun disinda sabit skaler alana sahip olan
Brans Dicke karadeligi  bdylelikle Genel Rolativite  karadeligine
indirgenebilmektedir (Faraoni, 2010).

4.6.3. Genisletilmis Cekimde Toz Baskin Evren

f(R) teorilerin ongérdiigii evren ile Genel Rélativite' nin evreninin bazi
farkliliklara sahip oldugu daha 6nceden belirtilmisti. Aslinda bu farkliliklar hangi
f(R) formalizminde ¢aligildigina ve hangi f(R) modelinin dikkate alindigina
gore de degismektedir. Buna bir 6rnek olarak, @ = sabit, n = 1,2, ... olmak iizere
f(R) = aR™ tipi f(R) metrik teorilerinde toz baskin dénem gbz Oniinde

bulundurulursa, Jordan ve Einstein konformal sistemlerine gore 6l¢ek faktorii

a & nZn/(Zn—B) . Ao T[(n_3)/(2n_3) (4.6.3.1)

seklinde olur. (2.3.3.2.8) frenleme parametresi bu durumda

(4.6.3.2)

q== q~=

1(3—2n> 2n—3
2

n n—3
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seklinde olur. Buna gore, evren Jordan sisteminde n > 3/2 igin hizlamyorken,
Einstein sisteminde ise 3 <n < 3/2 i¢in hizlanmaktadir. n = 4 segilirse q =
—5/8 ve §=05 olur. ilk durumda evren hizlamyorken, ikinci durumda
yavaslamaktadir (Carloni et al., 2005; Hammami' den, 2012).

Aslinda bu gibi ornekler c¢ogaltilabilir. Fakat burada literatiirde en cok
caligilan formalizm ve modeller dikkate alinmistir. Aslinda bu farkliliklar sadece
Genel Rolativite ile f(R) g¢ekimi arasindaki farkliliklar olarak diistiniilmemeli,
Einstein ve Jordan konformal sistemleri arasindaki farkliliklar olarak da dikkate
alinmalhidir. Zira daha onceden de belirtildigi gibi, f(R) teoriler ucu agik ve genel
bir yap1 sergiledigi i¢in, fiziksel sinirlart ve farkliliklart belirlemek formalizme ve

yapilan modele gore degiskenlik gostermektedir.
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5. f(R) METRIK TEORININ KOZMOLOJIK

SINIRLAMALARI VE KARANLIK ENERJI

Salt matematiksel agidan ele alindiginda sonsuz sayida f(R) teori elde
etmek miimkiindiir. Bu durumun ise fiziksel olmadig acgiktir. Fiziksel gecerlilik
icin, astronomik goézlemler ve bazi temel kozmolojik verilerden faydalanarak
birbiri ardina gelen 1s1mim, madde ve hizlanma ¢aglarini fark edebilecek gecerli
f(R) modelleri olusturulmalidir. Bunun igin 6ncelikle f(R) = R — a/R™ modeli
ileri siirilmiistiir (Capozziello, 2002; Capozziello et al., 2003a; 2003b; Carroll,
2004). Ilk basta, modeldeki R™™ teriminin baskin hale gelip bu ge¢ zaman
hizlanmay1 agiklayacagi ileri siiriilmiistii. Ancak daha sonradan bu modelin madde
kararsizligi (Dolgov and Kawasaki 2003; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Faraoni 2006a; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010), kozmolojik tedirginliklerin
kararsizlig1 (Carroll et al., 2006; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Bean et al.,
2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Song et al., 2007; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; Sawicki and Hu 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Faulkner et al., 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010), madde déneminin
yoklugu (Amondola et al., 2007a; 2007b; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Fairbairn 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010) ve yerel ¢ekim siirlamalari
(Olmo 2005a; 2005b; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Faraoni 2006b; De
Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Erickcek 2006; De Felice and Tsujikawa' dan,
2010; Chiba 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Navarro and Acoleyen
2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Capozziello and Tsujikawa 2008; De
Felice and Tsujikawa' dan, 2010) gibi bazi1 problemlere sahip oldugu anlagilmistir.
Bu konuyla ilgili olarak bu béliimde once f(R) ¢ekimi igin kozmolojik
sinirlamalar  elde edilecek ve sonra f(R) karanlik enerji modellerine

deginilecektir.

5.1. f(R) Metrik Karanhk Enerji Modelleri icin Kozmolojik
Siirlamalar
f(R) c¢ekiminde negatif kiitle anlamina gelen takyonik kararsizliktan

kagmmak icin

R=Ry(>0) icin fr>0 , frr>0 (5.1.1)
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kosullar1 saglanmalidir (Starobinsky, 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010).
Burada R, Ricci skalerinin giiniimiiz degeridir. Daha 6nceden bahsedildigi gibi,
f(R) teorinin yiiksek boyutlu dogasindan dolay1 scalaron denilen ilave bir skaler
serbestlik derecesi ortaya ¢ikmaktadir ve bu scalaron fr = df /dR ile gosterilir.
Buradan hareketle, ilk kosul scalaronun varhigini temsil etmektedir. Ikinci kosul
ise scalaronun kiitlesi ile ilgili bir terimdir. Scalaronun Compton dalgaboyu

Acompton = m]?; ile gosterilir, burada m scalaronun kiitlesidir. Genellikle bu

dalgaboyu boyutsuz olarak

H
UL R — (5.1.2)

B =
1+fr H

ile gosterilir. Burada ' = d/d Ina' dir.

IIk kosulun ihlali negatif enerjiye sahip olan teorik pargaciklarin ortaya
¢ikmasina, ikinci kosulun ihlali ise skaler alanin imajiner kiitleye sahip olmasina
neden olur. Ornegin dnceki boliimlerde iizerinde durulan f(R) = R — u?™*+D /R
modeli frr > 0 kosulunu saglamadig: i¢in, bu modelin 6ngordiigii kozmolojik
evrimde madde donemi bulunmamakta ve madde kararsizliklar1 olmaktadir.

Ikinci kosul, (3.1.1) denklemindeki madde Lagrangian'i L., i¢in
Pm +3Hp,, =0 (5.1.3)
pr+4Hp, =0 (5.1.4)
enerji korunumu ifadesi, enerji yogunlugu p,, Ve p, olan rolativistik olmayan
madde ve 1smmm igin saglanmalidir. Bu esitlikler f(R) g¢ekimi i¢in birinci ve

ikinci Friedmann denklemlerine konulursa

3FH? = (FR — f)/2 — 3HF + k%(p,, + p,) (5.1.5)

i .. . 4
—2HF = F — HF + k2 (pm + gpr) (5.1.6)
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esitlikleri elde edilir (Amendola et al., 2007). (5.1.5) ve (5.1.6) denklemleri,
FRW evreninde olusturulan herhangi bir f(R) metrik modelinin madde ve
isinimin enerji yogunluklarmin korunum kanununa uymasi gerektigini ifade eder.
Bu aym zamanda f(R) metrik gekimi i¢in kozmolojik sinirlama olarak da goz
oniinde bulundurulabilir.

Ugiincii kosul, 0 < Rfgp/fr <1 kosulu anlamma gelen de Sitter
noktasinda Rfp = 2f esitliginin saglanmasidir. Bu aym zamanda (3.1.18)
denklemine karsilik gelmektedir (Tsujikawa, 2010).

Son kosul ise, Ry > R icin f(R) » R —2A olmasidir. Bu, egrilik
skalerinin giinlimiizdekinden c¢ok daha kiiciik oldugu ge¢mis zamanlarda,
herhangi  bir  f(R) teorinin  ACDM modeline yakinsamasi olarak
degerlendirilebilir. Buradan hareketle, herhangi bir f(R) modelinin erken
zamanlarda Genel Rolativite ile birebir uyumlu olmasi1 gerektigi ve farkliligin

ancak ge¢ zamanlarda olmasi gerektigi yorumu yapilabilir (Tsujikawa, 2010).

5.2. f(R) Metrik Cekiminde Karanhk Enerji

Bu boliimde kozmolojik olarak gegerliligi tamamlamak i¢in f(R) metrik
teori tarafindan verilen karanlik enerji modelinin kosullar1 diizenlenecektir.
Burada kozmolojik olarak gegerlilikten kasit, herhangi bir f(R) modelinin geg
zaman hizlanma fazindan 6nce uygun kozmolojik evrimi saglamasi i¢in yeteri
kadar uzun bir madde baskin dénemi verebilmesidir.

(5.1.5) ve (5.1.6) denklemlerinin igerdigi kozmolojik dinamikleri

belirlemek i¢in, (5.1.5) denklemi boyutsuz nicelikler cinsinden yazilabilir.

K2pm  K’pr R f F

1= — - — 2.1
3FH2-|_3FH2-|-6H2 6FH?2 HF G )
(5.2.1) denklemindeki terimler
= F (5.2.2)
X1 = HF 2.
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_ K (5.2.4)
X3 = 6H2 L.
K%py
X4 = W (525)

boyutsuz niceliklerle tammmlansin. Buradan hareketle yogunluk parametreleri, bu

boyutsuz parametreler cinsinden asagidaki gibi

K2 pm
Q, = T 1—x,— Xy, — X3 — X4 (5.2.6)
QT = X4 (5.2.7)
'QDE = X1 + Xy + X3 (528)

yazilabilir (Amendola et al., 2007).
Ileriki kisimlarda yararli olacak olan bazi fiziksel yorumlamalardan

bahsedilebilir. t; zamaninda baslayip t; zamaninda sona eren e-kat artigin sayisi
N = ftt.f Hdt = In a ile verilir. Dolayisiyla dN = Hdt esitligi gecerlidir. Basitlik

olarak, dx/dN = f(x,y,N) ve dy/dN = g(x,y,N) seklinde iki tane birinci
mertebeden diferansiyel denklem g6z 6niinde bulundurulsun. Burada f ve g keyfi
fonksiyonlardir. Bu denklemlere dinamik denklemler denir. Eger f ve g
fonksiyonlart N terimini igermiyorsa, o zaman bu denklemlere otonom denklem
sistemi denir (Klanova, 2013).

Bu esitliklerden ve parametrelerden hareketle

dx;
T —1—x3—3x, +x% — xyx3 + x4 (5.2.9)
dx;  X1X3

—x,(2x3— 4 — x;) (5.2.10)

dN
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dx; X1X3

W = — - ZX3(X3 - 2) (5211)
dx

T = %0 — 2x) (5212)

seklinde dort otonom denklem elde edilir. Bu denklemler belirli bir zaman
araliginda yogunluk parametrelerinin Olgek faktoriine gore nasil degistigini
gostermektedir.

[leriki kisimlarda kullamish olacak olan

dinF R FR
m= _Rlrr _ — (5.2.13)
dinR~ fr RF

_dinf  Rir_%x (5.2.14)
dinR f x o

T =

nicelikleri tanimlanmir. Burada m' in r' nin bir fonksiyonu oldugu acikca
goriilebilir. ACDM modelinde m = 0' dir. 0' dan daha fazla sapan m, daha
dinamik karanlik enerji demektir.

Boyle bir sistemin etkili durum denklemi
Weps = —1 —2H/(BH?) (5.2.15)

formundadir. Bu denklem ise

1—2x3

ifadesine esittir. Eger Oy = Qppwpg + Qyqq/3 tammlamasi yapilirsa, Weff

parametresi enerji yogunluklari cinsinden
Weff = Qprwpg + Qrga/3 (5.2.17)

ile gosterilir (Amendola et al., 2007).
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Kozmolojik dinamikleri elde edebilmek igin burada p,, = 0 anlamina gelen
x, = 0 varsayimi yapilacaktir. Clinkii Big Bang' den ¢ok kisa bir zaman sonrasi
harig, 1s1mim kozmolojik evrim tizerinde etkili olamamustir. Simdi, dx;/dN =0
ile karakterize edilen sabit noktalar arastirilacaktir. Bir fonksiyonun veya bir
doniisiimiin sabit noktasi, fonksiyon veya doniisim tarafindan kendisine
eslestirilen noktadir. Dinamik bir sistemin final durumu, bu sistemin evrimini
veren fonksiyonun sabit noktasina karsilik gelecek sekilde evrim gegirir. Sabit
nokta ise, herhangi bir dinamik sistemin baslangi¢ kosullarin1 dikkate almaksizin
bu sistemin evrimini inceleyen bir dizi fiziksel 6zelliktir. Baslangi¢c kosullarinin
tam olarak belirlenemedigi bazi1 dinamik fiziksel durumlarda, bdylesi ¢oziimler
sistemin evrimini ortaya koyar. Ozellikle enflasyon veya yiiksek boyutlu ¢ekim
gibi skaler alanlarin bulundugu durumlarda, g¢ekici ¢oziimleri arastirmak oldukga
yararhdir.

(5.2.9) — (5.2.12) denklemlerinde x, =0 yazilirsa, geriye kalan iig
denklemde sirayla x,, x, ve x3' e sifir verilerek (r,m) diizlemindeki alt1 sabit
nokta elde edilir. Bu sabit noktalar, f(R) metrik formalizminde herhangi bir
modelin kozmolojik dinamiklerini ve evrimini belirleyecektir. Gerekli islemlerden

sonra, herhangi bir m(r) igin boyle bir dinamik sistemin sabit noktalar

Py:(xq,x2,%3) = (0,—1,2) (5.2.18)

Py: (x1,%3,x3) = (—=1,0,0) (5.2.19)

Ps: (xq1,%2,x3) = (1,0,0) (5.2.20)

Py: (%1, %2,%3) = (—4,5,0) (5.2.21)

Pe: (xy, %y 1) = ( 3m , 1+4m ’ 1+4m ) (5.2.22)
1+m 21 4+m)? "2(1+m)

et - (M Lt e o
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seklindedir (Amendola et al., 2007). Bu baglamda bazi f(R) modellerinin
kozmolojik dinamikleri birgok arastirmaci (Clifton and Barrow 2005; De Felice
and Tsujikawa' dan, 2010; Li and Barrow 2007; De Felice and Tsujikawa' dan,
2010; Bergliaffa 2006; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Fay et al., 2007b; De
Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Amendola and Tsujikawa 2008; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; De Souza and Faraoni 2007; De Felice and Tsujikawa' dan,
2010; Goheer et al., 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Bazeia et al.,
2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Atazadeh and Sepangi 2007; De Felice
and Tsujikawa' dan, 2010; Clifton 2008; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Evans et al., 2008; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Abdelwahab et al., 2008;
De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Goheer et al., 2009; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; Paul et al., 2009; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Moldenhauer and Ishak 2009; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010) tarafindan
ayritili olarak ¢alisilmustir.

Simdi ise bu sabit noktalarin kararliligi arastirilacaktir. Bunun igin

oncelikle, madde baskin donem

kosulu ile tanimlanir ve rolativistik olmayan akiskan mutlaka

0, =1 (5.2.25)

kosulunu saglamalidir (De Felice and Tsujikawa, 2010).

(2.3.3.2.3) denklemine gore hizlanma kosulunun olmasi i¢in

1

kosulu gergeklesmelidir. Daha onceki bolimlerde ACDM modeli igin werp = —1
oldugundan ve phantom olmayan, yani w.rr < —1 olmayan bir hizlanma i¢in,

durum denkleminin —1 < w,¢r < —1/3 olmas: gerektiginden bahsedilmisti.
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P, ve Py noktalar1 boyunca bu iki donem elde edilmelidir. Bunun i¢in
(5.2.18) — (5.2.23) denklemlerindeki her bir noktanin x;, x,, x5 deZerleri
(5.2.6) ve (5.2.16) denklemine konulursa

Pi 0p=0 wey=—1 (5.2.27)
Py Dy =2 wepr=1/3 (5.2.28)
Py 0Dy =0 wer=1/3 (5.2.29)
P Opn=0 wep=1/3 (5.2.30)
Ps o =1 —% Wepp = — 1o (5.231)

2 — 5m — 6m?

degerleri elde edilir. (5.2.24) kosulunun m = 0 igin Ps noktasinda ve m =
- (5 + \/ﬁ) /12 igin Py noktasinda saglanabildigi gorilmektedir, ancak Py
noktasi (5.2.25) rolativistik olmayan akiskan kosulunu saglamaz. Bu ise, P
noktasinin standart madde ¢agi i¢in uygun oldugu anlamina gelir (Amendola et
al., 2007).

werr = —1' e gére, m =1 veya m — too limiti alinarak P; ve hatta P
noktasi igin standart hizlanma belirlenebilir. Yani ya P; ya da Py noktalar1 geg
zaman kozmik hizlanmasindan sorumlu olabilir (De Felice and Tsujikawa, 2010).
Bu ise herhangi bir gecerli karanlik enerji modelinin mutlaka madde baskin
donem anlamina gelen Ps; noktasi civarinda baslamasi gerektigi ve hizlanma
noktalar1 olan P; ya da Pg noktalarina ulagsmasi anlamina gelir. Dolayisiyla bu ii¢
noktadan baska noktalar1 analiz etmeye gerek yoktur.

m(r) = —r — 1 igin olan x,,x5 yiizeyinin (5.2.9) — (5.2.11) sisteminin
altuzay1 olduguna dikkat edilmelidir ve bu yiizden bu ylizey gegilemez. Bu durum

T igin
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ar _ 1+m+ )R (5.2.33)
dN—T' m T‘HR L

denkleminden elde edilen r ve m' in tanimi kullanilarak goriilebilir. Bu denklem
R/HR 1raksak olmadig siirece m = —r — 1' in dr/dN = 0 anlamma geldigini
actkca gOstermektedir. Bunun anlami ise, (r,m) diizleminde (—1,—1)
noktalarindan gegen bir dogru olanm = —r —1 dogrusu boyunca sistemin
evriminin belirlenmesidir. Zaten (5.2.14) denkleminin icine (5.2.22) ve (5.2.23)
yerlestirilirse, Ps ve Pg noktalarimn m(r) = —r — 1 g¢izgisi tizerinde oldugu
goriiliir.

Bu sabit noktalarin kararliligini analiz etmek igin yalnizca bu noktalar
civarindaki zaman bagiml lineer tedirginlikler §x;(t) (i = 1,2,3) 'i goz Oniinde
bulundurmak yeterlidir (De Felice and Tsujikawa, 2010). Bunun igin ise sadece

hizlanarak genislemeyi veren P;, P5 Ve Pg noktalar1 dikkate alinsin.

(1) P, : de Sitter noktasi
Bu noktanin zamana bagimli lineer tedirginlikleri sonucu elde edilen

denklemlerin ¢6ziimiinden kararlilik i¢in gerekli kosulun
0<m; <1 (5.2.34)

oldugu goriilir. Burada m; = m(r = —2) P, noktasindaki m' in degeridir

(Amendola et al., 2007).

(5) Ps : Olgeklendirme ¢dziimleri

Ps noktasi a o« t2/3 ve Q,, = 1' e sahip olan standart madde ddénemini
temsil eder. (5.2.31) esitliginde, Q,,, = 1 ve werr = 0 degerlerini verecek olan m
degeri, ayn1 zamanda standart madde déneminin var olmasi i¢in gerekli olan kosul

olarak dikkate alinir. Eger

m(r=-1)=0 (5.2.35)
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esitligi varsa, Ps noktasinin bdyle bir standart madde donemine sahip oldugu
sOylenebilir.

Madde doneminin varligi i¢in kriter

mr<-1>0 , mi(r<-1)>-1 (5.2.36)

ile verilir. Burada m¢ = i—? (r5)' dir. Aym zamanda (5.2.35) kosulunun da gerekli

olduguna dikkat edilmelidir (Amendola et al., 2007).

(6) Py : Egriligin baskin oldugu nokta
Bu durum, m degerine bagh olan etkili durum denklemine sahip olan egri
baskinligina karsilik gelmektedir. Gerekli islemler sonucunda bu sinirlamalara

uyan kararlilik ve hizlanma kosulunun
1 :
(E (V3-1)<m< 1), e < —1 (5.2.37)

oldugu ortaya ¢ikar (Amendola et al., 2007).
Sekil 5.1 (mm,r) diizleminde gerekli kosullara sahip olan P;, Ps ve P, sabit

noktalarini gostermektedir.
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P

m=-r- l
14

Sekil 5. 1: (m,r) dizlemindeki P, P; ve Py sabit noktalari. Buna gore, herhangi bir gegerli
f(R)metrik karanlik enerji modeli mutlaka madde baskin dénem anlamina gelen Ps noktasi

civarinda baglamali ve hizlanma noktalar1 olan P, ya da P, noktalarina ulagmalidir (Klakova,
2013).

Tiim bu sonuglar géz Oniine alinacak olursa, olast iki kozmolojik model

sinifi elde edilir (De Felice and Tsujikawa; 2010):

A Simifi:

P;(r ~ —1, m = 0)' da baghyor

P,(r = -2, 0 <m < 1)"in iginden gegiyor
B Swnifi:

P;(r ~ —1, m = 0)' da bashyor

P,(m=—-r—-1), % < m < 1'in iginden gegiyor

Sonug olarak, (5.1.1) esitsizliginden dolayr gegerli f(R) karanlik enerji
modellerinin, yukarida bahsedilen argiimanlar ile tutarli olan m > 0 kosulunu
saglamasi gereklidir.

En basit model olan ACDM modelinin m = 0' a karsilik geldiginden
bahsedilmisti. ACDM modeli A Sinifi igerisindedir:



95

f=R-2A (5.2.38)

ve Sekil 5.2' de q, ¢izgisi ile temsil edilmektedir (Klanova, 2013).

\\{n =-r-1

4
-2

Qe _15 s

-0.5¢

Sekil 5.2: (m,r) dizlemindeki yoriingeler. q,:m =0 yani ACDM modeli; q,:m =

—2(r+1) yani f(R) = (R’ —A)° modeli; q:m =" yani f = R—aR" modeli; qu:m =

—0.15(r + 1)(r? + r +5) yani m(r) = —c(r + 1) (r? + ar + b) modeli (Klakova, 2013).

ACDM modelinin genellestirilmis bir diger simifi A modelidir (Amendola et
al., 2007):

f=@®"-n)F° (5.2.39)
burada b ve c keyfi parametrelerdir. Bu model Sekil 5.2' de g, tarafindan temsil
edilmektedir.

A sinifina giren bir bagka model (Starobinsky, 1980)

f=R—aR" a>0 0<n<1 (5.2.40)

dikkate alinsin. Daha 6nceden bahsedilen bu model ayni zamanda Starobinsky
tarafindan onerilen ilk enflasyon modelidir. Bu model Sekil 5.2' de g, tarafindan

temsil edilmektedir.
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B sinifina 6rnek olarak

m@)=—c(r+1)@?+ar +b) (5.2.41)

modeli verilebilir (Amendola and Tsujikawa, 2008). Burada a ve c keyfi
parametrelerdir ve a pozitiftir. Bu model Sekil 5.2' de g, ¢izgisi ile temsil
edilmektedir.

Hem kozmolojik hem de yerel dlgeklerde gegerli olan iki f(R) modelinden

birincisi Hu ve Sawicki tarafindan 6nerilmistir (Hu and Sawicki, 2007)

(R) =R —uR (R/R)™ (5.2.42)
f - u C(R/Rc)zn‘l'l L.
Digeri ise Starobinsky tarafindan 6nerilmistir (Starobinsky, 2007)

f(R) =R—puR.(1—(1+R?*/RH™) (5.2.43)

burada n, u ve R, pozitif sabitlerdir. Bu iki model f(R) metrik formalizmindedir.

R > R, i¢in her iki modelle beraber

f(R) = R—uR.(1 - (R./R)*™) (5.2.44)

yaklasimi elde edilir. Bu egrinin Sekil 5.3' te q ¢izgisi tarafindan temsil edildigi
goriilmektedir. q ¢izgisinin Py noktasini gegecek sekilde hizlandig goriilmektedir,
bu yiizden bu model B Simifi' na dahildir. Bununla beraber, evrenin ardalan
genisleme tarihi kullanilarak (5.2.42) ve (5.2.43) modelleri i¢in gozlemsel
sinirlamalar Dev et al., 2008; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Martinelli et
al., 2009; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Cardone et al., 2009; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; Ali et al., 2010; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010

tarafindan calisilmastir.
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-0.57

Sekil 5.3: (m,r) diizlemindeki q: m = 3.272/3(—r — 1)3/2 yoriingesi (Klanova, 2013).

53. f(R) Metrik Cekiminde Karanhk Enerjinin Durum

Denklemi

f(R) modellerinde karanlik enerjiyi anlamak igin etkili durum parametresi

tanimlanmalidir ve bu parametrenin evrenin hizlanarak genislemesini verebilmesi

icin wyrr < —1/3 olmalidir. Bunun igin de f(R) ¢ekiminde karanlik enerjinin

durum denklemi tanimlanmalidir.

SN Ia gozlemleri ile uyumlu f(R) modellerini karsilastirmak i¢in (3.1.1.9)

ve (3.1.1.11) denklemleri

34H? = K*(pm + pr + PpE)

—2AH = k2[py, + (4/3)pr + ppr + Ppe]
seklinde yeniden yazilsin. Burada A sabittir ve
k2ppg = (1/2)(FR — f) —3HF + 3H?*(A—F)

K?Ppp = F + 2HF — (1/2)(FR — ) — (3H% + 2H)(A — F)

(5.3.1)

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)
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esitlikleri yine yeniden diizenlenmis Friedmann denklemlerinden ve (5.1.5) ve
(5.1.6) denklemlerinden yazilabilir. Daha 6nceden baryonik madde ve egrilik igin

oldugu gibi, yine karanlik enerjinin basing ve enerji yogunluklarinin
ppe + 3H(ppg + Ppg) =0 (5.3.5)

seklindeki siireklilik denklemini saglamasi gereklidir. (5.3.3) ve (5.3.4)

denklemlerinden karanlik enerjinin durum denklemi

» +1Rf” +R(f”'R _ ZHf”)
f" (f'R—f)/2—-3Hf"R

wpg = (5.3.6)

seklinde bulunur. Buna gore, ge¢ zaman hizlanmasini agiklayan herhangi bir f(R)

teorinin durum denklemi —1' den kiigiik olmalidir (Karakatsanis, 2010).
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6. f(R) TEORI UZERINDEKI YEREL SINIRLAMALAR

Cekime yapilabilecek en basit diizenleme, minimum olmayan bir sekilde
madde ile birlesen bir skaler alanin tanitilmasidir. Skaler alanlar fizikte uzun bir
stiredir vardir, ancak su ana dek bu skaler alanlarin hig¢ birisi kesfedilememistir.
Kozmolojide, evrendeki hemen hemen kiitlesiz olan skaler alanlara dair kanitlar
artmaktadir. Bu kanitlar, su anki enerjinin %73' {inlin negatif basinca sahip olan
karanlik enerji bileseninden meydana geldigini 6neren siipernova 1sinim-uzaklik
ol¢timlerinden (Perlmutter, 1999; Winther' den, 2010; Riess et al., 1999; Winter'
dan, 2010) CMB anizotropisine (Spergel, 2003; Winther' den, 2010) kadar bir ¢ok
gozlemden olusmaktadir. Bununla beraber, kiitlesiz skaler alanlar sicim ve
sliper¢ekim teorilerinde de bulunmaktadir. Ancak, bu kiitlesiz alanlar genel olarak
dogrudan gravitasyonel kuvvete sahip olan madde ile birlesir ve bu yiizden
esdegerlik prensibinin kabul edilemez derecedeki ihlaline neden olurlar.

Eger bir ¢ skaler alani rdlativistik olmayan madde ile birlesirse, bu durum
deneysel olarak kisitlanabilen bir besinci kuvvet etkilesimine neden olur. Bu gibi
durumlarda yerel ¢ekim deneyleri ile uygunluk i¢in baryonlar ile boylesi gliclii bir
etkilesim ortadan kaldirilmalidir. Bu, chameleon mekanizmasi denilen bir
mekanizma altinda besinci kuvveti saklama yoludur (Khoury and Weltman,
2004a; 2004b; Tsujikawa' dan, 2010) . Bu mekanizmada alanin kiitlesi kendisini
cevreleyen ortamdaki madde yogunluguna bagli olarak degisir. Eger alan yiiksek
yogunluklu bolgede yeterince kiitleye sahipse, kiiresel simetrik bir cisim kendi
yiizeyi etrafinda "ince kabuk" ' a sahip olabilir ve dolayisiyla madde ile alan

arasindaki etkili birlesme cismin disinda ortadan kaldirilabilir.

6.1. Chameleon Mekanizmasina Sahip Olan f(R) Metrik Cekimi

Einstein sisteminde etki

1 . 1
5 = [ @73 558 - 50" (0.8)@8) - V(@)

+ S, (e2%¢g, W, (6.1.1)
u

formundadir. Burada
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1
¢ = _szln[l + f(R)] (6.1.2)

_ REM®)-f(R)
V(g) = 2121 + [ (R)]2 (6.1.3)

R =R[g.u] (6.1.4)

dir.

Burada (6.1.3) denklemindeki V potansiyeli, ¢ skaler alanmnin, Ricci skaleri
R ise (6.1.2) denklemindeki ¢' nin bir fonksiyonudur. S; etkisindeki skaler alan
madde etkisi S,," deki Jordan sistemi metrigi g,, araciligiyla madde ile ilave bir
birlesim kazanir. Bu ilave birlesim chameleon mekanizmasinin anahtaridir.
Madde yogunlugu ortamina baglh olan, farkli ¢evrelerde farkli sekilde davranan ¢
skaler alanini ortaya ¢ikarir.

Sg etkisine sahip olan f(R) chameleon ¢ekimini ¢alismak igin, kiirenin
icinde ve diginda sabit ancak farkli kiitle yogunluguna sahip olan, kiiresel simetrik
bir sistem dikkate alinsin. p*(r) kiitle yogunlugu dagilimina sahip olan kiiresel

simetrik bir uzay-zaman i¢in alan denklemi

dz_d) +E@ _ aVeff(¢rp*)
dr?  rdr d¢

(6.1.5)
seklinde verilir. Burada ¢ (r), sistemin merkezinden olan uzakliga bagli olan bir

skaler alandir ve etkili potansiyel V, ise

Verr(9, p™) = V(@) + e¥%p* (6.1.6)

seklinde tanimlanir. Kiitle yogunlugu p*(r) Einstein sisteminde korunan bir
niceliktir. p* = 39 iliskisi sayesinde, bu nicelik S etkisine sahip olan f(R)
¢ekiminde kiitle yogunlugu p ile ilgilidir.

Gilines sistemi deneylerinden gelen sinirlamalari saglamak igin, etkili

potansiyel V¢ bir minimuma sahip olmali ve p* kiitle yogunlugu, (Diinya' mn
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icinde (pg = 5.5g/cm?), atmosferde (pjm ~ 1073 g/cm3) ve atmosferin
disinda  (pyzqy = 1072* g/cm?) bolgelerini de kapsayacak sekilde) Giines
sistemine esit oldugu zaman, minimum civarinda olmalidir. ¢, minimum

potansiyelin konumu ve m ise ¢' nin kiitlesi olmak iizere

0 Vers (Pmp™) =0 (6.1.7)
m?(p*) = 05 Vers (P, p*) (6.1.8)
esitlikleri gecerli olmalidir. Bu iki temel kosul

(1) ¢,,'in varlig

(2)m?>0

(3)p™ = pg, Patm: Puzay 0ldugunda, biiyiik m (yani kisa compton dalgaboyu)

gereklilikleri sayesinde yeniden diizenlenir.

7s yarigapina sahip olan ve icinde pj., disinda ise pg, 0lan birbirinden farkl
ancak sabit kiitle yogunluklarina sahip olan bir kiire dikkate alinsin. ¢ erkez V€
®sonsuz minimum potansiyellerin konumlari, m;. ve mg,; kiitleler, M kiirenin
toplam kiitlesi ve @ ise ry' deki (yani kiirenin yiizeyindeki) Newtonian kiitlesi

olmak tizere

ad)Veff((;bmerkeZJ ,0;;) =0 ’ a¢>Veff (¢sonsuz' p(*11$) =0 (6'1'9)

mizg = a(%Veff (querkez; ,02;-) ’ mczils = aéveff(qbsonsuz' p:lm) (6'1'10)
_Am o K% Mg

MS = ?TS pi(,‘ , CDS = gz (6111)

seklinde yazilabilir. (6.1.5) denkleminin ¢6ziimii olan, alan profili ¢



102

¢(T < rs) = (pmerkez

Qk

o> == () (

3Ars) Mge Mas(7=Ts) (6.1.12)

+ ()bSOTlSUZ

Ts r

seklindedir. Ince kabuk kosulu ise

Ar, K —
0 < ='s = (¢sonsuz d)merkez) (6.1.13)
T 60Q P

formuna sahiptir.

Ince kabuk parametresi Ar,/r, swasiyla kK@sonsuz — KPmerkez VE @
tarafindan uyarilan besinci kuvvetin siddeti, ®; — D¢ pqy, (bUrada @6, =
®(r = ) = 0) Newtonian gravitasyonel kuvvetinin siddeti ile ilgili olan iki
potansiyelin oranidir. Bu yilizden, ince kabuk kosulu Newtonian g¢ekimi ile
karsilastirildiginda besinci kuvvetin zayifligin1 gerektirmektedir.

(6.1.12) denklemindeki ¢ profili f(R) fonksiyonu ve p;. ve pg kiitle
yogunluklar1 verildigi zaman belirlenen ince kabuk parametresi Ar,/r;' ye
baglidir. Bu nedenle, besinci kuvvet i¢in Giines sistemi sinirlamalari Ar /7' yi ve

bu yilizden de f(R)'yi sinirlayabilir (Gu and Lin, 2011).

6.2. f(R) Cekiminde Ince Kabuk Parametresi

Ince kabuk parametresi Ar,/r, ve f(R) fonksiyonu arasindaki iliski
sayesinde, ince kabuk parametresi sinirlamasini veren Giines sistemi c¢ekimi
testlerinden genel f(R) lizerindeki sinirlamalar elde edilir. Ayrica f(R) ve m; ile
mg, kiitleleri arasindaki iligkinin tiiretilmesi igin, mizg >0 ve m(zils > 0 minimum
potansiyellerin varhigimin gerekliligi de f (R)' nin temel kosuludur.

Ince kabuk parametresi, (6.1.9) denklemini saglayan ¢erkez V€ ®Psonsuz
minimum potansiyellerin konumlar1 sayesinde f(R) ile ilgilidir. Giines sisteminde
Genel Rolativite' den sapma kiiciik olmalidir, bu durum matematiksel olarak

|f| < R ve |fgl < 1 esitsizlikleri ile verilir. Bu (6.1.9) esitligi

~ 1 2 % 1 2 *
0pVess = N (R—Kx%p*) + <2f — 3Rfx +§fRK p )] (6.2.1)
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a2V, ~< ! R+1 2 )+( i +7R ! 2 ) (6.2.2)
pVeff = 3fan 6KP 3f 3 fr lszKP L

seklinde yazilir. ¢,, minimum potansiyelin konumu 04Vers (¢ p*) =0 ile

belirlenir, bu ylizden

[R+2f —5R fr/2]g, = K?p* (6.2.3)
olmalidir. Daha diisiik mertebe icin

R(¢,,) = k?p* (6.2.4)

dir. Dolayisiyla, bu yaklasim altinda

1
bm = _ﬂfR(R = Kk2p*) (6.2.5)

2 0) = 3Very mp) = [ (57—~ 2R) + (< + L0 D
o

esitliklerine ulasilir ve f(R) ile ince kabuk parametresi arasindaki iliski

% ~ _fR(KZPZu;) - fR(KZP;'kg) (6 2 7)
o 20, o

seklinde olur.

Erken zamanlarda Genel Rolativite' den kiiciik sapmay1 gerektiren biiyiik
patlama, cekirdek sentezlenmesi ve kozmik mikrodalga ardalan goézlemlerinden
dolay1, gegerli f(R) modellerinin ¢ogunda, R; < R, oldugu zaman |fgR,| >
|frR,| olur, bunun sonucu olarak da ge¢ zamanlarda Genel Rolativite' den

belirgin bir sapmaya sahip olan kozmik hizlanma meydana gelir. Bu durumda;

Ay /15 = — fr(K2pl) /205 Pas K pi.  igin (6.2.8)
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esitsizligi gegerli olur. pgc < pj. kosulu bir ¢ok Giines sistemi deneyinde

saglanmistir (Gu and Lin, 2011).

6.3. f(R) Cekimindeki Giines Sistemi Deneyleri
Giines sistemi sinirlamalari uyarlamak igin, (6.1.13) denklemindeki ince

kabuk kosulu Giines sisteminde saglanmasi gereklidir. Bu kosul V(¢ p")

minimum etkin potansiyelin varligini ve |fz|' nin kiigiikligiinii gerektirmektedir.

(6.2.6) denkleminden V,rr minimumunun varligi anlammna gelen yani

m? > 0 esitsizliginin sonucu olarak
0 < Rfpr < 2/5 R =Kk%p* >3 x 10°H? (6.3.1)

elde edilir. Burada, 1072* g/cm3' den (uzay) 5.5g/cm3' e (Diinya) kadar
degisen kiitle yogunlugu p*' a sahip olan ve buna karsilik 3 X 10>' den 0(103%)"a
kadar (yani 103° mertebesi) degisen R/HZ' ye sahip olan, Giines sistemi
testlerindeki cesitli ortamlar dikkate alinmustir.

Ince kabuk parametresinin iist smurt (A7/7y)max, (6.1.13) ve (6.2.7)

denklemleri araciligi ile f3 icin
0 < —fr < 2®,. (AT /T ) max K Ds R = Kk%py (6.3.2)
seklinde bir lst sinir belirler. Dolayisiyla Glines ve Diinya' y1 kapsayan Giines
sistemi deneylerinden elde edilen (Ar/75)may Ust sinir1 dikkate alinacaktir.

Giines sisteminde post Newtonian parametresinin deneysel testleri ile
(A5 /1) max = 1.15 X 1075 (6.3.3)
degeri elde edilmistir (Will, 2006, Gu and Lin' den, 2011; Capozziello and
Tsujikawa, 2008, Gu and Lin' den, 2011). Giines igin ®n = 2.12 X 107° ve

Pins = Puzay = 1072* g/cm? ile R/H§ =~ 3 x 10° kullamldiginda

—5x10"11 < f <0 (6.3.4)
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elde edilir.
Diinya i¢in yapilan deneylerde ise durum biraz daha karmasiktir. Bu
durumda kiiresel simetrik sistem Yer, atmosfer ve uzay seklinde ti¢ bolgeye ayrilir

ve bu bolgelerin kiitle yogunluklar

pe =55 g/cm? 0<7r<rg
p*(r) =1 Parm = 1073 g/cm? Te <7 < Tam (6.3.5)
Puzay = 107%*g/cm? T > Tatm

seklindedir. Burada rg = 6.4 X 103%km' dir ve atmosferin kalinhigr Adgsp, =

Tatm — T = 10 — 100km ' dir. Bu degerlere gore

Aratm — K((;buzay - qbatm) «1
Tatm 6QPatm

szthmrcgtm (6'3'6)

N

) (patm

seklindeki ince kabuk kosulunun saglanmasi ile, skaler alan potansiyeli (Khoury

and Weltman, 2003, Gu and Lin' den, 2011)

I{ O 0<7r<rgicin
prr=] um A
a | Qx\ (3Arg Meae_muzay(r_ratm) N e
t_ (E) e r t Puzay T > Tam iGN
ve ince kabuk parametresi
Ar, K — 1
@ = (¢uzay ¢atm) <1 CDGB = _sz%ré (6.3.8)

s 6Q Pg, 6

seklindedir. Burada ¢g, ¢gtm V€ Pyzqy sirastyla li¢ bolgedeki etkili potansiyel
Vess Minimumunun  konumunu  belirtmektedir, Mg, =~ 6 X 10%*kg diinyanin
kiitlesi ve ®g =7x 10710 ile &4, = 107 Newtonian potansiyelleridir.
(6.3.6) denklemindeki ince kabuk kosulu Arg/rg <1 dogrudan saglanr.
i =@,atm i¢in 0 <Ar;/r; < (A1;/1)max < 1 seklinde olan ince kabuk

parametresinin deneysel sinirlari | fz|' ye
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0 < —fr(k2Pizay) < 2@ (AT /T max K ®; , i = @, atm (6.3.9)

seklinde bir iist siir verir dolayisiyla burada pgem > prizqy i6in | fz(K2phem)| <

| fr (k2 pii2ay) | esitsizligi gegerlidir.

Asil deneysel sinir, atmosferin ince bir kabuga sahip olmas1 gerektiginden
elde edilir, yani ince kabugun kalinhigi atmosferin kalinligindan daha kiigiik
olmalidir: 0 < Aty /Tarm < Adgem/ Tarm- Atmosferin kalinhigi Ad ¢y, = 50 km
almirsa Ad e/ Taem = 8 X 1073 olur ve bu durumda, f iizerinde oldukca sik1 bir

sinirlama elde edilir
—10715 < f2 <0 (6.3.10)

burada R/HZ ~ 3 x 10° alinmustir.

Sonug olarak, Gilines sistemindeki ince kabuk kosulundan dolayr (6.3.1)
denklemindeki R fzg tizerindeki sinirlama ve sabit olmayan f(R) i¢in ise (6.3.10)
denkleminde |fg| tizerinde giiglii tist sinir1 elde edilmistir (Gu and Lin, 2011).

f(R) ¢ekimi tizerindeki yerel ve deneysel sinirlamalar Olmo, 2005a; 2005b;
Faraoni, 2006b; Erickcek et al., 2006; Chiba et al., 2007; Navarro and Acoleyen,
2007; Faulkner et al., 2007; Amendola and Tsujikawa, 2008; Hu and Sawicki,
2007; Capozziello and Tsujikawa, 2008; Brax et al., 2008; Dev et al., 2008;
Kainulainen et al., 2007; Kainulainen and Sunhede, 2008; Olmo, 2007b; Zhang
2007; Cembranos, 2006; Zakharov et al., 2006; Jin et al., 2007; Baghram et al.,
2007; Ruggiero and lorio, 2007; Gerard, 2007; Shao et al., 2006; Capozziello et
al., 2007b; Multamaki and Vilja, 2008; Hui et al., 2009; Bisabr, 2010 tarafindan
calistlmistir.

Literatiirde hem kozmolojik hem de yerel ¢ekim testlerinden basariyla gecen
bir dizi f(R) teorisi ¢alisilmistir. Bunlar Amendola et al., 2007; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; Li and Barrow, 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010;
Amendola and Tsujikawa, 2008; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Hu and
Sawicki, 2007; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Starobinsky, 2007; De Felice
and Tsujikawa' dan, 2010; Appleby and Battye, 2007; De Felice and Tsujikawa'
dan, 2010; Tsujikawa, 2008; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Deruelle et al.,
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2008; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010; Cognola et al., 2008; De Felice and
Tsujikawa' dan, 2010; Linder, 2009; De Felice and Tsujikawa' dan, 2010 olarak

siralanabilir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Ik olarak alternatif ¢ekim teorileri, Genel Rolativite ile kuantum teorisini
uyumlu hale getirmek amaciyla Einstein alan denklemlerine yapilan yeniden
diizenlemeler sonucunda ortaya ¢ikmistir. Bu teorilerden birisi de f(R)
teorileridir. f(R) teorilerinde evrenin ge¢ zaman hizlanmasi kozmolojik sabite
gerek duymadan geometrik bilesenler sayesinde agiklanmaya ¢alisilmaktadir. Bu
teorilerde  geometrik  kisimda  yapilan diizenlemeler sonucunda alan
denklemlerinin boyutu artmakta, bu da madde kisminda skaler alanlarin ortaya
c¢ikmasina neden olmaktadir. Gerekli skaler alanlarin heniiz kesfedilememis
olmasi f(R) teoriler i¢in 6nemli bir eksiklik olarak goriilmektedir.

f(R) teorileri metrik, Palatini ve metrik-affine formalizmi olarak ti¢ farkli
gosterime sahiptir. Literatiirde en ¢ok ¢alisilan gosterim metrik formalizmi oldugu
icin burada da metrik formalizmi {izerinde yapilan analizler izerinde durulmustur.
Glinlimiiz evrenini en 1yi sekilde ifade eden metrik FRW metrigi oldugu icin,
f(R) metrik formalizmi gergevesinde FRW metrigi ¢oziimleri incelenmistir.
Ortaya ¢ikan alan denklemlerinin fiziksel olarak anlam ifade edebilmesi i¢in f(R)
modellerine gerek vardir. Bu baglamda literatiirde f(R) < R™ ve f(R) x R™"
modelleri 6ne ¢ikmaktadir. Modellerde bulunan bazi serbest parametreler durum
denkleminin hizlanarak genislemeyi verebilmesi i¢in SN Ia, BAO, yas testi gibi
baz1 gozlemsel nicelikler kullamilarak smirlandirilmistir ve ancak bu modeller
bdylesi sinirlamalar altinda gegerli olabilmektedir.

f(R) teoriler Jordan konformal sistemi adi verilen sistem {izerine
kurulmustur ancak bazi doniisiimler ile Einstein konformal sistemine
doniistiiriilebilmektedir. Farkli sistemlerde ifade edilen teorilerin fiziksel ve
matematiksel sonuglari da farkli olmaktadir. Bu g¢alismalarda f(R) teorideki
korunum kanunlar1 her iki sistemin de ayr1 ayri fiziksel oldugu varsayimi altinda
incelenip sonuglar1 ortaya konulmustur. Bu sonuglar ile Genel Rolativite' deki
korunum kanunlar1 kiyaslanmistir. Einstein sistemi ile Jordan sisteminin ayni
fiziksel siireclere uygulandigi zaman ortaya ¢ikan farkliliklar incelenmistir.

Matematiksel olarak sonsuz sayida f(R) teori elde etmek miimkiin
oldugundan dolayi, bu teorilerin fiziksel olarak gecerli olabilmesi i¢in
sinirlandirilmasi gereklidir. Kozmolojik agidan herhangi bir f(R) teorinin gegerli

olabilmesi i¢in madde doneminin var olmasi ve ge¢ zaman hizlanmasini
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verebilmesi gereklidir. Bunu elde edebilmek i¢in, f(R) metrik teorinin de Sitter
noktasini, madde doneminin varligini ve ge¢ zaman hizlanmasini veren sabit
noktalar1 ve bu sabit noktalarin kararliliklar1 arastirilmalidir. Bu baglamda, bazi
f(R) modellerinin bu sabit noktalarin gerekliliklerini kargilayip karsilamadig
arastirilmistir. Ozellikle Hu ve Sawicki (Hu and Sawicki, 2007) ve Starobinsky
(Starobinsky, 2007) modelleri kozmolojik olarak gegerli modeller olarak dikkat
cekmektedir.

f(R) teorilerde ortaya ¢ikan skaler alan madde ile giigli bir sekilde
birlesmistir. Bu birlesmenin sonucu olarak esdegerlik prensibi ihlal edilmekte ve
dogadaki dort temel kuvvete ek olarak besinci temel kuvvetten bahsedilmektedir.
Esdegerlik prensibi ihlalinden ve besinci kuvvetin sinirlamalarindan kaginmak
icin chameleon mekanizmasi 6ne siiriilmiistiir. Skaler alanin kiitlesinin kendisini
cevreleyen ortamdaki madde yogunluguna bagli oldugunu ileri siiren chameleon
mekanizmasi, eger alan yiiksek yogunluklu bélgede yeterince kiitleye sahipse,
kiiresel simetrik bir cisim kendi ylizeyi etrafinda "ince kabuga" sahip olabilecegini
belirtir. Ince kabuk sayesinde madde ile skaler alan arasindaki etkilesim cismin
diginda ortadan kalktigi ve dolayisiyla bu gibi bir etkilesimin deneysel olarak
neden gozlenemedigi sorusuna agiklama getirilmektedir.

Sonug olarak, kozmolojik sabitin sorunlu bir kavram olmasi yeni teorilerin
ve modellerin ortaya ¢ikmasina neden olmaktadir. Su ana dek deneysel olarak
kesfedilebilmis herhangi bir skaler alan olmamasi ve giinlimiizde bu teorilerin 6ne
stirdiigii skaler alanlarin 6l¢timiiniin miimkiin olmamasindan dolayt ACDM modeli
kozmolojide hala 6nemli bir yere sahiptir. Ancak, teorik ve gozlemsel gelismelere

bagli olarak alternatif ¢ekim teorilerine olan ilginin artacagi diisiiniilmektedir.
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