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1. GİRİŞ 

 

Vorob’yev ve Hoggatt; Fibonacci ve Lucas sayılarını inceleyerek bu sayılar ile ilgili 

bazı özelliklerden bahsetmişlerdir.  1,5  

 

Horadam; Pell sayıları ile ilgili bazı özellikler elde etmiştir.  6  

 

Silva, Hoggatt ve Horadam; genelleştirilmiş Fibonacci sayılarından bahsetmiş ve bu 

sayılar ile ilgili bazı özdeşlikler elde etmişlerdir.  11,12  

  

Horadam;   , ; ,nW a b p q  dizisi ile ilgili özelliklere değinmiştir.  10  

 

Horadam ve Berzsenyi; Fibonacci sayılarını kompleks düzlemde inceleyerek bu 

sayılar ile ilgili bazı ilginç özellikler elde etmiştir.  13,14  

 

Pethe ve Horadam; indirgeme bağıntılarını  kullanarak genelleştirilmiş Gauss 

Fibonacci sayılarını tanımlamış, Fibonacci, Pell ve Chebyshev polinomları 

arasındaki bağıntıları incelemişlerdir.  15  

 

Bu çalışmada ilk olarak bazı indirgeme bağıntıları ve özellikleri verildi. Daha sonra 

Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayılarının tanımı ve özdeşlikleri verilerek bu 

sayılar yardımıyla Gauss Pell, Gauss Pell-Lucas, Gauss Jacobsthal ve Gauss 

Jacobsthal-Lucas sayılarının tanımı verilip bu sayılarla ilgili özdeşlikler incelendi. 

Son olarak da Genelleştirilmiş   , ; ,nW a b p q  dizisi ile ilgili tanım ve özellikler 

verilerek Gauss Genelleştirilmiş   , ; ,nw a b p q  dizisi tanımlanıp bu dizi ile ilgili 

özdeşlikler verildi. 
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1.1. Tanım[1]: 

 

Fibonacci sayıları, 

 

0 0F   ve 1 1F   olmak üzere 2n   için 

 

1 2n n nF F F    

 

şeklinde tanımlanır. Bazı Fibonacci sayıları aşağıdaki gibidir: 

 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,K  

 

1.2. Teorem[2]: 

 

nF , n-inci Fibonacci sayısını göstermek üzere 

 

2

1

1
n

i n

i

F F 



   

 

dir. 

 

İspat 

 

1 2n n nF F F    indirgeme bağıntısını gözönüne alarak, 
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1 3 2

2 4 3

3 5 4

2 1

     .

     .

     .

     .

n n n

F F F

F F F

F F F

F F F 

 

 

 

 

 

 

eşitliklerini yazarız. Yukarıdaki eşitlikleri taraf tarafa toplarsak 

 

2 2 2

1

1
n

i n nF F F F      

 

eşitliğini elde ederiz. Böylece istenilen gösterilmiş olur. 

 

1.3. Teorem[3]: 

 

 2

1 1 1 , 1
n

n n nF F F n                                                                                           (1.1) 

 

İspat 

 

İspatımızı n üzerinden tümevarım yöntemi ile yapalım.  

 

2

0 2 1 0F F F   olduğundan 1n   için doğrudur. n k  için doğru olsun. O halde 

 

 2

1 1 1
k

k k kF F F      dir.  
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  

 

   

2 2

2 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1

2

1 1

1

1 1

                     = 

                     = 1

                     = 1

                   

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k

k k k k k

k

k k k k k

F F F F F F F F

F F F F F F F F

F F F F F

F F F F F

     

     

 



 

    

   

   

   

 

 

1

1 1

1

  = 1

                     = 1

k

k k k k

k

F F F F


 



  



 

 

olduğundan 1n k   için doğru olur. 

 

1.4. Teorem[4]: 

 

nF , n-inci Fibonacci sayısını göstermek üzere 

 

 
1

1 1

) 1   , n 1.......................................................................................(1.2)

) .................................................................

n

n n

m n m n m n

i F F

ii F F F F F





  

  

  .......................(1.3)

) 2 için ....................................................................................(1.4)m niii m F F m n 

 

 

dir. 

 

1.5. Tanım[5]: 

 

0 2L   ve 1 1L   olmak üzere 2n   için 

 

1 2n n nL L L    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Lucas sayıları denir. Bazı Lucas 

sayıları  

 

1, 3, 4, 7, 11, 18, 29,K  
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şeklindedir. 

 

1.6. Teorem[2]: 

 

nL , n-inci Lucas sayısı olmak üzere, 

 

 

 

2

1

12

1 1

) 3

) 5 1 , 1.............................................................................(1.5)

) 1   , n 1.......................................................

n

i n

i

n

n n n

n

n n

i L L

ii L L L n

iii L L







 



 

   

  



..................................(1.6)

 

 

özellikleri elde edilir. 

 

1.7. Tanım[6]: 

 

0 0P   ve 1 1P   olmak üzere 0n   için 

 

2 12n n nP P P    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Pell sayıları denir. Bazı Pell sayıları 

 

1, 2,5, 12,29, 70, 169, 379,K  

 

şeklindedir. 

 

1.8. Teorem[6]: 

 

nP , n-inci Pell sayısı olarak tanımlanmak üzere, 
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 

 

2 1

1

2

1 1

1

 i)  = 1

) 1 , 1 ....................................................................................(1.7)

) 1 ...............................................

n

i n n

n

n n n

n

n n

P P P

ii P P P n

iii P P

 

 





 

   

 



1 1

.......................................................(1.8)

) .............................................................................................(1.9)

                    

n m m n m niv P P P P P   

                                             
 

dir. 

 

1.9. Tanım[7]: 

 

0 2Q   ve 1 2Q   olmak üzere 0n   için 

 

2 12n n nQ Q Q    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Pell-Lucas sayıları denir. Bazı Pell-

Lucas sayıları 

 

2, 6,14, 34,82, 198,...  

 

şeklindedir. 

 

1.10. Teorem[7]: 

 

nQ , n-inci Pell-Lucas sayısını göstermek üzere, 
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 

 

 

1

0

12

1 1

1
) 2

2

) 8 1 , 1..........................................................................(1.10)

) 1 ........................................................

n

i n n

i

n

n n n

n

n n

i Q Q Q

ii Q Q Q n

iii Q Q







 





  

   

 



 1 1 1

........................................(1.11)

1
) .................................................................(1.12)

2
m n m n m n m niv Q Q Q Q Q Q      

 

dir. 

 

1.11. Tanım[8]: 

 

0 0J   ve 1 1J   olmak üzere 0n   için 

 

2 1 2n n nJ J J    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Jacobsthal sayıları denir. Bazı 

Jacobsthal  sayıları 

 

1, 1,3, 5,11,21,43,...  

 

şeklindedir. 

 

1.12 Teorem[8] 

 

nJ , n-inci Jacobsthal sayısı olmak üzere, 
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 

 

 

2

0

2 1

1 1

1

1
) 1

2

) 1 2 , 1..........................................................................(1.13)

1
) .......................................................

2
n

n

i n

i

n n

n n n

n

n

n

i J J

ii J J J n

J
iii J







 





 

   






1 1

.........................................(1.14)

) 2 .....................................................................................(1.15)n m m n m niv J J J J J   

 

özdeşlikleri elde edilir. 

 

1.13. Tanım[9]: 

 

0 2j   ve 1 1j   olmak üzere 0n   için 

 

2 1 2n n nj j j    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Jacobsthal-Lucas sayıları denir. Bazı 

Jacobsthal-Lucas  sayıları, 

 

1,5,7,17,31,...  

 

şeklindedir. 

 

1.14 Teorem[8]: 

 

nj , n-inci Jacobsthal-Lucas sayısını göstermek üzere, 
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 

 

 

2

1

12 1

1 1

1
) 5

2

) 9 1 2 , 1......................................................................(1.16)

1
) ..........................................................

2
n

n

i n

i

n n

n n n

n

n

n

i j j

ii j j j n

j
iii j





 

 



 

   






1 1 1

........................................(1.17)

) 2 2 .......................................................................(1.18)m n m n m n m niv j j j j j j      

 

 

eşitlikleri elde edilir. 



 19 

 

2. II. MERTEBEDEN GAUSS İNDİRGEME BAĞINTILARI 

 

2.1. Gauss Fibonacci Sayıları 

 

2.1.1. Tanım[4]: 

 

z a ib  , 1i    ve ,a bZ  şeklinde tanımlı kompleks sayılara Gauss sayıları 

denir.  : 0N  £ ¢ , z için     2 2N z N a ib a b    şeklinde tanımlanan 

ve aşağıdaki şartları sağlayan fonksiyona norm fonksiyonu denir ve  N z z  

şeklinde gösterilir. 

 

1) 0

2) 0 0

3) ,  

N z

N z z

N wz w z w



  

 £

 

 

2.1.2. Tanım[4]: 

 

0f i ve 1 1f   ve 1i    olmak üzere 2n   için 

 

1 2n n nf f f    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Gauss Fibonacci sayıları denir. Bazı 

Gauss Fibonacci sayıları 

 

1, 1 , 2 , 3 2 , 5 3 , 8 5 ,i i i i i     K  

 

şeklindedir. Buradan aşağıdaki ilginç eşitliği elde ederiz.  

 

1n n nf F iF                                                                                                            (2.1) 



 20 

 

ve 

 

 2 2

1 2 1n n n nf F F F      

 

dir. 

 

2.1.3. Teorem[4]: 

 

1 2n n nf f f   , 2n   ve 0f i ve 1 1f   olmak üzere 

 

2

0

1
n

i n

i

f f 



   

 

dir. 

 

İspat 

 

n üzerinde tümevarımla ispatımızı yapalım. Buna göre; 

 0 1 1f i i     olup 0n   için doğrudur. Şimdi n k  için doğru olduğunu kabul 

ederek 1n k   için doğru olduğunu gösterelim. 

 

 

1

1

0 0

2 1

3

        1

        1

k k

i i k

i

k k

k

f f f

f f

f







 



 

  

 

 

  

 

olduğundan 1n k   için istenilen elde edilmiş olur. 
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2.1.4. Teorem[4]: 

 

nF , n-inci Fibonacci sayısını göstermek üzere 

 

   
1

11
n

n n nf F iF


   
 

eşitliği geçerlidir. 

 

İspat 

 

Eş. 1.2 ve Eş. 2.1 den, 

 

   
1

1 11 1
n n

n n n n nf F iF F i F


           elde edilir. 

 

2.1.5. Teorem[4]: 

 

1 2n n nf f f   , 2n   ve 0f i ve 1 1f   olmak üzere 1n   için 

 

  2

1 1 2 1
n

n n nf f f i       

 

dir. 

 

İspat 

 

Eş. 1.1 ve Eş. 2.1 kullanılarak, 
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   

 

   

2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2

1 1 2 1 1 1 2 1

2

2 1 1 2 1

2

                     2

                     1          

n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

n

n n n n n n n

f f f F F F F i F F F F F iF F F

F F F F F F i F F F F F F

F F F i F F F F

         

       

    

       

      

     

       

      

     

1

1 1 1

1 2 2

1 1 1 1

1 2 2 2

1 1 1 1

                     

                     1 1

                     = 1 1

                     = 1 1

          

n n

n n n n n n

n n

n n n n n

n n

n n n n n

i F F F F F F

i F F F F F

i F F F F F



  



   



   

       

      

      

     

      
   

1 2

1 1

1 1

           1 1

                     = 1 1 1

                     = 1 2

n n

n n n

n n n

n

i F F F

i

i



 

 

     

    

 

 

 

eşitliği elde edilir. 

 

2.1.6. Teorem[4]: 

 

1 2n n nf f f   , 2n  , 0f i , 1 1f   ve nF , n-inci Fibonacci sayısını göstermek 

üzere, 

 

 1 1 1 2m n m n m nf f f f i F      

 

dir. 

 

İspat 

 

Eş. 1.3 ve Eş. 2.1 kullanılarak 
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   

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

                        =

                        =

m n m n m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n m n

m m n m n m n m

f f f f F F F F i F F F F F F F F i F F F F

F F F F i F F F F F F F F

F F F F F i F F F

         

       

     

        

    

    

   

 

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

                        =

                        =                    

                        

n m n m n

m n m n n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n m n

F F F F F

F F F F F i F F F F F F F F

F F F F i F F F F F F F F

 

       

     

 

     

    

    

 

  

1 1 1 1

1 1

1 1

=F

                        =F 2 2 2

                        =F 2

                        =F 2 F

                        

m n m n n m m n m n m n

m n m n m n m n

m n m n n m n

m n m n

i F F F F F F F F F F

i F F F F F F

i F F F F F

i

    

  

  

 

     

  

  



 = 1 2 Fm ni 

 

eşitliği elde edilir. 

 

2.1.7 Sonuç 

 

 2 2

1 21 2n n nf f i F    

 

2.1.8. Sonuç 

 

 2 2

1 1 2 11 2n n nf f i F      

 

2.1.9. Lemma.[4]: 

 

2 1 2 1 2 1 1m n m m n       dir.                                                                       (2.2) 

 

2.1.10. Teorem [4]: 

 

2m  olsun. O halde 2 1 2 1m nf f m n    
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İspat 

 

:  Kabul edelim ki m nf f  olsun. O halde   m nf f , dir. 2 2

1 2 1n n n nf F F F     

olduğundan 2 1 2 1m nF F   dir. Eş. 1.4 den 2 1 2 1m n   elde edilir. 

 

:  2 1 2 1m n   olsun. Eş. 1.4 den 2 1 2 1m nF F   olduğundan  

 

2 1

2 1

nn n

m m m

ff F

f f F





   pozitif bir tamsayıdır. Eş. 1.3, Eş. 2.1 ve 2 2

1 2 1m m mF F F    

eşitliği gözönüne alınırsa, 

 

 1 1 1 11

2 2

1 1

1 1 1 1

2 1 2 1

1 1 1

2 1 2 1

                          

                          

m n m n m n m nn n n

m m m m m

m n m n m n m n

m m

m n m n m n

m m

F F F F i F F F Ff F iF

f F iF F F

F F F F F F F F
i

F F

F F F F F
i

F F

   

 

   

 

   

 

  
 

 

 
 


 

 

 

elde edilir. Eş. 1.4 ve Eş. 2.2 den 1 2 1m n mF F    pozitif bir tamsayıdır. Buradan ve 

n mf f  bir tamsayı olduğundan 1 1

2 1

m n m n

m

F F F F

F

 




 bir tamsayı olmalıdır. Böylece 

n

m

f

f
 bir Gauss tamsayısıdır. Yani m nf f  dir. 

 

2.1.11 Sonuç[4]: 

 

2m  olsun. O halde  2 1 1 1 2 1 2 1m m n m nF F F F F m n       
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2.2. Gauss Lucas Sayıları 

 

2.2.1. Tanım[4]: 

 

Gauss Lucas sayıları , 

 

0 2l i  ve 1 1 2l i   olmak üzere 2n   için 

 

1 2n n nl l l    

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Bazı Gauss Lucas sayıları, 

 

1 2 , 3 , 4 3 , 7 4 , 11 7 , 18 11 ,i i i i i i      K  

 

şeklindedir. Buradan nL , n-inci Lucas sayısı olmak üzere aşağıdaki ilginç eşitlik elde 

edilir. 

 

1n n nl L iL    dir. 

 

2.2.2. Teorem[4]: 

 

nl , n-inci Lucas sayısı olmak üzere aşağıdaki eşitlik doğrudur: 

 

 2

0

1 2
n

i n

i

l l i



    

 

2.2.3. Teorem[4]: 

 

   11
n

n n nl L iL     
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İspat 

 

Eşitlik (1.5) den 

 

       
1

1 1 11 1 1
n n n

n n n n n n nl L iL L i L L iL


               olduğu kolayca görülür. 

 

2.2.4 Teorem[4]: 

 

nl , n-inci Lucas sayısı olmak üzere, 

 

  

  

12

1 1

2 2

) 5 2 1

) 5 4 2 1

) , 2 için bileşiktir.

n

n n n

n

n n

n

i l l l i

ii l f i

iii l n



     

   



 

 

özdeşlikleri elde edilir. 

 

Örnek: 

 

  5 11 7 2 3 5l i i i      ve buradan    2 11 7i i   dir. 

   11
n

n n nl L iL     olduğundan  2  ni l , 2n   dir. 
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2.3. Gauss Pell Sayıları 

 

2.3.1. Tanım 

 

0p i ve 1 1p   olmak üzere 2n   için 

 

1 22n n np p p    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Gauss Pell sayıları denir. Bazı Gauss 

Pell sayıları 

 

1, 2, 2 , 5 2 , 12 5 , 29 12 ,i i i i i     K  

 

şeklindedir. Buradan, 

 

1n n np P iP                                                                                                             (2.3) 

 

olduğu görülür. 

 

2.3.2. Teorem 

 

 1

0

1
1

2

n

i n n

i

p p p i



     

 

İspat 

 

1 22n n np p p    eşitliğinden sırası ile  

 

 
0 2 1

1 3 2

2 1

2

2

.

.

2n n n

p p p

p p p

p p p 

 

 

 
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ifadelerini yazarız. Buradan taraf tarafa toplama işlemi yaparak, 

 

 

 1 2 3 1 2

0

1

1 2

2

1 0 1 1 2

0

2 ........

         = 2

         = 2

n

i n n

i

n

i n

i

n

i n n

i

p p p p p p

p p p

p p p p p p

 









 



      

  

     







  

1 1

0

1

2 = 2 1 2

          = 1

n

i n n n

i

n n

p i p p p

p p i

 





     

  


 

 

eşitliğini elde ederiz. Son eşitlikten 

 

 1

0

1
= 1

2

          

n

i n n

i

p p p i



    

 

şeklinde istenilen ifade bulunmuş olur. 

 

2.3.3. Teorem 

 

   
1

11
n

n n np P iP


     

 

İspat 

 

Eş. 1.7 ifadesini gözönüne alarak, 

 

       
1 2 1

1 1 11 1 1
n n n

n n n n n n np P iP P i P P iP
  

               buluruz. 
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2.3.4. Teorem 

 

  2

1 1 2 1 1
n

n n np p p i       

 

İspat 

 

Eş. 1.7 ve Eş.2.3 den 

 

 

   

     

2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2

1 1 2 1 1 2 1

1

1

2

                                              

                     = 1 1 2 2

n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n

n n n n

p p p P P P P i P P P P P P P P

P P P P P P i P P P P

i P P P P

         

      



 

       

     

       

   

   

   

 

1 1

2 2

1 1 1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2

                     = 2 1 2 4 2

                     = 2 1 2 2 4

                     = 2 1 2 2

                     = 2 1 2

n n

n

n n n n n n n n

n

n n n n

n

n n n n

n

n

P P

i P P P P P P P P

i P P P P

i P P P P

i P P



   

 

 



     

   

   

     

   

   

1 1

1

2

                     = 2 1 2 1

                     = 2 1 1

n n n

n n

n

P P

i

i

 





  

 

 

 

elde edilir. 

 

2.3.5. Teorem 

 

 1 1 2 1m n m n m np p p p i P      

 

İspat 

 

Eş. 1.8 ve Eş. 2.3 kullanılarak 
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   

 

   

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

                         = 

                         = 2 2

m n m n m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n m n

n n m m m n m

p p p p P P P P i P P P P P P P P i P P P P

P P P P i P P P P P P P P

P P P P P P i P P

         

       

   

        

    

     

 

      

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

                         = 2 2

                         = 2 2 2     

     

n m n m n m n

n m m n m n m n m n m n m n m n

n m m n m n n m m n m n m n

P P P P P P

P P P P P P P P i P P P P P P P P

P P P P i P P P P P P P P P P

   

         

     

  

      

      

 

  

  

1 1

1 1

1 1

                    = 2 2

                         = 2 2 2

                         = 2 2

                         = 2 2

             

m n m n m n m n

m n m n n m m

m n m n n m

m n m n

P i P P P P P P

P i P P P P P

P i P P P P

P iP

  

  

  

 

  

  

 



             = 2 1 m ni P 

 

bulunur. 

 

2.3.6. Sonuç 

 

 2 2

1 22 1n n np p i P    

 

2.3.7. Sonuç 

 

 2 2

1 2 14 1n n np p i P     
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2.4 Gauss Pell-Lucas Sayıları 

 

2.4.1. Tanım 

 

0 2 2q i  ve 1 2 2q i   olmak üzere 2n   için 

 

1 22n n nq q q    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Gauss Pell-Lucas sayıları denir. Bazı 

Gauss Pell-Lucas sayıları 

 

2 2, 6 2 , 14 6 , 34 14 ,i i i i    K  

 

şeklindedir. 

Ayrıca, nQ  n-inci Pell-Lucas sayısını göstermek üzere, 

 

1n n nq Q iQ                                                                                                            (2.4) 

 

dir. 

 

2.4.2. Teorem 

 

nq  n-inci Gauss Pell-Lucas sayısını göstermek üzere 

 

 2 1

0

1
4

2

n

i n n

i

q q q i 



    

 

dir. 
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İspat 

 

1 22n n nq q q    ifadesini gözönüne alarak, 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

eşitliklerini yazarız. Bu eşitlikleri taraf tarafa toplayarak 

 

 

   

1 2 3 1 2

0

1

1 2

2

1 0 1 1 2

0

0 1 1 2

0

1 2

2 1

 2 ........

          = 2

          = 2

2 = 

          = 2-2i 2+2i

          = 4

n

i n n

i

n

i n

i

n

i n n

i

n

i n n

i

n n

n n

q q q q q q

q q q

q q q q q q

q q q q q

q q

q q i

 









 



 



 

 

      

  

     

  

  

 









ve buradan ; 

 

eşitliğini, dolayısı ile buradan da  

 

 2 1

0

1
= 4

2

          

n

i n n

i

q q q i 



   

ifadesini elde ederiz. 

 

 

0 2 1

1 3 2

2 4 3

2 1

2

2

2

.

.

.

.

.

2n n n

q q q

q q q

q q q

q q q 

 

 

 

 
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2.4.3. Teorem 

 

nq  n-inci Gauss Pell-Lucas sayısını göstermek üzere 

 

 
12

1 1 8 1
n

n n nq q q


       

 

dir. 

 

İspat 

 

Eş. 1.9 ve Eş. 2.4 den 

 

 

   

       

2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2

1 1 2 1 1 2 1

1 2

1 1 1

 2

                     = Q

                     = 8 1 8 1 2 2  

         

n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n

n n n n n n

q q q Q Q Q Q i Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q i Q Q Q Q

i Q Q Q Q Q Q

         

      

 

  

       

    

      

   

    

   

   

1 2 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

1

            = 16 1 2 2 4

                     = 16 1 2 2

                     = 16 1 2

                     = 16 1 2 .8 1

                     = 16

n

n n n n

n

n n n n

n

n n n

n n

i Q Q Q Q

i Q Q Q Q

i Q Q Q

i



 



 



 



   

   

  

  

   
1

1 1          
n

i




 

 

elde edilir. Böylece istenilen ispatlanmış olur. 

 

2.4.4. Teorem 

 

   11
n

n n nq Q iQ


     

 

 

 



 34 

İspat 

 

nQ  n-inci Pell-Lucas sayısını göstermek üzere.,Eş. 1.10 dan, 

 

       
1

1 1 11 1 1
n n n

n n n n n n nq Q iQ Q i Q Q iQ
   

               bulunur. 

 

2.4.5. Teorem 

 

nQ  n-inci Pell-Lucas sayısını göstermek üzere, 

 

   1 1 1 4 4 12 12m n m n m n m nq q q q Q i Q i           

 

dir. 

 

2.4.6. Sonuç 

 

nQ  n-inci Pell-Lucas sayısı olmak üzere, 

 

   2 2

1 2 2 1 4 4 12 12n n n nq q Q i Q i        

 

dir. 
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2.5. Gauss Jacobsthal Sayıları 

 

2.5.1. Tanım 

 

Gauss Jacobsthal sayıları , 

 

0
2

i
  ve 1 1   olmak üzere 2n   için 

 

1 22n n n       

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Bazı Jacobsthal sayıları 

 

1, 1, 3 , 5 3 , 11 5 , 21 11 ,i i i i i     K  

 

şeklindedir.  

Ayrıca , nJ  n-inci Jacobsthal sayısını göstermek üzere, 

 

1n n nJ iJ                                                                                                             (2.5) 

 

dir. 

 

2.5.2. Teorem 

 

nJ  n-inci Jacobsthal sayısını göstermek üzere , 

 

  11 2
2

n n

n n n

i
J J

 

 

 
     

 
 

 

elde edilir. 
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İspat 

 

Eş.1.14 ve Eş. 2.5 den 

 

     
1 1

1 1 11 2 1 2 1 2
2

n n nn n n

n n n n n n n

i
J iJ J i J J J

     

     

 
           

 
 

 

 elde edilir. 

 

2.5.3. Teorem 

 

n  n-inci Gauss Jacobsthal sayısını göstermek üzere  

 

 2

0

1
1

2

n

i n

i





     

 

dir. 

 

İspat 

 

1 22n n n       eşitliği gözönüne alınarak, 

 

 

 

elde edilir. Buradan da  

 

 

 

0 2 1

1 3 2

2 1

1

2

1

2

.

.

.

1

2
n n n 

   

   

   
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 

 

1 2

0

2

1

2

1
         = 1

2

        

n

i n

i

n







   

 



  

olduğu görülür. 

 

2.5.4. Teorem 

 

  2 2

1 1 2 3 1
nn

n n n i

        

 

İspat 

 

Eş. 1.16 ve Eş. 2.5 den 

 

 

   

     

2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2

1 1 2 1 1 2 1

11 2

1

2

                     = J                  

1
                     = 1 2 1 2 2

2

n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n nn n

n n n

J J J J i J J J J J J J J

J J J J J i J J J J

i J J J J

         

      

 



         

    

      

     

      

     

1 1

11 2 2 2

1 1

11 2 2

1 1

1 11 2 1

                     = 1 2 1 2 2
2

                     = 1 2 1 2 2
2

                     = 1 2 1 2 1 2
2

                

n n n

n nn n

n n n n

n nn n

n n n n

n n nn n n

J J

i
J J J J

i
J J J J

i

 

 

 

 

 

   

 
 

 

     

     

    

 

   

1

2

1
     = 1 2 1

2 2

                     = 1 2 3

                     

                    

n n

n n

i

i





 
   

 

 

 

elde edilir. 
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2.5.5. Teorem 

 

nJ  n-inci Jacobsthal sayısını göstermek üzere, 

 

1 1 1

1 1
2

4 4
m n m n m n m nJ i J i    

   
           

   
 

 

dir. 

 

İspat 

 

Eş. 1.15 ve Eş. 2.5 den, 

 

   

 

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2

2 1

1 1

2 2 2 2 2  

                             = 2

1
                             = 2

2

           

m n m n m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n

m n m n m n m n

J J J J J J J J i J J J J J J J J

J J iJ

J J J iJ

           

    

     

            

 

  

   

1 1

1 1

1

1 1
                  = 2

2 2

1 1 1
                             = 2

2 2 2

1 1
                             = 

4 4

                       

m n m n m n

m n m n m n m n m n

m n m n

J J iJ

J J J i J J

i J i J

    

      

  

 

 
    

 

   
     

   

      
 

yazarız. Böylece teorem ispatlanmış olur.  
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2.6. Gauss Jacobsthal-Lucas Sayıları 

 

2.6.1. Tanım 

 

Gauss Jacobsthal-Lucas sayıları , 

 

0 2
2

i
   ve 1 1 2i    olmak üzere 2n   için 

 

1 22n n n      

 

şeklinde tanımlanır. Bazı Jacobsthal-Lucas sayıları 

 

1 2 , 5 , 7 5 , 17 7 ,i i i i    K  

 

şeklindedir. Ayrıca , nj  n-inci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere 

 

1n n nj ij                                                                                                               (2.6) 

 

şeklindedir. 

 

2.6.2. Teorem 

 

nj  n-inci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere , 

 

  12
2

n

n n n

i
j j



 

 
   

 
 

 

dir. 
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İspat 

 

Eş. 1.16 ve Eş. 2.6 dan 

     
1

1 1 12 2 2
2

n n n

n n n n n n n

i
j ij j i j j j

   

     

 
         

 
 bulunur. 

 

2.6.3. Teorem 

 

n , n-inci Gauss Jacobsthal-Lucas sayısını göstermek üzere 

 

  2

0

1
1 2

2

n

i n

i

i  



    

 

dir. 

 

İspat 

 

1 22n n n      eşitliği gözönüne alınırsa, 

 

 

 

elde edilir. Buradan, 

 

 

 

 

0 2 1

1 3 2

2 4 3

2 1

1

2

1

2

1

2

.

.

.

.

.

1

2
n n n

  

  

  

   

 

 

 

 
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 

  

1 2

0

2

1

2

1
         = 1 2

2

        

n

i n

i

n i

 





  

  



  

ifadesi elde edilir. 

 

2.6.4. Teorem 

 

n , n-inci Gauss Jacobsthal-Lucas sayısını göstermek üzere 

 

   
12 2

1 1 9 1 2 3
n n

n n n i  
 

       

 

dir. 

 

İspat 

 

Eş. 1.16 ve Eş.2.6 eşitliklerini kullanarak  

 

 

   

     

2 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2

1 1 2 1 1 2 1

1 1 2

1 1 1

2

                    

1
                     =9 1 2 9 1 2

2

     

n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n nn n

n n n n n

j j j j i j j j j j j j j

j j j j j j i j j j j

i j j j j j

           

      

  

  

       

     

 
      

 

   

     

   

1 1 2

1 1 1 1

1 1 2

1 1 1 1

1 1 2 2

1 1
                =9 1 2 9 1 2

2 2

1 1
                     =9 1 2 9 1 2 2

2 2

1 1
                     =9 1 2 9 1 2

2 2

n nn n

n n n n n n

n nn n

n n n n n n n

n nn n

n

i j j j j j j

i j j j j j j j

i j

  

   

  

   

  

 
      

 

 
       

 

    

     

   

1 1

1 11 2 1

1 2

                     =9 1 2 9 1 2 9 1 2
2

                     =9 1 2 3

                    

n n

n n nn n n

n n

j j

i

i

 

   

 

 
 
 

    

 
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yazarız. Bu da teoremi ispatlar. 

 

2.6.5. Teorem 

 

nj  n-inci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere 

 

1 1 1

3 3
2 5

4 4
m n m n m n m nj i j i       

   
       

   
 

 

dir 

 

2.6.6. Sonuç 

 

nj  n-inci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere 

 

2 2

1 2 2 1

3 3
2 5

4 4
n n n nj i j i   

   
       

   
 

 

dir. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ  , ; ,nW a b p q  DİZİSİ 

 

Bu bölümde  genelleştirilmiş   , ; ,nW a b p q  indirgeme dizisi ve bu diziler ile ilgili 

tanım ve teoremler verildi. 

 

3.1. Tanım[6]: 

 

0W a  ve 1W b  olmak üzere  

 

2 1n n nW pW qW    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı diziye Genelleştirilmiş   , ; ,nW a b p q  dizisi 

denir. Bu dizinin bazı terimleri  

 

2, , ,b pb qa p b pqa  K  

 

şeklindedir.  

 

3.2. Tanım[6]: 

 

0 0u   ve 1 1u   olmak üzere  

 

2 1n n nu pu qu    

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı diziye   ,nu p q  dizisi denir.  Ayrıca, 

 

   , 0,1; ,n nu p q W p q  dır. 
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3.3. Teorem[10]: 

 

   
1

1 1 0

0

1
1

1

n

i n n

i

W W W p W W
p q







    
 

  

 

3.4. Teorem[10]: 

 

 2 1 2 2

1 1

n

n n nW W W q pab qa b

                                                                           (3.1) 

 

3.5. Teorem[10]: 

 

 

 
1

1

n nn

n n

n n

au bu
W q W

au b pa u










 
                                                                              (3.2) 

 

3.6. Teorem[10]: 

 

  1 1 1m n m n m n m naW b pa W W W qW W                                                                  (3.3) 
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4. GAUSS GENELLEŞTİRİLMİŞ  , ; ,nw a b p q  DİZİSİ 

 

Bu bölümde Horadam tarafından verilen   , ; ,nW a b p q  dizisi Gauss 

  , ; ,nw a b p q  dizisine genelleştirilmiştir. 

 

4.1. Tanım 

 

0

ap b
w a i

q


   ve 1w b ia   olmak üzere  

 

2 1n n nw pw qw                                                                                                      (4.1) 

 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı diziye Gauss Genelleştirilmiş   , ; ,nw a b p q  

dizisi denir. Ayrıca  

 

1n n nw W iW                                                                                                           (4.2) 

 

dir. 

 

4.2. Teorem 

 

  
  

2 1 2
0

11
1

1 1

n

i n n

i

p b pa qaa b pa
w W p W i

q p q p q
 



   
     

   
  

 

İspat 

 

Eş. 4.1 den  
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 

 

 

0 1 2

1 2 3

1 2

1

1
 

     .

     .

     .

1
n n n

w pw w
q

w pw w
q

w pw w
q

 

 

 

 

 

elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanırsa, 

 

   

 
 

 
 

1 2 3 1 2

0

1

2

2

1

0

1
                      = 1 ....

1 1
                               = 

1
                               = 

n

i n n

i

n

i n

i

n

i n

i

w pw p w w w w
q

p p
w b ia w

q q q

p i p
w a ap b b ia w b

q q q

 













     

  
   

 

  
        

 





  

 
 

       

   
 

     

2

1 2

0

1 2

0 0

1

1 1 1 11
                               = 

1 1 1 11
= 

         

n

n

n i n

i

n n

i i n n

i i

ia w
q

p p p p b app p
b a b w w w i a a
q q q q q q q q

p p p p b app p
w w b a b w w i a a

q q q q q q q q



 



 

 



      
          

  

      
          

  



 

 
 

     

  
  

1 2

0

2 1 2

1 1 11
               = 

1

11
                                = 1

1 1

n

i n n

i

n n
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elde edilir. 

 

4.3.Teorem 

   2 2 2 2

1 1  1n

n n nw w w pab qa b q q ip

         

 

İspat 

 

Eş. 3.1 ve Eş. 4.2 den, 
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elde edilir. 

 

4.4. Teorem 
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  

     

 

 

İspat 

 

Eş. 3.2 ve Eş. 4.2 den, 
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elde edilir. 

 

4.5. Teorem 
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İspat 

 

Eş. 3.3 ve Eş. 4.2 yi kullanarak, 
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yazarız. Böylece teorem ispatlanmış olur. 



 49 

KAYNAKLAR 

 

1.  Vorob’yev, N.N., “Fibonacci Numbers”, Blaisdell, Newyork, 1-176 (1961). 

 

2.  Dunlop, R.A., “The Golden Ratio and Fibonacci Numbers”, World Scientific, 

Singapure, 1-13 (1997). 

 

3.  Vajda, S., “Fibonacci and Lucas Numbers and the Golden Section”, Theory and 

Application, Ellis Horwood Limited, 1-50 (1989). 

 

4.  Koshy,T.,”Fibonacci and Lucas Numbers with Applications”, John Wiley&Sons, 

Newyork, 69-100, 518-522 (2001). 

 

5.  Hoggatt, V.E.Jr., “Fibonacci and Lucas Numbers”, Houghton-Mifflin, Boston, 1-65 

(1969). 

 

6.  Horadam, A.F., “Pell Identities”, Fibonacci Quarterly, 9 (3): 245-252 (1971). 

 

7.  Horadam, A.F., Mahon, J.M., “Pell and Pell-Lucas Polynomials”, Fibonacci 

Quarterly, 23 (1): 7-20 (1985). 

 

8.  Cerin, Z., “Sums of Squares and Products of Jacobsthal Numbers”, Journal of İnteger 

Sequences, Vol 10, 07.2.5 (2007). 

 

9.  Horadam, A.F., “Jacobsthal Representation Numbers”, Fibonacci Quarterly, 40-54 

(1996). 

 

10.  Horadam, A.F., “Basic Properties of the Sequence  , ; ,nw a b p q ”, Fibonacci 

Quarterly, 5 (5): 424-434 (1967). 

 

11.  Silva, A., Hoggatt, V.E.Jr., “Generalized Fibonacci Numbers”, Fibonacci Quarterly, 

18(4): 290-300 (1980). 



 50 

 

12.  Horadam, A.F., “A Generalized Fibonacci Sequence”, The Americal Mathematical 

Monthly, 68 (5): 455-459 (1961). 

 

13.  Horadam, A.F., “Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions”, The 

Americal Mathematical Monthly, 70: 289-291 (1963). 

 

14.  G.Berzsenyi, “Gaussian Fibonacci Numbers”, Fibonacci Quarterly, 15: 233-236 

(1977). 

 

15.  S.Pethe, Horadam A.F., “Generalized Gaussian Fibonacci Numbers”, Bull. Austral. 

Math. Soc., 33: 37-48 (1986). 

 

16.  Hoggatt, V.E., Bicknell, M., “Some New Fibonacci İdentities”, Fibonacci Quarterly, 2 

(1): 29-32 (1964). 

 

17.  Sun Zhi-H., “Expansions and İdentities Concerning Lucas Sequences”, Fibonacci 

Quarterly 44 (2) 145-153 (2006). 

 

18.  Melham, R.S., Shannon, A.G., “On Reciprocal Sums Of Second Order Sequences”, 

Applications Of Fibonacci Numbers, 6: 355-364 (1996). 

 

19.  Jarden,D., “Recurring Sequences”, Riveon Lematematka, Jerusalem, (1966) 

 



 51 

ÖZGEÇMİŞ 

 

Kişisel Bilgiler 

Soyadı, Adı   : ÖZKAN, Gül   

Uyruğu    : T.C. 

Doğum tarihi ve yeri   : 27.01.1987 ALTINDAĞ 

Medeni hali   : Bekar 

Telefon   : 0 (554) 875 94 97 

e-mail    : gulozkan@gazi.edu.tr 

 

Eğitim 

Derece              Eğitim Birimi     Mezuniyet tarihi 

Lisans   Gazi Üniversitesi 

Fen-Edebiyat Fakültesi 

Matematik Bölümü     2008 

Lise   Ankara Anadolu Lisesi Ankara   2004 

 

İş Deneyimi 

Yıl                          Yer                                                     Görev 

2010-              Gazi Üniversitesi                                    Araştırma Görevlisi 

2009-2010      Süleyman Demirel  Üniversitesi             Araştırma Görevlisi 

 

Yabancı Dil 

Almanca, İngilizce  

 

Hobiler 

Doğa yürüyüşü, fotoğrafçılık 

 

 

 

 

 


