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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilan baz1 simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

F, n . Fibonacci sayist

J, n . Jacobsthal sayis1

L, n . Lucas sayisi

P, n . Pell say1si

0, n . Pell-Lucas say1s1

w, n . Genellestirilmis dizi
3, n . Gauss Jacobsthal say1si
T, n . Gauss Jacobsthal-Lucas sayis1
f, n . Gauss Fibonacci sayisi
J, n . Jacobsthal-Lucas sayi1s1
l, n . Gauss Lucas sayis1

D, n . Gauss Pell sayisi

q, n . Gauss Pell-Lucas sayisi

w n . Gauss Genellestirilmis dizi
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1. GIRIS

Vorob’yev ve Hoggatt; Fibonacci ve Lucas sayilarini inceleyerek bu sayilar ile ilgili

baz1 6zelliklerden bahsetmislerdir. [1, 5]

Horadam; Pell sayilari ile ilgili baz1 6zellikler elde etmistir. [6]

Silva, Hoggatt ve Horadam; genellestirilmis Fibonacci sayilarindan bahsetmis ve bu

sayilar ile ilgili baz1 6zdeslikler elde etmislerdir. [1 1,12]
Horadam; {, (a,b; p,q)} dizisi ile ilgili 6zelliklere deginmistir. [10]

Horadam ve Berzsenyi; Fibonacci sayilarint kompleks diizlemde inceleyerek bu

sayilar ile ilgili baz1 ilging 6zellikler elde etmistir. [13,14]

Pethe ve Horadam; indirgeme bagintilarim1i  kullanarak genellestirilmis Gauss

Fibonacci sayilarini tanimlamis, Fibonacci, Pell ve Chebyshev polinomlari

arasindaki bagintilar1 incelemislerdir. [15]

Bu calismada ilk olarak bazi indirgeme bagintilar1 ve 6zellikleri verildi. Daha sonra
Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilarmin tanimi ve 6zdeslikleri verilerek bu
sayilar yardimiyla Gauss Pell, Gauss Pell-Lucas, Gauss Jacobsthal ve Gauss

Jacobsthal-Lucas sayilarinin tanimi verilip bu sayilarla ilgili 6zdeslikler incelendi.

Son olarak da Genellestirilmis {17, (a,b; p,q)} dizisi ile ilgili tamm ve dzellikler
verilerek Gauss Genellestirilmis {w, (a,b; p,q)} dizisi tanimlanip bu dizi ile ilgili

Ozdeslikler verildi.



1.1. Tanim|[1]:

Fibonacci sayilari,

F, =0 ve F; =1 olmak iizere n>2 i¢in

seklinde tanimlanir. Baz1 Fibonacci sayilar agagidaki gibidir:

1,235,813, 21, 34, 55,K

1.2. Teorem|2]:

F, n-inci Fibonacci sayisini gostermek tizere

dir.

ispat

F =F, , +F, , indirgeme bagitisin1 gzoniine alarak,

11
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F;z :E1+2

-F

n+l
esitliklerini yazariz. Yukaridaki esitlikleri taraf tarafa toplarsak

n

> F=F,,-F=F
1

n+2

-1

esitligini elde ederiz. Boylece istenilen gosterilmis olur.

1.3. Teorem|3]:

F

n-1

F

n+l

—F}=(-1)",n>1 (1.1)
Ispat
Ispatimiz1 n {izerinden tiimevarim y&ntemi ile yapalim.

F,F,— F’ =0 oldugundan n =1 i¢in dogrudur. n =k igin dogru olsun. O halde

F F2=(-1)" dir.

k-1

F,

1



FF = Fo=(F,

k1 =

Fo i )(F+ Fy) = F

k+1

=FF, ., +Ec2+1 -FF - F_F, ~F;

k+1

1

=F,F,, ~FF,_-F-(-1)
=FF,, ~F,(F +F)+(-1)"
=F,F,, ~FF,, +(-1)"

_ (_1)k+l

oldugundan n=k+1 i¢in dogru olur.
1.4. Teorem|[4]:

F,, n-inci Fibonacci sayisin1 gostermek iizere

13

A (0 ) S A o (AN (1.2)
T N AR ) S R OO (1.3)
(1) M= 20610 F, [ F) <90 M| M 1.4

dir.

1.5. Tammm|[5]:

L,=2 ve L, =1 olmak tizere n>2 i¢in

Ln = Ln—l +‘Ln—2

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Lucas sayilar1 denir

sayilari

1,3,4,7,11, 18, 29,K

. Baz1 Lucas
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seklindedir.
1.6. Teorem|2]:
L, n-inci Lucas sayis1 olmak tizere,

i)zn:L,. -L,-3
i=l1

i)L, L

n+l1

2 =5(=1)" B2 L (1.5)
GI)L, = (=1)" L,y 12 Lo (1.6)

ozellikleri elde edilir.
1.7. Tanim|[6]:

F, =0 ve B =1 olmak iizere n >0 igin

])n+2 = 2P

n+l

+P,

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Pell sayilar1 denir. Bazi Pell sayilar
1, 2,5,12,29, 70, 169, 379,K

seklindedir.

1.8. Teorem|6]:

P , n-inci Pell sayis1 olarak tanimlanmak iizere,
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n

i) ZPz :Pn+2 _Pn+l -1
1

i) PP = P2 =(=1) 121 e (1.7)
Y 2 () S (1.8)
V) P m= P P AP P (1.9)
dir.

1.9. Tanim|[7]:

0, =2 ve O, =2 olmak lizere n>0 i¢in

Qn+2 = 2Qn+l + Qn

indirgeme bagntist yardimiyla tanimli sayilara Pell-Lucas sayilar1 denir. Baz1 Pell-

Lucas sayilari

2, 6,14, 34,82, 198, ...

seklindedir.

1.10. Teorem|7]:

0, , n-inci Pell-Lucas sayisin1 gostermek lizere,
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l) in :%(Qrﬁ-l +Qn _2)

i1) 0, 10,1 — 02 =8(=1)"" 12 Lo (1.10)

(1) O, = (71) " O vt (1.11)

)0, -0, . = %(Qan TR0 Y (1.12)
dir.

1.11. Tamum|8]:

J, =0 ve J, =1 olmak iizere n>0 i¢in

Jn+2 = J

n+l

+2J,

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Jacobsthal sayilar1 denir. Bazi

Jacobsthal sayilar

1, 1,3,5,11,21,43,...

seklindedir.

1.12 Teorem|8]

J,, n-inci Jacobsthal sayis1 olmak iizere,
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D3I =2 (1)
P
i) J, T = I = (1) 2770 2 L (1.13)
_1 n+l
iii) J_, :( ) - e (1.14)
2
A A A ) S OO (1.15)

Ozdeslikleri elde edilir.

1.13. Tamum|[9]:

Jo =2 ve j, =1 olmak iizere n >0 igin

jn+2 :jn+l +2jn

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Jacobsthal-Lucas sayilar1 denir. Bazi

Jacobsthal-Lucas sayilari,

L,5,7,17,31,...

seklindedir.

1.14 Teorem|8]:

J,» n-inci Jacobsthal-Lucas sayisini gostermek tizere,



el

WL
i-1

ii)jn—ljn+1 _an = 9(_1)

(-1)"J,

T Y A e R

2
iV) 2jm+n - jm+n—1 = jmjn + 2jm—1jn—l

esitlikleri elde edilir.

18
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2. 1I. MERTEBEDEN GAUSS INDIRGEME BAGINTILARI
2.1. Gauss Fibonacci Sayilar

2.1.1. Tamm|[4]:

z=a+ib, i=+-1 ve a,beZ scklinde tanimli kompleks sayilara Gauss sayilari
denir. N:£ —¢*U{0},Vzi¢in N(z)=N(a+ib)=+a’+b* seklinde tanimlanan
ve asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyona norm fonksiyonu denir ve N(z)=||

seklinde gosterilir.

N1) ||z|=0
N2) |z|=0=z=0

N3) wz] = [wliz] we s

2.1.2. Tanim[4]:

fo=ive f,=1ve i=+/—1 olmak iizere n>2 igin

fn :f;l—l + /i

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Gauss Fibonacci sayilar1 denir. Bazi

Gauss Fibonacci sayilari
L 1+i4, 2+1,3+2i, 5+3i, 8+51,K
seklindedir. Buradan asagidaki ilging esitligi elde ederiz.

Jo=F, +iF, 2.1)
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ve
L=F +F.=F,,

dir.

2.1.3. Teorem|[4]:

fo=f+f ., n=2ve f,=ive f, =1 olmak lizere

Zfl = f;1+2 -1
i=0

dir.
Ispat

n iizerinde tlimevarimla ispatimizi yapalim. Buna gore;
fo= (1+i)—1 =i olup n=0 i¢in dogrudur. Simdi n =k i¢in dogru oldugunu kabul

ederek n=/k+1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

k+1 k

PIWEDWETH

= (f;wz _l)+f}c+l
= fk+3 -1

oldugundan n =k +1 icin istenilen elde edilmis olur.



2.1.4. Teorem|[4]:

F,, n-inci Fibonacci sayisin1 gostermek iizere

fa= (=) (F,=iF,,)

esitligi gegerlidir.

ispat

Es. 1.2 ve Es. 2.1 den,

fo=F, +iF,  =(-1)"F +i(-1)'F,, elde edilir.

2.1.5. Teorem|[4]:

fo=foat S, n=2ve fy=ive f =1 olmakiizere n>1 i¢in

n

Joira =17 =(2-1)(-1)
dir.
Ispat

Es. 1.1 ve Es. 2.1 kullanilarak,

21
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ST _fn2 =F_F.—FLF, +i(F F, —F F—z)_(ﬂz +2iF, | F, _Fnz—l)

n—-1"n n+l" n
= Fn—lEm _Fn—an _Fnz + Ezz—l + i(Fn—an +F, F—z _ZFn—an)

n+l" n

= (-1)'=F,_,F,+F} +i(F,F,,~F,_F,)
)_F:HF;)

)F,.,)

- (_1)” _(_l)n_l +i(F:72 _Elz—l —F.F +F:72—1)

n+l" n

= (-1)'=(-1)" +i(F} - F,,F,,)

n n+1" n-1

(=)' =(-1)" +i((F, +F,.)(F, - F,,
(1) =) il =2 =

n+l

F

n—1

esitligi elde edilir.
2.1.6. Teorem|[4]:

fo=f.+f. ., n=2, f,=i, f,=1 ve F,, n-inci Fibonacci sayisin1 gdstermek

uzere,

fm+l-ﬁ1+l +fm.fn = (1 + 2Z)Fm+n
dir.
Ispat

Es. 1.3 ve Es. 2.1 kullanilarak
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fm+1 n+l +fmf;1 = Fm+1F;z+1 _FmEI +Z(FmF +F F )+Fan _Fm—lF

n+l m+1" n n—1

+l(FmF;1—l +Fm—1F;1)

=k F.,—-F F  + z'(FanH +F F+FF +F |F )

= (Fm +F, )FM -F _F_ +i (Fan+l +F F +FF _+F, |F, )
=F,F+F, (F, ~F.)+i(F,F, +F,F,+FF,_+F,F,)
=F,F, +F, F,+i(F,F, +F,F,+F,F, +F,F,)

m+n

=F,,, +i(2F,F, +2F F, +2F, F))

~F,., +i(F, (F,+F,)+(F, +F, )F,+F,F_+F,_F,)

m+n m” n—1
:Fern + 2Z(Fm (F;’l + Fn—l ) + Fm—lF:1 )
=Fm+n + 2iFm+n
=(1+2i)F, ,,
esitligi elde edilir.

2.1.7 Sonug¢

];12 +];12+1 :(1+2Z)F'2n

2.1.8. Sonug

f,12+1 _f;zzfl = (1 + 2i)F;n—1

2.1.9. Lemma.[4]:

2m—12n—1=2m—1|lm+n—-1 dir. 2.2)

2.1.10. Teorem [4]:

m > 2 olsun. O halde f,

[, e 2m—-12n-1
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ispat

=: Kabul edelim ki f, |/, olsun. O halde

LITIAD die |7,

oldugundan F,, |F,,, dir. Es. 1.4 den 2m—1[2n—1 elde edilir.

:F;12+F;12—1 =F

2n-1

< 2m—1|2n-1 olsun. Es. 1.4 den F,, |F,, , oldugundan

n—1

Ly = /s =201 pozitif bir tamsayidir. Es. 1.3, Es. 2.1 ve F.+F. =F,

L1 P o

esitligi gdzoniine alinirsa,

L _ EI +iE1—1 — FmF;l +17m—1F;1—1 +Z(I;'m—lF; _FmF;—l)

fm - Fm +iF;n—1 F:j +Frj—l
FmEr +Fm—1E1—l : Fm—an _E71E1—1
= +i
Fva—l F’2m—1
Fm+n—l . En—lEt _FmEI—l
= +i
F’2m—1 F'2m—1

elde edilir. Es. 1.4 ve Es. 2.2 den F,,, |/F,, , pozitif bir tamsayidir. Buradan ve

I/, bir tamsay: oldugundan Fon s = F0Fy bir tamsay1 olmalidir. Boylece
2m—-1

J

/.

=L bir Gauss tamsayisidir. Yani f,

m

£, dir.

2.1.11 Sonuc|4]:

m>2olsun. O halde F,,|(F,_F,~F,F,

m—1" n n—1

)< 2m—12n—1
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2.2. Gauss Lucas Sayilan
2.2.1. Tanim|[4]:
Gauss Lucas sayilart ,

l,=2—ive [, =1+2i olmak iizere n>2 igin

[ =1

n n—1

+I

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Baz1 Gauss Lucas sayilari,

1+2i, 3+i,4+3i, 7+4i,11+7i,18+11i,K

seklindedir. Buradan L, n-inci Lucas sayis1 olmak lizere asagidaki ilging esitlik elde

edilir.
[ =L, +iL , dir.
2.2.2. Teorem|4]:

[

n?o

n-inci Lucas sayis1 olmak lizere asagidaki esitlik dogrudur:

Y=l —(1+2i)

i=0

2.2.3. Teorem|[4]:

lfn = (_1)” (Ln - iLnJrl)



ispat

Esitlik (1.5) den

26

l,=L,+iL , =(-1)"L,+i(-1)" L, =(-1)"(L, —iL,.,) oldugu kolayca goriiliir.

n n

2.2.4 Teorem|[4]:

[, n-inci Lucas sayis1 olmak lizere,

l) ln—llnH _lj = 5(2 _i)(_l)n+1
i) [} =51 =4(2-i)(-1)"
i) [ ,n > 2 i¢in bilesiktir.

Ozdeslikleri elde edilir.

Ornek:

Iy =11+7i=(2—i)(3+5i) ve buradan (2—i)|(11+7) dir.

L, =(-1)"(L,-iL,,) oldugundan (2-i)|/

_ —n

n=>2 dir.
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2.3. Gauss Pell Sayilan

2.3.1. Tammm
P, =ive p, =1 olmak lizere n>2 i¢in
pn =2pn—1 +pn72

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Gauss Pell sayilart denir. Baz1 Gauss

Pell sayilart

L,i+2, 2+i,5+2i,12+5i, 29+12i,K

seklindedir. Buradan,

p,=F +if_, (2.3)
oldugu goriiliir.

2.3.2. Teorem

n 1 .
Zpi :E(pnﬂ +pn +l—1)
i=0

ispat

p, =2p,,+p,, esitliginden sirasi ile

Do =D, —2p
P =Ds —2[72

pn =pn+2_2pn+1



ifadelerini yazariz. Buradan taraf tarafa toplama islemi yaparak,

n

> 0 ==2p, ~ (Dot Py et Do )+ Do
i=0
n+l

= =2p =) D+ Dyir
=2

n

==2p, =D P+ Pyt P = Pu + P

i=0

2zpi:_2+i+1_pn+l +2pn+l+pn

i=0

=pn+1 +pn +l_1

esitligini elde ederiz. Son esitlikten

seklinde istenilen ifade bulunmus olur.

2.3.3. Teorem

P, =(-1)" (B ~iB.)

Ispat

Es. 1.7 ifadesini gozoniine alarak,

p, =P, +iP,  =(-1)" B +i(-1)" B, =(-1)" (B, —iP

n n+l

) buluruz.

28
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2.3.4. Teorem

pn—lpn+l _pj = 2(1_1)(_1)n
Ispat
Es. 1.7 ve Es.2.3 den

PoaPpn— pi = Pn—IPn+l - Pn—ZR’t +i (Pn—an + Pn+an—2 - 2PnPn—l ) _Pn2 + Pnz—l
= P F,

a— B =(P,P,~P.)+i(P.P_,~ PP,

n-2"n n+1" n-2 n n—l)

=(-1)"=(-1)"" +i((2B,+ P, )(B,-2P_)-RE.,)

n-n

n .

+i(2P*—~4PP_ +PP_ 2P

n” n—-l1 n—1

-PP,,)

(
"+i(2P?-2P, -4PP,_)

n n-l1
+2i(B’ =P, ~2RF,)
(B +2R,))

n n-1

(-1)

(-1)

(-1)
=2(-1)"+2i(P’ - P,

(-1)

(-1)

elde edilir.

2.3.5. Teorem

pm+1pn+l +pmpn = 2(Z+I)Pm+n
Ispat

Es. 1.8 ve Es. 2.3 kullanilarak
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pm+1pn+l +pmpn = Bm—lBHl _PmPn +l(PmP +P P )+me)n _Pm—IPn—l +i(PmPn—1 +P P )

vt T B, b
=Pyubu =B P +i(BP + P, P+ PP + P, \F,)

=(2P,+P, )P, ~(P=2P,) P +i(P,P,, + P, P+ PP +P,P)
=2PP,+P, P ~P.F +2P,F +i(P,F, +F,. P +PP_ +F,P)
=2(PP,,+P,P.)+i(P,(2P,+P_)+(2P,+P, )P, +P,P_+P,P,)
=2P,,, +i(2P,P,+P,P_ +P, P)

=2P,,, +2i(P,P_ +P,(2P,+P,.))

=2P,,,+2i(RP.+P(P,.))

=2P . +2iP

=2(1+i)P,,,

bulunur.

2.3.6. Sonug

p}’zl +p3+1 :2(1+i)P2n

2.3.7. Sonug¢

Pra—p, =4(1+0)B,
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2.4 Gauss Pell-Lucas Sayilan

2.4.1. Tamim

q, =2—2ive q, =2+2i olmak lizere n>2 i¢in

Qn = 2qn71 + Qn72

indirgeme bagintis1 yardimryla tanimli sayilara Gauss Pell-Lucas sayilar1 denir. Bazi

Gauss Pell-Lucas sayilari

2i+2,6+2i,14+6i, 34+14i,K

seklindedir.

Ayrica, O, n-inci Pell-Lucas sayisin1 gostermek iizere,

qn = Qn +ianl (24)
dir.
2.4.2. Teorem

g, n-inci Gauss Pell-Lucas sayisin1 gostermek tizere

n 1 '
g, = E(CIM ~ ., —4)
i=0

dir.



Ispat

q,=2q,,+q, , ifadesini gézoniine alarak,

90 =9, — 24,
9, =4, _2‘]2
9, =9, — 24,
9, =492~ 2qn+l

esitliklerini yazariz. Bu esitlikleri taraf tarafa toplayarak

n

g, =-2q, —(Qz +q; . +qn+1)+qn+z
i=0

n+l

=-2¢,-Y.q,+4,,,

i=2

==2¢,-).4,+q+4 — 4,1 +q,,, veburadan ;

i=0
2> 4= =G — Qs + Gy

i=0
=(2-21)-(2+2i) = q,., +q,.
2 =G — 4

esitligini, dolayisi ile buradan da

n

1 .
zinE(Qn+2 ~qhn _41)

i=0

ifadesini elde ederiz.



2.4.3. Teorem

g, n-inci Gauss Pell-Lucas sayisini gostermek iizere

n—1

qn—lqn+l _qj = 8(_1)
dir.
ispat

Es. 1.9 ve Es. 2.4 den

Gl =4 =010, - 0,20, +i(0,.0,+0,.0,,-20,0,,)-0. + 0.,
=Q,,0,, -2 (0.,0,-0})+i(0,.0,,-0,0,,)
=8(-1)"" =8(-1)""+i((20,+0,.)(0, -20,,)-0,0,.)
-1)" +i(207 -207,-40,0, )
1) +2i(02 -0, (0, +20,))
1) +2i(02-0,,0,.)
-1)
-1)"

+

n1+2 ( )

elde edilir. Boylece istenilen ispatlanmis olur.

2.4.4. Teorem

q.,=(-1)"(2,-i0,.)
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Ispat
0, n-inci Pell-Lucas sayisin1 gostermek {izere.,Es. 1.10 dan,

1

q.,=0,+i0,,=(-1)"Q,+i(-1)"
2.4.5. Teorem

Q, n-inci Pell-Lucas sayisin1 gostermek iizere,
9,9, %*49,.9,1= O,.. (—4 — 4i) +0,... (12 + 121')
dir.

2.4.6. Sonug

0, n-inci Pell-Lucas sayis1 olmak tizere,

4} +4q,0 = O, (-4—4)+0,, , (12+12i)

dir.

0,..=(-1)"(Q,-iQ,.,) bulunur.
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2.5. Gauss Jacobsthal Sayilar
2.5.1. Tanim

Gauss Jacobsthal sayilari ,

~

[ . ..
3, :Eve 3, =1 olmak lizere n>2 i¢in

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Bazi Jacobsthal sayilar
Li+1, 3+, 5+3i, 11+54, 21+11.,K

seklindedir.

Ayrica, J, n-inci Jacobsthal sayisim1 gostermek iizere,
3, =J,+iJ

dir.

2.5.2. Teorem

J, n-inci Jacobsthal sayisin1 gdstermek tizere ,

elde edilir.
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Ispat

Es.1.14 ve Es. 2.5 den

I, =J  +iJ = (—1)“” 27, +i(-1)"27 g = (1) 2 (_

elde edilir.

2.5.3. Teorem

3, n-inci Gauss Jacobsthal sayisin1 gostermek lizere

< 1
— ‘Sl 2 (‘Srz+2 )
dir.
ispat

~

3, =3, ,+23, , esitligi gozoniine alinarak,

1
S0 _E(Sz _31)
1
S1 25(33 _:2)
1
Sn = E(SnJrZ _Snﬂ)

elde edilir. Buradan da

n

J +1J
2

n+l

J
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oldugu goriiliir.
2.5.4. Teorem

~

3,03, — 3 =2"(3-i)(-1)

Ispat

Es. 1.16 ve Es. 2.5 den

Sn—lsnﬂ - Sj = Jn—l‘]nJrl - Jn—2Jn + i(Jn—IJn + Jn+1‘]n—2 - 2‘]an—1 ) - Jj + Jj—l
= Jn—lJn+l - J}f _(Jn—ZJn - Jj—l )+ i(Jn+l n-2 Jan—l )

=(-1)" 2" —(=1)"" 22 +iG(Jn +2J,.,)(Y, —Jn_l)—Jan_l)
=(~1)" 2" —(=1)"" 22 +é(Jj ~J L =2J7)

=(~1)" 2" —(=1)"" 22 +é(Jj ~(J,+2J,.)J,.)

=(-1)" 2" —(=1)"" 22 +%(—1)”+l 2!

(-1)" 2" [1%—%)

(1) 2" (31

elde edilir.
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2.5.5. Teorem

J, n-inci Jacobsthal sayisini gostermek iizere,

dir.
ispat
Es. 1.15 ve Es. 2.5 den,

J

n+l

3,3, +23,.,3, =, +2, J, ~(J

m™ n+l m* n+l m-1
= ‘]m+n - J + 21Jn1+n—1

m+n-2
1

=J ===/

m+n 2 m+n m+n-1

= l Jm+n + l Jm+n—1
2 2

1 1 B
= E (ann + 5 (Jm+n+1 - Jm+n )j +2i (JW”“ h J””” )

2
1 1
= _i ‘]m+n Ll e l Jm+n+l
4 4

yazariz. Boylece teorem ispatlanmis olur.

J +2J, 0 )+i(J

m-1

+J,J, +2J,

m-1

J

n-1

+ 2Jm72Jn)

)+2iJ

m+n-1

+2iJ

m+n-1



2.6. Gauss Jacobsthal-Lucas Sayilar
2.6.1. Tanim

Gauss Jacobsthal-Lucas sayilart ,
T, = Z—éve 7, =1+42i olmak lizere n>2 i¢in

T, =T

n—1

+27, ,

seklinde tanimlanir. Baz1 Jacobsthal-Lucas sayilari

1+2i, 5+i, 7+51,17+7i,K

seklindedir. Ayrica, j n-inci Jacobsthal-Lucas sayist olmak iizere
Ty = Ju H

seklindedir.

2.6.2. Teorem

J,, n-inci Jacobsthal-Lucas sayis1 olmak lizere ,

dir.
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Ispat

Es. 1.16 ve Es. 2.6 dan

= b (D) 2 =(2) (= 7 | bt

2.6.3. Teorem

7, , n-inci Gauss Jacobsthal-Lucas sayisin1 gostermek lizere

dir.

Ispat

T, =1, ,+2r, , esitligi gozoniine alinirsa,

70_5(72 2'1)
n=t(e,-1)
1Ty\BTh
1
TZZE(T4_T3)
1
Tn = E(Z—nJrZ - Tn+1)

elde edilir. Buradan,
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ifadesi elde edilir.

2.6.4. Teorem

7, , n-inci Gauss Jacobsthal-Lucas sayisin1 gostermek lizere
T T, —T, = (—l)n+l 2" (3-i)

dir.

ispat

Es. 1.16 ve Es.2.6 esitliklerini kullanarak

7'-rl—ITn+] _Tj = jn—ljn+1 _jn—Zjn +i(jn—1jn +jn+ljn—2 _2jnjn—l)_jlf +j:—l
= jn—ljnﬂ _]3 _(jn—Zjn _jif—1)+i(jn+1jn*2 _jnjn—l)

n+l e N e o 1 . . ..
:9(_1) 2 1_9(_1) 2" 4 ]11+1_(Jn_jn—l)_]n.]n—lj

2
n+l -1 n ~p-2 . 1 . . 1 . . ..
=9(=1)" 2" =9(=1)" 2" +i EJMJ,,—EJ,MJM—J”JMJ
ntl e woana (1, i R B ..
=9(=1)" 2" =9(~1)"2"7 +i E(Jn+21n_1)1n—EJmJn_l—Jan_lj

:9(_1)"+] 2n—1 _9(_1)” 2n72 +l %jnz _%jn-i—ljn—]j

=9(=1)" 2" —9(-1)" 2" —3’9(—1)”+1 2"

=9(~1)""2"2(3~1)

41



yazariz. Bu da teoremi ispatlar.
2.6.5. Teorem

Jj, n-inci Jacobsthal-Lucas say1s1 olmak tizere

Tan + 2Tm—lz-n—l = jm+n (% - lj + jm+nfl (% + 51)

dir
2.6.6. Sonug

J,, n-inci Jacobsthal-Lucas sayis1 olmak {izere

X T 3.
rnz +21n_12 = Jy (Z_ljJr]z"_l (ZJrSz)

dir.
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3. GENELLESTIRILMIS W, (a,b; p,q) DIZISI

Bu boliimde genellestirilmis {Wn (a,b; p,q)} indirgeme dizisi ve bu diziler ile ilgili

tanim ve teoremler verildi.
3.1. Tamum|6]:

W, =a ve W, =b olmak iizere

/4

n+2

:pVVnH —qVV;’

indirgeme bagintist yardimiyla tanimli diziye Genellestirilmis {Wn (a,b; p,q)} dizisi

denir. Bu dizinin baz1 terimleri
b, pb—qa, p*b— pga, K
seklindedir.

3.2. Tamim|6]:

u, =0 ve u, =1 olmak lizere
U,pp = PUyyy —qU,

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli diziye {un ( D, q)} dizisi denir. Ayrica,

u,(p.q)=W, (0,1, p,q) dir.



3.3. Teorem|[10]:

3.4. Teorem[10]:

W,

- —VVnz Zq"fl(pab—qaz _bz)
3.5. Teorem|[10]:

(aun —bu, )
au, + (b - pa)un_l

W.,=q" f

3.6. Teorem|[10]:

aW, +(b—pa)W

m+n m+n—1

=WW —qW W

m—=1"" n—1

44

3.1)

(3.2)

(3.3)
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4. GAUSS GENELLESTIRILMIS w, (a,b; p,q) DIZiSi

Bu bolimde Horadam tarafindan verilen {W; (a,b; p,q)} dizisi Gauss

{ w, (a,b; p,q)} dizisine genellestirilmistir.
4.1. Tamim

ap—>b
q

w,=a-+i ve w, =b+ia olmak lizere

Wn+2 = an+l - qwn (4 1)

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli diziye Gauss Genellestirilmis {wn (a,b; p,q)}

dizisi denir. Ayrica

W =W il (4.2)
dir.

4.2. Teorem

a+b—pa+i(p—1)(b—pa)+qa
q-p+1 q

2 1
;Wi = q_p+1(_W1+2+(p_l)Wq+l)+

Ispat

Es. 4.1 den
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1
;(pwl w,)
w == pw,—w,)
1 q 2 3
1
Wn =_(pwn+1 _Wn+2)

elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa,

< 1
W= ;(pw1+(p—l)(w2+w3+ +Wn+l) WM)
i=0
n+l
(—[ij b+la —lw
q
(p- )[ ]p I
=——=| ) w—a-—(ap-b)-b-ia+w, |+=(b+ia)-—w,
S -a-Lap8)-b-ian e Libin)- L,
_ Bb-@-l)(ﬁb)JP-l)wﬂH+<P'l>iwi—lwi[@[m—a}%J
q q q q9 o q q q q
i=0 [/ — q q q q q q q

i:ow'; q_;l[[sb—(pq_l)(a+b)+(Z:T_1)wM—éwm]ﬂ[@[(b—qap)_aj+§aj]

1 a+b-pa (p-1)(b-pa)+qa
= -w i1/
( +2+(p ) n+1)+ q_p+1 +i q2

elde edilir.

4.3.Teorem

W W, — W= (pab—qaz—bz)q"_z(q—lﬂ'p)
Ispat

Es. 3.1 ve Es. 4.2 den,



47

2
W—1Wn+1_w W Wn+1 W ZW +l( n IW W

n n

2 2
-2ww ) woEW,

rz+1 n' n-1

:W W+1 W (Wn—2Wn_Wn )+l( n+1w Wan—l)

n

=q"!(pab-qa’ -b*)-¢"" (pab-qa* ~b* ) +i [l(pwn —qw,,)(pw, =W, )=, 1]
g
= (pab-qa*-b*)(q"" ¢ ) +i l(pzwnwn_l-pW§-qu§-l+qwnwn )- WW,”]
g

= (pab-qa’-b*)(q"" ¢ ) +i AN —pw,flj
g g

2
:(pab—qaz_bZ)(qn-l_q"-z)_H' %;( W tqw, ) nl—§W§—pW§_1j
=(pab—qa2—b2)(q -q" )+lf;( WoaW wj)
(pab qa’ - )(q ) (pab qa’-b )q"'l

pab qa [q -q" 4L q”l]

(pab qa —b2 q L+ip)
elde edilir.

4.4. Teorem

(au, —bu,_,) Wi (au,,, —bu,)

w,=q" n W
(aun+(b—pa)un1 C[( U, +(b=pa)u, ) IJ

Ispat

Es. 3.2 ve Es. 4.2 den,



. -n (aun - bun—] ) . —n-1 (aun-H bun )
wn:W—n-I-lVV—n—l_q VVn+lq n+l
au, +(b-pa)u,_, au,, +(b-pa)u,
_ N (aun bun—l) (aunH bun)
- au, +(b—pa)un 1 q(au,ﬁ1 +(b—pa)un) "

elde edilir.

4.5. Teorem

a+t

W —=qw, |
q q q

2 i} _ ~b)(p*~q)+(b- pa)g-
m'n nl m+n 4 +aq+2p(b pa)_2l(b pa)]_l_Wli[(pa )(p q) ( pa)q ap+2l( .

Ispat
Es. 3.3 ve Es. 4.2 yi kullanarak,

w0, =g, 6, =W =W (1, ) =g (W, =, i, 0+ 0, 7))

mn mn m n-1 m-1

=W, 1, =W, g, W 4i(W, V4 W =g, g, V..

m-1 n-1 m=2 m=2
:(WW _qW W )_(W Van_qVVm 7VVHZ)+I(VVm IW qW W +I/Vm[/an qVVm ln/;zZ)
=all,. +(b-pa)W,.~all, ,~(b-pa)W,_ +2z(aWM | (b—pa)WmM)

mn m+n-1 mn-2

-

mn-1

_aW +(b pa)W -1 ( VVmﬂzl Wm )_(b pa)( W
q

mn mn m+n-2

)+2l(an+n 1 (b_pa)WmHt—Z)
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p](bp@]

_aVVmM +(b pa)Wm+n—1 ( VVmﬂz 1 m+n [ [ m+n m+n j m+n- l]+21<an+n 1 (b pa) m+n- Z)
q

=alV +(b pa)W a(pW -W

mn m+n-1 m+n-1 mn )

b pa) a—]+21(an+,,l (b_pa)Wm+n—Z)
q

]+WM [ "“‘b)[ﬁ-1]+(b- pa)-ﬂp+zi[a+§)(b- pa)]

9 \q q

WIH‘H [a + + b pa + WVIH'H (
b-pa

m+n

=W [a+ += (b pa) 21
qq q

yazariz. Boylece teorem ispatlanmis olur.

[p_ VVmﬂz 1~ B VVmM VVmM 1 ] + 2l (aVVern (b - pa)WernJ)
q q
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