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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
OLASILIKSAL METRIiK UZAYLARDA YENI BiR YAKINSAKLIK
Fulya OZTURK

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Serpil PEHLIVAN

II. Damisman: Dog. Dr. Celaleddin SENCIMEN

Bu tez calismasinda, olasiliksal metrik uzaylarda bir noktanin, bir kiimeye olan
olasiliksal uzakligi kavramindan yola ¢ikilarak yeni bir yakinsaklik tanimlanmigtir.
Olasiliksal metrik uzaylar iizerinde cesitli topolojiler tanimlanabilir ancak yapisal
ozelligi nedeniyle kuvvetli topoloji en uygun olani oldugundan, kuvvetli topoloji
kavramina dayanan, kuvvetli I'—ideal yakinsaklik kavrami tanimlanmig ve bu
kavrama iligkin baz1 sonuclar elde edilmigtir. Ayrica, olasiliksal normlu uzaylarda
bir dizinin kuvvetli ideal y1g1lma noktalar1 kiimesinin bazi1 6zellikleri incelenmisgtir.

Birinci boliimde, konunun amaci ve kapsami hakkinda bilgilere yer verilmistir.
Ikinci boliimde, konunun tarihsel gelisimine ve literatiir 6zetine yer verilmistir.

Uciincii boliimde, ilk olarak, konunun temelini olusturan dagilim fonksiyonlar:
ve olasiliksal metrik uzay teorisi incelenmistir. Ikinci olarak, olasiliksal metrik
uzaylarin 6zel bigimleri olan, olasiliksal normlu uzay teorisine iligkin temel
bilgilere yer verilmistir.  Uciincii olarak, istatistiksel yakinsaklik ve ideal
yakinsaklik kavramlarina iligkin temel bilgiler incelenmigtir. ~ Son olarak,
olasiliksal normlu uzaylarda kuvvetli istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli ideal
yakinsaklik kavramlari hatirlatilarak bu kavramlarin temel o6zelliklerine yer
verilmigtir.

Dordiincii boliimde, olasiliksal normlu uzaylar tizerinde ideal D—sinirhilik kavrami
tanimlanmis ve bu tip bir uzayda yer alan bir dizinin kuvvetli ideal
yigilma noktalar1 kiimesinin bazi 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, olasiliksal
normlu uzaylar iizerinde kuvvetli I'—ideal yakinsaklik kavrami tanimlanmig ve
bu yeni yakinsaklik kavramina iligskin bazi sonuclar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Olasiliksal metrik uzay; olasiliksal normlu uzay; kuvvetli
ideal yigilma noktasi; ideal D—simirh dizi; kuvvetli I'—ideal yakinsaklik.

2014, 27 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

A NEW TYPE OF CONVERGENCE IN PROBABILISTIC
METRIC SPACES
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Stiileyman Demirel University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Serpil PEHLIVAN

Co-Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Celaleddin SENCIMEN

In this thesis, starting from the concept of probabilistic distance from a point to
a set in a probabilistic metric space, a new type of convergence is introduced.
Although different topologies can be defined on a probabilistic metric space, the
strong topology is the most admissible one because of its structure; hence the
concept of strong I'—ideal convergence is introduced via the strong topology, and
some basic results are obtained. Moreover, some properties of the set of all strong
ideal cluster points of a sequence in a probabilistic normed space are investigated.

In the first chapter, the aim and scope of the subject are presented.

In the second chapter, the historical background and the literature review of the
subject are presented.

In the third chapter, first, the distribution functions and probabilistic metric
spaces are considered. Second, some basic concepts from the theory of
probabilistic normed spaces which is the special form of the theory of
probabilistic metric spaces are presented. Third, some preliminaries related
to the concepts of statistical convergence and ideal convergence are considered.
Finally, the concepts of strong statistical convergence and strong ideal
convergence in probabilistic normed spaces are recalled, and their basic
properties are considered.

In the fourth chapter, the concept of ideal D—boundedness is introduced in a
probabilistic normed space, and some properties of the set of all strong ideal
cluster points of a sequence in such a space are investigated. Furthermore,
the concept of strong I'—ideal convergence in a probabilistic normed space is
introduced and some basic results related to this concept are obtained.

Keywords: Probabilistic metric space; probabilistic normed space; strong ideal
cluster point; ideal D—bounded sequence; strong I'—ideal convergence.

2014, 27 pages
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A kiimesinin kuvvetli kapanigi

Degistirilmis Lévy metrigi

Dagilim fonksiyonlar: kiimesi

Uzaklik dagilim fonksiyonlar1 kiimesi

Pozitif tamsayilarin bir K kiimesinin dogal yogunlugu

Porzitif tamsayilarin bir K kiimesinin iist asimptotik yogunlugu
x = a noktasindaki birim basamak fonksiyonu

Dagilim fonksiyonlar:

p ve q noktalar1 arasindaki uzakhigi gosteren dagilim fonksiyonu
p noktasinin A kiimesine olan olasiliksal uzaklig:

Bir kiimenin alt kiimelerinin bir stizgeci (filtresi)

1 yogunluklu pozitif tamsay1 kiimelerinin olusturdugu siizgeg
Bir 7 idealine iligkin siizgeg

Olasiliksal metrik

(xy) reel dizisinin istatistiksel y1gilma noktalarmin kiimesi
(pr) dizisinin kuvvetli istatistiksel y1gilma noktalarmin kiimesi
Bir kiimenin alt kiimelerinin bir ideali

Sifir yogunluklu pozitif tamsay: kiimelerinin olugturdugu ideal
Bir metrik uzayda alinan bir (p;) dizisinin Z—limiti

(pg) dizisinin kuvvetli Z—yig1lma noktalarimin kiimesi
Maksimal iiggen fonksiyon

Dogal sayilar kiimesi

p noktasiin kuvvetli t—komsulugu

A kiimesinin kuvvetli t-komsulugu

Bir X kiimesinin kuvvet kiimesi

(pg) dizisinin p noktasina kuvvetli yakinsamasi

(px) dizisinin p noktasina kuvvetli istatistiksel yakinsamasi

(pg) dizisinin p noktasina kuvvetli Z—yakinsamasi
Genigletilmis reel sayilar kiimesi

Genisletilmis negatif olmayan reel sayilar kiimesi
Bir A kiimesinin olasiliksal yaricapi

Reel sayilar kiimesi

Basit Menger uzay1

Bir olasiliksal metrik uzay

Bir reel (p) dizisinin istatistiksel limiti

Ucgen fonksiyon (t-norm)

t-conorm

Ucgen fonksiyon

Olasiliksal norm

p vektoriiniin olasiliksal normunu gosteren dagilim fonksiyonu
Menger olasiliksal normlu uzay1

Bir olasiliksal normlu uzay

V' vektor uzaymin sifir vektorii



1. GIRIS

Bilimsel calismalarda sikc¢a karsilagilan belirsizliklerden bazilar1 uzaklik, uzunluk,
konum, vb kavramlara iliskin ortaya cikmaktadir. Dolayisiyla  bu
tip Dbelirsizliklerin geometrik olarak modellenmesi gerekmektedir. Bunu

gerceklestiren araclardan biri de "olasiliksal metrik uzaylar" teorisidir.

Olasiliksal metrik uzaylar, klasik metrik uzaylarin bir genellemesi olarak Menger
(1942) tarafindan "Istatistiksel Metrik Uzaylar" adi altinda tammlanmistir.
Olasiliksal metrik uzaylarda uzaklik 6lciimii, klasik anlamda metrik uzaylardaki
durumun aksine, istatistiksel (olasiliksal) olarak ifade edilmigtir. Bu tip
uzaylarda alinan herhangi iki nokta arasindaki uzakliga, bir dagilim fonksiyonu
kargilik gelmektedir. Ornegin, p ve ¢ noktalar arasindaki uzakliga F,, dagilm
fonksiyonu karsilik gelmekte ve herhangi bir « reel sayisi igin F),(x) degeri, "p ve ¢
noktalar1 arasindaki uzakhgim x den kiigilk olma olasihg" olarak
yorumlanmaktadir (Schweizer ve Sklar, 2005). Bu gibi bir olasiliksal genellegtirme
fiziksel bilimlerde ve lineer olan ya da lineer olmayan analizde uygulama
bulmaktadir.

Topolojik acidan, olasiliksal metrik uzaylar klasik metrik uzaylardan farkli baz
ozelliklere sahiptir. Bugiine kadar olasiliksal metrik uzaylar tizerinde
olugturulan topolojik yapilardan en cok ilgilenileni, kuvvetli topoloji olmustur.
Kuvvetli topoloji, klasik anlamdaki metrik topolojisine benzer olup, bu topoloji
yardimiyla tamimlanan yakinsaklik kavrami "kuvvetli yakimsaklik" olarak
adlandirilir.  Ayrica, kuvvetli topoloji birinci sayilabilir olup Hausdorff ayirma

aksiyomunu saglar (Schweizer ve Sklar, 2005).

Daha sonraki siiregte Serstnev (1963) tarafindan, olasiliksal metrik uzaylarm 6zel
bir bigimi olan olasiliksal normlu uzay kavrami tanimlanmigtir. Olasiliksal normlu
uzaylar klasik normlu uzaylarin bir genellemesi niteligindedir. Bir olasiliksal
normlu uzayda vektorlerin normlar1 reel sayilar yerine olasiliksal dagilim
fonksiyonlari ile ifade edilmektedir. Ornegin, bir p vektériiniin normu v, dagilim
fonksiyonu ile gosterilmek iizere herhangi bir x reel sayisi i¢in v, (x) degeri "p nin
normunun z den kiicilk olma olasiligi" olarak yorumlanir. Ancak,
Serstnev (1963)’in tamminin baz1 kisitlayict yanlarinim oldugunun anlagilmasi
tizerine Alsina vd. (1993), Serstnev’in tammum kapsayacak sekilde yeni bir
olasiliksal normlu uzay tanimi vermiglerdir. Bu yeni tanim Menger olasiliksal

normlu uzaylarini elde etmeye olanak saglamigtir.

Tim bunlarin yamsira olasiliksal normlu uzaylarda smirhilik kavrami da
tanimlanmig olup bu kavram, klasik normlu uzaylardaki sinirhilik kavramindan

farkhdir ve dagihmsal simirhilik (D—simirhlik) olarak adlandirilir.  D—simirhilik



kavrami olasiliksal bir yapiya sahiptir ve Lafuerza-Guillén vd. (1999) tarafindan,
olasiliksal normlu uzaylarda alinan bir kiimenin olasiliksal yaricapi kavramina

dayanilarak tamimlanmigtir.

Olasiliksal normlu uzaylara iligkin genel bir litaratiir ézetine Sempi (2006) nin

calismasinda yer verilmistir.

Bu tez caligmasinda yer alan araclardan biri de istatistiksel yakinsaklik teorisidir.
Istatistiksel yakinsaklik kavrami klasik yakinsaklik kavraminin bir genellemesi
olup pozitif tamsay1 kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina dayanmaktadir.
Istatistiksel yakinsaklik, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde énemli
bir yer tutmaktadir. Ayrica Fridy (1993), klasik limit noktasi kavramindan
yola cikarak, bir reel dizinin istatistiksel limit noktasi ve istatistiksel yigilma
noktas1 kavramlarimi tanimlamistir. Istatistiksel yigilma noktas: kavraminin baz
uygulamalar1 Pehlivan ve Mamedov (2000)’un ¢aligmasinda bulunabilir. Genel
bir Hausdorff topolojik uzayinda istatistiksel yakinsakliga iliskin kavramlar ise

Maio ve Kocinac (2008) tarafindan tanimlanmigtir.

Tiim bunlarin yanisira dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimelerinin
ailesinin bir ideal olusturmasi gerceginden yola cikilarak, istatistiksel
yakinsakhigin bir genellemesi olan "ideal yakinsaklik (Z—yakinsaklik)" kavrami
tanimlanmigtir (Kostyrko vd., 2000). Z—yakinsaklik klasik metrik uzaylardaki
diziler i¢in tanimlanmis olup istatistiksel yakinsakligin tesinde, daha genel bir
yakinsaklik tipidir. Kostyrko vd. (2000) ayrica istatistiksel limit ve
istatistiksel yigilma noktalarinin bir genellemesi olacak sekilde Z—limit

ve Z—yig1lma noktalar: kavramlarini da tanimlamiglardir.

Bu tez calismasinda ise, ideal D—simirlihik kavrami tanimlanarak, olasiliksal
normlu uzaylarda bir dizinin kuvvetli ideal yigilma noktalar1 kiimesinin bazi
ozellikleri incelenmigtir. Ayrica, olasiliksal normlu uzaylarda kuvvetli I'—ideal
yakinsaklik kavrami tanimlanmis ve bu kavrama iliskin bazi sonuglar elde
edilmigtir. Tiim bunlar gerceklestirilirken, Sengimen ve Pehlivan (2014)1n

calismasi baz alinmig ve bu ¢aligma genellestirilmigtir.



2. KAYNAK OZETLERIi

Olasiliksal metrik uzaylar teorisi ilk olarak Menger (1942) tarafindan,
"Istatistiksel Metrik Uzaylar" ad1 altinda, metrik uzaylar teorisinin bir genellemesi
olarak tanimlanmigtir. Bu teorinin gelisimi ile ilgili genis bir ¢calisma, Schweizer ve
Sklar’in temel eseridir (1983, 2005). Ayrica Constantin ve Istratescu (1989)nun

calismasinda degisik uygulamalara yer verilmektedir.

Olasiliksal normlu uzay kavrami ise, olasiliksal metrik uzay kavraminin 6zel bir
bigimidir. ~ Olasiliksal normlu uzay kavrami ilk olarak Serstnev (1963)
tarafindan klasik normlu uzaylarin bir genellemesi olarak tanimlanmigtir.
Serstnev’in tammminin daha sonraki siirecte bazi kisitlayici yanlarmin oldugu
anlagilmigtir. Bunun iizerine Alsina vd. (1993) tarafindan Serstnev’in de tanimin
kapsayacak gekilde yeni bir tanim verilmigtir. Bu tanim, olasiliksal normlu uzay
teorisi ile ilgili caligma yapan bircok yazar tarafindan da benimsenmigtir
(Lafuerza-Guillén vd., 1997; Lafuerza-Guillén vd., 1999; Lafuerza-Guillén, 2001;
Saadati ve Amini, 2005). Konunun detayli geligimi ve tarihgesi Sempi (2006)

tarafindan ele alinmigtir.

Olasiliksal normlu uzaylar teorisinin temel araclarindan biri de dagilimsal sinirhilik
(D—smurhlik)  kavramidir. D—smirlilk  kavrami klasik normlu uzaylar
teorisindeki sinirlilik kavramindan ¢ok farkli olup olasiliksal bir yapiya sahiptir.
Bu kavram ilk olarak Lafuerza-Guillén vd. (1999) tarafindan, olasiliksal normlu
uzaylarda alman bir kiimenin olasiliksal yaricapt kavramina dayanilarak

tanimlanmigtir.

[statistiksel yakinsakhik kavramu ise ilk olarak Fast (1951) ve Steinhaus (1951)
tarafindan tamimlanmig ve Fridy (1985,1993) tarafindan gelistirilmigtir.
Sengimen ve Pehlivan (2008), olasiliksal metrik uzaylarda kuvvetli topoloji
yardimiyla, kuvvetli istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir. Daha
sonra, Lafuerza-Guillén vd. (1999) tarafindan tanmimlanan D—sinirh kiime, Fridy
ve Orhan (1997) ile Tripathy (1997) tarafindan tamimlanan reel istatistiksel
D—simirh dizi kavramlarina dayanarak, olasiliksal normlu uzaylarda istatistiksel
D—simirhi dizi kavrami tammlanmigtir (Sengimen ve Pehlivan, 2009b). Hausdorff
topolojik uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik kavrami ve bazi 6zellikleri ise Maio
ve Kocinac (2008) tarafindan ele almmustir. Istatistiksel yakmsakhigi bir

uygulamasi, Pehlivan ve Mamedov (2000)’un galismasinda bulunabilir.

7T —yakinsaklik ise ilk olarak Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanmimlanmig olup
istatistiksel yakinsaklik kavraminmi da igeren oldukca genel bir yakinsaklik
tipidir. Ayrica, Kostyrko vd. (2000) tarafindan Z—limit noktasi ve Z—yigilma

noktas1 kavramlar1 da tammlanmigtir. Sengimen ve Pehlivan (2009a) olasiliksal



metrik uzaylarda kuvvetli topoloji yardimiyla, kuvvetli Z—yakinsaklik kavramini
tanimlamiglardir.

Pehlivan vd. (2004), istatistiksel y1gilma noktalar1 kiimesinden yola gikarak, sonlu
boyutlu normlu uzaylarda I'—istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayarak bu
kavramin bazi ozelliklerini incelemiglerdir. Son olarak, Sencimen ve Pehlivan
(2014), TI'—istatistiksel yakimsaklik kavramini olasiliksal normlu uzaylarda
tammlamig ve Pehlivan vd. (2004)’nin ¢aligmasin olasiliksal normlu uzaylara

uygulamiglardir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilk olarak, dagilim fonksiyonlar: ve olasiliksal metrik uzaylar ile ilgili
bazi temel kavramlara ve sonuclara yer verilecektir. Daha sonra, olasiliksal metrik
uzaylarin 6zel bicimleri olan olasiliksal normlu uzaylar incelenecektir. Son olarak,
olasiliksal normlu uzaylarda kuvvetli istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli ideal

yakinsaklik kavramlarina iligkin baz1 temel tanimlara ve sonuglara yer verilecektir.

3.1. Dagilim Fonksiyonlar: ve Olasiliksal Metrik Uzaylar

Tanim 3.1.1 Bir dagilim fonksiyonu; R = [—00, o] iizerinde tanimli, azalmayan
ve F(—o0) = 0, F(00) = 1 kogullarim saglayan bir F' fonksiyonudur. (—o0,00)
iizerinde soldan siirekli dagilim fonksiyonlarimin kiimesi A ile gosterilir. A nin

elemanlar,

F<G<=VreR F(r)<G(x)

bagintisiyla kismi siralanabilirdir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tanim 3.1.2 Herhangi bir ¢ € R ig¢in "a noktasindaki birim basamak

fonksiyonlar1",
0, —co<z<aise ..
gq(z) = ) (—oo < a < o0 igin)
1, a<x<ooise
ve
0, —oc0o< 1z <o0oise
Eoo(T) = .
1, T = 00 ise

seklinde tanmimlanan ve A kiimesinde yer alan fonksiyonlardir (Schweizer ve Sklar,
2005).

Tanim 3.1.3 F,G € A olmak iizere
Fx —h)—h<G(x) < F(x+h)+h
ve

Gx —h)—h < F(x) <G(x+h)+h

kogullarini her = € (_Tl, %) icin saglayan tiim h € (0, 1] sayilarinin infimumu



dr(F,G) ile gosterilir. A x A iizerinde tammlanan bu dj fonksiyonuna

"degigtirilmis Lévy metrigi" denir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tamim 3.1.4 Bir uzakhk dagihm fonksiyonu; RT = [0, 00] iizerinde tammli,
F(0) = 0 ve F(oco) = 1 kogullarim saglayan, (0,00) iizerinde soldan siirekli ve
azalmayan bir F' fonksiyonudur. Uzaklik dagilim fonksiyonlarinin kiimesi, A* ile
gosterilir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Teorem 3.1.5 F € A" olsun. Bu durumda herhangi bir ¢ > 0 i¢in
F(t)>1—t<=di(F,e) <t

dir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Geometrik olarak d(F,eg) uzakhg, y = 1 — z dogrusu ile F' fonksiyonunun
grafiginin kesisim noktasinin apsisine egittir. Eger gerekirse siireksizlik
noktalarinda dikey pargalar eklenerek kesigim tamamlamr (Schweizer ve Sklar,
2005).

Tanim 3.1.6 Bir 7": [0,1] x [0,1] — [0, 1] ikili iglemi,
Z) Her z, Y,z € [07 1] i¢in T(i‘a T(yv Z)) = T(T(ZL‘, y)v Z) diI‘,
it) Her z,y € [0,1] i¢in T'(z,y) = T'(y, z) dir,

i11) x1 < x9 ve y; < yp olmak iizere her xq,xs, Y1, y2 € [0, 1] icin

T(ZEl, y1) < T(372a y2)

dir,
iv) Her z € [0, 1] i¢in T'(z,1) = « dir
kogullarini saglhyorsa T' iglemine bir "tiggen norm (t-norm)" denir (Schweizer ve

Sklar, 2005).

M(z,y) = min{z, y}
Iz, y) = zy
W(z,y) = max{z +y — 1,0}

ikili iglemleri sik kullanilan baz t-normlar1 gostermektedir (Schweizer ve Sklar,
2005).

Tamim 3.1.7 T bir t-norm olmak tizere her z,y € [0, 1] igin,

T (z,y) =1-T(1—z,1—y)



seklinde tamimlanan 7™ fonksiyonuna "7 nin t-conorm"u denir (Schweizer ve

Sklar, 2005).

Tanmim 3.1.8 7: AT x AT — AT olmak {izere,

i) 7(F,G) = 7(G, F) dir,

it) T(T(F,G),H) = 7(F,7(G, H)) dir,

ii) F < Hve G <K ise(F,G) < 7(H, K) dir,

iv) T(F,e9) = F dir

ozelliklerini saglayan 7 ikili iglemine "tiggen fonksiyon" denir (Schweizer ve Sklar,

2005).

Ucgen fonksiyonlar, soldan siirekli t-normlar yardimiyla elde edilebilir. Eger T,

soldan siirekli bir t-norm ise = € [0, +00] olmak iizere
r1(F.G)(x) = sup{T(F(s),G(t)) : s + t = 2}

seklinde tanmimlanan 71 bir iiggen fonksiyondur. 7T siirekli ise 77 ti¢gen

fonksiyonu (A™,d) tizerinde diizgiin siireklidir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Eger T™ siirekli bir t-conorm ise
T« (F,G)(x) = inf{T*(F(s),G(t)) : s+t = x}

seklinde tammlanan 77+ fonksiyonu bir iiggen fonksiyondur ve (A™, d}) iizerinde
diizgiin siireklidir. Ayrica z € [0, +00] olmak tizere M (F, G)(z) = min{F(z), G(x)}
bigiminde tanimlanan M fonksiyonu maksimal tiggen fonksiyondur (Schweizer ve
Sklar, 2005).

Agagida g6z oOniine alinacak olan olasiliksal metrik uzay kavrami, klasik
anlamdaki metrik uzay kavraminin bir genellemesidir. Olasiliksal metrik uzayda
noktalar arasi uzakliklar kesin sayisal degerler (reel sayilar) yerine olasilik dagihim

fonksiyonlar ile ifade edilmektedir.

Tanmim 3.1.9 S # 0, F: 5 xS — A" ve 7 bir {iggen fonksiyon olmak iizere her
p,q,r € S icin

i) §(p,p) = ¢, dir,

i) p # q ise §(p, q) # ¢, dur,

iit) §(p, q) = (g, p) dir,

w) §(p,r) = 7(F(p, ), 8(g, 7)) dir,

kogullar1 saglaniyorsa (S,§,7) {igliisilne bir "olasiiksal metrik uzay" denir.
S(p,q) = F,, olarak gosterilmek tizere F,(z) ifadesi "p ile ¢ noktalar:

arasindaki uzakligin = den kiigiik olma olasihig" olarak yorumlanir (Schweizer
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ve Sklar, 2005).

Tanim 3.1.9’da verilen (iv) aksiyomu su gekilde yorumlanir: Bir ii¢genin {igiincii
kenar1 hakkinda bilgimiz, diger iki kenar hakkindaki bildiklerimize simetrik bir
bicimde baghdir; yani diger iki kenar hakkinda bilgimiz arttikca ticiincii kenar
hakkindaki bilgimiz de artar ya da en azindan azalmaz. Ote yandan bir kenarin
uzunlugu hakkinda bir "iist simir" bilgimiz var ve ikinci kenar hakkinda bir seyler
biliyorsak ii¢iincii kenar hakkinda da fikrimiz var demektir. Ayrica iki kenarin
uzunluklar: hakkinda "iist sinir" bilgimiz var ise tigiincii kenarin uzunlugunun tist

siur1 hakkinda da bilgimiz vardir (Schweizer ve Sklar, 2005).

3.2. Olasiliksal Normlu Uzaylar

Olasiliksal normlu uzay kavrami, klasik anlamdaki normlu uzay kavraminin bir
genellemesidir. Bu tip uzaylardaki vektorlerin normlar1 kesin sayisal degerler
yerine olasihik dagilim fonksiyonlari ile ifade edilmektedir. Ornegin p bir vektor
olmak {iizere p nin normu, v, dagilim fonksiyonu ile gosterilmektedir. = € R*
olmak {iizere v,(x) degeri "p nin normunun = den kiigiik olma olasilig1" olarak

yorumlanir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tanim 3.2.1 V' bir reel vektor uzayi, 7 < 7° olmak {iizere 7 ve 7 siirekli
tiggen fonksiyonlar ve v : V. — AT olmak iizere v(p) = v, yazilmak suretiyle
her p,q € V icin

(N1) v, =¢g <= p =0 (0, V uzaymn sifir vektoriidiir),

(N2) v_, = v, dir,

(N3) vprq > 7(vp, 1) dir,

(N4) Ya € [0, 1] Vp < T*(Vap, V(1—a)p) dir

kogullar1 saglaniyorsa (V,v,7,7*) dortliisiine "olasiliksal normlu uzay" denir
(Alsina vd., 1993; Lafuerza-Guillén vd., 1999).

Tanim 3.2.2 7T siirekli bir t-norm ve T ise bunun t-conormu olmak tizere 7 = ¢
ve 7* = 7+ alinmasi durumunda (V, v, 7,7*) dortliisiine 7" altinda bir "Menger
olasiliksal normlu uzay1" denir. Bu uzay kisaca (V, v, T ile gosterilir (Alsina vd.,

1993).

Tanmim 3.2.3 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere her p € V' ve
t > 0 igin

Noy(t) ={q eV v, (t)>1—1t}
= {q eV: dL(Vp_q,go) < t}



kiimesine p nin "kuvvetli t-komgulugu" denir (Schweizer ve Sklar, 2005).

7 siirekli ise {N,(t) : p € V ve t > 0} komsuluklar sistemi V' i¢in bir Hausdorff
topolojisi belirler ve bu topoloji V' iizerinde birinci sayilabilir bir topolojidir. Bu
topolojiye V igin "kuvvetli topoloji" denir. Ayrica, t1 < tp ise Ny(t1) C N,(t2)
dir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tanim 3.2.4 (V,v, 7, 7*) olasiliksal normlu uzaymin bog olmayan bir A alt kiimesi

icin A nin "kuvvetli kapamg1", A ile gosterilir ve
A={peV:Vt>03ge€ Adv, ,(t)>1-t}

seklinde tanimlanir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tanim 3.2.5 (V,v, 7, 7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere, V uzayinda bir
(pr) dizisi ve bir p € V' verilsin. Eger herhangi bir ¢ > 0 i¢in £ > N oldugunda
pe € N,(t) olacak sekilde bir N € N varsa "(p) dizisi p noktasma kuvvetli

yakinsaktir" denir ve p, — p seklinde gosterilir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tanim 3.2.6 (V,v,7,7") bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere V' uzayinin bos

olmayan bir A alt kiimesi verildiginde herhangi bir p € V i¢in [—o00, 0o] tizerinde,

F, a(x) =sup{v,_,(z) : ¢ € A}

seklinde tanimh uzaklik dagilim fonksiyonuna "p noktasimin, A kiimesine olan

olasiliksal uzaklhig1" denir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tanim 3.2.7 (V,v, 7, 7") bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere V' uzayinin bos

olmayan bir A alt kiimesi verildiginde herhangi bir ¢ > 0 igin,
Nat)={p eV :Ft)>1-t}

bi¢giminde tamimlanan acik kiimeye "A kiimesinin kuvvetli t—komsulugu" denir

(Constantin ve Istritescu, 1989).

Tanim 3.2.8 (V,v, 7, 7") bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere V' uzayinimn bos

olmayan bir A alt kiimesi verilsin. Bu durumda,

Ra(z) = { Impalz), z€[0,00) ise

1, T = 00 ise



bigiminde tamimlanan R, fonksiyonuna, A nin "olasiliksal yaricapi" denir.
Burada ¢,(r) = inf{v,(z) : p € A} seklindedir ve [~ ifadesi soldan limit
anlamimdadir (Lafuerza-Guillén vd., 1999).

Tanmim 3.2.9 (V, v, 7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere V' uzaymin bos
olmayan bir A alt kiimesi verilsin. Bu durumda,

(1) Bir 2 € (0, 00) igin Ra(xg) = 1 oluyorsa A kiimesi "kesinlikle simirhdir",

(i7) Her x € (0,00) igin Ra(z) < 1 ve I"Ra(+00) = 1 ise A kiimesi "olas
siirhdir",

(i13) Bir o € (0,00) i¢in Ra(zg) > 0 ve I"Ra(+0o0) € (0,1) ise A kiimesi "olasi
sinirsizdir",

(1v) I Ra(+00) = 0, yani R4 = €., ise A kiimesi "kesinlikle sinirsizdir" denir.

Eger Ry € D" = {F € AT : |7 F(0c0) = 1} ise yani R4 igin (i) veya (ii) den biri
saglaniyorsa A kiimesi "D—simirhidir" denir. Aksi takdirde, yani Ry € AT\D™
olmasi durumunda A kiimesi "D —smirsizdir" denir (Lafuerza-Guillén vd., 1999).

Ornek 3.2.10 Asagida sirasiyla "kesinlikle sinirli", "olasi sinirli" ve "olasi sinirsiz"

kiimelere ait olasiliksal yaricap fonksiyonlarina ¢rnekler verilmistir.

0, x <0 ise
(a)Ra(x) =4 2z, 0<z<1iise
1, T > % ise
0, x <0 ise

(b) Ra(x) = _ .
1—e™, z>0ise
0, xr <0 ise
(c) Ra(z) = ¢ %, 0<z<ooise
1, T = 00 ise

Tanim 3.2.11 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere A kiimesi,
V' uzaymin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. A kiimesindeki herhangi bir (py)
dizisinin, A kiimesinde yakinsak bir (py, ) alt dizisi varsa A kiimesi " D—kompakttir"
denir (Saadati ve Amini, 2005).

Ancak, kuvvetli topoloji metriklenebilir oldugundan (Schweizer ve Sklar, 2005),
olasiliksal normlu uzaylarda kompaktlik ile dizisel kompaktlik kavramlar: cakigir.
Bu nedenle (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzaymdaki bir A kiimesi kompakt

oldugunda kastettigimiz ayn1 zamanda D—kompaktlik olacaktir.

Klasik normlu uzaylardaki duruma benzer sekilde, olasiliksal normlu bir
uzayimn D—simirli ve kapali bir alt kiimesinin kompakt olmasi gerekmez. Hatta

sonlu boyutlu bir olasiliksal normlu uzayda bile kompakt bir kiime D —sinirh
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olmayabilir.

Ote yandan olasiliksal normlu uzayda bir kompakt kiime daima kapaldir ¢iinkii

kuvvetli topoloji Hausdorff ayirma aksiyomunu saglar.

3.3. Istatistiksel Yakinsaklik ve ideal Yakinsaklik

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramlar

hatirlatilacaktir.

Tanim 3.3.1 K, pozitif tamsayilarin bir kiimesi olmak {izere

1
lim — [{k € K : k <n}

n—oon,

bigiminde tanmimlanan limit mevcut ise bu limitin degerine, K mnin "dogal
yogunlugu" denir ve 0(K) ile gosterilir. Burada [{k € K : k < n}| ifadesi; K

nin, n yi gegmeyen elemanlarinin sayist anlamindadir (Niven vd., 1991).

Ornegin, N nin her sonlu K alt kiimesi i¢in §(K) = 0 ve
0{k € N : k tam kare degildir} = 1

dir. §(K) mevcut ise K¢ = NN\K olmak iizere §(K°¢) = 1 — 0(K) dir
(Niven vd., 1991).

Tanim 3.3.2 Bir K C N icin,

- 1
O(K) =limsup— |[{k € K : k <n}|
n

n—oo

ifadesine K nin "iist asimptotik yogunlugu" denir (Kostyrko vd., 2000).

Dogal yogunluk bir K kiimesi i¢in mevcut olmayabilir fakat K nin iist asimptotik

yogunlugu daima mevcuttur.

Bir (pg) reel dizisi bir P kogulunu dogal yogunlugu sifir olan bir kiime haricinde
tiim & pozitif tamsayilar1 igin saghyorsa, (pg) dizisi P kogulunu "hemen hemen

her k icin saglar" denir ve bu ifade kisaca "h.h.k" geklinde gosterilir (Fridy, 1985).

Tanim 3.3.3 (py) reel bir dizi olsun ve £ € R verilsin. Her bir € > 0 igin
MkeN:|pp—¢& >} =0
ise (p) dizisi & sayisina "istatistiksel yakinsaktir" denir ve bu durum,

stat —limpy, = &
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bi¢iminde gosterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).
Tanim 3.3.4 (pj) reel bir dizi olsun. Eger

5{keN:|p| > B} =0

olacak gekilde bir B > 0 sayis1 varsa (pg) dizisi "istatistiksel simirhdir" denir
(Fridy ve Orhan, 1997; Tripathy, 1997).

Tanim 3.3.5 X# () ve Z C P(X) olsun. Eger

(i) Her A,B € T igin AU B € T dur,

(7i) Her bir A € Z ve her B C Aigin B € 7 dir

kogullar saglaniyorsa Z ailesine bir "ideal" denir (Kostyrko vd, 2000).

Ornegin; dogal yogunlugu sifir olan pozitif tamsay1 kiimelerinin olusturdugu aile
bir idealdir ve bu ideal genellikle Z, ile gosterilir (Kostyrko vd, 2000).

Tanim 3.3.6 X# () ve F C P(X) olsun. Eger

(i) 0 ¢ F dir,

(77) Her A, B € F i¢in AN B € F dir,

(7i1) Her bir A € F ve her B D A i¢in B € F dir

kosullar1 saglaniyorsa F ailesine X iizerinde bir "siizgeg" denir (Kostyrko vd,
2000).

Ornegin; dogal yogunlugu 1 olan pozitif tamsay1 kiimelerinin olusturdugu aile bir

siizgectir. Bu siizgeg, F, ile gosterilecektir.

Tamm 3.3.7 Z # () ve X ¢ T ise 7 idealine "basit olmayan ideal" denir (Kostyrko
vd, 2000).

Z C P(X) olmak iizere 7 ailesinin basit olmayan bir ideal olmasi igin gerek ve
yeter kogul, F = F(Z) ={X\A: A € T} ailesinin X {izerinde bir siizge¢ olmasidir
(Kostyrko vd, 2000).

Burada K ¢ 7 olmast K € F olmasi anlamma gelmemektedir. Ornegin
1
K = {k € N : k tektir} kiimesini goz oniine alalim. 0(K) = 5 # 0

1
oldugundan K ¢ 7, dir. Fakat ayni zamanda 0(K) = 3 # 1 oldugundan K ¢ Fy
dir.
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Tamm 3.3.8 Basit olmayan bir Z C P(X) ideali igin Z D {{z} : * € X} kosulu
saglaniyorsa Z idealine bir "uygun ideal" denir (Kostyrko vd, 2000).
Ornegin, Z; bir uygun idealdir (Kostyrko vd, 2000).

Tezin bundan sonraki kisimlarinda bir 7 idealinden stz edildiginde bunun, N nin

alt kiimelerinin bir uygun ideali oldugu varsayilacaktir.

Tanim 3.3.9 (X, p) bir metrik uzay olmak iizere (py), X uzaymnda bir dizi ve
¢ € X olsun. Her bir € > 0 igin

A(e) ={k e N: p(ps,§) 2 et €1

oluyorsa (py) dizisi £ noktasina " Z—yakinsaktir (ideal yakinsaktir)" denir ve bu

durum, Z— lim py, = ¢ ile gosterilir (Kostyrko vd, 2000).

3.4. Olasiliksal Normlu Uzaylarda Kuvvetli Istatistiksel Yakinsaklik
ve Kuvvetli Ideal Yakinsaklik

Bu kisimda olasiliksal normlu uzaylarda kuvvetli istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli

ideal yakinsaklik ve istatistiksel D—sinirlilik kavramlarina yer verilecektir.

Tanim 3.4.1 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere (pg), V

uzaymda bir dizi ve p € V olsun. Eger her bir ¢ > 0 i¢in
MkeN:p, ¢ Ny(tH)} =0

oluyorsa, (py) dizisi p noktasina "kuvvetli istatistiksel yakinsaktir" denir ve bu
durum py, sstt p ile gosterilir. p noktasi (pg) dizisinin "kuvvetli istatistiksel

limiti" olarak adlandirilir (Sengimen ve Pehlivan, 2008).

(V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzayinda (py) dizisi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
i) P =ty dir.

i1) Her bir ¢t > 0 i¢in 6{k € N : d(vp,—p,€0) > t} = 0 dur.

i) stat —lim dy,(vp,—p,€0) = 0 dur.

(Sengimen ve Pehlivan, 2008).
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Tanim 3.4.2 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere (pg), V

uzayinda bir dizi ve r € V olsun. Her bir ¢ > 0 icin
MkeN:p, e N.(t)} >0

oluyorsa r noktasi (py) dizisinin "kuvvetli istatistiksel yigilma noktasidir" denir.
(px) dizisinin tiim kuvvetli istatistiksel yigilma noktalarmin kiimesi I's(py) ile

gosterilir (Sencimen ve Pehlivan, 2008).

Tanim 3.4.3 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere (py), V
uzayinda bir dizi ve (py,), (px) dizisinin bir alt dizisi olsun. K = {k; : j € N}
olmak tizere §(K') = 0 olmas1 durumunda (py; ), (px) dizisinin "seyrek alt dizisidir"
denir. ¢(K) > 0 ya da 6(K) mn mevcut olmamasi durumunda, yani 6(K) > 0
olmasi durumunda (py,), (px) dizisinin "seyrek olmayan bir alt dizisidir" denir
(Sengimen ve Pehlivan, 2008).

Tanim 3.4.4 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak {iizere (pg), V
uzaymda bir dizi olsun. Eger §(K) = 1 ve (pr;) = (p)x alt dizisi D—smirh
yani A = {py, : j € N} olmak tizere R4 € D" olacak gekilde bir

K:{k}jik1<k2<l€3<...}CN

kiimesi varsa (py) dizisi "istatistiksel D—smirhdir" denir (Sengimen ve Pehlivan,
2009b).

D—smirh bir dizi daima istatistiksel D—smirli bir dizidir fakat istatistiksel
D—smirh oldugu halde D—simirhi olmayan diziler vardir (Sencimen ve Pehlivan,

2009b). Buna bir 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 3.4.5 (R,|.|,G, M) biciminde gosterilen basit Menger uzayin goz éniine
alalm. Burada |.|, R iizerindeki mutlak deger normudur. Ayrica, G € A* ve

G # €p, €s Olup v : R — AT olasiliksal normu, vy = &y olmak tizere t > 0 ve

p # 0 igin
t
ni =6 (L)

bigiminde tammhdir. M ise M(z,y) = min{z,y} bigiminde tamimh t-normdur
(Lafuerza-Guillén vd., 1997). Ozel olarak [TG(0) = 0 olmak iizere G(zy) = 1
olacak gekilde bir 2y € (0,00) bulunsun. Ayrica, £ € N olmak iizere bir (py)
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dizisi,

)k, kasalise
b 0, diger yerlerde

bigiminde tammlansin. Bu durumda K = {k € N : k asal say1 degildir}
olmak iizere §(K') = 1 olup Lafuerza-Guillén vd. (1999)nin ¢aligmasinda yer alan
Ornek 2.3 geregince (p)x alt dizisi (R,|.|,G, M) uzaymmda kesinlikle
simurhdir, dolayisiyla D—simmirhdir.  Bundan dolayr (pg) dizisi istatistiksel
D—smirhdir. Fakat L = {k € N : k asal sayidir} olmak iizere yine Lafuerza-
Guillén vd.  (1999)’'nin gahgmasindaki Ornek 2.3 geregince (p); alt dizisi
(R,].], G, M) uzayinda kesinlikle simirsizdir. O halde (py,) dizisi D—simirh degildir.

Tanim 3.4.6 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere (pg), V

uzayimnda bir dizi ve p € V' olsun. Her bir ¢ > 0 igin
{keN:p, ¢ N,(t)} €T

kogulu saglaniyorsa (pj) dizisi p noktasina "kuvvetli Z—yakimsaktir" denir. Bu
durum py, =z p ile gosterilir ve p noktasina, (py) nin "kuvvetli Z—limiti" denir

(Sengimen ve Pehlivan, 2009a).

(V,v, 7, 7%) olasiliksal normlu uzayinda (p) dizisi igin agagidaki ifadeler denktir:
i) pr =5 p dir.

it) Her bir ¢t > 0 igin {k € N : d(vp,—p,c0) >t} € T dur.

i11) T — lim dp,(vp,—p, €0) = 0 dur.

(Sencimen ve Pehlivan, 2009a).

Tanim 3.4.7 (V,v,7,7") bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere (py), V

uzayinda bir dizi ve r € V olsun. Her bir ¢ > 0 icin
{(keN:peN.()} ¢Z

kogulu saglaniyorsa r noktasi (py) dizisinin "kuvvetli Z—yigilma noktasidir" denir.
(pr) dizisinin kuvvetli Z—yigilma noktalarimin kiimesi Z(T's(py)) ile gosterilir

(Sengimen ve Pehlivan, 2009a).

Z(T4(pr)) kiimesi kuvvetli topolojiye gore kapalidir (Sencimen ve Pehlivan, 2009a).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Olasiliksal Normlu Uzaylarda Kuvvetli ideal Yigilma Noktalarinin
Baz1 Ozellikleri ve Kuvvetli '—Ideal Yakinsaklik

Bu boliimde ilk olarak, ideal D—simirhilik kavrami tanimlanacaktir. Daha sonra
Z(Ts(pr)) kiimesinin baz 6zellikleri incelenecektir. Son olarak da, kuvvetli I'—ideal
yakinsaklik kavrami tanimlanarak bu kavrama iliskin baz1 sonuclar elde
edilecektir.

Bu boliim boyunca (V, v, 7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olmak iizere (py), V'
uzaymda bir diziyi temsil etmektedir. (V, v, 7,7*) olasiliksal normlu uzay1 bazen
kisaca V' uzayr olarak adlandirilacaktir. Bu boliimdeki tamimlar ve sonuglar,

Sencimen ve Pehlivan (2014)'1in ¢aligmasinin bir genellemesi niteligindedir.

Tanim 4.1.1 (V,v,7,7*) bir olasiiksal normlu wuzay olmak {izere (pg),
Vuzaymnda bir dizi olsun. Eger K € F(Z) ve (px;) = (p)x alt dizisi D—simirh

A={p,:j €N}
olmak tizere R4 € D' olacak sekilde bir
K:{k?jik‘1<k’2<l{f3<...}CN

kiimesi varsa (py) dizisi "ideal D—simmrhdir (Z—D—smirhdir)" denir.

Asagida ilk olarak, Z(I's(py)) kiimesinin baz1 6zellikleri incelenecektir.

Ornek 4.1.2 ¢,d > 0 icin 7(e.,64) < €cpq olmak tizere 7 ticgen fonksiyonu
ve M maksimal {iggen fonksiyonu verilsin ve bu yolla tanimlanan (R, v, 7, M)
olasiliksal normlu uzayini goz oniine alalim. Burada sabit bir a > 0 ve p € R

i¢cin v : R — AT olasiliksal norm fonksiyonu v, = ¢ j,/ bigiminde tanimlanir
a+[p]

(Lafuerza-Guillén, 2001). Ozel olarak a = 1 alnsm ve (R,v,7, M) olasihiksal
normlu uzaymdaki bir (p;) dizisi, her k& € N igin p, = k? olarak tammlansin.

Ayrica 7 = Z,4 alinsin.

O halde sunlar soyleyebiliriz:

(i) {pr : k € N} kiimesi D—smrh oldugundan, Z,—D—smurhdir. Ancak bu
kiime Euclid normunun (mutlak degerin) dogurdugu topolojiye gore Z,— D—sinirh
degildir.

(13) {px : k € N} kiimesi D—sinirli ve kapali olmasina ragmen kuvvetli topolojiye

gore kompakt degildir.

16



(741) Smirh bir reel dizinin istatistiksel yigilma noktalarimin kiimesi bog kiime
degildir (Fridy, 1993). Fakat bu érnekte (py) dizisi D—simrh olup aynm zamanda
Za(Ts(px)) = 0 dir.

(iv) Eger (x)) smrh bir reel dizi ise, K = {k; : j € N} € Z, olmak iizere
{z, : k € N\K} UT(x) kiimesi kompakt olacak sekilde, (z)) dizisinin bir
(w,) alt dizisi vardir (Fridy, 1993). Fakat bu ornekteki D—simirh (p) dizisi icin
K = {k; : j € N} € Z; olmak tizere {p; : k € N\ K} UZy(Is(pr)) kiimesi
kompakt bir kiime olacak sekilde (py) dizisi, (px;) alt dizisine sahip degildir.
Ashnda K = {k; : j € N} C N olmak tizere (p;) nin herhangi bir (p,) alt
dizisi i¢in {pg : k € NN K} UZy(T's(px)) kiimesi hicbir zaman kompakt degildir.
(v) R™ sonlu boyutlu normlu uzayinda (z) istatistiksel smirh bir dizi ise I'(zy)
kiimesi bog olmayip kompakttir (Pehlivan vd., 2004). Fakat bu ornekteki
T4 — D—smurh (py) dizisi i¢in Zy(Ts(pr)) = 0 dir.

olabilir. Buna bir 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 4.1.3 (R?, |.|) ikilisi klasik Euclid normlu uzay1 olmak tizere (R2, ||.| , G, M)
basit Menger uzaymi goz oniine alahm. Burada ozel olarak [~G(+o00) = 1 ve
[TG(0) = 0 oldugunu kabul edelim ve her z € (0,00) i¢in G(x) < 1 olsun. Bu
durumda (R?,||.||,G, M) uzaymdaki kesin smrh tek kiime {# = (0,0)}
kiimesidir ve (R? ||.|]) uzaymm smrsiz kiimeleri (R?, .||, G, M) uzaymnda
kesinlikle sinirsizdir (Lafuerza-Guillén vd., 1999). Simdi (R?, ||.|| , G, M) uzayinda
bir (py) dizisi,

) (k;k), k tam kare ise
e = 0, diger yerlerde

bigiminde tamimlansin. Bu durumda (py) dizisi kesinlikle sinirsiz olup, dolayisiyla
D—smirsizdir. Ote yandan, bu dizi Z; — D—siirh olup Zy(Ts(py)) = {6} dir.

Teorem 4.1.4 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzaymda Z — D—smirh bir (py)
D —simmirhdir.

Ispat. (py) dizisi Z — D—simirh ise Tanim 4.1.1 geregince,
{keN:p, ¢ B}eZ
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olacak sekilde V uzaymin, D—smrh bir B alt kiimesi vardir. Bu durumda B
kitmesi de D—simirhdir (Lafuerza-Guillén vd., 1999). O halde Z(T'y(py)) C B
oldugunu gostermek yeterlidir. Tersine, r ¢ B olacak sekilde bir r € Z(Is(py.))
oldugunu varsayalim.  Kuvvetli topoloji, Hausdorff diizgiinliigii tarafindan
doguruldugundan (Schweizer ve Sklar, 2005) regiilerdir. O halde B N N,.(t) = ()
olacak gekilde bir ¢ > 0 vardir. Buradan,

{keN:peN:(t)} c{keN:p, ¢ B}

yazilabilir. O halde {k € N : p, € N,(t)} € Z olup bu ise geligkidir. Bu da ispat1

tamamlar. m

Teorem 3.4.8 geregince, Z(I's(px)) kiimesi kapalidir. O halde yukaridaki teoremin
kosullar1 altinda Z(I's(px)) kiimesinin D—simirh ve V' uzayinda kapali oldugu

soylenebilir.

Teorem 4.1.5 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzayinda bir (p) dizisi verilsin ve
A kiimesi, ANZ(Ts(pr)) = 0 olacak sekilde, V' nin bos olmayan kompakt bir alt

kiimesi olsun. Bu durumda
{keN:p,e Al el

dir.

Ispat. ¢ € A olsun. € ¢ Z(T4(py,)) oldugundan,
{keN:p,e Ne(t)} €T

olacak gekilde bir t = ¢(£) > 0 vardir. Simdi
Ne(t) ={q eV :ve_y(t) >1—1t}

kiimesini goz oniine alalim. Bu durumda & € A olmak tizere Ne(t) agik kiimeleri

A nin bir acgik ortiisiinii olusturur. A kiimesi kompakt oldugundan,
{N; =Ne, (1) i =1,2,3,...,m}

biciminde, A nin sonlu bir alt ortiisii vardir. O halde A C U N; olup her bir
=1
i=1,2,...,micin {k € N:p, € Ne,(t;)} €Z dur. O halde 1deal aksiyomlarindan

{k € N:p, € A} € T olup, ispat tamamlanir. m
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Yardimci: Teorem 4.1.6 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzayinda bir (p) dizisi
verilsin. Eger (px) dizisi, {ps, : j € N} kiimesi V' uzaymnda kompakt bir kiimede
igerilecek sekilde ve {k; : j € N} ¢ 7 olacak bicimde bir (py;) alt dizisine sahipse
Z(Ts(px)) kiimesi, bos kiime degildir.

ispat. (pr;) alt dizisi, (py) dizisinin, teoremin hipotezindeki kosullar saglayan
bir alt dizisi olsun. Bu durumda, K = {k; : j € N} olmak iizere K ¢ Z olup
{pr; 1 j € N} C A olacak sekilde V' nin kompakt bir A alt kiimesi vardir. Yani
her bir k € K i¢in p, € A dir. Eger Z(Ty(pr)) = 0 ise ANZ(Ts(pr)) = 0 dir. O
halde Teorem 4.1.5 geregince {k € N : p,, € A} € T dir. Ote yandan

{keN:ke K} Cc{keN:p, e A}

olup buradan K € 7 elde edilir. Bu ise celigki olup, ispat tamamlanir. m
Teorem 4.1.4 ve Yardimc1 Teorem 4.1.6’dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.7 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzayimda bir (py) dizisi verilsin. Eger
{k € N:p, € A} € F(Z) olacak bigimde, V uzaymnda kompakt ve D—smirli bir
A kiimesi varsa Z(I's(px)) kiimesi bog olmayip kapali ve D—siirhdir.

Ornek 4.1.3’'de goz oniine alman dizi Sonuc 4.1.7ye bir 6rnektir.

Teorem 4.1.8 Sonug 4.1.7'nin kosgullar1 altinda her bir £ > 0 i¢in

{keN:p. & Ny ()} €T (4.1.1)
dur.

Ispat. B kiimesi, V uzaymda D—smirl, kompakt bir kiime ve
{keN:p, € B} € F(I)

olsun. O halde (p) dizisi Z — D—simurh olup Sonug 4.1.7 geregince Z(Ts(py)) # 0
dir. O halde Teorem 4.1.4’tin ispatinda oldugu gibi Z(I's(px)) C B dir. Kabul

edelim ki (4.1.1) bagmtis1 saglanmasim. O zaman
{keN:pp & Nr, ()} €1
olacak gekilde bir ¢ > 0 vardir. Simdi

Nrwaoo(t) = {0 €V : Fyzw,(t) > 1 -t}
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bigiminde tammlansin ve A = B\Nzr,(p))(t) olsun. O halde A kiimesi
kompakttir ve (py) nn, {k; : j € N} ¢ Z olacak bi¢imde bir (py,) alt dizisini
igerir. Bu durumda Teorem 4.1.5 geregince A N Z(T's(px)) # 0 olup A kiimesi,
(pr) min bir kuvvetli Z-y1g1lma noktasin igerir. Bu da celigkidir. Ispat tamam-

lanir. =

Asagida, (V, v, T, 7*) olasiliksal normlu uzay: iizerinde kuvvetli I' — Z—yakinsaklik
kavrami tamimlanacaktir.  Bunun igin oncelikle, Pehlivan vd.  (2004)’nin

calismasinda verilen bazi terimlerin olasiliksal karsiliklar: insa edilecektir.

Tanim 4.1.9 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzayinda bir (p;) dizisi verilsin ve

her bir ¢t > 0 i¢gin
{]{3 e N:pg §é Nc(t)} el (412)

kogulunu saglayan, bog olmayan ve kapal bir C' C V verilsin. Eger C\Cy # 0
olmak tizere her bir kapali Cy C C' kiimesi i¢in

{k e N:p, & Ney(to)} €7

olacak sekilde bir tq > 0 varsa, C' kiimesine, (4.1.2) kogulunu saglayan "minimal

kapali kiime" denir.

Tanim 4.1.10 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzayinda bir (py) dizisi ve bir C'

kiimesi verilsin. Eger C' kiimesi her bir ¢ > 0 igin
{keN:p g Ne(t)} €T

olacak gekilde bog olmayan minimal kapali bir kiime ise (py) dizisi C' kiimesine
"kuvvetli I' — Z—yakinsaktir" denir. C kiimesi, (p;) nmn kuvvetli I' — Z—limiti

olarak adlandirilir.

Eger (pg) dizisi, {p} tek nokta kiimesine kuvvetli I' — Z—yakinsak ise py =1 P
dir.

Elbette ki bir (py) dizisinin kuvvetli I' — Z—yakinsak olmasi gerekmez. Ornegin;
Ornek 4.1.2°deki (p,) dizisini goz oniine alalm. N yeterince biiyiik, sabit ve tam
kare bir dogal say1 olmak iizere C' = [N, 00) C (R, v, 7, M) kiimesini alahm. Bu
durumda C' kiimesi v olasiliksal normunun dogurdugu kuvvetli topolojiye gore
kapalidir. Ayrica, her bir ¢ > 0 i¢in C' C N¢(t) olup

{keN:p, e Ne(t)} € F(Z,)
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dir. N den daha biyik bir Ny tam kare dogal sayis1 icin
Co = [Ny, 0) C (R, v,7,M) kiimesi dikkate alinirsa Cy C C' olup her bir ¢t > 0

icin
{k € N: p € Noy(t)} € F(T,)

dir. Bundan dolay (4.1.2) kosulunu saglayacak sekilde ve C' C (R, v, 7, M) olacak
sekilde minimal ve kapali bir C' kiimesi bulunamamaktadir. O halde (p) dizisi

kuvvetli I' — Z;—yakinsak olamaz.

Teorem 4.1.11 Sonug 4.1.7'nin kogullar altinda (py) dizisi, Z(I's(pg)) kiimesine
kuvvetli I' — Z—yakinsaktir.

Ispat. Sonug 4.1.7 geregince Z(T',(p;)) # 0 olup Teorem 4.1.8 geregince Z(T's(py))
kiimesi (4.1.2) kogulunu saglar. Z(I's(px)) nin minimal olmadig1 kabul edilirse,
C C I(Ts(pr)) ve [Z(Ts(pr))\C # 0 olacak sekilde, (4.1.2) kogulunu saglayan,
bos olmayan kapali bir C' kiimesi vardir. Bu durumda r ¢ C' olacak sekilde bir
r € Z(Ts(px)) vardir. Kuvvetli topoloji regiiler oldugundan N,.(t) N No(t) = 0
olacak sekilde bir ¢ > 0 vardir. r € Z(I's(px)) oldugundan

{(keN:p, e ()} ¢Z

yazilabilir. Diger taraftan,

{keN:p, e Ni(t)} C{k e N:pp & Ne(t)}
yazilabilir. Sonug olarak,

{keN:py ¢ No(t)} ¢ T

elde edilir. Bu da (4.1.2) kosulu ile geligir ve ispat tamamlanmr. =

Asgagidaki yardimer teorem, Schweizer ve Sklar (2005)'in ¢aligmasindaki Teorem

12.1.5’in dogrudan bir sonucudur.

Yardimc: Teorem 4.1.12 (V,v,7,7*) bir olasiliksal normlu uzay olsun. Bu
durumda herhangi bir ¢ > 0 verildiginde p,¢,7,s € V olmak iizere, p € N,(n),
q € N.(n) ve r € Ni(n) oldugunda p € Ni(t) olacak sekilde bir n = n(t) > 0

vardir.

Teorem 4.1.13 (V,v,7,7*) olasiliksal normlu uzaymda Z(T's(py)) # 0 olacak
sekilde bir (pg) dizisi verilsin. Eger (px) dizisi bir C' kiimesine kuvvetli
I' — ZT—yakinsak ise C' = Z(I'(py)) dir.
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Ispat. Ilk olarak Z(T'y(px)) C C oldugunu gosterelim. Bunun igin tersi kabul
edilirse, r ¢ C olacak gekilde bir r € Z(I's(px)) vardir. C kapal bir kiime
oldugundan ve kuvvetli topoloji regiiler oldugu i¢in, N, (t) N N¢(t) = () olacak
sekilde bir ¢ > 0 vardir. Bu durumda

{keN:p e No(t)} C{k e N:pp ¢ No(t)}

dir. Buradan {k € N : p, € N,(t)} € T elde edilir. Fakat bu, r € Z(T's(px)) olmasi
ile geligir. O halde Z(I's(px)) C C elde edilir. Simdi C' C Z(Is(px)) oldugunu
gosterelim. Bunu gostermek igin tersi kabul edilirse £ ¢ Z(T's(py)) olacak sekilde
bir £ € C vardir. Tamim 3.4.7 yardimuyla her bir ¢ € (0, to] igin

{keN:p,e Ne(t)} €T (4.1.3)

olacak gekilde bir ¢y > 0 vardir. Simdi agagidaki iki durumu inceleyebiliriz:

(7) € noktasi, C' kiimesinin izole noktasi olsun. Bu durumda ¢ < t, ve
Ne(t) N Now gy (t) = 0

olacak gekilde bir ¢ > 0 vardir. O halde N¢(t) = Ne(t) U N ge (t) olup,
{(keN:p ¢ Nowag(t)) ={k e N:p, e Ne(t)}U{k € N: p, & Ne(t)}

yazilabilir. Kabul geregince ve (4.1.3) bagintis1 yardimiyla, yeterince kiigiik her
bir ¢ > 0 i¢in

{keN:p ¢ NC\{g}(t)} el

elde edilir. Bu ise C\{¢} kiimesinin, (4.1.2) kosulunu saglamasi demektir, yani
C kiimesi minimal degildir. Bu da geligkidir.

(4i) € noktasi, C' kiimesinin bir limit noktasi olsun, yani i # j ise §; # {; ve
limg . &, = & olacak sekilde bir (§,) C C dizisi bulunsun. $imdi ¢t > 0 olsun
ve Yardimcr Teorem 4.1.12'nin kosullarim saglayacak sekilde bir n = n(t) > 0

secelim. Ayrica,
. t
A = A(t) = min {n(t), Z_l}

biciminde tammlansm. $Simdi § € Ng(\) ve & ¢ N(3) olacak bigimde bir
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£y = & segelim. Bu durumda

A
Ne (5) C NC\Ng(%)(t) (4.1.4)

oldugunu gosterelim. Bunun icin gy € N, (3) olacak sekilde ¢ € No(3) ve ¢o € C
almsim. O halde gy € N,(A\) dir. Simdi iki durum s6z konusudur:

(a) BEger qo ¢ Ne(3) ise go € ON\N¢(3) olup

A
q € New i) (5) C Newwe)(®)

dir.

() g0 € Neg(3) verilsin. O halde g9 € Ng(\) dir. Bu durumda Yardimc
Teorem 4.1.12 yardimiyla g € N, () elde edilir. Fakat &, € Ne(\) ve & ¢ Ne(3)
oldugundan &, € C\N¢(3) elde edilir. Bundan dolay1 ¢ € N Ng(%)(t) dir.
Boylelikle (4.1.4) bagintisi ispatlanmig olur. O halde (4.1.4) yardimuyla,

{keN:p, ¢ NG\Ng(%)(t)} < {k €N:py ¢ No (%)}

ve buradan da

{keN:p, ¢ /\/’C\Ng(%)(t)} S

elde edilir. O halde C kiimesi (4.1.2) kogulunu saglayan bir minimal kiime degildir.

Bu da geligkidir ve ispat tamamlanir. m

Sonug 4.1.14 (V,v,7,7*) olasihiksal normlu wuzayindaki bir (p;) dizisi
Z(Ts(pr)) # 0 kosulunu saglasin. Bu durumda (py,) dizisinin kuvvetli I'—Z —yakinsak

olmasi icin gerek ve yeter kosul, her bir ¢ > 0 i¢in

{k e N:pp & Nzrony)(t)} €T

olmasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, 6zgiin olarak, olasiliksal normlu uzaylarda Z—D—simirhlik
kavrami tanimlanmigtir. Ayrica, olasiliksal normlu uzaylarda aliman bir dizinin

kuvvetli Z—yi1g1lma noktalar1 kiimesinin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Daha sonra, Sengimen ve Pehlivan (2014)’1in ¢alhigmasinda bir dizinin kuvvetli
istatistiksel yi1gilma noktalari i¢in verilen sonuclar, benzer bir dizinin kuvvetli
Z—y1igilma noktalar1 kiimesi i¢in elde edilmistir. Olasiliksal normlu bir uzayda
Z—D—smirh bir dizi i¢in kuvvetli Z—y1gilma noktalari kiimesinin bog kiimeden
farkli olmasi durumunda, kuvvetli Z—yigilma noktalar:1 kiimesinin bu uzayda
D—siirli oldugu gosterilmistir. Ayrica, olasiliksal normlu uzayda alinan kompakt
bir A alt kiimesi ile bu uzayda alinan bir dizinin kuvvetli Z—yigilma noktalar

kiimesi arasindaki baz iligkiler incelenmistir.

Son olarak, olasiliksal normlu uzaylarda kuvvetli I' — Z—yakinsaklik kavrami
tanmmmlanmigtir.  Olasiliksal normlu uzayda alinan bir dizinin, baz1 kosgullar
altinda, kuvvetli Z—yi1g1lma noktalar1 kiimesine kuvvetli ' — Z—yakinsak oldugu

gosterilmigtir.
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