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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

OLASILIKSAL METR·IK UZAYLARDA YEN·I B·IR YAKINSAKLIK

Fulya ÖZTÜRK

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Serpil PEHL·IVAN

II. Dan¬̧sman: Doç. Dr. Celaleddin ŞENÇ·IMEN

Bu tez çal¬̧smas¬nda, olas¬l¬ksal metrik uzaylarda bir noktan¬n, bir kümeye olan
olas¬l¬ksal uzakl¬¼g¬kavram¬ndan yola ç¬k¬larak yeni bir yak¬nsakl¬k tan¬mlanm¬̧st¬r.
Olas¬l¬ksal metrik uzaylar üzerinde çeşitli topolojiler tan¬mlanabilir ancak yap¬sal
özelli¼gi nedeniyle kuvvetli topoloji en uygun olan¬oldu¼gundan, kuvvetli topoloji
kavram¬na dayanan, kuvvetli ��ideal yak¬nsakl¬k kavram¬ tan¬mlanm¬̧s ve bu
kavrama ili̧skin baz¬sonuçlar elde edilmi̧stir. Ayr¬ca, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda
bir dizinin kuvvetli ideal y¬¼g¬lma noktalar¬kümesinin baz¬özellikleri incelenmi̧stir.

Birinci bölümde, konunun amac¬ve kapsam¬hakk¬nda bilgilere yer verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, konunun tarihsel geli̧simine ve literatür özetine yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, ilk olarak, konunun temelini oluşturan da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬
ve olas¬l¬ksal metrik uzay teorisi incelenmi̧stir. ·Ikinci olarak, olas¬l¬ksal metrik
uzaylar¬n özel biçimleri olan, olas¬l¬ksal normlu uzay teorisine ili̧skin temel
bilgilere yer verilmi̧stir. Üçüncü olarak, istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ideal
yak¬nsakl¬k kavramlar¬na ili̧skin temel bilgiler incelenmi̧stir. Son olarak,
olas¬l¬ksal normlu uzaylarda kuvvetli istatistiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli ideal
yak¬nsakl¬k kavramlar¬ hat¬rlat¬larak bu kavramlar¬n temel özelliklerine yer
verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, olas¬l¬ksal normlu uzaylar üzerinde idealD�s¬n¬rl¬l¬k kavram¬
tan¬mlanm¬̧s ve bu tip bir uzayda yer alan bir dizinin kuvvetli ideal
y¬¼g¬lma noktalar¬ kümesinin baz¬ özellikleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca, olas¬l¬ksal
normlu uzaylar üzerinde kuvvetli ��ideal yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanm¬̧s ve
bu yeni yak¬nsakl¬k kavram¬na ili̧skin baz¬sonuçlar elde edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Olas¬l¬ksal metrik uzay; olas¬l¬ksal normlu uzay; kuvvetli
ideal y¬¼g¬lma noktas¬; ideal D�s¬n¬rl¬dizi; kuvvetli ��ideal yak¬nsakl¬k.

2014, 27 sayfa
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In this thesis, starting from the concept of probabilistic distance from a point to
a set in a probabilistic metric space, a new type of convergence is introduced.
Although di¤erent topologies can be de�ned on a probabilistic metric space, the
strong topology is the most admissible one because of its structure; hence the
concept of strong ��ideal convergence is introduced via the strong topology, and
some basic results are obtained. Moreover, some properties of the set of all strong
ideal cluster points of a sequence in a probabilistic normed space are investigated.

In the �rst chapter, the aim and scope of the subject are presented.

In the second chapter, the historical background and the literature review of the
subject are presented.

In the third chapter, �rst, the distribution functions and probabilistic metric
spaces are considered. Second, some basic concepts from the theory of
probabilistic normed spaces which is the special form of the theory of
probabilistic metric spaces are presented. Third, some preliminaries related
to the concepts of statistical convergence and ideal convergence are considered.
Finally, the concepts of strong statistical convergence and strong ideal
convergence in probabilistic normed spaces are recalled, and their basic
properties are considered.

In the fourth chapter, the concept of ideal D�boundedness is introduced in a
probabilistic normed space, and some properties of the set of all strong ideal
cluster points of a sequence in such a space are investigated. Furthermore,
the concept of strong ��ideal convergence in a probabilistic normed space is
introduced and some basic results related to this concept are obtained.

Keywords: Probabilistic metric space; probabilistic normed space; strong ideal
cluster point; ideal D�bounded sequence; strong ��ideal convergence.
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TEŞEKKÜR

Bu çal¬̧sma için beni yönlendiren, kaŗs¬laşt¬¼g¬m zorluklar¬bilgi ve tecrübesi ile
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S·IMGELER VE KISALTMALAR D·IZ·IN·I

A A kümesinin kuvvetli kapan¬̧s¬
dL De¼gi̧stirilmi̧s Lévy metri¼gi
� Da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬kümesi
�+ Uzakl¬k da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬kümesi
�(K) Pozitif tamsay¬lar¬n bir K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu
�(K) Pozitif tamsay¬lar¬n bir K kümesinin üst asimptotik yo¼gunlu¼gu
"a x = a noktas¬ndaki birim basamak fonksiyonu
F;G Da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬
Fpq p ve q noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬¼g¬gösteren da¼g¬l¬m fonksiyonu
Fp;A p noktas¬n¬n A kümesine olan olas¬l¬ksal uzakl¬¼g¬
F Bir kümenin alt kümelerinin bir süzgeci (�ltresi)
Fd 1 yo¼gunluklu pozitif tamsay¬kümelerinin oluşturdu¼gu süzgeç
F(I) Bir I idealine ili̧skin süzgeç
F Olas¬l¬ksal metrik
�(xk) (xk) reel dizisinin istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi
�s(pk) (pk) dizisinin kuvvetli istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi
I Bir kümenin alt kümelerinin bir ideali
Id S¬f¬r yo¼gunluklu pozitif tamsay¬kümelerinin oluşturdu¼gu ideal
I� lim pk Bir metrik uzayda al¬nan bir (pk) dizisinin I�limiti
I(�s(pk)) (pk) dizisinin kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi
M Maksimal üçgen fonksiyon
N Do¼gal say¬lar kümesi
Np(t) p noktas¬n¬n kuvvetli t�komşulu¼gu
NA(t) A kümesinin kuvvetli t-komşulu¼gu
P(X) Bir X kümesinin kuvvet kümesi
pk ! p (pk) dizisinin p noktas¬na kuvvetli yak¬nsamas¬

pk
s�stat�! p (pk) dizisinin p noktas¬na kuvvetli istatistiksel yak¬nsamas¬

pk
s�I�! p (pk) dizisinin p noktas¬na kuvvetli I�yak¬nsamas¬

R Geni̧sletilmi̧s reel say¬lar kümesi
R+ Geni̧sletilmi̧s negatif olmayan reel say¬lar kümesi
RA Bir A kümesinin olas¬l¬ksal yar¬çap¬
R Reel say¬lar kümesi
(R2; k:k ; G;M) Basit Menger uzay¬
(S;F; �) Bir olas¬l¬ksal metrik uzay
stat� lim pk Bir reel (pk) dizisinin istatistiksel limiti
T Üçgen fonksiyon (t-norm)
T � t-conorm
� ; � �; �T ; �T � Üçgen fonksiyon
� Olas¬l¬ksal norm
�p p vektörünün olas¬l¬ksal normunu gösteren da¼g¬l¬m fonksiyonu
(V; �; �) Menger olas¬l¬ksal normlu uzay¬
(V; �; � ; � �) Bir olas¬l¬ksal normlu uzay
� V vektör uzay¬n¬n s¬f¬r vektörü

v



1. G·IR·IŞ

Bilimsel çal¬̧smalarda s¬kça kaŗs¬laş¬lan belirsizliklerden baz¬lar¬uzakl¬k, uzunluk,

konum, vb kavramlara ili̧skin ortaya ç¬kmaktad¬r. Dolay¬s¬yla bu

tip belirsizliklerin geometrik olarak modellenmesi gerekmektedir. Bunu

gerçekleştiren araçlardan biri de "olas¬l¬ksal metrik uzaylar" teorisidir.

Olas¬l¬ksal metrik uzaylar, klasik metrik uzaylar¬n bir genellemesi olarak Menger

(1942) taraf¬ndan "·Istatistiksel Metrik Uzaylar" ad¬ alt¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r.

Olas¬l¬ksal metrik uzaylarda uzakl¬k ölçümü, klasik anlamda metrik uzaylardaki

durumun aksine, istatistiksel (olas¬l¬ksal) olarak ifade edilmi̧stir. Bu tip

uzaylarda al¬nan herhangi iki nokta aras¬ndaki uzakl¬¼ga, bir da¼g¬l¬m fonksiyonu

kaŗs¬l¬k gelmektedir. Örne¼gin, p ve q noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬¼ga Fpq da¼g¬l¬m

fonksiyonu kaŗs¬l¬k gelmekte ve herhangi bir x reel say¬s¬için Fpq(x) de¼geri, "p ve q

noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n x den küçük olma olas¬l¬¼g¬" olarak

yorumlanmaktad¬r (Schweizer ve Sklar, 2005). Bu gibi bir olas¬l¬ksal genelleştirme

�ziksel bilimlerde ve lineer olan ya da lineer olmayan analizde uygulama

bulmaktad¬r.

Topolojik aç¬dan, olas¬l¬ksal metrik uzaylar klasik metrik uzaylardan farkl¬baz¬

özelliklere sahiptir. Bugüne kadar olas¬l¬ksal metrik uzaylar üzerinde

oluşturulan topolojik yap¬lardan en çok ilgilenileni, kuvvetli topoloji olmuştur.

Kuvvetli topoloji, klasik anlamdaki metrik topolojisine benzer olup, bu topoloji

yard¬m¬yla tan¬mlanan yak¬nsakl¬k kavram¬ "kuvvetli yak¬nsakl¬k" olarak

adland¬r¬l¬r. Ayr¬ca, kuvvetli topoloji birinci say¬labilir olup Hausdor¤ ay¬rma

aksiyomunu sa¼glar (Schweizer ve Sklar, 2005).

Daha sonraki süreçte �erstnev (1963) taraf¬ndan, olas¬l¬ksal metrik uzaylar¬n özel

bir biçimi olan olas¬l¬ksal normlu uzay kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Olas¬l¬ksal normlu

uzaylar klasik normlu uzaylar¬n bir genellemesi niteli¼gindedir. Bir olas¬l¬ksal

normlu uzayda vektörlerin normlar¬ reel say¬lar yerine olas¬l¬ksal da¼g¬l¬m

fonksiyonlar¬ile ifade edilmektedir. Örne¼gin, bir p vektörünün normu �p da¼g¬l¬m

fonksiyonu ile gösterilmek üzere herhangi bir x reel say¬s¬için �p(x) de¼geri "p nin

normunun x den küçük olma olas¬l¬¼g¬" olarak yorumlan¬r. Ancak,

�erstnev (1963)�in tan¬m¬n¬n baz¬ k¬s¬tlay¬c¬ yanlar¬n¬n oldu¼gunun anlaş¬lmas¬

üzerine Alsina vd. (1993), �erstnev�in tan¬m¬n¬ kapsayacak şekilde yeni bir

olas¬l¬ksal normlu uzay tan¬m¬vermi̧slerdir. Bu yeni tan¬m Menger olas¬l¬ksal

normlu uzaylar¬n¬elde etmeye olanak sa¼glam¬̧st¬r.

Tüm bunlar¬n yan¬s¬ra olas¬l¬ksal normlu uzaylarda s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ da

tan¬mlanm¬̧s olup bu kavram, klasik normlu uzaylardaki s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ndan

farkl¬d¬r ve da¼g¬l¬msal s¬n¬rl¬l¬k (D�s¬n¬rl¬l¬k) olarak adland¬r¬l¬r. D�s¬n¬rl¬l¬k

1



kavram¬olas¬l¬ksal bir yap¬ya sahiptir ve Lafuerza-Guillén vd. (1999) taraf¬ndan,

olas¬l¬ksal normlu uzaylarda al¬nan bir kümenin olas¬l¬ksal yar¬çap¬ kavram¬na

dayan¬larak tan¬mlanm¬̧st¬r.

Olas¬l¬ksal normlu uzaylara ili̧skin genel bir litaratür özetine Sempi (2006)�nin

çal¬̧smas¬nda yer verilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda yer alan araçlardan biri de istatistiksel yak¬nsakl¬k teorisidir.
·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ klasik yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir genellemesi

olup pozitif tamsay¬ kümelerinin do¼gal yo¼gunlu¼gu kavram¬na dayanmaktad¬r.
·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde önemli

bir yer tutmaktad¬r. Ayr¬ca Fridy (1993), klasik limit noktas¬ kavram¬ndan

yola ç¬karak, bir reel dizinin istatistiksel limit noktas¬ ve istatistiksel y¬¼g¬lma

noktas¬kavramlar¬n¬tan¬mlam¬̧st¬r. ·Istatistiksel y¬¼g¬lma noktas¬kavram¬n¬n baz¬

uygulamalar¬Pehlivan ve Mamedov (2000)�un çal¬̧smas¬nda bulunabilir. Genel

bir Hausdor¤ topolojik uzay¬nda istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga ili̧skin kavramlar ise

Maio ve Koµcinac (2008) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tüm bunlar¬n yan¬s¬ra do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan pozitif tamsay¬ kümelerinin

ailesinin bir ideal oluşturmas¬ gerçe¼ginden yola ç¬k¬larak, istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬n bir genellemesi olan "ideal yak¬nsakl¬k (I�yak¬nsakl¬k)" kavram¬
tan¬mlanm¬̧st¬r (Kostyrko vd., 2000). I�yak¬nsakl¬k klasik metrik uzaylardaki
diziler için tan¬mlanm¬̧s olup istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n ötesinde, daha genel bir

yak¬nsakl¬k tipidir. Kostyrko vd. (2000) ayr¬ca istatistiksel limit ve

istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n bir genellemesi olacak şekilde I�limit
ve I�y¬¼g¬lma noktalar¬kavramlar¬n¬da tan¬mlam¬̧slard¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ise, ideal D�s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ tan¬mlanarak, olas¬l¬ksal
normlu uzaylarda bir dizinin kuvvetli ideal y¬¼g¬lma noktalar¬ kümesinin baz¬

özellikleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda kuvvetli ��ideal
yak¬nsakl¬k kavram¬ tan¬mlanm¬̧s ve bu kavrama ili̧skin baz¬ sonuçlar elde

edilmi̧stir. Tüm bunlar gerçekleştirilirken, Şençimen ve Pehlivan (2014)�¬n

çal¬̧smas¬baz al¬nm¬̧s ve bu çal¬̧sma genelleştirilmi̧stir.

2



2. KAYNAK ÖZETLER·I

Olas¬l¬ksal metrik uzaylar teorisi ilk olarak Menger (1942) taraf¬ndan,

"·Istatistiksel Metrik Uzaylar" ad¬alt¬nda, metrik uzaylar teorisinin bir genellemesi

olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu teorinin geli̧simi ile ilgili geni̧s bir çal¬̧sma, Schweizer ve

Sklar�¬n temel eseridir (1983, 2005). Ayr¬ca Constantin ve Istr¼a̧tescu (1989)�nun

çal¬̧smas¬nda de¼gi̧sik uygulamalara yer verilmektedir.

Olas¬l¬ksal normlu uzay kavram¬ise, olas¬l¬ksal metrik uzay kavram¬n¬n özel bir

biçimidir. Olas¬l¬ksal normlu uzay kavram¬ ilk olarak �erstnev (1963)

taraf¬ndan klasik normlu uzaylar¬n bir genellemesi olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

�erstnev�in tan¬m¬n¬n daha sonraki süreçte baz¬ k¬s¬tlay¬c¬ yanlar¬n¬n oldu¼gu

anlaş¬lm¬̧st¬r. Bunun üzerine Alsina vd. (1993) taraf¬ndan �erstnev�in de tan¬m¬n¬

kapsayacak şekilde yeni bir tan¬m verilmi̧stir. Bu tan¬m, olas¬l¬ksal normlu uzay

teorisi ile ilgili çal¬̧sma yapan birçok yazar taraf¬ndan da benimsenmi̧stir

(Lafuerza-Guillén vd., 1997; Lafuerza-Guillén vd., 1999; Lafuerza-Guillén, 2001;

Saadati ve Amini, 2005). Konunun detayl¬ geli̧simi ve tarihçesi Sempi (2006)

taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Olas¬l¬ksal normlu uzaylar teorisinin temel araçlar¬ndan biri de da¼g¬l¬msal s¬n¬rl¬l¬k

(D�s¬n¬rl¬l¬k) kavram¬d¬r. D�s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ klasik normlu uzaylar

teorisindeki s¬n¬rl¬l¬k kavram¬ndan çok farkl¬olup olas¬l¬ksal bir yap¬ya sahiptir.

Bu kavram ilk olarak Lafuerza-Guillén vd. (1999) taraf¬ndan, olas¬l¬ksal normlu

uzaylarda al¬nan bir kümenin olas¬l¬ksal yar¬çap¬ kavram¬na dayan¬larak

tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ise ilk olarak Fast (1951) ve Steinhaus (1951)

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve Fridy (1985,1993) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.

Şençimen ve Pehlivan (2008), olas¬l¬ksal metrik uzaylarda kuvvetli topoloji

yard¬m¬yla, kuvvetli istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬tan¬mlam¬̧slard¬r. Daha

sonra, Lafuerza-Guillén vd. (1999) taraf¬ndan tan¬mlanan D�s¬n¬rl¬küme, Fridy
ve Orhan (1997) ile Tripathy (1997) taraf¬ndan tan¬mlanan reel istatistiksel

D�s¬n¬rl¬dizi kavramlar¬na dayanarak, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda istatistiksel
D�s¬n¬rl¬dizi kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r (Şençimen ve Pehlivan, 2009b). Hausdor¤
topolojik uzaylar¬nda istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ve baz¬özellikleri ise Maio

ve Koµcinac (2008) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. ·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n bir

uygulamas¬, Pehlivan ve Mamedov (2000)�un çal¬̧smas¬nda bulunabilir.

I�yak¬nsakl¬k ise ilk olarak Kostyrko vd. (2000) taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s olup
istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ da içeren oldukça genel bir yak¬nsakl¬k

tipidir. Ayr¬ca, Kostyrko vd. (2000) taraf¬ndan I�limit noktas¬ve I�y¬¼g¬lma
noktas¬kavramlar¬da tan¬mlanm¬̧st¬r. Şençimen ve Pehlivan (2009a) olas¬l¬ksal

3



metrik uzaylarda kuvvetli topoloji yard¬m¬yla, kuvvetli I�yak¬nsakl¬k kavram¬n¬
tan¬mlam¬̧slard¬r.

Pehlivan vd. (2004), istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬kümesinden yola ç¬karak, sonlu

boyutlu normlu uzaylarda ��istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬tan¬mlayarak bu
kavram¬n baz¬ özelliklerini incelemi̧slerdir. Son olarak, Şençimen ve Pehlivan

(2014), ��istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ olas¬l¬ksal normlu uzaylarda

tan¬mlam¬̧s ve Pehlivan vd. (2004)�nin çal¬̧smas¬n¬ olas¬l¬ksal normlu uzaylara

uygulam¬̧slard¬r.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ilk olarak, da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ve olas¬l¬ksal metrik uzaylar ile ilgili

baz¬temel kavramlara ve sonuçlara yer verilecektir. Daha sonra, olas¬l¬ksal metrik

uzaylar¬n özel biçimleri olan olas¬l¬ksal normlu uzaylar incelenecektir. Son olarak,

olas¬l¬ksal normlu uzaylarda kuvvetli istatistiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli ideal

yak¬nsakl¬k kavramlar¬na ili̧skin baz¬temel tan¬mlara ve sonuçlara yer verilecektir.

3.1. Da¼g¬l¬m Fonksiyonlar¬ve Olas¬l¬ksal Metrik Uzaylar

Tan¬m 3.1.1 Bir da¼g¬l¬m fonksiyonu; R = [�1;1] üzerinde tan¬ml¬, azalmayan
ve F (�1) = 0; F (1) = 1 koşullar¬n¬sa¼glayan bir F fonksiyonudur. (�1;1)
üzerinde soldan sürekli da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬n¬n kümesi � ile gösterilir. � n¬n

elemanlar¬,

F � G() 8x 2 R F (x) � G(x)

ba¼g¬nt¬s¬yla k¬smi s¬ralanabilirdir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.1.2 Herhangi bir a 2 R için "a noktas¬ndaki birim basamak

fonksiyonlar¬",

"a(x) =

(
0; �1 � x � a ise
1; a < x � 1 ise

(�1 � a <1 için)

ve

"1(x) =

(
0; �1 � x <1 ise

1; x =1 ise

şeklinde tan¬mlanan ve � kümesinde yer alan fonksiyonlard¬r (Schweizer ve Sklar,

2005).

Tan¬m 3.1.3 F;G 2 � olmak üzere

F (x� h)� h � G(x) � F (x+ h) + h

ve

G(x� h)� h � F (x) � G(x+ h) + h

koşullar¬n¬ her x 2 (�1
h
; 1
h
) için sa¼glayan tüm h 2 (0; 1] say¬lar¬n¬n in�mumu
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dL(F;G) ile gösterilir. � � � üzerinde tan¬mlanan bu dL fonksiyonuna

"de¼gi̧stirilmi̧s Lévy metri¼gi" denir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.1.4 Bir uzakl¬k da¼g¬l¬m fonksiyonu; R+ = [0;1] üzerinde tan¬ml¬,
F (0) = 0 ve F (1) = 1 koşullar¬n¬sa¼glayan, (0;1) üzerinde soldan sürekli ve
azalmayan bir F fonksiyonudur. Uzakl¬k da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬n¬n kümesi, �+ ile

gösterilir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Teorem 3.1.5 F 2 �+ olsun. Bu durumda herhangi bir t > 0 için

F (t) > 1� t() dL(F; "0) < t

dir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Geometrik olarak dL(F; "0) uzakl¬¼g¬, y = 1 � x do¼grusu ile F fonksiyonunun

gra�¼ginin kesi̧sim noktas¬n¬n apsisine eşittir. E¼ger gerekirse süreksizlik

noktalar¬nda dikey parçalar eklenerek kesi̧sim tamamlan¬r (Schweizer ve Sklar,

2005).

Tan¬m 3.1.6 Bir T : [0; 1]� [0; 1] �! [0; 1] ikili i̧slemi,

i) Her x; y; z 2 [0; 1] için T (x; T (y; z)) = T (T (x; y); z) dir,
ii) Her x; y 2 [0; 1] için T (x; y) = T (y; x) dir,
iii) x1 � x2 ve y1 � y2 olmak üzere her x1; x2; y1; y2 2 [0; 1] için

T (x1; y1) � T (x2; y2)

dir,

iv) Her x 2 [0; 1] için T (x; 1) = x dir
koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa T i̧slemine bir "üçgen norm (t-norm)" denir (Schweizer ve

Sklar, 2005).

M(x; y) = minfx; yg
�(x; y) = xy

W (x; y) = maxfx+ y � 1; 0g

ikili i̧slemleri s¬k kullan¬lan baz¬t-normlar¬göstermektedir (Schweizer ve Sklar,

2005).

Tan¬m 3.1.7 T bir t-norm olmak üzere her x; y 2 [0; 1] için,

T �(x; y) = 1� T (1� x; 1� y)
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şeklinde tan¬mlanan T � fonksiyonuna "T nin t-conorm"u denir (Schweizer ve

Sklar, 2005).

Tan¬m 3.1.8 � : �+ ��+ ! �+ olmak üzere,

i) �(F;G) = �(G;F ) dir,

ii) �(�(F;G); H) = �(F; �(G;H)) dir,

iii) F � H ve G � K ise �(F;G) � �(H;K) dir,
iv) �(F; "0) = F dir

özelliklerini sa¼glayan � ikili i̧slemine "üçgen fonksiyon" denir (Schweizer ve Sklar,

2005).

Üçgen fonksiyonlar, soldan sürekli t-normlar yard¬m¬yla elde edilebilir. E¼ger T ,

soldan sürekli bir t-norm ise x 2 [0;+1] olmak üzere

�T (F;G)(x) = supfT (F (s); G(t)) : s+ t = xg

şeklinde tan¬mlanan �T bir üçgen fonksiyondur. T sürekli ise �T üçgen

fonksiyonu (�+; dL) üzerinde düzgün süreklidir (Schweizer ve Sklar, 2005).

E¼ger T � sürekli bir t-conorm ise

�T �(F;G)(x) = inffT �(F (s); G(t)) : s+ t = xg

şeklinde tan¬mlanan �T � fonksiyonu bir üçgen fonksiyondur ve (�+; dL) üzerinde

düzgün süreklidir. Ayr¬ca x 2 [0;+1] olmak üzereM(F;G)(x) = minfF (x); G(x)g
biçiminde tan¬mlananM fonksiyonu maksimal üçgen fonksiyondur (Schweizer ve

Sklar, 2005).

Aşa¼g¬da göz önüne al¬nacak olan olas¬l¬ksal metrik uzay kavram¬, klasik

anlamdaki metrik uzay kavram¬n¬n bir genellemesidir. Olas¬l¬ksal metrik uzayda

noktalar aras¬uzakl¬klar kesin say¬sal de¼gerler (reel say¬lar) yerine olas¬l¬k da¼g¬l¬m

fonksiyonlar¬ile ifade edilmektedir.

Tan¬m 3.1.9 S 6= ;; F : S � S ! �+ ve � bir üçgen fonksiyon olmak üzere her

p; q; r 2 S için
i) F(p; p) = "0 d¬r,

ii) p 6= q ise F(p; q) 6= "0 d¬r,
iii) F(p; q) = F(q; p) dir,

iv) F(p; r) � �(F(p; q);F(q; r)) dir,
koşullar¬ sa¼glan¬yorsa (S;F; �) üçlüsüne bir "olas¬l¬ksal metrik uzay" denir.

F(p; q) = Fpq olarak gösterilmek üzere Fpq(x) ifadesi "p ile q noktalar¬

aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n x den küçük olma olas¬l¬¼g¬" olarak yorumlan¬r (Schweizer
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ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.1.9�da verilen (iv) aksiyomu şu şekilde yorumlan¬r: Bir üçgenin üçüncü

kenar¬hakk¬nda bilgimiz, di¼ger iki kenar hakk¬ndaki bildiklerimize simetrik bir

biçimde ba¼gl¬d¬r; yani di¼ger iki kenar hakk¬nda bilgimiz artt¬kça üçüncü kenar

hakk¬ndaki bilgimiz de artar ya da en az¬ndan azalmaz. Öte yandan bir kenar¬n

uzunlu¼gu hakk¬nda bir "üst s¬n¬r" bilgimiz var ve ikinci kenar hakk¬nda bir şeyler

biliyorsak üçüncü kenar hakk¬nda da �krimiz var demektir. Ayr¬ca iki kenar¬n

uzunluklar¬hakk¬nda "üst s¬n¬r" bilgimiz var ise üçüncü kenar¬n uzunlu¼gunun üst

s¬n¬r¬hakk¬nda da bilgimiz vard¬r (Schweizer ve Sklar, 2005).

3.2. Olas¬l¬ksal Normlu Uzaylar

Olas¬l¬ksal normlu uzay kavram¬, klasik anlamdaki normlu uzay kavram¬n¬n bir

genellemesidir. Bu tip uzaylardaki vektörlerin normlar¬ kesin say¬sal de¼gerler

yerine olas¬l¬k da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ile ifade edilmektedir. Örne¼gin p bir vektör

olmak üzere p nin normu, �p da¼g¬l¬m fonksiyonu ile gösterilmektedir. x 2 R+

olmak üzere �p(x) de¼geri "p nin normunun x den küçük olma olas¬l¬¼g¬" olarak

yorumlan¬r (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.2.1 V bir reel vektör uzay¬, � � � � olmak üzere � ve � � sürekli

üçgen fonksiyonlar ve � : V �! �+ olmak üzere �(p) = �p yaz¬lmak suretiyle

her p; q 2 V için
(N1) �p = "0 () p = � (�, V uzay¬n¬n s¬f¬r vektörüdür),

(N2) ��p = �p dir,

(N3) �p+q � �(�p; �q) dir,
(N4) 8� 2 [0; 1] �p � � �(��p; �(1��)p) dir
koşullar¬ sa¼glan¬yorsa (V; �; � ; � �) dörtlüsüne "olas¬l¬ksal normlu uzay" denir

(Alsina vd., 1993; Lafuerza-Guillén vd., 1999).

Tan¬m 3.2.2 T sürekli bir t-norm ve T � ise bunun t-conormu olmak üzere � = �T
ve � � = �T � al¬nmas¬durumunda (V; �; � ; � �) dörtlüsüne T alt¬nda bir "Menger

olas¬l¬ksal normlu uzay¬" denir. Bu uzay k¬saca (V; �; T ) ile gösterilir (Alsina vd.,

1993).

Tan¬m 3.2.3 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere her p 2 V ve

t > 0 için

Np(t) = fq 2 V : �p�q(t) > 1� tg
= fq 2 V : dL(�p�q; "0) < tg
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kümesine p nin "kuvvetli t-komşulu¼gu" denir (Schweizer ve Sklar, 2005).

� sürekli ise fNp(t) : p 2 V ve t > 0g komşuluklar sistemi V için bir Hausdor¤

topolojisi belirler ve bu topoloji V üzerinde birinci say¬labilir bir topolojidir. Bu

topolojiye V için "kuvvetli topoloji" denir. Ayr¬ca, t1 � t2 ise Np(t1) � Np(t2)

dir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.2.4 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬n¬n boş olmayan birA alt kümesi
için A n¬n "kuvvetli kapan¬̧s¬", A ile gösterilir ve

A = fp 2 V : 8t > 0 9q 2 A 3 �p�q(t) > 1� tg

şeklinde tan¬mlan¬r (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.2.5 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere, V uzay¬nda bir
(pk) dizisi ve bir p 2 V verilsin. E¼ger herhangi bir t > 0 için k � N oldu¼gunda

pk 2 Np(t) olacak şekilde bir N 2 N varsa "(pk) dizisi p noktas¬na kuvvetli

yak¬nsakt¬r" denir ve pk �! p şeklinde gösterilir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.2.6 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere V uzay¬n¬n boş
olmayan bir A alt kümesi verildi¼ginde herhangi bir p 2 V için [�1;1] üzerinde,

Fp;A(x) = supf�p�q(x) : q 2 Ag

şeklinde tan¬ml¬uzakl¬k da¼g¬l¬m fonksiyonuna "p noktas¬n¬n, A kümesine olan

olas¬l¬ksal uzakl¬¼g¬" denir (Schweizer ve Sklar, 2005).

Tan¬m 3.2.7 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere V uzay¬n¬n boş
olmayan bir A alt kümesi verildi¼ginde herhangi bir t > 0 için,

NA(t) = fp 2 V : Fp;A(t) > 1� tg

biçiminde tan¬mlanan aç¬k kümeye "A kümesinin kuvvetli t�komşulu¼gu" denir
(Constantin ve Istr¼a̧tescu, 1989).

Tan¬m 3.2.8 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere V uzay¬n¬n boş
olmayan bir A alt kümesi verilsin. Bu durumda,

RA(x) =

(
l�'A(x); x 2 [0;1) ise
1; x =1 ise
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biçiminde tan¬mlanan RA fonksiyonuna, A n¬n "olas¬l¬ksal yar¬çap¬" denir.

Burada 'A(x) = inff�p(x) : p 2 Ag şeklindedir ve l� ifadesi soldan limit

anlam¬ndad¬r (Lafuerza-Guillén vd., 1999).

Tan¬m 3.2.9 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere V uzay¬n¬n boş
olmayan bir A alt kümesi verilsin. Bu durumda,

(i) Bir x0 2 (0;1) için RA(x0) = 1 oluyorsa A kümesi "kesinlikle s¬n¬rl¬d¬r",
(ii) Her x 2 (0;1) için RA(x) < 1 ve l�RA(+1) = 1 ise A kümesi "olas¬

s¬n¬rl¬d¬r",

(iii) Bir x0 2 (0;1) için RA(x0) > 0 ve l�RA(+1) 2 (0; 1) ise A kümesi "olas¬
s¬n¬rs¬zd¬r",

(iv) l�RA(+1) = 0, yani RA = "1 ise A kümesi "kesinlikle s¬n¬rs¬zd¬r" denir.

E¼ger RA 2 D+ = fF 2 �+ : l�F (1) = 1g ise yani RA için (i) veya (ii) den biri
sa¼glan¬yorsa A kümesi "D�s¬n¬rl¬d¬r" denir. Aksi takdirde, yani RA 2 �+nD+

olmas¬durumunda A kümesi "D�s¬n¬rs¬zd¬r" denir (Lafuerza-Guillén vd., 1999).

Örnek 3.2.10 Aşa¼g¬da s¬ras¬yla "kesinlikle s¬n¬rl¬", "olas¬s¬n¬rl¬" ve "olas¬s¬n¬rs¬z"

kümelere ait olas¬l¬ksal yar¬çap fonksiyonlar¬na örnekler verilmi̧stir.

(a)RA(x) =

8><>:
0; x � 0 ise
2x; 0 < x � 1

2
ise

1; x > 1
2
ise

(b) RA(x) =

(
0; x � 0 ise

1� e�x; x > 0 ise

(c) RA(x) =

8><>:
0; x � 0 ise
1
3
; 0 < x <1 ise

1; x =1 ise

Tan¬m 3.2.11 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere A kümesi;

V uzay¬n¬n boş olmayan bir alt kümesi olsun. A kümesindeki herhangi bir (pk)

dizisinin, A kümesinde yak¬nsak bir (pkj) alt dizisi varsaA kümesi "D�kompaktt¬r"
denir (Saadati ve Amini, 2005).

Ancak, kuvvetli topoloji metriklenebilir oldu¼gundan (Schweizer ve Sklar, 2005),

olas¬l¬ksal normlu uzaylarda kompaktl¬k ile dizisel kompaktl¬k kavramlar¬çak¬̧s¬r.

Bu nedenle (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬ndaki bir A kümesi kompakt

oldu¼gunda kastetti¼gimiz ayn¬zamanda D�kompaktl¬k olacakt¬r.

Klasik normlu uzaylardaki duruma benzer şekilde, olas¬l¬ksal normlu bir

uzay¬n D�s¬n¬rl¬ve kapal¬bir alt kümesinin kompakt olmas¬gerekmez. Hatta
sonlu boyutlu bir olas¬l¬ksal normlu uzayda bile kompakt bir küme D�s¬n¬rl¬
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olmayabilir.

Öte yandan olas¬l¬ksal normlu uzayda bir kompakt küme daima kapal¬d¬r çünkü

kuvvetli topoloji Hausdor¤ ay¬rma aksiyomunu sa¼glar.

3.3. ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve ·Ideal Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ideal yak¬nsakl¬k kavramlar¬

hat¬rlat¬lacakt¬r.

Tan¬m 3.3.1 K, pozitif tamsay¬lar¬n bir kümesi olmak üzere

lim
n!1

1

n
jfk 2 K : k � ngj

biçiminde tan¬mlanan limit mevcut ise bu limitin de¼gerine, K n¬n "do¼gal

yo¼gunlu¼gu" denir ve �(K) ile gösterilir. Burada jfk 2 K : k � ngj ifadesi; K
n¬n, n yi geçmeyen elemanlar¬n¬n say¬s¬anlam¬ndad¬r (Niven vd., 1991).

Örne¼gin, N nin her sonlu K alt kümesi için �(K) = 0 ve

�fk 2 N : k tam kare de¼gildirg = 1

dir. �(K) mevcut ise Kc = N�K olmak üzere �(Kc) = 1 � �(K) d¬r

(Niven vd., 1991).

Tan¬m 3.3.2 Bir K � N için,

�(K) = lim sup
n!1

1

n
jfk 2 K : k � ngj

ifadesine K n¬n "üst asimptotik yo¼gunlu¼gu" denir (Kostyrko vd., 2000).

Do¼gal yo¼gunluk bir K kümesi için mevcut olmayabilir fakat K n¬n üst asimptotik

yo¼gunlu¼gu daima mevcuttur.

Bir (pk) reel dizisi bir P koşulunu do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan bir küme haricinde

tüm k pozitif tamsay¬lar¬için sa¼gl¬yorsa, (pk) dizisi P koşulunu "hemen hemen

her k için sa¼glar" denir ve bu ifade k¬saca "h.h.k" şeklinde gösterilir (Fridy, 1985).

Tan¬m 3.3.3 (pk) reel bir dizi olsun ve � 2 R verilsin. Her bir " > 0 için

�fk 2 N : jpk � �j � "g = 0

ise (pk) dizisi � say¬s¬na "istatistiksel yak¬nsakt¬r" denir ve bu durum,

stat� lim pk = �
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biçiminde gösterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).

Tan¬m 3.3.4 (pk) reel bir dizi olsun. E¼ger

�fk 2 N : jpkj > Bg = 0

olacak şekilde bir B > 0 say¬s¬ varsa (pk) dizisi "istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r" denir

(Fridy ve Orhan, 1997; Tripathy, 1997).

Tan¬m 3.3.5 X 6= ; ve I � P(X) olsun. E¼ger
(i) Her A;B 2 I için A [B 2 I d¬r,
(ii) Her bir A 2 I ve her B � A için B 2 I d¬r
koşullar¬sa¼glan¬yorsa I ailesine bir "ideal" denir (Kostyrko vd, 2000).

Örne¼gin; do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olan pozitif tamsay¬kümelerinin oluşturdu¼gu aile

bir idealdir ve bu ideal genellikle Id ile gösterilir (Kostyrko vd, 2000).

Tan¬m 3.3.6 X 6= ; ve F � P(X) olsun. E¼ger
(i) ; =2 F dir,

(ii) Her A;B 2 F için A \B 2 F dir,

(iii) Her bir A 2 F ve her B � A için B 2 F dir

koşullar¬ sa¼glan¬yorsa F ailesine X üzerinde bir "süzgeç" denir (Kostyrko vd,

2000).

Örne¼gin; do¼gal yo¼gunlu¼gu 1 olan pozitif tamsay¬kümelerinin oluşturdu¼gu aile bir

süzgeçtir. Bu süzgeç, Fd ile gösterilecektir.

Tan¬m 3.3.7 I 6= ; veX =2 I ise I idealine "basit olmayan ideal" denir (Kostyrko
vd, 2000).

I � P(X) olmak üzere I ailesinin basit olmayan bir ideal olmas¬için gerek ve
yeter koşul, F = F(I) =fXnA : A 2 Ig ailesinin X üzerinde bir süzgeç olmas¬d¬r

(Kostyrko vd, 2000).

Burada K =2 I olmas¬ K 2 F olmas¬ anlam¬na gelmemektedir. Örne¼gin

K = fk 2 N : k tektirg kümesini göz önüne alal¬m. �(K) =
1

2
6= 0

oldu¼gundan K =2 Id dir. Fakat ayn¬zamanda �(K) =
1

2
6= 1 oldu¼gundan K =2 Fd

dir.
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Tan¬m 3.3.8 Basit olmayan bir I � P(X) ideali için I � ffxg : x 2 Xg koşulu
sa¼glan¬yorsa I idealine bir "uygun ideal" denir (Kostyrko vd, 2000).

Örne¼gin, Id bir uygun idealdir (Kostyrko vd, 2000).

Tezin bundan sonraki k¬s¬mlar¬nda bir I idealinden söz edildi¼ginde bunun, N nin
alt kümelerinin bir uygun ideali oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.

Tan¬m 3.3.9 (X; �) bir metrik uzay olmak üzere (pk); X uzay¬nda bir dizi ve

� 2 X olsun. Her bir " > 0 için

A(") = fk 2 N : �(pk; �) � "g 2 I

oluyorsa (pk) dizisi � noktas¬na " I�yak¬nsakt¬r (ideal yak¬nsakt¬r)" denir ve bu
durum, I� lim pk = � ile gösterilir (Kostyrko vd, 2000).

3.4. Olas¬l¬ksal Normlu Uzaylarda Kuvvetli ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k
ve Kuvvetli ·Ideal Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda olas¬l¬ksal normlu uzaylarda kuvvetli istatistiksel yak¬nsakl¬k, kuvvetli

ideal yak¬nsakl¬k ve istatistiksel D�s¬n¬rl¬l¬k kavramlar¬na yer verilecektir.

Tan¬m 3.4.1 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir dizi ve p 2 V olsun. E¼ger her bir t > 0 için

�fk 2 N : pk =2 Np(t)g = 0

oluyorsa, (pk) dizisi p noktas¬na "kuvvetli istatistiksel yak¬nsakt¬r" denir ve bu

durum pk
s�stat�! p ile gösterilir. p noktas¬ (pk) dizisinin "kuvvetli istatistiksel

limiti" olarak adland¬r¬l¬r (Şençimen ve Pehlivan, 2008).

(V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda (pk) dizisi için aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

i) pk
s�stat�! p dir.

ii) Her bir t > 0 için �fk 2 N : dL(�pk�p; "0) � tg = 0 d¬r.
iii) stat� lim dL(�pk�p; "0) = 0 d¬r.
(Şençimen ve Pehlivan, 2008).
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Tan¬m 3.4.2 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir dizi ve r 2 V olsun. Her bir t > 0 için

�fk 2 N : pk 2 Nr(t)g > 0

oluyorsa r noktas¬(pk) dizisinin "kuvvetli istatistiksel y¬¼g¬lma noktas¬d¬r" denir.

(pk) dizisinin tüm kuvvetli istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi �s(pk) ile

gösterilir (Şençimen ve Pehlivan, 2008).

Tan¬m 3.4.3 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir dizi ve (pkj), (pk) dizisinin bir alt dizisi olsun. K = fkj : j 2 Ng
olmak üzere �(K) = 0 olmas¬durumunda (pkj); (pk) dizisinin "seyrek alt dizisidir"

denir. �(K) > 0 ya da �(K) n¬n mevcut olmamas¬durumunda, yani �(K) > 0

olmas¬durumunda (pkj); (pk) dizisinin "seyrek olmayan bir alt dizisidir" denir

(Şençimen ve Pehlivan, 2008).

Tan¬m 3.4.4 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger �(K) = 1 ve (pkj) = (p)K alt dizisi D�s¬n¬rl¬
yani A = fpkj : j 2 Ng olmak üzere RA 2 D+ olacak şekilde bir

K = fkj : k1 < k2 < k3 < :::g � N

kümesi varsa (pk) dizisi "istatistiksel D�s¬n¬rl¬d¬r" denir (Şençimen ve Pehlivan,
2009b).

D�s¬n¬rl¬ bir dizi daima istatistiksel D�s¬n¬rl¬ bir dizidir fakat istatistiksel
D�s¬n¬rl¬oldu¼gu halde D�s¬n¬rl¬olmayan diziler vard¬r (Şençimen ve Pehlivan,
2009b). Buna bir örnek aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Örnek 3.4.5 (R; j:j ; G;M) biçiminde gösterilen basit Menger uzay¬n¬göz önüne
alal¬m. Burada j:j, R üzerindeki mutlak de¼ger normudur. Ayr¬ca, G 2 �+ ve

G 6= "0; "1 olup � : R �! �+ olas¬l¬ksal normu, �0 = "0 olmak üzere t > 0 ve

p 6= 0 için

�p(t) = G

�
t

jpj

�

biçiminde tan¬ml¬d¬r. M ise M(x; y) = minfx; yg biçiminde tan¬ml¬t-normdur
(Lafuerza-Guillén vd., 1997). Özel olarak l+G(0) = 0 olmak üzere G(x0) = 1

olacak şekilde bir x0 2 (0;1) bulunsun. Ayr¬ca, k 2 N olmak üzere bir (pk)
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dizisi,

pk =

(
k; k asal ise

0; di¼ger yerlerde

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda K = fk 2 N : k asal say¬ de¼gildirg
olmak üzere �(K) = 1 olup Lafuerza-Guillén vd. (1999)�nin çal¬̧smas¬nda yer alan

Örnek 2.3 gere¼gince (p)K alt dizisi (R; j:j ; G;M) uzay¬nda kesinlikle

s¬n¬rl¬d¬r, dolay¬s¬yla D�s¬n¬rl¬d¬r. Bundan dolay¬ (pk) dizisi istatistiksel

D�s¬n¬rl¬d¬r. Fakat L = fk 2 N : k asal say¬d¬rg olmak üzere yine Lafuerza-
Guillén vd. (1999)�nin çal¬̧smas¬ndaki Örnek 2.3 gere¼gince (p)L alt dizisi

(R; j:j ; G;M) uzay¬nda kesinlikle s¬n¬rs¬zd¬r. O halde (pk) dizisiD�s¬n¬rl¬de¼gildir.

Tan¬m 3.4.6 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir dizi ve p 2 V olsun. Her bir t > 0 için

fk 2 N : pk =2 Np(t)g 2 I

koşulu sa¼glan¬yorsa (pk) dizisi p noktas¬na "kuvvetli I�yak¬nsakt¬r" denir. Bu
durum pk

s�I�! p ile gösterilir ve p noktas¬na, (pk) n¬n "kuvvetli I�limiti" denir
(Şençimen ve Pehlivan, 2009a).

(V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda (pk) dizisi için aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

i) pk
s�I�! p dir.

ii) Her bir t > 0 için fk 2 N : dL(�pk�p; "0) � tg 2 I d¬r.
iii) I � lim dL(�pk�p; "0) = 0 d¬r.
(Şençimen ve Pehlivan, 2009a).

Tan¬m 3.4.7 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir dizi ve r 2 V olsun. Her bir t > 0 için

fk 2 N : pk 2 Nr(t)g =2 I

koşulu sa¼glan¬yorsa r noktas¬(pk) dizisinin "kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktas¬d¬r" denir.
(pk) dizisinin kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi I(�s(pk)) ile gösterilir
(Şençimen ve Pehlivan, 2009a).

Teorem 3.4.8 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬ndaki bir (pk) dizisi için

I(�s(pk)) kümesi kuvvetli topolojiye göre kapal¬d¬r (Şençimen ve Pehlivan, 2009a).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

4.1. Olas¬l¬ksal Normlu Uzaylarda Kuvvetli ·Ideal Y¬¼g¬lma Noktalar¬n¬n
Baz¬Özellikleri ve Kuvvetli ��·Ideal Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde ilk olarak, ideal D�s¬n¬rl¬l¬k kavram¬tan¬mlanacakt¬r. Daha sonra
I(�s(pk)) kümesinin baz¬özellikleri incelenecektir. Son olarak da, kuvvetli ��ideal
yak¬nsakl¬k kavram¬ tan¬mlanarak bu kavrama ili̧skin baz¬ sonuçlar elde

edilecektir.

Bu bölüm boyunca (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk); V

uzay¬nda bir diziyi temsil etmektedir. (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬bazen

k¬saca V uzay¬ olarak adland¬r¬lacakt¬r. Bu bölümdeki tan¬mlar ve sonuçlar,

Şençimen ve Pehlivan (2014)�¬n çal¬̧smas¬n¬n bir genellemesi niteli¼gindedir.

Tan¬m 4.1.1 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olmak üzere (pk);

V uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger K 2 F(I) ve (pkj) = (p)K alt dizisi D�s¬n¬rl¬

A = fpkj : j 2 Ng

olmak üzere RA 2 D+ olacak şekilde bir

K = fkj : k1 < k2 < k3 < :::g � N

kümesi varsa (pk) dizisi "ideal D�s¬n¬rl¬d¬r (I�D�s¬n¬rl¬d¬r)" denir.

Aşa¼g¬da ilk olarak, I(�s(pk)) kümesinin baz¬özellikleri incelenecektir.

Örnek 4.1.2 c; d > 0 için �("c; "d) � "c+d olmak üzere � üçgen fonksiyonu

ve M maksimal üçgen fonksiyonu verilsin ve bu yolla tan¬mlanan (R; �; � ;M)
olas¬l¬ksal normlu uzay¬n¬göz önüne alal¬m. Burada sabit bir a > 0 ve p 2 R
için � : R �! �+ olas¬l¬ksal norm fonksiyonu �p = " jpj

a+jpj
biçiminde tan¬mlan¬r

(Lafuerza-Guillén, 2001). Özel olarak a = 1 al¬ns¬n ve (R; �; � ;M) olas¬l¬ksal
normlu uzay¬ndaki bir (pk) dizisi, her k 2 N için pk = k2 olarak tan¬mlans¬n.

Ayr¬ca I = Id al¬ns¬n.

O halde şunlar¬söyleyebiliriz:

(i) fpk : k 2 Ng kümesi D�s¬n¬rl¬ oldu¼gundan, Id�D�s¬n¬rl¬d¬r. Ancak bu

küme Euclid normunun (mutlak de¼gerin) do¼gurdu¼gu topolojiye göre Id�D�s¬n¬rl¬
de¼gildir.

(ii) fpk : k 2 Ng kümesi D�s¬n¬rl¬ve kapal¬olmas¬na ra¼gmen kuvvetli topolojiye
göre kompakt de¼gildir.
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(iii) S¬n¬rl¬ bir reel dizinin istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬n¬n kümesi boş küme

de¼gildir (Fridy, 1993). Fakat bu örnekte (pk) dizisi D�s¬n¬rl¬olup ayn¬zamanda
Id(�s(pk)) = ; dir.
(iv) E¼ger (xk) s¬n¬rl¬ bir reel dizi ise, K = fkj : j 2 Ng 2 Id olmak üzere
fxk : k 2 N�Kg [ �(xk) kümesi kompakt olacak şekilde, (xk) dizisinin bir
(xkj) alt dizisi vard¬r (Fridy, 1993). Fakat bu örnekteki D�s¬n¬rl¬(pk) dizisi için
K = fkj : j 2 Ng 2 Id olmak üzere fpk : k 2 N�Kg [ Id(�s(pk)) kümesi
kompakt bir küme olacak şekilde (pk) dizisi, (pkj) alt dizisine sahip de¼gildir.

Asl¬nda K = fkj : j 2 Ng � N olmak üzere (pk) n¬n herhangi bir (pkj) alt

dizisi için fpk : k 2 N�Kg [ Id(�s(pk)) kümesi hiçbir zaman kompakt de¼gildir.
(v) Rm sonlu boyutlu normlu uzay¬nda (xk) istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi ise �(xk)
kümesi boş olmay¬p kompaktt¬r (Pehlivan vd., 2004). Fakat bu örnekteki

Id �D�s¬n¬rl¬(pk) dizisi için Id(�s(pk)) = ; dir.

Öte yandan, D�s¬n¬rs¬z ya da I � D�s¬n¬rl¬bir (pk) dizisi için I(�s(pk)) 6= ;
olabilir. Buna bir örnek aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Örnek 4.1.3 (R2; k:k) ikilisi klasik Euclid normlu uzay¬olmak üzere (R2; k:k ; G;M)
basit Menger uzay¬n¬göz önüne alal¬m. Burada özel olarak l�G(+1) = 1 ve

l+G(0) = 0 oldu¼gunu kabul edelim ve her x 2 (0;1) için G(x) < 1 olsun. Bu

durumda (R2; k:k ; G;M) uzay¬ndaki kesin s¬n¬rl¬ tek küme f� = (0; 0)g
kümesidir ve (R2; k:k) uzay¬n¬n s¬n¬rs¬z kümeleri (R2; k:k ; G;M) uzay¬nda

kesinlikle s¬n¬rs¬zd¬r (Lafuerza-Guillén vd., 1999). Şimdi (R2; k:k ; G;M) uzay¬nda
bir (pk) dizisi,

pk =

(
(k; k); k tam kare ise

�; di¼ger yerlerde

biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda (pk) dizisi kesinlikle s¬n¬rs¬z olup, dolay¬s¬yla

D�s¬n¬rs¬zd¬r. Öte yandan, bu dizi Id �D�s¬n¬rl¬olup Id(�s(pk)) = f�g d¬r.

Teorem 4.1.4 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda I � D�s¬n¬rl¬ bir (pk)
dizisi için, I(�s(pk)) 6= ; olsun. Bu durumda I(�s(pk)) kümesi V uzay¬nda

D�s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. (pk) dizisi I �D�s¬n¬rl¬ise Tan¬m 4.1.1 gere¼gince,

fk 2 N : pk =2 Bg 2 I
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olacak şekilde V uzay¬n¬n, D�s¬n¬rl¬bir B alt kümesi vard¬r. Bu durumda B

kümesi de D�s¬n¬rl¬d¬r (Lafuerza-Guillén vd., 1999). O halde I(�s(pk)) � B

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Tersine, r =2 B olacak şekilde bir r 2 I(�s(pk))
oldu¼gunu varsayal¬m. Kuvvetli topoloji, Hausdor¤ düzgünlü¼gü taraf¬ndan

do¼guruldu¼gundan (Schweizer ve Sklar, 2005) regülerdir. O halde B \ Nr(t) = ;
olacak şekilde bir t > 0 vard¬r. Buradan,

fk 2 N : pk 2 Nr(t)g � fk 2 N : pk =2 Bg

yaz¬labilir. O halde fk 2 N : pk 2 Nr(t)g 2 I olup bu ise çeli̧skidir. Bu da ispat¬
tamamlar.

Teorem 3.4.8 gere¼gince, I(�s(pk)) kümesi kapal¬d¬r. O halde yukar¬daki teoremin
koşullar¬ alt¬nda I(�s(pk)) kümesinin D�s¬n¬rl¬ ve V uzay¬nda kapal¬ oldu¼gu

söylenebilir.

Teorem 4.1.5 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda bir (pk) dizisi verilsin ve
A kümesi, A \ I(�s(pk)) = ; olacak şekilde, V nin boş olmayan kompakt bir alt
kümesi olsun. Bu durumda

fk 2 N : pk 2 Ag 2 I

d¬r.

·Ispat. � 2 A olsun. � =2 I(�s(pk)) oldu¼gundan,

fk 2 N : pk 2 N�(t)g 2 I

olacak şekilde bir t = t(�) > 0 vard¬r. Şimdi

N�(t) = fq 2 V : ���q(t) > 1� tg

kümesini göz önüne alal¬m. Bu durumda � 2 A olmak üzere N�(t) aç¬k kümeleri

A n¬n bir aç¬k örtüsünü oluşturur. A kümesi kompakt oldu¼gundan,

fNi = N�i(ti) : i = 1; 2; 3; :::;mg

biçiminde, A n¬n sonlu bir alt örtüsü vard¬r. O halde A �
mS
i=1

Ni olup her bir

i = 1; 2; :::;m için fk 2 N : pk 2 N�i(ti)g 2 I d¬r. O halde ideal aksiyomlar¬ndan
fk 2 N : pk 2 Ag 2 I olup, ispat tamamlan¬r.
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Yard¬mc¬Teorem 4.1.6 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda bir (pk) dizisi
verilsin. E¼ger (pk) dizisi, fpkj : j 2 Ng kümesi V uzay¬nda kompakt bir kümede

içerilecek şekilde ve fkj : j 2 Ng =2 I olacak biçimde bir (pkj) alt dizisine sahipse
I(�s(pk)) kümesi, boş küme de¼gildir.

·Ispat. (pkj) alt dizisi, (pk) dizisinin, teoremin hipotezindeki koşullar¬sa¼glayan
bir alt dizisi olsun. Bu durumda, K = fkj : j 2 Ng olmak üzere K =2 I olup
fpkj : j 2 Ng � A olacak şekilde V nin kompakt bir A alt kümesi vard¬r. Yani

her bir k 2 K için pk 2 A d¬r. E¼ger I(�s(pk)) = ; ise A \ I(�s(pk)) = ; dir. O
halde Teorem 4.1.5 gere¼gince fk 2 N : pk 2 Ag 2 I d¬r. Öte yandan

fk 2 N : k 2 Kg � fk 2 N : pk 2 Ag

olup buradan K 2 I elde edilir. Bu ise çeli̧ski olup, ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.4 ve Yard¬mc¬Teorem 4.1.6�dan aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.7 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda bir (pk) dizisi verilsin. E¼ger
fk 2 N : pk 2 Ag 2 F(I) olacak biçimde, V uzay¬nda kompakt ve D�s¬n¬rl¬bir
A kümesi varsa I(�s(pk)) kümesi boş olmay¬p kapal¬ve D�s¬n¬rl¬d¬r.

Örnek 4.1.3�de göz önüne al¬nan dizi Sonuç 4.1.7�ye bir örnektir.

Teorem 4.1.8 Sonuç 4.1.7�nin koşullar¬alt¬nda her bir t > 0 için

fk 2 N : pk =2 NI(�s(pk))(t)g 2 I (4.1.1)

d¬r.

·Ispat. B kümesi, V uzay¬nda D�s¬n¬rl¬, kompakt bir küme ve

fk 2 N : pk 2 Bg 2 F(I)

olsun. O halde (pk) dizisi I �D�s¬n¬rl¬olup Sonuç 4.1.7 gere¼gince I(�s(pk)) 6= ;
dir. O halde Teorem 4.1.4�ün ispat¬nda oldu¼gu gibi I(�s(pk)) � B dir. Kabul

edelim ki (4.1.1) ba¼g¬nt¬s¬sa¼glanmas¬n. O zaman

fk 2 N : pk =2 NI(�s(pk))(t)g =2 I

olacak şekilde bir t > 0 vard¬r. Şimdi

NI(�s(pk))(t) = fq 2 V : Fq;I(�s(pk))(t) > 1� tg
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biçiminde tan¬mlans¬n ve A = BnNI(�s(pk))(t) olsun. O halde A kümesi

kompaktt¬r ve (pk) n¬n, fkj : j 2 Ng =2 I olacak biçimde bir (pkj) alt dizisini
içerir. Bu durumda Teorem 4.1.5 gere¼gince A \ I(�s(pk)) 6= ; olup A kümesi,

(pk) n¬n bir kuvvetli I-y¬¼g¬lma noktas¬n¬içerir. Bu da çeli̧skidir. ·Ispat tamam-
lan¬r.

Aşa¼g¬da, (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬üzerinde kuvvetli ��I�yak¬nsakl¬k
kavram¬ tan¬mlanacakt¬r. Bunun için öncelikle, Pehlivan vd. (2004)�nin

çal¬̧smas¬nda verilen baz¬terimlerin olas¬l¬ksal kaŗs¬l¬klar¬inşa edilecektir.

Tan¬m 4.1.9 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda bir (pk) dizisi verilsin ve
her bir t > 0 için

fk 2 N : pk =2 NC(t)g 2 I (4.1.2)

koşulunu sa¼glayan, boş olmayan ve kapal¬bir C � V verilsin. E¼ger CnC0 6= ;
olmak üzere her bir kapal¬C0 � C kümesi için

fk 2 N : pk =2 NC0(t0)g =2 I

olacak şekilde bir t0 > 0 varsa, C kümesine, (4.1.2) koşulunu sa¼glayan "minimal

kapal¬küme" denir.

Tan¬m 4.1.10 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda bir (pk) dizisi ve bir C
kümesi verilsin. E¼ger C kümesi her bir t > 0 için

fk 2 N : pk =2 NC(t)g 2 I

olacak şekilde boş olmayan minimal kapal¬bir küme ise (pk) dizisi C kümesine

"kuvvetli � � I�yak¬nsakt¬r" denir. C kümesi, (pk) n¬n kuvvetli � � I�limiti
olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger (pk) dizisi, fpg tek nokta kümesine kuvvetli � � I�yak¬nsak ise pk
s�I�! p

dir.

Elbette ki bir (pk) dizisinin kuvvetli �� I�yak¬nsak olmas¬gerekmez. Örne¼gin;
Örnek 4.1.2�deki (pk) dizisini göz önüne alal¬m. N yeterince büyük, sabit ve tam

kare bir do¼gal say¬olmak üzere C = [N;1) � (R; �; � ;M) kümesini alal¬m. Bu
durumda C kümesi � olas¬l¬ksal normunun do¼gurdu¼gu kuvvetli topolojiye göre

kapal¬d¬r. Ayr¬ca, her bir t > 0 için C � NC(t) olup

fk 2 N : pk 2 NC(t)g 2 F(Id)
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dir. N den daha büyük bir N0 tam kare do¼gal say¬s¬ için

C0 = [N0;1) � (R; �; � ;M) kümesi dikkate al¬n¬rsa C0 � C olup her bir t > 0

için

fk 2 N : pk 2 NC0(t)g 2 F(Id)

dir. Bundan dolay¬(4.1.2) koşulunu sa¼glayacak şekilde ve C � (R; �; � ;M) olacak
şekilde minimal ve kapal¬bir C kümesi bulunamamaktad¬r. O halde (pk) dizisi

kuvvetli �� Id�yak¬nsak olamaz.

Teorem 4.1.11 Sonuç 4.1.7�nin koşullar¬alt¬nda (pk) dizisi, I(�s(pk)) kümesine
kuvvetli �� I�yak¬nsakt¬r.
·Ispat. Sonuç 4.1.7 gere¼gince I(�s(pk)) 6= ; olup Teorem 4.1.8 gere¼gince I(�s(pk))
kümesi (4.1.2) koşulunu sa¼glar. I(�s(pk)) n¬n minimal olmad¬¼g¬kabul edilirse,
C � I(�s(pk)) ve [I(�s(pk))]�C 6= ; olacak şekilde, (4.1.2) koşulunu sa¼glayan,
boş olmayan kapal¬bir C kümesi vard¬r. Bu durumda r =2 C olacak şekilde bir

r 2 I(�s(pk)) vard¬r. Kuvvetli topoloji regüler oldu¼gundan Nr(t) \ NC(t) = ;
olacak şekilde bir t > 0 vard¬r. r 2 I(�s(pk)) oldu¼gundan

fk 2 N : pk 2 Nr(t)g =2 I

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan,

fk 2 N : pk 2 Nr(t)g � fk 2 N : pk =2 NC(t)g

yaz¬labilir. Sonuç olarak,

fk 2 N : pk =2 NC(t)g =2 I

elde edilir. Bu da (4.1.2) koşulu ile çeli̧sir ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki yard¬mc¬teorem, Schweizer ve Sklar (2005)�¬n çal¬̧smas¬ndaki Teorem

12.1.5�in do¼grudan bir sonucudur.

Yard¬mc¬Teorem 4.1.12 (V; �; � ; � �) bir olas¬l¬ksal normlu uzay olsun. Bu

durumda herhangi bir t > 0 verildi¼ginde p; q; r; s 2 V olmak üzere, p 2 Nq(�);

q 2 Nr(�) ve r 2 Ns(�) oldu¼gunda p 2 Ns(t) olacak şekilde bir � = �(t) > 0

vard¬r.

Teorem 4.1.13 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬nda I(�s(pk)) 6= ; olacak
şekilde bir (pk) dizisi verilsin. E¼ger (pk) dizisi bir C kümesine kuvvetli

�� I�yak¬nsak ise C = I(�s(pk)) dir.
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·Ispat. ·Ilk olarak I(�s(pk)) � C oldu¼gunu gösterelim. Bunun için tersi kabul

edilirse, r =2 C olacak şekilde bir r 2 I(�s(pk)) vard¬r. C kapal¬ bir küme

oldu¼gundan ve kuvvetli topoloji regüler oldu¼gu için, Nr(t) \ NC(t) = ; olacak
şekilde bir t > 0 vard¬r. Bu durumda

fk 2 N : pk 2 Nr(t)g � fk 2 N : pk =2 NC(t)g

dir. Buradan fk 2 N : pk 2 Nr(t)g 2 I elde edilir. Fakat bu, r 2 I(�s(pk)) olmas¬
ile çeli̧sir. O halde I(�s(pk)) � C elde edilir. Şimdi C � I(�s(pk)) oldu¼gunu
gösterelim. Bunu göstermek için tersi kabul edilirse � =2 I(�s(pk)) olacak şekilde
bir � 2 C vard¬r. Tan¬m 3.4.7 yard¬m¬yla her bir t 2 (0; t0] için

fk 2 N : pk 2 N�(t)g 2 I (4.1.3)

olacak şekilde bir t0 > 0 vard¬r. Şimdi aşa¼g¬daki iki durumu inceleyebiliriz:

(i) � noktas¬, C kümesinin izole noktas¬olsun. Bu durumda t � t0 ve

N�(t) \NC�f�g(t) = ;

olacak şekilde bir t > 0 vard¬r. O halde NC(t) = N�(t) [NC�f�g(t) olup,

fk 2 N : pk =2 NC�f�g(t)g = fk 2 N : pk 2 N�(t)g [ fk 2 N : pk =2 NC(t)g

yaz¬labilir. Kabul gere¼gince ve (4.1.3) ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla, yeterince küçük her

bir t > 0 için

fk 2 N : pk =2 NC�f�g(t)g 2 I

elde edilir. Bu ise C�f�g kümesinin; (4.1.2) koşulunu sa¼glamas¬demektir, yani
C kümesi minimal de¼gildir. Bu da çeli̧skidir.

(ii) � noktas¬; C kümesinin bir limit noktas¬ olsun, yani i 6= j ise �i 6= �j ve

limk!1 �k = � olacak şekilde bir (�k) � C dizisi bulunsun. Şimdi t > 0 olsun

ve Yard¬mc¬Teorem 4.1.12�nin koşullar¬n¬sa¼glayacak şekilde bir � = �(t) > 0

seçelim. Ayr¬ca,

� = �(t) = min

�
�(t);

t

4

�
biçiminde tan¬mlans¬n. Şimdi �0 2 N�(�) ve �0 =2 N�(

�
2
) olacak biçimde bir
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�0 = �k seçelim. Bu durumda

NC

�
�

2

�
� NC�N�(�2 )

(t) (4.1.4)

oldu¼gunu gösterelim. Bunun için q0 2 Nq(
�
2
) olacak şekilde q 2 NC(

�
2
) ve q0 2 C

al¬ns¬n. O halde q0 2 Nq(�) d¬r. Şimdi iki durum söz konusudur:

(a) E¼ger q0 =2 N�(
�
2
) ise q0 2 C�N�(

�
2
) olup

q 2 NC�N�(�2 )

�
�

2

�
� NC�N�(�2 )

(t)

dir.

(b) q0 2 N�(
�
2
) verilsin. O halde q0 2 N�(�) d¬r. Bu durumda Yard¬mc¬

Teorem 4.1.12 yard¬m¬yla q 2 N�0(t) elde edilir. Fakat �0 2 N�(�) ve �0 =2 N�(
�
2
)

oldu¼gundan �0 2 C�N�(
�
2
) elde edilir. Bundan dolay¬ q 2 NC�N�(�2 )

(t) dir.

Böylelikle (4.1.4) ba¼g¬nt¬s¬ispatlanm¬̧s olur. O halde (4.1.4) yard¬m¬yla,

fk 2 N : pk =2 NC�N�(�2 )
(t)g �

�
k 2 N : pk =2 NC

�
�

2

��
ve buradan da

fk 2 N : pk =2 NC�N�(�2 )
(t)g 2 I

elde edilir. O halde C kümesi (4.1.2) koşulunu sa¼glayan bir minimal küme de¼gildir.

Bu da çeli̧skidir ve ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.1.14 (V; �; � ; � �) olas¬l¬ksal normlu uzay¬ndaki bir (pk) dizisi

I(�s(pk)) 6= ; koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda (pk) dizisinin kuvvetli ��I�yak¬nsak
olmas¬için gerek ve yeter koşul, her bir t > 0 için

fk 2 N : pk =2 NI(�s(pk))(t)g 2 I

olmas¬d¬r.
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tez çal¬̧smas¬nda, özgün olarak, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda I�D�s¬n¬rl¬l¬k
kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda al¬nan bir dizinin

kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬kümesinin baz¬özellikleri incelenmi̧stir.

Daha sonra, Şençimen ve Pehlivan (2014)�¬n çal¬̧smas¬nda bir dizinin kuvvetli

istatistiksel y¬¼g¬lma noktalar¬ için verilen sonuçlar, benzer bir dizinin kuvvetli

I�y¬¼g¬lma noktalar¬kümesi için elde edilmi̧stir. Olas¬l¬ksal normlu bir uzayda
I�D�s¬n¬rl¬bir dizi için kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬kümesinin boş kümeden
farkl¬ olmas¬ durumunda, kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬ kümesinin bu uzayda
D�s¬n¬rl¬oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, olas¬l¬ksal normlu uzayda al¬nan kompakt
bir A alt kümesi ile bu uzayda al¬nan bir dizinin kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬
kümesi aras¬ndaki baz¬ili̧skiler incelenmi̧stir.

Son olarak, olas¬l¬ksal normlu uzaylarda kuvvetli � � I�yak¬nsakl¬k kavram¬
tan¬mlanm¬̧st¬r. Olas¬l¬ksal normlu uzayda al¬nan bir dizinin, baz¬ koşullar

alt¬nda, kuvvetli I�y¬¼g¬lma noktalar¬kümesine kuvvetli ��I�yak¬nsak oldu¼gu
gösterilmi̧stir.
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