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IR MINKOWSKI UZAYINDA GELIiSTIRiLMiS ROBOT UC HAREKETI

OZET

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde robotun tanimi, kisa tarihgesi, robotlarin islevleri ve kullanim
alanlari, robot ile iliski matematik, egrilik teorisi ve literatlir arastirmasindan
bahsedilmistir. Ikinci bliimde Minkowski uzayindaki temel kavramlar, teoremler ve
regle ylizeylerden bahsedilmistir.

Materyal ve yontem bolimiinde, ¢alismamiz igin temel aldigimiz Ryuh’un
1989 yilinda yaptig1 doktora tezinden kisaca bahsedilerek calismamizin yontemi
aciklanmustir.

Bulgular béliimiinde, ilk olarak Ryuh’un Oklid uzayinda yaptig1 ¢alismadaki
robot yoriingesini tanimlamada kullandigt iireteg catisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda
ifade edilerek, bu tirete¢ ¢atinin Darboux agis1 kadar dondiiriilmesiyle gelistirilmis ¢ati
tanimlandi ve bu ¢atinin tiirev formiilleri Darboux donme ag¢isina ve Lancret egriligine
bagli olarak hesaplandi. Daha sonra robotun hareketi i¢in gerekli olan dogal ¢ati, arag
cat1 ve yilizey cati tanimlanip bu catilarin tiirev formiilleri, Darboux vektorleri
hesaplanarak ¢atilar arasindaki iliski verildi. Ayrica robotun yoriinge egrisinin tiirevi
catilar cinsinden hesaplandi. Boylece timelike (spacelike) dogrultmanli bir timelike
regle yiizey ile spacelike regle ylizeyi karakterize eden egrilik fonksiyonlari igin
bagintilar elde edilerek robotun Minkowski uzayinda farkli yoriinge yiizeyi tizerindeki
hareketi ve diferensiyel Ozellikleri incelendi. Son olarak, gelistirilmis catiy1
tanimlamada kullandigimiz Darboux agisinin her farkli se¢ciminde, aymi ydriinge
egrisine sahip robot yoriinge yiizey ailesinin bir iiyesinin elde edilecebilecegi
orneklerle gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Minkowski Uzayi, Gelistirilmis Cati, Striksiyon Egrisi,
Timelike Regle Yiizey, Spacelike Regle Yiizey, Darboux Vektorii, Robot Ug Hareketi.
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DEVELOPED ROBOT END-EFECTOR MOTION IN MINKOWSKI SPACE
IR?

ABSTRACT

This thesis consists of six sections.

In the first section, the definition, short history, the function and usage area of
robot; the connection between curvature theory and literatiire survey are mentioned.
In the second section the basic notions theorems and ruled surfaces are mentioned.

The method of study is grounded on mentioning the master thesis of Ryuh
which was written in 1989 in materials and methods section.

In findins section firstly generator frame is defined as developed frame by
rotating Darboux angle and derivative formulas is calculated as connected Darboux
rotating angle and Lancret curvature. Afterward, natural frame, tool frame and surface
frame which is necessary for the movements of robot are defined derivative formulas
of these frames are founded by calculating the Darboux vectors. Furthermore, the
derivative of robot’s trajectory curve is calculated as frames. Therefore, differential
properties and movements on different surfaces of curve in Minkowski space is
analyzed by getting the relations for curvature functions which are characterized a
timelike ruled surface with the timelike (spacelike) directix and spacelike ruled
surface. Finally, to be able to get a member of trajectory surface family which has the
same trajectory curve is shown with the examples in every different choice of the
Darboux angle which is used to describe the developed frame.

Key Words: Minkowski Space; Developed Frame; Striction Curve; Timelike Ruled
Surface; Spacelike Ruled Surface; Darboux Vector; Robot End-Effector Motion.
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1. ROBOT ILE iLGILi ON BiLGILER

1.1 Robot Kavrami, Robotlarin islevleri ve Kullanim Alanlari

Robot kavrami uluslararasi literatiire, ilk defa Cekoslovak yazar Kan Capek tarafindan
sahnelenen ‘Rossum’ un Evrensel Robotlar1’ adli tiyatro eseri ile girmistir. Bu eserde
gecen ‘Robota’ sozciigii, kole, is¢i anlamlarina gelmektedir. Cagimizin iinli bilim-
kurgu yazarlarindan Dr. Isaac Asimov, robot davraniglarini gergeke¢i bir bigimde
incelemis, 1950 1i yillarda yayinlanan eserlerinde, bu davraniglar inceleyen bilim
dalin1 ‘Robotik’ olarak adlandirmistir. Dr Asimov robot-insan iliskileriyle, robotlar
belli bir oranda tanimlayan ti¢ kanun ortaya koymustur. Bunlar;

1. Robot hi¢bir zaman insana zarar verecek hareketler yapmamali ve insanin zarar
gorebilecegi hallerde hareketsiz kalmalidir.

2. Birinci kanunu ¢ignememek sartiyla robot, insana her zaman itaat etmelidir.

3. Birinci ve ikinci kanunu ¢ignememek sartryla robot kendini de korumalidir (Ozsoy,
0. 2002).

O halde robot tanimini su sekilde verebiliriz:

Bir robot, gesitli isleri yerine getirmek iizere, malzeme, parca veya 6zel aletleri,
degisken, programlanabilir hareketlerle tasimak tizere tasarlanmis, ¢ok fonksiyonlu
yeniden programlanabilir bir aygittir.

Robot uygulamalar1 tipta, haberlesmede, askeri uygulamalarda, baslica
elektronik, mekanik, otomotiv ve elektrik olmak iizere endiistrinin hemen her alaninda
goriilebilmektedir. Robotlar dokiim yolu ile bi¢imlendirme (6zellikle baski dokiimde),
kaynak (6zellikle nokta kaynagi, MIG/MAG, TIG ve plazma), sicak dovme, sprey
boyama, paletleme, takim tezgahlar1 yiliklenmesi ve montaj hatlarinda basar1 ile
kullanilmaktadirlar. Ayrica, robotlar; insanlar icin tehlikeli sayilabilecek yerlerde
kullanilabilirler. Ornegin uzayda, maden ocaklarinda, su altinda calisan robotlar
bulunmaktadir. Insan saghg icin tehlike arz eden radyoaktif maddelerin, zehirli
kimyasal bilesiklerin ve hastalik yapict bakterilerin bulundugu alanlarda robotlar

faydali olabilirler.



1.2 Robot ile Tliskili Matematik

Bu boliimde robot bilimi igin temel matematiksel kavramlar (Bingiil Z., Kiigiik S.,
2005) den yararlanilarak verilmistir.

Robotlar kendilerinin ve ¢evrelerindeki nesnelerin bulundugu 3 boyutlu uzayda
hareket ederler. Robotun ve ¢evresindeki nesnelerin konumlarini ve birbirlerine gore
yonelimlerini belirlemek i¢in robotun ve ¢evresindeki nesnelerin merkezlerine birer
koordinat sistemi yerlestirilir. Tanimlanacak biitiin konum ve yonelimler bu koordinat
sistemlerine gore gergeklestirilir. Robot sistemlerinin ¢alisma uzaylarinda belirlenen
noktalara gitmesini saglamak i¢in koordinat sistemleri ile iligskilendirilmislerdir.
Konum: 3-boyutlu uzayda bir nokta bu koordinat sisteminin merkezlerine gore
tanimlanmis vektorlerle gosterilebilir .

Yonelim: 3 boyutlu uzayda, bir noktanin herhangi bir koordinat sistemine gore
konumunun yaninda yonelimi de tanimlanir. Yonelim, bir koordinat sisteminin baska
bir koordinat sistemine gore donme miktaridir. Bir kat1 cismin yonelimini baska bir
referans koordinat sistemine gore tanimlamak i¢in kat1 cisme bir koordinat sistemi
yerlestirilir. Asagidaki sekilde ug islevcisine {B} koordinat sistemi yerlestirilerek {A}

referans koordinat sistemine gore yonelimi tanimlanur.

1A}

Sekil 1.1. {B} koordinat sisteminin {A} referans koordinat sistemine gore

yonelimi
2



Eger robotun her bir eklemine bir koordinat sistemi yerlestirilirse komsu iki eklem
arasindaki iliski bir doniisiim matrisi ile ifade edilir. Ilk ekleme ait doniisiim matrisi
ilk eklemle ana ¢erceve arasinda bir iligki tanimlarken son ekleme ait doniisiim matrisi
ise ug islevcisi ile son eklem arasinda bir iligki tanimlar. Arka arkaya siralanan bu
eklem doniisiim matrislerinden yararlanarak ana gergeveyle arag ¢ergevesi arasinda bir
iligki tanimlanir. Bu iligki ile ara¢ ¢er¢evenin yonelimini ve konumunu ana gergeveye

gore ifade edebiliriz.

B}

Sekil 1. 2. Robot kolu ve ¢evre birimleri

Robot kolunun ve ¢evresindeki birimlerin adlar1 Cizelge 1.1 de agiklanmistir.

Cizelge 1.1. Robot kolu ¢erceveleri

Ana Cerceve {B} Robotun sabit, yani hareket

(Base Frame) etmeyen pargasidir.

Istasyon Cerceve {S} Istasyon cercevesine evrensel

(Station Frame) cerceve de denir. Robot biitiin
hareketlerini bu ¢ercevede
yapar.

Bilek Cercevesi {W} Bilek ¢ercevesi robotun son

(Wrist Frame) baglantisina yerlestirilmistir.

Arag Cercevesi {T} Bu ¢erceveye robotun herhangi

(Tool Frame) bir islevi gerceklestirmesi igin
eleman yerlestirilir.

Hedef Cergevesi {G} Robotun iglem yapacagi

(Goal Frame) nesnenin iizerindeki ¢ercevedir.




Yoriinge Planlamasi

Robotun ug islevcisinin baglangi¢ pozisyonundan sonug¢ pozisyonuna kadar hareketi
esnasinda yer degistirme ve donme yollarini belirleyen noktalarin kiimesine yoriinge
denir. Bir ug¢ islevcinin baslangi¢ pozisyonu ve yo6nelimi ile hedef pozisyonu ve
yonelimi verildiginde ug islevcinin baglangictan hedefe dogru sarsintisiz bir yoriingede
hareket etmesini isteriz. Ug islevci istenilen hareketi eklem hareketlerini kontrol
ederek gergeklestirdigi i¢in yoOriinge harcketinde uygun eklem hareketlerini
hesaplamak gerekir. Yoriinge planlamasi, robot bir baslangi¢ noktasindan bir hedef
noktaya giderken, hareketin zamana gore degisiminin planlamast olarak
tanimlanmaktadir. Robotun u¢ noktasini bir noktadan baska bir noktaya tasirken, her
noktada eklem agilarinin bilinmesi gerekmektedir. Bu ise istenilen ug islemci hizini ve
dolayisiyla eklem hizlarini1 hesaplayarak yapilabilir. Eklem agilar1 ve hizlar1 verilen
robotun ¢alismasini saglar.

Robot hareketinde temel problem, robot ucunu o anki baslangi¢ degerinden
istenilen bir son degere tasimaktir. Bu harekette, robot kolunun hem yo6nii hem de
pozisyonu degismektedir. Yolun daha detayli tanimlanmas: istendiginde, u¢ nokta
icin, baslangic ve sonu¢ noktalari arasinda gecis noktalart ya da ara noktalar
tanimlanmalidir. Bu geg¢is noktalarinin her biri, u¢ noktanin temele gore pozisyonunu
ve yoniinii belirleyen ¢ercevelerdir. Hareket tizerindeki bu uzaysal sinirlarin yani sira

kullanic1, hareketin gegici 6zelliklerini de belirleyebilir.

Sekil 1.3. Robot kolu u¢ noktasinin hareketi



1.3 Egrilik Teorisi Kullamlarak Robot Yoriingesi ve U¢ Efektor Hareketinin

Tanimlanmasi

Bir robot ug efektoér hareketi bir robot yoriingesi olarak tanimlanir ve robot yoriinge
bir regle yiizey ve donme (spin) agisi ile belirlenebilir (Ryuh,1989). Robot ydriinge;
uc efektoriin sabit bir noktada pozisyonlarinin hizlari ve ivmeleri ile ug¢ efektoriin bir
dizi yonelimleri, agisal hizi ve agisal ivmesinden olusur. Ug efektorde sabit nokta
aracin merkez noktasi olarak adlandirilir ve TCP ile gosterilir. Ug efektoriin yontinii
uc efektore bagli bir koordinat catis1 belirler. Bu koordinat catis1 ara¢ ¢ati olarak
adlandirilir ve merkez noktasi ara¢ ¢atisinin orijini olarak secilir. Arag¢ ¢atinin her bir
vektorii merkez noktasi tarafindan izlenen ortak bir dogrultmani paylasan {i¢ tane regle
yiizey olusturur. Robot yoriingesini temsil i¢in bunlardan bir tanesini kullanmak
yeterlidir (Ryuh,1989).

Bir regle yiizeyin striksiyon egrisi gibi essiz bir egriye sahip olmasi diger
yiizeylerde olmayan 6nemli bir 6zelligidir. Striksiyon egrisi, komsu iki ana dogru
arasindaki ortak bir dik ¢izgi yardimi ile en kisa mesafe olarak belirlenir. Robotik
litaratiirde mevcut olan yoriinge planlama yontemleri ile robot ug¢ efektoriiniin ilk ve
son konumlar1 arasinda genellikle diiz bir ¢izgi yolu kabul edilir. ilk ve son
pozisyonlar1 arasindaki dénme matrisleriyle yonelim gegisi saglamir. ilk rotasyon
gerekli yaklasim yoniinde efektdr sonuna hizalamak igin hizmet vermektedir. Ikinci
rotasyon ise ug efektoriin yoniinii hizalamak i¢in hizmet vermektedir.

Egrilik teorisi; bir kati cismin hareketini, diizlemleri, dogrular1 ve yo&riinge
noktalarinin i¢sel geometrik 6zelliklerini inceler. Ayrica, hareketli kati cismin hiz ve
ivme dagilim ile ilgilenir. Egrilik teorisinden elde edilen sonuclar; diizlemsel , kiiresel
ve uzaysal mekanizmalarin sentezine ve analizine uygulanir. Boylece egrilik teorisi
bir robot ug efektor hareketinin diferensiyel 6zelliklerini belirlemek i¢in en iyi yoldur.
Ryuh ve Pennock (1988), robotik aygitlarin yogun hareket 6zelliklerini ¢calismak i¢in
regle yiizeyin egrilik teorisini kullanmiglardir. Ug efektor hareketinin diferensiyel
ozellikleri egrilik teorisinden elde edilmistir. Bu hareket 6zellikleri, uc efektoriin sabit
noktasinin hiz ve ivmesini ve ug¢ efektoriin agisal hiz ve ivmesini belirlemek igin
kullanilmigtir. Bu kinematik bilgi robot yoriinge planlamasi i¢in 6nemlidir. Regle
ylizeyin egrilik teorisi yoriinge planlamasi i¢in robot ug¢ hareketinin diferensiyel
Ozelliklerini belirler. Ryuh ve Pennock (1989), geometrik modelleme teknigiyle regle

yiizeyin egrilik teorisini temel alarak robot yoriinge planlamasinin methodunu
5



vermislerdir. Bu method, egrinin geometrik modelleme teknigi kullanilarak regle
yiizeyin nasil liretilecegini gostermketedir. Robot yoriinge planlamasi igin gerekli olan
hareketin bagimsiz zaman 06zellikleri, robot u¢ efektor hareketinin diferensiyel
Ozellikleri ile iligkilidir. Egrilerin 1. dereceden tiirevleri konumsal degisimlerini verir.
Buna pozisyonel varyasyonda denilebilir. Ayrica striksiyon egrisi tlizeinde tanimli
catinin Darboux vektorii regle ylizeyin agisal hareketini tanimlar. Boylece striksiyon
egrisinin  konumsal degisimi ¢izgisel hiz olarak kabul edilebilirken, Darboux

vektorleride agisal hiz olarak kabul edilebilir.

1.4 Literatiir Arastirmasi

Minkowski Uzayi, Alman matematik¢i Hermann Minkowski tarafindan 1907 yilinda
ifade edilmistir. Matematik ve fizikte Minkowski uzay:1 Einstein’in izafiyet teorisini
formiile etmek icin en uygun yoldur. Minkowski uzay1 spacetime’1 gostermek i¢in
uzayin genel 3 boyutu ile zamanin bir boyutunun birlestirilmesiyle elde edilen 4
boyutlu bir manifolddur. Albert Einstein’ i izafiyet teorisini agikladiktan sonra
Hermann Minkowski uzay ve zamani aynit durumda ele almis ve iki tarafi tek cati
altinda birlestirmistir. Spacetime fiziksel olaylarin yer aldig1 bir alandir. Ornek olarak,
gezegenlerin giines etrafindaki hareketi spacetime’in 6zel bir c¢esidi olarak
tanimlanabilir. Cogunlukla zaman boyutu dikey bir boyut olarak ele alinir, uzayda
Diinya’nin uydusu olan Ay’in hareketi nerdeyse ¢cember seklindeyken Minkowski
uzayinda bir helis seklindedir.

Bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle bir regle yilizey olusur.
Minkowski uzayinda regle yiizeyler ile ilgili birgok ¢alismalar mevcuttur. Bir regle
yiizeyin diferensiyel geometrisi vektor hesabinin geleneksel teknikleri kullanilarak
gelistirilir. McCarthy ve Roth (1981), uzay kinematikleri i¢in ¢izgi yoriingelerinin
skalar egrilik teorisini elde etmek igin bu yaklagimi kullanmiglardir. McCarthy ve
Roth” un yaklasimi, Kruppa (1957) tarafindan verilen bir regle yiizeyin analizine
dayanmaktadir. Ayn1 zamanda McCarthy (1987), bir regle yiizeyin egrilik teorisinin
hem skalar hem de dual formiillerini elde etmistir ve bu iki formiil arasinda bagintilar
vermistir. Bu c¢alisma temel alinarak Ayyildiz ve Yiicesan (2006), Minkowski
uzayinda null olmayan egriler i¢in ¢izgi yoriingelerinin egrilik teorisinin skalar ve dual
formiillerini elde ettmislerdir. Egrilik yoriingesi iizerine yapilan ¢alismalardan birisi
de Ersoy ve Tosun (2008) tarafindan, 3-boyutlu Minkowski uzayda Cartan catili bir
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null egri boyunca yonlendirilmis bir null dogrunun hareketi ile siki sikiya bagl null
scrollarin yoriingesi lizerinedir. Bu ¢calismada ayn1 zamanda null scrollun baz egrisinin
jeodezik egriligi, jeodezik torsiyonu ve egrilikleri arasinda bazi iligkiler elde
etmislerdir. Lorentz uzayinda null egriler ve ylizeyler tizerine yapilan ¢alismalardan
biriside Coken ve Cift¢i (2007) ye aittir. Yazarlar bu ¢alismalarinda {i¢ boyutlu
Lorentz uzayinda bir Cartan catili null egrinin Frenet catisi ile yiizeyin Darboux
catisin1 karsilastirmislardir. Egrilik teorisi, uzay kati1 hareketini belirlemenin en sik ve
en basit yoludur. Bu nedenle, egrilik teorisi ¢esitli alanlara 1s1k tutabilecek 6nemli bir
analitik aractir. Ornegin; Kirson (1975) doktora tezinde, uzay kinematiginde egrilik
teorisini calismistir. Ryuh ve Pennock (1989) bir robotik aracin ani hareket 6zeliklerini
belirlemek igin bir regle yiizeyin egrilik teorisini kullanmislardir. Bir robot kolunun
aparat1 olan ug-efektor hareketinin diferensiyel 6zelikleri egrilik teorisinden elde
edilmistir. Hareket 6zellikleri ug-efektore sabitlenmis bir noktanin hizini ve ivmesini
belirlemek i¢in kullanilmistir. Bu kinematik bilgi robot yoriinge planlamasinda
oldukg¢a onemlidir. Robot yoriinge planlamasi ile ilgili bircok ¢alisma vardir.
Kaynaklarda belirttigimiz Brady, M. ve digerleri, Koren, Y., Paul, R. P. , bunlardan
sadece birkagidir. Ekici ve dig. (2008 ) ii¢ boyutlu Minkowski uzayda timelike
dogrultmanli bir timelike regle yiizeyin robot ug hareketini ve diferensiyel 6zelliklerini
incelemislerdir. Turhan (2010), {i¢ boyutlu Minkowski uzayda lightlike dogrultmanli
bir Lorentz regle yiizeyin egrilik teorisini ¢aligmistir. Ayrica Lorentz regle yilizeyin
seklini belirleyen egrilik fonksiyonlart i¢in bagntilar elde ederek bir Lorentz regle
yiizeyin egrilik teorisini, bir robot ug-efektor hareketinin yoriinge planlamasi igin
kullanmistir. Bu metodla, bir egrinin geometrik modeli kullanilarak bir regle yiizeyin

nasil iiretilebilecegini gostermistir

1.5 Tezin Amaci

Robot manipiilatorlerin ug islevcilerinin, ¢calisma uzayi i¢indeki nesnelere carpmadan
kendisine verilen gorevi yerine getirebilmesi i¢cin dnceden planlanmis bir yoriinge
izerinde hareket etmesi gerekmektedir. Yorlinge izleme problemi, yoriinge iizerinde
merkez noktada ¢atilar belirlenerek, manipiilatoriin ug-islevcisinin bu ¢atilar tizerinden
hareketinin kontrol edilmesini igerir. Ilk olarak ug¢ islevcinin baslangic ve hedef

noktalarinin konumu ve yoOnelimi tanimlanan c¢atilar arasindaki donme acilar



cinsinden hesaplanir. Daha sonra da bu ¢atilar arasindaki iligki verilerek ,u¢ islevcinin
baslangi¢ noktasindan hedef noktasina giden yoriinge hareketi saglanmis olur.

Bu tezde, ilk olarak Ryuh’un Oklid uzaymmda yaptig1 ¢alismadaki robot
yoriingesini tanimlamada kullandig1 iirete¢ catisin1 Darboux agis1 kadar dondiirerek
gelistirilmis c¢ati tanimlanarak 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike (spacelike)
dogrultmanli bir timelike regle yiizey ile spacelike regle yiizeyi karakterize eden
egrilik fonksiyonlar1 i¢in bagmtilar elde edildi. Daha sonra robotun hareketi icin
gerekli olan gatilar tanimlanip bu gatilar arasindaki iliski verilerek, robotun Minkowski
uzayinda farkli yoriinge yiizeyi lzerindeki hareketi ve diferensiyel ozellikleri
incelendi. Kisacasi bu ¢alismada, timelike (spacelike) regle yilizeyin egrilik teorisinin;
bir robot ug efektor hareketinin yoriinge planlamasi i¢in nasil kullanilacagi gosterildi.
Ayrica tanimladigimiz gelistirilmis cati vasitasiyla robota farkli yoriinge yiizeyleri

kazandirilarak robotun ¢aligma alaninin genisletilmesi amaglandi.



2. GENEL BIiLGILER

2.1 Lorentz Uzay1

Tamim 2.1.1: V bir reel vektor uzayi olsun. Bir

g:VxV >R
dontisimii, Va,beR ve Vu,v,w eV i¢in;
() g(u,v)=g(v,u),
(i) g(au+bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w), g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(u,w)
Ozelliklerine sahip ise bu doniistime V vektor uzay: tizerinde bir simetrik bilineer

form denir (O’neill, 1983).

Tamim 2.1.2: V reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) eV ve v#0 i¢in g(Vv,v)>Oise g simetrik bilineer formuna pozitif taniml,
(ii) vweV ve v=0 i¢in g(v,Vv)<0ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimh,
(iii) vveV ve v=0 igin g(v,v)>0ise g simetrik bilineer formuna yari-pozitif
tamiml,

(iv) YveV ve v=0 i¢in g(v, v) <0ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif
tamiml,

(VWweV i¢in g(v,w)=0iken w=0 ise g simetrik bilineer formuna non-
dejeneredir denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.3: V bir reel vektor uzayig:V xV — R doniisiimii simetrik, bilineer ve

non-dejenere ise g ye V iizerinde bir skalar ¢carpim, bu durumda V vektor uzayina da
skalar carpim uzayi denir (O’neill, 1983).

Tamim 2.1.4: V bir reel vektor uzayi ve g:V xV — R ; V iizerinde bir simetrik bilineer
form olsun. g, :\WxW — R negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W

altuzayinin boyutuna g simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. g



skalar ¢carpiminin indeksi v ise 0<v<boyV dir. Ayrica V skalar ¢arpim uzayinin

indeksi, iizerinde taniml1 g skalar ¢arpiminin indeksi olarak tanimlanir (O’neill, 1983).
Tamim 2.1.5: V bir skalar ¢carpim uzay1 olsun. V nin indeksi v olmak {lizere v=1 ve

boyV > 2 ise V skalar ¢arpim uzayina bir Lorentz uzayi denir (O’neill, 1983).
Tammm 2.1.6: R"; n-boyutlu, standart reel vektor uzayr olsun. V X,Y eR" ve

X=(X; X500 X, ), Y =(Y1, Ypu 00 Y, ) 0lmak iizere,
g:R"xR" >R
(X, Y)>g(X,Y)=-x,y, +gxiyi
fonksiyonu bir skalar ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona R" {izerinde Lorentz

metrigi denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.7: R" {izerinde taniml Lorentz metrigi ile birlikte {R”,g} ikilisine

n-boyutlu Lorentz uzayi veya kisaca Lorentz uzay: denir ve IL" ile gosterilir
(O’neill, 1983).

Tanmm 2.1.8: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzayi olsun. Bir X € IL" vektorii igin;
(i) 9(X,X)>0veya X=0ise X e uzaysi (spacelike) vektdr,

(i) g(X,X)<0ise X e zamansi (timelike) vektor,

(iii) g (X, X) =0ve X0 X eisiks1 (lightlike veya null) vektor denir (O’neill, 1983).

Tamm 2.1.9: Bir Xell" vektdriinin normu |X| = |g(X,X)| ile tanimlanir
(Oneill, 1983).
Tamm 2.1.10: X,Y eIL" i¢in X#0ve Y #0 olmak lizere; g(X,Y):O ise, X ve Y

vektorlerine ortogonal vektorler denir ve X L Y seklinde gosterilir (O’neill, 1983).
Teorem 2.1.11: X,Y eIL" i¢in X#0veY #0olmak iizere; g(X,Y)=0olsun. Eger

X timelike vektor ise, bu durumda Y spacelike vektordiir (Ratcliffe, 1994).
Teorem 2.1.12: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve X € IL" olsun. Bu durumda,

@ [, >o0.
(ii) |X]|, =0 <> X bir null vektdrdiir,

(iii)) X bir timelike vektor ise [X| * =-g(X,X)dir,
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(iv) X bir spacelike vektor ise ||X||IL2 =g(X, X)dir (Oneill, 1983).

Tamm 2.1.13: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzayi, M < IL" bir egri olsun. M egrisinin

teget vektor alant T olmak tizere;

(i) 9(T,T)>0ise M egrisine uzaysi (spacelike) egri,

(ii) g(T,T)<O0ise M egrisine zamansi (timelike) egri,

(iii) g(T,T)=0ise M egrisine 1siks: (lightlike veya null) egri denir (O’neill, 1983).
Tamim 2.1.14: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzayi, M c IL", (I,oc) koordinat

komsulugu ile verilen bir egri olsun. a,b e I olmak iizere M egrisinin o.(a)ve o.(b)

noktalar1 arasindaki yay-uzunlugu,

s, = j o' (1) dit

dir (O’neill, 1983).
Teorem 2.1.15:

i) X, Yell" pozitif (negatif) timelike vektorler olsunlar. Bu durumda
g(X, Y) < ||X||||Y|| esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmas1 igin gerek ve yeter
sart X ve Y nin lineer bagimli olmasidir. X ve Y pozitif (negatif) timelike vektorler ise
a(X,Y)=|X]||[Y[|[cosh, ¢ =n(X,Y) olacak sekilde bir tek ¢ >0 reel sayist vardir.
Bu ¢ agisina X ve Y vektorleri arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir.

i) X,Y eIL" spacelike vektdrler olsunlar. Bu durumda|g (X, Y)|<|X]] Y|

esitsizligi  vardir. Eger X ve Y nin gerdigi dizlem spacelike ise
a(X,Y)=[X|[[Y|[cos @, ¢ =n(X,Y)olacak sekilde bir tek 0 < ¢ < sayst vardir. Bu
actya X ve Y vektorleri arasindaki Lorentzian spacelike ag1 denir.

iii) X,Y eIl spacelike vektorler olsunlar. Eger X ve Y nin gerdigi diizlem timelike
ise ‘g(X, Y)‘ >|X|[ Y| esitsizligi vardir. Bu durumda ‘g(X, Y)‘ =|X][[ Y| cosh o,
¢ =n(X,Y) olacak sekilde bir tek reel ¢ >0 sayisi vardir. Bu agiya X ve Y vektorleri

arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir.
iv) Xell" spacelike ve Y elILl" pozitif timelike vektorler olsunlar. Bu durumda

(X, Y)|=[X][Y]sinh o, ¢ =n(X,Y)olacak sekilde bir tek reel ¢ >0 sayisi vardir .
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Bu ¢agisina X ve Y vektorleri arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir (Ratcliffe,
1994).

Tamm 2.1.16: IL", n-boyutlu bir Lorentz uzay, McIL"de (I,a) koordinat
komsulugu ile verilen bir egri olsun. M egrisinin birim teget vektor alan1 T ve U da
sabit bir birim vektor olmak iizere, Vs € ligin T ile U arasindaki ag1 sabit ise M < IL”
egrisine bir egilim cizgisi (helis) denir (Ekmekei, 1991).

Tamm 2.1.17: IL°, 3-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve McIL® de (I,a) koordinat

komsulugu ile verilen bir egri olsun. M nin a.(s) noktasindaki egriligi ve burulmas,

sirasiyla, kve tolsun,

M bir egilim izgisidir < Vs e | icin = =sabit
T

dir (Ekmekgi, 1991).
Tamm 2.1.18: L%, 3-boyutlu bir Lorentz uzayinda iki vektor X ve Y olsun.

X=(X;,X,,%;) Ve Y =(y,,Y,,Y;) olmak iizere

(X3y2 =X, Y3 X Y3 = XY, X Y, — Xzyl)
vektoriine X ve Y nin vektorel ¢carpim (dis ¢carpim) denir ve XxY veya XAY

seklinde gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

1 i=jise
8ij = VE € =(6i1’8i2'6i3)
0, i=]ise
olmak iizere
—€ -6, &
XxY=det| X, X, X,
Yi Y2 Y

olarak hesaplanabilir. Buna gore
e, xe,=e,, e,xe,=-—e, e,xe =—e, dir. Burada saat yoniiniin tersi pozitif yon
olarak alinmistir. Eger saat yoniiniin tersi negatif yon olarak kabul edilirse,

e, xe,=—,, €,xe,=e, €,xe =e,olur. Budurumda
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e, €, —€
XxY =det| x; X, X,
Yi Yo Y3
seklindedir.
Teorem 2.1.19: I®, 3-boyutlu bir Lorentz uzayinda ii¢ vektor

X=(X; %X %;3), Y =(Y1,Y,,Y5) Ve Z=(2,,2,,2,) olsun. Bu durumda

(i) 9(XxY,Z)=—det(X,Y,Z2),
(ii) (XxY)xZ=-g(X,Z)Y+9g(Y,Z)X,
(iii) g(XxY,X)=0 ve g(XxY,Y)=0,

(iv) g(XxY,XxY)=-g(X X)g(Y, Y)+(g(X, Y))Zdir (Turgut, 1995).

Teorem 2.1.20: IL°, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor X ve Y olsun. Bu taktirde
1) X ve Y spacelike vektor ise XxY bir timelike vektordiir.

i) X ve Y timelike vektor ise XxY bir spacelike vektordiir.

iii) X spacelike ve Y timelike vektor ise Xx Y bir spacelike vektordiir.

IV) X ve Y null vektor ise XxY bir spacelike vektordiir.

v) X timelike ve Y null vektor ise XxY bir spacelike vektordiir.

vi) X spacelike veY null vektor olmak tizere g(X,Y)=0 ise XxY bir null vektor, eger
g(X,Y)=0 ise XxY bir spacelike vektordiir (Turgut,1995).

Tamm 2.1.21: M c IR? egrisinin {T.N, B} 3-ayaklisinin her s aninda bir helis hareketi
yaptigi kabul edilir. Bu eksene egrinin s parametresine karsilik gelen a(S)

noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu ekseni belirleyen vektér Darboux
vektori olarak adlandirilir (Ekmekgi, 1991).

Diferensiyel geometride, 6zellikle uzay egrilerin teorisinde, Darboux vektorii
bir uzay egrisinin Frenet catisinin alansal hiz vektortidiir. Darboux vektorii, ismini
egrileri kinematik agidan inceleyen Jean Gaston Darboux (1887) dan almistir. Ayrica
Darboux vektorii, agisal momentum vektoriiyle dogru orantili oldugu icin agisal
momentum olarak da adlandirilir. Birim hizli bir egri boyunca hareket eden bir kati
cisim diisiiniildiigiinde bu cismin ani hareketi, egrinin T teget vektorii ve W Darboux
vektorii (agisal hiz vektorii) tarafindan tanimlanmaktadir.

Bulgular kisminda verdigimiz kavramlarin daha iyi anlasilmasi i¢in bazi fiziksel
kavramlara gereksinim vardir. Simdi bu kavramlara kisaca goz atalim:
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Tamm 2.1.22: Hareketi doguran sebeplerin goz ardi edildigi ve hareketin nasil
gerceklestiginin ele alindigi mekanik dalima kinematik denir. Kinematik, yunanca
hareket anlamina gelen kinema sozctigiinden tiiretilmistir.

Bu durumda hareketin ne oldugu sorusu akla gelir. En basit ifadeyle hareket
cismin yer degistirmesidir. Birim zamanda cismin aldig1 yola hiz, birim zamanda
hizdaki degisim miktarina da ivme adi verilir (Blaschke, 1949).

Tamm 2.1.23: Dairesel bir yoriingede cismin hizinin biiyiikligl (siirat) zamanla
degismiyor ise bu harckete diizgiin dairesel hareket, aksi halde diizgiin olmayan
dairesel hareket denir (Blaschke, 1949).

Diizgiin dairesel harekette bir tam dolanim igin gecen siireye periyot denir, T ile
gosterilir ve birimi saniyedir. Diger yandan bir saniyede ki dolanim sayisina da frekans

denir, f ile gosterilir ve birimi Hertz dir. Periyot ve frekans arasinda,

f=2

bagintis1 vardir.

Diizgiin dairesel harekette biri ¢izgisel, digeri de agisal hiz olmak iizere iki ¢esit hiz

tanimlanir.

Tanim 2.1.24 (Cizgisel Hiz): Diizgiin dairesel hareket yapan bir cismin, daire yay1
tizerinde birim zamanda aldig1 yola ¢izgisel hiz denir. v ¢izgisel hiz vektorii daire

yayina teget olup, yarigap vektoriine diktir (Blaschke, 1949).
O halde cizgisel hizin ifadesi

X=VT = 27zr =VvT
_27zr

T
1 g
veya f =7 oldugundan

v =27rf

dir. Cizgisel hizin birim metre / saniye dir .
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Tanim 2.1.25 (Acisal Hiz): Cismi merkeze baglayan yarigap vektoriiniin, birim
zamanda radyan cinsinden taradig1 agiya acisal iz denir ve w ile gosterir. w nin birimi

rad/sdr (Blaschke, 1949).

Dairesel hareket yapan bir cisim merkeze baglayan yaricap vektorii bir tam
devir yaptiginda, 2 radyan ag1 tarar ve bu esnada bir periyotluk (T) zaman geger. O

halde agisal hiz;

O=wWT =27 =wT

27
=>W=—
T

1
f =? oldugundan

w=2rxf

dir.

Cizgisel hiz ile agisal hiz arasindaki bagint1 ise;

olmak tlizere

2rr
V=——>=V=Wr
T

seklindedir.

Simdi de yukaridaki kavramlardan yararlanarak bir cismin bir eksen etrafinda

dondiiriilmesi ile olusan hareketi inceleyelim:

Bir P cismin bir § eksen etrafinda dondiiriilmesiyle olusan hareket diizgiin

dairesel harekettir. Bu cismin agisal hiz1 ve ¢izgisel hiz1 arasinda
v=wr

bagintisinin varligini biliyoruz.
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5
Koordinat sisteminin baglangi¢ noktasi O olmak {izere P cisminin yer vektoriinii p ile

- —
6 ekseninin dogrultman vektoriinii de w ile gosterelim ve HWH =W olsun.( Sekil 2.1)

@)

Sekil 2.1. Diizgiin dairesel hareket

OO P dik iiggeninden

. r - = .
sin@ = B ,r:HrH:r:HpHsmH

yazilabilir. Diger taraftan w ve p vektorleri arasindaki ag1 € olmak iizere

C0S O = == :<W;p>
p p

=1
©

=
=

1
olup bu esitlik sin@d = (1— cos? 9)2 ifadesinde yerine yazilirsa
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ano- L o ()

wlp

ve
Jwusc pff = (wx pwx p) =w? [~ ((w. p))?
oldugundan

sin@ = é”WX p|
wlel

veya HBHsin 0= %||w>< |
bulunur. Bu esitlikte r = HBHSin 0 oldugu gozoniie alinirsa

1
=l
w

ve buradan

[F = o< pl = we] = o o]
veya v = WHFH oldugundan

v=|wx p|

elde edilir. Ayrica

V = = —
P dt
oldugundan
-
p=wxp

17



ﬁ
oldugu goriiliir. Burada w vektoriine hareketin donme vektorii ve & dogrusuna da

donme ekseni denir.

Teorem 2.1.26: M < IR} egrisi (1,a) koordinat komsulugu ile verilsin. M egrisinin,

{T.N,B} Frenet catis1 bir W vektorii etrafinda donme hareketi yapar.

Tamim 2.1.27: IR13, 3-boyutlu Minkowski uzay1 ve M < IR} de (1,a.) koordinat
komsulugu ile verilen diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir
noktasindaki Frenet vektorleri {T, N, B} olmak {iizere Frenet vektorleri ile tiirev
vektorleri arasindaki iligski ve Darboux vektorleri agagidaki gibidir:

a, IR;> de bir timelike egri olsun.

Bu durumda o nin Frenet vektor alanlari; T timelike vektor alani, N ve B spacelike
vektor alanlaridir. Bu vektor alanlari i¢in

TxN=-B,NxB=T, BxT=-N

yazilabilir. Burada “’x’’ Lorentz anlamindaki vektorel ¢carpimdir. Buna gore Frenet

denklemleri
T'=xN
N'=«xT +7B
B'=—zN

seklindedir (Woestijne,1990). Bu durumda Darboux vektorii de

W =T +xB=NxN", W] = [? -]
dir. Burada | | =] || gdsterimi kullanilacaktur.
a) Eger W spacelike ise (|x|>|7| ise) —B ile W arasindaki Lorentzian timelike ac1
@ olmak iizere Teorem 2.1.15 den

{K’ =W/ cosh &

2 2 2
' = 1W: -
e=wsinng M= oW =ATe

ve W yoniindeki birim vektor

C =sinh dT —cosh B
seklindedir.
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b) Eger W timelike ise (|x] <|] ise)

{z«=|wvnsinhe

2_ _ (22
eWjeoshg' I =TOW W)=

ve W yoniindeki birim vektor

C =cosh dT —sinh B
olur.

i) a, IRf’ de spacelike binormalli bir spacelike egri olsun.

o egrisinin vektor alanlart; T spacelike vektor alani, N timelike vektor alant ve B de
spacelike vektor alalaridir. Bu vektorler alanlari igin

TxN=-B,NxB=-T, BxT =N

yazilabilir. Buna gore Frenet denklemleri

T'=xN
N'=xT +7B
B'=zN

seklindedir (Woestijne,1990). Bu durumda Darboux vektorii de
— _ N _ 2 2
W=7T—-xB=N'%N, "\N”— ‘K’ +7 ‘

dir. Burada g(W,W)= 2 +x2>0 oldugundan W bir spacelike vektordiir. B ile W

arasindaki Lorentzian spacelike ag1 6 olmak tizere Teorem 2.1.15 den

Kk =|W|cosé
r=|W/|sino

olur. W vektorii yoniindeki birim vektor ise
C =-sindT +cos6B
seklinde yazilabilir.
i) a, IRf de timelike binormalli bir spacelike egri olsun.

o egrisinin vektor alanlari; T ve N spacelike vektor alani, B de timelike vektor

alanmidir. Bu vektor alanlari icin

TxN=B,NxB=-T, BxT =-N

yazilabilir. Buna gore Frenet denklemleri

19



T'=xN
N'=—«xT +7B
B'=7N

seklindedir (Woestijne,1990). Bu durumda Darboux vektorii de

W=—T+xB=NxN', [W|= >~
dir.

a) Eger W spacelike ise (|r| > |K‘| ise)

x=W[sinhe o 2_ 2
) = !W: -
{r=|[\N||cosh6? I =gtw.wy =~

ve W yoniindeki birim vektor
C =coshdT —sinh B
seklindedir.

b) Eger W timelike ise (|z] <|x] ise)

{K‘ =|W| cosh &

r=|W|sinhg WP =—gW,W) =—(2 - x?)

ve W yoniindeki birim vektor
C =sinh dT —cosh B
olur.

Ayrica 1), 11) ve 1i1) durumlari i¢in

T'=TxW
N'=NxW
B'=BxW

esitliklerinin gerceklendigi goriliir.

T

o\

KB W E

Sekil 2.2. Darboux vektorii
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Yukaridaki esitliklerden de goriilecegi iizere Darboux vektord, egrilik (x) ve
burulmayi (7 ) geometrik olarak yorumlamaya bir yol saglar. Egrilik, binormal birim
vektorii civarinda Frenet catisinin donmesinin 6lgiisiiyken ; burulma, teget birim

vektorii civarinda Frenet ¢atisinin donmesinin bir Olgiisiidiir.

Tamm 2.1.28 ( Timelike Yiizey) : IR13 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M

olsun. M yiizeyi lizerinde indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye IR13 de bir
timelike yiizey denir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Teorem 2.1.29: IR13 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir M yiizeyinin timelike yiizey
olmasi icin gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin bir spacelike vektor alani, yani
<N, N>>0 olmasidir. Burada N, M yiizeyinin normal vektor alanidir (Beem ve

Ehrlich, 1981).

Tamm 2.1.30 ( Spacelike Yiizey) : IR13 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir ylizey M

olsun. M yiizeyi lizerinde indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye IR13 de bir
spacelike yiizey denir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Teorem 2.1.31: |R13 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir M yiizeyinin spacelike yiizey
olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin bir timelike vektor alani, yani
<N, N><0 olmasidir. Burada N, M yiizeyinin normal vektor alanidir (Beem ve

Ehrlich, 1981).

2.2 IR13 Minkowski Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanim 2.2.1: M c IRl3 yiizeyi verilsin, VP € M noktasinda, IRl3 in M de kalan bir

dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve P € M noktasindan gegen ve M de kalan
bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmani veya ana dogrusu denir. Bir bagka ifadeyle,
bir regle ylizey; bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesi sonucu meydana

gelen yiizeydir. Bu regle yiizey ¢ ile gosterilirse, ¢ nin parametrik ifadesi,

@:1xIR— IR}
(s,v) > o(s,v)=a(s)+ve(s)

dir. Burada; e, regle yiizeyin dogrultmani dogrultusundaki birim vektor ve

(2.1)

a:l - IR}
s> a(s)=(a(s).a(s).a(s))

diferensiyellenebilir egrisi de regle yiizeyin dayanak egrisidir, (Sekil 2.3).
21



Sekil 2.3. Regle Yiizey

Tanim 2.2.2: Bir regle ylizeyin komsu iki dogrultmaninin ortak dikmesinin
dogrultmanlar tizerindeki ayaklarina striksiyon(merkez)noktalari denir.
Tanim 2.2.3: IRl3 deki bir ¢ regle yiizeyinin olusumu sirasinda meydana gelen

hareket boyunca striksiyon noktalarmin geometrik yerine striksiyon cizgisi

(striksiyon egrisi) denir ve ( ¢ ) ile gosterilir (Sekil 2.4).

Sekil 2.4. Regle ylizeyin striksiyon egrisi

Ayrica (2.1) yiizeyinin striksiyon egrisinin yer vektort,

c(s) = (3)—M9(3)
00 0)
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(@ ()€ ()
(€(s).€(s))

dayanak egrisi arasindaki uzakliktir.

seklindedir. Burada u(S)= olmak tiizere , c striksiyon egrisi ile «

Eger <a', e'> =0 ise ¢ regle yiizeyi i¢in striksiyon ¢izgisi dayanak egrisi olur. IR13 de
regle yiizeyler striksiyon ¢izgili ve striksiyon ¢izgisiz olmak tiizere ikiye ayrilirlar.
Striksiyon ¢izgisiz yilizeye tangent yiizey de denir.

Tanim 2.2.4: IRl3 teki bir ¢ regle yilizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan ve ylizey

normaline dik olan diizleme teget diizlem denir.

(2.1) denkleminden s ve v-parametre egrilerine gore tiirev alinirsa,
Qs = o +ve
» =€

elde edilir. Burada

N — ¢S X¢V (22)
los x|

ifadesi regle ylizeyin birim normalidir.

Tamim 2.2.5: Bir ¢ regle yiizeyinin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise
@ regle yiizeyine acilabilir regle yiizey denir.

Teorem 2.2.6: IR13 Minkowski uzayinda dayanak egrisi spacelike bir egri,

anadogrulart (dogrultmani) timelike dogrular olan agilabilir olmayan timelike regle

yiizeyinin bogaz (striksiyon) egrisi bir spacelike egridir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Teorem 2.2.7: IRl3 Minkowski uzayinda dayanak egrisi timelike bir egri,

anadogrular1 (dogrultmani) spacelike dogrular olan agilabilir olmayan timelike regle

yiizeyinin bogaz (striksiyon) egrisi bir timelike egridir (Beem ve Ehrlich, 1981).

Teorem 2.2.8: IR13 Minkowski uzayinda dayanak egrisi spacelike bir egri,

anadogrular1 (dogrultmani) spacelike dogrular olan acilabilir olmayan spacelike regle

yiizeyinin bogaz (striksiyon) egrisi bir spacelike egridir (Beem ve Ehrlich, 1981).
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Tamim 2.2.9: Agilabilir olmayan ve ana dogrusu e olan bir ¢ regle ylizeyinin
striksiyon egrisinin parametrik denklemi z = z(s) olsun. ¢ nin e yoniindeki birim
vektorii e; olmak iizere Z merkez noktasinda bir ortonormal ¢at1 {e,,e,,e,} ile verilsin.
@ regle yiizeyinin bir ana dogrusundan gegen ve e; vektoriine dik olan diizleme

asimptotik diizlem denir. Bir ana dogrudan gecen ve asimptotik diizleme dik olan
diizleme ise merkez diizlem adi verilir. Z merkez noktasindan gecen, asimptotik ve
merkez diizleme dik olan dogrulara da, sirasiyla, merkez teget ve merkez normal

denir. Burada merkez normal e, dir ve

e = k- (2.3)
]
esitligi ile verilir (Kirezci, 2002).
Tamim 2.2.10: Acilabilir olmayan ve ana dogrusu e olan bir ¢ regle ylizeyinin
dayanak egrisi olarak striksiyon egrisini alalim. ¢ nin striksiyon egrisini k ile
gosterelim ve parametrik denklemi z = z(s) olsun. ¢ nin e yoniindeki birim vektorii e,

olmak iizere Z merkez noktasinda bir ortonormal ¢ati {e,,e,,e;} olsun. Bu cati

vektorlerinin striksiyon egrisinin yay parametresine gore tiirevleri ile kendileri

arasindaki iliski

e1l =K€,
e, =—Kke, + 7€,

e, =76,
seklindedir ve ¢ i¢in bir parametrizasyon (p(s, I’) =2z (S) +re; (S) seklinde yazilabilir
(Wunderlich, 1979).

Tanim 2.2.11: x = He'lu ifadesine ¢ regle yiizeyinin dogal egriligi, 7 = <e'2 : e3>

ifadesine ¢ nin dogal burulmasi ve 1 =|le,|=+x” +7* ye de Lancret (Total)

egriligi ad1 verilir (Wunderlich, 1979).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Ryuh 1989 yilinda ‘Robot Trajectory Planning Using the Curvature Theory of Ruled
Surfaces’ adli doktora tezinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyin egrilik teorisini

kullanarak robot ydriinge planlamasini incelemistir. Ryuh, bu caligmasinda robot

yorlingesini olusturacak ara¢ ¢atinin O yonlendirme vektoriinii {r, t, k} iireteg catisinin

tirete¢ vektoriinii r alarak, robot ug effektoriine bagl ara¢ ¢atinin yonlendirme
vektoriiniin hareketiyle olusan regle yilizeyin robot ydriingesini belirlemis ve tiim

diferensiyel ozelliklerini regle yiizeyin egrilik teorisini kullanarak ifade etmistir.

alismamiza gegmeden Once , calismamiz icin temel aldigimiz Ryuh un E3 Oklid
Calis ge¢ calig ¢ g yu

uzayindaki robot ug hareketinden bahsedelim:

3.1 Striksiyon Egrisi ve Urete¢ Ugliisii
Robot hareketinin yoriingesini belirleyen regle yiizey igin bir parametrizasyon,

X (s,v)=a(s)+VR(s) (3.1)
seklinde yazilabilir. Burada a(s) regle yilizeyin dayanak egrisi, ﬁ(s) dogrultman
vektorii olup , dogrultman vektorii birim vektdr olmak zorunda degildir ancak
(ROR)=1di.

X (s,v)=a(s)+VR(s) yiizeyinin striksiyon egrisi f(s) olmak iizere

B(s)=a(s)-u(s)R(s) (3.2)

dir. Burada pu reel degiskenli parametre olup striksiyon egrisinden dayanak egrisine

olan uzakliktir. (3.2) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa,

B (s)=a (s)=4 (S)R(s)-u(s)R (s) (3:3)
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olur. Buradan striksiyon egrisinin tanimindan, < B (s), R (s)> =0 olmasi kullanilarak

u(s):<a'(s),§‘(s)> (3.9)

elde edilir.

[ striksiyon egrisi lizerinde {r,t,k} ortonormal sistemi

r(s)z% , R(s):HE(s)H
t(s) = R'(s) (3.5)

k(s) =r(s)xt(s)

seklinde tanimlanabilir.

Tamm 3.1.1: {r,t,k} ortonormal sisteminde r iirete¢ vektorii, t merkez normal
vektorii ve k merkez teget vektoriidiir. Bu sisteme ise iireteg tigliisii denir
(Sekil 3.1).
[ striksiyon egrisinin teget vektorii

B(s)=T(s)r(s)+A(s)k(s) (3.6)
dir. Burada I ve A fonksiyonlari

F(8)= = (e (9).R(S)) ~ 4 (SIR(S)

1
R(s)
A(S):$<a'(s),ﬁ(5)x§'(s)>

seklinde tanimli olup bu fonksiyonlara (3.1) yiizeyinin egrilik fonksiyonlari denir.

{r,t,k} iireteg ti¢liisii i¢in tiirev formiilleri

D
R
t =2 (Crs k) 3.7)
R
K =-Lt
R
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seklinde olup burada 7/:<§“,§x§> ifadesi (3.1) yiizeyinin R dogrultman

vektoriiniin ¢izdigi egrinin geodezik egriligidir.

{r,t,k} iireteg Gi¢liisiiniin Darboux vektorii U olmak iizere

('), R(S)) = (S)R(S)

U=txt
:%(ywk)
dir.
Tanim 3.1.2:
1
TS
1 e\ Diey D
A(s):%@e (s),R(s)xR (s)>

7(s)=(R"(s), R(s) xR (s))

ifadelerine (3.1) yiizeyinin egrilik fonksiyonlar1 denir (Mccarthy ve Roth, 1981).

\/

\ /

r

[\

L\

Sekil 3.1. Uretec Cati
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3.2 t Merkez Normal Vektoriiniin Olusturdugu Merkez Normal Yiizeyi ve Dogal
Cati

Striksiyon egrisi ilizerinde merkez normal vektoriiniin hareketiyle olusan yiizeye

merkez normal yiizeyi denir. Bu yiizey igin bir parametrizasyon,
X, (s,v)=B(s)+vt(s) (3.8)

yazilabilir. Burada ,B(S), (3.1) ylizeyinin striksiyon egrisidir. Merkez normal

ylizeyinin striksiyon egrisi £, (S) olmak iizere
B(s)=B(s)=m(s)t(s) (3.9)

seklindedir. Burada 4 (s) merkez normal vektorii boyunca iki striksiyon egrisi

arasindaki uzaklik olup

—R(F—A}/)
:Utzl—z
Ty

dir. Boylece merkez normal yiizeyinin S, striksiyon egrisi lizerinde dogal cat1 olan

{t,n,b} ortonormal sistemi kurulabilir. Bu vektorlere sirasiyla merkez normal

vektorii, asal normal vektorii ve binormal vektorii ad1 verilir. Bu vektorler

t=R'=Rr'

n=lt . k=t (3.10)
K

b=txn

seklindedir. Burada {r,t,k} iirete¢ Ugcliistiniin merkez normal vektori ile {t,n,b}

dogal ¢atinin merkez normal vektorii ayni olup merkez normal vektoriiniin donme ag1s1

p olmak iizere liretec cat1 ile dogal cat1 arasinda,

r 0 -sinp  cosp || t
t =1 0 0 n (3.11)
K 0 cosp  sinp || b

iliskisi vardir. Diger taraftan,
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t 0 1 0 r
n|=|-sinp 0 cosp ||t (3.12)
b cosp O sinp || k
yazilabilir.
Sonu¢ 3.2.1: Merkez normal ylizeyinin egriligi,
1
(L)

o= (3.13)

dir (Ryuh, 1989).
Sonug¢ 3.2.2: U=xb dir. Yani {r,t, k} tirete¢ catisinin Darboux vektorii U ile {t, n,b}

dogal ¢atisinin binormal vektorii b ayni rolii oynar (Ryuh, 1989).

Merkez normal yiizeyinin £, striksiyon egrisinin teget vektorii
B(s) =T (s)t(s)+A:(s)b(s)

YF—JFAl olup bu fonksiyonlara (3.8) yiizeyinin

1+y2)E

dir. Burada ', =—x, Ve A, =

—

egrilik fonksiyonlari denir.

{t, n, b} dogal catisinin tiirev formiilleri

t'=xn
n'=—-xt+1b, (3.14)
b'=—zn

olup burada «, 7 (3.8) yiizeyinin egrilik ve burulma fonksiyonlaridir.

Sonu¢ 3.2.3: (3.8) yiizeyinin egrilik ve burulmasinin merkez normal vektoriiniin

donme acisina bagl ifadeleri

1
K‘—ECOSGC,O (3.15)

T=—p

seklindedir (Ryuh, 1989).
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3.3 Yiizey Catis1 ve Arac¢ Catisi

Robot yoriinge olarak adlandirilan robot u¢ hareketi, bir regle ylizey ve regle yiizeyin
striksiyon egrisi tizerinde tanimli dort tane gat1 ve bir donme agistyla belirlidir. Bu dort
cati sirastyla, lireteg ¢ati, dogal cat1, yiizey cat1 ve arag cat1 olup ilk iki ¢at1 3.1 ve 3.2

boliimlerinde agiklandi.

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey iizerinde {O, S, Sb} yiizey
catisi ve {O, AN } arag catisini agiklayalim. Yiizeyin v =0 noktasindaki yiizey ¢atisi
{0,S,.S,} olup, burada O ydnlendirme vektorii, S,, v=0 da yiizey normali, S,
binormal vektoriidiir. O yonlendirme vektorii, r iirete¢ vektorli yoniindedir.

X x X,

—s v ile taniml1 olup
”Xs X Xv” v=0

Yiizeyin v =0 da yiizey normali, S, =

_ —At+ uk
" A+ 1

dir. Yiizeyin V=0 daki binormal vektorii S, ve yonlendirme vektorii O olmak iizere,

S (3.16)

S, =0xS, seklindedir. Burada yonlendirme vektorii iirete¢ vektorii yoniinde

oldugundan O =r alinarak (3.16) denkleminden binormal vektorii,
_ —ut—AK

\/Az Jr,u2

bulunur. Béylece {O,S,,S,} yiizey ¢atisi elde edilir.

s, (3.17)

Arag catist {O, AN} olup burada O yénlendirme vektorii, A yaklasma (ilerleme)

vektori, N normal vektorii olarak adlandirilir.

Arag catisi ile yiizey catis1 arasinda donme agist 7 = 77(8) olmak tizere,

@) 1 0 0 @)
A |=|0 cosn sing || S, (3.18)
N 0 -sinp cosn || S,

iligkisi vardir. Yiizey catisi ile iireteg ¢atis1 arasinda donme agist o = (T(S) olmak iizere
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O 1 0 0 r
S, =0 coso sino ||t (3.19)
S, 0 -sinc coso || Kk

iligkisi vardir.

(3.16) ve (3.17) esitlikleri ve (3.19) kullanilirsa

. y7i A
sinc =——+— , CO0SO = ——n (3.20)
JA2+,L12 «/A2+,u2
elde edilir.

(3.18) ve (3.19) esitliklerinden, arag ¢atisi ile {ireteg gatisi arasinda,

@) 1 0 0 r
A|=/0 cosX sinX ||t (3.21)
N 0 -sinX cosX ||k

iliskisi verilebilir. Burada X =n+o dir, (Ryuh, 1989).

Simdi Ryuh’ un bu ¢alismasindan yola ¢ikarak, calismamizin methodunu verelim:

3.4 E® Oklid Uzayndaki Gelistirilmis Cati

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen {I’,t, k} iirete¢ c¢atisinin {I’, k} diizleminde
0=06(s) Darboux agisi kadar dondiriilmesiyle elde edilen {k;,r.t} catisi
gelistirilmis cat1 olarak tanimlanmaktadir. Burada gelistirilmis catinin Kk, {ireteg
vektorti {r,t, k} iirete¢ catisinin Darboux vektoriine karsilik gelmektedir (Giiler ve

Kasap 2011).

Oklid uzayinda tanimlanan gelistirilmis ¢at: tanimindan yola ¢ikarak, bu tezde

ilk olarak robot hareketinin ydriingesini belirleyen {r,t,k} iirete¢ catist Minkowski
uzayinda ifade edilip bu catinin 6 = 49(8) Darboux agis1 kadar dondiirtilmesiyle elde

edilen {kl, "1’t1} gelistirilmis ¢atis1 tanimlandi. Boylece bu gelistirilmis ¢at1 yardimiyla

regle yiizeyin egrilik teorisi kullanilarak, robot ug hareketi ve diferensiyel 6zellikleri

incelendi.
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4. BULGULAR

Bilindigi iizere lic boyutlu Minkowski uzaymnda Lorentz metrigi pozitif taniml
olmadigindan bu wuzayda regle yiizeyler, spacelike, timelike ve dejenere
olabileceginden Oklid uzayindan daha karmasik yapiya sahiptir. Bu yiizden tezimiz
bir¢ok irdelemeyi igermektedir. Bu tezin bulgular kisminda, ii¢ boyutlu Minkowski
uzaymda verilen timelike ve spacelike regle yiizeyler icin gelistirilmis robot ug

hareketi ve diferensiyel ozellikleri incelenecektir. Bilindigi lizere bir timelike regle
yizey;

1) Bir timelike dogrunun bir spacelike egriye dayanmasiyla,
veya
i1) Bir spacelike dogrunun bir timelike egriye dayanmasiyla
olusur.
Bir spacelike regle yiizey de, bir spacelike dogrunun bir spacelike egriye

dayanmasiyla olusur.

4.1 Timelike Regle Yiizey I¢cin Gelistirilmis Robot U¢ Hareketi

Bu boliim iki alt bolimden olusmaktadir. Bu alt boéliimlerden birincisi timelike
dogrultmanli timelike regle yiizeyi igcermektedir. Burada timelike dogrultmanh
timelike regle ylizeyin gelistirilmis c¢atisi, dogal ¢atisi, ylizey catis1 ve arag catisi
tanimlanarak, timelike regle ylizeyi karakterize eden egrilik fonksiyonlart ve bu
catilarin Darboux vektorleri elde edilerek, Darboux vektorleri arasindaki iliskiler
verilmistir. Daha sonra timelike regle ylizeyin dayanak egrisinin gelistirilmis ¢atisi ile
yiizeyin arag catisi arasindaki bagintilar elde edilerek robot ug hareketi ve diferensiyel
ozellikleri incelenmistir. Ayrica ara¢ c¢atinin tiirev formiillerinin; ylizeyin Lancret
egriligine ve ¢atilar arasindaki dénme agilarma bagli oldugu gériilmiistiir. Ikinci alt
bolimde ise birinci alt bolimde yapilanlar bu kez spacelike dogrultmanli timelike

regle yiizey icin {r, t, k} iirete¢ catisinin vektorlerinin Minkowski uzayindaki
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durumlarina gore iki alt boliimde incelenerek robot ug hareketi ve diferensiyel

ozellikleri incelenmistir.

4.1.1 Timelike dogrultmanh timelike regle yiizeyin gelistirilmis robot u¢ hareketi

Robot hareketinin yoriingesini  belirleyen timelike regle yiizey i¢in bir
parametrizasyon,

X (s,v)=a(s)+VR(s) (4.1)
seklinde yazilabilir. Burada « (S) regle yilizeyin dayanak egrisi olup spacelike bir egri,
ﬁ(s) dogrultman vektorii olup timelike vektor ve ayrica <§ : §> =1 dir.

X (s,v)=a(s)+VR(s) timelike regle yizeyinin striksiyon egrisi 3(s) olmak iizere

B(s)=a(s)-u(s)R(s) (4.2)

dir. Burada u reel degiskenli parametre olup striksiyon egrisinden dayanak egrisine

olan uzakliktir. (4.2) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa striksiyon egrisinin birinci

dereceden konumsal degisimi
f(s)=a ()= 4 ($)R(s)=u(s)R (s) (4.3)
olup burada striksiyon egrisinin tanimindan < B'(s). R (S)> =0 olmasi kullanilarak
(3)= (a'(5). R (5) )

elde edilir.

p striksiyon egrisi iizerinde {r,t,k} ortonormal sistemi

SIS
t=R' (4.5)
k=txr

seklinde tanimlanabilir.

Ayrica {r,t,k} ortonormal sistemi i¢in, rxt=—k , txk =r , kxr=-t dir.
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Tamm 4.1.1: {r,t,k} ortonormal sisteminde r iirete¢ vektorii timelike, t merkez

normal vektorii ve kK merkez teget vektorii spaceliketir. Bu sisteme ise iirete¢
ticliisii denir.

p striksiyon egrisinin teget vektorii
B (s)=ar(s)+bt(s)+ck(s) , a,b,celR (4.6)
olmak iizere

a=~f.,r), b=(f.t), c=(f.k) (4.7)

dir. Bu katsayilarin hesaplanmasi i¢in (4.5) kullanilirsa, striksiyon egrisinin birinci

dereceden konumsal degisimi iireteg tigliisii cinsinden

B (5)=T()r(s) +A(s)K(s) @8)
olarak ifade edilir.
Burada

r(s)=-=(a (s).R(s)) -4 (5)R(s)

(4.9)

fonksiyonlarina (4.1) timelike regle yiizeyinin egrilik fonksiyonlari denir.

Genel regle yiizeylerin egrilik teorisi; lirete¢ ti¢liisii ve striksiyon egrisinin
hareketi vasitasiyla ifade edilebilir. Striksiyon egrisi izerindeki koordinat gatisi lireteg
tigliisii olarak adlandirilir. Striksiyon egrisi ve iireteg ticliisii, regle yiizeyin egrilik
teorisinde onemlidir. Ureteg licliisii regle yiizeyin agisal hizinin en basit tanimlamasini
verirken striksiyon egrisi de regle ylizeyin pozisyonel varyasyonunun en basit
tanimlamasin1 verir. Ayrica striksiyon egrisi ve lirete¢ lU¢liisii dayanak egrisinin

secimine bagli olmamasiyla tektir.

{I‘,t, k} iretec licliisliniin birinci dereceden agisal hizini belirlemek i¢in r, t, k birim

vektorlerinin diferensiyeli alinmalidir.

(4.5) den r=— nin tiirevi alinirsa r =% olup burada t=R olmast kullamlarak

| ol

r= it elde edilir.
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t(s)=ar(s)+bt(s)+ck(s) , a,b, celR olmak iizere burada

a=—(t,r), b=(t,t), c=(t,k) dr.

(t,r)=0 oldugundan buradan tiirev alinirsa (t,r)=—(t,r ) olup, r'=%t ve

(t,t) =1 olmasi kullanilirsa a = —(t,r) :% elde edilir.

(t,t) =1 den tiirev alinirsa b= (t,t) =0 elde edilir.

c=(t,k) olup burada (4.5) kullanilirsa (t,k)=(R", R><—>— (R"'R'xR) elde

;U|H

edilip (R*,R'xR) =y denilirse C:<t',k>:% dir. Béylece t :%(r+7k) dir.

k=txr den tiirev almip r :%t ve t :%(r+}/k) olmasi kullanilarak k' :—%t

elde edilir. Boylece {r,t, k} ireteg licliisiiniin birinci dereceden agisal varyasyonu

P =Ly
R
t =%(r+yk) (4.10)
K =-Lt
R

seklindedir. Burada y:<ﬁ",§'xﬁ> ifadesi  (4.1) yiizeyinin (R) dogrultman
vektoriiniin ¢izdigi egrinin geodezik egriligidir.

{r,t,k} iireteg ti¢liisiiniin Darboux vektérii U . olmak iizere

o1
U, =txt = (yr+K) (4.11)

dir.
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Tanim 4.1.2:

F:—%<a',§>—y'R

A=£<a',ﬁ'xﬁ>
R

r=(R R xR)
ifadelerine (4.1) timelike regle yiizeyinin egrilik fonksiyonlar: denir.

Ayrica (4.1) timelike regle yiizeyin Lancret egriligi,
2
1 1 1 _1
2=le]= Jed) = = (412)

4.1.1.1 Gelistirilmis catinin olusturulmasi

dir.

Bu boliimde robot hareketinin yoriingesini belirleyen {I’,t, k} ireteg catisi {r, k}
diizleminde & =0(s) Darboux agisi kadar dondiiriilerek {k;,r,,t,} gelistirilmis gatisi
tanimlanacaktir. Ayrica bu gatinin k; tirete¢ vektorti {r, t, k} iireteg ¢atisinin Darboux
vektoriine karsilik gelmektedir yani k;, = Ur dir.

{r, t, k} iiretec ¢atisin1 {r, k} diizleminde & = 8(s) Darboux agis1 kadar dondiirelim:

[
v

0
t=t,

Sekil 4.1. Gelistirilmis catinin elde edilisi
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Donme denklemi matris formunda

r coshd 0O sinhé@||r
t [=|0 1 0 t (4.13)
k.| [sinh@ O coshé | k

dir. Bu matrisin ters formu da

r coshd 0 —sinh@ |1,
t =0 1 0 t (4.14)
k —-sinh@d 0 cosh@ ||k

seklindedir.
p striksiyon egrisi iizerine kurulan {I’,t, k} iireteg catisi i¢in elde edilen (4.10) tiirev

formiillerinden, egriligi % , burulmasi % olan ve merkez noktasindan gecgen bir ( ,Bl)

egrisi daima bulunabilir. Dolayisiyla Darboux vektorii yardimiyla K, =Ur olmasi
kullanilarak, tanhé& =y elde edilir. Total (Lancret) egrilik tanimi geregince

y?-1

R2

olup y =tanh@ olmasi kullanilirsa R* = _r dir.

A= Ht” - A% cosh® @

Buradan asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.1.3: {r,t,k} iireteg ii¢liisiinii tizerinde bulunduran ( ;) striksiyon egrisinin

egriliginin Lancret egriligine bagli ifadesi

1

R tAcoshé@ (4.15)
burulmasinin Lancret egriligine bagl ifadesi

%:izsinhe (4.16)

dir.
Calismamiz boyunca bu egrilik ve burulmanin pozitif degerleri alinarak gerekli

hesaplamalar yapildi.

Simdi {kl, I’l,tl} gelistirilmis catisi i¢in tiirev formiillerini hesaplayalim:
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(4.14) esitliklerinin diferensiyeli alinir, (4.15) ve (4.16) esitlikleri kullanilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa, {k,1,,t,} ortonormal sistemi i¢in

k, =0,
=0k + At (4.17)
t =4

tirev formiilleri elde edilir. Bu tiirev formiilleri 4.1.1.2 de inceleyecegimiz timelike

merkez normal regle yiizeyin {kl, I’l,tl} gelistirilmis ¢atisinin agisal hizini tanimlar.
Burada k; spacelike iirete¢ vektor (ayni zamanda {r,t,k} iirete¢ gatisiin Darboux

vektorti), r, timelike merkez normal vektor, t; spacelike merkez teget vektor olarak

adlandirilir. Ayrica burada @' ve A sirasiyla (4.1) timelike regle yiizeyinin egriligi ve
Lancret egriligidir.
Gelistirilmis ¢atinin herbir vektorii robot hareketi boyunca bir regle yiizey

olusturur. {kl, rl,tl} catisinin k; tireteg vektoriiniin olusturdugu

@(s,v)=a(s)+Vk,(s)

ylizeyi alinirsa goriilecegi iizere burada o spacelike egri, k;, spacelike vektor

oldugundan bu ylizey spacelike regle yiizeydir. Boylece 4.1.1.3 de bahsedecegimiz
robotun yoriinge ylizeyi spacelike regle yiizey olur. Sonug olarak baslangicta timelike
yiizey alarak gerekli hesaplamalar yapildiginda goriiliir ki robotun hareket ettigi yiizey
spacelike regle ylizeydir. Yani bu durum igin robotun yoriinge yiizeyi degismistir.

{k, 1.t} gelistirilmis catisinin t, vektdriiniin olusturdugu

o(s.v)=a(s)+(s)
yiizeyi alinirsa goriilecegi lizere burada «a spacelike egri, t, spacelike vektor

oldugundan bu yiizey spacelike regle yiizeydir. Boylece 4.1.1.3 de bahsedecegimiz
robotun yoriinge yiizeyi spacelike regle yiizey olur. Sonug olarak baslangigta timelike
yiizey alarak gerekli hesaplamalar yapildiginda goriiliir ki robotun hareket ettigi yiizey
spacelike regle yiizeydir. Yine bu durum i¢in de robotun yoriinge yiizeyi degismistir.
{kl, r11t1} catisinin I, timelike merkez normal vektoriiniin olusturdugu yiizey timelike

merkez normal regle yiizey olarak adlandirilip 4.1.1.2 de ayrica incelenecektir.
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Boylece 4.1.1.3 de inceleyecegimiz robotun yoriinge yilizeyinin hareketini saglayan
{O, A N} ara¢ catis1 igin O=k, veya O=t, almarak robot yoriinge yiizeyi
incelenebilir. Bu nedenle bu kisimda k; in olusturdugu yiizeyi alarak islemlerimize
devam edecegiz. Benzer sekilde t, in olusturdugu yiizey de alinarak benzer neticelerin
elde edilecegi goriilebilir.

Simdi  {k,r,t} catismin  k  iireteg  vektdriinin  olusturdugu
(p(S,V) = Oz(S)JrVk1 (S) spacelike regle yilizeyini alalim. Bu ylizeyin striksiyon egrisi

i¢in bir parametrizasyon,

By, (s)=a(s) = (s)ki(s) (418)

1
dir. Bu esitiligin diferensiyeli alinip, (4.14), k,'=6'r; ve striksiyon egrisinin

tanimindan ¢ ﬂkll, ki ') = 0 olmasi kullanilarak,

I'cosh@—Asinh @+ u'Rcosh @
My, = 9"

(4.19)

elde edilir. Burada I" ve A, (4.9) da ifade edilen fonksiyonlardir.
(4.18) striksiyon egrisinin tegetini hesaplayalim:

(4.18) in diferensiyeli alinip, (4.8), (4.14), k{'=86'r; ve (4.19) un kullanilmasiyla
striksiyon egrisinin hareketi boyunca {kl, I’l,tl} gelistirilmis catisina gore pozisyonel
degisimi

B, (8) =T, k +ut, (4.20)
dir. Burada

Ly =-I'sinh@+Acosh&— u'Rsinh H_ﬂkl '

olup I'y ve u, k; ireteg vektoriiniin olusturdugu spacelike regle yiizeyi karakterize

eden egrilik fonksiyonlaridir.
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4.1.1.2 r, merkez normal vektoriiniin olusturdugu timelike merkez normal
yiizeyi ve dogal ¢ati

{k,n,t} gelistirilmis catist striksiyon egrisi iizerinde hareket ederken, r, merkez

normal vektorii bir baska regle ylizey tretir. f, striksiyon egrisi lizerinde merkez

normal vektoriiniin olusturdugu

o, (s,v) =B, (s)+vr(s) (4.21)

yiizeyine timelike merkez normal regle yiizey denir. Bu timelike merkez normal regle

yiizeyinin striksiyon egrisi

B, (8) = B, (8) — 44, (), (8) (4.22)
dir. Burada g, merkez normal vektdr boyunca striksiyon egrileri arasindaki uzaklik
olup (4.22) nin diferensiyellenmesi , striksiyon egrisinin tanimindan (4, ") =0
olmast, r, =k, +At, ve (4.20) nin kullanilmasiyla

Au+0'Ty

4.23
0%+ 12 (423)

H, ()=

dir.

Boylece f, striksiyon egrisi iizerinde asagidaki sekilde taniml {rl 1, I’3} ortonormal
sistem dogal ¢atis1 kurulabilir:

=

=1
rl_ 0-
AL (4.24)
K
r,="r,xn

{1, 1,1} iliisii ¢, (s,v) timelike merkez normal regle yiizeyinin striksiyon egrisinin
orjin (merkez) noktasindaki dogal catisidir. Bu dogal cati regle ylizeyin yiiksek

mertebeden diferensiyel 6zelliklerinin incelenmesine olanak saglar. Burada r, timelike

merkez normal vektor, r, normal vektorii ve r3 binormal vektorii spacelike vektordiir.

Ayrica {I,,1,,1,} ortonormal sistemi igin [ xI, =—f3 , L xl3 =k, l3xh=—1 dir.
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{kl, I’l,tl} gelistirilmis catist ile {r,,r,, r3} dogal catisinin r; merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu cat1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agist ¢ olmak

uzere

{kl =sin ¢r, +cos 4, (4.25)

t, = cosgr, —sin gr,
iliskisi vardir. Matris formunda

K, 0 sing Cos ¢ 4
=1 0 0 r, (4.26)
t 0 cosg sing I

dir. Bu matrisin ters formu

I, 0 1 0 k,
r,|=| sing 0 Cos ¢ I (4.27)
I Cos ¢ 0 —sing t

dir.

(4.24) den n'=«r, ve (4.27) den r, =singk ;+cosgty olup r'=6"k; + At olmasi

kullanilarak
CoS¢ = 4
K
4.28
) o' ( )
sing =—
K

elde edilir. Buradan cosz¢+sin2¢=1 olmasi kullanilarak timelike merkez normal

regle yiizeyin egriligi
2—0" 122 (4.29)

dir. {k;,r,t,} gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii

l.Jk1 = r1>< l’l'
=1, x(0'ky + Aty) (4.30)
= 9't1 —ﬂ,kl
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dir. Ayrica bu Darboux vektorii, k; tirete¢ vektoriiniin olusturdugu robot yoriinge
yiizeyinin gelistirilmis ¢atiya gore agisal hizidir.
Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii , dogal ¢ati cinsinden elde edilebilir:

(4.28) in (4.27) de yerine yazilmasiyla

r L 0 K 0 k,

r,|==|6' 0 A I (4.31)
K

r, A 0 -0’ t

olusan matrisel gosterimden
1 .
I’3 = (ﬂ,kl - l9t1)
K
ifadesinin (4.30) da kullanilmasiyla
Uk1 =—Kl3 (4.32)

esitligine ulasilir. Boylece asagidaki sonucu verebiliriz:
Sonug 4.1.4: Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektori (yani robot yoriinge yiizeyin agisal

hiz1) ile dogal ¢atinin binormal vektorii ters dogrultudadir.

Timelike merkez normal regle yiizeyin striksiyon egrisinin birinci dereceden
pozisyonel varyasyonu, baslangictaki timelike regle yiizeyin striksiyon egrisinin
birinci dereceden pozisyonel varyasyonu ile ayni davramisi gosterecektir. Simdi

timelike merkez normal  regle yiizeyinin f_  striksiyon egrisinin teZetini

hesaplayalim:

(4.22) den tiirev alinip, (4.23) , (4.31) in ters formu ve x = ||I’l || olmasi kullanildiginda
striksiyon egrisinin hareketi boyunca {r,r,,r,} dogal catisma gdre pozisyonel
degisimi asagidaki gibidir:

B =Tn+Acr (4.33)

Burada

43



Frl - _’urll
N AT —uf! (4.34)

n K

dir. T, ve A, fonksiyonlar timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik

fonksiyonlar: olup (4.9) da ifade edilen T" ve A egrilik fonksiyonlartyla ayni roli

oynar.
{rl 1, r3} dogal ¢atisinin tiirev formiillerini hesaplayalim:

(4.24) denkleminden
I =T,
dir. r, normal vektorii igin
r, =ar, +br,+cr,, a,b,celR

olmak tizere burada

a:—<f2',r1>' b=<r2',r2>, c=<r2',r3>

olup
a:—<r2',rl>=<rl',r2>:1< ., b=0
elde edilir. Ayrica ¢ = <r2', r3> = —<r3', r2> =—7 olarak alinirsa
r, =Kl —1f,
elde edilir. r, binormal vektdriiniin tiirevi i¢in,
r, =ar,+br,+cr,, ab,celR
olmak iizere burada
a:<r3',rl>, b=<r3',r2>, c:<r3',r3>

olup a=0, b=7,c=0dir. Béylece r, = v, elde edilir.

{rl 0, r3} dogal catisinin tiirev formiilleri matris formunda,
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= K 0 -z r, (4.35)

seklinde yazilabilir. Bu ise {r,r,,r,} dogal ¢atisimn birinci dereceden agisal

degisimidir. Burada « =, || ve 7 = (r3' ,Ty) olup sirasiyla ¢, timelike merkez normal
regle ylizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢ timelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin
actyla olan iliskisini elde edelim:
(4.28) denkleminden x =@8'cosec¢ oldugu kolayca goriiliir.

(4.27) den r3=cosgk—singt; olup tirevi almip, r,=singk+cosgt; Ve

T= (r3' ,I>) olmasi kullanilarak 7 =—¢" elde edilir.

Sonug¢ 4.1.5: Timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektoriinlin ddnme acisina bagli ifadeleri
K =0'cosecy, T=—¢' (4.36)

dir. Buradan goriilecegi iizere timelike merkez normal regle yiizeyin burulmasi,

merkez normal vektdriiniin acisal hiziyla ters dogrultudadir.

{rl 0, I’3} dogal ¢atisinin Darboux vektorti,

U r, = r2 X r2 '
=1, x (k| —713) (4.37)
= Kr3 —Trl

olup timelike merkez normal regle yiizeyinin dogal ¢atiya gore agisal hizidir.

(4.30) denklemi ile ifade edilen gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ve (4.37) ile ifade
edilen dogal ¢atinin Darboux vektorii, sirastyla spacelike robot yoriinge regle yiizeyin
ve timelike merkez normal regle ylizeyin agisal hareketini tanimlar.

(4.37) de (4.32) kullanilirsa timelike merkez normal regle yiizeyinin agisal hiz1 ile

robot yoriinge yiizeyin agisal hiz1 arasinda

U, =-Uy -1
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iligkisi vardir. Boylece dogal catinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal hareketi, I,

vektorii civarinda donmesidir. Ayrica Darboux vektorleri agisal hiz olarak
diistintilebilirken, striksiyon egrisinin pozisyonel varyasyonu lineer hiz olarak

diisiiniilebilir.

4.1.1.3 Catilar arasindaki iliski

Bilindigi tizere bir robot hareketi merkez (orjin) noktasinda tanimli dort tane ¢at1 ve
bir donme acistyla belirlidir. Bu dort ¢ati sirastyla gelistirilmis cati1, dogal ¢ati, yiizey
catist ve ara¢ cati1 olup ilk iki ¢at1 4.1.1.1 ve 4.1.1.2 boliimlerinde ifade edildi. Bu

boliimde ilk olarak robot hareketinin yoriingesini belirleyen ylizey iizerinde
{O,Sn,Sb} yiizey catist ve {O,A,N} ara¢ ¢atis1 tamimlandi. Daha sonra da robotun
yorlingesini yani izledigi yolu belirleyen {O,A, N} arag catisinin Minkowski

uzayindaki olas1 durumlarina gore ¢atilar arasindaki iliskiler , iki alt baglik seklinde

incelendi.

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen ylizey lizerinde {O, S, Sb} yiizey catist ve
{O, A, N} ara¢ catis1 tamimlayalim. Yiizeyin v=0 noktasindaki yiizey catisi
{O, S, Sb} olup, burada O yonlendirme vektorii spacelike vektor, S, , v=0 da yiizey
normali timelike vektdr, S, binormal vektorii spacelike vektordiir. Ayrica {O,S,, S, }
ylizey gatist igin OxS, =-S5, ,S,, xS, =-0,S,x0 =S, dir.

Daha onceki boliimlerde de ifade ettigimiz lizere gelistirilmis ¢atinin herbir vektorii

robot hareketi boyunca bir regle yiizey olusturur. Bu ylizden bu kisimda O
yonlendirme vektdriinii k; iirete¢ vektorii yoniinde segerek {k,r,t} gelistirilmis

catis1 lizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(S,V) = a(s) +Vky(s) (4.38)

_ P

spacelike regle yiizeyi igin O =k, S, |V 0+ Sp =S, %0 olmak iizere bu
s>l

vektorleri hesaplayalim:
(4.38) esitliginden sirasiyla s ve v ye gore tiirev alinip ayrica (4.18) in s ye gore tiirevi

alinip (4.20) nin kullanilmasiyla

46



H+ py 0

Sp= > (4.39)
o) -
ve S, =S5,x0 olmasi kullanilarak
t+ 1y 01,
S, = Hy+ gy 0 (4.40)

(#4,0 ')2 -u

elde edilir. Boylece ylizeyin v=0 daki yiizey catis1 {O =k, S,, Sb} dir.
Robotun yoriingesini yani izledigi yolu {O, A N} arag catis1 temsil etmektedir. Bir

tipik robot yoriingesi sekilde gosterilmistir (Sekil 4.2). Robot ug efektoriin yeri ve yonii
ara¢ merkez noktasi ve ara¢ catisi kullanilarak tamamen belirlenir. Arag ¢atis;; O
yonlendirme vektorii, A yaklasma (ilerleme) vektorii, N normal vektoriinden olusur.
Ara¢ merkez noktasi ara¢ ¢atinin orjini olarak segilebilir. Sekil 4.3 , Sekil 4.2 deki
robot yoriingesinin bir regle ylizey kullanilarak nasil temsil edilebilecegini gdsterir.
Ug regle yiizey arag merkez noktasi ile gizilen ortak bir dayanak egrisini paylasirken
ara¢ ¢atinin li¢ vektoriiniin herbiri bir regle ylizey meydana getirir. Robot yoriingesini

temsil etmek i¢in bunlardan bir tanesini kullanmak yeterlidir.

Merkez
0 noktasi
A N
I N
s
I .,
Ug efektir

Sekil 4.2. Robot yoriingesi
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Dayanak egrisi

A J"\i'r
S,

i (Yiizeyin
MNormali)

Sekil 4.3. Regle yiizey kullanilarak robot yoriingesi

Sekil 4.3 de gosterildigi gibi O yonlendirme vektorii ile meydana gelen regle yiizey,
yorilingeyi temsil eden yiizey olarak secilebilir.

{O, AN} arag catist,

i) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

i) O =k spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:

i) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumu
Bu durumda {O, A,N} arag catisi igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

o) 1 0 0 @)
Al=|0 sinhy  coshy S, (4.41)
N 0 coshy  sinhy S,

olup ters formu
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@) 1 0 0 @)
S, [=|0 —sinhy  coshy A (4.42)
S, 0 coshy  —sinhy N

dir. Sy ile t; arasindaki a¢1 ¢ olmak iizere

o 1 0 0 k,
S,|=|0 sinhoc  cosho n (4.43)
S, | |0 cosho  sinho ||t

dir. (4.41) ve (4.43) den

@) 1 0 0 K,
Al=|0 cosh(w +o)  sinh(y +o) I (4.44)
N 0 sinh(y + o) cosh(y +o) ||t

olup =y +o denilirse {O,AN} arag catist ile {k,r,t} gelistirilmis catisi

arasindaki iligki

O 1 0 0 k,
Al=l0 cosh 2. sinh X2 I (4.45)
N 0 sinh X coshX ||t

seklinde ve ters formuda

k, 1 0 0
rL|=l0 cosh> —sinh X
t 0 —sinh X cosh X2 N

> O

(4.46)

seklinde elde edilir.

if) O =k, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumu

Bu durumda {O, A,N} arag catisi igin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A dr.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

O 1 0 0 O]
Al|=|0 coshy  sinhy S, (4.47)
N 0 sinhy  coshy S,
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olup ters formu

o) 1 0 0 @)
S, =0 coshy  —sinhy A
S, 0 —sinhy coshy || N

dir. Sy ile t; arasindaki a¢1 o olmak iizere

o 1 0 0 k,
S, |=|0 sinhc  cosho r

n

S, ] (O cosho  sinho ||t

dir. (4.47) nin (4.49) da yerine yazilmasiyla

o) 1 0 0 k,
Al=0 sinh(y + o) cosh(y + o) I,
N 0 cosh(y + o) sinh(y +o) ||t

olup burada X =y + o denilirse

o 1 0 0 k,
Al=l0 sinh 2 cosh X I
N 0 cosh  sinhX t,

esitligine ve ters formu olarak da

k, 1 0 0 O
n{=/0 —sinhX cosh > A
t 0 cosh), —sinhX N

esitligine ulagilir.

4.1.1.4 Arac¢ ¢catimin diferensiyel hareketi

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Birinci boliimde belirttigimiz gibi robot u¢ hareketi, robot yoriinge olarak ifade edilir.

Robot yoriinge, merkez noktasinin lineer hareketi ve ara¢ catisinin hareketi ile

tanimlanir. Bu bolimde, merkez noktasinin ve arag ¢atisinin diferensiyel 6zellikleri,

verilen timelike regle yiizeyin egrilik teorisi ve 4.1.1.3. boliimdeki dort ¢at1 arasindaki

iligkiler kullanilarak incelenmistir. Ayrica robotun yoriingesini belirleyen arag¢ ¢atinin

tirev formiillerinin, verilen timelike regle yiizeyin Lancret egriligine ve robotun
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tanimlanmasi i¢in gerekli olan dort tane referans ¢atinin dénme agilarina bagl oldugu
gorilmiistiir.
Simdi {O, A N} arag ¢atisinin diferensiyel hareketini 4.1.1.3 de belirttigimiz 1) ve ii)

durumlar1 i¢in sirasiyla inceleyelim:

I) O =K, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumu

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen o egrisi i¢in (4.2) den

a(s) = B(s) + u(s) R(s) (4.53)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.8) kullanilirsa o dayanak egrisinin (ayni
zamanda bu o egrisi, merkez noktasinin yeridir) birinci dereceden pozisyonel

varyasyonu
a'(s)=(C+ u'R)r + ut+ Ak (4.54)
olur. Burada T ve A (4.9) da ifade edilen timelike regle yiizeyin egrilik

fonksiyonlaridir. (4.54) iin {k;,r,t} gelistirilmis catisma gore birinci dereceden

pozisyonel varyasyonu (4.14) kullanilarak
a'(8) = (—(T" + u#'R)sinh 8+ Acosh O)ky + ((T" + u'R) cosh @ — Asinh 0)r; + ut;

(4.55)
seklinde elde edilir. Burada (4.46) nin kullanilmasi ve gerekli diizenlemelerin
yapilmasiyla & dayanak egrisinin {O, AN} ara¢ gatisma gore birinci dereceden

pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(Acosh&—(I" + 1'R)sinh 8)O + ((I' + 1' R) cosh & cosh 2. —usinh 2 —Asinh @cosh X)) A
+ (—(I' + x'R) cosh @sinh 2.+ zcosh 2. +Asinh @sinh )N

(4.56)

seklinde olur.
Ara¢ catinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek igin, (4.45) in

diferensiyeli alinip (4.17) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla
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o] [0 o' 0 k,
di A |=|0'coshY  sinhX(1+X") coshX(A+X) || K (4.57)
*IN| [o'sinhT  coshZ(A+X) sinh(A+3) ||t

elde edilir. Burada (4.46) yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilarak {O, A, N} arag

catisinin tiirev formiilleri

’ 0] 0 0'cosh X, —-@'sinhY. ||O
. A |=|0'coshX 0 A+2" || A (4.58)
S
N @'sinh Y. A+ 0 N

matrisel formunda elde edilir.

Buna gore {O, AN } arag catisinin birinci dereceden agisal varyasyonunun, A Lancret
egriligine ve catilar arasindaki donme agilarina bagl oldugu goriliir. (€' : ¢ donme
acisinin agisal hizina, > =y + o oldugundan y ve o donme acilarina baghdir. )
Ayrica {O, A, N} ara¢ catistnin Darboux vektorii U, olmak iizere bu vektori
hesaplayalim:

Up =a0+bA+cN, a,b,celR (4.59)

olmak iizere Darboux vektoriiniin 6zelliginden, sirasiyla O'=Up xO, A'=Up XA,

N'=Up x N olmasi kullanilarak

0 coshZA—@ sinh =N = bN +cA
b:—alsinhz, c=60coshy

6 coshO+(1+X )N =—aN +cO
a=-(1+Y) , c=0 coshX

6 sinh=0 + (1 +X)A=—-aA—hO
a=—(1+Y) , b=-6sinhT

elde edilip bu degerlerin (4.59) da yerine yazilmasiyla,
Up=-(A+X)0-6sinh=A+6 coshEN (4.60)
ifadesine ulagilir. U, Darboux vektorii {k,r,t,} gelistirilmis gatis1 cinsinden elde

edilebilir. (4.58) de (4.51) yerine yazilip gerekli hesaplamalar yapilarak
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Up=—(h+X)k+01; (4.61)

elde edilir. Ayrica {O,A N} arag ¢atissun U, Darboux vektorii, {k;,n,t}

gelistirilmis ¢atisinin U K, Darboux vektorii cinsinden yazilabilir:

(4.61) de (4.30) kullanilirsa

UA = Uk]_ _z'kl

elde edilmis olur. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal hareketi, 1

vektora civarinda donmesidir.

i) O =K, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumu

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen o egrisi i¢in (4.2) den

a(s) = B(s) + u(s) R(s) (4.62)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.8) kullanilirsa « dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) = (T + u'R)r + ut + Ak (4.63)

olur. Burada I ve A (4.9) da ifade edilen timelike regle yiizeyin egrilik
fonksiyonlaridir. (4.63) iin {kl, r1vt1} gelistirilmis catisina gore birinci dereceden
pozisyonel varyasyonu (4.14) kullanilarak
a'(s) = (—(I" + u'R)sinh & + Acosh @)k + ((I"+ ' R) cosh & — Asinh )R + uty

(4.64)
seklinde elde edilir ve (4.52) nin kullanilmas1 ve gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla
a dayanak egrisinin {O, A N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel
varyasyonu

a'(s) =(Acosh @ —(I' + ' R)sinh 8)O + (—(I" + ' R) cosh @sinh >+ zcosh 2 +Asinh dsinh X)) A
+ (("' + 1'R)cosh & cosh > —psinh 2 —Asinh @cosh X)) N

(4.65)

seklinde olur.
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Arag ¢atinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek igin, (4.51) in

diferensiyeli alinip (4.17) tlirev formiillerinin kullanilmasiyla

o] [0 o 0 K,
di A |=|0'sinhY  coshX(A+X) sinhX(A+X) ||, (4.66)
*IN| |0'coshy sinhZ(A+%) coshE(A+2) |t

elde edilen matris formunda (4.52) den yararlanilarak {O, A, N }arag catisiin tiirev

formiilleri
’ 0] 0 —@'sinh ), @'cosh). || O
d_ A |=|8'sinh) 0 A+ A (4.67)
S
N 0'cosh . A+ 0 N
seklinde elde edilir.

i) durumundaki benzer islemler yapilarak, {O, AN } arag ¢atisinin Darboux vektorii
Up=(A+X)0—0 coshZA+6 sinh=N (4.68)
ve {k1, I‘l,tl} gelistirilmis ¢at1 cinsinden
Up=(A+X)k 01 (4.69)

ifadesine ulasilir. Ayrica {O, A, N} ara¢ catisinin U o Darboux vektori, {kl,rl,tl}
gelistirilmis ¢atisinin U K, Darboux vektorii cinsinden yazilabilir:
(4.61) de (4.30) kullanilirsa

UA :—Ukl +Z'k1

olur. Boylece ara¢ ¢atinin gelistirilmis catiya gore agisal hareketi, 1; vektorii civarinda

donmesidir.
(4.61) ve (4.69) denklemleri karsilastirildiginda 1) ve i1) durumlarinin Darboux
vektorlerinin isaret farkiyla esit oldugu goriiliir. Yani Darboux vektorleri zit yonliidiir

(ters dogrultudadir).
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Sekil 4.4. Catilar arasindaki iliski

4.1.2 Spacelike dogrultmanh timelike regle yiizeyin gelistirilmis robot ug

hareketi
Robot hareketinin  yoriingesini  belirleyen timelike regle yiizey igin bir

parametrizasyon,

X(s,v):a(s)+v§(s) (4.70)
seklinde yazilabilir. Burada « (S) regle yiizeyin dayanak egrisi olup timelike bir egri,

R (S) dogrultman vektdrii spacelike bir vektor ve ayrica <§ , ﬁ> =1 dir.

X (S, V) =a (S) +VR (S) timelike regle ylizeyinin striksiyon egrisi ,B(S) olmak iizere

p(s)=a(s)-u(s)R(s) (4.71)
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dir. Burada x reel degiskenli parametre olup striksiyon egrisinden dayanak egrisine

olan uzakliktir. g striksiyon egrisi iizerinde {r,t, k} ortonormal sistemi asagidaki gibi

iki sekilde tanimlanabilir:

1. Durum: r iireteg vektorii spacelike, T merkez normal vektorii timelike ve k merkez

teget vektorii spacelike olabilir. Bu sisteme ise iiretec iicliisit denir. Bu durumda

{I‘,t, k} iireteg ¢atisi

R _
=z R

seklinde tanimlanabilir. Ayrica {I‘,t, k} ortonormal sistemi i¢in rxt =—k, txk =—r,

kxr=t dir.

2. Durum: r iireteg vektorii spacelike, T merkez normal vektorii spacelike ve k

merkez teget vektorii timelike olabilir. Bu sisteme ise iirete¢ iicliisii denir. Bu

durumda {r,t,k} iirete¢ catist

R _
-2 e

seklinde tanimlanabilir. Ayrica {I‘,t, k} ortonormal sistemi i¢in rxt =k, txk =—r,

kKxr=-t dir.
Simdi sirasiyla bu durumlar icin spacelike dogrultmanli timelike regle ylizeyin

gelistirilmis robot ug hareketini inceleyelim:
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1. Durum

(4.71) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa,
B (s)=ct (5) -4 (S)R(s)-u(5)R (s) (4.72)

olur. Burada <ﬁ(s),§(s)> =0 olmasi kullanilarak

ﬂ(s)=-<a'(s),ﬁ'(s)> 4.73)

elde edilir.
Bir onceki boliimdeki gibi benzer iglemler yapilarak g striksiyon egrisinin teget

vektorii yani striksiyon egrisinin, tireteg ligliisti cinsinden birinci dereceden pozisyonel

varyasyonunun
B (s)=T(s)r(s)+A(s)k(s) (4.74)

ifadesine ulasilir. Burada

)= g (@ 9RO ~H ORE)

A(s):%@'(s), R (s) xﬁ(s)>

seklinde tanimli olup bu fonksiyonlara (4.70) timelike regle yiizeyinin egrilik

fonksiyonlar: denir.

Yine bir onceki boliimde oldugu gibi benzer islemler yapilarak {I’,t,k} tireteg

ticliisiiniin tlirev formiilleri yani birinci dereceden agisal varyasyonunun

r =—t
R
1
t :E(r—yk) (4.75)
kK =-Lt
R

seklinde oldugu kolayca goriilebilir. Burada }/=<R”, R x RI> ifadesi (4.70) yiizeyinin

(R) dogrultman vektdriiniin ¢izdigi egrinin geodezik egriligidir.
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{r, t, k} tireteg tgliistiniin Darboux vektori U ; olmak iizere

1
Ur =txt :E(;/r+k) (4.76)
dir.
Tanim 4.1.5:
N
F—E<a,R>—,uR
A:£<a',ﬁ'xﬁ>
R
y:<ﬁ",§xﬁ'>

ifadelerine (4.70) timelike regle ylizeyinin egrilik fonksiyonlar: denir.
Ayrica (4.70) timelike regle yiizeyin Lancret egriligi,
2=t =[] =

2
_“g 4.77)
R

dir.

4.1.2.1 Gelistirilmis catinin olusturulmasi

Bu boliimde robot hareketinin yoriingesini belirleyen {I’,'[,k} iirete¢ catist {r,k}
diizleminde 6= 9(3) Darboux agis1 kadar dondiiriilerek {kl, rl,tl} gelistirilmis ¢atisi

tanimlanacaktir. Ayrica bu ¢atinin kl iirete¢ vektori {I‘ 1, k} iireteg ¢atisinin Darboux

vektoriine karsilik gelmektedir yani k, =U . dir.

{r, t, k} tlirete¢ catist {r, k} diizleminde 929(5) Darboux agis1 kadar

dondiriilirse donme denkleminin matrisel formu

rn cosd 0 -—sin@|r
t |=/0 1 0 ||t (4.78)
k.| [sin@ 0 cosé |k

olup bu matrisin ters formu da
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r
t|=|0 10 |t (4.79)
k

dir.

3 striksiyon egrisi lizerine kurulan {r,t, k} iireteg catisi i¢in elde edilen (4.75) tiirev

formiillerinden egriligi % , burulmasi % olan ve merkez noktasindan gegen bir ( ﬂl)
egrisi daima bulunabilir. (4.76), (4.79) ve U, =k olmas kullamlarak

0056?=i ) sin@:l
R

elde edilir.

)/2-1-1

RZ

Total (Lancret) egrilik tanimi geregince 4 = HIH = olup y=tan@ olmasi

kullanilirsa asagidaki sonug verilebilir:
Sonuc 4.1.6: {I‘,t, k} iirete¢ ¢atisini lizerinde bulunduran ( ﬂl) egrisinin,

egriliginin Lancret egriligine bagh ifadesi
1
~ =Acos@ (4.80)
R
ve burulmasinin Lancret egriligine bagl ifadesi
%:xlsine (4.81)

dir.
Simdi {kl, I‘l,t1} gelistirilmis catis1 i¢in tiirev formiillerini hesaplayalim:
(4.79) esitliklerinin diferensiyeli alinir, (4.80) ve (4.81) esitlikleri kullanilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa, { K, rl,tl} ortonormal sistemi i¢in

k, =0,
n=-0k+1 (4.82)
tll = /”1

59



tirev formiilleri elde edilir. Bu tiirev formiilleri 4.1.2.2 de inceleyecegimiz timelike

merkez normal regle yiizeyin {k1, I‘l,tl} gelistirilmis catisinin agisal hizini tanimlar.

Burada k, spacelike iirete¢ vektor (ayn1 zamanda {I‘,t,k} tirete¢ ¢atisinin Darboux

vektoril) , r, spacelike merkez normal vektor, t, timelike merkez teget vektor

olarak adlandirilir. Ayrica burada @' ve 1 sirasiyla (4.70) timelike regle ylizeyinin
egriligi ve Lancret egriligidir.
Gelistirilmis ¢atinin herbir vektorii robot hareketi boyunca bir regle yiizey

olusturur. {kl,l’l,ti} gelistirilmis catisinda eger k; spacelike ireteg vektoriiniin

olusturdugu
p(s,v)=a(s)+Vk(s)

yiizeyini alirsak goriilecegi lizere burada « timelike egri oldugundan bu ylizey
timelike regle yiizeydir. O halde 4.1.2.3 de bahsedecegimiz robot yoriinge

yiizeyimizde timelike regle yiizey olur.

{ki, rl,tl} gelistirilmis catisinda eger t, timelike merkez teget vektoriiniin olusturdugu

p(s,v)=a(s)+vt(s)
yiizeyini alirsak goriilecegi lizere burada o timelike egri oldugundan boyle bir yiizey
|R13 de tanmimlanamaz. Dolayisiyla 4.1.2.3 de t; in olusturacag1 yiizey i¢in robot
yoriinge yiizeyinden bahsedilemez.
{kl, rl,tl} gelistirilmis ¢atisinda, I, spacelike merkez normal vektoriiniin olusturdugu

yiizey alinirsa bu yiizey timelike merkez normal regle yiizey olarak adlandirilir ve bu

yiizey ve ozellikleri 4.1.2.2 de ayrica incelenecektir.

Simdi elde ettigimiz {kl, rl,tl} catistnin K, spacelike iirete¢ vektoriiniin
olusturdugu

@(s,v)=a(s)+Vk(s)
timelike regle ylizeyini ele alalim. Bu ylizeyin striksiyon egrisi

A ($)=a(8) = ()ka(s) (4.83)
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dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve akabinde (4.79), k,'=86'r; ve (ﬂkll, k;'y=0
esitlikleri kullanilirsa,

['cos@—Asin@+ u'Rcosé
My = '

(4.84)

elde edilir. Burada I" ve A , tanim 4.1.5 de ifade edilen (4.70) timelike regle yilizeyinin
egrilik fonksiyonlaridir.
(4.83) striksiyon egrisinin tegetini hesaplayalim:
(4.83) iin diferensiyeli alinip, (4.73), (4.79), k{'=6'r; ve (4.84) iin kullanilmasiyla
striksiyon egrisinin hareketi boyunca {kl, rl,tl} gelistirilmis ¢atisina gore pozisyonel
degisimi

B (8) =T\ K+, (4.85)
bulunur. Burada

I, =I'sinf+Acos@+ u'Rsin€— g *
dir. Nasil ki ' ve A , (4.70) timelike regle yiizeyini karakterize eden egrilik
fonksiyonlar ise burada da I', ve u, k; spacelike iireteg vektoriiniin olusturdugu

timelike regle yiizeyi karakterize eden egrilik fonksiyonlaridir.

4.1.2.2 r, merkez normal vektoriiniin olusturdugu timelike merkez normal

yiizeyi ve dogal cati
{kl,rl,ti} gelistirilmis catis1 striksiyon egrisi iizerinde hareket ederken, r, merkez
normal vektorii bir baska regle ylizey tretir. f, striksiyon egrisi tizerinde merkez

normal vektoriiniin olusturdugu
@, (s:V) =B, (s)+vr(s) (4.86)

yiizeyine timelike merkez normal regle yiizey denir. Bu timelike merkez normal regle

yiizeyinin striksiyon egrisi

B.(8) =B, (8) = 14, ()1 (S) (4.87)
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dir. Burada 4, , merkez normal vektor boyunca striksiyon egrileri arasindaki uzaklik
olup (4.87) nin diferensiyellenmesi , (f, ',r,") = 0 olmasi , I, =—0k +At, ve (4.85) in
kullanilmasiyla

(u+0'T,)

H, ()= PIERpY

(4.88)

dir.

Boylece p, striksiyon egrisi lizerinde {rl,rz,rg} ortonormal sistem dogal catisi
kurulabilir. {rl 1, r3} ortonormal sistemi igin iki durum s6z konusudur. ilk olarak, T,
timelike vektor, r, ve r; spacelike vektor; daha sonra r, ve r, spacelike vektor, I3
timelike vektor olmast durumu incelenecektir.

i){rl,rz,rs} ortonormal sistemi i¢in r, timelike vektor, r, ve r; spacelike vektor

olmasi hali

Bu durumda {r, ,r,,r,} ortonormal sistem dogal gatis1 asagidaki gibi kurulabilir:

n=2, x=|r] (4.89)
K
LL=rXxn

Ayrica {r,,1,,1,} dogal catisiigin X =—f3 , L xI3=—1, x[ =1, dir.

{k,,r.t,} gelistirilmis gatis1 ile {r,,r,,r,} dogal atisin r, merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu ¢at1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agis1 ¢ olmak

uzere

{kl = sinh gr, + cosh gr, (4.90)

t, = cosh ¢r, +sinh gr,
iliskisi vardir. Matris formunda

k, 0 sinhg coshg r
=1 0 0 r, (4.91)
t 0 coshg sinhg ||,



dir. (4.91) in ters formu

r 0 1 0 k,
r,|=| —sinhg O cosh ¢ I (4.92)
I cosh ¢ 0 —sinh ¢ t,

dir. (4.89) dan r'=xr, ve (4.92) dan r, =—sinhgk 1+coshgt; olup (4.82) den

I '=—0"'k; + Aty olmasi kullanilarak

cosh ¢ = A
g, (4.93)
sinh¢g =—
K
elde edilir.
{k,,r,t,} gelistirilmis atinin Darboux vektorii
l.Jk1 = I‘l X I‘ll
= x(-0'k + 1) (4.94)
= 9 Itl - ﬂkl

olup timelike merkez normal regle ylizeyin gelistirilmis ¢atiya gore agisal hizidir.
Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii, dogal ¢ati1 cinsinden elde edilebilir:

(4.93) 1in (4.91) de yerine yazilmasiyla

I . 0 k 0 k,
nl=—|-6" 0 1 r (4.95)
nl "2 0 -0 ||t

elde edilip buradan
1 :
== (Ak - 0')
K

olup (4.94) iin kullanilmasiyla
Tpp— (4.96)

elde edilir.
Sonug 4.1.7: Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal

vektori ters dogrultudadir.
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Timelike merkez normal regle yilizeyinin striksiyon egrisinin birinci dereceden
pozisyonel varyasyonu, baslangictaki timelike regle yiizeyin striksiyon egrisinin
birinci dereceden pozisyonel varyasyonu ile ayn1 davranigi gosterecektir.

Timelike merkez normal regle yiizeyinin g, striksiyon egrisinin teZetini

hesaplayalim:

(4.87) nin diferensiyeli alinip, (4.85), (4.88), (4.95) in ters formu, 1 '=—-60"k; + At; ve
K:”I’l'” olmasi kullamilarak, {r,,r,,r;} dogal ¢atisinin hareketi boyunca striksiyon
egrisinin pozisyonel degisimi asagidaki gibidir:

B =T+ n (4.97)

elde edilir. Burada
16"+ AT, (4.98)

dir. I', ve A, fonksiyonlarina (4.86) timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik

fonksiyonlar: denir.

Bir 6nceki boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak, {r,,r,,r,} dogal ¢atisimn tiirev

formiilleri matris formunda,

g n 0 K 0 r
re A 0 T r (4.99)
r, 0 T 0 I

seklinde elde edilir. Bu ise {r,r,r,} dogal catismn birinci dereceden agisal

degisimidir. Burada x =||r, || ve 7 =(r, ,13) olup sirastyla ¢, timelike merkez normal

regle ylizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi Pr. timelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin
actyla olan iliskisini elde edelim:
(4.93) den kolayca x =6'cosechg oldugu goriiliir.

(4.92) den r, =—sinhgk +cosh gty olup tiirevi alinip, r; =coshg¢k +sinhgt; ve

T= <r2I , r3) olmasi kullanilarak 7 =—¢" elde edilir.
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Sonuc 4.1.8: Timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektdriiniin donme agisina bagl ifadeleri

Kk = 0'cosechg, T=—¢' (4.100)

seklinde yazilabilir. Ayrica bu esitliklerden goriilecegi iizere timelike merkez normal
yilizeyin burulmasi, merkez normal vektoriiniin donme agisinin agisal hizinin ters

dogrultusundadir.

{r.,r,,r;} dogal catisnin Darboux vektori,

U. =nxn'
r2 2712

= —Trl + Kr3

olup timelike merkez normal regle ylizeyinin dogal ¢atiya gore acisal hizidir.

(4.94) denklemi ile ifade edilen gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ve (4.101)
ile ifade edilen dogal catinin Darboux vektorii, sirastyla timelike regle ylizeyin ve
timelike merkez normal regle ylizeyin agisal hareketini tanimlar. Ayrica Darboux
vektorleri agisal hiz olarak diistintilebilirken, striksiyon egrisinin pozisyonel

varyasyonu lineer hiz olarak diisiiniilebilir.
4.1.2.3. i) Catilar arasindaki iliski

4.1.1.3 boliimiinde yapilan agiklamalar bu boliim igin de gegerli olup, ilk olarak robot
hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey tizerinde {O, Sn,Sb} ylizey catis1 ve
{O,A/N} arag catis1 tanimlamp, daha sonra {O, A N} arag catisiin vektdrlerinin
Minkowski uzayindaki olast durumlarina gore catilar arasindaki iliski iki alt baslik

halinde incelenecektir.

Yizeyin v=0 noktasindaki yizey catisi {O,S,S,} olup, burada O
yonlendirme vektorii spacelike, S, v=0 da ylizey normali spacelike, S, binormal
vektori timelike vektordiir. O yonlendirme vektori k; irete¢ vektorii yoniindedir.

Ayrica {O,S,S,} yiizey ¢atist igin Ox S, =S , Sy xS, =-0, Sy xO=-§, dir.

{kl, r11t1} gelistirilmis catisi izerinde robot hareketini tanimlayalim:
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@(S,V) = a(S) +Vkq(s) (4.102)

timelike regle yiizeyi igin O =k; segelim. S, = ||V —0, Sp=0xS,, olmak

||<0s x wvl
tizere bu vektorleri hesaplayalim:

(4.83) den a(s)= ﬂkl (S)+,uk (s)k,(s) nin tiirevi almp (4.85) ve k;, =6'r, esitligi
1

kullanilip gerekli hesaplamalar yapilarak

—uh — 1 0't
g, =t M1 (4.103)
2 )2
\/ﬂ —(ﬂkﬂ)
bulunur. Sy =0xS,, olmasi kullanilarak
-ty + 1y 0'1,
Sp =t a7 1 (4.104)

\/,Uz —(ﬂkﬁ')z

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey catis1 {O =k,, S, S, }dir.

Robotun izledigi yolu yani robotun ydriingesini belirleyen, {O, A N} ara¢ catisint

tanimlayalim. Burada O yonlendirme vektorii, A ilerleme vektorii, N normal vektor

olarak adlandirilir. {O, A N} arag catis1,
a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

b) O =k, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:

a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumu

Bu durumda {O, A,N} arag catisi igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

O 1 0 0 @)
Al=0 sinhy coshy S, (4.105)
N 0 coshy sinhy S,
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olup ters formu

@) 1 0 0 @)
S, [=|0 —sinhy  coshy A (4.106)
S, 0 coshy  —sinhy N

dir. Sy ile t; arasindaki ag1 o olmak iizere

O 1 0 0 k,
S, |=|0 coshe sinho I (4.207)
Sy 0 sinhc  cosho ||t

dir. (4.105) ve (4.107) den

O 1 0 0 k,
Al=|0 sinh(y + o) cosh(y + o) I (4.108)
N 0 cosh(y + o) sinh(y + o) t,

dir. Burada 2. =y + o denilirse {O, A N} arag catisi ile {kl, rl,tl} gelistirilmis catisi

arasindaki iligki

O 1 0 0 k,
Al=l0 sinh 2. cosh X, I (4.209)
N 0 cosh>  sinhX t

seklinde olup ters formuda

k1 [1 0 0 0
r|=|0 —sinhY coshy || A (4.110)
t 0 cosh X —-sinh2 || N

seklinde elde edilir.

b) O =k; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumu
Bu durumda {O, A,N} arag catisi igin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A dr.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere
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o) 1 0 0 O
A|=|0 coshy  sinhy S, (4.111)
N 0 sinhy  coshy Sy

olup ters formu
@) 1 0 0 O
S, |=|0 coshy  —sinhy A (4.112)
S, 0 —sinhy coshy || N

dir. Sy ile t; arasindaki ag1 o olmak iizere
o) 1 0 0 k,
S,|=|0 cosho sinho I (4.113)
S, 0 sinho cosho ||t

dir. (4.111) ve (4.113) den
o) 1 0 0 k,
Al=|0 cosh(y + o) sinh(y + o) r, (4.114)
N 0 sinh(y + o) cosh(y +o) ||t

olup 2 =y + o denilirse
o) 1 0 0 k,
Al=0 cosh X sinh 2. I (4.115)
N 0 sinh>  coshX t

olup ters formuda
k, 1 0 0 0]
rL|=|0 coshX —sinh X A (4.116)
t 0 —sinhX cosh > N

elde edilir.

4.1.2.4. i) Arac catimin diferensiyel hareketi

{O,A, N} ara¢ catisinin diferensiyel hareketini 4.1.1.3 de belirttigimiz a ve b

durumlari i¢in sirasiyla inceleyelim:
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a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.2) den

a(s) = B(s)+ u(s) R(s) (4.117)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa « dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) =+ y'R)r+ ut+Ak (4.118)

olur. Burada (4.79) kullamilarak & nmn {k;,r,t} gelistirilmis catisina gore birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=((T"+ u'R)sin@+AcosO)ky + ((I' + x'R)cos@—AsinO)r + uty
(4.119)
elde edilip, (4.110) un kullanilmas: ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla ¢ nin

{O, A, N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(Acos@+ (I + u'R)sin 8)O + ((—(T" + u'R) cos & + Asinh 8) sinh X+ zcosh X)) A
+(((T+ u'R)cos @ — Asin @) cosh > —usinh )N
(4.120)
seklinde elde edilir.
Arag ¢atinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek igin, (4.109) un

diferensiyeli alinip (4.82) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

g o) 0 ' 0 k,
5 A |=|-0'sinhY  coshX(A+2") sinh2(A+2") (|1 (4.121)
S
N —@'cosh>  sinh2(A+2") coshXZ(A+2) ||t
elde edilir. Burada (4.110) yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilarak {O, A N}

ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda,

g (@) 0 —@'sinh X @'cosh. ||O
o A |=|-0'sinh Y 0 A+ A (4.122)
S
N —0'coshY. A+ 0 N
seklinde elde edilir.
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Daha o6nceki durumdaki gibi benzer islemler yapilarak, {O,A, N} arac catisinin

Darboux vektorii U , olmak iizere,
Up=—(1+X)0-6 sinhSA+6 cosh=N (4.123)
e {k,n,t | gelistirilmis cat: cinsinden
Up=—(A+X)k +61 (4.124)

elde edilir. Ayrica {O,A N} arag c¢atisun U, Darboux vektorii, {k;,r,t}
gelistirilmis ¢atisinin Ukl Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:

(4.124) de (4.94) kullanilirsa

UA :Ukl_ZIkl

elde edilmis olur. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis gatiya gore agisal hareketi, 1

vektorii civarinda donmesidir.
b) O =k; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi
durumunda arag¢ catinin diferensiyel hareketi
Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.2) den
a(s) = () + 1S R(s) (4.125)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa « dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=(["+ u'R)r+ ut+ Ak (4.126)
olup burada (4.79) kullanilarak o min {k,r,t} gelistirilmis catisina gore birinci
dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(8) =T+ u'R)sin@+AcosO)ky + ((T'+ 'R)cos & —Asin Q) + uty
(4.127)

elde edilir. Burada (4.116) nin kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla «

nin {O, A N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

70



a'(s)=(Acos@+ (T + u'R)sin@)O + ((T' + u'R)cos @ — Asin @) cosh 2 —usinh X)) A
+((C+ u'R)cos @ —Asin)sinh 2.+ cosh 2)N

(4.128)

elde edilir.

Ara¢ c¢atmin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek i¢in, (4.113) iin

diferensiyeli alinip (4.82) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

@) 0 o' 0 k,
A |=|-0'coshY sinhX(1+X") coshX(A+X) || K (4.129)

BIN| [—osihs  coshs(2+X) sinhX(2+3) ||t

elde edilir. Burada (4.116) yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilarak {O, A N}

arag catisinin tiirev formiilleri matris formunda,

g 0] 0 @'cosh 2. —-@'sinh). ||O
™ A |=|-6'cosh). 0 A+ A (4.130)
N —@'sinh 2, A+ 0 N

seklinde elde edilir. Buradan {O, A,N} ara¢ catisinin birinci dereceden agisal

varyasyonunun, A Lancret egriligine ve catilar arasindaki donme acilarina bagh

oldugu goriiliir. ( & donme agisinin agisal hizina, > =y + o oldugundan y ve o
donme acilarina baglidir. )

Daha onceki boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak {O, A N} ara¢ catisinin
Darboux vektorii U 5 i¢in
Up=(1+X)0+6 sinh=A—6 cosh=N (4.131)

ve {k;, 1t} gelistirilmis gat: cinsinden

Up=(A+X)k 01 (4.132)
elde edilir. Ayrica {O,A/N} arag catismmn U, Darboux vektord, {k,r.,t}
gelistirilmis ¢atisinin Uk1 Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:
(4.124) de (4.94) kullanilirsa
Upy=-U, +2'k
A ky 1
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elde edilmis olur. Boylece ara¢ catinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal hareketi, 1

vektori civarinda donmesidir.

i) {rl,rz,r3} ortonormal sistemi icin 1, ve r, spacelike vektor, r, timelike vektor

olmasi hali

Bu durumda {r,,r,,r,} ortonormal sistem dogal ¢atis1 asagidaki gibi kurulabilir:

kl

Yy

n=5, kln] (4.139)
K

r,=nxr

Ayrica {1, 1,1} dogal gatistigin [xr =l , xR =—0, xn =1, dir.
{k,,r,t,} gelistirilmis gatist ile {r,,r,,r,} dogal catismimn I, merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu ¢at1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agis1 ¢ olmak

uzere

{kl = cosh ¢r, +sinh ¢r, (4.134)

t, =sinh ¢r, + cosh ¢r,
iliskisi vardir. Matris formunda

k, 0 sinhg coshg n
n|=1 0 0 r, (4.135)
t 0 coshg sinhg ||,

dir. (4.135) in ters formu

I, 0 1 0 k,
r, |=| cosh¢ 0 —sinh ¢ I (4.136)
r, —sinh ¢ 0 cosh ¢ t,

dir. (4.89) dan r,'=«T, ve (4.136) dan r, =cosh¢ k ;—sinhgt; olup n'=-60"k + At

olmas1 kullanilarak
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coshqﬁ:—z
K

(4.137)
. A
sinhg=——
K
elde edilir.
{k,,r.t,} gelistirilmis catinin Darboux vektorii
le1 = I‘l X I‘ll
. I’l X (—Hl kl + /ltl) (4138)
= 9 Itl - ﬁ,kl

dir. Bu da timelike regle yiizeyin {kl, rl,tl} gelistirilmis catisina gore agisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii, dogal cati cinsinden elde edilebilir:

(4.137) nin (4.136) da yerine yazilmasiyla

r . 0 k 0 K,
nl==|-6 0o 2 |r (4.139)
n| “a 0 -0 ||t

elde edilip buradan

r, =< (K, —0't,)
K

olup (4.138) in kullanilmasiyla

Uy =—«T3 (4.140)

elde edilir.

Sonug 4.1.9: Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal

vektori ters dogrultudadir.

Timelike merkez normal regle yiizeyinin /3 striksiyon egrisinin teZetini

hesaplayalim:

(4.87) nin diferensiyeli alinip, (4.85), (4.104), (4.139) un ters formu, r,'=-60"k; + Aty
ve k= ||I’l || olmas: kullantlarak {r,r,,r,} dogal catisiin hareketi boyunca striksiyon
egrisinin pozisyonel degisimi asagidaki gibidir:

73



B =T+ n (4.141)

elde edilir. Burada

Py =—m
u0'+ AT (4.142)
Ap =
! K

dir. Bu foksiyonlara (4.86) timelike merkez normal regle yiizeyinin striksiyon

egrisinin egrilik fonksiyonlar1 denir.

Daha 6nceki boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak {r1 N r3} dogal catisinin tiirev

formiilleri matris formunda,

I 0 K 0 n

d

E r2 =| — K 0 -7 I’z (4143)
I 0 -7 0 I

seklinde elde edilir. Burada x =|r || ve 7 = <I’2' , I’3> olup sirastyla ¢, timelike merkez

normal regle yilizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢, timelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin

aciyla olan iligkisini elde edelim:

(4.90) dan x =—-8'sechg elde edilir.

(4.92) den r, =—sinh gty +coshgk ; olup tiirevi alinip, ry; =cosh¢gt; —sinhgk ; ve

7= <|’2I , r3> olmasi kullanilarak 7 =¢" elde edilir.

Sonug¢ 4.1.10: Timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasiin merkez

normal vektoriiniin donme acisina bagl ifadeleri

Kk =—6'sechg, r=¢' (4.144)

seklinde yazilabilir. Ayrica bu esitlikten goriilecegi iizere merkez normal yiizeyin
burulmasi, merkez normal vektoriiniin donme acisinin agisal hiziyla aym

dogrultudadir.
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{r,r,,r;} dogal catisnin Darboux vektori,

Ur2 =I‘2><I‘2

=1, x(—xt —1F. 4.145
2 1—17l3
:Tr1+Kr3

dir. Bu da timelike regle yiizeyin {r1 1, r3} dogal catisina gore agisal hizidir.

4.1.2.3. ii) Catilar arasindaki iliski

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen ylizey lizerinde {O, S, Sb} ylzey ¢atist ve
{O,A, N} ara¢ ¢atisin1 tanimlayalim. Yiizeyin v=0 noktasindaki yiizey gatisi
{O,S,.S,} olup, burada O yodnlendirme vektorii spacelike, S,, v=0 da yiizey
normali spacelike, S, binormal vektorii timelike vektdrdiir. O yonlendirme vektori
k; trete¢ vektori yoOniindedir. Ayrica {O, Sn,Sb} yiizey ¢atis1  igin
OxS§,=S,, SyxS,=—0, S, xO=-§, dir.

{kl, rl,tl} gelistirilmis catisi lizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(S,V) = a(s) +Vki(s) (4.146)

timelike regle yiizeyi icin O =k; secelim. S, = ”(05 X(pV”
Ps x Py

lv=0, Sp=0xS, olmak

tizere bu vektorleri hesaplayalim:

(4.83) den a(s)zﬂkl(s)+,uk (s)k,(s) nin tirevi ahmp (4.85) ve k, =6t
1

esitliginin kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla

—un =y 0't
S S A (4.147)
2 )2
\/ﬂ —(ﬂkﬂ)
bulunur. S, =0xS,, olmas1 kullanilarak
—uty — 1 0'1,
5, = L A 1 (4.148)
2 )2
H —(#kﬂ)

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey ¢atis1 {O =k,,S,,S,} dir.

1 ~n?
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{O, A N} ara¢ catisin1 tanmimlayalim. Burada O ydnlendirme vektorii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir. {O, A,N} arag catisi
a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

b) O =k; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:

a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumu
Bu durumda {O, A,N} arag catis igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

@) 1 0 0 O
Al=|0 sinhy  coshy S, (4.149)
N 0 coshy sinhy Sy

olup ters formu

@) 1 0 0 @)
S, |=|0 —sinhy coshy A (4.150)
S, 0 coshy —sinhy N

dir. Sy ile t; arasindaki ag1 o olmak iizere

0 1 0 0 K,
S,|=|0 cosho sinho I (4.151)
S, 0 sinhc  cosho ||t

dir. (4.149) ve (4.151) den

@) 1 0 0 k,
Al=|0 sinh(y + o) cosh(y + o) r (4.152)
N 0 cosh(y + o) sinh(y + o) t,

dir. Burada 2 =y +o denilirse {O, A N} arag catisi ile {k,,r,,t,} gelistirilmis catisi

arasindaki iliski
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1 0 0 k,
=0 sinh 2, cosh X, I,
0 cosh>  sinhX t

=z >» O

seklinde olup ters formuda

k, 1 0 0 o

rL|=/0 —sinh X coshX A

t 0 cosh X —sinhX || N
seklinde elde edilir.

b) O =k; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumu

(4.153)

(4.154)

Bu durumda {O, A,N} arag ¢atisi igin OxA=N , AxN=-0, NxO=-A dur.

S, ile A arasindaki a¢1 y olmak tizere

1 0 0 O
=0 coshy  sinhy S
0 sinhy  coshy S,

=z > O

olup ters formu

o 1 0 0 o
S, =0 coshy  —sinhy A
Sy 0 —sinhy coshy || N

dir.

Sp ile t; arasindaki a¢1 o olmak iizere

o 1 0 0 k,
S,|=/0 cosho sinho I
Sy 0 sinho cosho ||t

dir. (4.155) ve (4.157) den

@) 1 0 0
Al=|0 cosh(y + o) sinh(y + o)
N 0 sinh(y + o) cosh(y + o)

olup X =w +o denilirse
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1 0 0 k,
=10 cosh >, sinh X I (4.159)
0 sinh2 ~ coshX t

z >» O

olup ters formuda

k, 1 0 0 O
L |=[0 coshX —sinh 2. A (4.160)
t 0 —sinh 2 cosh> || N

elde edilir.

4.1.2.4. ii) Ara¢ catimin diferensiyel hareketi

{O,A,N} arag catisinin diferensiyel hareketini 4.1.2.3 de belirttigimiz a) ve b)

durumlari i¢in sirasiyla inceleyelim:

a) O =Kk, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda arac¢ catinin diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.2) den

a(s) = B(s) + u(s)R(s) (4.161)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa o dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=([+u'R)r+ ut+ Ak (4.162)
olur. Burada (4.79) kullamilarak & nmn {k;,r,t} gelistirilmis catisina gore birinci
dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=((I'+ u'R)sin@+AcosO)ky + ((I' + #'R)cos@—Asin 9)r + 1ty
(4.163)
elde edilip, (4.154) {in kullanilmas: ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla « nin

{O, A N} arag gatisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(Acos@+ (I + u'R)sin 8)O + ((—(I' + x'R)cos @+ Asin @) sinh X+ cosh X)) A
+(((T + u'R)cos @ — Asin @) cosh X —uzsinh )N

(4.164)
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elde edilir.

Ara¢ c¢atmin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek i¢in, (4.153) iin

diferensiyeli alinip (4.82) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

O 0 o' 0 k,
5 A |=|-0'sinhY  coshX(A+X) sinhX(A+X) |1 (4.165)
° N —-@'cosh>  sinh2X(A+2") cosh2(A1+2X) ||t

elde edilir. Burada (4.154) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A, N} ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda

d @) 0 —@'sinh 2. @'cosh). || O
o A |=|-0'sinh X 0 A+ A (4.166)
s
N —@'cosh 2, A+ 0 N
seklinde elde edilir.

Daha o6nceki durumdaki gibi benzer islemler yapilarak, {O,A, N} ara¢ catisinin

Darboux vektorii U , olmak iizere,

Up=—(1+X)0+6 coshTA—6 sinh=N (4.167)
ve {k;,r,t} gelistirilmis cat: cinsinden

Up=—(A+X)k+61t (4.168)

elde edilir. Ayrica {O,A/N} arag catismin U, Darboux vektord, {k,r.,t}
gelistirilmis ¢atisinin Uk1 Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:

(4.168) de (4.138) kullanilirsa

UA:Ukl_Zlkl

elde edilmis olur. Boylece arag catinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal hareketi, 1

vektori civarinda donmesidir.
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b) O =k; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumunda arac¢ catinin diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi i¢in (4.2) den

a(s) = B(3) + u(s)R(s) (4.169)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa « dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=([+u'R)r+ ut+ Ak (4.170)
olup burada (4.79) kullanilarak & nin {k;,r,t} gelistirilmis gatisma gére birinci
dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=((I'+ u'R)sin@+AcosO)ky + ((I' + u'R)cos@—Asin 9) + 1ty
(4.171)
elde edilir. Burada (4.160) 1n kullanilmas1 ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla «

nin {O, A, N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(Acos@+ (T + u'R)sin@)O + ((T + ¢'R) cos & — Asin 8) cosh 2 —usinh X)) A
+((C+ u'R)cos@—Asin@)sinh 2+ cosh 2)N

(4.172)
elde edilir.

Arag ¢atinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek igin, (4.159) un

diferensiyeli alinip (4.82) tlirev formiillerinin kullanilmasiyla

o] o 6" 0 K,
di A |=|-0'coshX sinhX(1+X") coshX(1+X) ||n, (4.173)
SIN| [—o'sinhY  coshT(2+3)  sinE(A+E) ||t

elde edilir. Burada (4.160) in yerine yazilip gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla

{O, AN} arag gatisin tiirev formiilleri matris formunda
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d 0] 0 0'cosh . —-@'sinh). ||O
o A |=|-0'coshX 0 A+ A (4.174)
*IN| |-6'sinhy A4y 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag ¢atisinin Darboux vektorii U 5 olmak tizere
Up=(1+X)0+6 sinh=A—6 cosh=N (4.175)
ve {k;,r,t} gelistirilmis cat: cinsinden
Up=(A+X)k -6t (4.176)

elde edilir. Bu denklem (4.136) nin ters isaretlisi oldugundan {O, A N} arag catisinin
U, Darboux vektdriiniin, {k;,r,t} gelistirilmis catismin Uy Darboux vektoril

cinsinden

UA:_Uk1+2Ik1

seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece ara¢ catinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal

hareketi, r, vektori civarinda donmesidir.

2. Durum

(4.71) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa,
B (s)=a (5)-u (5)R(s)—u(s)R (s) (4.177)

olur. Burada <,B'(S),§I(S)> =0 olmasi kullanilarak

u(s)=(a (s).R (s)) (4.178)
elde edilir.
B striksiyon egrisinin teget vektdrii

B (s)=T(s)r(s)+A(s)k(s) (4.179)

dir. Burada
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seklinde tanimli olup bu fonksiyonlara (4.70) timelike regle yilizeyinin egrilik

fonksiyonlar: denir.

{r,t,k} tireteg iigliisii igin tiirev formiilleri

r=Li

R
t :%(—rﬂ/k) (4.180)
kK =Lt

R

seklinde olup burada 7/:<§',§xﬁ"> ifadesi  (4.70) yiizeyinin R dogrultman
vektoriiniin ¢izdigi egrinin geodezik egriligidir.

{r,t,k} tireteg tigliisiiniin Darboux vektorii U ; olmak iizere

1
Ur=t><t :E(—yr+k) (4.181)
dir.
Tanim 4.1.11:
1l S
F—E<a,R>—,uR
A=£<a',ﬁxﬁ'>
R
y= ﬁ',ﬁxﬁ">

ifadelerine (4.70) yiizeyinin egrilik fonksiyonlari denir.
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Ayrica (4.70) timelike regle ylizeyin Lancret egriligi,
Y ey /1— ’
A=t =t = R72/ (4.182)

4.1.2.1 Gelistirilmis ¢catinin olusturulmasi

dir.

Bu boliimde robot hareketinin yoriingesini belirleyen {r,t,k} ireteg gatist {r,k}
diizleminde & =6(s) Darboux agis1 kadar dondiiriilerek {t,,r,,k } gelistirilmis catisi

tanimlanacaktir. Ayrica bu catinin k; vektori {r,t, k} iirete¢ catisinin Darboux

vektoriine karsilik gelmektedir.

{r, t, k} treteg catisim {r, k} diizleminde &=@(s) Darboux agis1 kadar

dondurelim. Donme denklemi

r coshd 0O sinh@|r
t |=| O 1 0 ||t (4.183)
k.| [sinh@ 0 cosh@] k

dir. Bu matrisin ters formu ise

r cosh @ 0 -—sinhé ||,
t(=| O 1 0 t, (4.184)
k| [-sinh@ 0  coshé ||k

seklindedir.

p striksiyon egrisi lizerine kurulan {r,t, k} irete¢ catisi i¢in elde edilen (4.76) tiirev

formiillerinden egriligi % burulmam% dir olan bir (f,) egrisi daima bulunabilir.

(4.77), (4.183) ve U=k; olmas1 kullanilarak
cosh6?=i , sinhez—l
R R

elde edilir.
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2

olup y =—tanh@

Total ( Lancret ) egrilik tanimi geregince 4 =|t'|= ‘ =

olmasi1 kullanilirsa asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1.12: {r,t,k} iireteg iigliisiinii iizerinde bulunduran (/) striksiyon egrisinin
egriliginin Lancret egriligine bagh ifadesi

1

R = Acosh@ (4.185)
burulmasinin Lancret egriligine bagl ifadesi

%:—ﬂsinhe (4.186)

dir.

{tl, I, kl} gelistirilmis ¢atis1 regle yiizeyin egrilik teorisinde 6nemlidir. Gelistirilmis

catinin tlirev formiilleri regle ylizeyin agisal hizim1 tanimlayarak regle yiizeyin

degisiminin en basit tanimlamasini1 verir.
Simdi {tl, r, kl} gelistirilmis catisi i¢in tiirev formiillerini hesaplayalim:

(4.184) esitliklerinin diferensiyeli alinir, (4.185) ve (4.186) esitlikleri kullanilirsa

{t,,r,,k,} ortonormal sistemi igin

t, =—An,
=0k +at (4.187)
k, =0T,

tirev formiilleri elde edilir. Burada t; spacelike iirete¢ vektor, r, spacelike merkez
normal vektor, k; timelike merkez teget vektor olarak adlandirilir. Ayrica burada 6'
ve A swrastyla (4.70) timelike regle yiizeyinin egriligi ve Lancret egriligidir.

Gelistirilmis ¢atinin herbir vektorii robot hareketi boyunca bir regle yiizey

olusturur. {t,,r,k } gelistirilmis catisinda eger k; timelike merkez teget vektdriiniin

olusturdugu
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@(s,v)=a(s)+Vk,(s)
yiizeyini alirsak goriilecegi lizere burada « timelike egri oldugundan boyle bir ylizey
IR} de tamimlanamaz. Dolayisiyla 4.1.2.3 de k, in olusturacag yiizey igin robot

yoriinge yiizeyinden bahsedilemez.

{t,, 1., k, } gelistirilmis catisinda eger t, spacelike tirete¢ vektoriiniin olusturdugu

o(s,v)=a(s)+vt(s)

yiizeyini alirsak goriilecegi iizere burada « timelike egri oldugundan bu yiizey
timelike regle yilizeydir. O halde 4.1.2.3 de bahsedecegimiz robot yoriinge
yiizeyimizde timelike regle ylizey olur.

{t,,r,k,} gelistirilmis gatisinda , r, spacelike merkez normal vektériiniin olusturdugu

yiizey alinirsa bu yiizey timelike merkez normal regle ylizey olarak adlandirilir ve bu

yiizey ve Ozellikleri 4.1.2.2 de ayrica incelenecektir.

Simdi elde ettigimiz {t,r,,k } ¢atisiun t, vektoriiniin olusturdugu timelike

regle ylizeyi alalim:

p(s,\v)=a(s)+vt,(s) (4.188)
olup bu ylizeyin striksiyon egrisi

By (s)=a(s)=m, (s)t(s) (4.189)
dir. Buradan (4.189) un diferensiyeli alinarak, (4.184), t;'=-Ar; ve <ﬂtll,t1 "“=0

olmasi kullanilarak,

Asinh@—T cosh@— u'Rcosh &
Hy = 2

(4.190)

elde edilir.
(4.189) striksiyon egrisinin tegetini hesaplayalim:
(4.189) un diferensiyeli alinip, (4.75), (4.184), t ;'=—Ar; ve (4.190) in kullanilmasiyla

striksiyon egrisinin {tl, r, kl} catisina gore agisal pozisyon ve varyasyonu

B, (5)=T k+At (4.191)
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seklinde elde edilir. Burada
I, =Acosh&—-T'sinh@— 'Rsinh &
A, =p—p

dir. Nasil ki A, T"ve y baslangictaki (4.70) yiizeyini karakterize eden egrilik
fonksiyonlar1 ise ', ve A, de (4.188) timelike regle ylizeyi karakterize eden egrilik

fonksiyonlaridir.

4.1.2.2. r, merkez normal vektoriiniin olusturdugu timelike merkez normal

yiizeyi ve dogal cati
{t.,r,k,} gelistirilmis catis1 striksiyon egrisi iizerinde hareket ederken, r, merkez

normal vektdrii bir bagka regle ylizey iiretir. 3, striksiyon egrisi iizerinde merkez

normal vektoriiniin olusturdugu
@, (s,v)=p,(s)+vr(s) (4.192)

yiizeyine timelike merkez normal regle yiizey denir. Bu timelike merkez normal regle

yiizeyinin striksiyon egrisi
B, (8) = B, (8) — 4 ()1, (8) (4.193)

dir. Striksiyon egrisi, regle yiizeyin egrilik teorisinde dnemli olup regle yiizeyin

pozisyonel varyasyonunun en basit tanimlamasini verir.

Burada u, merkez normal vektor boyunca striksiyon egrileri arasindaki uzaklik olup

(4.193) in diferensiyellenmesi ,(f, ,r,") =0olmas1 , r, =6k +A4t, ve (4.190) in

kullanilmastyla
AN, -0'T,
H(8)=—5— ™ (4.194)
elde edilir.

Boylece p, striksiyon egrisi Uzerinde {rl,rz,r3} ortonormal sistem dogal catisi

kurulabilir. {r,,r,,r,} ortonormal sistemi i¢in iki durum s6z konusudur. Ilk olarak, ,
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timelike vektor, I, ve r; spacelike vektor; daha sonra 1, ve r, spacelike vektor, Iy

timelike vektor olmasi durumu incelenecektir.

i){rl,rz,ra} ortonormal sistemi i¢in r, timelike vektor, r, ve r; spacelike vektor

olmasi hali

Bu durumda {r,,r,,r,} ortonormal sistem dogal ¢atis1 asagidaki gibi kurulabilir:

k 1

rﬁj

n=5, wln] (4.195)
K

r,=r,xr

Ayrica {r,,r,,1,} dogal gatistigin X =—F3 , xR =—h, xR =", dir.

{t,,r, k,} gelistirilmis gatis1 ile {r,,r,,r,} dogal atisin r, merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu ¢at1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agist ¢ olmak

luzere

{kl = cosh gr, +sinh gr,

. (4.196)
t, =sinh ¢r, + cosh ¢r,
iliskisi vardir. Matris formunda
k, 0 coshg sinhg |1
r|=|1 0 0 r, (4.197)
t, 0 sinhg coshg || r,
dir. (4.197) nin ters formu
n 0 1 0 K,
r, |=| cosh¢ 0 —sinh¢ r (4.198)

I —sinh ¢ 0 coshg ||t

dir. (4.195) den r'=«r, ve (4.198) den r, =cosh ¢k ;—sinh¢t; olup r'=6"k + At

olmas1 kullanilarak
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0!

coshg=—
’f/i (4.199)
sinhg=——
K
elde edilir.
{t,,r,,k } gelistirilmis ¢atimin Darboux vektorii
Ut1 = rl X rll
= I’l X (9 ' kl + ﬂtl) (4200)
=60 'tl + ﬂ.kl

dir. Bu ise timelike regle yilizeyin {tl, r, k1} gelistirilmis catisina gore agisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii, dogal cati cinsinden elde edilebilir:

(4.199) un (4.198) de yerine yazilmasiyla

r . 0 K 0 k,
r, :; o' 0 A I, (4.201)
r, A 0 o' t

elde edilip buradan
1 .
I’3 = —(ﬂkl + 6?'[1)
K

olup (4.200) iin kullanilmasiyla

U (4.202)

elde edilir.

Sonuc 4.1.13: Gelistirilmis catinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal

vektorii ayn1 dogrultudadir.

Timelike merkez normal regle yiizeyinin £, striksiyon egrisinin tegetini

hesaplayalim:
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(4.193) in diferensiyeli alinip, (4.190), (4.194), (4.201) in ters formu, r;'= 0"k, + Aty
ve K=||r1'|| olmasi kullanilarak {r.,r,,r,} catisma gore merkez normal yiizeyin

striksiyon egrisinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonu,

B ==t '+AT (4.203)

dir. Ote yandan striksiyon egrisi timelike regle yiizeyin konumsal varyasyononu

tanimlamakta bilgi verir. Burada

Iy =—uy

1 1

r
! K

dir. I'; ve A, fonksiyonlar: timelike merkez normal regle yiizeyi karakterize eden

egrilik fonksiyonlaridir.

{r.,r,,r,} dogal catisinn tiirev formiillerinin matris formunda

g n 0 K 0 r
re i 0 T r, (4.205)
S
r, 0 T 0 I

seklinde oldugu kolayca hesaplanabilir. Burada x =|r || ve 7 = <r2' ,I3) olup sirastyla

@ timelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢, timelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin

aciyla olan iligkisini elde edelim:
(4.199) dan
Kk =6'sechg (4.206)
elde edilir.
(4.198) den r, =cosh gk 1—sinh ¢ t; olup tiirevi alinirsa ve r; =—sinh ¢k 1+ cosh ¢t

ve 7= <r2' , r3> olmasi kullanilarak

r=—¢’ (4.207)
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elde edilir.

Sonug¢ 4.1.14: Timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektoriiniin donme agisina bagl ifadeleri

Kk = 0'sechg, T=—¢' (4.208)

seklinde yazilabilir. Buradan goriilecegi iizere timelike merkez normal regle yiizeyin
burulmasi, merkez normal vektoriin donme agisinin agisal hizi ile ters dogrultudadir.

{r.,r,,r,} dogal catisnin Darboux vektori,

Ur2 =r2><r2'

=1, x (KT +713) (4.209)
= —Z‘I’l + Kr3

dir. Bu ise timelike regle ylizeyin {rl 1, r3} dogal ¢atisina gore agisal hizidir.

4.1.2.3. 1) Catilar arasindaki iliski

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey iizerinde {O,S,S,} yiizey catisi ve
{O,AN} arag gatisi tanimlayalim. Yiizeyin v=0 noktasindaki yiizey catisi
{O,S,.S,} olup, burada O y6nlendirme vektorii spacelike vektor, S, v=0 da yiizey
normali spacelike vektor, S, binormal vektorii timelike vektdrdiir. O yonlendirme
vektorii ty ireteg vektorii yoniindedir. Ayrica {O,S,,S,} yiizey catis1 igin

1%

OxS,=Sy,S,xSy,=-0, §,xO=-§, dir.
{tl, r, kl} gelistirilmis catis1 lizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(s,V) = a(s) + vty (s) (4.210)

timelike regle yiizeyi icin O =t; segelim. S, = M|V:0 , Sy =0xS§,, olmak tizere
s <o
bu vektorleri hesaplayalim:

(4.189) dan a(s)=p, (s)+x (s)t(s) nin tirevi almip , (4.190) , t, =—Ar

4

esitliginin kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla,
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i+ Auk
A (4.211)

\/qu ‘(’“‘n)z

elde edilir. Sy =0xS,; olmas1 kullanilarak

ik + A 1
5, = ot (4.212)

\/Ftl2 (4 )

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey catis1 {O=t,,S,S, } dir.

{O, A, N} ara¢ catisini tanimlayalim. Burada O yonlendirme vektorii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir. {O, A, N} arag catist ,
a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

b) O =t; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:

a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumu
Bu durumda {O, A,N} arag catisi igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

O 1 0 0 O
Al=|0 sinhy coshy S, (4.213)
N 0 coshy  sinhy S,

olup ters formu

@) 1 0 0 @)
S,|=|0 —sinhy  coshy A (4.214)
S, 0 coshy —sinhy N

dir.
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Sp ile k; arasindaki a¢1 o olmak iizere

o 1 0 0 t,
S,|=| 0 coshoc  sinho n (4.215)
Sy 0 sinhoc  cosho k,

dir. (4.213) ve (4.215) den

o) 1 0 0 t
Al=0 sinh(y + o) cosh(y + o) I (4.216)
N 0 cosh(y + o) sinh(y + o) K,

dir. Burada 2 =y + o denilirse {O, AN} arag catist ile {t,, 1,k } gelistirilmis atisi

arasindaki iligki

@) 1 0 0 t
Al=0 sinh X cosh 2. r (4.217)
N 0 cosh)  sinhX k,

seklinde olup ters formuda

t, 1 0 0 O
L|=0 —sinhX cosh X A (4.218)
k.| |0 cosh X —-sinhX || N

seklinde elde edilir.

b) O =t, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumu

Bu durumda {O,A, N} arag ¢atis1 icin Ox A=N , AxN=-0, NxO=-A dir.

Sn ile A arasindaki a¢1 ¥ olmak lizere

O 1 0 0
Al=|0 coshy  sinhy S, (4.219)
N 0 sinhy  coshy || S,

olup ters formu
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0] 1 0 0 0]
S, |=|0 coshy  —sinhy A (4.220)
Sy 0 —sinhy coshy || N

dir.

Sp ile k, arasindaki ag1 o olmak iizere

0 1 0 0 t
S,|=|0 coshoe sinho I (4.221)
S,| |0 sinhoc  cosho |k

dir. (4.219) ve (4.221) den

O 1 0 0 t,
Al=l0 cosh(y + o) sinh(y + o) I (4.222)
N 0 sinh(y + o) cosh(y + o) k,

olup X =y + o denilirse
@) 1 0 0 k,
Al=|0 cosh X sinh X I (4.223)
N 0 sinh>  coshX t,

elde edilip ters formuda
t 1 0 0 @)
=0 coshX —sinh X A (4.224)
k| |0  —sinhX cosh2 || N

seklinde elde edilir.

4.1.2.4. 1) Ara¢ catimin diferensiyel hareketi

{O,A, N} ara¢ catisinin diferensiyel hareketini 4.1.2.3 de belirttigimiz a) ve b)

durumlari i¢in sirasiyla inceleyelim:
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a) O =t, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.2) den

a(s) = B(s) + u(s)R(s) (4.225)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa « dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) =+ u'R)r+ ut+Ak (4.226)

olur. Burada (4.184) kullanilarak a nin {tl,rl,kl} gelistirilmis catisina gore birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=(-=(C+u'R)sinh 6+ Acosh 9)k1+((F+u'R)cosh 0—Asinh 6)r1+pt1
(4.227)

elde edilip, (4.218) in kullanilmasi1 ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla « nin

{O, A N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) = O + ((—(T' + u'R) cosh @ + Asinh @) sinh X +(—(T" + ' R) sinh & + Acosh ) cosh X)) A
+(((T + &' R) cosh @ — Asinh @) cosh > +((T" + &' R) sinh @ + A cosh 8) sinh X)) N

(4.228)

elde edilir.

Arac catinin birinci dereceden acgisal varyasyonunu belirlemek icin, (4.217) nin

diferensiyeli alinip (4.187) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

O 0 -1 0 t,
di A |=|AsinhY  coshX(6'+X") sinhX(+2) (|1, (4.229)
> N Acosh2  sinh2(6'+2") cosh2(0'+2") ||k

elde edilir. Burada (4.218) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A, N} arac catisinin tiirev formiilleri matris formunda
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d 0] 0 Asinh Y. —Acosh, (@)
o A |=| Asinh X 0 o'+ A (4.230)
S
N AcoshY o'+ 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag ¢atisinin Darboux vektorii U 5 olmak tizere

Up=—(0 +X)0—AcoshZA+ AsinhEN (4.231)

ve {t,r,k} gelistirilmis ¢atisi cinsinden

Up=—(0 +X -2k (4.232)

elde edilir. Boylece ara¢ catinin Darboux vektoriiniin Lancret egriligi ve donme

acilarma bagli oldugu goriiliir. Ayrica {O, A, N} ara¢ catisinin U , Darboux vektorii,

{tl, r, kl} gelistirilmis ¢atisinin Ut1 Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:

(4.232) de (4.200) kullanilirsa
UA = _Utl —Z'tl
elde edilmis olur. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis gatiya gore acisal hareketi, 1

vektora civarinda donmesidir.

b) O =1, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumunda arag¢ catinin diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi i¢in (4.2) den

a(s) = B(s) + u(s)R(s) (4.233)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa o dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s)=([+u'R)r+ ut+Ak (4.234)

olup burada (4.184) kullanilarak « nin {tl, rl,kl} gelistirilmis catisina gore birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
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a'(8)=((T"+ u'R)sin@+AcosO)ky + ((I'+ 1'R)cos & — Asin Q) + uty
(4.235)

elde edilir. Burada (4.224) iin kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla «

nin {O, A N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) = uO+ (((T + &' R) cosh 8 — Asinh @) cosh 2 +((I" + ' R) sinh & — A cosh 8) sinh 2))) A

+ ((=(T" + &'R) cosh 8 + Asinh 8) sinh 2 +(—(I" + ' R) sinh 8+ A cosh &) cosh 22)) N
(4.236)

elde edilir.

Arac catinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek ig¢in, (4.223) iin
diferensiyeli alinip (4.187) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla
d O 0 -1 0 t
™ A |=|AcoshY sinhX(0'+X") coshX(@'+X") || n, (4.237)
S

N Asinh2  cosh2(0'+2) sinh2(@'+2") ||k

elde edilir. Burada (4.224) in yerine yazilip gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla

{O, A/N} arag gatisin tiirev formiilleri matris formunda

g O 0 —Acosh. Asinh X (@]
™ A |=| AcoshX 0 0'+2' A (4.238)
*IN| | Asinhy 0+ 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag ¢atisinin Darboux vektorii U 4 olmak tizere
U =(0 +X)0—Asinh A+ Acosh EN (4.239)
ve {1,k } gelistirilmis ¢ati cinsinden
Up=(60 +X) + 2k (4.240)

elde edilir. Bu denklem (4.232) nin ters isaretlisi oldugundan {O, A, N} arag¢ catisinin
U, Darboux vektdriiniin, {t,r,k} gelistiriimis catisnin Uy Darboux vektorii

cinsinden

UA :Ut]_ +2't1
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seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece arag catinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal

hareketi, r; vektorii civarinda donmesidir.

i) {rl,rz,ra} ortonormal sistemi icin r; timelike vektor, r, ve r, spacelike vektor

olmasi hali

Bu durumda {r,,r,,r,} ortonormal sistem dogal gatis1 asagidaki gibi kurulabilir:

_k
rl - el
n=2 x=|r] (4.241)
K
=0 Xxr

Ayrica {r,,1,,1,} dogal catisiigin X =l , Xl =—1, xf =—r, dir.

{t,,r, k,} gelistirilmis gatis1 ile {r,,r,,r,} dogal atisin r, merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu ¢at1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agist ¢ olmak

uzere
k, = sinh ¢r, + cosh ¢r.
' o, _ 7%, (4.242)
t, = cosh ¢r, +sinh ¢r,
iliskisi vardir. Matris formunda
k, 0 sinhg cosh¢ n
rl — 1 0 0 rz (4243)
t, 0 coshg sinh ¢ I
dir. (4.243) nin ters formu
n 0 1 0 k,
r, |=|—sinh¢ 0 cosh ¢ I (4.244)
I cosh ¢ 0 —sinh ¢ t

dir.
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(4.241) den r'=kr, ve (4.244) dan r, =—sinhgk ;+coshgt; olup r'=86"k +AY

olmas1 kullanilarak

cosh¢ = £
" (4.245)
sinhg=——
K
elde edilir.
{t,, 1,k } gelistirilmis catimin Darboux vektorii
Utl = I’l X I’1'
— 1 x (0K + Aty) (4.246)
= 0 |t1 + ﬂ,kl

dir. Bu ise timelike regle ylizeyin {tl, r, kl} gelistirilmis catisina gore acisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii, dogal ¢at1 cinsinden elde edilebilir:

(4.245) in (4.244) de yerine yazilmasiyla

I 0 K 0 ||k
cl=tle o 1 | (4.247)
tl “la 0 e |t

elde edilip buradan

= 1(/1|<1 +61)
K

olup (4.246) un kullanilmasiyla
Uy =«13 (4.248)
elde edilir.

Sonug 4.1.15: Gelistirilmis catinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal

vektorii ayni1 dogrultudadir.

Timelike merkez normal regle yiizeyinin f  striksiyon egrisinin tegetini

hesaplayalim:
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(4.193) iin diferensiyeli alinip, (4.190), (4.194), (4.247) nin ters formu, r;'= 0"k + Aty
Ve K= ||I’l || olmasi kullanilarak striksiyon egrisinin hareketi boyunca {rl 1, I’3} dogal

catisina gore pozisyonel degisimi asagidaki gibidir:

B =Tn+Acr (4.249)

elde edilir. Burada

Py ==
A @'+ A (4.250)
A = 7L
=
! K

dir. T, ve A fonksiyonlara timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik

fonksiyonlar: denir.

{r.,r,,1,} dogal gatisimn tiirev formiilleri matris formunda,

r 0 K 0 r
d
o ,i=l-« 0 ~-7 r, (4.251)
S
I 0 -7 0 r

seklinde elde edilir. Burada x =|r /| ve 7 = <r2' , r3> olup sirasiyla ¢, timelike merkez

normal regle yilizeyinin egrilik ve burulmasidir.
Simdi ¢, timelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin agiyla olan
iliskisini elde edelim:
(4.245) den

k =—0'cosechg (4.252)
elde edilir.
(4.244) den r, =—sinh gk 1 +cosh ¢t olup tiirevi alinirsa ve r; =cosh ¢ k ;—sinh ¢t

ve 7= (r2' , I’3> olmasi kullanilarak

T=¢' (4.253)
elde edilir.
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Sonuc 4.1.16 : Timelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektdriiniin donme agisina bagl ifadeleri

k =—0'cosechg, T=¢' (4.254)

seklinde yazilabilir. Bu esitlikten goriilecegi tizere timelike merkez normal regle
yiizeyin burulmasi, merkez normal vektoriin donme agisinin agisal hizina esittir.

{r..r,,1r;} dogal gatisnin Darboux vektori,

U5=QXQ'
=1y x(—kf —1713) (4.255)

:Tr1+Kr3

dir. Bu ise timelike regle ylizeyin {rl 1, r3} dogal ¢atisina gore agisal hizidir.

4.1.2.3.ii ) Catilar Arasindaki iliski

Robot hareketinin yodriingesini belirleyen yiizey tizerinde {O, S, Sb} ylizey c¢atisi ve
{O,A, N} ara¢ catisin1 tanimlayalim. Yiizeyin V=0 noktasindaki yiizey catis1
{O,S,.S,} olup, burada O yodnlendirme vektorii spacelike, S,, v=0 da yiizey
normali spacelike, S, binormal vektérii timeliketir. O yonlendirme vektorii t; {ireteg
vektorii  yoniindedir. Ayrica {O,S,,S,} yiizey catisi igin OxS, =S,

1%

Sn XSb =-0, Sb x O :—Sn dir.
{t,,r,,k } gelistirilmis catis1 iizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(S,V) = a(s) + vty (s) (4.256)

timelike regle yilizeyii¢in O =1; segelim. S, = Ps ||v:0 , Sp =0 xS§,, olmak iizere

Wy
s>l
bu vektorleri hesaplayalim:

(4.189) dan «a(s)=p,

Y

esitliginin kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla,

(S)+/¢t1(s)t1(s) nin tiirevi almp (4.190) , t =-Ar
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i+ Auk
A (4.257)

\/qu ‘(’“‘n)z

bulunur. Sy =0xS,, olmas1 kullanilarak

ik + A 1
g —__ a1t M (4.258)

n \/Ftiz‘(ﬁ“tl)z

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey catis1 {O=t,,S,S, } dir.

{O, A, N} ara¢ catisini tanimlayalim. Burada O yonlendirme vektorii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir. {O, A, N} arag catist ,
a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

b) O =t; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir. Simdi sirasiyla bu durumlar1 inceleyelim:

a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumu
Bu durumda {O, A,N} arag catis1 igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

O 1 0 0 @)
Al=|0 sinhy  coshy S, (4.259)
N 0 coshy  sinhy S,

olup ters formu
@) 1 0 0 O
S,|=|0 —sinhy coshy A (4.260)
S, 0 coshy —sinhy N

dir. Sy ile ky arasindaki ag¢1 o olmak iizere
O 1 0 0 t
S, |=|0 coshoc sinho I (4.261)
S, 0 sinhc  cosho k,



dir. (4.259) ve (4.260) dan

o) 1 0 0 t
Al=|0 sinh(y + o) cosh(y + o) I (4.262)
N 0 cosh(y + o) sinh(y + o) K,

dir. Burada 2 =y + o denilirse {O, AN} arag catist ile {t,, 1,k } gelistirilmis atisi

arasindaki iligki

O 1 0 0 t
Al=0 sinh X cosh 2. r (4.263)
N| |0 cosh)  sinhX k,

seklinde olup ters formuda

t, 1 0 0 O
rL|=/0 —-sinh X cosh 2 A (4.264)
k| |0 cosh 2. —-sinh2 || N

seklinde elde edilir.

b) O =t,; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumu

Bu durumda {O, AN} arag catis1 igin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A dr.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

@) 1 0 0
Al=|0 coshy sinhy S, (4.265)
N 0 sinhy  coshy S,

olup ters formu

O 1 0 0 O
S,|=|0 coshy  —sinhy A (4.266)
S, 0  —sinhy coshy N

dir. Sy ile ky arasindaki ag¢1 o olmak iizere

102



o 1 0 0 t,
S,|=/0 cosho sinho I (4.267)
S, 0 sinho cosho K,

dir. (4.265) ve (4.267) den

O 1 0 0 t,
Al=0 cosh(y + o) sinh(y + o) I (4.268)
N 0 sinh(y + o) cosh(y + o) K,

olup X =w +odenilirse
O 1 0 0 t,
Al=0 cosh >, sinh X I (4.269)
N 0 sinh2  coshX k,

elde edilip ters formuda
t, 1 0 0 @)
L=/ 0 coshX —sinh X A (4.270)
k.| |0 —sinhX cosh || N

seklinde elde edilir.

4.1.2.4.i1) Ara¢ Catimin Diferensiyel Hareketi
{O, A, N} arag catisinin diferensiyel hareketini 4.1.2.3 de belirttigimiz a) ve b)
durumlar i¢in sirasiyla inceleyelim:
a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi
durumunda arag¢ catinin diferensiyel hareketi
Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.2) den
a(s) = A(s)+ u(s)R(s) (4.271)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa ¢ dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=([+ u'R)r+ ut+ Ak (4.272)
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olur. Burada (4.184) kullamlarak o nmn {k,r,t} gelistirilmis ¢atisa gore birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(8) = (—(T" + u#'R)sinh 8+ Acosh 8)ky + ((T" + u'R) cosh @ — Asinh O)ry + ut;

(4.273)

elde edilip, (4.264) iin kullanilmas1 ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla ¢ nin
{O, A N} arag catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(8) = O + ((—(T + u'R) cosh 8 + Asinh @) sinh >, +(—(T" + &' R) sinh @ + Acosh &) cosh X)) A
+(((T" + ' R) cosh @ — Asinh @) cosh 2. +((I" + &' R) sinh & + A cosh 8) sinh 2)) N
(4.274)

elde edilir.

Arac catinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek igin, (4.263) in

diferensiyeli alinip (4.187) tiirev formiillerinin kullanilmastyla

O 0 -1 0 t,
A |=|AsinhY  cosh2(0'+X") sinhX(8'+2) g (4.275)
N Acosh),  sinh2(0'+X") coshX(0'+X") k,

d
ds

—_

elde edilir. Burada (4.264) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A/N} arag gatisin tiirev formiilleri matris formunda

g @] 0 Asinh . —Acosh), @)
%o| A |=| Asinnz 0 0'+3 A (4.276)
*IN| | Acoshy 043" 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag ¢atisinin Darboux vektorii U 4 olmak tizere
Up=—(0 +X)0—AcoshZA+ Asinh EN (4.277)
ve {k,r,t} gelistirilmis gatis1 cinsinden
Up=—(0 +X4 — 2k (4.278)

elde edilir. Ayrica {O,A/N} ara¢ c¢atismin U, Darboux vektord, {t,nr,k}

gelistirilmis catisinin Ut1 Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:
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(4.278) de (4.246) kullanilirsa

UA :_Ut]_ —E'tl

elde edilmis olur. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis catiya gére agisal hareketi, 1

vektoru civarinda donmesidir.

b) O =t,; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumunda arac¢ catinin diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.2) den

a(s) = B(s)+ u(s) R(s) (4.279)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.75) kullanilirsa & dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=([+u'R)r+ ut+ Ak (4.280)
olup burada (4.184) kullanilarak & nin {k,r,t} gelistirilmis catisina gore birinci
dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=((T"+ u'R)sin@+AcosO)ky + ((I' + 1'R)cos&—Asin Q) + uty

(4.281)

elde edilir. Burada (4.270) in kullanilmasi1 ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla «

nin {O, A N} arac catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) = uO + (((T + u'R) cosh @ — Asinh @) cosh 2. +((I" + ¢'R) sinh @ — Acosh 8) sinh X)) A
+ ((—(T" + u'R) cosh @+ Asinh 8) sinh > +(—(I" + ' R) sinh 8 + Acosh &) cosh X)) N

(4.282)
elde edilir.

Arag¢ catinin birinci dereceden agisal varyasyonunu belirlemek i¢in, (4.269) un

diferensiyeli alinip (4.187) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla
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o]l [0 ) 0 t
di A |=|AcoshY. sinhX2(0'+2") cosh2(6'+2") I, (4.283)
*IN| [2sinhY  coshZ(0'+3) sinh2(0'+3) |k,

elde edilir. Burada (4.270) in yerine yazilip gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla

{O, A, N} ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda

O 0 —Acosh). Asinh ) (@]
™ A |=|Acoshy 0 0'+Y A (4.284)
S

N Asinh). o'+ 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag catisinin Darboux vektorii U , olmak tizere
U =(0 +X)0—Asinh LA+ Acosh EN (4.285)
ve {t,r,k} gelistirilmis catis1 cinsinden
Up=(0 +X0t + Ak, (4.286)

elde edilir. Bu denklem (4.278) in ters isaretlisi oldugundan {O, A N} arag¢ catisinin

U  Darboux vektérii, {t,,r,,k } gelistirilmis ¢atisinin Uy Darboux vektorii cinsinden
Up=U; +2°t
A=Y 1

seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis ¢atiya gore acgisal

hareketi, r, vektori civarinda donmesidir.
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Sekil 4.5. Catilar arasindaki iliski.

4.2 Spacelike Regle Yiizey Icin Gelistirilmis Robot U¢ Hareketi

Bu bolim {r, t, k} iirete¢ catisinin vektorlerinin Minkowski uzayindaki durumlarina
gore iki alt boliimden olusmaktadir. Bu alt boliimlerde spacelike dogrultmanli
spacelike regle ylizeyin gelistirilmis catisi, dogal catisi, yiizey ¢atis1 ve arag ¢atisi
tanimlanarak, spacelike regle yiizeyi karakterize eden egrilik fonksiyonlar1 ve
Darboux vektorleri elde edilerek bu Darboux vektorleri arasindaki iliskiler verilmistir.
Daha sonra spacelike regle yiizeyin dayanak egrisinin gelistirilmis ¢atisi ile yiizeyin
ara¢ catis1 arasindaki bagmntilar elde edilerek robot u¢ hareketi ve diferensiyel
ozellikleri incelenmistir. Ayrica robotun yoriingesini belirleyen ara¢ catinin tiirev

formiillerinin spacelike regle yiizeyin Lancret egriligine, tanimladigimiz gelistirilmis
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catinin Darboux acisinin agisal hizina ve robot harekinde gerekli olan dort tane

referans catilarin donme agilarina bagli oldugu goriilmiistiir.

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen spacelike regle yiizey i¢in bir

parametrizasyon,

X (s,v)=a(s)+VR(s) (4.287)

seklinde yazilabilir. Burada & () regle yiizeyin dayanak egrisi olup spacelike bir egri,

R (s) dogrultman vektorii spaceliketir ve ayrica <§ : §> =1 dir.
X (S, V) =a (S) +VR (S) spacelike regle ylizeyinin striksiyon egrisi ,B(S) olmak tizere

B(s)=a(s)-u(s)R(s) (4.288)

dir. Burada g reel degiskenli parametre olup striksiyon egrisinden dayanak egrisine
olan uzakliktir.
f striksiyon egrisi tizerinde {r,t,k} ortonormal sistemi asagidaki gibi iki sekilde

tanimlanabilir:

1. Durum: r iirete¢ vektorii spacelike, t merkez normal vektorii spacelike ve k

merkez teget vektorii timelike olabilir. Bu sisteme ise iirete¢ iicliisii denir. Bu

durumda {r,t,k} iireteg catisi

R =
S
t=R
k=rxt
seklinde  tamimlanabilir . Ayrica  {r,t,k}  ortonormal sistemi igin,

rxt=k,txk=-r, kxr=-t dir.

108



2. Durum: r iirete¢ vektorii spacelike, t merkez normal vektorii timelike ve k
merkez teget vektorii spacelike olabilir. Bu sisteme iiretec iigliisii denir. Bu durumda

{r,t,k} tireteg catist

R =
=z R[]
t=R
k=txr
seklinde  tamimlanabilir . Ayrica  {r,t,k}  ortonormal sistemi igin,

rxt=—k ,txk=-r, kxr=t dir.

Simdi sirasiyla bu durumlart inceleyelim:

4.2.1. Durum: r iiretec vektorii spacelike, t merkez normal vektorii spacelike ve
k merkez teget vektorii timelike olmasi durumunda spacelike regle yiizeyin

gelistirilmis robot u¢ hareketi

(4.288) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa,
B (s)=c (s)-u (s)R(s)-u(5)R (5) (4.289)
olur. Burada <,B'(S),§I(s)> =0 olmasi kullanilarak

u(s)=(a (s).R (s)) (4.290)

elde edilir.

p striksiyon egrisi iizerinde {r,t,k} ortonormal sistemi

R _
=¢ - R

-R (4.291)
r

seklinde tanimlanabilir.

p striksiyon egrisinin teget vektorii 4.1. bolimdeki gibi benzer islemler yapilarak
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B(s)=T(s)r(s)+A(s)k(s) (4.292)
seklinde elde edilir. Bu ise striksiyon egrisinin {ireteg iicliisiine gore birinci dereceden
pozisyonel varyasyonudur. Burada

r=={a,R)-uR

A=£<a-,EXR>
R

seklinde tanimli olup bu fonksiyonlara (4.287) spacelike regle yiizeyinin egrilik

fonksiyonlar: denir.

{r, t, k} tireteg tgliisii i¢in tiirev formiilleri

Y

R
¢ :%(—rﬂ/k) (4.293)
kK =Lt

R

seklinde olup burada y= <§,§x§> ifadesi (4.287) spacelike regle yiizeyinin R
dogrultman vektoriiniin ¢izdigi egrinin geodezik egriligidir.

{r, t, k} iirete¢ ticliistiniin Darboux vektori U ; olmak tlizere

1
U =txt :E(—}/r+k) (4.294)
dir.
Tanim 4.2.1;
1l sy
F—E<a,R>—yR
A=£<a',§'xﬁ>
R
y:<ﬁ",§'x§>

ifadelerine (4.287) yiizeyinin egrilik fonksiyonlar: denir.
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Ayrica (4.287) spacelike regle yiizeyin Lancret egriligi,
1_ 2
A=t =t = / R72/ (4.295)

4.2.1.1 Gelistirilmis catinin olusturulmasi

dir.

Bu boliimde robot hareketinin yoriingesini belirleyen {I‘,t,k} lirete¢ catist {r,k}
diizleminde & =0(s) Darboux agis1 kadar dondiiriilerek {t,, 1,k } gelistirilmis gatisi
tanimlanacaktir. Ayrica bu catinin k; vektorii {r,t, k} iirete¢ catisinin Darboux
vektoriine karsilik gelmektedir.

{r, t, k} iirete¢ catisin1 {r, k} diizleminde 4926?(8) Darboux agis1 kadar

dondirelim:

e
v

0

=1

1

Sekil 4.6. Gelistirilmis catinin elde edilisi

Donme denklemi

r coshd 0O sinh@|r
t |=| 0 1 0 t (4.296)
k,| [sinh@ 0 coshé ||k

dir. Buradan ters formu

r cosh @ 0 -—sinhé@ |,
ti=l0 1 0 t (4.297)
k —sinhd 0  coshé ||k,

yazilir.
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[ striksiyon egrisi lizerine kurulan {r,t, k} tireteg catisi i¢in elde edilen (4.293) tiirev

formiillerinden egriligi %, burulmasi % olan bir (f,) egrisi daima bulunabilir.

(4.294), (4.296) ve U =k, olmas1 kullanilarak
r

coshé?zl , sinhg=-L
R R
elde edilir.
o .. : 1-y?
Total (Lancret) egrilik tanim1 geregince A = Ht H = n2 olup y =—tanh @ olmasi
2 1
kullanilirsa R® = ————— dur.
A cosh” @

Buradan asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.2.2: {r,t,k} iireteg ii¢liisiinii iizerinde bulunduran (/) striksiyon egrisinin,

egriliginin Lancret egriligine bagli ifadesi

1

R Acoshé (4.298)
burulmasinin Lancret egriligine bagli ifadesi

% =—Jsinh @ (4.299)

dir.
Simdi {t1, . kl} gelistirilmis catisi icin tiirev formiillerini hesaplayalim:
(4.296) esitliklerinin diferensiyeli alinir, (4.298) ve (4.299) esitlikleri kullanilirsa

{t,,r,,k,} ortonormal sistemi igin

t =—An
=0k, + At (4.300)
k=0,

tirev formiilleri elde edilir. Burada t, spacelike iireteg¢ vektor, r, spacelike merkez
normal vektor, k; timelike merkez teget vektor olarak adlandirilir. Ayrica burada €'

ve A sirasiyla (4.287) spacelike regle ylizeyinin egriligi ve Lancret egriligidir.
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Gelistirilmis c¢atinin herbir vektorii robot hareketi boyunca regle yiizey

olusturur. {ti, I, kl} gelistirilmis catisinda eger k; timelike vektoriiniin olusturdugu

p(s.v)=a(s)+Vk (s)
ylizeyini alirsak goriilecegi ilizere burada « spacelike egri oldugundan bu yiizey
timelike regle yilizeydir. Ancak O=k; in olusturdugu yiizeyi robot ydriinge yiizeyi
olarak alamayiz. Ciinkii O=Kk,; timelike vektor ,S, spacelike regle yiizeyin normal
vektorii olup timelike vektér oldugundan bu durumda 4.2.1.3 de bahsedecegimiz

{0,S,.S,} yiizey ¢atis1 IR} de tanimlanamaz.

{t,n,k} gelistirilmis ¢atisinda eger t, spacelike vektoriiniin olusturdugu

o(s.v)=a(s)+vt(s)

yiizeyini alirsak goriilecegi lizere burada a spacelike egri oldugundan bu ylizey
spacelike regle ylizeydir. O halde 4.2.1.3 de bahsedecegimiz robot yoriinge

yiizeyimizde spacelike regle yiizey olur.

{tl, r, k1} gelistirilmis ¢atisinda , 1, spacelike vektoriiniin olusturdugu yiizey alinirsa

bu yiizey spacelike merkez normal regle yiizey olarak adlandirilir ve bu yiizey ve

ozellikleri 4.1.2.2 de ayrica incelenecektir.
Simdi elde ettigimiz {t,r,k} catisinin t, vektdriiniin olusturdugu yiizeyi

alalim:
o(s,v)=a(s)+v(s)
olup bu spacelike regle yiizeyin striksiyon egrisi

B, (s)=a(s)—m (s)t(s) (4.301)

dir. Buradan diferensiyel alinarak, (4.297), t'=-Ar; ve (,Bti',tl'>=Oolma51
kullanilarak,

_ T'cosh&—Asinh@+ p'Rcosh @
p =~ 2 (4.302)

elde edilir. Burada I"ve A, Tanim 4.2.1 de ifade edilen spacelike regle yiizeyin egrilik

fonksiyonlaridir.

113



(4.301) striksiyon egrisinin tegetini hesaplayalim:
(4.301) in diferensiyeli almip, (4.292), (4.297) , t'=-A4Ar; ve (4.302) nin

kullanilmasiyla striksiyon egrisinin hareketi boyunca {tl, I, kl} gelistirilmis catisina
gore pozisyonel degisimi

B, (8)=T k +At, (4.303)
dir. Burada

I, =Acosh&-T'sinh@— u'Rsinh @

{Aﬁ =H M

olup t irete¢ vektoriinin olusturdugu yiizeyi karakterize eden egrilik

fonksiyonlaridir.

4.2.1.2 r, merkez normal vektoriiniin olusturdugu spacelike merkez normal
yiizeyi ve dogal cati

<{ti,rl,kl} gelistirilmis catis1 striksiyon egrisi iizerinde hareket ederken r, merkez

normal vektorii bir bagka regle ylizey iiretir. ﬁﬁ striksiyon egrisi lizerinde merkez

normal vektoriiniin olusturdugu

P, (s,v)= B, (s)+vr(s) (4.304)
yiizeyine spacelike merkez normal regle yilizey denir. Bu spacelike merkez normal
regle ylizeyinin striksiyon egrisi

B, (8) =3, (8) — 14, ()1 (S) (4.305)
dir. Burada x, merkez normal vektorii boyunca striksiyon egrileri arasindaki uzaklik
olup (4.309) in diferensiyellenmesi , striksiyon egrisi tanimindan (4, ', 1, ) = 0 olmasi
, I, =0k, + At ve (4.303) iin kullanilmasiyla

A, -0'T,

T (4.306)

#, (8) =

elde edilir.
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Boylece S, striksiyon egrisi tizerinde {rl,rz,rS} ortonormal sistem dogal ¢atisi
kurulabilir. {r,,r,,r,} ortonormal sistemi i¢in iki durum s6z konusudur. ilk olarak, ,
timelike vektor, I, ve r3 spacelike vektor; daha sonra 1, ve r, spacelike vektor, Iy
timelike vektor olmasi durumu incelenecektir.

i){rl,rz,rs} ortonormal sistemi i¢in r, timelike vektor, r, ve r; spacelike vektor

olmasi hali

Bu durumda {r,,r,,r,} ortonormal sistem dogal gatis1 asagidaki gibi kurulabilir:

__ v

rl— 7

=" = (4.307)
K

r,="r,xr,

Ayrica {r,1,,1,} dogal catisiigin [ xr =—F3 , L xIg=—1, X[ =1, dir.

{tl, rl,k1} gelistirilmis catisi ile {rl,rz, I’3} dogal catisinin I, merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu cat1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agis1 ¢ olmak

uzere
k, = cosh ¢r, +sinh ¢r.
1= e o1y (4.308)
t, =sinh ¢r, + cosh ¢r,

iliskisi vardir. Matris formunda
t 0 sinhg cosh¢ r
n =1 0 0 r, (4.309)
k.| |0 coshg  sinhg I

dir. Bu matrisin ters formu
r 0 1 0 t
r, |=| —sinh¢ 0 cosh ¢ I (4.310)
I, cosh ¢ 0 —sinh ¢ K,

dir.
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(4.307) den nr'=xr, ve (4.310) dan r, =—sinhgt,+coshgk, olup r'=6"k +AY

olmas1 kullanilarak

cosh¢ = v
K
i (4.311)
sinhg =——
K
elde edilir.
{tl, I, kl} gelistirilmis ¢catinin Darboux vektorii
Ut1 = rl X rll
= I’l X (g'kl + /ltl) (4312)
=60 'tl + ﬂ,kl

olup spacelike regle yiizeyin {ti, . kl} gelistirilmis catisina gore agisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii dogal cati cinsinden elde edilebilir:

(4.311) in (4.310) da yerine yazilmasiyla

r . 0 «x 0 ||t
r, = A 0 ' ||n (4.313)
r, ' 0 A k,

elde edilip buradan
1 .
I’3 = —(/Ikl + Qtl)
K

olup (4.312) nin kullanilmasiyla
Uy =&13 (4.314)

elde edilir.
Sonu¢ 4.2.3 : Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektdrii (yani spacelike regle yiizeyin
acisal hiz1) ile dogal ¢atinin binormal vektorii ayni dogrultudadir.

Spacelike merkez normal regle yiizeyin striksiyon egrisinin birinci dereceden
pozisyonel vayasyonu, baslangictaki spacelike regle yiizeyin striksiyon egrisinin

birinci dereceden pozisyonel varyasyonu ile ayni davranisi gosterecektir. Simdi
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spacelike merkez normal regle yiizeyinin B, striksiyon egrisinin tegetini
hesaplayalim:

(4.305) den tiirev alinip, (4.306), (4.310) un ters formu ve x = |1, | olmas1 kullanilarak
striksiyon egrisinin hareketi boyunca {r1 ,I,,T,} dogal catisma gore pozisyonel
degisimi asagidaki gibidir:

ﬂrl =—,ur1 'I’1+Arll’3 (4315)
dir. Burada

AO™- ATy

K

(4.316)

n

dir. ,url' ve A fonksiyonlar1 spacelike merkez normal regle ylizeyinin egrilik

foksiyonlar1 olup Tanim 4.2.1 de ifade edilen T ve A fonksiyonlariyla ayni rolii

oynar.

4.1. bolimdeki gibi benzer islemler yapilarak {r,r,,r,} dogal catisinn tiirev

formiilleri matris formunda,

d n 0 k O r
o =« 0 T r, (4.317)
I 0 T I

seklinde elde edilir. Burada K=||r1'|| ve r:<r2',l’3> olup sirasiyla ¢y spacelike

merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢, spacelike merkez normal regle ylizeyinin egrilik ve burulmasinin agiyla olan
iliskisini elde edelim:
(4.311) den x =6'sech¢ dir. (4.310) dan r, =—sinh ¢t 1 +cosh ¢k olup tiirevi alinip

T= <I‘2I : r3) olmasi kullanilip gerekli hesaplamalar yapilirsa 7 =—¢"' elde edilir.

Sonug 4.2.4 : Spacelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektdriiniin donme agisina bagl ifadeleri

Kk =86'sechg, T=—¢' (4.318)
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seklinde yazilabilir. Buradan goriilecegi iizere spacelike merkez normal regle yiizeyin

burulmasi, merkez normal vektoriiniin acisal hiziyla ters dogrultudadir.

{rl 0, I’3} dogal catisinin Darboux vektorti,

U r2 =Ih X0 '
=1, x (k1 +713) (4.319)
= —Trl + Kr3
dir. Bu ise spacelike merkez normal regle ylizeyinin {rl N I’3} dogal catisina gore

acisal hizidir.

(4.312) denklemi ile ifade edilen gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ve (4.319) ile
ifade edilen dogal ¢atinin Darboux vektori, sirasiyla spacelike regle yiizeyin ve
spacelike merkez normal regle ylizeyin agisal hareketini tanimlar.

(4.319) da (4.314) kullanilirsa spacelike merkez normal regle yiizeyinin agisal hizi ile

spacelike regle yiizeyin ac¢isal hiz1 arasinda
U r, =-U k1 — Trl

iligkisi vardir. Boylece dogal catinin gelistirilmis ¢atiya gore agisal hareketi, I,

vektoru civarinda donmesidir.

4.2.1.3. 1) Catilar arasindaki iliski

Bilindigi lizere bir robot hareketi merkez (orjin) noktasinda tanimli dort tane gati ve
bir donme acisiyla belirlidir. Bu dort ¢at1 sirasiyla gelistirilmis ¢ati, dogal cati, yilizey
catis1 ve arac cat1 olup ilk iki cat1 4.2.1.1 ve 4.2.1.2 boliimlerinde ifade edildi. Bu

bolimde ilk olarak robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey iizerinde

{O, S, Sb} yiizey catisi ve {O, A, N} arag catis1 tanimlandi. Daha sonra da robotun
yorlingesini yani izledigi yolu belirleyen {O,A, N} ara¢ catistnin Minkowski

uzayindaki olas1 durumlarina gore ¢atilar arasindaki iliskiler , iki alt baslik seklinde

incelendi.

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey iizerinde {O,S,,S,} yiizey
catis1 ve {O, AN } arag catisi tanimlayalim. Yiizeyin V=0 noktasindaki ylizey ¢atisi

{0,S,.S,} olup, burada O yénlendirme vektdrii spacelike vektor, S,, v=0 da yiizey
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normali timelike vektdr, S, binormal vektorii spacelike vektordiir. Ayrica {O, SN
ylzey gatist i¢in OxS, =-S5, ,S,, xSy =-0,S,x0 =S, dir.

Daha onceki boliimlerde de ifade ettigimiz iizere gelistirilmis ¢atinin herbir vektorii

robot hareketi boyunca bir regle yiizey olusturur. Bu ylizden bu kisimda O
yonlendirme vektdriinii t; iireteg vektorii yoniinde segerek {t,,r,,k, } gelistirilmis ¢atisi
tizerinde robot hareketini tanimlayalim:

{t,,r.,k} gelistirilmis ¢atis1 iizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(S,V) = a(s) + vty (s) (4.320)

spacelike regle yiizeyi icin O=t; segelim. S, = ”ZS ignhzo , Sp =S, x0 olmak
S

tizere bu vektorleri hesaplayalim:

(4.301) den 05(5:):,8‘1 (S)+,utl (s)t,(s) nin tiirevi almip (4.303) iin ve t, =—Ar,

esitliginin kullanilmas1 ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla,

Ly — Ak
" 12 an! 2 (4.321)
VTP - ()
Sy =S, xO olmasi kullanilarak
i kg — Ay 1y
Gy (4.322)

b =
2 2
Y- ()
olup bdylece yiizeyin v=0 daki yiizey ¢atis1 {O=t,,S,, S, } dir.
{O, A, N} ara¢ catisin1 tamimlayalim. Burada O yonlendirme vektorii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir. {O, A, N} arag catisi ,
a) O =t spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

b) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirastyla bu durumlari inceleyelim:
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a) O =t; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmas1 durumu

Bu durumda {O, A,N} arag catis1 igin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A dr.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

@) 1 0 0 o)
Al=|0 sinhy  coshy S, (4.323)
N 0 coshy  sinhy S,

olup ters formu

O 1 0 0 O
S, |=|0 —sinhy  coshy A (4.324)
S, 0 coshy  —sinhy N

dir. Sy ile ky arasindaki a¢1 o olmak lizere

o 1 0 0 t,
S,|=|0 sinhoc  cosho L (4.325)
S, 0 cosho  sinho k,

dir. (4.323) ve (4.325) den

@) 1 0 0 t,
Al=l 0 cosh(y + o) sinh(y + o) I (4.326)
N 0 sinh(y + o) cosh(y + o) k,

olup X =w+o denilirse {O,A,N} arag catisi ile {tl,l’l,kl} gelistirilmis ¢atisi

arasindaki iligki

0 1 0 0 t,
Al=|0 coshY sinhX I, (4.327)
N 0 sinhX coshX ||k

seklinde olup ters formuda

o

t 1 0 0
rL|=(0 cosh > —sinh 2.
k| |0 —sinhX cosh 2 N

>

(4.328)

seklinde elde edilir.
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b) O =t,; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi durumu

Bu durumda {O, A,N} arag catisi igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

1 0 0
=0 coshy  sinhy
0

=z >» O
w O

sinhy  coshy S,

olup ters formu

@) 1 0 0 @)
S,|=|0 coshy  —sinhy A
S, 0 —sinhy  coshy N

dir. Sy ile ky arasindaki a¢1 o olmak iizere

O 1 0 0 t,
S,|=|0 sinhoc  cosho n
S, 0 cosho  sinho k,

dir. (4.329) ve (4.331) den

1 0 0 t
-l 0 sinh(y +o)  cosh(y +o) |1,
0

=z >» O

cosh(w +o)  sinh(y +0o) k,
olup X =w +odenilirse

1 0 0 t,
=0 sinh 2. coshX || r
0 cosh 2 sinh2 || k

Zz >» O

dir. Bu matrisin ters formuda

t, 1 0 0 O
L{=/0 —sinhX cosh X A
k.| |0 cosh X —sinh 2. N

seklindedir.
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4.2.1.4. 1) Ara¢ Catimin Diferensiyel Hareketi

Birinci boliimde belirttigimiz gibi robot u¢ hareketi, robot yoriinge olarak ifade edilir.
Robot yoriinge, merkez noktasinin lineer hareketi ve ara¢ catisinin hareketi ile
tanimlanir. Bu boliimde, merkez noktasinin ve arag¢ catisinin diferensiyel 6zellikleri;
verilen spacelike regle yiizeyin egrilik teorisi ve 4.2.1.3. boliimdeki dort ¢at1 arasindaki
iligkiler kullanilarak incelenmistir. Ayrica robotun ydriingesini belirleyen ara¢ ¢atinin
tiirev formiillerinin, verilen spacelike regle yiizeyin Lancret egriligine ve robotun
tanimlanmasi i¢in gerekli olan dort tane referans ¢atinin donme agilarina bagl oldugu
gorilmistir.

Simdi {O, A N} arag catisinin diferensiyel hareketini 4.2.1.3 de belirttigimiz

a) ve b) durumlari i¢in sirasiyla inceleyelim:
a) O =t; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen o egrisi igin (4.288) den

a(s) = () + u(s) R(s) (4.335)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.292) kullanilirsa « dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) =0+ u'R)r+ ut+ Ak (4.336)

dir. Burada (4.297) kullanilarak (4.336) nin {ti, n, kl} gelistirilmis ¢atisina gore birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) = (' + ¢'R)(cosh @r; —sinh 6k; ) + wt; + A(—sinh 8, + cosh 6k;)

(4.337)

seklinde elde edilir. Burada (4.328) in kullanilmasi ve gerkli diizenlemelerin

yapilmasiyla o dayanak egrisinin {O, A, N} ara¢ catisina gore birinci dereceden
pozisyonel varyasyonu

a'(s) = uO + (((T + &' R) cosh @ — Asinh 8) cosh 2 +(—(I" + x'R) sinh & + Acosh &) sinh 2) A
+(((T" + &' R) cosh & — Asinh @) sinh X +(—(I" + ' R) sinh 8 + Acosh ) cosh 2)N

(4.338)
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seklindedir.
Arag ¢atinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek i¢in, (4.327) nin

diferensiyeli alinip (4.300) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

0] 0 -1 0 t
a A |=| AcoshX sinh2(@0'+2") coshX(@'+2) || (4.339)
° N Asinh X2 cosh2(@'+2") sinh2X(@'+2") ||k

elde edilir. Burada (4.328) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A, N} ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda

g (0] 0 —AcoshY AsinhY. (@)
o A |=| Acosh X 0 o'+ A (4.340)
> N Asinh Y '+>' 0 N

seklinde elde edilir. Buradan {O, A,N} ara¢ catisinin birinci dereceden agisal

varyasyonunun, A Lancret egriligine ve catilar arasindaki donme agilarina baglh

oldugu goriliir. Ayrica {O, A, N} arag¢ ¢atisinin Darboux vektorii U 5 olmak iizere,

4.1. boliimdeki gibi benzer iglemler yapilarak

Up=(0'+2)0-AsinhZA+ AcoshEN (4.341)
ve {t,r,k } gelistirilmis cati cinsinden

Up=(0"+2"t + Ak (4.342)

elde edilir. Ayrica {O,AN} ara¢ catismn U, Darboux vektdrii, {t,nr Kk}
gelistirilmis ¢atisinin Ut1 Darboux vektorii cinsinden elde edilebilir:

(4.342) de (4.312) kullanilirsa

UA :Ut1+2't1

elde edilmis olur. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis catiya gére agisal hareketi, 1

vektoru civarinda donmesidir.
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b) O =t,; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen o egrisi i¢in (4.288) den

a(s) = B(s)+ u(s)R(s) (4.343)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.292) kullanilirsa @ dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(["+ u'R)r+ ut+ Ak (4.344)

olup burada (4.297) kullanilarak & dayanak egrisinin {t,, 1,k } gelistirilmis ¢atisina

gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(3) = ((I" + u'R)(cosh @, —sinh 6k;) + wt; + A(—sinh 8r; + cosh 6k;)

(4.345)
elde edilir. Burada (4.334) iin kullanilmasiyla « dayanak egrisinin {O, A,N} arag

catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) = O+ (—(T + 'R)sinh(X—0) + Acosh(X+0)) A+ (I + ¢'R) cosh(X+60) — Asinh(>-+0))N
(4.346)

elde edilir.
Arag catinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek igin (4.333) iin

diferensiyeli alinip , (4.300) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

@) 0 -1 0 t,
A |=| AsinhYX cosh2(8'+X") sinh2(@'+2) || (4.347)

ds N Acosh), sinh2(0'+X") cosh2(6'+2") || k;

elde edilir. Burada (4.334) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, AN} arag gatisin tiirev formiilleri matris formunda

d 0] 0 Asinh, —AcoshY. 0
5| A|=|4sinhz 0 0'+Y A (4.348)
IN| [Acoshy o0+ 0 N
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seklinde elde edilir. Ayrica {O, A, N} arag catisinin Darboux vektori U, olmak

uzere

Up=—(0'+2")0—-AcoshZA+ Asinh =N (4.349)
ve {1,k } gelistirilmis ¢at1 cinsinden
Up=—(0+2" -1k (4.350)

elde edilir. Bu denklem (4.342) nin ters isaretlisi oldugundan {O, A,N} arag catisinin

U, Darboux vektoriiniin, {tl,l’l,kl} gelistirilmis catisinin Ut1 Darboux vektori

cinsinden
Uy=-U, X't
A ty 1

seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece arag catinin gelistirilmis gatiya gore agisal

hareketi, r; vektorii civarinda donmesidir.

i) {rl ,rz,rs} ortonormal sistemi i¢in r; ve r, spacelike vektor, r, timelike

vektor olmasi hali

Bu durumda {r, ,r,,r,} ortonormal sistem dogal gatis1 asagidaki gibi kurulabilir:

y

G:—j

n=5, wln] (4.351)
K

;=1 X,

Ayrica {r,,r,,1,} dogal gatistigin X =13, xR =—h, xH=—F, dir
{tl, r, k1} gelistirilmis catisi ile {rl 1, r3} dogal catisinin r; merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu ¢at1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agist ¢ olmak

luzere

{tl = cosh g, +sinh gr, (4.352)

k, =sinh ¢r, + cosh ¢r,

iliskisi vardir. Matris formunda
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t 0 coshg sinhg || K
n|=1 0 0 r, (4.353)
k. | [0 sinhg coshg |,

dir. Bu matrisin ters formu

I 0 1 0 t;
r, |=| cosh¢ 0 —sinh ¢ I (4.354)
I -sinhg 0 cosh ¢ k,

dir.
(4.351) den n'=«r, ve (4.354) den r, =—sinhgk ;+cosh¢ t; olup r'=6"k + 1Y

olmasi kullanilarak

cosh ¢ = 4
"9, (4.355)
sinhg=——
K
elde edilir.

{tl, I, kl} gelistirilmis catinin Darboux vektori

Ut]_ = rl X rll
= 0 |t1 + ikl
olup spacelike regle ylizeyin {ti, n, kl} gelistirilmis catisina gore acisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii, dogal ¢ati cinsinden elde edilebilir:

(4.355) in (4.354) de yerine yazilmasiyla

r . 0 k 0 t

rl=— 4 0 ' ||l (4.357)
K

I, o' 0o 1 k,

elde edilip buradan

I’3 = 1 (ikl + Qltl)
K

olup (4.356) nin kullanilmasiyla
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Uy =x7y (4.358)

elde edilir.

Sonug 4.2.5: Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal vektorii
ayni rolii oynar.

Spacelike merkez normal regle yiizeyin striksiyon egrisinin birinci dereceden
pozisyonel vayasyonu, baslangictaki spacelike regle yiizeyin striksiyon egrisinin
birinci dereceden pozisyonel varyasyonu ile ayni davranisi gosterecektir. Simdi
spacelike merkez normal regle yiizeyinin f  striksiyon egrisinin tegetini
hesaplayalim:

(4.305) in diferensiyeli alinip, (4.303), (4.306), (4.357) nin ters formu, 1, '=6"k; + A

Ve k= ||I’1 || olmasi kullanilarak striksiyon egrisinin hareketi boyunca {I,,1,,r,} dogal

catisina gore pozisyonel degisimi asagidaki gibidir:
'Br1 :—,Url 'I’1+A,.1I’3 (4359)

elde edilir. Burada

ll“tl — Atle'
Ay =——3— (4.360)
! K

dir. ,url' ve Ap fonksiyonlar1 spacelike merkez normal regle ylizeyinin egrilik

foksiyonlar1 olup tanim 4.2.1 de ifade edilen I" ve A fonksiyonlariyla ayni rolii oynar.

4.1. boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak {rl,rz,rs} dogal catisinin tiirev

formiilleri matris formunda,

g r 0 K 0 n
5 nil=l-« 0 -7 r, (4.361)
s
I 0 -7 0 I

seklinde elde edilir. Burada x=|r/ ve r:<r2I,r3> olup sirastyla ¢ spacelike

merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢, spacelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin
1

actyla olan iliskisini elde edelim:

(4.355) den x =-6cosechg elde edilir.
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(4.354) den r, =cosh ¢t ;—sinh ¢k, olup tiirevi alinip , i3 =—sinh ¢ t 1+ cosh gk, ve

T= <I’2I , r3) olmast kullanilarak 7 =¢" elde edilir.

Sonug¢ 4.2.6 : Spacelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektdriiniin donme agisina bagl ifadeleri
Kk =—-0¢0S echg, r=¢' (4.362)

seklinde elde edilir. Buradan goriilecegi iizere spacelike merkez normal regle yiizeyin

burulmasi, merkez normal vektoriiniin agisal hiziyla ayn1 dogrultudadir.

{r,.r,,1r;} dogal gatisnin Darboux vektori,

Ur =r2><r2'
2

=6 x(—kh —1713) (4.363)
2 1 3
= Trl + Kr3

dir. Bu ise spacelike merkez normal regle yilizeyinin {rl W, I’3} dogal catisina gore

acisal hizidir.

(4.356) denklemi ile ifade edilen gelistirilmis gatinin Darboux vektorii ve
(4.363) ile ifade edilen dogal catinin Darboux vektorii, sirasiyla spacelike regle
yiizeyin ve spacelike merkez normal regle ylizeyin agisal hareketini tanimlar.

(4.363) de (4.358) kullanilirsa spacelike merkez normal regle yiizeyinin agisal hizi ile

spacelike regle yiizeyin acgisal hiz1 arasinda

Urz :L.Jt1 +Tr1

iliskisi vardir. Boylece dogal ¢atinin gelistirilmis ¢atiya gore agisal hareketi, I,

vektoru civarinda donmesidir.

4.2.1.3. ii) Catilar arasindaki iliski

4.2.1.3.1) boliimiinde yapilan agiklamalar bu boliim icin de gecerli olup, ilk olarak

robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey iizerinde {O,S,,S,} yiizey catis1 ve

) n’
{O,AN} arag catisim tammlayahm. Yiizeyin v=0 noktasindaki yiizey catisi
) n’

{O,S,.S,} olup, burada O ybnlendirme vektorii spacelike, S, v=0 da yiizey

normali timelike, S, binormal vektorii spacelike vektordiir. O yonlendirme vektori t;
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iretec  vektorii  yoniindedir.  Ayrica  {O,S,,S,} yiizey catist icin
OxS§,=-S,,SyxS,=—0, Sy, xO0 =S, dir.

{t,,r.,k} gelistirilmis ¢atis1 iizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(S,V) = a(s) + vty (s) (4.364)

spacelike regle yiizeyi i¢cin O=t; segelim. S, = O * A |v=0 , Sp=S5,x0O olmak

losxal
tizere bu vektorleri hesaplayalim:

(4.301) den a(s):ﬁ’tl

esitliginin kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla,

(s)+,utl (s)t.(s) nin tiirevi ahmp (4.303) ve t =-Ar,

—Ap Ky + T 1
5, =t 2 (4.365)
2
\/Fq ~(2)
bulunur. Sy =S,,x0O olmas1 kullanilarak
A i+ Tk
G (4.366)
2_ (a4 V
0 =(4,)

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey ¢atis1 {O=t,,S,,S, } dir.

{O, A, N} ara¢ catisin1 tamimlayalim. Burada O yonlendirme vektorii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir. {O, A, N} arag catisi ,

a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

b) O =t; spacelike vektor, A spacelike vektdr, N timelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:

a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmas1 durumu

Bu durumda {O, A,N} arag ¢atist igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dir.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere
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o) 1 0 0 @)
Al=0 coshy  sinhy S, (4.367)
N 0 sinhy coshy S,

olup ters formu

o) 1 0 0 @)
S, |=|0 coshy  —sinhy A (4.368)
S, 0 -—sinhy  coshy N

dir. Sy ile kg arasindaki ag¢1 o olmak lizere

o 1 0 0 t,
S, [=|0 sinhoc  cosho I (4.369)
S 0 cosho sinho K,

dir. (4.367) ve (4.369) dan

o) 1 0 0 t
Al=0 sinh(y + o) cosh(y + o) I (4.370)
N 0 cosh(y + o) sinh(y + o) K,

dir. Burada X =y +o denilirse {O, AN} arag ¢atistile {t;,r,,k | gelistirilmis ¢atisi

arasindaki iliski

@) 1 0 0 t
Al=0 sinhY  coshX I (4.371)
N 0 cosh)  sinhX k,

seklinde olup ters formuda

t 1 0 0 O
=0 —sinh X cosh X A (4.372)
k| |0 cosh>  —sinhX N

seklinde elde edilir.
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b) O =t,; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmas1 durumu

Bu durumda {O, A,N} arag catis1 igin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A dr.

S,, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

@) 1 0 0
A|=|0 sinhy coshy
N 0 coshy  sinhy S,

» O

olup ters formu

o

1 0 0
S |=| 0 —sinhy  coshy
S 0 coshy  —sinhy N

> O

b

dir. Sy ile ky arasindaki a¢1 o olmak iizere

O 1 0 0 t,
S,|=| 0 sinhoc cosho n
S, 0 cosho sinho k,

dir. (4.373) ve (4.375) den

o) 1 0 0 b
Al=| 0 cosh(w+o) sinh(w+o) ||
N 0 sinh(w+o)  cosh(y+o) |k

olup X =w + o denilirse

O 1 0 0 t,
Al=|0 cosh 2. sinh X I
N 0 sinh X cosh 2. k,

olup ters formuda

t, 1 0 0 0

rn|{=/{0 coshX —sinhX | A

k| |0 —sinhX cosh2 || N
elde edilir.
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4.2.1.4. i) Arac catimin diferensiyel hareketi

Bu béliimde de 4.2.1.4.i) boliimiinde yaptigimiz agiklamalar gegerli olup, {O, A N}
ara¢ c¢atisinin diferensiyel hareketini 4.2.1.3 de belirttigimiz a) ve b) durumlari i¢in

sirastyla inceleyelim:

a) O =t; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi i¢in (4.288) den

a(s) = B(s) + u(s)R(s) (4.379)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.292) kullanilirsa o dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=([+u'R)r+ ut+ Ak (4.380)

olur. Burada (4.297) kullanilarak (4.380) in {ti, I, kl} gelistirilmis gatisina gore birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) = (" + ¢'R)(cosh @r; —sinh 6k, ) + wt; + A(—sinh 8, + cosh 6k;)

(4.381)

seklinde elde edilir. Burada (4.372) nin kullanilmasi ve gerekli diizenlemelerin

yapilmasiyla a dayanak egrisinin {O,A, N} arac catisina gore birinci dereceden

pozisyonel varyasyonu
a'(8) = 4O + ((—(T' + x'R) cosh @ + Asinh 8) sinh 2. +(—(I" + &' R) cosh & + Asinh 8) cosh 2))) A
+(((T"+ ' R) cosh @ — Asinh @) cosh > +((T" + "' R) sinh 8 — A cosh 8) sinh 2))) N
(4.382)
seklinde elde edilir.

Arag catinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek i¢in, (4.371) in

diferensiyeli alinip (4.300) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

o] [0 ) 0 t
di A |=| AsinhX coshX(0'+X") sinhX(@'+X) ||n, (4.383)
° N Acosh Y. sinh2(0'+%2") cosh2(0'+2") || k
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elde edilir. Burada (4.372) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A, N} ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda

0] 0 Asinh Y. —Acosh), ||O
—| A |=| Asinh X 0 o'+ A (4.384)
ds

N Acosh. a'+>" 0 N

seklinde elde edilir. Buradan {O,A N} ara¢ catisiin birinci dereceden agisal

varyasyonunun, A Lancret egriligine ve catilar arasindaki donme agilarina bagh

oldugu goriiliir. Ayrica {O, AN} arag gatisiun Darboux vektorii U, olmak iizere,

4.1. boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak

Up=—(0 +X")O—AcoshTA+ Asinh =N (4.385)
ve {1,k } gelistirilmis ¢at1 cinsinden

Up=—(0 +X -k (4.386)

elde edilir. Ayrica {O,A/N} ara¢ c¢atismin U, Darboux vektord, {t,r,k}
gelistirilmis ¢atisinin Ut1 Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:

(4.386) da (4.356) kullanilirsa

UA :_Ut]_ —E'tl

elde edilmis olur. Boylece arag catinin gelistirilmis gatiya gore acisal hareketi, 1

vektora civarinda donmesidir.

b) O =t; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.288) den

a(s) = B(5) + u(s)R(s) (4.387)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.292) kullanilirsa o dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=([+ u'R)r+ ut+ Ak (4.388)
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olup burada (4.297) kullanilarak & dayanak egrisinin {tl, rl,kl} gelistirilmis catisina

gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) =(—("+ u#'R)sinh 8+ Acosh 8)ky + ((I" + x'R) cosh & — Asinh 8)r, + ut;

(4.389)

elde edilir. Burada (4.378) in kullanilmasiyla « dayanak egrisinin {O, A N} arag

catisina gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) = O+ (((T' + 'R) cosh & — Asinh @) cosh 2 +((T" + & 'R) sinh @ — Acosh 8) sinh 2.) A
+ ((—=(T" + ¢'R) cosh 8 + Asinh @) sinh 2. +(—(I" + ' R) sinh & + A cosh ) cosh >)) N
(4.390)

elde edilir.

Arag ¢atinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek i¢in (4.377) nin

diferensiyeli alinip , (4.300) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

0] 0 -2 0 t,
A |=|AcoshX sinh2(6'+X") coshX(@'+2") ||, (4.391)

BIN| | 2sinhs coshT(6+5) sinhE@E+T) ||k,

elde edilir. Burada (4.378) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, AN} arag gatisin tiirev formiilleri matris formunda

d @) 0 —Acosh X Asinh 2, @)
5 A [=| AcoshX 0 o'+ A (4.392)
S
N Asinh X o'+ 0 N
seklinde elde edilir.

Ayrica {O, A, N} arag catisinin Darboux vektorii U 5 olmak tizere
Up=(0 +X)0-AsinhZA+ AcoshEN (4.393)
ve {t,n,k} gelistirilmis cat: cinsinden

Up=(0 +X + Ak (4.394)
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elde edilir. Bu denklem (4.386) nin ters isaretlisi oldugundan {O, A, N} arag catisinin

U  Darboux vektérii, {t,,r,,k } gelistirilmis ¢atisinin U, Darboux vektorii cinsinden
Uy=U, +2't
a=Up +Ih

seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece arag catinin gelistirilmis ¢atiya gore agisal

hareketi, r; vektorii civarinda donmesidir.

Sekil 4.7. Catilar arasindaki iligki
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4.2.2. Durum: r iiretec vektorii spacelike, t merkez normal vektorii timelike ve
k merkez teget vektorii spacelike olmas1 durumunda spacelike regle yiizeyin

gelistirilmis robot u¢ hareketi

(4.288) denkleminden s ye gore tiirev alinirsa,
B (s)=a (5)-u (5)R(s)-u(s)R (s) (4.395)

olur. Burada <,B'(S),§I(S)> =0 olmasi kullanilarak

y(s)=—<a‘(s),ﬁ'(s)> (4.396)

elde edilir.

[ striksiyon egrisinin teget vektorii 4.1. boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak

B(s)=T(s)r(s)+A(s)k(s) (4.397)
dir. Bu ise striksiyon egrisinin iirete¢ iicliisiine gore birinci dereceden pozisyonel
varyasyonudur. Burada

FZ%<0[,§>—IJR

A:£<a-,axé>
R

seklinde tanimli olup bu fonksiyonlara (4.287) spacelike regle ylizeyinin egrilik

fonksiyonlar: denir.

{r,t,k} iireteg Gi¢liisii i¢in tiirev formiilleri

r =Lt

R
t =%(r+ 7K) (4.398)
k=Lt

R

seklinde olup burada y= <§,§x§> ifadesi (4.287) spacelike regle yiizeyinin R

dogrultman vektoriiniin ¢izdigi egrinin geodezik egriligidir.
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{r,t,k} iireteg Gi¢liisiiniin Darboux vektorii U ; olmak {izere

1
Up=txt == (71 +k) (4.399)

dir.
Tanim 4.2.7:

F:%<a',§>—,u'R

=l<a',ﬁ'xﬁ>
R

y:<§",ﬁ'xﬁ>

ifadelerine (4.287) spacelike regle yiizeyinin egrilik fonksiyonlar: denir.

Ayrica (4.287) spacelike regle ylizeyin Lancret egriligi,

A==yl =

1+7/2
RZ

(4.400)

dir.
4.2.2.1 Gelistirilmis catinin olusturulmasi
Bu béliimde robot hareketinin ydriingesini belirleyen {r,t,k} ureteg catisi {r,k}

diizleminde € = 9(8) Darboux agis1 kadar dondiiriilerek {ki, r11t1} gelistirilmis catisi

tanimlanacaktir. Ayrica bu ¢atinin k; tireteg vektorii {r, t, k} iireteg ¢atisinin Darboux

vektoriine karsilik gelmektedir.
{r, t, k} irete¢ catisim {r, k} diizleminde &=6(s) Darboux agisi kadar
dondiirelim:

Donme denklemi

r cosd 0 -—sind|r
t |=|0 1 0 t (4.401)
K, sind 0  cosé || k

dir. Buradan
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r cosd 0 siné ||
t |=|0 1 0 ||t (4.402)
k| |[-sind 0 cos@ ||k

yazilir.

p striksiyon egrisi tizerine kurulan {r, t, k} iireteg gatisi i¢in elde edilen (4.2.2.4) tiirev

formiillerinden egriligi %, burulmasi % olan bir (f,) egrisi daima bulunabilir.

(4.399), (4.401) ve U=k; olmas1 kullanilarak

cos(9:i , sing=-~
R
elde edilir.
o .. - 1+9°
Total (Lancret) egrilik tanim1 geregince A = Ht H = =2 olup y =-tan@ olmasi
2 1
kullanilirsa R® = ———— dur.
A°cos” 4

Buradan asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.2.8: {r,t,k} iireteg iigliisiinii tizerinde bulunduran (/,) egrisinin,
egriliginin Lancret egriligine bagl ifadesi

1

i Acosé (4.403)
burulmasinin Lancret egriligine bagl ifadesi

% ——Asin@ (4.404)

dir.

Simdi {kl, I’l,tl} gelistirilmis catist i¢in tiirev formiillerini hesaplayalim:
(4.355) esitliklerinin diferensiyeli alinir, (4.357) ve (4.358) kullanilirsa {kl,rl,tl}

ortonormal sistemi i¢in
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k, =0,
r =-0k, +At, (4.405)
t1l =An
tirev formiilleri elde edilir. Burada k; spacelike iirete¢ vektor, r, spacelike merkez
normal vektor, t, timelike merkez teget vektor olarak adlandirilir. Ayrica burada 6'
ve A sirasiyla (4.287) spacelike regle yilizeyinin egriligi ve Lancret egriligidir.
Gelistirilmis catinin herbir vektorii robot hareketi boyunca regle yiizey

olusturur.

{kl, r11t1} gelistirilmis ¢atisinda eger k;, spacelike iirete¢ vektoriiniin olusturdugu

@(s,v)=a(s)+Vk(s)

yiizeyini alirsak goriilecegi iizere burada « spacelike egri oldugundan bu ylizey
spacelike regle ylizeydir. O halde 4.1.2.3 de bahsedecegimiz robot yoriinge
yiizeyimizde spacelike regle yiizey olur.

{k,,r.t,} gelistirilmis gatisinda eger t, timelike merkez teget vektdriiniin olusturdugu

o(s,v)=a(s)+v(s)
yiizeyini alirsak goriilecegi lizere burada « spacelike egri oldugundan bu yiizey
timelike regle yilizeydir. Ancak O=t, in olusturdugu yiizeyi robot yoriinge yiizeyi
olarak alamayiz. Ciinkii O=t, timelike vektor ,S, spacelike regle yiizeyin normal
vektorii olup timelike vektdr oldugundan bu durumda 4.1.2.3 de bahsedecegimiz
{0,S,.S,} yiizey ¢atisi IR} de tanimlanamaz.
{k,,r.t,} gelistirilmis ¢atisinda , r, spacelike merkez normal vektériiniin olusturdugu

yiizey alinirsa bu yiizey spacelike merkez normal regle yiizey olarak adlandirilir ve bu

yiizey ve Ozellikleri 4.1.2.2 de ayrica incelenecektir.

Simdi elde ettigimiz {k;,r,,t,} catisinin k; vektdriiniin olusturdugu yiizeyi alalim:

@(s,v)=a(s)+Vk/(s)
olup bu yiizeyin striksiyon egrisi
B (s)=a(s)-n (s)k(s) (4.406)
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dir. Buradan diferensiyel almip, (4.356), ki'=6'r; ve <:3k1"k1'>=0 olmasi
kullanilarak,

_T'cos@—Asin@+ u'Rcosd

My, 7 (4.407)

elde edilir. Burada I"ve A, Tanim 4.2.1 de ifade edilen spacelike regle yiizeyin egrilik
fonksiyonlaridir.
(4.406) striksiyon egrisinin tegetini hesaplayalim:
(4.406) nin diferensiyeli almip, (4.397), (4.402), k;'=60'r; ve (4.407) in
kullanilmastyla, striksiyon egrisinin hareketi boyunca {ki, rl,tl} gelistirilmis ¢atisina
gore pozisyonel degisimi

ﬂkl' (s)= Ly Ky + 4t (4.408)
elde edilir. Burada
I, =I'sinf+Acosf+ u'Rsinf—y,
olup t, iirete vektoriiniin olusturdugu yilizeyi karakterize eden egrilik fonksiyonudur.
4.2.2.2 r, merkez normal vektoriiniin olusturdugu spacelike merkez normal

yiizeyi ve dogal cati

<{kl,l’l,tl} gelistirilmis catist striksiyon egrisi iizerinde hareket ederken r, merkez
normal vektorii bir baska regle ylizey tretir. f, striksiyon egrisi izerinde merkez

normal vektoriiniin olusturdugu
o, (8,v) =B, (s)+vr(s) (4.409)

yiizeyine spacelike merkez normal regle ylizey denir. Bu spacelike merkez normal

regle ylizeyinin striksiyon egrisi
B,(8)= 5, ()~ 14, (95 (5) (4.410)
dir. Burada g, merkez normal vektorii boyunca striksiyon egrileri arasindaki uzaklik

olup (4.410) un diferensiyellenmesi , striksiyon egrisinin tanimindan (g, ',r,") =0

olmast, r, = -0k, + At, ve (4.408) in kullanilmasiyla
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Au+0'Ty

0|2_/12 (4411)

zurl (S) ==

elde edilir.

Boylece f, striksiyon egrisi iizerinde {r,r,,r,} ortonormal sistem dogal gatisi
kurulabilir. {rl 1, r3} ortonormal sistemi igin iki durum s6z konusudur. ilk olarak, r,
timelike vektor, I, ve r; spacelike vektor; daha sonra r; ve r, spacelike vektor, Iy
timelike vektdr olmasi durumu incelenecektir.

i){rl,rz,r3} ortonormal sistemi i¢in r, timelike vektor, r, ve r; spacelike vektor

olmasi hali

Bu durumda {r, ,r,,r,} ortonormal sistem dogal gatis1 asagidaki gibi kurulabilir:

k,' .

=t k=]

=t (4.412)
K

;=rXxn

Ayrica {r,1,,1,} dogal catisiigin X =—F3 , L xI3=—1, X[ =1, dir.

{k 1.t} gelistirilmis catist ile {r,,r,,r,} dogal catismn r, merkez normal vektérleri

ortaktir ve bu cati vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agis1 ¢ olmak

uzere
k, =sinh ¢r, + cosh ¢r.
' o, _ ", (4.413)
t, = cosh ¢r, +sinh ¢r,
iliskisi vardir. Matris formunda
K, 0 sinhg  coshg n
n =1 0 0 r, (4.414)
t 0 coshg  sinhg I

dir. Bu matrisin ters formu
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] [0 1 0 Kk,

r, |=| —sinhg 0 cosh ¢ I (4.415)
I cosh ¢ 0 —sinh ¢ t
dir.
(4.412) den nr'=xr, ve (4.415) den r, =coshgt—sinhgk,; olup r'=-6"k + At
olmasi kullanilarak
cosh ¢ = 4
; (4.416)
sinh¢ =—
K
elde edilir.
{k,, 1,,t,} gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii
Uk1 = I’l X I‘ll
= I’l X (—0' kl + ﬂtl) (4417)

=0't, — Ak

olup spacelike regle ylizeyin {kl, I‘l,tl} gelistirilmis catisina gore acisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii dogal cati cinsinden elde edilebilir:
(4.416) nin (4.415) de yerine yazilmasiyla

n 1 0 K 0 K,
r,i=—|-60" 0 A r (4.418)
nl “la 0 -e |t
elde edilip buradan
1 :
I’3 = —(/’Lkl - t9t1)
K
olup (4.417) nin kullanilmasiyla
Uy =—«T3 (4.419)
elde edilir.
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Sonug 4.2.9 : Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal vektorii

ters dogrultudadir.

Spacelike merkez normal regle yiizeyinin f  striksiyon egrisinin te@etini

hesaplayalim:

(4.410) un diferensiyeli alinip, (4.408), (4.411), (4.418) in ters formu, r;'=-60"k; + Aty

Ve k= ||I’l || olmasi kullanilarak striksiyon egrisinin hareketi boyunca {r,,r,,r,} dogal

catisina gore pozisyonel degisimi asagidaki gibidir:
ﬂrl = —Il,lr1 'I’l + Arl I’3 (4420)
elde edilir. Burada

A:M

n

(4.421)

K

dir. ,url' ve A fonksiyonlar1 spacelike merkez normal regle yilizeyinin egrilik

foksiyonlar1 olup Tanim 4.2.1 de ifade edilen I ve A fonksiyonlariyla ayni rolii

oynar.

4.1. boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak {rl,rz,rg} dogal catisinin tiirev

formiilleri matris formunda,

g n 0 k 0 r
o =« 0 T r, (4.422)
I 0 T 0 I

seklinde elde edilir. Burada K:||r1'|| ve r:<r2',l‘3> olup sirasiyla ¢y spacelike

merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢, spacelike merkez normal regle ylizeyinin egrilik ve burulmasinin agiyla olan

iliskisini elde edelim:

(4.416) dan x =8'cosechg dir.
(4.415) den r, =coshgt—sinhgk, in tirevi alinip , 7 :<r2I , r3> olmasi kullanilip

gerekli hesaplamalar yapilarak 7 =—¢" elde edilir.
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Sonuc 4.2.10: Spacelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektdriiniin donme agisina bagl ifadeleri
k =60'cosechg, T=—¢' (4.423)

seklinde yazilabilir.

{rl N r3} dogal ¢atisinin Darboux vektorti,

U r2 = r2 X I’2 '
=y x (k1 +1713) (4.424)
= —Trl + Kr3
dir. Bu ise spacelike merkez normal regle ylizeyinin {rl 0, r3} dogal catisina gore

agisal hizidir.

(4.417) denklemi ile ifade edilen gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ve
(4.424) ile ifade edilen dogal ¢atinin Darboux vektorii, sirasiyla spacelike regle
yiizeyin ve spacelike merkez normal regle yiizeyin agisal hareketini tanimlar.

(4.424) de (4.419) kullanilirsa spacelike merkez normal regle ylizeyinin agisal hizi ile

spacelike regle yiizeyin agisal hiz1 arasinda
U r, =-U k1 — Tl’l

iligkisi vardir. Boylece dogal catinin gelistirilmis catiya gore acisal hareketi, r,

vektora civarinda donmesidir.

4.2.2.3. 1) Catilar arasindaki iliski
Robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey iizerinde {O, S, Sb} yiizey catist ve
{O,A, N} ara¢ catisin1 tanimlayalim. Yiizeyin v=0 noktasindaki yiizey catisi

v=0 da ylizey

n?

{0,S,,S,} olup, burada O ybdnlendirme vektorii spacelike , S
normali timelike vektdr, S, binormal vektorii spacelike vektdrdiir. Yonlendirme
vektoril kq tlirete¢ vektorii yoniindedir.

{kl, rn, t1} gelistirilmis catis1 iizerinde robot hareketini tanimlayalim:

@(S,V) = a(S) +Vkq(s) (4.425)
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spacelike regle yiizeyi igin O =k; secelim. S, = ||v —0, Sp=95,x0 olmak

|| x (/’v|
tizere bu vektorleri hesaplayalim:
(4.425) in sirasiyla s ve v ye gore tiirevleri alinip, burada (4.406) nin tiirevi , (4.408),

(4.405) in kullanilmasi ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla,

n+u 't
Sh=- ﬂ; al 12 (4.426)
YA = (1 0)
ve Sy =S,x0 olmasi kullanilarak
t+ 1y 0N,
S B A (4.427)
2 N2
H —(#kﬂ)

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey ¢atis1 {O =k,,S,, S, } dir.

{O, A, N} ara¢ catisini tanimlayalim. Burada O yonlendirme vektorii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir.

{O, AN} arag catist,

a) O =k; spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

b) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor

seklinde iki tiirlii tanimlanabilir.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:

a) O =k, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmas1 durumu

Bu durumda {O, AN} arag gatisiigin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A drr.

S, ile A arasindaki ag1 y olmak lizere

0] 1 0 0 0]
Al=0 sinhy coshy S, (4.428)
N 0 coshy  sinhy S,

olup ters formu
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o 1 0 0 o
S, [=|0 —sinhy  coshy A (4.429)
S, 0 coshy  —sinhy N

dir. S, ile t; arasindaki a¢1 o olmak iizere
o 1 0 0 k,
S,|=|0 sinhoc  cosho n (4.430)
S 0 cosho  sinho ||t

dir. (4.428) ve (4.430) dan
o 1 0 0 k,
Al=|0 cosh(w +o)  sinh(y +o) I (4.431)
N 0 sinh(y + o) cosh(w +o) ||t

olup =y +o denilirse {O,AN} ara¢ catist ile {k;,n,t} gelistirilmis catisi

arasindaki iligki

0] 1 0 0 k,
Al=|0 cosh X sinh X I (4.432)
N 0 sinh 2. coshX ||t

seklinde olup ters formuda
k, 1 0 0 0]
=0 cosh >, —sinh 2. A (4.433)
t 0 —sinh X cosh > N

seklinde elde edilir.

b) O =K, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmas1 durumu

Bu durumda {O, A,N} arag catis igin OxA=—-N, AxN=-0, NxO=A dur.

S, ile A arasindaki ag1 y olmak iizere

@) 1 0 0
Al=|0 coshy sinhy
N 0 sinhy  coshy

olup ters formu

(4.434)
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O 1 0 0 O
S, [=|0 coshy  —sinhy A (4.435)
Sy 0 —sinhy coshy || N

dir. S ile t; arasindaki a¢1 o olmak iizere

O 1 0 0 k,
S, [=|0 sinhoc  cosho I (4.436)
S 0 cosho  sinho ||t

dir. (4.434) ve (4.436) dan
O 1 0 0 K,
Al=0 sinh(y + o) cosh(y + o) I (4.437)
N 0 cosh(y + o) sinh(w +o0) || ¢,

olup X =y +o denilirse
0] 1 0 0 k,
Al=|0 sinh > cosh X I (4.438)
N 0 cosh)  sinhX t,

olup ters formuda
K, 1 0 0 O
n|=/0 —sinhX cosh 2. A (4.439)
t, 0 cosh>  —sinhX N

elde edilir.

4.2.2.4.1) Arac ¢catimin diferensiyel hareketi
{O,A/N} arag catismin diferensiyel hareketini 4.2.2.3 de belirttigimiz a) ve b)
durumlart i¢in sirasiyla inceleyelim:
a) O =Kk, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi
durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi
Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.288) den
a(s) = p(s)+ u(s)R(s) (4.440)
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dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.397) kullanilirsa o dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) =+ u'R)r+ ut+ Ak (4.441)

olup burada (4.402) kullanilarak {k1’r11t1} gelistirilmis c¢atisina goére birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu
a'(s) ="+ ¢'R)(cos @ +sin k) + ety + A(—Ssin 8r +cos 6kq) (4.442)

seklinde elde edilir. Burada (4.433) iin kullanilmasi ve gerekli diizenlemelerin

yapilmasiyla « dayanak egrisinin {O,A, N} arag c¢atisina gore birinci dereceden

pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(T+u' R)sin9+Acos€)0+(((F+y'R)cos¢9—Asin @) cosh 2. —usinh Z)A
+((~(T+ u'R)cos @+ Asin ) sinh >+ cosh X)) N

(4.443)
elde edilir.
Arag catinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek igin, (4.432) nin

diferensiyeli alinip (4.405) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla
O 0 o' 0 k,

A |=|-0'coshY  sinh2X(A+X") coshX(1+X") ||, (4.444)

BIN| |osinhy  coshT(A+%) sinh¥(2+3) ||t

elde edilir. Burada (4.433) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A N} arag catisinin tiirev formiilleri matris formunda

0] 0 @'cosh 2. —@'sinh 2, O
™ A |=|-68'cosh ). 0 A+ A (4.445)
N —@'sinh 2, A+ 0 N

seklinde elde edilir. Buradan {O,A,N} ara¢ catisinin birinci dereceden agisal

varyasyonunun, A Lancret egriligine ve catilar arasindaki donme acilarina bagh

oldugu goriiliir. Ayrica {O, A, N} arag¢ ¢atisinin Darboux vektorii U 5 olmak iizere,

4.1. boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak

Up=(A+X)0+6 sinhZA—6 cosh=N (4.446)
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ve {k,r,t} gelistirilmis gat: cinsinden
Up=(A+X)k -0 (4.447)

dir. Ayrica {O,A N} arag catismmn U, Darboux vektdrii, {k,r,t} gelistirilmis
¢atisinin Uy - Darboux vektdrii cinsinden elde edilebilir:

(4.447) de (4.417) kullanilirsa

UA :—Ukl‘l'zlkl

elde edilmis olur. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis ¢atiya gore acisal hareketi, 1

vektora civarinda donmesidir.

b) O =k; spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen o egrisi i¢in (4.288) den

a(s) = B(s)+ u(s)R(s) (4.448)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.397) kullanilirsa @ dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) =T+ u'R)r+ ut+ Ak (4.449)
olup burada (4.402) kullanilarak (4.449) un {kl, rl,tl} gelistirilmis ¢atisina goére birinci
dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) =(I'+ ¢'R)(cos Or +sin 6Ky ) + ut; + A(—sin 6r; +cos 6k, ) (4.450)
elde edilir. Burada (4.439) un kullanilmasiyla ve gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla
a dayanak egrisinin {O, A, N} ara¢ catisina gore birinci dereceden pozisyonel
varyasyonu

a'(s)=((T+u'R)sin@+Acos@)O + ((—(T" + ¢'R)cos @+ Asin @) sinh 2+ cosh X)) A
+((("+ u'R)cos @ — Asin @) cosh > —usinh )N

(4.451)
elde edilir.
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Arag ¢atiin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek igin, (4.438) in
diferensiyeli alinip (4.405) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla
@) 0 0' 0 k,
d

5 A|=|-0'sinhY coshX(A+X") sinhXZ(A+2) |1 (4.452)
> N —-@'coshY  sinhX(A+2X") coshXZ(A+2) ||t

elde edilir. Burada (4.439) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A, N} arag ¢atisinin tiirev formiilleri matris formunda

0] 0 —@'sinh )’ @'cosh). || O
= A |=|-60'sinh Y 0 A+ A (4.453)
N —0'cosh. A+ 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, A N} arag catisinin Darboux vektorii U, olmak

uzere

Up=—(A1+X)0+6 coshTA—6 sinh=N (4.454)
ve {k;,r,t} gelistirilmis cat: cinsinden

Up=—(A+X )k +601 (4.455)

elde edilir. Bu denklem (4.447) nin ters isaretlisi oldugundan {O, A,N} arag gatisimin

U 5 Darboux vektdrii, {k;, 1t} gelistirilmis ¢atisinin Uy Darboux vektérii cinsinden
Upy=U, -2k
A=Yy, 1

seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece arag ¢atinin gelistirilmis ¢atiya gore acgisal

hareketi, r; vektdrii civarinda donmesidir.
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i) {rl,rz,r3} ortonormal sistemi icin I, ve r, spacelike vektor, r, timelike
vektor olmasi hali

Bu durumda {l’l 0 r3} ortonormal sistem dogal catis1 asagidaki gibi kurulabilir:

h= 0

T (4.456)
K

r,=rxr

Ayrica {r,,1,,1,} dogal catisiigin G X =l , L xI3=—0, Xk =—F, dir.

{k,,r,,t,} gelistirilmis catist ile {r,,r,,r,} dogal ¢atismin r, merkez normal vektorleri

ortaktir ve bu ¢at1 vektorleri arasinda merkez normal vektoriiniin donme agist ¢ olmak

uzere

{kl = cosh gr, +sinh gr, (4.457)

t, =sinh ¢r, + cosh ¢r,
iliskisi vardir. Matris formunda

k, 0 coshg sinhg |1
n|=1 0 0 r, (4.458)
t 0 sinhg coshg ||,

dir. Bu matrisin ters formu

n 0 1 0 k,
r, |=| cosh¢g 0 —sinh ¢ I (4.459)
r, —sinh ¢ 0 cosh ¢ t

dir.
(4.456) dan r,'=«r, ve (4.459) dan r, =—sinh ¢t +coshgk, olup r'=-6"k + Ay

olmas1 kullanilarak
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cosh ¢ = Y
K

2 (4.460)
sinhg=——
K
elde edilir.
{kl, rl,tl} gelistirilmis catinin Darboux vektorii
U, =rxnp'
k =1Xh
= Hltl - /?,kl

olup spacelike regle yiizeyin {ki, rl,tl} gelistirilmis catisina gore agisal hizidir.

Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii, dogal ¢ati1 cinsinden elde edilebilir:
(4.460) iin (4.459) da yerine yazilmasiyla

r L 0 K 0 K,
nl=={-0© o 1 |r (4.462)
el “la 0 -e ||t

elde edilip buradan
1 .
r3 = —(ﬂkl - Htl)
K

olup (4.461) in kullanilmasiyla

Ukl =—KTly (4.463)
elde edilir.

Sonuc 4.2.11: Gelistirilmis ¢atinin Darboux vektorii ile dogal ¢atinin binormal vektori

ters dogrultudadir.

Spacelike merkez normal regle yiizeyinin S, striksiyon egrisinin teZetini
hesaplayalim:

(4.410) un diferensiyeli alinip, (4.408), (4.427), (4.462) ninters formu, 1, '= 0"k, + Aty
Ve K = ||I’l || olmasi kullanilarak striksiyon egrisinin hareketi boyunca {rl 0, r3} dogal
catisina gore pozisyonel degisimi asagidaki gibidir:
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B =—t h+AT (4.464)
elde edilir. Burada

~ ﬂl“tl +At1¢9'

K

h

(4.465)

dir. ,url' ve Ar1 fonksiyonlar1 spacelike merkez normal regle ylizeyinin egrilik

foksiyonlar1 olup Tanim 4.2.1 de ifade edilen I ve A fonksiyonlariyla ayni rolii

oynar.
4.1. boliimdeki gibi benzer islemler yapilarak {rl,rz,rg} dogal catisinin tiirev

formiilleri matris formunda,

n 0 K 0 r

d

o r,i=|-« 0 -7 r, (4.466)
r 0 -7 0 r

seklinde elde edilir. Burada x = ||r1 || ve 7= <r2I , r3) olup sirastyla ¢ spacelike regle

yiizeyinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi ¢, spacelike merkez normal regle yiizeyinin egrilik ve burulmasinin agiyla

olan iliskisini elde edelim:

(4.460) dan x =—6'sechg elde edilir.

(4.459) dan r, =—sinh ¢t 1+cosh gk, olup tirevi alinip , 13 =cosh gt —sinh gk, ve
T= <l‘2I , r3) olmasi kullanilarak 7 =¢" elde edilir.

Sonug 4.2.12: Spacelike merkez normal regle yiizeyin egrilik ve burulmasinin merkez

normal vektoriiniin donme acisina bagli ifadeleri
Kk =—0'sechg, r=¢' (4.467)

seklinde yazilabilir. Buradan goriilecegi iizere spacelike merkez normal regle yiizeyin

burulmasi, merkez normal vektoriiniin agisal hiziyla ayni1 dogrultudadir.

{r.,r,,r;} dogal gatisnin Darboux vektori,

Ur2:r2><r2'

=1, x(—kNf —1713) (4.468)
= Trl + Kr3
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dir. Bu ise spacelike merkez normal regle yiizeyinin {rl 0, r3} dogal catisina gore

agisal hizidir.

(4.461) denklemi ile ifade edilen gelistirilmis catinin Darboux vektorii ve
(4.468) ile ifade edilen dogal ¢atinin Darboux vektorii, sirasiyla spacelike regle
yiizeyin ve spacelike merkez normal regle yiizeyin agisal hareketini tanimlar.

(4.468) de (4.463) kullanilirsa spacelike merkez normal regle ylizeyinin agisal hizi ile

spacelike regle yiizeyin acisal hiz1 arasinda

UI’2 =—LJKl +Tr1

iliskisi vardir. Boylece dogal catinin gelistirilmis ¢atiya gore agisal hareketi, I,

vektora civarinda donmesidir.

4.2.2.3 ii) Catilar arasindaki iliski

4.2.1.3.1) boliimiinde yapilan agiklamalar bu boliim i¢in de gecerli olup, ilk olarak

robot hareketinin yoriingesini belirleyen yiizey lizerinde {O, S,, Sb} ylizey gatis1 ve
{O,A, N} ara¢ ¢atisn1 tanimlayalim. Yiizeyin v=0 noktasindaki yiizey gatisi
{O,S,,S,} olup, burada O yonlendirme vektorii spacelike, S, v=0 da yiizey
normali timelike, S, binormal vektorii spacelike vektordiir. O yonlendirme vektorii Ky
iireteg vektorii yoniindedir. Ayrica {O,S,,S,} yiizey catist igin OxS;=-Sp,
S, xSpy=—0, S,x0=S, dir.

{kl, rl,tl} gelistirilmis catis1 lizerinde robot hareketini tanimlayalim:
@(S,V) = a(s) +Vk;(s) (4.469)

spacelike regle yiizeyi icin O =k; segelim. S, _&%tho , Sp=S,x0 olmak
P

os
tizere bu vektorleri hesaplayalim:

(4.469) esitliginin  sirasiyla s ve v ye gore tiirevi alinip, burada (4.406) dan
a(s)= B . (s)+ Hy . (s)k;(s) nin tiirevi, (4.408), k, =0'r, esitliginin kullanilmas

ve gerekli hesaplamalarin yapilmasiyla
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—un—0"' .t
5, =t fkd (4.470)

ﬂz—(e'ﬂkl)z

bulunur. Sp=S,x0O olmas1 kullanilarak

t+0" wyr
§, = 7 fkl (4.471)

p? —(Q'ﬂkl)z

elde edilir. Boylece yiizeyin v=0 daki yiizey catis1 {O =k,,S,,S, } dir.

{O,A/N} arag¢ catisim tammlayalim. Burada O yonlendirme vektdrii, A ilerleme
vektorii, N normal vektor olarak adlandirilir. {O, AN } arag catisi ,

a) O =k; spacelike vektor, A timelike vektdr, N spacelike vektor

b) O =k, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor

seklinde iki tiirli tanimlanabilir.

Simdi sirastyla bu durumunlari inceleyelim:

a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi durumu

Bu durumda {O, A,N} arag gatisi igin OxA=—N, AxN=-0, NxO=A dr.

S, ile A arasindaki ag1 y olmak lizere

0] 1 0 0 0]
Al=|0 coshy  sinhy S, (4.472)
N 0 sinhy coshy S,

olup ters formu

0] 1 0 0 o)
S, =0 coshy —sinhy A (4.473)
S, 0  —sinhy  coshy N

dir. Sy ile t; arasindaki agi o olmak iizere

o 1 0 0 K,
S,|=| 0 sinho cosho I (4.474)
S,| |0 cosho sinho t,
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dir. (4.472) ve (4.474) den

O 1 0 0 k,
Al=|0 sinh(y + o) cosh(y + o) I (4.475)
N 0 cosh(y + o) sinh(y + o) t

dir. Burada X~ =y +o denilirse {O, A N} arag catist ile {t,, 1,k } gelistirilmis catisi

arasindaki iligki

0] 1 0 0 k,
Al=|0 sinh > cosh X I (4.476)
N 0 cosh2  sinhX I

seklinde olup ters formuda

k1 [1 0 0 o)
=0  —sinhX coshX || A (4.477)
t, 0 cosh . —sinhX || N

seklinde elde edilir.

b) O =k, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmas1 durumu

Bu durumda {O, A,N} arag atisi igin OxA=N, AxN=-0, NxO=-A dir.

S, ile A arasindaki a¢1 y olmak iizere

O 1 0 0
A|=| 0 sinhy coshy S, (4.478)
N 0 coshy  sinhy )

olup ters formu

o) 1 0 0 o)
S, [=| 0 —sinhy  coshy A (4.479)
S, 0 coshy  —sinhy || N

dir. S, ile t; arasindaki ag1 o olmak iizere
o) 1 0 0 K,
S, =/ 0 sinho cosho || 1, (4.480)
Sy 0 cosho  sinho ||t
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dir. (4.478) ve (4.480) den

O 1 0 0 k,
Al=0 cosh(y + o) sinh(y + o) I (4.481)
N 0 sinh(y + o) cosh(y +o) ||t

olup X =w +o denilirse

0] 1 0 0 K,
Al=0 cosh X, sinh 2. I (4.482)
N 0 sinh2  coshX t,

olup ters formuda

k, 1 0 0 O
L=/ 0 coshX —sinh X A (4.483)
t 0 —-sinh X cosh || N

elde edilir.

4.2.2.4.1i) Ara¢ catimin diferensiyel hareketi

Bu boliimde de 4.2.1.4.1) boliimiinde yaptigimiz agiklamalar gegerli olup, {O, A, N}

ara¢ c¢atisinin diferensiyel hareketini 4.2.2.3 de belirttigimiz a) ve b) durumlari i¢in
sirastyla inceleyelim:
a) O =k, spacelike vektor, A timelike vektor, N spacelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen o egrisi i¢in (4.288) den

a(s) = B(3) + u(s)R(s) (4.484)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinir ve (4.397) kullanilirsa @ dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s)=(T+ u'R)r+ ut+ Ak (4.485)
olur. Burada (4.402) kullanilarak (4.485) in {kl, r11t1} gelistirilmis ¢atisina gore birinci
dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) ="+ ¢'R)(cos @ +sin k) + ity + A(—sin 8r +cos 6k,) (4.486)
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elde edilip, (4.477) nin kullanilmas1 ve gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla «
dayanak egrisinin {O, AN } ara¢ catisina gore birinci dereceden pozisyonel
varyasyonu
a'(s)=(Acos@+ (I + u'R)sin@)O + ((—(T" + ' R)cos @ + Asin @) sinh 2+ zcosh X)) A
+(((T'+ x'R)cos @ — Asin @) cosh 2. —usinh )N
(4.487)

elde edilir.
Arag ¢atiin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek igin, (4.476) in

diferensiyeli alinip (4.405) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

O 0 0' 0 k,
A |=|-0'sinhY cosh2(A+2X") sinh2(A+2") (|1 (4.488)

ds N —-0'coshY sinhZ(A+X") cosh2Z(A+2) ||t

elde edilir. Burada (4.477) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A N} ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda

; (@) 0 —@'sinhY. 0'cosh . 0]
™ A |=|-6'sinh) 0 A+ A (4.489)
N —-0'cosh A+ 0 N

seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag catisinin Darboux vektorii U 5 olmak tizere
Up=—(A1+X)0+6 coshTA—6 sinh=N (4.490)
ve {k;,r,t} gelistirilmis catis1 cinsinden
Up=—(A+X )k +601 (4.491)

elde edilir. Ayrica {O,A/N} arag catismin U, Darboux vektord, {k,n,t}
gelistirilmis ¢atisinin Uk1 Darboux vektori cinsinden elde edilebilir:

(4.491) de (4.461) kullanilirsa

UA :Ukl_ZIkl

elde edilmis olur. Boylece arag catinin gelistirilmis gatiya gore acisal hareketi, 1

vektori civarinda donmesidir.
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b) O =k, spacelike vektor, A spacelike vektor, N timelike vektor olmasi

durumunda ara¢ catimn diferensiyel hareketi

Robot hareketinin yoriingesini belirleyen « egrisi igin (4.288) den

a(s) = B(s) + u(5)R(s) (4.492)

dir. Bu esitligin diferensiyeli alinip, (4.397) kullanilirsa o dayanak egrisinin birinci

dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) =+ u'R)r+ ut+Ak (4.493)

olup burada (4.402) kullanilarak o dayanak egrisinin {k;,r,,t,} gelistirilmis catisina

gore birinci dereceden pozisyonel varyasyonu

a'(s) ="+ ¢'R)(cos n +sin k) + ity + A(—sin 9r +cos 6k,) (4.494)
elde edilir. Burada (4.483) iin kullanilmasi ve gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla «
dayanak egrisinin {O, A N} ara¢ catistna gore birinci dereceden pozisyonel
varyasyonu

a'(s)=(Acos@+(I' + 1'R)sin )0 + (((T" + ' R) cos @ — Asin @) cosh 2. —usinh X)) A
+((—(T" + 'R)cos @ + Asin @) sinh 2.+ cosh 2))N

(4.495)
elde edilir.

Arag catinin birinci dereceden pozisyonel varyasyonunu belirlemek igin, (4.482) nin

diferensiyeli alinip (4.405) tiirev formiillerinin kullanilmasiyla

0 0 o' 0 K,
di A |=|-0'coshY sinhX(1+X") coshXZ(A+X) |1, (4.496)
*IN| | -0'silhy coshE(A1+%) sinhZ(2+3) ||t

elde edilir. Burada (4.483) yerine yazilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak

{O, A, N} ara¢ catisinin tiirev formiilleri matris formunda

g 0] 0 0'cosh X, —0'sinh Y, 0]
o A |=|-0'coshX. 0 A+ A (4.497)
> N —@'sinh 2, A+ 0 N
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seklinde elde edilir. Ayrica {O, AN } arag ¢atisinin Darboux vektorii U 5 olmak tlizere
Up=(A+X)0+6 sinhZA—6 cosh=N (4.498)
ve {k;,r,t} gelistirilmis cat: cinsinden
Upa=(A+Z)k-01 (4.499)

elde edilir. Bu denklem (4.491) in ters isaretlisi oldugundan {O, A N} arag¢ catisinin

U 5 Darboux vektdrii, {k;, 1t} gelistirilmis ¢atisinin Uy Darboux vektorii cinsinden
UA :_Uk_’]_ +Zlk1 (4500)

seklinde oldugu kolayca goriiliir. Boylece arag catinin gelistirilmis ¢atiya gore agisal

hareketi, r; vektorii civarinda donmesidir.

Sekil 4.8. Catilar arasindaki iliski
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5. ORNEKLER

Bu boliimde timelike dogrultmanli timelike regle ylizey ve ortak bir yoriinge egrisine
sahip robot yoriinge yiizeyi, spacelike dogrultmanli timelike regle yiizey ve ortak bir
yoriinge egrisine sahip robot yoriinge yiizeyi, spacelike regle yilizey ve ortak bir
yoriinge egrisine sahip spacelike regle yilizeyin robot yoriinge yiizey 6rnekleri Mapple

12 programi kullanilarak verilmistir.

Ornek 5.1: Dogrultman vektorii R(s) = (v/2,coss,sins) (timelike) ve dayanak egrisi
a(s) = (S,\/z coss,~/2sin s) (spacelike) olan bir timelike regle yiizeyin parametrik
denklemi

X (5,V) = (s +V+/2,c0sS(v/2 +V),sin s(v2 +V))

seklinde yazilabilir. Burada -5<s<5 ve —-5<v<5 alinarak bu yiizey asagidaki
gibi ¢izilebilir:

Sekil 5.1. Baslangigtaki timelike regle yilizey
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Yiizeyin striksiyon egrisi

B(s) = a(s)— u(s)R(S) , p=<a ,R>

olmak iizere, dayanak egrisi ile striksiyon egrisi arasindaki uzaklik

1(s) =~/2 olarak bulunur. R:HR(S) =1 olmak iizere striksiyon egrisi iizerinde

tanimli olan r,t,k ireteg catisi

r:(\/f,coss,sins)
t=(0,—sins,coss)

k =(—1,—+/2coss,/2sins)

seklinde elde edilir.

Striksiyon egrisinin teget vektorii
B (s)=T(s)r(s)+A(s)k(s)

olmak iizere egrilik fonksiyonlari,
r(s)=+2, A(s)=-1

olarak bulunur.

Dogrultman vektoriiniin (ﬁ) ¢izdigi egrinin geodezik egriligi hesaplanirsa
7=(R.RxR)=—V2
dir. Ayrica iireteg ¢atinin Darboux vektorii hesaplanirsa,

Ur = —1,—2«/50033,0

seklinde elde edilir. Gelistirilmis cat1 vektdrleri hesaplanirsa,
k, = J2sinh 0(s) +cosh 6(s),cos s(sinh 6(s) — J2 cosh 0(s)),sins(sinh 6(s) + J2 cosh 0(s))
I, = 2 coshd(s)+sinh A(s), cos s(cosh B(s) — /2 sinh 6(s)),sin s(cosh B(s) + /2 sinh 6(s))
t, =(0,—sins,coss)

dir.
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Boylece robotun hareketini belirleyen spacelike yoriinge regle yiizeyi igin bir

parametrizasyon
@(s,v)=a(s)+Vk(s)
olmak iizere,

sv)—|° +v(~/2sinh 6(s) 4 cosh A(s)) , cos s(~/2 + v(sinh 6(s) — /2 cosh 6(s))) ,
o sin s(«/§+v(sinh 0(s) + J2 cosh 0(9)))

seklinde elde edilir.

Burada 6(s) sin her farkli segilisinde ayn1 c(s) ydriinge egrisine sahip ortak yoriinge
egrili robot ydriinge regle yiizey ailesinin bir iiyesi elde edilir. Simdi 6(s) nin farkl
secimleri i¢in robot ydriinge yiizeyini ¢izelim:

0(8) =sIin s igin robot yoriinge ailesinin bir tiyesi

901(3’\/) =

S +v(\/§sinh(sin s) +cosh(sin s)), cos s(\/f “+v(sinh(sins) — \/Ecosh(sin s)),
sin s(\/§+v(sinh(sin S)+ x/fcosh(sin s)))

ve H(S) = CO0S S i¢in robot yoriinge ailesinin bir bagka tiyesi

©, (S,V) =1 . ]
sin s(~/2 + v(sinh(cos s) +~/2 cosh(cos s)))

s +Vv(~/2 sinh(cos s) + cosh(cos s)) , cos s(+/2 -+ v(sinh(cos s) —+/2 cosh(cos s))) ]
seklinde elde edilip bdylece ayn1 «(s) yoriinge egrisine sahip ortak yoriinge egrili

robot yoriinge ylizey ailesi ,—5<s<5 ve —-1<v<0.5 alarak asagidaki sekilde

cizilir:
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Sekil 5.2. Ortak yoriinge egrili robot yoriinge ylizey ailesi

Ornek 5.2: Dogrultman vektorii R(s) = (—sinhs,2,coshs) (spacelike) ve dayanak

egrisi a(s) = (—/2sinhs,s,~2coshs) (timelike) olan bir timelike regle yiizeyin

parametrik denklemi

X (s,v) = (—sinh s(~/2 +V), 25 +V, cosh s(v/2 +V))

seklinde yazilabilir. Burada -7 <s<0 ve —-1<v<1 alinarak bu yiizey asagidaki

gibi ¢izilebilir:
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Sekil 5.3. Baslangigtaki timelike regle yiizey

Yiizeyin striksiyon egrisi
p(s)=a(s)-u(s)R(s), u(s)=~(<R)

olmak tizere, dayanak egrisi ile striksiyon egrisi arasindaki uzaklik ,u(s) =2
olarak bulunur. R= Hﬁ(s)” =+/5 olmak iizere striksiyon egrisi iizerinde taniml olan

{r,t,k} iireteg catist

r= i(—sinh s,2,coshs)

N3

t=(-coshs,0,sinhs)

k = i(Zsinh s,1,—2coshss)

5

seklinde elde edilir.

Striksiyon egrisinin teget vektori

B (s)=T(s)r(s)+A(s)k(s)

olmak iizere egrilik fonksiyonlari,
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L(s)= -z A(5)=

&l

5

dir.

Dogrultman vektoriiniin (R gizdigi egrinin geodezik egriligi
7=(R\RxR)=2

olarak bulunur. Ayrica iirete¢ catinin Darboux vektorii hesaplanirsa,
U, =(0,1.0)

seklinde elde edilir. Gelistirilmis ¢at1 vektorleri hesaplanirsa,

k, = (isinh s(2cos(s)—sin «9(5)),i(25in 9(5)—0030(3)),icosh s(siné(s)— 20059(5))]

N3 N3 N3

I = (—isinh s(cos@(s)+2sin 9(3)),i(2c039(s)—sin 9(5)),icosh s(cos@(s)+2sin 9(5))],

N3 N3 N3

t, =(—coshs,0,sinhs)

seklinde elde edilir.

Boylece robot hareketini belirleyen yoriinge yiizeyi i¢in bir parametrizasyon

o(s,v)=a(s)+vk(s)

olmak iizere,

. v : v .
sinh s(—\/i + E (2cos@(s)—sinO(s))), s+ E (2sin G(s) +cos 4(s)),
cosh s(\/§ + 2 (sind(s) —2cosd(s)))

N3

p(s,v)=

elde edilir.

Burada 0(8) sin her farkli se¢ilisinde ayn1 «(S) yoriinge egrisine sahip ortak yoriinge
egrili robot yoriinge regle yiizey ailesinin bir iiyesi elde edilir. Simdi (9(8) nin farkl

secimleri i¢in robot yoriinge ylizeyini ¢izelim:
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0(s)=s i¢in robot ydriinge ailesinin bir iiyesi

) v . v .
B sinh s(—\/§+£(2coss —sins)),s +£(25m S+C0SS),
Spl(siv) = v o
cosh s(\/§+ﬁ(sm S —2C0S5S))

ve 6(s)=s” i¢in robot ydriinge ailesinin bir baska iiyesi

sinh s(—/2 + s (2cos(s*) —sin(s?))),s + v (2sin(s?) +cos(s?)),

N3 N3

coshs(+/2 + LS (sin(s?) —2cos(s?)))

N3

seklinde elde edilip bdylece ayn1 «(s) yoriinge egrisine sahip ortak yoriinge egrili

P,(s,V) =

robot yoriinge yiizey ailesi , —7<s<0 ve —-1<v<1 alinarak asagidaki sekilde

cizilir:

o

[y
m

-]
(]

| T NN 1 i Y ) TN S (S o TN S It i W P o N O P Rt e (0 |

oary
(R}

—_—
o

(8}

o

Sekil 5.4. Ortak yoriinge egrili robot yoriinge yiizey ailesi
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Ornek 5.3: Dogrultman vektorii R(s) = (sinhs,1, —coshs) (spacelike) ve dayanak
egrisi a(s) = (—/2sinhs, 2s,+/2 coshs) (spacelike) olan bir spacelike regle yiizeyin
parametrik denklemi

X (s,v) = (sinh s(—/2 +V), 25 +Vv, cosh s(+/2 —V))

seklinde yazilabilir. Burada —7 <s<0 ve —-1<v<1 alinarak bu ylizey asagidaki

gibi ¢izilebilir:

T[TV I
g = B N
OO e

Dlg_]llll]llll]llll]llll]llll]l
26 -16 06 04 14 24

Sekil 5.5. Baslangigtaki spacelike regle yiizey

Yiizeyin striksiyon egrisi
p(s)=a(s)-u(s)R(s), u(s)=—(a'R)

olmak iizere, dayanak egrisi ile striksiyon egrisi arasindaki uzaklik x(s)= -2

olarak bulunur. R= Hﬁ(s)” =2 olmak iizere striksiyon egrisi ilizerinde taniml1 olan

{r,t,k} iireteg catist
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1
r =——(sinhs,1,—coshs
5 )

t=(coshs,0,—sinhs)

k = i(—sinh s,1,coshs)

J2
seklinde elde edilir.

Striksiyon egrisinin teget vektori

B (s)=T(s)r(s)+A(s)k(s)

olmak tizere egrilik fonksiyonlari,
r(s)=A(s)= =
2
dir.
Dogrultman vektdriiniin (ﬁ) ¢izdigi egrinin geodezik egriligi

y=<ﬁ R x§>=—1

olarak bulunur. Ayrica iirete¢ ¢atinin Darboux vektorii hesaplanirsa,
U - (O, 1, 0)

seklinde elde edilir. Gelistirilmis ¢at1 vektorleri hesaplanirsa,

k, = (isinh s(sin 9(3)—cos€(s)),i2(sin 0(s)+cose(s)),icosh s(cos@(s)—sin 0(3))}

N 7z 7z

1 . . 1 . 1 .
I = (Esmh s(cos&(s)+sin 9(3)),$(cose(s)—sm (s)), —Ecosh s(cos&(s)+sin 49(3))),
t, =(coshs,0,—sinhs)

seklindedir.

Boylece robot hareketini belirleyen yoriinge yiizeyi i¢in bir parametrizasyon
@(s,v)=a(s)+Vk(s)

olmak tizere,
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sinh s(—«/§+ LZ (sin8(s) —cosH(s))), 2s + LZ (sin 8(s) +cos 6(s)),

N 7z

cosh s(\/i + LZ (cos@(s) —sin 4(s)))

N

p(s,v)=

elde edilir.

Burada 6(s) sin her farkli segilisinde aymi a(s) ydriinge egrisine sahip ortak ydriinge
egrili robot yoriinge regle ylizey ailesinin bir tiyesi elde edilir. Simdi 9(8) nin farkl
secimleri i¢in robot yoriinge ylizeyini ¢izelim:

6(s)=coshs igin robot ydriinge yiizeyi

sinh s(—«/§+ LZ (sin(cosh s) —cos(cosh s))), 2s + LZ (sin(cosh s) +cos(cosh s)),

7z N

coshs(+/2 + LZ (cos(cosh s) —sin(cosh s)))

A

ve O(s)=sins+e’ icin robot ydriinge ailesinin bir baska iiyesi

501(5’\/):

sinh s(—\/§+L2(sin(sin s+e°)—cos(sins+e*))),2s + LZ (sin(sins+e*)+cos(sins+e*)),

N N
v

N

@,(s,v)=

cosh s(v2 + — (cos(sin s +€° ) —sin(sin s +€°)))

seklinde elde edilip bdylece ayn1 «(s) yoriinge egrisine sahip ortak yoriinge egrili
robot yoriinge yiizey ailesi ,—7/3<s<xz/3 ve —0.5<v<0.5 i¢in asagidaki

sekilde ¢izilir:
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Sekil 5.6. Ortak yoriinge egrili robot yoriinge ylizey ailesi
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6. SONUC VE ONERILER

Robotun ug islevcisinin baglangi¢ pozisyonundan sonu¢ pozisyonuna kadar hareketi
esnasinda yer degistirme ve donme yollarini belirleyen noktalarin kiimesine ydriinge
denir. Yoriinge planlamasi ise, robotun bir baslangic noktasindan bir hedef noktaya
giderken hareketin zamana gore degisiminin planlamasi olarak tanimlanmaktadir.

Bir robot u¢ hareketi, bir robot yoriingesi olarak tanimlanir ve robot yoriinge,
bir regle yiizey ve bu regle yiizeyin striksiyon egrisinin merkez noktasinda tanimli dort
tane ¢at1 ve donme agisi ile belirlenebilir. Robot yoriinge planlamasi igin gerekli olan
hareketin bagimsiz zaman oOzellikleri, robot ug¢ efektor hareketinin diferensiyel
ozellikleri ile iligkilidir. Bir egrinin birinci dereceden tiirevi konumsal degisimini verir
buna pozisyonel varyasyonda denilebilir. Yani robot yoriinge regle yiizeyinin
striksiyon egrisinin konumsal degisimi, robotun birim zamanda aldig1 yoldur. Boylece
striksiyon egrisinin konumsal degisimi ¢izgisel hiz olarak diisiintilebilir. Darboux
vektorii de bir uzay egrisinin Frenet ¢atisinin alansal h1z vektdrii olup robotun bir eksen
etrafinda donme veya dolanma hiz1 olarak yani agisal hiz olarak diisiiniilebilir.

Egrilik teorisi, bir kati cismin hareketini belirlemenin en sik ve en basit
yoludur. Bu nedenle egrilik teorisi bir robot u¢ efektor hareketinin diferensiyel
ozelliklerini belirlemek i¢in en iyi yoldur. Ryuh 1989 yilinda, regle ylizeyin egrilik
teorisini kullanarak robot yoriinge planlamasini incelemistir. Ryuh, bu ¢alismasinda
robot yoriingesini olusturacak ara¢ catinin O yonlendirme vektoriinli {lirete¢ catisinin
r iirete¢ vektorii alarak robot ug¢ effektoriine bagli arag¢ ¢atinin yonlendirme vektoriiniin
hareketiyle olusan regle yiizeyin robot yoriingesini belirlemis ve tiim diferensiyel
ozelliklerini regle yiizeyin egrilik teorisini kullanarak agiklamigtir.

Bu tezde regle yiizeyin egrilik teorisi temel alinarak, ilk olarak Ryuh’un Oklid
uzayinda yaptig1 ¢alismadaki robot yoriingesini tanimlamada kullandig iirete¢ catisi
3-boyutlu Minkowski uzayinda ifade edilerek, bu iirete¢ catinin Darboux agis1 kadar

dondiiriilmesiyle gelistirilmis c¢at1 tanimlandi ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir
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regle yiizeyin timelike ve spacelike olmasi durumunda gelistirilmis robot ug¢ hareketi
incelenerek diferensiyel 6zellikleri arastirildi. Ayrica 3-boyutlu Minkowski uzayinda
robot yoriingesini olusturacak ara¢ ¢catinin yonlendirme vektoriini gelistirilmis ¢atinin
iiretec vektorii olarak alarak robot u¢ effektoriine bagl ara¢ ¢atinin yonlendirme
vektoriiniin hareketiyle olusan regle yiizeyin robot yoriingesi ve merkez normal
vektoriiniin olusturdugu merkez normal regle yiizeyin diferensiyel 6zellikleri regle
yiizeyin egrilik teorisini kullanarak incelendi. Timelike dogrultmanli timelike regle
yiizeyin robot yoriinge yiizeyinin spacelike regle yiizey, spacelike dogrultmanh
timelike regle ylizeyin robot yoriinge yiizeyinin timelike regle yiizey, spacelike regle
ylizeyin robot yoriinge yiizeyinin spacelike regle yiizey oldugu goriildii. Robotun
yorlingesini tanimlamada kullanilan ara¢ c¢atinin tiirev formiillerinin de, verilen
yiizeyin Lancret egriligine, Darboux acgisinin agisal hizina ve catilar arasindaki donme

acilarma bagli oldugu goriildii. Son olarak da gelistirilmis ¢atiyr tanimlamada
kullandigimiz H(S) Darboux dénme ag¢isinin her farkl secilisinde ayni «(S) yoriinge
egrisine sahip ortak yoriinge egrili robot yoriinge regle ylizey ailesinin bir {iyesinin
elde edildigi orneklerle gosterildi.

Bir egri {izerine kurulabilecek farkli ¢atilar igin hem 3-boyutlu Oklid uzayimnda
hem de 3-boyutlu Minkowski uzayinda ya da yiiksek boyutlu uzaylarda robot ug

hareketi ve diferensiyel ozellikleri arastirilabilir.
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