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OZET
MINIiMUM TEPE ORTUSU PROBLEMI UZERINE

EMINOGLU, Semiha

Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Yrd. Dog. Dr. Elgin KILIC, ikinci Danigsmani: Prof. Dr. Alpay
KIRLANGIC
Temmuz 2014, 68 sayfa.

Minimum tepe Ortiisii problemi (en ¢ok bilinen graf problemlerinden biri )
dongiisiiz, birlestirilmis, yonsiiz graflar iizerinde calisilmistir. G=(V,E) bir graf
olsun. G grafinin, her bir (u,v) € E ayritinin en az bir u¢ noktasini i¢ceren, C € V
kiimesine, G grafinin tepe Ortiisii (vertex cover) kiimesi denir. Minimum tepe
ortiisii probleminde bu kiimenin en kiiciik boyutta olani bulunmak istenir.

Minimum tepe Ortiisii problemi Np-Tamdir ve bu problem i¢in polinom
zamanl algoritma yoktur. Minimum tepe Ortiisii probleminin Np-Tam simiftaki
problemlerleiliskisi bu tezde incelenmistir. Ozellikle tepe Ortiisii sayis1 ile
bagimsizlik sayisi arasindaki iligki {izerinde durulmustur. Bagimsizlik sayisi i¢in
var olan sonuglar, tepe ortii sayisi i¢cin de kulllanilmistir.

Giiclii garpim, tensor ¢arpim, lexicografik carpim, kartezyen ¢arpim gibi
ikili islemler sonucu olusan graflarin, tepe Ortii ve bagimsizlik sayilar1 arasindaki
iliski incelenmistir. Ozellikle de herhangi iki grafin kartezyen ¢arpimiyla olusan
grafin tepe Ortiisii ve bagimsizlik sayis1 arasindaki iligki bu tez calismasinin ana
kismin1 olusturmustur. Bagimsizlik sayisina iligkin var olan kartezyen carpim
sonuclar1 kullanilarak, ikili agaclarin kartezyen carpimiyla olusan grafin tepe
Ortiisii sayist incelenmistir. Bu graflarin tepe ortiisii sayisin1t bulmak icin  zeki
greedy (a¢ gozlii yaklasim) algoritmasi kullanilmigtir. Bu algoritmanin optimal
sonucu garanti etmedigi halde, B,xB; den B,xBy ye kadar yapilan islemlerde
optimal sonuca ulastig1 gézlenmistir.

Anahtar Sozciikler : Tepe Ortiisii problemi, Yaklasik algoritma, Kartezyen

carpim, ikili agag, Greedy algoritmast.
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ABSTRACT

MINIMUM TEPE ORTUSU PROBLEMI UZERINE
EMINOGLU,Semiha
MSc. in Mathematics
Supervisor : Asst. Prof. Elgin KILIC, Co-supervisor: Prof. Alpay KIRLANGIC
July 2014, 68 pages.

Minimum vertex cover problem (one of the most known graph theory
problems) has been studied on looples, connected and undirected graps. Let G be
a graph G=(V.E). The subset C € V which contains at least one end of each
(u,v) € E s called vertex cover of graph G. In minimum vertex cover problem it
is desired to find vertex cover set which has the smallest cardinality.

Minimum vertex cover problem is Np-Complete problem and no
polynomial time algorithm is known.The relation between minimum vertex cover
problem and other problems in NP-Complete class are examined. The results
previously given for the independence number is also used for vertex covering

number.

The relation between vertex covering number and independence number
of graphs obtained by binary operations such as strong product, tensor product,
lexicographic product, cartesian product are examined. Especially the existing
results obtained by cartesian products for vertex covering and independence
number is the main part of this thesis. By using the existing results of cartesian
product related to independence number, the vertex covering number of resulting
graphs obtained by cartesian product of binary trees has been examined. Clever
greedy is used for finding the vertex covering number of these graphs. Even if the
optimal result is not guaranteed by greedy algorithms, it has been observed that
optimal outcomes are found for the cartesian products of binary trees from B,xB;
to B, xB.

Keywords: Minimum vertex cover problem, Approximation algorithm,

Cartesian product, Binomial trees, Greedy algorithm.
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1. GIRiS

Bilgisayar bilimlerinde, graflar yaygm bir veri yapist modelidir. Birgok
hesaplamali problem graflara gore modellenebilir. Boylelikle bir¢ok problem daha
rahat ¢Ozilebilir. Bu tezde minimum tepe Ortiisii problemi yonsiiz, birlestirilmis,
katl ayrit icermeyen, graflar lizerinde calisilmistir. (Cormen, Leiserson, Rivest

and Stein, 2001 )

Graflar ayrit ve tepelerden olusur. Bir graf G=(V, E) ile gosterilir. V tepeler
kiimesini, E ise ayritlar kiimesini temsil etmektedir. Herhangi bir G=(V,E)
grafinin tepe Ortiisii kiimesi ise, her bir ayritin en az bir u¢ noktasini igeren
kiimedir. Tepe ortiisii kiimesinin minimum boyutta olanini bulmak ise minimum
tepe Ortiisii problemi olarak adlandirilir. Bu problem, calisma zamani polinom
olan bir algoritmayla ¢oziilememektedir. Problem, Karp’ in 21 Np-Tam problem

listesinde yer almaktadir.

Np-Tam problemleri polinom zamanda ¢bozecek bir algoritma heniiz yoktur.
Ancak Np-Tam problemlerin herhangi birisi i¢in polinom zamanli bir algoritma
bulunabilirse, diger Np-Tam problemler i¢in de polinom zamanl bir algoritma
bulunabilecektir. (Garey M. and Johnson D., 1979) Bu durum, Np-Tam
problemler iizerindeki ¢alismalar1 arttrrmistir. Minimum tepe Ortiisii problemini
¢ozen c¢alisma zamani polinom olan bir algoritma bulunamadigindan
algoritmalarla yaklasik ¢oziim bulmak alternatif bir yol olmustur. Yaklasik
algoritmalar (approximation algorithms), optimale yakin bir ¢6ziim bulmay1

amaglamaktadir. (Cormen, Leiserson, Rivest and Stein, 2001)

Bu calismada, birinci bolimde graflara iligkin temel tanimlar verilmis, ikinci
boliimde karmasiklik, P ve NP smif, Karp’m 1972 de yayimladig1 21 adet NP-
Tam problem, minimum tepe Ortiisii probleminin karmasiklig1 gibi konular ele
alinmugtir. Uglincii boliimde ise, tepe ortii probleminin tanimi yapilmis, giinliik
hayattaki 6neminden s6z edilmis, tepe Ortiisii probleminin tiirleri listelenmis, tepe
Ortiisti problemi i¢in var olan algoritmalardan bazilarinin detayli incelemesi
yapilmustir. Dordiincti boliimde, graf islemlerinden bazilarmin var olan tanimlari

verilmigtir. Ozellikle de graflarin kartezyen carpim, lexicografik garpim, giiclii



carpim, tensor carpim gibi islemlerden sonra bagimsizlik sayisi ve tepe oOrtii
sayisina iligkin var olan olan sonuglar ele alinmistir. Besinci boliimde ise
B, X B; kartezyen carpimi yapilmis, olusan graf iizerinde greedy algoritmasi
uygulanmistir. Tarafimizdan yapilan B, X B;, B, X By, B, XBs;, B, X Bg
carpimlar1 sonucu olusan graflara greedy algoritmasi uygulanmis ve ulasilan
sonuglara yer verilmistir. En son kisimda genel sonu¢ ve yapilan

degerlendirmelere yer verilmistir.



1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. (Diestel, 2000) Bir graf (¢izge), G=(V,E) ikilisinden olusmaktadir .
E € V2, yani E kiimesinin elemanlar1, V kiimesinin iki elemanli alt kiimeleridir.V
kiimesinin elemanlarina tepe, diiglim veya nokta denir. E kiimesinin elemanlarma
ise ayrit veya c¢izgi denir. V, tepeler kiimesini, E, ayritlar kiimesini temsil
etmektedir.Bir grafin ¢izimi yapilirken genelde herhangi iki tepeyi birlestiren ayrit

adi verilen bir ¢izgi cizilir.

]

4
Sekil 1.1 Bir G=(V,E) grafi. V={1,2,3,4,5},
E={(1,4),(5,4),(2,4),(3,4),(2,3)}-

Ayrica bu tezde V(G) sembolii G grafinin tepeler kiimesini, E(G) sembolii ise G

grafinin ayritlar kiimesini gostermektedir.

Tamim 1.1.2. (Diestel, 2000) Yol graf, baslangi¢ ve bitis tepesinin derecesi 1,
diger biitiin tepelerinin derecesi 2 olan graftir. n tepeli bir yol graf P, ile

gosterilir.

Sekil 1.2 Yol graflar.



Tanim 1.1.3. (Diestel, 2000) Cevre, baslangic ve bitis tepesi ayni olan en az 3
uzunlugunda bir yoldur, baglangi¢ ve bitis tepesi hari¢ diger tepeler tekrar etmez.

Diger bir deyisle bir graftaki ¢cevre(cycle) asagidaki formdadir.

G=(V,E) ve V={v{, vp,...,Vp}, E=v|Vv5,voVv3...,v, 1 Vi,V V1 }, N tepeli bir devre C,

ile gosterilir.(Bkz. Skl 1.3).

-

Sekil 1.3 Bir C; graf.

Tamm 1.1.4. (Diestel, 2000) Bir yonstiz G=(V,E) grafinda, her tepe ¢ifti arasinda

en az bir yol varsa bu graf birlestirilmistir.

Tamm 1.1.5. (Diestel, 2000) Devre igermeyen birlestirilmis graflara agac
denir.Asagida bir agag graf gosterilmistir.

Sekil 1.4 Bir agac graf.

Teorem 1.1.1.

G=(V,E) bir birlestirilmis graf ise asagidakiler denktir.

a) G bir agagtir.

b) G, devre igermez.

c) G deki her bir u # v tepe ¢ifti i¢in, u dan v ye sadece bir yol vardir.

d) G den herhangi bir ayrit silindiginde, birlestirilmis olmayan bir graf elde edilir.

e) G nin tepelerinin sayisi, G nin ayritlarinin sayisindan bir fazladir (Scheinerman,
2012).



Tanim 1.1.6. (Nabiyev Vagifoglu, 2009) Algoritma, iyi tanimli hesaplamali bir
prosediir olup bir deger veya degerler kiimesini girdi olarak alip, bir deger veya
degerler kiimesini isleyip ¢ikt1 olarak sunmaktadir. Algoritma, iyi belirlenmis
hesaplamal1 bir problemi ¢6zmek icin bir aragtir. Bir algoritma boylece girdileri,
sirali hesaplamali adimlarla ¢iktiya doniistiiriir. Iyi belirlenmis problemler,
¢Oziimiin dogrulugunun algoritmik yaklasimla gosterilebilecegi problemlerdir.
Algoritmik yaklagimda ise ¢6ziim uzaymin her bir elemanmin ¢éziim sartlarina

uyup uymadigi birer birer kontrol edilmektedir.
Bir algoritma genel olarak, problemler i¢in

1.Bir¢ok aday ¢oziim vardir ki bunlari ¢ogu istenilen ¢6ziim degildir. Bunlardan

istenileni oldukga 1yi bir sekilde bulabilir.

2.Pratik uygulamalarda, basit 6rnekleri en kisa yoldan saglar (Cormen, Leiserson,

Rivest and Stein, 2001).

Tamm 1.1.7. (Nabiyev Vagifoglu, 2009) Bir problemin algoritmik ¢dziimlerinin
smiflandirilmasi, bunlarin yiriitiilmesi i¢in gerekli islemlerin sayis1 temel alinarak
gergeklestirilebilir, bu Olgliye algoritmik karmasiklik denir. Karmagsiklik,
algoritmanin uygulanacagi bilgisayarin islemcisinden bagimsiz olarak hesaplanir.
Karmasiklik, zaman karmasiklig1 ve alan karmasiklig1 olarak ikiye ayrilmaktadir.
Zaman karmasikligi, algoritmanin problemi ne kadar zamanda ¢ozecegine iliskin
bir Olgliyken, alan karmasikligi problemin ¢6ziimiiniin bellekte ne kadar yer
kaplayacagma iligkin Ol¢iidiir. Glinlimiizde, gelismis bilgisayar teknolojisini

diisiiniiliirse, alan karmasikligi cok da 6nemli degildir.

Tanim 1.1.8. Bir algoritmanin en kotii durumda sergileyecegi performansin iist
smirt Big O notasyonuyla gosterilir. Bu fonksiyon s$oyle tanimlanir.
f(n)ZO(g(n)) olmasi i¢gin tiim n = k i¢in 0 < f(n) <cg(n) olacak sekilde pozitif
c ve k, sabitleri tanimliysa bu f fonksiyonu biiylik O notasyonu ile
gosterilebilir.Burada ¢ ve k, f fonksiyonuna bagl, n den bagimsiz sabitler

olmalidir.



Ornegin, n*+n’+4n+5 fonksiyonunda, n nin ¢ok biiyiik degerleri gz oniinde
tutulursa, n’ iin biiyiimesine karsilik diger terimlerin biiyiimesi énemsenmez ve
algoritmanm karmasikligi boyle bir fonksiyon ig¢in c*O(n®), c=1 seklinde
yazilacaktir.Asagidaki tabloda algoritmalarin tiirline gore calisma zamanlari

listelenmistir.

Cizelge 1.1 Algoritmalarin tiirline gore ¢alisma

zamanlar1
Notasyon Isim
o(1) Sabit
O(logn) Logaritmik
O([logn]°) Polilogoritmik
O(n) Lineer
O(nlogn) Loglineer
0(n?) Karesel
O(n%, c>1) Polinomial veya cebirsel
o(c™) Ustel veya geometrik
O(n!) Faktoriyel veya kombinatoryal
O(n") geokombinator

Tamm 1.1.9. (Nabiyev Vagifoglu, 2009 ; Cormen at al, 2001) Teta Notasyonu,
ortalama caligma zamani olup algoritmanin karakteristigine ve c¢oziilen probleme
gore degismektedir. Ornegin siralama algoritmalarinda genellikle rastgele
dagilimli degerler ortalama zamani belirlemektedir. f(n)=0(g(n)) olmasi i¢in, tiim
n>k i¢in 0 <c,g(n) < f(n) <c ,g(n) olacak sekilde pozitif c;,c, ve k sabitleri
tanimliysa bu f fonksiyonu ® notasyonu ile gosterilebilir. Burada c;, ¢, vek, f

fonksiyonuna bagli, n den bagimsiz sabitler olmalidir.



Tammm 1.1.10. Omega notasyonu, algoritmalarm en iyi durumdaki caligma
zamanini ifade etmek icin kullanilir. Giris degerleri analiz edildikten sonra, en iyi

girig i¢in algoritmanim O notasyonuyla ifadesi Q notasyonu ile adlandirilir.

o fn)y=0(g(n)
(a) (b) (c)

f(n) = ©(g(n))

Sekil 1.5 Algoritmik notasyonlarin grafiksel ifadeleri.

Tamm 1.1.11. (Gass,2000) Optimizasyon, bir sistemde var olan kaynaklarin (is
giicli, zaman, anapara, siirecler, ham maddeler, kapasite ekipman gibi) en verimli
sekilde kullanarak belirli amaglara (maliyet en azaltilmasi, en ¢oklanmasi,
kapasite kullanimmin en ylikseltilmesi ve verimliligin en c¢oklanmasi gibi)

ulagmayi saglayan bir teknoloji olarak tanimlanmaktadir.
Optimizasyonda, modelleme ve ¢6ziimleme iki 6nemli bilesendir.

Modelleme ger¢ek yasamda karsilagilan problemlerin matematiksel olarak ifade
edilmesi; c¢oziimleme ise bu modeli saglayan en iyi ¢6zliimiin elde edilmesini

kapsamaktadir.

Tanmm 1.1.12. (Polinomiyal Ingirgenebilirlik) Bir X problemi, Y problemini
¢ozen bir algoritmadan yararlanilarak elde edilen bir algoritma ile ¢6ziilebiliyorsa,

X problemi Y problemine indirgenebilir denir ve X <, Y ile gosterilir.

Burada, X ya da Y i¢in polinom zamanli bir algoritmanin varligi 6nemli degildir.
Burada yalnizca birini ¢6zen iyi bir algoritma varsa diger i¢in de bulunabilecegi

sOylenmektedir.

"o fin) =Q(g(n))

c28(n) cg(n)
/’! fin) ~ ,_.--’fin)
S _
S~ o g(n) / _ cgm
P e 7N S



2. NP-TAMLIK VE TEPE ORTUSU PROBLEMIi

Tammm 2.1.1. P smif, calisma zamam polinomiyal bir fonksiyonla smirli
algoritmalarla ¢oziilebilen problemlerin sinifidir. Diger bir deyisle, bu siniftaki
problemler, iyi belirlenmis problemlerdir ve deterministik Turing makinesinde
polinomiyal zamanda ¢oziilebilirler.

Ornegin: n basamakli bir saymnin asal olup olmadigmi kontrol etmek icin ¢alisma
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siiresi n° mertebesinde bir polinomla hesaplanabilinen bir algoritma vardir.Bu

problem ve bir¢ok karar problemi (Decision problems) P smifina girmektedir.

Tanim 2.1.2. NP smif, polinomiyal zamanda deterministik olmayan makinelerde
¢Oziilen problemlerin smifin1 gostermektedir. Bu problemlerin ¢6ziimii i¢in

polinomiyal zamanda calistig1 bilinen bir algoritma heniiz yoktur.

Deterministik olmayan makineler, bir problem i¢in olas1 biitiin durumlar1 dener

ve bu durumlar1 denerken sezgisel olarak ¢caligmaktadir.

PSS NP oldugu aciktrr. Ornegin, n basamakli bir saymin asal carpanlari
bulunmak istendiginde bu problemi ¢6zecek algoritmanin ¢alisma zaman iistel bir

fonksiyonla gosterilmektedir.

Tamm 2.1.3. Bir P problem, NP bir problem kadar zorsa bu tiir probleme NP-

karmagik problem denir.
Tamm 2.1.4. (Garey M. and Johnson D., 1979 ; Nabiyev Vagifoglu, 2009)

NP-Tam sinif, her biri en az NP smiftaki problemler kadar zor olan problemlerin
smifidir. Yani NP deki her problem NP-karmasiktir.

NP-Tam problemler, algoritmalar araciligiyla yeterince hizli olarak ¢oziilemez.
Bu problemler i¢in daha 6nceden bulunmus polinom zamanda ¢6ziim verebilen
bir algoritma yoktur. NP-Tam problemler, eger i¢lerinden herhangi bir problem
icin polinom zamanda etkili bir ¢6ziim veren bir algoritma varsa diger NP-Tam
problemler icin de bdyle bir algoritmanin var oldugu gibi bir 6zellige sahiptir

(Garey M. and Johnson D., 1979) .



2.1 NP-Tam Problemler

NP-Tam smiftan problemlere iliskin ilk ¢alisma 1971 yilinda Stephen Cook’s
tarafindan Bool Tatmin edilebilirlik probleminin NP-tam oldugunun
gosterilmesiyle baslamistir. Bu c¢alismadan sonra NP-Tamlik iizerine yapilan
calismalar hiz kazanmig ve 1972 yilinda Richard Karp tarafindan Kombinatoryal
Problemler Arasinda Indirgenebilirlik adli makale yayimlanmis ve 21 adet NP-
tam problem listelemistir. (Karp, 1972)

1. Tatmin edilebilirlik (Satisfiability)

Girdi: Degiskenlerin bir U kiimesi, U={y; |u; €{ 0,1}, i=1..n} ve

f(u; uy,...,u,) fonksiyonu.
Soru: J u;, i=1...n, i¢in f(ul’uz,...,un)=1 atamas1 var mi1 ?

Bu probleme ornek olarak f=(x Vy Vz) AX fonksiyonunu ele alalim.Bu
ifadenin 1 degerini almasi i¢gin mutlaka (x Vy Vz) ve X degerlerinin 1 ¢ egit

olmasi gerekir.

x=1 1ise x=0 dwr.Boylece problem, x=0,y=0,z=1, x=0,y=1,z=0 ve

x=0, y=1, z=1 olmak lizere ii¢ adet durumda tatmin edilebilir.

2. 0-1 Tamsayili Programlama (0-1 Integer Programming)

Girdi: X sonlu bir kiime ve (X, b) ikilisi, burada X, m- i bir tam say1, b bir tam

say1, ¢ m- li bir tam say1 ve B bir tamsay1 olsun.

Soru: Tiim (X,b) € X igin X.y <bve C.y =B olacak sekilde y € {0,1},

m-li y tam sayis1 var nidir ?

3. Klik (Clique)
Girdi : G=(V,E ) grafi ve pozitif K sayis1 verildiginde K < |V|.

Soru:V S Vve |V| > K olacak sekilde V' de her iki tepesi E de bir ayrit

tarafindan birlestirilen en az K boyutunda klik i¢eren G grafi var nudir ?

(Bkz. Sekil 2.1)
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Sekil 2.1 Basit bir G=(V,E) grafi verilmistir ve klik 6rnegi.
Bu graf'i¢in C, E,F klik formundadir.

4.Kiime Paketleme (Set packing)
Girdi: C sonlu kiimeler yigmi, K < |C| pozitif tam sayisi.

Soru: C en az K karsilikli olarak ayrik kiime iceriyor mu ?

5. Tepe Ortiisii (Vertex Cover)
Girdi : G=(V,E ) grafi ve pozitif K sayisi1 verildiginde K < |V].

Soru:G i¢in V' € V ve K < |V| olacak sekilde ve her bir {u,v} €E icinuyadav

den en az biri V' ne ait olmak iizere bir V' var mi1 ?

6.Kiime Ortme (Set Covering)
Girdi: U= {ul,uz,...,un} ve SI,SZ,...,Sk cu.

Soru:1 € {1,2,....m}ve UgS;=U varm ?

7.Geri Besleme Diigiim Kiimesi (Feedback Node Set)
Girdi: yonlii bir G=(V,A ) grafi ve pozitif K sayisi verildiginde K < |V].

Soru: V' € V ve V' < |K] olmak iizere, G deki her yonlii devreden en az bir tepe

iceren V var mi ?
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8.Geri Besleme Yay Kiimesi (Feedback Arc Set)
Girdi: yonlii bir G=(V,A) grafi ve pozitif K sayisi verildiginde K < |V]|.

Soru: A" € A ve K < |A| olmak iizere, G deki her yonlii devreden en az bir arc

iceren A var mu1 ?

9.Y6nlii Hamilton Devresi (Directed Hamilton Circuit)
Girdi: Yonli G=(V,A ) grafi.

Soru: G yOnlii bir Hamilton devresi igeriyor mu ?

10.Y 6nsiiz Hamilton Devresi (Undirected Hamilton Circuit)
Girdi: G=(V,E ) grafi.

Soru: G Hamilton devresi igeriyor mu ?

11.Madde basima en fazla 3 sabitli Tatmin edilebilirlik (Satisfiability with at most

3 literals per clause)

Girdi: Sonlu bir U {izerindeki ctimleciklerin C={c,,c,,...,c,,} koleksiyonu, oyle

Ki 1 <i<m igin |¢;| = 3.

Soru: C deki tiim ciimlecikleri tatmin eden U i¢in dogru bir atama var midir ?

12. Kromatik Say1 (Chromatic Number)
Girdi: G=(V,E ) grafi ve pozitif K sayisi verildiginde K < |V].

Soru : G, K-boyanabilir midir yani, {u,v} € E oldugunda, f(u) # f(v) olacak
sekilde f:V—{l1,2,...,K} var midir?
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13.Klik Ortii (Clique Cover)
Girdi: G=(V,E ) grafi ve pozitif K sayis1 verildiginde K < |E]|.

Soru:V nin, V{, V,,Vs,....Vy ve k <K olacak sekilde alt kiimeleri dyle ki G nin
iki pargali tam altgrafini olusturan ve her bir {u,v} € E ayrit1 i¢in, hem u hem de v

yi igeren bir V; var midir ?

14.Tam Ortii (Exact Cover)

Girdi : X kiimesi, |X| = q ve X in alt kiimelerinin bir C koleksiyonu,

Soru: Bir C'c C alt koleksiyonu ve dyle ki, X in her bir elemami C nin tam

olarak bir liyesini meydana getirir. C, X i¢in bir tam 6rtii igeriyor mu ?

Omegin  X={A, B, C, D} kiimelerinin bir koleksiyonu olsun. C={1,2,3,4 }
ve A={}, B={1,3}, C={2,4}, D={2,3}olsun.

{B,C} kiimelerinin birlesimi X kiimesini verir ve bir tam Ortiidiir.Yine

{A,B,C} kiimelerinin birlesimi de X 1 meydana getirir bu da tam ortiidiir.

15.1sabet Kiime (Hitting Set)

Girdi: Bir sonlu S kiimesinin alt kiimelerinin C koleksiyonu, ve pozitif K<|S]|

sayisl.

Soru: SC S, |S| < K 06yle ki C deki her bir elemanin en az bir tanesini igeren S’

alt kimesi var mi?

Bu problemin duali kiime ortii problemidir.

16.Steiner Agaci (Steiner Tree)
Girdi: G=(V,E) grafi ve her bir e € E i¢in
w(e) € Zgagirhgi, REV ve bir pozitif tamsay1 B sinir1.

Soru: R deki tiim tepeleri igeren ve alt agagtaki ayritlarin agirliklar: toplami B

den daha fazla olmayan bir G nin alt agac1 var mudir ?
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17.3-Boyutlu Esleme (3-Dimensional Matching)

Girdi M S W x X XY burada W, X, Y ayni sayida q elemana sahip ayrik

kiimeler olsun.

Soru: MEM  olacak sekilde, |[M'| =q ve M nin herhangi bir koordinatta
uyusan iki elemani olmayan bir alt kiime var m1 yani M bir esleme igeriyor

mu ?

18.S1rt cantas1 (Knapsack)

Girdi: Sonlu bir U kiimesi her bir u€U icin s(u)€Z" boyutu ve bir v(u)€Z"

degeri, pozitif B ve K sayilar1.

Soru: ¥ .y s(W<B olacak sekilde ve Y V=K  olacak sekilde

UCU var mdir ?

19.1s Siralama (Job Sequencing)
Girdi: n adet is ve m adet makine .

Soru: Her bir is her makineye en az zamanda yapilacak bicimde atanabilir mi ?

20.Parcalama (Partition)
Girdi: Sonlu bir A kiimesi ve, her bir a€ A icin s(a)€Z" boyutu

Soru: A'CA olacak sekilde Yoen S@=2, 1 s(a), bir A alt kiimesi var

mi1 ?

21.Maksimum Kesim (Max Cut)
Girdi: her bir e€ E i¢in w(e)€Z" agirligi, pozitif K tamsayisi.

Soru: Vi, V, ayrik kiimeler dyle ki bir bitis noktas1 V; de olan diger bitis
noktas1 V, de olan ve E nin ayritlarinin agirliklarmin toplami en az K olan, V

nin bir par¢alanmasi var m1 ?
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2.2 Polinomiyal Indirgenebilirlik ve NP-Tamlik Ispati

Minimum tepe Ortiisii problemi Karp® 1 21 Np-Tam probleminden
biridir.(Karp,1972) Bir problemin Np-Tam oldugunu ispat etmek igin ise, ilk
olarak problemin NP smifta oldugunun gosterilmesi gerekir. Daha sonra NP-Tam
oldugu ispat edilmek istenen problem, NP-tam oldugu bilinen baska bir probleme
indirgenir. Eger bu indirgeme polinom zamanda yapilabilirse, problemin NP-tam

oldugu ispat edilmis olur.

Tepe Ortiisii probleminin diger NP-tam problemlerle bu ¢erg¢evede iliskisi
mevcuttur.  Yukarida bahsi gecen indirgenebilirligi  asagidaki  sema

gostermektedir.

Circuit — Sat

(Devre-Taminedilebilirlilkc)

|

Sat

(Tatminedilebilirlik)

|

3-Cnf-Sat
(3-Conjuctrve nermal form tatmin edilebililik)

////\-

Clique Subset-Sum
/\. (Alt kitme-Toplam)
Independent Set o o WVertex Cowver
(Bagmsiz Kiime ) (Tepe Ortiisii)
Hamilton Cyele
(Hamilton Dievresi)
Travelling Salesman Problem

(Gezgn Sahci Problemi)

Sekil 2.2 Np-Tamlik ispatlarinin yapist
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Teorem 2.2.1. .(Cormen et all, 2001; Karp,1972).Tepe Ortiisii Np-Tamdur.

Ispat : Tk olarak Tepe Ortiisii € NP oldugu ispatlanir. G=(V,E) herhangi bir graf
ve k de bir tamsayi olsun . V' € V tepe 6rtii kiimesi olsun. Dogrulama algoritmasi
|[V| =k oldugunu saglar ve her (u,v) € E ayrit1 i¢in ya u€V ya da veV' yi

kontrol eder.A¢ik¢a, bu dogrulama polinom zamanda yapilabilir.

Simdi tepe ortiisii probleminin € NP-Zor oldugunu, KLIK <, TEPE-ORTU
(Yani tepe oOrtiisi probleminin klik problemine polinom zamaninda
indirgendigini) gostererek ispat edelim. G=(V,E) klik problemi i¢in bir graf olsun.
Tepe Ortiisii problemi igin yeni bir G tiimleyen graf olusturalim. Bir grafin
timleyeni G, G grafinda olmayan ayritlardan olusmaktadir.Yani G(V.E),
E={(u,v): u, v€V, utv, (u,v)EV} .

¥ _
2)G b) G

Sekil 2.3 a) da G=(V,E) grafi verilmistir. |V'|={u ,v,x,y} bir kliktir. b)

indirgeme algoritmasinin iirettigi G grafidir, V-V={w,z} tepe
ortiistdiir.

Indirgeme algoritmas1 girdi olarak, Klik probleminin (G,k) 6rnegini alir.Cikt1

olarak da tepe ortiisii probleminin bir (G,|V|-k) rnegini verir.
|[V|=n, k=n-k olsun .

G nin bir k-klik igerdigini gostermek zorundayiz ancak ve ancak G, k boyutta bir

tepe Ortiisline sahipse.
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Kabul edelim ki G bir k-klik igeren bir graf ve V'€V olsun .iddia ediyoruz ki
V-V, G de bir tepe ortiisiidiir. Bunu gdrmek i¢in, (u,v) € E ayritina bakalim.
Acikea, (u,v)EE. Boylelikle ya u ya da v, V' ne ait degildir. O zaman u ya da
Vv, V-V ye aittir.Béylelikle G nin bir tepe ortiisii V-V dir. Boyutu

[V-V' | = nk =k.

Aksine, kabul edelim ki G, VEV olacak sekilde bir tepe ortiisiine sahip

olsun.Burada
[V' | = n-k=k’, 0 zaman herhangi bir u,veV igin, eger (u,v)EE ise, u€V' veya
VEV ya da her ikisi de. Bu eger, u€V ve v€V ise 0 zaman (u,v)€E veya u,vE€E

olmasini gerektirir. Boylece G nin bir kligi V-V diir, boyutu |V-V | =n-k=k.

Boylece, KLIK <, TEPE-ORTU oldugunu ispatlamis oluruz.

Sonu¢ olarak TEPE-ORTU €NP-Tam.(Cormen, Leiserson, Rivest and Stein,
2001)

2.3 Tepe Ortiisii Probleminin Iliskili Oldugu NP-Tam Problemler

2.3.1 Kiime ortii problemi (Set Cover)
(Cormen et al., 2002; Garey M. and Johnson D., 1979).

Tepe oOrtiisii problemi kiime 6rtii probleminin 6zel bir tiiriidiir. Kiime 6rtii problemi

ise asagida ifade edilmistir.

Kiime Ortii probleminin bir 6rnegi (X,F) olmak iizere, X, sonlu kiime ve F, X in

altkiimelerinin bir ailesidir, dyle ki X in her elemam F deki altkiimenin en az

x=|Js

SEF

birine aittir.

Diger bir tanimu ise,
Girdi: U= {u;,u,...,u,} ve S;,S,,...,Sy €U olmak iizere,

Soru: 1 € {1,2,....m}ve U;gS;=U var m1 ?
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2.3.2 Bagimsiz kiime (Independent Set)

Girdi: G=(V,E) grafi ve pozitif K sayis;, K< |V].

Soru: G, K boyutta ya da daha fazla bir bagimsiz kiime igeriyor mu dyle ki V>K

ve VEV, V' ise E den bir ayritla birlestirilmis iki tepe icermeyen bir alt kiimedir.

Bagimsizlik sayist ise en biiyiikk boyuttaki bagimsiz kiimenin boyutudur. Genel

olarak bir G grafinin bagimsizlik sayis1 a(G) ile gosterilir.

2.3.3 Klik (Clique)

Girdi: G=(V,E) grafi ve pozitif J sayis1, J<|V|

Soru: G, J boyutta ya da daha fazla bir klik iceriyor mu Syle ki V>J ve
V'CV, V deki her tepe E den bir ayritla birlestirilmistir.

2.3.4. Aynt ortiisii (Edge Cover)

Girdi: G=(V,E) grafi ve pozitif K sayisi.

Soru : E<K ve EC E olacak sekilde bir E' var mudir 6yle ki her bir ve V icin

vE ¢ olan bir e€ E' vardur.

Tepe oOrtlisii probleminin 6zellikle bagimsiz kiime ve klik problemiyle iliskisi

Lemma 2.3.1.de daha detayli olarak incelenmistir.
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Lemma 2.3.1.

Herhangi bir G=(V,E) ve V'SV i¢in asagidakiler denktir .

(8) V', G de bir tepe ortiisiidiir.

(b) V-V, G nin tiimleyeninde bir kliktir. G nin timleyeni G=(V,E) olup,

E ={(u,v):u,v€V ve (u,v)EE }, yani G nin tiimleyeninin ayritlar1 G de olmayan

ayritlardir.
(c) V-V, G i¢in bir bagimsiz kiimedir( Garey M. and Johnson D., 1979 ).

Ornek olarak asagidaki graflar ele almmstir.

Sekil 2.4 Bir G=(V,E) grafi ve tiimleyeni G .

V'€V olmak iizere, V={b,c,e} bir tepe ortii kiimesidir.
V-V ={a,d} Gdebir kliktir.

V-V ={a,d} G de bir bagimsiz kiimedir.
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3. TEPE ORTUSU KUMESI

Tammm 3.1. G=(V.E) bir graf, V tepeler kiimesi, E ayritlar kiimesi olsun. G
grafinin, her bir (u,v)€ E ayritinin en az bir u¢ noktasini igeren, u€C ya da veC
yada (u,v)eC, CEV kimesine, G grafinin tepe Ortiisii (vertex cover) kiimesi
denir. Bu kiimenin boyutu, tepe Ortiisii sayisi olarak adlandirilir. Bir G grafinin

tepe Ortlisii sayisi, B(QG) ile gosterilir.

Tepe Ortiisii problemi agsagidaki gibi iki tiirde tanimlanabilir.

3.1.1 Karar Versiyonu

Girdi : Bir G=(V,E) grafi ve pozitif K sayisi, K<|V].

Soru: G i¢in, |C| <K olacak sekilde, her bir (u,v)€ E i¢in u ya da v den en az

biri C kiimesine ait olmak iizere bir CSV var m1 ? (Karp, 1972)

3.1.2 Optimizasyon Versiyonu

Bir G=(V,E) yonsiiz graf olmak iizere, G grafindaki her bir (u,v)€EE ayritinin en
az bir u¢ noktas1 C kiimesinde olmak iizere CSV olacak sekildeki en kiigiik

boyuttaki C kiimesi tepe ortiisii kiimesidir.

3.1.3 Karar Versiyonu ve Optimizasyon Versiyonun Karsilastirilmasi

Karar versiyonunda amag, bir G grafi i¢in 6zel olarak verilen bir boyutta veya
ondan daha kiiclik bir tepe Ortiisiiniin var olup olmadigmi dogrulamaktir.
Optimizasyon versiyonunda ise amag, bir G grafi icin minimum boyuttaki tepe
ortiistinii elde etmektir. Dolayisiyla minimum tepe Ortiisii tepe Ortii probleminin

optimizasyon versiyonudur.

Ornek olarak sekil 3.1 deki G=(V,E) grafini ele alalim.
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Sekil 3.1 Bir G=(V.E) grafi

V={1,2,3,4,5} kiimesi G grafinin tepe kiimesidir.
C={1,2,3,5}, G grafinin bir tepe Ortiisii kiimesidir.

Ote yandan problem karar versiyonu ve optimizasyon versiyonu agcismdan ele

almnirsa,

Karar Versiyonu:
Girdi: Bir G=(V,E) grafi ve pozitif sayisi, K=3 olsun.

Soru : G grafinin her bir ayritinin en az bir u¢ noktast C kiimesinde olmak {izere

|C| < 3 olacak sekilde CSV var mudir ?

Ornekte verilen ydnsiiz G grafinin 3 veya 3 den daha az elemanh alt kiimelerinin

sayisl (§)+(§)+G ) =25 olup tepe ortiisii kiimesi igin 25 aday kiime vardir.

Cizelge 3.1 Eleman sayilarina gore tepe
ortiisti ktimeleri.

3 elemanli tepe ortiisii kiimeleri C,={2,3,4}
2 elemanl: tepe Ortiisii kiimeleri C,={2,4}

Ci={3.4}
1 elemanl: tepe Ortiisii kiimeleri ----

Optimizasyon versiyonu:

Verilen yonsiiz G grafinin, en kii¢lik boyuttaki tepe ortii kiimesi C,={2,4} veya

C3={3.4} olup optimal yani en kii¢iik boyuttaki tepe Ortiisii |C*|=2 dir.
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3.2 Tepe Ortiisii Problemi Giinliik Hayat Uygulamasi

Tepe oOrtiisii probleminin gergek hayattaki bir¢ok alanda uygulamasi mevcuttur.
Iletisim aglar,, elektrik devre tasarimi, istatistiksel mekanik, hesaplamali

biyokimya, giivenlik sistemleri gibi.

Omegin giivenlik sorunu yasayan bir sehir merkezini ve buranin cadde ve
sokaklarini diisiinelim. Bu cadde ve sokaklarin tiimiinii gérecek sekilde, cadde ve
sokaklarin bitis noktalarina giivenlik kamerasi yerlestirmek isteyelim. Ekonomik
acidan distiniildiigiinde olas1 en az sayida kamerayla is halledilmek istenir. Cadde
ve sokaklar1 bir G grafinin ayritlari, glivenlik kamerasi yerlestirilecek noktalar1 da
G grafinin tepeleri olarak diisiiniirsek, problem minimum tepe Ortiisli problemine

doniisecektir.

Cadde ve sokaklarin sayismna yani ayritlarin sayisma n ve maliyeti

karsilanabilecek kamera sayisina da k ve k <n dersek, giivenlik kameras1 koymak
icin (E) adet durum vardir. Ancak bdyle bir durumda goriilmeyen cadde ve

sokaklarm bulunmasi da olasidir. Daha iyi bir ¢6ziim i¢in yani daha az kamerayla

bu isin yapilabilecegi konusu arastirilmak istendiginde ise 6rnegin, 1 adet kamera
koymak igin (}) adet durum, 2 adet kamera koymak igin (}) adet durum vardir.

Bu sekilde tiim durumlar1 denemek igin ise

(111) + (121) + (I;) +...+ (2) =2""1

Adet durum var olup zaman n ye bagli olarak {istel olarak biiyiiyecektir.
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3.3 Tepe Ortiisii Probleminin Tiirleri

Tamim 3.3.1.Minimum Agirlikli Tepe Ortiisii (Minimum weighted vertex cover)
G=(V.E) bir graf ve W:V—R agirlik fonksiyonu olsun.

G nin her bir (u,v)€ E ayritmm en az bir u¢ noktasini igeren, uEA ya da veA
yada (u,v) EA, en kiiciik agirliga sahip ACV kiimesine, minimum agirlikli tepe

ortiist kiimesi denir.

Agirlikli tepe ortiisii problemi Lineer program modeliyle asagidaki gibi ifade
edilebilir.

min E Wi X

iev
X; x;>1  her bir (i, j) €E aynit1 igin

X; € {0,1} herbiri € V tepesi i¢in

X; ¥x; > 1, her bir (i, j))€ E ayrit1 igin, ayritm en az bir u¢ noktas: almmasi

gerektigini gosterir.

X; € {0,1}, her bir i € V tepesi i¢in, ilgili tepe, ortii kiimesine alindiysa 1 degerini,

almmadiysa 0 degerini alir.
Burada w; ler ise i € V i¢in ilgili tepenin agirligini temsil etmektedir.

Asagidaki graf agirlikli tepe Ortlisii problemi i¢in bir ornek teskil etmektedir
(Balaji S., Swaminathan V.and Kannan K.,2010).

A® ) A®

C(3)

BQ) D) B(2)

D(3)

) EQ) )
E2)

Sekil 3.2 Agirlikli tepe ortiisii problemi i¢in verilen bir graf ve bu grafin tepe
ortiistl.
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Bu ornekte, minimum agirlikli tepe Ortiisiiniin igerdigi tepeler daire igine

alimmustir.

Orneklenen graf Ks3 iki parcali tam graftir. Burada minimum agirlikli ortii

kiimesi, C(5), D(3), E(2) tepelerinden olusur.

Ayni graf, agirliksiz bir graf olarak diistiniiliip tepe Ortii kiimesi bulunacak olursa,

Sekil 3.3 G=(V,E) grafi.

sekilde goriildiigii gibi A, B, C tepeleri ya da D, E, F tepeleri alinirsa tepe ortii
kiimesi bulunur. Ancak agirlikli versiyonunda, bdyle olasiliksal bir se¢cim
yapilamamistir. Agirlikli versiyonunda amag, tepe Ortiisiine alinan tepelerin
sayisinin az olmasi degil, tepe Ortiisiine alinan tepelerin agirliklarinin toplamimin

en az olmasidir.

Tanim 3.3.2. Birlestirilmis Tepe Ortiisii (Connected vertex cover)

Bir G=(V,E) grafi ve bir k>0 tam sayis1 verildiginde, G i¢in en fazla k tepe
iceren bir C tepe Ortiisiiniin var olup olmadigin1 belirlemek amaclanir. Ancak G
nin alt grafi olan C, tepe Ortii kiimesi birlestirilmistir. ((Guo J., Niedermeier R.,

Wernicke S., 2007).

Asagidaki grafta bulunan tepe Ortli kiimesi tarafindan olusturulan alt graf

birlestirilmistir.
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c
e
ﬂ\/b *
d
a)

Sekil 3.4 Bir G=(V,E) grafi ve onun birlestirilmis tepe ortiisii

b)

Tepe oOrtii kiimesi C={a,b}. Tepe oOrtii kiimesinde bulunan a ve b ayritlar

tarafindan olusan alt grafi birlestirilmistir.(Bkz Skl 3.4 b))

Tepe Ortiisii probleminin bu tiirlinde en az sayida tepeyle bir tepe Ortiisiiniin
istenmesinin yani sira bulunan tepe Ortii kiimesinin olusturdugu alt grafin
birlestirilmis olmasinin istenmesi problemi ¢ok daha zor yapmaktadir. Bu problem
icin bulunan her bir 6rtii kiimesinin birlestirilmis olup olmadigi da test edilmek
zorundadir. Bu problem i¢in 2-yaklasik algoritma vardir.Ancak, n, grafin tepe
sayisi, m, grafin ayrit sayis1 ve k de birlestirilmis tepe Ortiisiiniin boyutu olmak
iizere, bu problem i¢in calisma zamani O(6*n+4*n?+n? logn+nm ) olan algoritma

gelistirilmistir. (Guo J., Niedermeier R. and Wernicke S., 2007)

Tanim 3.3.3. Kapasitelendirilmis Tepe Ortiisii (Capacitated vertex cover)
Bu problem tiiriinde kapasiteli bir G=(V,E) grafi ve bir agirlik fonksiyonu vardir.

Kapasiteli grafin anlami, her bir v € V tepesine ayritlarin toplam sayisi ile sinirli

olan bir ¢(v)>1 kapasite atanmasidir ki burada tepeler kismi olarak ortiilebilir.

Agirlikl ve kapasiteli bir G=(V,E) grafi verilsin. w,, v tepesinin agirhgni, k, ise

v tepesinin kapasitesini gostersin .( k, bir tamsay1 olsun .)

Bir kapasitelendirmis tepe Ortiisli fonksiyonu x:V—Nj, Oyle ki G nin ayritlarmin
bir yoneltmesi (orientation) vardir ve VEV tepesine dogru olan ayritlarin sayisi
en fazla k,w, dir. Ortiiniin agirligr Y ey kyw_ dir.Burada her bir tepe i¢in

k,=|V|-1 alinirsa, problem minimum agirlikli tepe Ortiisiine doniisiir.
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Bu problem tiiriinde her bir tepenin kapasitesi oldugundan, kendisine bitigik biitiin

ayritlar1 6rtemeyebilir. Bu problem de 2-yaklasik algoritmayla ¢oziilebilir. Ancak

enumerative yaklasim kullanilarak 0(1.2k2+n2), calisma zamanli algoritmayla
¢coziimlenebilmistir. Hard ve soft kapasiteli olmak tizere iki tiirii vardir.(Guha S.,
Hassin R., Khuller S., Or E., 2002; Guo J., Niedermeier R. and Wernicke S.,
2007)

Tanim 3.3.4. Maksimum Kismi Tepe Ortiisii (Maximum partial vertex cover)

G=(V,E) yonsiiz bir grafi verildiginde ve¢#© k>0 ve t>0  tam sayilari
verildiginde, en az t ayrit1 6rten ve en fazla k boyutunda olan bir tepe alt kiimesi

C €V, C nin var olup olmadigin1 arastirilir.

e

C
: \/ ’
d
Sekil 3.5 Basit bir G=(V,E) grafi

Sekilde verilen graf icin en az 3 ayrit1 orten ve en fazla 2 boyutlu bir tepe Ortiisti
bulmak isteyelim. C={a,b} kiimesi bu kosulu saglamaktadir. Ancak, daha
karmagik durumlarda, ayrit sayismin ve boyut sayismin sinirlanmasi, problemi

zorlastirmaktadir. (Guo J., Niedermeier R. and Wernicke S., 2007)
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3.4 Tepe Ortiisii Problemi I¢in Coziim Yontemleri ve Algoritmalar

Tepe oOrtiisii gibi polinom zamanda c¢oziilemeyen problemler NP—Tam

smifindadir. (Garey M. and Johnson D., 1979)

Bir problemin NP-tam olmasi ¢ergevesinde tig tiir yaklasim vardir.

1. Eger problemin ¢6ziimii i¢in Onerilen algoritma kiiciik girdi smiflart
iizerinde ¢alistyorsa, algoritmanin ¢alisma zamani {istel olsa bile bu durum
kabul edilebilirdir

2. Bazi1 0zel durumlar1 problemden ¢ikartabilirsek polinom zamanda
¢oOziilebilir.

3. Optimal sonucu bulmaya ¢alismak yerine optimale yakin sonuglar bulmak

da tatmin edici olabilir. (Cormen, Leiserson, Rivest and Stein, 2001)

Tepe oOrtlisii probleminin karar versiyonunda da benzer sekilde tam bir sonug
bulunamamaktadir. Bu versiyonda, ancak problem kiicliik k sabit parametreleri

icin polinom zamanda ¢oziilebilir.

Karar problemlerini, sabit parametrenin kiigiik degerleri igin etkili olarak ¢6zen
algoritmalara fixed-parameter-tractable algoritma denmektedir. Bu yontem
parametrelendirilmis karmasiklik teorisi kapsamindadir. Ilk sistematik calismay1

Downey ve Fellows 1999 da yapmustir.

Bir G grafi, pozitif bir tamsay1 k parametresi, n, G grafinin tepe sayisi, mde G
grafinin ayrit sayisi olmak iizere bu yaklagimla tepe 6rtii problemi O(2% (n+m))

zamanda ¢Oziilebilir.

Tepe Ortiisii problemi i¢in smirli bir aga¢ arama algoritmasi teknigi vardir ki
rekiirsif olarak ¢alisir. Rekiirsif olarak bir tepe seger ve her bir adimda iki duruma
dallanmaktadir, ya bu tepenin oldugu ortii kiimesine ya da tiim komsularinin

oldugu ortii kiimesine dallanir. (Chen et all., 2006)

Diger bir yontem ise optimale yakin sonuglar bulmayr amaglayan yaklasik

¢Oziim yontemleridir.
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Bir problem i¢in tasarlanan bir algoritma p(n) yaklagik oranina sahiptir eger, n

boyutlu herhangi bir girdi i¢in algoritma tarafindan iiretilen ¢6ziimiin maliyeti C,

optimal ¢oziim olan C ile p(n) nin ¢arpimidr.
. c ¢
Yani max( ki) )< p(n)

Bu algoritmalar p(n) yaklagik algoritma olarak adlandirilmaktadir(Cormen,

Leiserson, Rivest and Stein, 2001).

2

L
W]

Sekil 3.6 Bir G grafi

Yukaridaki grafin optimal tepe rtii kiimesi C ={4, 2} ya da C"={4, 3}olup |C*|
=2 dir.
Herhangi bir algoritmanin buldugu, rastgele bir tepe ortii kiimesi C={1, 2, 3, 5}

olsun. Bu kiimenin boyutu ise |C| =4 tiir.
c ¢ 4 2 . . .
max(g,€> = (5, Z) =2 < p(n) .Buna gore yaklasik oran p(n)=2, yani algoritma

optimalden en fazla iki kat1 biiyiikliiglinde sonug verebilir denir.

3.4.3 Yaklasik tepe ortiisii algoritmasi
1 C—0

2 E<—E(G)

3 while E#0

4 E den keyfi bir (u,v) ayrit1 al

5 C«—Cu(u,v)

6 E de, u veya v ye bitisik olan her bir ayrits sil

7 return C

(Monien B. and Speckenmeyer E., 1985).
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Algoritmanin uygulanisi.

b < d b <
) —_—
|
I
|
|
|
l \ I
| -
a e f g a
a) b)
3 o d b (@)
—_— =
V

$——————
A
Ay
5
\
v
1
4
N
W
“
v
\
$——————

c) d)

e)

Sekil 3.7 Yaklasik Tepe ortiisii algoritmasinin uygulanist.

Herhangi bir ayrit olarak (b, c) ayrit1 alinir. (b, c¢) ayritin1 olusturan b ve ¢
tepelerine bitisik olan ayritlar graftan silinir. C = {b, c}. Biitliin ayritlar

silinmemis oldugundan devam edilir.

Yine rastgele bir ayrit alinir, (e, f) ayritin1 alalim.(e,f) ayritini olusturan e ve f
tepelerine bitisik olan ayritlar graftan silinir. C={b, c, e, f }. Biitlin ayritlar

silinmemis oldugundan devam edilir.

Yine rastgele bir ayrit alinir, (d, g) ayritint alalim.( d, g) ayritin1 olusturan d ve g
tepelerine bitigik olan ayritlar graftan silinir. C={b, c, e, f, d, g }.Almacak bagka

ayrit kalmadigindan algoritma durur.

Bulunan tepe ortii kiimesi C={b, c, e, f, d, g }. Ancak bu Ortii kiimesi optimal
yani en az sayida tepeye sahip olan kiime degildir. Optimal, tepe ortii kiimesi ise
C'={b, e, d} dir.

Algoritmanm buldugu 6rtii kiimesinin eleman sayis1 5 iken, optimal tepe Ortii

kiimesinin eleman sayis1 3 tiir.
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Bu algoritmanmin karmasikhk analizini yapacak olursak,

Algoritmada 3. deki dongiiden, (3-6) satirlar1 tizerinde tekrarli olarak E' den keyfi

bir (u,v) ayrit1 alinir, onun bitis noktalari u ve v, C ye eklenir ve u ve v den biri

tarafindan ortiilen tim ayritlar E den silinir. Bu algoritmanmn ¢alisma zamani

O(E) dir.

Teorem 3.4.3.1. Tepe Ortiisii Yaklasik Algoritmas1 2-yaklagik bir algoritmadir.
(Cormen, Leiserson, Rivest and Stein, 2001).

Ispat: ¢ kiimesi yaklasik tepe ortiisii algoritmasinin iirettigi kiime, C" kiimesi de
optimal tepe Ortii algoritmasmin tUrettigi kiime olsun. Ayrica A, satir 4 ‘te sekil 3
de secilen ayritlarin kiimesi olsun. Ciinki, bir ayrit alindiginda her iki tepe de

alimis olur ve C=2|A| elde edilir. Ama optimal tepe Ortiisii algoritmasmda bu
ayritin u¢ noktalarindan biri eklenmis olurdu. =>§§ p(n)=2. Bigimsel olarak,
(Boylece bir ayrit satir 4 te bir kez alinir ve onun bitis noktalarma bitisik tiim
ayritlar satir 6 da E den silinir) C* dan olan, A da aym ayrit1 drten iki tepe

yoktur. Ve bdylece sahip olunan alt sinir C >|A] ... (1)

Sekil 1 de satir 4 te, aldigimiz her iki bitis noktas1 Tepe Ortiisiiniin boyutunun

tizerinde bir tist sinira ulasir. |C|=2|A| oldugundan bu durumda tist sinir tamdir.
|CI=2]1A] ... (2)

[1k esitlikte |C|/2=|A| alinir.

|C"|=Icl2

|C"|/ICI=1/2

el < 2=p(n)
C* —
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3.4.4 Greedy (A¢gozlii yaklasim) yontemi

Optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan bir tekniktir. Ag¢ gozli
yaklagim teknigi her bir adimda calisir, bir girdiyi bir kere géz Oniinde tutar
(6zellikle zeki olant).Her bir adimda, bu adimdaki en iyisi olup olmadigina bagh
olarak bir karar verir. Her adimda yerel olarak bulunan optimal ¢6ziimiin genel bir

¢Ozlim olabilme ihtimali vardir.

Zeki Greedy Algoritmasi

1C—0

3 while E+#0

4 Tlgili graftan maksimum dereceli bir v€V tepesi al
5 C—Cu{v}

6 E— E -{e€E :vee}

7 return C.

Sekil 3.8 Bir G=(V.E) grafi.

Yukaridaki sekilde verilen bir G=(V,E) grafinin tepe Ortiisiinii a¢ gozlii yaklagim

algoritmasiyla bulunmasi :
G =Greedy (Ag gozlii yaklagim) algoritmasinin buldugu tepe ortiisii kiimesi.
C = Optimal tepe Ortiisii kiimesi

b2 c.3 d .4

a,l e, 3 2 g.1
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Sekil 3.9 G=(V,E) grafinin her bir tepesinin dereceleri ile gosterimi.

1.Adimm: Oncelikle her bir tepenin derecesi bulunur.Derecesi en biiyiik olan tepe d

tepesidir, derecesi 4 tiir. d tepesi alinirsa,

d tepesi ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir. Gc ={d}.

(3]
iy
et
i)
L=}

Sekil 3.10 Algoritmanin grafa uygulanist 1.adim.

2.Adim: Derecesi en biiyiik olan birden fazla tepe vardir.Bunlar b, c, e tepeleri

olup her birinin derecesi 2 dir.Herhangi biri alinabilir, ¢ tepesini alalim.

b.1 _&l d.4
I PN
1 - | ~
1 J/J I .\\.
i - I ~.
| i | ~
Y
I’/ l .
a,l g, 1 f.l g0

Sekil 3.11 Algoritmanin grafa uygulanisi 2.adim.

¢ tepesi Ortli kiimesine almir ve ¢ tepesi ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

Ge ={d, c}.
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3.Adim: Geriye b, a, e, f tepeleri kalmistir.Bu tepelerin derecesi aynidir .Herhangi

biri ortii kiimesine almabilir. e tepesini alinir ve e tepesine bitisik olan ayritlar

graftan silinir . Gc ={d, c, e}.

Sekil 3.12 Algoritmanin grafa uygulanist 3.adim.

4.Adim: Geriye b ve a tepeleri kald1 .Herhangi biri ortii kiimesine alinabilir.

b tepesi alinir ve b tepesine bitisik olan ayritlar graftan silinir. Go={d, c, e, b}.

Sekil 3.13 Algoritmanin grafa uygulanist 4.adim.

Boylelikle grafta ortiilmeyen higbir ayrit kalmadi .Algoritma sonlanir.

Optimal ¢dziim ise, asagida goriildiigii gibi C ={d, e, b}.

Sekil 3.14 Algoritma sonunda bulunan tepe Ortiisti.

Ag gozlii yaklagim algoritmasi goriildiigii gibi optimal ¢ézliime ulasamamustir.

C'={d, e, b}, | C'|=3 ve Gc ={d, c, &, b}, |Gc|=4 .
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Bu durum her zaman gegerliligini korumamaktadir, 2. Adimda tepe dereceleri esit
olan b, c, e den herhangi birinin alinabilecegi sdylenmis ve ¢ alinmistir. Bunun
yerine b ya da e tepesi alinsaydi, a¢ gozli yaklasim algoritmasi optimal

¢oziimlerden birine ulasacakt.

Ac gozlii yaklasim algoritmasi optimal ¢oziime ulasabilir, ancak bunu garanti
etmemektedir. Asagidaki grafta a¢ gozlii yaklasim algoritmasi optimalden ¢ok

fazla uzaklagmaktadir.

Sekil 3.15 Bir G=(V,E) grafi

1.Adim: Derecesi en biiyiik olan x, w, y, z, m, p, a, b tepeleri vardir. Alt satirda
yer alan, derecesi en biiylik olan a veya b tepelerinden biri 6rtii kiimesine eklenir.

a, alinirsa, a tepesi ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

Gc ={a}.

X w

Sekil 3.16 Algoritmanin grafa uygulanisi 1.adim.
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2.Admm: z, m, p ve b tepelerinin derecesi 3 olup en biiyiiktiir. Yine bu tepelerden
herhangi biri Ortii kiimesine eklenebilir.Alt satirdan b tepesinin eklendigini

varsayarsak, b tepesi ve ona bitigik olan ayritlar graftan silinir.

Ge ={a b}.

Sekil 3.17 Algoritmanin grafa uygulanisi 2.adim.

3.Adim: Bu grafta yine en biiyiik dereceli tepelerden x, w, y, z, m, p, ¢, d, e
tepelerinden biri alinir. Algoritmanin alt satirdan ¢ tepesini aldigini varsayalim .c

tepesi ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

Gc ={a, b, c}.

Sekil 3.18 Algoritmanin grafa uygulanisi 3.adim.
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4.Admm: En biiylik dereceli tepelerden, y, z, m, p, d, e den biri ortii kiimesine
alinir. Algoritmanin alt satirdan d tepesini aldigini varsayarsak, d tepesi ve ona

bitisik olan ayritlar graftan silinir.

Gc={a, b, c, d}.

X

Sekil 3.19 Algoritmanin grafa uygulanisi 4.adim.

5.Adm: En biiyiik dereceli tepelerden m, p veya e Ortiiye alinabilir. Algoritmanin

alt satirdaki e tepesini Ortiiye aldigimi varsayarsak, ¢ tepesi ve ona bitisik olan

y
Zm\p
h ik
. . g
d e f

Sekil 3.20 Algoritmanin grafa uygulanisi 5.adim.

ayritlar graftan silinir.

Gc={a, b, c, d, e}.
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6.Adim: Yukaridaki graftan derecesi en biiyik x, w, y, z, m, p, f, g, h, 1, j, k
tepelerinden herhangi biri ortiiye alinabilir. Algoritmanin ¢aligmasi sonucunda f, g,
h, 1, j, k tepelerinin, ortii kiimesine alindig1 kabul edilirse, greedy algoritmasinin

buldugu ortii kiimesi G- ={a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, J, k}.
Ancak optimal ¢ozliim, X, w, y, z, m, p tepelerinin alinmasiyla olugsmaktadir.

C" ={x,w,y,z,m p}.

Sekil 3.21 Optimal tepe ortiisil.

Acg gozlii yaklagim algoritmasi1 boyle bir grafta optimalden oldukc¢a uzaklagmis
olup |C"|=6 iken |G|=11 dir.
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3.4.5 Alom’ un algoritmasi

Bu algoritma yaklasik tepe Ortiisii algoritmasi ve a¢ gozlii yaklasim algoritmasina
gore daha iyi sonug¢ vermektedir. Algoritma, maksimum sayida ayrita bitisik olan
bir tepe seger. Bu tepeye bitigik olan tiim ayritlar atilir. Ayn1 maksimum sayida
ayrita sahip birden fazla tepe varsa, algoritma diger tepeler tarafindan ortiillmeyen,
maksimum ayrith en az bir ayrita sahip olan tepe seger. Bu islem graftaki tiim

tepeler Ortiilene kadar devam eder. (Alom, B.M. and Kumar K. V. R., 2009)
1 OPTIMAL VT COVER (E,V) {// E ayrit kiimesi, V tepe kiimesi}

2 Vo

3 E<—E(G)

4 while (E#0){

5 M« maksimum sayida ayrita bitisik tepeyi al

6 If ( maksimum sayida ayrita sahip birden fazla tepe varsa) then

7 M« maksimum sayida ayrita sahip olan ve digerleri tarafindan ortiilmeyen

en az bir ayrita sahip olan tepeyi se¢

8 V—VUM

9 M deki tepeye bitisik olan tiim ayritlar1 sil.
10 Yeni graftaki bitisik ayritlari say }

11 return V' }.

b C d b c d
. o .
A T
// | \‘\
s | .
// | S e
# |
Q -— g
a e f a o .
b b C d
—————— e
v | | // | e
| . 1 | - | \\
i A | | o [ *
! b ] | // I "
| ™ | | # | *
'll * —————— - g
g a e f

Sekil 3.22 Alom ‘un Algoritmasinin uygulanisi.
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Ac : Alom algoritmasinin buldugu 6rtii kiimesi
Cc Optimal 6rtii kiimesi

Algoritma ilk olarak en ¢ok ayrita bitisik olan d tepesini alir, d tepesinin bitisik
oldugu ayrit sayisi 4 tiir. 4 adet ayrita sahip baska tepe yoktur. d, tepesi A-={d}

ortii kiimesine alinir. d tepesine bitisik olan ayritlar silinir.

Simdiki iterasyonda b, e ve ¢ tepelerinin hepsi 2 ayrita sahiptir, ancak b ve e
tepelerinin ¢ tarafindan oOrtiilmeyen 1 ayriti, ¢ tepesinin ise b ve e tarafindan
ortlilmeyen hi¢ ayrit1 yoktur. Algoritma digerleri tarafindan Ortiilmeyen
maksimum sayida ayrita sahip b ya da e yi secer.Burada b segilirse, b ye bitisik

tiim ayritlari silersek sadece ¢, e ve fkalir. A-={d, b}

Son asamada ise maksimum sayida ayrita sahip olan e, ortii kiimesine alinir ve e

ye bitigik ayritlar silinir. Ac={d, b, e}.

Graftan silinebilecek baska ayrit kalmadigindan algoritma sonlanr.

Asagidaki grafta ise Alom ‘un algoritmasinin optimal ¢oziimii garanti etmedigi

orneklenmistir.

Sekil 3.23 Basit bir G=(V,E) grafi.

1.Adim: ¢ ve d tepelerinin ikisi de maksimum dereceli ve ikisi de birbiri
tarafindan Ortiilmeyen 1 ayrita sahiptir.Ortii kiimesine rastgele ¢ tepesi

alinirsa, ¢ tepesi ve ona bitisik ayritlar graftan silinir

Ac={c}-
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Sekil 3.24 Algoritmanin uygulanisi 1.Adim.

2.Adim: d ve f tepelerinin ikisi de maksimum derecelidir ve birbiri tarafindan

ortiilmeyen 1 ayrita sahiptir.

Ikisinden biri rastgele alinabilir. d almirsa, d tepesi ve ona bitisik olan

ayritlar graftan silinir.

Ac={c, d}.

Sekil 3.25 Algoritmanin uygulanisi 2. Adim.

3.Adim: b, a, e, f tepelerinden herhangi biri ortii kiimesine alinir. Oncelikle e

ve sonrasinda b alinirsa,

Ac-={c, d, e, f}. Olur.
|Ac|=4 tiir.

Sekil 3.26 Algoritmanin uygulanisi 3.Adim.
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1.Admm: Yine ayni grafta ilk adimda rastgele d tepesi alinsaydi,

Ac={d}.

Sekil 3.27 Algoritmanin rastgele d tepesi alinmasi durumunda
islevisi 1.Adim.

2.Adm: b,c,e tepelerinin derecesi maksimumdur ancak b ve e tepelerinin digerleri

tarafindan ortiilmeyen en az bir ayrit1 vardir. b tepesi rastgele alinirsa,

Ac ={d, b}.

Sekil 3.28 Algoritmanin rastgele d tepesi alinmasi durumunda
islevisi 2.Adim.

3.Adim: e tepesi maksimum dereceye sahiptir. Ortii kiimesine alinir. Algoritma

ortiilmemis tepe kalmadigidan sonlanir.

Ac={d, b, e}.

|Ac|=3.

._______Q‘T
i
N

i

Sekil 3.29 Algoritmanin rastgele d tepesi alimmasi durumunda
isleyisi 3.Adim.
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[k iterasyonda algoritma c tepesini alarak basladiginda 4 tepeli bir ortii kiimesi
bulmusken, ikinci iterasyonda d tepesini alarak basladiginda 3 tepeli bir Ortii
kiimesi bulmustur. Goriilldigi gibi Alom ‘un algoritmasi da optimumu garanti

etmemektedir.

3.5 Tepe Ortiisii Problemi I¢in Bulunan Yaklasik Sonuclar

Cizelge 3.2 Tepe ortiisii igin bulunan yaklasik oranlar.

Referanslar Yaklasik oran

Gavril, F 2

Hochbaum, D.S,1982 2

Bar Yehuda R. and S.Even, 1982 2

Hochbaum, D.S,1983 2_%

A

Bar Yehuda R. and S.Even, 1985 2-i
VvV

Bar Yehuda R. and S.Even, 1985 ] loglogV

2logV

Diizlemsel graflar i¢in (planar)

Referanslar Yaklagik Oran

Hochbaum, D.S,1983 1.6

Hochbaum, D.S,1983 1.5

Bar Yehuda R. and S.Even, 1985 1.5

Bar Yehuda R. and S.Even, 1982 12

Chiba S., T.Nishizeki and N.Saito, 1981 1+¢

(Bar-Yehuda R., Flysher G. and Mestre J., 2007)
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4. TEPE ORTUSU VE GRAF ISLEMLERI

Graf iglemleri, iki temel gruba ayrilir. Bunlar tekli (unary) ve ikili (binary) graf

islemleridir.Bu islemlerden bazilar1 agagida listelenmistir.
Tekli Islemler : Ayrit ¢ikarma, ayrit biizme, tiimleyen ve kuvvet islemleri

Ikili islemler : Toplama, kartezyen ¢arpim, lexicographic ¢arpim, gii¢lii carpim,
tensor carpim(ayrica dogrudan, kategorik, kardinal ve kronecker ¢arpim olarak da

adlandirilir.)

4.1 Aynit Cikarma
Tamm 4.1.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) Bir G grafinda G-e islemi,

herhangi bir e ayritinin silinmesidir.

4.2 Ayrit Biizme
Tamim 4.2.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) Bir G grafina uygulanan ayrit
bilizme isleminde, birbirine komsu olan iki tepe silinir ve bunlarin yerine bagka
bir tepe eklenir. Sonug olarak daha 6nce silinen tepelere komsu olan tepeler,
silinen tepelerin yerine eklenen tepeye komsu olur. Olusan yeni graf ise G.e

ile gosterilir.

Sekil 4.1 Bir G=(V,E) grafina ayrit biizme isleminin
uygulanmasi.

Yukarida herhangi bir G grafi verilmis olup j ayrit1 biiziilmiistiir.
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4.3 Grafin Tiimleyeni

Tanim 4.3.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) Bir G grafindaki tepeler ile grafta
olmayan ayritlarin olusturdugu grafa, grafin tiimleyeni denir. Bir G grafinin
tiimleyeni G ile gdsterilir.

a a

Sekil 4.2 Bir G=(V,E) grafi ve onun tiimleyeni.

4.4 Grafin Kuvveti

Tanmim 4.4.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) G, v tepeli ve e ayrith birlestirilmis

bir graf olsun. G nin n.ci giicii G" ile gosterilir. V(G") =V(G) dir. E(G") ise soyle

belirlenir. G nin herhangi iki tepesi arasindaki en kisa yolun ayrit sayist en ¢ok n

ise G" de bu iki tepe dogrudan bir ayrit ile birlestirilir.

Asagidaki sekilde grafin kuvveti islemi 6rneklenmistir.

Sekil 4.3 Bir G(V,E) grafina kuvvet isleminin uygulanis.
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4.5 Toplama Islemi

Tamm 4.5.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) G; ve G; iki graf olmak {izere, bu
graflarin toplam1 Gi + Gy, Gy in her tepesi ile G, nin her bir tepesinin bir

ayritla birlesmesi sonucu olusur.

Sekil 4.4 G; ve G; iki graf olmak iizere , bu graflarin toplami G; + G;.

4.6 Lexicographic Carpim

Tamm 4.6.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) G ve G, iki graf olmak tizere bu iki

grafin lexicographic ¢arpimi1 G1[G;] ile gosterilir. G1[G>] nin tepe kiimesi
V(G1[ Gz2]) = V(G)xV(Gy) dir.
E(G1[ G2]) ayritlar kiimesi ise su sekilde tanimlanir :

u =(u;, up) ve v=(v;,v,) tepeleri komsudur ancak,ya u;, v; ile komsudur veya

u;=v; Ve u, ile v, komsudur.

u (ur.u) @v) () (w) (w.v1)
| ) (V),.-Ul) (VJ,VO
W (vi.m) (vi.v2) (visw2) () (o)
o @ G1[G]
G [G1]

Sekil 4.5 G; ve G, iki graf olmak tizere , bu graflarin Lexicographic ¢arpimi G{[G,] ve
Go[G4] .
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Lexicographic ¢arpim ilk olarak Felix Hausdorff (1914) tarafindan ¢alisild.
Lexicographic ¢arpim genelde degismeli degildir.Geller ve Stahl 1975 yilinda

bagimsizlik sayisina iliskin asagidaki esitligi vermistir.
a(G) bir G grafinin bagimsizlik sayisini gostersin.
a(G[H])=0(G).a(H)

Tepe oOrtii sayist icin ise, n, G nin tepe sayisi, m, H nin tepe sayist olmak

uzere,

B(GIH])= n.p(H)+m.p(G) - B(G).B(H)

sonucuna ulasilmistir.(Geller D., Stahl S., 1975)

4.7 Gii¢lii Carpim

Tamim 4.7.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) G; ve G; iki graf olmak {izere,
bu iki grafin giiclii carpim1 G; B G ile gosterilir. G; B G, nin tepe kiimesi
V(G B G2)=V(G1)xV(G,) dir.Ayrica normal garpim veya AND carpim

olarak da adlandirilir.
E(G;1 BGy) ayritlar kiimesi ise su sekilde tanimlanir :

u =(u;,u) ve v=(vi,vy) tepeleri komsudur ancak, asagidaki kosullar

saglanmalidir.

1.(uy, vy) €EE(Gy) veu, =v,

2. (uy, vo) EE(Gy) veu, =v,

3.(u;, vi) EE(G1) Ve (u,, v») € E(Gy)

Sekil 4.6 da iki grafin giiclii carpimi goriilmektedir.
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(ur.u) (u1.v2) (ug.wa)

!

(vl?ulj (vl:vl) (Vl:wl)

1

Sekil 4.6 G; ve G, iki graf olmak iizere , bu graflarin gii¢lii carpimi1 G; XG, .

Giiclii garpima iliskin bazi 6zellikler asagida gosterilmistir.

Onerme 4.7.1.
H=G:®G; =(V(H),E(H)) o zaman,

) [VH)|=V(G))I.IV(Gy)l
i) |[E(H)|=2|E(G/)|.IE(Go) [+ V(GI.[E(G) [+ V(G)I.IE(Gy)|

i) Her (u, v)EV(H) icin dy((u, v))=dg, (0).dg, (V)+dg, (W+dg, (V)

Burada dy((u,v)), H grafindaki herhangi bir u, v tepesi arasmdaki uzakligi

gostermekte olup, u-v arasindaki en kisa yolun uzunlugunu gostermektedir.

Ornegin, asagidaki G = (V,E) grafinda,

dG((a, e))=2 dir.

Sekil 4.7 Bir G=(V,E) grafi.
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Lemma 4.7.1. ( Barnes,. Mackey,1978 ; West, 2001) G, n.ci dereceden basit bir
graf olsun . O zaman o(G), G grafinin bagimsizlik sayisi ve B(G), G grafinin tepe

ortii sayisi1 olmak tizere,

a(G)+B(G)=n dir.

Teorem 4.7.1: (Baitiang and Sitthiwirattham, 2012) G, m .ci dereceden (m
tepeli) birlestirilmis bir graf olsun .0 zaman B(K, BG)=mn-a(G).

Ispat: o(K, ®G)+ B(K, ©G)=nm.
a(G)+B(K,, ©G)=nm.

B(K, EG)=nm-a(G).

4.8 Tensor Carpim

Tamm 4.8.1. (Chatrand and Lesniak, 1996) G; ve G; iki graf olmak iizere ,
bu iki grafin tensor ¢arpimi Gy @ G ile gosterilir. G; © G nin tepe kiimesi
V(G ® G2)=V(G1)XV(G,) dir.Tensér c¢arpim ayrica direkt, kategorik,
kardinal, iliskisel, Kronecker, zayif direkt ¢carpim veya bagla¢ ¢arpim olarak

da adlandirilir.
Eger, (u;,v)EE(G:) ve (u,, v,)EE(Gy) olmak tlizere, u =(u;, u,) Ve
v=(v;,v,) tepeleri E(G1 © G, ) deki bir ayritla birlestirilir ancak ve ancak u,

ile v; ve u, ile v, birbirleriyle komsudur.

u (1.v5) ro
1 (uy.) 1-¥2. (1y.%5)

. VW
1 (vq.uq (vy.va) SER)

Sekil 4.8 Sirasiyla, G; ve G, iki graf olmak iizere , bu graflarin tensor ¢arpimi .G, & G,
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Daha 6nce belirtildigi gibi a(G) , G grafinin bagimsizlik sayist olmak iizere,
g(G ® H)=max{a(G).|H|, a(H).|G]| }.

Ayrica G veya H graflarindan birisi yol veya devre ise,

(G ®H)=a(G © H).

Ustelik bu esitlik, G iki parcali bir graf ve milkemmel esleme oldugunda ve H

izlenebilir(Traceable) graf oldugunda da saglanir.

Ancak en az bir ayrith herhangi bir G grafi i¢in ve herhangi bir 1 € N i¢in bir H

grafi vardir ki,
a(G ©H;)> a(G ©H;)+.

Tam graflarin kronecker ¢arpimmin bagimsizlik sayisi ve tepe Ortme sayisi ile
ilgili asagidakiler ispatlanmistir (Sitthiwirattham T.,2012). G, p.dereceden basit
bir graf,

oc(Km’n ®G)= max { (mtn)a(G), p max{m,n}}

B(Kpn ©G)=min { (m+n)B(G), p min{m,n}}.
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4.9 Kartezyen Carpim

Tammm 4.9.1. (Chatrand and Lesniak, 1996; Harary, 1994) G; ve G, iki graf

olmak iizere bu iki grafin kartezyen ¢carpimi G1 X G ile gosterilir.
G1 X Gy grafinin tepe kiimesi

V(G1 X G2)=V(G1)xV(G,) dir.

E(G1 X Gy) ayritlar kiimesi ise su sekilde tanimlanir :

u =(u;, u,) ve v=(v,v,) tepeleri komsudur ancak, ya u;=v, ve u, ile v,

komsudur ya da u,= v, ve u, ile v; komsudur.(Harary, 1994 ).

u, (l.l 1,1.13) (Ll 1_.V3) (1.1 1,W_1)

(Vl:ul) (vlrv;) (Vl ’Wl)

¥
Sekil 4.9 G; ve G; iki graf olmak iizere , bu graflarin kartezyen carpimi1 G; X G,

Kartezyen ¢arpim, ayrik birlesim tizerine dagilmalidir.
Gi1X(G2+G3)=G1 X G+ G1X G3

Sonug 4.9.1. (Vizing,1963)

Herhangi bir G ve H grafi i¢in, a(GxH)<min {a(G).|V(H)|, a(H).|V(G)| }

Sonug 4.9.2. (Vizing, 1963)

Herhangi bir G ve H grafi igin,

a(GxH) > a(G).a(H)+min {|V(G)|-a(G), |[V(H)|-a(H)}.

( Klavzar, 2005).

Teorem 4.9.1. G ve H iki pargali graf , V(G)=V,+V, ve V(H)=W,+W,
Eger a(G)=|V,| ve a(H)=|W,| ise 0 zaman,

a(GxH)=| V1 [.[W;[+|V,].IW,|
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Sonug 4.9.3. G ve H birlestirilmis iki parcali graf olsun.

O zaman, a(GxH)=min {a(G).|[V(H)|, a(H).|V(G)| } ancak ve ancak
[V(G)|=2.a(G) veya |V(H)|=2.a(H).

Sonu¢ 4.9.4. G, birlestirilmis iki parcali graf olsun .Herhangi bir n>1
icin, a(G")=a(G).|V(G)|™!, ancak ve ancak |V(G)|=2.a(G).

4.10 Graflarin Carpimimin Bagimsizlik Sayilari
(Jha, P.K. and Slutzki, G., 1994)

X : Kartezyen Carpim, © : Tensor Carpim, X : Giiglii Carpim olmak iizere,

Teorem 4.10.1. a(G). a(H) < a(GEHH)<a(GxH)<a(G ©H)



51

5. BINOMIAL AGACLARIN KARTEZYEN CARPIMI SONUCU
OLUSAN GRAFLARIN TEPE ORTU SAYISI

Tamm 5.1. (Chartrand and Lesniak,1996) n > 0 i¢in B, binomial agacinda R

agacin kokii olmak tizere,

Binomial agag¢, k>0 mertebeden R koklii bir agactir . By asagidaki gibi tanimlanur.
1.Eger k=0 ise B,=B(,=R, tek bir diiglim igerir.

2.Eger k>0 ise, B,={R,B(,By,....B,_;} .R kokli k binomial alt aga¢larindan
olusur.

Asagida baz1 binomial agaglar gosterilmistir.

BI} Bl B:‘, m
B;
By

Sekil 5.1 Binomial Agaglar.
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5.1 B,xB; Grafina A¢ Gozlii Yaklasim Algoritmasimin Uygulanmasi

Sekil 5.2 B,xBj grafi

B, xB; grafi sdyle olusturulmustur. Oncelikle tepe kiimesi olusturuldu.
V(B,yxB3)={u1Vvy , Uy, Ugvs, UVg, UpVs, UVe, U1Vy, UpVg, UpVy, UpVa, UgVs, UpVy, UsVs,
UzVe, UpV7, UpVg, U3Vy, U3Vy, U3Vy, U3Vy, U3Vs, U3Ve, U3Vy, U3Vg,
UgVy 5 UgVa, UgV3, UgVy, UgVs, UgVe, UgVy, UgVg }
Herhangi iki tepe arasindaki ayrit sdyle ¢izilir.

Carpim kiimesinden herhangi iki tepe alinwr, baslangi¢ tepeleri ayni ve bitis
tepeleri komsuysa ya da bitig tepeleri ayni baslangi¢ tepeleri komsuysa bu iki
tepe arasina bir ayrit ¢izilir. u;vy, u;v, tepeleri ele alindiginda, her ikisinin de
baslangi¢ tepesi aynidir ve bitis tepeleri olan v, ile v, komsu oldugundan

u;v;, u;v, tepeleri arasina bir ayrit ¢izilmistir.
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1.Adim : Derecesi en biiylik olan tepeler, u;v;, usv;, usv, bunlardan herhangi
biri almabilir.ilk olarak u;v, tepesi almir ve ona bitisik olan ayritlar graftan
silinir.

C={u;v; }-

Sekil 5.3 Algoritmanin uygulanisi 1.Adim.

2.Adim : Derecesi en biiyiik olan tepe uzv, tepesidir. us;v, almir ve ona bitisik

olan ayritlar graftan silinir. C={u,v; , u3v4 }.

Sekil 5.4 Algoritmanin uygulanist 2. Adim.
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3.Adim: u;v;, u,v4, u3vs , uyv; tepelerinin derecesi en biyiiktiir, herhangi biri

alinabilir. u,v, alinir ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

C={uivi,wvy, wvy }.

Sekil 5.5 Algoritmanin uygulanisi 3.Adim.

4. Adim: u;v;, uzvy,uyv; tepelerinin derecesi en biiyiiktiir, herhangi biri

almabilir. u;v; alinir ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

C={uivi,u3vy, wvy,uyv; }.

Sekil 5.6 Algoritmanin uygulanisi 4. Adim.
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5.Adim : u3v3 , uyv; tepelerinin derecesi en biiyiiktiir, herhangi biri alinabilir.

Rastgele, u,v, alinir ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

C={uivi, uzvy, wvs, uyvy, wvy 1

Sekil 5.7 Algoritmanin uygulanist 5.Adim

6.Adim : u;v; , tepesinin derecesi en biiyliktiir, usvy alinir ve ona bitigik olan

ayritlar graftan silinir.

C={u1vi, u3vy, Wy, uyvy, ugvy, uzvz }

Sekil 5.8 Algoritmanin uygulanist 6. Adim
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7.Adim : u;vs, u;vg, UyVz, U3V, , U3Vg, UyVy , tepelerinin dereceleri en biiyiiktiir,

rastgele u,v; alinir ve ona bitigik olan ayritlar graftan silinir.

C={u;vi, u3vy, Upvs, ujvy, Ugvy, Uzvs , ugvy }

Sekil 5.9 Algoritmanin uygulanist 7.Adim

8.Adim : u;vs, u;vg,u,v3, Usvy, U3vg, tepelerinin - dereceleri en  biiyiiktiir,

rastgele u;vs alinir ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

C={w;vi,u3vy4, Upvy, Ujv7, Uyvy, UzVs , UgVy, UpVs J.

Sekil 5.10 Algoritmanin uygulanisi 8.Adim
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9.Adim: u;vg, u,v3, U3V, , Usvg, tepelerinin - dereceleri en Dbiiyliktir, rastgele

u;ve alinir ve ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

C={uivi, u3vy, Uyvs, Ujvy, UgVy, U3Vs , Ugvy, U Vs, U Ve }.

Sekil 5.11 Algoritmanin uygulanisi 9.Adim

10.Adim : u,v;3, u3v,, u3vg, tepelerinin dereceleri en biiyiiktiir, rastgele u,v;

almir ve ona bitigik olan ayritlar graftan silinir.

C={u;vy, uzvs, UpVy, Ujvy, UgVy, U3Vs , UgV7, UpVs,UpVe, UaVs b

Sekil 5.12 Algoritmanin uygulanisi 10.Adim
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11.Adim : u3v,, uzvg, tepelerinin dereceleri en biiyiiktiir, rastgele usvg alinir ve

ona bitisik olan ayritlar graftan silinir.

C={u;vi, u3vy, Uavy, Uvy, Ugvy, Usvy , Ugvy, UpVs,U Vg, UpVs, Usvg }.

Sekil 5.13 Algoritmanin uygulanisi 11.Adim

12.Adim : u3v,, tepesinin derecesi en biiyliktiir, usv, almir ve ona bitisik olan

ayritlar graftan silinir.

C={wvy,u3vy4, Upvy, Ujvy, UgVy, UzVz , UgVy, UpVs U1 Ve, UpVs, UsVg, UsVy J.

’E

[N

Sekil 5.14 Algoritmanin uygulanigi 12. Adim
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13., 14., 15. ve 16. Adimlar: u,v,, u,vg, UyVs, uyve tepeleri alinir ve algoritma

sonlanir.

Sekil 5.15 Algoritmanin uygulanist 13.,14.,15. Ve 16.Adimlar.

C={u1vy, u3vy, UpVy, U V7, UgVy, U3Vs, UgVy, UgVs, UpVe, UaVs, U3Vg, U3V, UpVy, UpVg, UgVs

Uy Ve §

|C| = 16.
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Acg gozlii yaklasim algoritmasiyla, B,*xB;, B,xB,, B,xBs ve B,xBg icin bazi

sonuglara ulasilmistir.
Ulagilan sonuglar asagida incelenmistir.

Daha 6nce verilen lemmadan G, n.ci dereceden basit bir graf ise, 0 zaman o(G),

G grafinin bagimsizlik sayis1 ve B(G), G grafinin tepe drtme sayis1 olmak tizere,

a(G)+B(G) =n idi.

Buna gore

B(B,) =2 ve B(B,) =4 olmak iizere,

a(B,)+B(B,) =4 ve a(B;)+B(B,)=8.

a(By) =2 ve a(B;) =4.

[V(By)| =4 ve |V(B;)| =8.

Vizing ‘in teoreminde, herhangi bir G ve H grafi i¢in,

a(GxH) < min {a(G).|[V(H)|, a(H).|V(G)] } idi.

a(B,xB;3) < min {a(B,).[V(B3)l], a(B3).IV(B,)I }

a(B,xB3;) < min {2.8, 4.4}
a(B,*B3) < min {16, 16 }

(X(BZXBg,) S 16

a(ByxB;3)+B(B,xB3)=[V(B,)| . [V(B3)| (*)

a(B,xB3)+B(B,xBs3) = 4.8=32
(*) dan 16<B(B,xB;).
Vizing ‘in diger bir teoreminde ise,
a(GxH)>a(G).a(H)+min {|V(G)|-a(G), [V(H)|-a(H)}.

Buna gore,
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(B2 xB3)20(B,).0(B3)+min {|V(B,)|-a(B,),|V(B;)|-a(B3) }
a(By*B;)>2.4+ min {4-2,8-4}
a(B,xB;)>8+ min {2,4}
a(B,xB3)>10
(*) dan B(B,xB;)<22
Boylece 16 < B(B,*xB;) < 22 dir.

Goriildigi gibi a¢ gozlii yaklagim algoritmasi alt sinir olan 16 ya ulagsmistir.Bu

sonug, incelenmis olan (B,*Bg) ya kadar olan ¢arpimlar i¢in de gegerlidir.

Cizelge 5.1 Bulunan sonuglar.

B,%xB; B(B,*B;)=16
B,xB, B(B,xB4)=32
ByB;s | p(B,*Bs)=64

B2 XB6 B(BZXB6):128
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6. SONUC VE DEGERLENDiIiRME

Bu tezde minimum tepe ortiisii problemi gesitli tiirleriyle ele alinmstir. Ozellikle
de minimum tepe Ortiisii sayis1 iizerine temel tanimlar, teoremler, algoritmalar
aciklanmistir. Minimum tepe Ortiisii problemi polinom zamanda ¢oziilemeyen bir
problem olup NP-Tamdir.Problem,ancak kii¢iik boyutlu veri gruplarinda tam
olarak ¢oziilebilir veya yaklasik algoritmalarla optimale yakin sonuglar bulunarak

¢Ozlimlenmeye calisilmaktadir.

Minimum tepe Ortiisii problemin Karp’mn 21 Np-Tam problem listesinin en onde
gelen ve en cok calisilan problemlerinden biridir.Ozellikle de diger Np-Tam

problemlerle iliskisi diistiniildiigiinde, bu ¢alismalarm 6nemi biiytiktiir.

Minimum tepe Ortiisii problemi ic¢in 2-yaklasik algoritma, a¢ gozlii yaklasim
(greedy) algoritmasi ve Alom‘ un algoritmasi incelenmis, algoritmalarin aksak

yOnleri ve birbirlerinden tistiinliikleri olup olmadig: irdelenmistir.

Graf islemleri, tekli ve ikili islemler olarak ele alinmstir. Ozellikle giiclii carpim,
lexicografic carpim, kartezyen ¢arpim iizerinde durulmus ve bu islemler sonucu
olusan graflarin bagimsizlik sayisi ve tepe oOrtii sayis1 arasindaki iliskiye yer

verilmistir.

Bagimsizlik sayis1 ve tepe Ortiisii sayist arasindaki iligki, bu tezin temel kaynagi
olmustur.Ciinkii G, n.ci dereceden basit bir graf ve a(G), G grafinin bagimsizlik
sayis1 ve B(G), G grafinin tepe 6rtme sayis1 olmak tizere, a.(G)+B(G)=n dir.

Vizing tarafindan 1963 yilinda graflarin kartezyen ¢arpiminin bagimsizlik sayisi

icin baz1 smirlar verilmistir. G ve H herhangi iki graf olmak iizere,
a(GxH)<min {a(G).[V(H)[, a(H).IV(G)] }
ve

a(GxH)>a(G).a(H)+min {|V(G)|-a(G), [V(H)|-a(H)}.

Binomial agac¢larin tanim1 verilmis ve B, xB3, B,*xBy, B,xBs ve B, xBg ¢arpimlari
yapilmig, olusan graflar ilizerinde a¢ gozlii yaklagim algoritmasiyla tepe oOrtii

sayilar1 bulunmustur.
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Bulunan tepe Ortlisii sayilarmin yukarida verilen alt sinwra esit oldugu
gozlemlenmistir.Ancak a¢ gozlii yaklagim algoritmasinin optimal sonucu garanti

etmedigi bilinmektedir.

Burada a¢ gozlii yaklasim algoritmasi ile teoremde verilen optimal sonuca

ulasildigindan diger algoritmalar kullanilmamistir.

Acg gozlii yaklasim algoritmasinin B,xB, sonucu olusan graflarda veya B, xB,

sonucu olusan graflarda optimal ¢oziimii bulabilecegi yoruma agiktir.
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