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ESNEK KUME TEOR iSI VE ESNEK GRUPLAR

OZGAN, Sema
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Ana Bilim Dall
Tez Yoneticisi: Yrd. Doc. Dr. Necati OLGUN
Ocak 2014, 44 sayfa

Bu tezde bulanik kiime teorisi, yaktali kiime teorisi, esnek kiime teorisi,
esnek gruplar ve esnek grubun bazi cebirsel yapidarinde duruldu.

Birinci bolimde; bulanik kiime teorisi,ki@imli kiime teorisi, esnek kiime
teorisi, esnek gruplar ile ilgili 6n bilgi verilrtir.

Ikinci bolimde; esnek kiime teorisinin tanimi yakariki esnek kiimenin
esitli gi, esnek parametre kimesiningde esnek kiimenin timleyen esnek kiimesi,
bos esnek kime, mutlak esnek kiime, iki esnek kiimsradaki “ve” operatorl, iki
esnek kime arasinda “veya” operatorl, iki esnek daim birleimi, iki esnek
kiimenin kesiimi gibi kavramlarin tanimlari yapilarak bu tanindailgili cesitli
ornekler verilmgtir.

Uctincii bolumde; bulanik kiime teorisininimai yapilarak, bulanik alt grup,
bulanik normal alt grup gibi tanimlara yer verigni

Doérdunci bolumde; yaklanli kime teorisinin tanimi yapilarak érneklere yer
verilmistir.

Son bélimde; esnek grubun tanimi yapilaakek grubu birim elemani, esnek
alt grup, esnek grup homomorfizma, esnek grup izémm, esnek normal alt grup
esnek dgismeli grup esnek grubun tersi, esnek devirli grup, esngkkeset, esnek
faktor grubu, esnek grubun drtnt gibi kavramlaaalmhistir.

Anahtar Kelimeler: Esnek Kiimeler, Esnek Gruplari, Bulanik Kimekaklasimh
Kimeler, Esnek Homomorfizma



ABSTRACT

SOFT SETS THEORY AND SOFT GROUPS

OZGAN, Sema

M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2014, 44 pages

In this thesis, fuzzy set theopygh set theory, soft set theory, soft groups
and some algebraic constructs of the soft groupsaestigated.

In the first section of the thegmseliminary information is given about
fuzzy set theory, rough set theory, soft set themy soft groups.

In the second section of the thesddt set theory is defined, and then
definitions of the concepts of two soft set equatgoft set is not parameter, soft set
of a complement, soft set of empty, soft set alteplwo soft set between the "and"
operator, two soft set of "or" operator, two satssof combination and two soft sets
of intersection are given, and some examples &septed about these concepts.

In the third section of the the$ig,zy set theory is defined, and definitions
of some concepts like fuzzy sub-group are given.

In the fourth section of the thesmugh set theory is defined, and some
examples are presented.

In the final section of the thesisft group is defined, and some concepts
such as unit element of soft group, soft sub-gr@aft group homomorphism, soft
group isomorphism, soft normal sub-group, soft catative groups, soft groups
and vice versa, soft cyclic group, soft right cesahd soft groups of factors are
introduced.

Key Words: Soft Sets, Soft Groups, Fuzzy Sets, Rough Sefs Hbmomorphism
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BOLUM 1

GIRIS

Yasadigimiz dinyada birgok belirsizlik vardir. Bu belifgiter kisiden kiiye
desismektedir. Mesela; havanin 10 santigrad derece olkaaptaki insanlara goére
sicak, yenge¢ donencesindeki insanlara goére isguksa. Anlgilan o ki
belirsizlikleri kagilamak icin klasik matematik mantik yeterli olmartedir. Bunun
icin bir cok bilim adami belirsizliklerden kag¢sa dénlik ygamda ¢gu zaman bu
belirsizliklerle kagllasmaktadir. Daha dgusu klasik mantik dinyayi iyi-kotd,
soguk-sicak, guzel-cirkin, beyaz-siyah diye ayirirkeszi bilim adamlari da beyaz
ile siyah renkler arasinda bile bir cok renk torlacezini disinmislerdir. Bu da
insanlari belirsizlikler icin farkli yontemler bubwya itmektedir. Belirsiz tipteki
problemlerin ¢6zimu igin, aralik matengatiolasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi,
yaklasimli kimeler teorisi, esnek kiimeler teorisi gibikla teoriler gelitirilmi stir.
Her bir teori kendine has problemleri ¢c6zime kawsa da bunlardan en 6énemlisi
suphesiz ki Zadeh (1965)'in bulanik kiimeler teorisidmerika’da yaayan, Azeri
kokenli Lotfi Zadeh (1965), daha sonragdasal fonksiyon kimesini [0,1] reel
sayllar arafiina genellgtirerek bulanik mangn ve dolayisiyla bulanik kimeleri
tanimladi. Matematik dinyasinin bulanik mantiktdasmasi 1930’larda olmasina
ragmen, ilk ticari bulanik mantik uygulamalari 198@de ortaya cikti. 1990’larda ise
lyice hiz kazanarak ticari amach uygulamalardandndir yere gelmgtir. Bulanik
kiimelerin ¢ozumlerini bulmak icin, kavramlar icitydlik fonksiyonu tanilamamiz
gereklidir. Bundan dolayr bulanik kimeler, uzmarstesnlerde, karar verme
mekanizmalarinda, modellemede, sosyal bilimlerdegibi cok farkli alanlarda
kullaniimaktadir. Bulanik kimeler teorisi hizla igelesine rgmen bazi yapisal
zorluklara sahiptir. Bir bulanik kiime uUyelik fonksnhu yardimi ile tanimlanir.
Uyelik fonksiyonunun olgturulmasinin fazlasiyla bireysel olmasindan dolagr, bir
durum icin bir Oyelik fonksiyonu ga etme zorlguyla kasilasilir. Bu nedenle,

Molodtsov (1999) uyelik fonksiyonu gasindan b@amsiz bir kimeler teorisine
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ihtiya¢ oldygunu gorerek esnek kime kavramini ortaya gitmiO halde, esnek
kiime teorisi ile bulanik kiime teorisini kem sistemler sayabiliriz. Fakat esnek
kiime teorisi bulanik kiime teorisinin aksine reetetk bir fonksiyon yerine, kiime

degerli bir fonksiyonla belirsizlii ortadan kaldirmaya camaktadir.[1,2,5]

Maji ve ark. (2002;2003), Pawlak (1982)''n yalkhali kime teorisi
yardimiyla bir karar verme probleminde esnek kumeleir uygulamasini sundu ve
esnek kiimelerde bazlemleri tanimladi. H. Aktave N. Cgman (2007) [1] eshek
grubun tanimi ile ilgili bir cagma yapti. A. Aygunglu, H. Aygin (2009) bulanik
esnek gruplar &kl bir calisma yapti.

Belirsizlik problemini ¢6zmek icin dne sirtlen loeska teorisi ise 1985'te
Pawlak tarafindan ortaya atilan yaktali kime teorisidir. Yaklgimli kiime teorisi,
klasik kiime teorisinin bir geslemesidir. Temel gesi bir denklik bgintisidir. Alt ve
ust yaklaimlar denklik siniflari ile iga edilir. Yaklgimh kime teorisi pek cok
alanda buyuk ilgi gormftr. Yaklgimli kiime teorisi modelleme, veritabani
olusturma ve bilgi almayi hizlandirma gibi yapay zekin&arindaki uygulamalari ile
dikkat cekm$ ve ca&imizdaki birgcok probleme ¢6zim bulglindan dolayr son
yillarda bir¢ok argtirmaci tarafindan agariimaktadir. [14]



BOLUM 2
ESNEK KUME TEOR iSi

Bu bdlimde Molodtsov [6]'un ¢calmalarindan faydalanarak esnek kiimenin temel

tanimi ve ozellikleri Gzerinde durulrgtur.
2.1 Esnek Kiime

Tanim 2.1.1U ve E bostan farkl iki kiime, E butin parametrelerin kimedi,C E

ve P (U) daU’nun kuvvet kiimesi olsun.

Vx & A icin f,(x) =@ olmak Uzere; f,:E - P(U) fonksiyonuna U

Uzerinde bir Esnek Kime denir.

U Uzerinde birf, esnek kimesi, sirali ikililerin bir kiimesi olaragagidaki

sekilde temsil edilebilir.

fa={(x fu(x)): x0E f,(x)OPU)}

Ornek 2.1.2U evlerin kiimesi v& kiimesi de
E = {pahali, glizel, afap, ucuz, bahceli, modern, iyi onarimli, kot omédw} olmak
Uzere parametreler kiimesi olsun.

Bu durumda, esnek kiume pahali evléizep evler, vbseklinde ifade
edilebilir. (F, E) esnek kiimesi, ba)}' in satin alacg evlerin cekicilgini tanimlar.
Biz sonraki targmalar icin daha ayrintili olacakekilde ayni orngi asagida
dUstinebiliriz.

U kiimesinin alti evden stugunu varsayalim.



U ={h hy, hs, y,hshe }

ve
E={e & & & &}
O halde;
g parametresi ‘pahall’ anlamina gelir.
g Parametresi 'gliizel' anlamina gelir.
g parametresi 'gap’ anlamina gelir.
g parametresi 'ucuz' anlamina gelir.
g parametresi 'bahcgeli ' anlamina gelir.
Diyelim ki;
F (&) = {h2, hy}

F(e2)={h1,hs}
F(es)={hs ,hu ,hs }
F (&) = {hy, hs, he}
F (&) ={hd

(F,E) esnek kumesi{F (e), i = 1,2,3,. ,8} parametre kiimedd
kimesinin alt kimesidir. Bu durumda bir nesnenirklgak aciklamalar bir

koleksiyon sglamaktadir. F gemesini evler olarak diinelim.

Bu nedenle bir parametreeJE  olsun. F(q) fonksiyonunun anlami

"pahali evler" olup fonksiyonel ¢er kumesi {hhy} seklindedir.

Boylece,sagidaki gibi yaklgimlar kullanilarak bir koleksiyon olarak

gosterilebilir.(F,E) esnek kiimesi olsun.



(F,E) ={Pahali evler = {h, hy}, glizel evler = {h, hg}, ahsap evler = {h, hy, he},
ucuz evler = {R, hs, hs}, bahceli evler = {h}}

Bu nedenle, genefteilirse (F,E) esnek kimesisagidaki gibi

gosterilebilir.

pevrensel kiime,\kuvvet kiimesinin elemani olmak tzere;

(F,E) ={p1=V1, 2=V, ..., h = Vn}

Tanim 2.1.3(F, E) esnek kiimesinin tum ger kiimelerinin sinifina Esnek per

Sinifi denir. Cz 5y seklinde gosterilir.

Yukaridaki Ornektef s gy = {vy, vy, ..., v} dir. Agik birsekilde
C(F,E) c P(U) olur.

Tanim 2.1.4(F, A) ve (G,B) U uizerinde iki esnek kiime olsungd (F, A) esnek

kimesi (G, B) esnek kimesinin alt esnek kiimesi isagalaki maddeleri s#ar.
(i)AcB
(i) OedA icinF(e) ve G(e) yaklgsik olarak aittir.

Sartlarini sglayan (F, A) esnek kiimesine (G, B) esnek kunesith esnek

kimesi denir(F,A) O (G,B) seklinde yazilir.

(G, B) esnek kiimesingF, A) esnek kiimesinin Stper Esnek Kunobsnir.

Eger (F,A) esnek kUmesGG, B) esnek kiimesinin alt kiimesi ié@, B) O(F,A)

seklinde de gdsterilebilir.



2.21ki Esnek Kiimenin Esitli gi
Tanim 2.2.1U evrensel kiimesi Uzerind@, A) ve(G, B) iki esnek kiime olsun.
Eer; (F,A) 0 (G,B) ve(G,B)O(F,4) ise (F,A)=(G,B) olur.

Omek 222 A={e;,&, &} OE ve B={g, & & &} 0 E edelimAOB oldusu
asikardir.

(F,A) ve (G,B) ayni evrensel kimdJ = (h,,h,,h,,h,,h,h} tzerinde iki esnek

kiime olsun.
G(e)={n,.h}
G(e,) ={h, i}
G(e;) ={hs,h, hs}
ole)=fh}

alinirsa(F,A) O (G,B) oldusu goralir.

2.3 Esnek Parametre Kiimesinin Dgili

Tanim 2.3.1 E = {e;, e,, €3, ...,e,} klUmesi parametrelerin bir kiimesi olsun.
E ‘nindegili {E={qe: e&'nindegili= ¢ OOl } olarak tanimlanir.

Asagidaki sonuglar agiktir.



Onerme 2.3.2

l.-|(-| A):A
2q(A0B)=(A O4B).
3.-|(A N B):(-|Aﬂ-|B).

Ornek 2.3.3 Ornek 2.1.2 'de gosterilgigibi ornesi ele alalim.
Burada,q E = {pahali dgil, gtizel deil, ahsap deil, ucuz deil, bahceli degil }
2.4Esnek Kimenin Tumleyen Esnek Kimesi

Tanim 2.4.1 (F,A) esnek kumesinin tumleyenF, A)°olsun. (F,A)‘ = (F°,7 A)

seklin de gosterilir.

O halde ;
F©:7A - P(U) fonksiyonu Va €qA icin F(a)=U- F(;a) seklinde

tanimlanir.

F  esnek fonksiyonunun timleyenirfe® denirse acik bigekilde;

(F9)°=F
ve

(F.A°)° =(F.A)
oldugu gorular,

Ornek 2.4.20rnek 2.1.2 6rng alinirsa;
Burada

(F,E)° = {Pahali olmayan evler {h ,h,,h;,h.}, Giizel olmayan evler
={h2,h4,h5,h6}Ahsap olmayan evler{l"g,hz,he} ,Ucuz olmayan evler
={h,,h,,h,,h,} bahgeli olmayan evler{h,,h,,h,,h;,h;} }

Olur.



2.5 Bg Esnek Kiime

Tanimi 2.5.1 U evrensel kimesi Uzerind@=,A) esnek kime olsun. Boesnek

kimeyi @ seklinde tanimlayalim.

Ber; Ue U A igin Fe)=@ seklinde tanimlanirs8os Esnek Kiimedenir.

Ornek 2.5.2 U kimesi 5 evden ofan alap evlerin kiimesiA kiimesi de bir
parametreler kimesi olsun.

Orada verilen U evrensel kimesklevde olguyor.

u :{hl’hz’hs’hmhs}
A = {tgla, kerpic, celik, tg}.

(F,A) esnek kiimesi “ev gaatl” olarak tanimlanmaktadi(F, A) esnek kiimesi

asagidaki gibidir.
F (tgla), tusladan evler iga etmek anlamina gelir.
F (kerpic), kerpicten evlesanetmek anlamina gelir.
F (celik), celikten evlersan etmek anlamina gelir.
F (t9, tastan evler iga etmek anlamina gelir.

(F,A) esnek kimesinin yakjan koleksiyonu gagidaki gibidir.
(F,A) = {tugladan yapilmy evlerin = @, kerpicten yapilmevlerin = &, celikten
yapilms evlerin = @, tgtan yapilmg evlerin= @&}

Burada(F,A) bos esnek kiimedir.



2.6 Mutlak Esnek Kiime

Tanimi 2.6.1 (F, A) kiimesiU tizerinde bir esnek kiime olsun.

Oe O A icin.F(g) = U ise(F, A) esnekkimesi mutlak esnek kiime denia ile

gosterilir. Tanimdan dolayA¢ = @ ve ¢¢ = A olur.

Ornek 2.6.2 U kiimesi akap evlerin kiimesi vB parametreler kiimesi olsun.

U :{hl’hZ’h3’h4’h5}

B = {tugla insa edilmeyen evler, kerpiclesa edilmeyen evler, celikle sa

edilmeyen evler, tda insa edilmeyenler evler}.

(G, B) esnek kiimesi "ev gaat!" tanlmlamaktad(G, B) esnek kiimesisagidaki

gibidir.
G (&la olmayan), tgla ile insa edilmeyen evler anlamina gelir.
G (kerpicli olmayan), kerpi¢giga edilmeyen evler anlamina gelir.
G (celik olmayan), celiklesenedilmeyen evler anlamina gelir.
G (teolmayan), ta ile insa edilmeyen evler anlamina gelir.
(G, B) esnek kiimesinin yallian koleksiyonu gagidaki gibidir.

(G, B) = { tugla olmayan evler $hh,,h,,h,,h.}, kerpicli olmayan evler =
{h,h,,h,.h,,h}, Celik olmayan evler fn,,h,,h,,h,,h,} , tas olmayan evler=

{h h,,hy,h, b} }

O halde (G, B) esnek kiimesi mutlak esnek kiimedir.



2.71ki Esnek Kiime Arasindaki “ve” Operatorii

Tanim 2.7.1(F, A)ve(G, B) iki esnek kiime oIsun.(F, A)VE(G, B)” islemi
(F,A) L (G,B) seklinde gosterilir.(F,A) L (G,B)=(H,AxB) seklinde
tanimlanir.

Buradan;D(a,,G)D AxB icin H (a,ﬁ) = F(a) n G(,G) olur.

Ornek 2.7.2 (F, A) esnek kiimesi "evlerin maliyetini" V&, B) esnek kiimeside

"Evlerin c¢ekiciligini"tanimlansin.

U ={h.h,,h,,h,, b, by by, by b}

A = {cok pahali, pahali, ucuz}

" B = {guzel; bahceli; ucuz} olsun.
O halde;

F (gok pahal)fh,,h,,h,,h,} |

F (pahal) $h,,h,,h.},

F (ucuz)fh,,hy,hy}
Ve

G (guzel) {:qu,h3, h7} ,
G (bahceli)fh,,h,, h} |

G (ucuz) {:h6 Ny, th} ,

Esnek kiimeleri tanimlasin.
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O zamar{fF,A) L (G,B)=(H,AxB)
O halde;
H( cok pahali, giizelfk,,h.},

H (cok pahali, bahgel)s},

H (cok pahali, ucuz)=@ ,

H (pahali, giizefh.},
H (pahali, bahceli){h,},

H (pahali, ucuz)a;
H (ucuz, guzel)= @,

H (ucuz, bahceli {k}

H (ucuz, ucuz)h,,hy,h}

Olarak alinir.
2.81ki Esnek Kiime Arasinda “veya” Operatorii

Tanim 2.8.1 (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime olsun(F, A) VEYA (G, B) " islemi
(F,A) C (G, B) sekildeki gibi gosterilir.

(F,A)v(G,B) = (O, AX B) tanimlanir.
O halde;0(a, )0 AxB icin O(a,8)=F(a)DG(B) olur.

Ornek 2.8.2 Yukaridaki Ornek 2.7.2'yi diiinelim. (F, A) C (G, B)=(0, AxB)

oldugunu biliyoruz.
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O halde;
O (gok pahali, guizelfk,,h,,h,,h,,h,} ,

O (gok pahali, bahceky {h,,h,,h,h,,h,, h},
O(¢ok pahall, ucuz){h'?,h4,h6,h7,h8,h9,l'50},
O (pahal, giize§ {h,,h,,hy,h;,h, },
O(pahali, bahcelid{h,,h, h, h,h},
O(pahali, ucuzy{h,,h,,h,h,,hy.h},
O(ucuz, giize® {h,,hy,hy, b, hy, o}

O (ucuz, bahgeli {h,, hy, hy, hy, hyo},

O(ucuz, ucuzy {hy, hy, o}

Asagidaki 6nerme esnek kiimelerde “ve” ve “veygdéimlerini De Morgan
kurallarini sgladigini gorebiliriz.
Onerme 2.8.3

() ((F.A)O(G,B)) =(F, A’ O(G.B)°

@ (F.A)0(G.B)) =(F.A) 0(G.B)
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Ispat:
(i) (F,A)v (G,B) =(0,Ax B) olsun. O zaman

Bu nedenle((F,A) v (G,B))¢ = (0,A X B)¢ = (0°,7(A X B))

(F, A)° A (G,B)¢ = (FS,14) A (GS,1B) dir.

Jx,y) = (F¢(x) n G¢(y)) alinirsa

(F,RA) A (G7B) =(J,1AXB)

= (J,7 (A% B)) olur.

Simdi de, Qa,79B8) €Eq7(AxB) alalim.

O zaman

0°Ga,1B) =U—-0(a,p)

=U—-[Fl@uG(p]

=[U-F@]n[U-G(B)]

=FQa) NG p)

=] a,71B) olur.

Dolayisiyla; O° = J olup ispat tamamlanir.
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@) (F,A) L (G,B)=(H,AxB) olsun.

Bu nedenle,
((F,A) A (G,B))¢ = (H,Ax B)° = (H%" (A X B))
simdi, (F,4)°V (G,B) = (F¢,74) v (G51B) dir. (K(x,y)=F°(x)O0G(y))
alinirsa
(FS,1A4) v (G,1B) =(K,7A%X7B)
=(K,7(AxB)) oOlur.

Simdi de ( «,78) € 71(4 X B) olsun.

Bu yiizden,

H°(Va,1B) =U—H(a p)
=U—-[F(@ NGB
=[U-F@]U[U-G(B)]
=FQa) UG p)

=KQa1p)
Dolayisiyla; H°® =K olup ispat tamamlanir.

2.91ki Esnek Kiimenin Birlesimi

Tanim 2.9.1U Uzerindeki(F, A) ve (G, B) kimelerin birlgimi (H ,C) olsun.
O halde € =AU B ve Ve € (C igin

Fle) gere[JA-B

HE)={Gle) . eerenB-A
F(e)OG(e), eser eDANB

\
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Olup (F,A) U (G,B) = (H,C) seklinde yazilr.

Ornek 2.9.2Yukaridaki Ornek 2.7.2'yi diiinelim(F,A) U (G,B) = (H,C) oldusu

gorulayor ki,
H (cok pahal)={h,,h,.h,,h,},
Hpahal) ={h,,h,,h,} |
Hucuz ={hg, hy, h},
H(gtize) ={h, h,,h,}
H bahgeli)={h,, h,,h}
2.101ki Esnek Kiimenin Keskimi

Tanim 2.10.1 U Uzerindeki (F, A) ve (G,B) esnek kiimelerin kesmi (H ,C)
olsun. O halde€C =An B ve UeUCigin;

O halde;(F,A) A (G,B)=(H,C)

Ornek 2.10.2 Yukaridaki Ornek 2.7.2'yi diiinelim (F, A) ve (G,B) esnek

kiimelerin kesiim (H,C) olsun.

O halde;
€{Ucuz}
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Ve
ticu) ={hy,hy, hy}

Asagidaki sonuglar ¢ikarilabilir.

Onerme 2.10.3

(i) (F,A) U (F,4) = (F,4)

(i) (F,A)n(F,A) = (F,A)

(i) ¢ esnek bgkiime olmak lizer¢F,A) J¢=¢ dir
V) (F,An¢g=¢

(v) A mutlak esnek kiime olmak tizef&, A) A=A dir.
i) (F,A) 7 A=(F,A)

Onerme 2.10.4

i) (F.A)O(G,B)° =(F, A’ O(GB)

(i) (F.A)7 (G.B)) =(F.A’ A (G.B)

Ispat:
(i) (F,A O (G,B)=(H,AO B)olsun.

O halde;
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Flo) pera JA-B
Hl@)=L @) | gera0B-A
F(e)OG(a), eser aOANB
N\
Bu yuzden,;
(F.A)TO(G,B))S =(H,ADB)
=(H7AVUqB)
Simdi, Ga,78) € 7(4 x B) alalim. H°qQa) =U — H(a)
O halde;
F¢qa) : dger ta€q74A—-B
H'(Qa) =< G°(qa) : ger ta€qB -4
FCa) UG p) , Ber ya €7AN B

(F,A)°U (G,B) = (F,74) U (G°1B)

= (K,7AU7B) oldgu gérulir.
O halde,
Feia) , grqa€1A-1B
KQa) = G°(qa) : ger 1a€7B -4

FCQa)uGe(1p) , eser 7@ €7ANB

Dolayisiyla; H°® =K olur.
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i) (F,A) n (G,B)=(H,An B)olsun.

Bu ylzden
((F,A) A (G,B)° = (H7ANTB)

Simdi;
(F,A)°N (G,B)° = (F°,74) N (G°,1B)
= (K,qAUB)
O halde;qa €74N B
KQa)=F‘(qQa) yada G°(qa)

+(a) yada Gla) (¢0AnB)
H(a)
H Qo)

Dolayisiyla; H® =K olur.

oldgu goralur.

Asagidaki 6nermelerde de ispata gerek yoktwikardir.

Onerme 2.10.4 (F, A), (G,B)ve (H ,C) kimeleri U evrensel kiimesi Uzerinde

esnek kiimeler olsun. alde;

() (F.A)0((G.B)O(H.C))=((F.A)O(GB))I(H.C)

i) (F.A)A ( (G.B)A(H.C))=((F.A)A(G.B) )A(H.C)

(i) (F,A)0( (G.B)A (H.C) )= ((F.A)O(G.B) )A( (F.A)O(H.C))
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(iv) (F.A)A( (G.B)O(H.C))= ((F.A)A(GB))O((F.A)AF(H.C))

Onerme 2.10.5(F, A), (G,B)ve (H ,C) kimeleri U evrensel kiimesi Uzerinde

esnek kiimeler olsun. O halde;

() (F.A)C( (G.B)C(H.C) )=((F.A)C(G.B) )C(H.C)

@iy (F,A)C((G.B)C(H.C))=((F.A)C(G.B) )E(H.C)

(i) (F,A)C( (G.B)E(H.C) )= ((F.A)C(G.B) )C((F.A)C(H.C))

(v) (F.A)C((G.B)C(H.C) )= ((F.A)C(G.B) )o( (F.AL(H.C))
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3.BOLUM

BULANIK KUMELER

Bu bélimde belirsizfiin matematiksel olarak ¢c6zime katwran Aktg, Caggman(2]

ve Ulucay[12] kaynaklarindan faydalanilarak bulakiikneleri inceleyeggz.

3.1 Bulanik Kimeile ilgili On Bilgi

Tanim 3.1.1U bos olmayan bir evrensel kiime, U’daki bir bulanik Ankéisi olsun.

VxeU icin Fonksiyonu ile verilip,'ya bulanik kiimeye kardik gelen

Uyelik Fonksiyonudenir.

Bulanik A kiimesi U’ lzerindeki helemanin Uyelik derecesiyle birlikte

olusturdusu kimedir.

X'in  Aya ait olma veya lyelik derecegi,(x) olur.
Her Gyelik fonksiyonu klasik evrensel kimenin eleaaini [0,1] arakindaki bir
saylya kagilik getiren bir fonksiyondur. Bir kime, ¢cgina yapilan alana ait her bir
elemana matematiksel olarak kimedeki Uyelik derecdsmsil eden bir dger

atayarak tanimlanir.

Tanim 3.1.2 X bir kime olsun. Aagidaki Ozellikleri sglayan R: X x X — [0,1]

donlsimuine benzerlik @antisi denir.

(i) yansima:VxeX icin R(x,x) =1

(i) simetri: Vx,yeX icin R(x,y) = R(y,x)

(iii) gegisme: Vx,y, zeX icin R(x,z) = min{R(x,y),R(y,2)}
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(X,R) ikilisine ise bulanik yakkamli uzayi denir.

Tanim 3.1.3 X = {x:x € X} kUmesi verilmj olsun.vx € X icin u,(x) € [0,1]
olmak Uzere pu:X - [0,1] kimesine X in A bulanik kiimesi deniruy,
fonksiyonuna A bulanik kiimesinin Uyelik fonksinu, @, (x) deserinexin Gyelik
derecesi (yada deri) veu,(x) kimesine de A bulanik kiimesine ait elemamlar
dyelik derecelerinin  kimesi denir. 0 ve 1 sayilgyl] aralginin elemanlari

oldugundan her kiimeyi bir bulanik kiime olaraksiatiebiliriz.
Tanim 3.1.4Eger herx € X i¢in uy(x) < ug(x) iseA c B denir.

Tanim 3.1.5Bulanik kiimelerde birkene slemi AuB ,” A" verilen bulanik

kimelerin en blyuksiemi olmak Uzeresagidaki bicimde tanimlanir;

tavg(x) = ua(x) vV up(x) Vx€eX

Tanim 3.1.6 Bulanik kiimelerde kegm islemi AnB ,”" A"  verilen bulanik

kimelerin en kucuksiemi olmak Uzeresagidaki bicimde tanimlanir;

Panp () = pa(x) App(x)  Vx€X

Benzer bicimdeger{A;:t € T} bulanik kiimelerinin bir sinifi is@.cr A; ve

N.er A bulanik kiimeleri de ayni tyelik fonksiyonldullanilarak;

g () ve o, (x)

Ile bulunur.

Bulanik kiime teorisinde bulanik kiimelerin timieyéirlesim, kesgim islemleri
asagidaki gibi tanimlanirJ evrensel kiime olmak tzere;

Hu-a(x) :1_,UA(X) , x0OU
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Hpas(x) = max{,uA(X)’ﬂB(X)} , xObu
Han B(x) = min{:uA(X)’:uB(X)} , xtu

Teorem 3.1.7Bulanik kiimelerde birkem, keskim ve timleyenglemleri gagidaki

Gzelliklere sahiptir[4]

Tek kuvvet: AUA=A
ANA=A

Degisme: AUB=BUA
ANB=BnNnA

Tumleme: A=A

Yutma: AU(ANB)=A
ANn(AuB)=A

Evrensel ve bg kimede yutma

AuX =X
AN =0
Ozdsslik: ANX=A
Aupd=A
Birlesme : AU(BUC)=(AUB)uUC

An(BNnC)=(ANB)NC

Dagiima : B N (UterAr) = Uter(4¢ N B)

B U (N¢erA) = Neer(4¢ U B)
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Klasik kiimelerde farkl olarak;
Hava(x) # py(x
Haua(x) # pg(x)
Olabilir.

Ornek 3.1.8 X = {a,b} ve A, B bulanik kiimelerin tiyelik fonksiyonlacin

bulanik kime slemleri gagidaki gibi olur;

03 x=a
”A(x):{OS x=b

0,9 XxX=a
uﬂﬂ={1 )

09 x=a
taup(x) = { 1 x=h

03 x=a
:u'AﬂB(x) = {0 8 x=b

07 x=a
M("):{02 x=b

1,0 XxX=a
uﬂﬂ={0 )

07 x=a
i@ = {57 1T

# (%)

03 x=a
mani@ ={° T

# Up(x)

Tanim 3.1.94 € V(x) olsun{x: us(x) > 0} klasik kimesiA nin destgi

olarak isimlendirilir vesup A ile gosterilir.
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3.2 a —Kesim ve Gucli a —Kesim Kumeleri
Tanim 3.2.1 A € V(x) olsun.Va € [0,1] igin
{xipa(x) = a}  ve {x:pa(x) > a}

Klasik kiimelerine a —kesim ve gugclu a —kesim kUmeleridenir. Sirasiyla

Ay, Ag+ ile gosterilir [5].
Tanim 3.2.2 X = (—o0,00) olsun. Ber Vx;,x,,x3 EX iginx; < x, < x3
pa(xz) = pa(xq) App(xs)
Ise A€V(x) bulanik kimesin&onveks denir [4].

Tanim 3.2.3 A,B bulanik sayilari olsun. Bu durumda+ B ,A — B, A. B, A\B
asagidaki gibi tanimlanir;

p

Hass (D) = ¢ 43 = 5 1140 A ()]

tacs @D = )1, 114G A ()]

kas (D) = ¢ 2 5 4G At ()]

sup
tas(z) = *_ zZy#0 [a(x) A pp ()]
y

Teorem 3.2.4 Her bulanik kiime bir esnek kiimedir.

Ispat: F bir bulanik kiimey;’ de F  bulanik kiimesini uyelik fonksiyonu
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ur:U = [0,1]  tanimh bir bulanik kiime dguanelim. u fonksiyonu F(a) icgin
a — seviye kiime ailesi alinirsa vé- ailesi biliniyorsa,uz(x) bulanabilir. Boylece

her bir bulanik= kiimesi bir esnek kiime sayilir.[1]
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4.BOLUM
YAKLA SIMLI KUMELER

Yaklaimli kiime teorisi, klasik kiime teorisinin bir ggemesidir. Bu kiime
aynl zamanda evrensel kiime teorisinin de birsigmiesi olarak dgtuintlebilir. Ayni
zamanda evrensel kimenin alt kimeleri olan alt wt yeklgimlar olarak

adlandirilan sirali ikili kimeler olarak tanimlanir

Pawlak [14] tarafindan ortaya konanklgamli kime teorisine gore
yaklasimli kimelerin temel araci bir denklik gatisidir. Alt ve Ust yakkamlar
denklik siniflari ile iga edilir. Bu bolimde yakiamli kiimeler ve temel 6zellikleri

Aktas ve C&manin[2] calsmalarindan yararlanilarak incelersytim
4.1 Verilen Bir Kiimenin Alt Yakla simi

Tanim 4.1.1 Kimenin alt kiimesi olan alt yaklanlar, butiin denklik siniflarinin
birlesimidir. Pawlak [14] tarafindan yeni cebirsel yapia tanimlanmasi
gelistirilmistir. U objelerin bir kiimesiX c U olsun. X kimesini U Uzerinde
tanimlanan bir R kantisina gore karakterize edeliR(x) bir x elemaninin
denklik sinifini gostermek Ulzere yaydalarin ve sinir  bolgesinin tanimlari

asagadaki gibi verilmgtir.
Xicin R- alt yaklgimi = R,(x) = sz{R(x):R(x) cXx

Xicin R- Ust yaklaimi =R*(x) = ng{R(x):R(x) NX+0

Xicin R- sinir bolgesi = RNi(x) = R*: (x) — R.(X) seklinde tanimlanir.

Buna gore bir kimeniit Yaklasimi tamamen kiime tarafindan kapsanan

denklik siniflarindan,Ust Yaklasimi ise kiimeyle arakesitleri k@an farkli olan
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denklik smiflarinin  birlgminden ve kimenin sinir bolgesinde ust ve alt

yaklasimlarin arasindaki farktan alonaktadir.[2,14]
4.2 Yaklasimli Uzay ve Yaklasimli Kiime

Tanim 4.2.1U evrensel kime, R Batisi U tzerinde bir denklik gantisi olsun.

(U,R) ikilisine Yaklasimh Uzay ve

R(x) = (R.(x),R*(x)) ikilisine de (U,R) ikilisinin Yaklasimli Kimesi

denir.
4.3 Bulanik Yaklasimli Kime

Tanim 4.3.1 (R,(x),R*(x)) ikilisine de U Uzerinde biBulanik Yaklasimli

Klamesi denir.
Teorem 4.3.2 Her yaklgimli kime bir esnek kiime olabilir.

Ispat: R(xX) U evrensel kimesinir elamani igin bir yakkamli kiime ,R denklik

bagintisi olsun.
R(x) =Xin Ust yaklgimh kiimesi
R(x) =Xin alt yaklasimli kimesi

Ve R ile gdeserdir.

p1(x) tanimlarsak, [X]g € X icin bulunur.px(x), de [X]zNnX =@ seklinde

tanimlanir.
p1(X) vepz(x) kosullarini parametre kimesinin elemanlari icinabgbiliriz.

Bu ise E=[ pu(X), p2(X)] seklinde tanimlanir. O halde fonksiyondyle ifade

edebiliriz.
F:E->PU) F(pi(x)) ={x€U:pi(x) dogru i=12,..}
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Oyleyse ;
R(x) kidmesinin her bir yakjami X esnek kiimesidir.

(F,E) = {(p1(x), R.(x)), (p2(x), R*(x)} seklinde ifade edilir. [14]
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5. BOLUM

ESNEK GRUPLAR

Bu bolimde esnek kiime kullanilarakairedilen cebirsel yapilardan esnek gruplar
Uzerinde durulacaktir. Bu bolimde temel terim veugtar icin Aktg, Cggman [1]
ve Aslam, Qurashi [3kaynaklari kullanilmgtir. Bolim boyuncaG bir grup, A # @
bir kime olsun. R’ dé&'nin bir elemani veG’ nin bir elemani arasinda ikiklem

gostersinF: A - P(G) tanimlanan kiime gerli fonksiyon

F(x)={y€G:(x,y) ER,x € A vey € G} olarak tanimlanir.

Burada (F,A) ikilisine G lzerinde Esnek Kime defidan G’ye tanimlanan kiime

degerli fonksiyon A x G Gzerinde bir R ikili glemi tanimlar ve

R={(x,y) EAXG:y € F(x)} ile gosterilir. (A,GR) uclusu

yaklasimli kiimesi olarak bilinir.

5.1 Esnek Grubun Tanimi

Tanim 5.1.1 G bir grup ve (F,A) esnek kimesi G uzerinde bir esnek kime
olsun.vxeG igin F(x) < G oluyorsa; O zaman (FA) ikilisine G Uzerinde bir

esnek grup denir.[1]

Ornek 5.1.2 G = A = S; = {e,(12), (13),(23),(123),(132)} permiitasyon grubu
olsun.

F:53 — S§3 fonksiyonunun dger kimesiF(x) ={y € G:xRy & y = x",n € N}
seklinde tanimlansin(F, A) esnek grubunun alt kimeleri{F(x): x € A} seklinde
parametrize edilen bir ailedir. Bu bize nin alt gruplarinin koleksiyonunu verir.

Yukarida tanimlanan 6zeF dongumd icin F(x) degeri G nin bir alt grubudur.
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Bu durumda (F,A) esnek grubunuG nin alt gruplarinin koleksiyonu olarak

alabiliriz.

F(e) = {e}

F(12) ={e, (12)}

F(13) = {e, (13)}

F(23) = {e, (23)}

F(123) = F(132) = {e, (123),(132)}

Ornek 5.1.3 G=A=Z¢={0,1,2,3,4,5} olsun. Ve don§iimi de F:Z; > Zg
fonksiyonunun dger kimesi F(x)={yeG: x.y=0 } seklinde
tanimlansigF, A) esnek grubunun alt kimelefF (x): x € A} seklinde parametrize
edilen bir ailedir. Bu bizeG nin alt gruplarinin koleksiyonunu verir. Yukarida

tanimlanan 6zelF donUmU icin F(x) deseri G nin bir alt grubudur. Bu

durumda  (F,A) esnek grubunuG nin alt gruplarinin koleksiyonu olarak

alabiliriz.
F(0)=G
F(1) = {0}
F(2) = {0,3}
F(3) = {0,2,4}
F(4) = {0,3}
F(5) = {0}
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Teorem 5.1.4(FA) ve (HA) Ggrubu uzerinde esnek gruplar olsun.
O halde;(F,A)n (H,A) ’'da G uzerinde esnek gruptur.

Ispat: Tanim 2.7.1 den(F,A) 0 (H,A) =(U,C) vyazabiliriz.
O zaman,;
C=AnA=Ave VxeC(Cicin U(x)=F(x) ve U(x)=H(x)
oldugunu biliyoruz.
U:A- P(G) tanimli Vx € Aicin (U,A) esnek kiimedir.

Bu nedenle;(U,A) G’ lizerinde bir esnek kim&yx € A igin

UX)=F(X)<G
Ya da

U(X)=H(x) <G  oldgundan

(F,A)n (H,A) esnek kimesiG lizerinde esnek gruptur.

Teorem 5.1.5(F,A) ve (H,B) esnek kimelerc Uzerinde esnek grup olsun:

Eger;, AnB=¢ ise (F,A)U (H,B)te G uzerinde esnek gruptur.

Ispat : Tanim 2.9.1’ den yazabilirizA N B = @ oldugundan aagidakilerini
soyleyebiliriz. O haldevx € C olsunYx € A—B yadax e B—A igin

Eger;
x€A—-B oldgunda Ux)=F(x) <G
Ve

XEB-A oldgunda Ux)=F(x) <G

O halde; (F,A) U (H,B) G uzerinde esnek gruptur.

31



Teorem 5.1.6 (F,A) ve (H,B) esnek kiimeleriG Uzerinde iki esnek grup olsun.
Eger; (F,A)U (H,B) G uzerinde bir esnek grup ise ancak ve anéake AN B
icin

F(x)cH(x) yada H(x)cF(x) olur.

Ispat: (F,A) U (H,B) = (L,C) birlesimi esnek kiime olsun. O halden B = C

ve L nin birlgiminin tanimindan

Vx€C icin L(x)=F(x)UH(x) olur.

O halde (F,A) ve (H,B) esnek kiimeleriG Uzerin de iki esnek grup olgundan

Vx € C igin F(x)cH(x) yada H(x)cF(x) olur.

Bu yuzden;vx € C icin

F(x)UH(x) = H(x)

ya da

F(x) UH(x) = F(x) olacaktir.

Vx € C icin  F(x)ve H(x) G’nin alt grubu oldgundanvx € C icin
F(x) U H(x) G nin alt grubudur.

O halde (L,C) = (F,A)U (H,B) G Uzerinde esnek grubudur. Aksini

olmadgini benzegekilde ispat ederiz.

Teorem 5.1.7 (F,A) ve (H,B) Glzerindeiki esnek grup olsun.
O halde (FA)L(H,B) G Uizerinde esnek gruptur.
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Ispat: Tanim2.7.1’ den (F,A)A (H,B)=(U,AXB) yazabiliriz.

F(x) ve H(B) Gicin esnek alt gruplar ige(ex) N H(B)'da G icin iki esnek alt
gruptur. Bu nedenld/(«, ) batin icin G nin alt grubudur.

Buradan (F,A)A (H,B) nin G Uzerinde esnek grup ofluaniailir.

5.2 Esnek Grubu Birim Elemani
Tanim 5.2.1 (F,A), G Uzerinde esnek grup olsun.
O halde;
() VxeA icin F(x) = {e} ise(FA)ya G lzerinde birim esnek grup denir.

(i) VxeA icin F(x) = G ise(FA) ya G Uzerinde mutlak esnek grup denir.

Teorem 5.2.2

()F,A) G lUzerinde esnek grupf: G - K  bir homomorfizma olsun.

Ber, VxeA icin F(x)=cekf ise (f(F)A) K Uzerinde

esnek birim gruptur.

(i(F,A) G Uzerinde mutlak esnek grup, f:G - K bir

homomorfizma olsun.

Ber, VxeA icin F(x)=G ise (f(F),A) K uzerinde mutlak

esnek gruptur.

Ispat:
(i) ex, K Uzerinde birim eleman iseeA icin f(F(x)) = ex dir.

O halde; Tanim 5.2.1’den (f(F),A) K uzerinde birim gruptur.

(i)(F,A) G uzerinde mutlak esnek grup atdugin
VxeA icinF(x) =G

O haldexeA icin f(F(x)) =f(G) =K
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Buradan tanim 5.2.1'den K lUzerindg (F),A) mutlak esnek gruptur.

5.3 Esnek Alt Grup

Tanim 5.3.1 (F,A) ve (H,K) esnek alt gruplar olsun.
) KcA

(iiyButin xeK icin H(x) < F(x)
Sartlarini sglayan (H,K)'ya (F,A)'nin esnek alt grubu denitH,K) < (F,A)

seklinde gosterilir.

Ornek 5.3.2 G = S;, A = S; ve K = A5 olsun. Fonksiyonun tanimindan
F(x)={y€eS;:xRy ®y=x",neN}veH(x) ={y € A;: xRy & y € (x)} olur.
O haldeVvx € A; icin A3 <S; ve H(x) < F(x) oldwuicin (H,K) < (F,A)
olur.

Teorem 5.3.3 (F,A) ve(H,K) G uzerinde iki esnek grup olsun.

(DEger, VxeA icin F(x) € H(x) ise (F,A) esnek grubuH,A)

esnek grubunun esnek alt grubudur.

(ilEger; E = {e} ve (U,E) ,(F,G) G lzerinde esnek gruplar is€[/,E)

esnek grubyF, G) esnek grubunun esnek alt grubudur.

Sonug 5.3.4(F,G) G uzerinde esnek grup olsun. O hal#eG) ve (F,E) her ikisi

de (F,G) esnek grubunun alt grubudur.

Ispat : Bu sonuca tanim5.2.1" den kolaycagsaliliriz.

Teorem 5.3.5 (F,A) G uUzerinde esnek grup olsun . | indeks kimeasiaél Uzere;

(F, A)’'nin esnek alt gruplarinin aileg{(H; ,K;) : iel} olsun.
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O zaman,;
(1) N;e;(H;, K;) kimes(F, A)'nin esnek alt grubudur.

(i) i/e\I(Hi’K") kimes{F, A)’nin esnek alt grubudur.
(i) ijel icin K,nK, =@ iseiZI(Hi,Ki) kiimesi

(F,A)’nin esnek alt grubudur.

N
el

kiime ailesi (F, A) nin esnek alt grubudur.

ispat:l. K; c A oldwu ssikardir. iel igin (H;,K;) < (F,A) ise iQI(Hi'Ki)

Teorem 5.3.6 (FA) ve (H,B) G uzerinde iki esnek grup olsun.(F,A) esnek
kiimesi (H,B) esnek kiimesinin esnek alt grubu olsun.

Ber f:G - K ya homomorfizm ise o haldéf(F),A) ve (f(H),B) her
ikisi de K lizerinde esnek alt gruptuif (F),A) c (f(H), B) seklinde gosterilebilir.

Ispat: f:G—>K ya homomorfizm oldgundan VxeA ve VyeB icin
f(F(x))ve f(H(y)) ise K’ nin alt kimeleridir. Bu nedenld;(F),A) ve(f(H),B)
K lGzerinde esnek alt gruptur.

EBer; (F,A) esnek kiimesi(H,B) esnek kiimesinim alt grubu ise; tanim 2.1.4’°
ten xeA icin F(x) 'e H(x) in alt grubu vef(F(x))'de f(H(x)) in alt
grubudur. (f(F),A) < (f(H),B) elde ederiz.

5.4 Esnek Grup Homomorfizma

Tanim 5.4.1 (FA) ve (H,B)esnek gruplari sirasiyl&s ve K Uzerindeiki esnek

grup vef:G = K ile g: A = B iki fonksiyon olsun. Aagidakisartlari sglayan
(f,g9): (F,A) - (H,B)'ye Esnek Homomorfizma denitF,A) ~ (H,B) seklinde

gosterilebilir.

(1) f:G - K homomorfizmadir.

(i) g:A — B ortendir.
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(i) VxeAicin f(F(x)) =H(g(x)) dir.

Bu tanimdary;: G — K izomorfizm,g: A = B birebir ve orten fonksiyon ise
(f,9): (F,A) -» (H,B) Esnek Grudzomorfizmasve (F,A) ~ (H,B) seklinde

gosterilir.

5.5 Esnek Normal Alt Grup

Tanim 5.5.1 (FA) esnek kimesi G uzerinde(H,B) esnek kimesi(FA) esnek
kimesi esnek alt kiimesidir.

Bser ;Vx € Bigin H(x) < F(x) ise;( yani H(x) esnek kimes¥(x) esnek
kiimesinin Normal Alt GrubudurH,B) esnek kiimesi(F,A) esnek kiimesi normal

esnek alt grubudur. VeH (x) S F(x) seklinde yazilir.

Teorem 5.5.2(F,A) G Uzerinde esnek grupH, B) esnek kiimesi d@, A) nin
alt grubu ve(K, B) esnek kiimes(F, A) da normal esnek alt grup ise

(H,B)n (K,B) esnek grubuH,B) de normal esnek alt gruptur.
Ispat: (F,A) U (H,B) = (L,C) olsun.
Eser (H, B) esnek kiimesi d@, A) nin alt grubu vé€K, B) esnek kimesi

(F,A) da normal esnek alt grup ise acikEaB) € (H,B) oldugu goralur. Bundan
dolayi (L, B) esnek grub@H, B) esnek grubunun esnek alt grubudur.

simdi (L, B)<(H,B) oldusunu gosterelim.
Vb €B igin H(b) N K(b)<H(b) oldusunu gostermeliyizH(b) N K(b) ‘nin

H(b)'nin normal alt grubu oldgunu biliyoruz.

Ohalde vbeB icin (F,B)U(K,B) =(L,B) grubu (H,B)'nin normal

esnek alt grubudur.
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Teorem 5.5.3 (F, A) esnek kiimesi G Uzerinde esnek gruptuf.(H;, 4;) : i €I}
ailesi(F,A) da normal esnek alt grubu ise hinhein genellgtirilmis hali

Ng(H;, A)ier  (F,A) ‘ min normal esnek alt grubudur.

Ispat: Mademki {(H;,4;) : i €I} ailesi(F,A) da normal esnek alt grubu olsun.

Birlesimin genellatirilmi s hali olan
Neg(H;, A)ie; tanimindan Ng(H;, A;)ie; = (H,C)  olur.

O zamarC =U A; veVvi el icintanimdan dolayi

Hl'(E) %er e e Ai - A] ,Vi,j el
H(e) =
] Hl-(e) %er e en Ai , Vl,] el

Ve€ A, —A; Yi,jel vei#j Herbir Hy(e) F(e) ‘de normal

alt grubudur.

Ve €ENA4; icin NH;(e) F(e) ‘de normal alt grubudur.
vx €C icin H(e) , F(e)‘nin normal alt grubudur.
Boylece (H,C)<(F,A) seklinde gosterilir.

5.6 Esnek Degismeli Grup

Tanim 5.6.1 (F, A) esnek kiimesi G Uizerinde esnek grup olsun. @elizerinde

desismeli esnek grup oldiwnu séylemek icin
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Va € A icin her birF(a) ninG Uzerinde dgsmeli esnek grup oldiunu

soylemek gerekir.

Ornek 5.6.2 S; = {e, x,y,y? xy, xy?} grubunu déinelim.

x vey iki elemanin bgintilar

O(x)=2
0(y) =3
O(xy) =2

xy=y*x ve  yx=xy?

A={a,p,y,6} parametre kimesiniveF:A - P(S;) fonksiyonu

distinelim.

F(6) = {e,x}

F(B) ={e,y,y%}

F(y) = {e,xy}

F(a) = {e,x,y,y% xy,xy%}

O halde (F, A) esnek kiimesi S5 Uizerinde esnek gruptui, A) esnek alt grubu

(H, B) nin elemanlari

H(a) ={e,}

H(B) = {e,y,y*}
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H(y) = {e,xy}

VYa € B icin her bir H(a) parametresiicinF(a) nin dgismeli alt
grubudur.

O halde (H,B) esnek grubu (F,A) nin degismeli esnek grubudur.

Teorem 5.6.3 (H, B) esnek grubu(F,A) nin de&ismeli esnek grubu is@, A)

esnek grubu G Uzerinde normal esnek gruptur.

Ispat: Va € A icin her birF(a) ninG Uzerinde dgismeli esnek grup ve
Va € B icin  herbirH(a) F(a)'nin dezismeli esnek gruptur. Her gameli

grubun normal alt grup olgundan

Va € B icin  H(a) F(a)’nin normal alt grubudur.

Buradan da (H,B) < (F,A) olur.
5.7 Esnek Grubun Tersi

Tanim 5.7.1 (F,A) esnek kiimesi G Uzerinde esnek grup olsun. O zaman
(F,A)Ynin tersi (F,A)~! seklinde gosterilir. Esnek grubun tersagidaki gibi

tanimlanir.

(F(a))_1 = {x"1:x € F(a)} olmak lizere;(F,A)™! = {(F(a))_l: a € A} dir.

Teorem 5.7.2(F, A) esnek kiimesi G Uzerinde esnek grup olsun.
O zaman(F,A)™! = (F,A) dir. Tersi dgru degildir.

Ispat: tanimdan(F,A)™! = {(F(a))_l: a € A} oldugunu biliyoruz. F(a)’ nin her

bir parametresi G nin alt grubudur. Bu dsie € A igin (F(a))_1 = F(a)
oldugunu gosterir. O haldéF,A)™ = (F,A) tersi d@ru degildir.
asagidaki ornekle gosterelim.
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Ornek 5.7.3 F: A - P(G) fonksiyon, G = {1,—1,i,—i} altgrup ve

A ={x,y,z} paremetresini diinelim.

F(x) = {1}
F(y) ={-1}
F(z) ={-1} dir.

O halde(F,A)™! = (F,A) oldusu goralur.

5.8 Esnek Devirli Grup

Tanim 5.8.1 (F, A) esnek kiimesi G Uizerinde esnek grup olswrz € A icin

F(a)'min devirli bir alt grubu is€F, A)'ya G'nin devirli esnek alt grubu denir.

Ornek 5.8.2 D, ={e,a,a? a3 b,ab,a?b,ab} grubunu diiinelim.

a ve b elemanlarinin pantilari

O(a) =4
0(b) = 2
ba = a3b

A ={ty,t;,t3,t4,ts, ts} paremetre kimesin¥k; A - P(D,) fonksiyonunu

distnelim.

F(ty) = {e,a’}

F(ty) = {e, b}

40



F(t3) = {e, ab}
F(t,) = {e,a’b}
F(ts) = {e,a®b}
F(tg) = {e,a,a? a3}
Oyleyse (F,A) esnekkiimesi D, Uzerinde devirli esnek gruptur.
Va € A icin her bir F(a) paremetredd, Uzerinde devirli alt gruptur.
O halde (F,A) D, uzerinde devirli esnek gruptur.
5.9 Esnek Sg Koset

Tanim 5.9.1 (F, A) esnek kimesi G Uzerinde esnek grup,(H,B) esnek

kiimesi (F,A) kumesinin herhangi bir esnek alt grubuaven F(x) olsun.
Esnek kiimenin tanimindan uret¥dne B igin (H, (b)) = (H(b))®

olmak UzergH,, B) esnek kiimesi olarak tanimlanir ¢&#,, B)'ye (F,A)’'nin

esnek sg koseti denir. Benzesekilde(aH, B) esnek kiimesi esnek sol kosetidir.

Ornek 5.9.2 Dg = {e,a,a? a3, b,ab,a?b,a®b} grubunu diiinelim.

ave b iki elemanin Igantilari

O(a) =4
aZ — bZ
ba = a3b

A ={t,,t,t;,t,} paremetre kiimesinF; A - P(Dg) fonksiyonunu

distinelim.
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F(t,) = {e,a%}

F(ty) = {e,a,a? a3}

F(t;) = {e,ab,a? a®b}

F(t,) = {e,b,a? a®b}

Her bir F(t) paremetresiDg in alt grubudur. Mademk{F, A) esnek kiimesi
Dg Uzerinde esnek grup iset; € A icin N F(t;) = {e,a} olur.

(H,B) esnek grub® = {t,, t3,t,} paremetre kimesi(F,A) esnek kiimesinin

alt grubudur.
F(t;) = {e,a®}
F(t3) = {e,ab,a? a®b}
F(t,) = {e,b,a? a®b}
Simdi sol kosetlerini benzegekilde bulabiliriz.
5.10 Esnek Faktor Grubu
Tanim 5.10.1 (F,A) G lzerinde esnek normal alt grup olsurB) esnelkgrubu
(F,A) esnek grubunun esnek maksimal normal alt gridwso soyleye biliriz.

EBer(K,B) (F,A) nin gercek olmayan normal esnek alt grubu(iseB)
‘de (K,B) kapsar.

Boylece (F,A) nin alt grubu olaiH, B) esnek grubu esnek maksimal grup

ise ancak ve ancaKK, B) ‘de (F,A)'nin normal esnek alt grubudur.

Boylece ; (H,B) € (K,B) € (F,A) olur.
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SONUC

Bu caymada klasik cebirsel yapilardan grup kavramininekskime
Uzerindeki yapilar incelenstir. Bulanik kimeler, yakkamli kimeler ve esnek
kiimeler sosyal bilimlerden fen bilimlerine kadar ok bilim dalinda ygun olarak
kullaniimaktadir. Bu nedenle bu kavramlarin tamaséi ve Uzerinde bir takim
calismalarin yapiimasi 6nemlidir. Bu ¢gthada oOncelikli olarak bulanik kimeler,
yaklasimli kiimeler ve esnek kiimeler ve bunlarin 6zeltikhekkinda bilgi verilerek
Ozellikle bu cakmada esnek kime Uzerinde tanimlanan cebirsel ydaragrup
Uzerinde durulmg bu yapinin cebirsel 6zellikleri incelergtii ve bir takim o6rnekler
verilmistir. Esnek kiimeler Uzerindegdir bir takim cebirsel yapilar da (halka, modul
vb. ) kurulmytur. Halen esnek kimeler gtincgiti korumaktadir. Matematikciler

tarafindan gtinimizde de ilgi gialmaktadir.
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