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ÖZET

LORENTZ HE·ISENBERG GRUBUNDA YÜZEYLER

Bu çal¬̧sma alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm; çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬ olup, Lie gruplar¬, Heisenberg grup ve

yüzeyler üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda literatürdeki bilgiler incelendi.

·Ikinci bölümde; Lie gruplar¬ve yüzeyler için kullan¬lan temel tan¬mlar ve teo-

remler verildi.

Üçüncü bölümde; Lorentz Heisenberg grubun yap¬s¬incelendi.

Dördüncü bölüm; çal¬̧sman¬n orijinal k¬s¬mlar¬ndan biri olup, Lorentz Heisenberg

grubunda al¬nan bir yüzeye ait baz¬karekterizasyonlar gösterildi. Daha sonra bu

yüzeylerin minimal (maksimal) yüzey olma şartlar¬verilerek Gauss e¼grili¼gine göre

karakterizasyonlar¬elde edildi.

Beşinci bölüm; çal¬̧sman¬n di¼ger bir orijinal k¬sm¬olup, Lorentz Heisenberg grubunda

iki de¼gi̧skenli fonksiyonlar yard¬m¬yla elde edilen minimal (maksimal) yüzeylerin

farkl¬ karakterizasyonlar¬ yap¬l¬p, iki e¼grinin Heisenberg grup çarp¬m¬yla oluşan

yüzeyler incelendi.

Alt¬nc¬bölüm ise çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬d¬r.

Anahtar Kelimeler: Lie grubu, Heisenberg grup, Lorentz Heisenberg grup,

minimal yüzey, öteleme yüzeyi, minimal öteleme yüzeyi, Gauss e¼grili¼gi, ortalama

e¼grilik.
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ABSTRACT

SURFACES IN LORENTZ HEISENBERG GROUP

This thesis consist of six chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems of Lorentz space

and surfaces are given.

In the third chapter theorems of Lorentz Heisenberg group are given.

The fourth chapter contains original part of our study; some characterizations of

surfaces in Lorentz Heisenberg group are given. Then, conditions for these surfaces

of being minimal (maximal) surfaces are obtained.

The �fth chapter contains another original part of our study; Surfaces which are

obtain with two variable functions are given and conditions for these surfaces of

being minimal (maximal) surfaces are obtained. Also, generated by two curves has

been constructed and some characterizations have been given.

The sixth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Lie group, Heisenberg group, Lorentz Heisenberg group, minimal

surface, translation surfaces, minimal translation surface, Gauss curvature, mean

curvature.
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S·IMGELER L·ISTES·I

H3 : 3-boyutlu Heisenberg Group

� : Vektörel çarp¬m

[; ] : Lie operatörü

N : Yüzeyin birim normal vektör alan¬

r : Levi Civita koneksiyonu

Tp(M) : p noktas¬ndaki tanjant vektörlerinin cümlesi

�(M) : Vektör alanlar¬n¬n cümlesi

Sp : Şekil operatörü

K(p) : Gauss e¼grili¼gi

H(p) : Ortalama e¼grili¼gi

kk : Norm

I : Birinci temel form

II : ·Ikinci temel form
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Lie gruplar¬, grup i̧slemi üzerinde diferensiyelenebilir manifoldlard¬r. Bu du-

rumda Lie grubu ayn¬ zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur,

[6].

Lie gruplar¬teorisi, matemati¼gin bir çok dal¬nda önemli bir yere sahiptir. Bun-

lar¬n baş¬nda diferensiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir gelmektedir. Lie gruplar¬

teorisi gerek matematiksel �zikte, gerekse mühendislikteki pek çok probleme başar¬

ile uygulanm¬̧st¬r.

Herbir Lie grubuna eşlik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vard¬r. Bu nedenle Lie

gruplar¬teorisi Lie cebirleri ile Lie gruplar¬aras¬ndaki ili̧skiye önemli bir yer ay¬r¬r.

Yani, Lie grubunun özellikleri bu gruba kaŗs¬l¬k gelen Lie cebirine birer özellik olarak

aksettirilir. Bu teoride, örne¼gin, irtibatl¬, basit irtibatl¬Lie gruplar¬, birer izomor�zm

alt¬nda kendilerine ait olan Lie cebirleri taraf¬ndan tamamen belirtilebilirler. Bunun

için bu cins Lie gruplar¬n¬incelemek yerine onlar¬n Lie cebirlerini incelemek mümkün

olur, [6].

Nilpotent Lie gruplar aras¬nda en önemli yere sahip olan¬iki ad¬mda çözülebilen-

lerdir. Heisenberg grup, irtibatl¬, iki ad¬mda çözülebilen nilpotent bir Lie grup olup,

topolojik olarak R3 e homeomor�k olan 3 � 3 tipindeki matrislerin grubudur, [18,

19].

Rahmani; Heisenberg grup üzerinde oluşturulan üç Lorentz metrik yard¬m¬yla bu

grubun izometri gruplar¬n¬tan¬mlad¬. Elde etti¼gi bu üç metrikten yaln¬zca birinin

�at oldu¼gunu gösterdi. Ayr¬ca bu metrikler için Jacobi vektör alanlar¬ve geodezik

e¼griler için aç¬k formüller elde etti, [19].



Piu; Riemann Heisenberg grubunda iki 1- parametreli altgrubun çarp¬m¬yla elde

edilen minimal yüzeyleri incelemi̧stir. Ayr¬ca, harmonik Gauss dönüşümüyle verilen

minimal yüzeyleri karakterize etmi̧stir, [17].

·Inoguchi; 3� boyutlu Riemann Heisenberg Grubunun baz¬temel özellikerini in-

celedi. Özellikle e¼grilikler, geodezikler ve holonomi gruplar¬n¬elde etti. Ayr¬ca, 3�

boyutlu Riemann Heisenberg Grubunda minimal yüzeylerin baz¬karakterizasyon-

lar¬n¬verdi, [8,9]. Daha sonra, iki e¼grinin çarp¬m¬yla elde edilen öteleme yüzeylerini

inceleyerek, bu yüzeylerin minimal olma şartlar¬n¬incelemi̧stir, [10].

Bu çal¬̧smada ise 3� boyutlu Lorentz Heisenberg Grubunda, çeşitli yüzeyler in-

celenerek, bu yüzeylerin baz¬ karakterizasyonlar¬ elde edildi. Ayr¬ca, bu yüzey-

lerin minimal (maksimal) yüzey olma şartlar¬verildi. Daha sonra iki e¼grinin grup

çarp¬m¬yla elde edilen yüzeylerin karakterizasyonlar¬elde edildi.
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2. BÖLÜM

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1.

V bir reel vektör uzay¬olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v 2 V için

i) g (u; v) = g (v; u) ;

ii) g (au+ bv; w) = ag (u;w) + bg (v; w) ;

g (u; av + bw) = ag (u; v) + bg (u;w)

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer

form denir, [15].

Tan¬m 2.1.2.

g, V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik bilineer

form üç de¼gi̧sik durum alt¬nda incelenebilir;

1) De�nit Durum:

E¼ger,

i) 8v 2 V; v 6= 0 için g (v; v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tan¬ml¬,

ii) 8v 2 V; v 6= 0 için g (v; v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tan¬ml¬

denir.

2) Semi-de�nit Durum:

E¼ger,

i) 8v 2 V için g (v; v) � 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yar¬-tan¬ml¬,



ii) 8v 2 V için g (v; v) � 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yar¬-tan¬ml¬

denir.

3) Non-dejenere Durum:

E¼ger, 8w 2 V için g (v; w) = 0 iken v = 0 ise g simetrik bilineer formuna

non-dejenere simetrik form denir, [16].

Tan¬m 2.1.3.

Reel say¬lar cismi üzerinde, r�tane vektör uzay¬, V1; V2; :::; Vr olsun.

f : V1 � V2 � :::� Vr ! R

fonksiyonu, 1 � i � r; için ui; vi 2 Vi ve a; b 2 R olmak üzere,

f (v1; :::; vi�1; avi + bui; vi+1; :::; vr) = af (v1; :::; vi�1; vi; vi+1; :::; vr)

+bf (v1; :::; vi�1; ui; vi+1; :::; vr)

şeklinde tan¬ml¬ise f ye r-lineer fonksiyon denir, [6].

Tan¬m 2.1.4.

V1 � V2 � :::� Vr den R ye tan¬ml¬bütün r�lineer fonksiyonlar¬n cümlesini

L (V1; V2; :::; Vr;R)

ile gösterelim. Bu cümlede toplama ve skalarla çarpma i̧slemleri, s¬ras¬yla, 8 (u1; u2; :::; ur) 2

V1 � V2 � :::� Vr için

(f1 + f2) (u1; u2; :::; ur) = f1 (u1; u2; :::; ur) + f2 (u1; u2; :::; ur)

4



ve � 2 R olmak üzere,

(�f) (u1; u2; :::; ur) = �f (u1; u2; :::; ur)

şeklinde tan¬mlan¬rsa, bu iki i̧sleme göre L (V1; V2; :::; Vr;R) ; R üzerinde bir vektör

uzay¬olur. Bu vektör uzay¬na V �
1 ; V

�
2 ; :::; V

�
r dual vektör uzaylar¬n¬n tensör çarp¬m¬

denir ve

L (V1; V2; :::; Vr;R) = V �
1 
 V �

2 
 :::
 V �
r

ile gösterilir. V �
1 
 V �

2 
 ::: 
 V �
r tensör uzay¬n¬n herbir eleman¬na r: dereceden bir

tensör denir. E¼ger

V1 = V2 = ::: = Vr = V

ise V �
V �
:::
V � uzay¬na bir kovaryant tensör uzay¬ve bu uzay¬n herbir eleman¬na

r: dereceden bir kovaryant tensör denir, T r (V ) veya 
rV � ile gösterilir, [6].

Tan¬m 2.1.5.

8� 2 Sr permütasyonu ve bir V vektör uzay¬üzerindeki bir r�lineer f fonksiyonu

için

�f = f

yani

f
�
u�(1); u�(2); :::; u�(r)

�
= f (u1; u2; :::; ur)

ise r� lineer f fonksiyonuna bir simetrik r-lineer fonksiyon veya r. mertebeden

simetrik kovaryant tensör denir, [6].

Teorem 2.1.6.

V , n�boyutlu bir reel vektör uzay¬ve V üzerinde rank¬ r olan simetrik, non

dejenere, 2: dereceden kovaryant tensör alan¬g olsun. Bu durumda V nin s¬ral¬bir

5



baz¬fe1; e2; :::; eng ve bu baz¬n dual baz¬da fe1; e2; :::; eng ise bu iki baz aras¬nda, g

dönüşümü yard¬m¬yla,

g =
rX
i=1

ciei 
 ei; ci = �1 ve r � n

eşitli¼gi vard¬r, [6].

Tan¬m 2.1.7.

V bir reel vektör uzay¬ve

g : V � V ! R

simetrik bilineer form olsun. W � V olmak üzere

gjW : W �W ! R

negatif tan¬ml¬olacak şekilde en büyük boyutluW alt uzay¬n¬n boyutuna g simetrik

bilineer formun indeksi denir, [16].

Tan¬m 2.1.8.

M; C1 manifold olmak üzere;

g : � (M)� � (M)! C1 (M ;R)

şeklinde tan¬ml¬simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyona M üzerinde metrik ten-

sör denir. Bu metrik tensörün indeksine M manifoldunun indeksi denir, [16].

Tan¬m 2.1.9.

M , C1 manifold ve g de M üzerinde sabit indeksli metrik tensör olmak üzere

(M; g) çiftine bir Semi-Riemann manifold denir, [16].

6



Tan¬m 2.1.10.

boyM = n olmak üzere (M; g) çifti bir yar¬- Riemann manifoldu olsun. � g

simetrik bilineer formun indeksi olmak üzere e¼ger � = 0 ise (M; g) çiftine bir Rie-

mann manifoldu denir. Ayr¬ca n � 2 ve � = 1 ise (M; g) çiftine bir Lorentz mani-

foldu denir, [16].

Tan¬m 2.1.11.

(M; g) bir Semi-Riemann manifold olsun. 8v 2M olmak üzere,

g (v; v) > 0 ise v ye space-like vektör,

g (v; v) < 0 ise v ye time-like vektör,

g (v; v) = 0; v 6= 0; ise v ye light-like veya null vektör denir, [16].

Tan¬m 2.1.12.

M bir Hausdor¤ uzay ve fU�g�2A, M nin bir aç¬k örtüsü olsun.

 � : U� ! D� � Cn

homeomor�k dönüşümü için aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim.

U� \ U� 6= ? olmak üzere

f�� =  � �  �1� :  � (U� \ U�) � Cn !  � (U� \ U�) � Cn;

f�� =  � �  �1� :  � (U� \ U�) � Cn !  � (U� \ U�) � Cn

fonksiyonlar¬n¬n her ikiside di¤eomor�ktir.

7



E¼gerM bu özellikle birlikte f(U�;  �)g�2A dönüşümlerinin cümlesine ve fU�g�2A
aç¬k örtüsüne sahip ise o takdirde M ye n-boyutlu manifold ve f(U�;  �)g�2A ye

de M nin bir koordinat komşuluk sistemi denir, [6].

Tan¬m 2.1.13.

k � n olmak üzere M bir k-manifold ve �M de bir n-manifold olsun. 8p 2 M

noktas¬için �M de bir �U ve M de bir U koordinat komşulu¼gu mevcut ve

U =
�
m 2 �U : �xk+1 (m) = ::: = �xn (m) = 0

	
ise M ye �M nin bir alt manifoldu denir. Burada

f�x1; :::; �xng

koordinat sistemi �U de ve

fx1 = �x1 jU ; :::; xk = �xk jUg

da U daki koordinat sistemidir, [6].

Tan¬m 2.1.14.

M bir C1 manifold olsun. M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬� (M) olmak

üzere;

r : � (M)
(X

�
;

� (M)

Y )

!
�!

� (M)

rXY

dönüşümü

i. 8X; Y; Z 2 � (M) ve 8f; g 2 C1 (M;R) için

rfX+gYZ = frXZ + grYZ;

8



ii. 8X; Y 2 � (M) ve 8f 2 C1 (M;R) için

rX (fY ) = frXY + (Xf)Y

özelliklerini sa¼gl¬yorsa r ya M manifoldu üstünde bir a�n koneksiyon ve rX e de

X e göre kovaryant türev operatörü denir, [6].

Tan¬m 2.1.15.

M bir manifold ve r, M üstünde bir a�n konneksiyon olsun. E¼ger aşa¼g¬daki

özellikler sa¼glan¬yorsa r koneksiyonuna M üzerinde bir Riemann koneksiyonu ve

rX e de X e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev operatörü ad¬verilir.

i. r, C1 s¬n¬f¬ndand¬r,

ii. M nin bir A bölgesi üzerinde, C1 olan 8X; Y 2 � (M) için

rXY �rYX = [X; Y ]

dir,

iii. M nin bir A bölgesi üzerinde , C1 olan 8X; Y 2 � (M) ve 8p 2 A için

Xpg (Y; Z) = g (rXY; Z) jp + g (Y;rXZ) jp

dir, [6].

Tan¬m 2.1.16.

M ve M 0 s¬ras¬yla n ve m boyutlu C1 s¬n¬f¬ndan manifoldlar ve ' : M ! M 0

sürekli bir fonksiyon olsun.

p 2 M ve f; M 0 de ' (p) nin bir V komşulu¼gunda tan¬mlanan C1 s¬n¬f¬ndan

bir fonksiyon olsun. ' sürekli olmak üzere p nin ' (U) � V olacak şekilde bir U

komşulu¼gunu bulabiliriz. p nin bu U komşulu¼gunda bir '�f fonksiyonu

('�f) (q) = f (' (q)) ; q 2 U

9



şeklinde tan¬mlan¬r. f ve ' nin her ikiside sürekli olmak üzere '�f de sürekli bir

fonksiyondur.

' (p) nin bir komşulu¼gunda key�bir C1 s¬n¬f¬ndan f fonksiyonu için e¼ger '�f; p

nin bir komşulu¼gunda C1 s¬n¬f¬ndan oluyorsa o taktirde ' dönüşümü p noktas¬nda

diferensiyellenebilirdir denir.

E¼ger M nin tüm noktalar¬nda ' diferensiyellenebilir ise o taktirde ' ye M den

M 0 ye diferensiyellenebilir bir dönüşüm ad¬verilir, [6].

Tan¬m 2.1.17.

M ve M 0 s¬ras¬yla n ve m boyutlu C1 s¬n¬f¬ndan manifoldlar olsun. E¼ger

' :M !M 0 diferensiyellenebilir dönüşümü birebir, '�1 dönüşümü mevcut ve difer-

ensiyellenebilir ise o taktirde ' ye M den M 0 ye bir di¤eomor�zm denir. M ve M 0

manifoldlar¬na da di¤eomor�k manifoldlar denir, [6].

Tan¬m 2.1.18.

M , n�boyutlu bir manifold ve p 2M olsun. a (p) de p deki diferensiyellenebilir

fonksiyonlar¬n bir s¬n¬f¬olsun.

v : a(p)! R

fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa v ye M nin p noktas¬ndaki tanjant vektörü

ad¬verilir, [6].

f; g 2 a(p) ve �; � 2 R olmak üzere

i. v (�f + �g) = �v (f) + �v (g),

ii. v (fg) = v (f) g (p) + f (p) v (g) :

10



Tan¬m 2.1.19.

M diferensiyellenebilir bir manifold ve (G; �) bir grup olsun. E¼ger

i. M nin noktalar¬ile G nin elemanlar¬eşlenebiliyor ve

ii.

� : G

(a

�
;

G

b)

!
�!

G

ab

ve � : G

a

!
�!

G

a�1

dönüşümlerinin her ikiside diferensiyellenebilir ise o takdirde (M;G) ikilisine bir Lie

grubu ad¬verilir.Burada M ye Lie grubunun temel manifoldu, G ye de temel grubu

denir, [7].

Tan¬m 2.1.20.

G bir analitik grup olsun. � 2 G ise

L� : G

g

!
�!

G

�g

sol ötelemesi bir di¤eomor�zmdir. G de bir Z vektör alan¬, 8 � 2 G için

dL�Z = Z

ise Z vektör alan¬na sol invaryant vektör alan¬denir, [20].

Tan¬m 2.1.21.

M , n + p�boyutlu M 0 manifoldunun n boyutlu bir alt manifoldu olmak üzere

M nin �1; �2; :::; �p normal vektör alanlar¬için

� : � (M)

(X

�

;

� (M)

Y )

�!

�!

� (M)

� (X;Y ) =
Pp

i=1 h
i (X; Y ) � i

11



şeklinde tan¬ml¬dönüşüme M alt manifoldunun II: temel formu ad¬verilir (burada

hi ler � (M)� � (M)! � (M) şeklindeki bir dönüşümün bileşenleridir.), [18].

Tan¬m 2.1.22.

(V;�; F;+; �;�) olmak üzere V cümlesi F cismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun.

V vektör uzay¬üzerinde ~ i̧slemi

~ : V

(�

�

;

V

�)

�!

�!

V

�~ �

olmak üzere

(i) 8 �; � 2 V ve 8 a 2 F için (a� �)~ � = a� (�~ �)

(ii) 8 �; �; 
 2 V için (�� �)~ 
 = (�~ 
)� (� ~ 
)

(iii) 8 �; �; 
 2 V için �~ (� � 
) = (�~ �)� (�~ 
)

özellikleri sa¼glan¬yorsa (V;�; F;+; �;�;~) matematiksel yap¬ya cebir denir.

E¼ger, burada 8 �; �; 
 2 V için

a)

�~ (� ~ 
) = (�~ �)~ 


sa¼glan¬yorsa V ye birleşimli cebir,

b)


 ~ � = � ~ 


sa¼glan¬yorsa V ye de¼gişimli cebir,

c)


 ~ e = e~ 
 = 


sa¼glan¬yorsa V ye birimli cebir denir, [23].
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Tan¬m 2.1.23.

V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ve

[ ; ] : V � V ! V

dönüşümünde

i. 2-lineer,

ii. Alterne ( 8X;Y 2 V için [X; Y ] = �[Y;X] ),

iii. Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar. Yani 8X; Y; Z 2 V için

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0

dir. [ ; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü denir. (Bu takdirde V vektör

uzay¬na bir Lie cebiri denir.) ,[7].

Tan¬m 2.1.24.

M , n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. X; Y 2 TM(p) olmak üzere

R : TM(p)

(Xp

�

;

TM(p)

Yp

�

;

TM(p)

Zp

�

;

TM(p)

Wp)

�!

�!

R

R(Xp; Yp; Zp;Wp)

R(Xp; Yp; Zp;Wp) = g (Xp; R(Zp;Wp)Yp)

şeklinde tan¬ml¬ 4. mertebeden kovaryant tensör alan¬na Riemann e¼grilik tensör

alan¬ve bunun bir p 2M noktas¬ndaki de¼gerine de Riemann e¼grili¼gi denir ve

K(p) = g (X;R(X; Y )Y )

biçiminde gösterilir, [23].
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Tan¬m 2.1.25.

E¼ger M nin tüm x noktalar¬ ve Tx (M) nin tüm P düzlemi için K (P ) kesit

e¼grili¼gi sabit ise M ye sabit e¼grilikli uzay veya bir uzay formu denir. E¼ger bu sabit

e¼grilik her K (P ) için s¬f¬r ise bu manifolda �at veya düzlemseldir denir, [23].

Tan¬m 2.1.26.

G bir topolojik grup olsun. E¼ger 8a; x; y 2 G için

g (ax; ay) = g (x; y)

oluyorsa G üzerinde tan¬ml¬g metri¼gine sol invaryant metrik denir. E¼ger 8a; x; y 2

G için

g (xa; ya) = g (x; y)

oluyorsa G üzerinde tan¬ml¬g metri¼gine sa¼g invaryant metrik denir. E¼ger g hem

sol hemde sa¼g invaryant metrik ise g ye bi-invaryant metrik denir, [20].

Tan¬m 2.1.27.

(xi) lokal koordinat sistemine göre bir � lineer konneksiyonunun Christo¤el sem-

bolleri �ijk ile gösterilir ve

rXjXi =
X
k

�kjiXk

ifadesiyle verilir, [6].

Tan¬m 2.1.28.

Rhijk, j ve k ya göre anti-simetrik olmak üzere 

j e¼grilik formu


ji =
1

2
Rjiklw

k ^ wl

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada fwig 1-formlar¬, lokal feig baz¬n¬n dual baz¬d¬r, [23].
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Tan¬m 2.1.29.

(M;r) ve
�
~M; ~r

�
s¬ras¬yla r; ~r a�n koneksiyonlar¬ ile verilen n ve (n + p)

boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold olsun.

x! Nx � Tf(x) ~M

şeklinde tan¬ml¬p boyutlu normal altuzay için

Tf(x) ~M = f� (TxM) +Nx

eşitli¼gi mevcut ise f :M ! ~M immersiyonuna a�n immersiyon denir.

Her x noktas¬nda � (X; Y ) 2 Nx ve rXY 2 TxM olmak üzere

~rf�Xf�Y = f�rXY + � (X;Y )

şeklinde tan¬ml¬ise Nx e M nin x noktas¬ndaki normal uzay¬ad¬verilir, [7].

Tan¬m 2.1.30.

G bir topolojik grubun temel grubu olsun. E¼ger C0G = G ve Cn+1G = (G;CnG)

olmak üzere

G = C0G C C1G C ::: C CpG = feg

olacak şekilde bir p pozitif tamsay¬s¬mevcut iseG grubuna Nilpotent grup ad¬verilir,

[20].

Tan¬m 2.1.31.

Rn; n� boyutlu standart reel vektör uzay¬üzerinde her X; Y 2 Rn için Lorentz

iç çarp¬m¬

h:; :i1 : Rn

(X

�

;

Rn

Y )

!

!

R

hX; Y i

;

15



öyleki;

hX; Y i1 =
n�1X
i=1

xiyi � xnyn

yada

h:; :i2 : Rn

(X

�

;

Rn

Y )

!

!

R

hX; Y i

;

hX; Y i2 = �x1y1 +
n�1X
i=1

xiyi

şeklinde tan¬mlan¬r, [16].

Tan¬m 2.1.32.

V Lorentz uzay¬ve g de Lorentz metri¼gi olmak üzere;

k:k = V

v

�!

�!

R

kvk = jg (v; v)j1=2

şeklinde tan¬ml¬fonksiyona norm fonksiyonu denir. kvk ya da v nin normu veya v

nin boyu denir. Boyu 1 birim olan vektöre de birim vektör denir, [13].

Teorem 2.1.33.

v 2 V olmak üzere

i) kvk > 0;

ii) kvk = 0, v bir null vektördür,

iii) v bir timelike vektör ise kvk2 = �g (v; v) dir,

iv) v bir spacelike vektör ise kvk2 = g (v; v) dir, [16].

16



Teorem 2.1.34.

V Lorentz uzay¬için ortonormal baz fe1; e2; :::; eng olsun. "i = g (ei; ei) olmak

üzere v 2 V

v =
nX
i=1

"ig (v; ei) ei

olacak şekilde tek türlü yaz¬labilir, [16].

Tan¬m 2.1.35.

Bir v 2 V vektörü için;

i) g (v; v) > 0 veya v = 0 ise, bu durumda v vektörüne spacelike vektör,

ii) g (v; v) < 0 ise, bu durumda v vektörüne timelike vektör,

iii) g (v; v) = 0 ise lightlike (null) vektör denir, [16].

Tan¬m 2.1.36.

V Lorentz uzay¬ve g de Lorentz metri¼gi olmak üzere;

i) �N = fv 2 V � f0g : g (v; v) = 0g şeklinde tan¬ml¬�N cümlesine V nin light-

like konisi,

ii) �S = fv 2 V : g (v; v) � 0g şeklinde tan¬ml¬�S cümlesine V nin spacelike

konisi,

iii) �T = fv 2 V � f0g : g (v; v) < 0g şeklinde tan¬ml¬�T cümlesine V nin time-

like konisi denir, [16].

Teorem 2.1.37.

Lorentz uzay¬nda timelike vektörler v; w olsun. Bu iki vektörün ayn¬time- konide

olmas¬için gerek ve yeter şart g (v; w) < 0 olmas¬d¬r, [15].
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Tan¬m 2.1.38.

x; y 2 V olsun. g (x; y) = 0 ise x ve y vektörlerine Lorentz anlam¬nda diktirler

denir, [15].

Teorem 2.1.39.

Lorentz uzay¬nda x; y iki timelike vektör olsun. O zaman

i) jg (x; y)j � kxk kyk (Lorentz uzay¬nda Schwartz eşitsizli¼gi)

ii) E¼ger x; y vektörleri ayn¬time-konide ise

g (x; y) = �kxk kyk cosh'

olacak şekilde hiperbolik aç¬diye adland¬r¬lan bir tek ' � 0 say¬s¬vard¬r

Burada x; y vektörleri ayn¬time-konide de¼gilseler o zaman

jg (x; y)j = kxk kyk cosh'

dir, [15].

Teorem 2.1.40.

E¼ger x; y vektörleri V Lorentz uzay¬nda spacelike vektörler iseler

cos � =
g (x; y)

kxk kyk

olacak şekilde bir tek 0 � � � � say¬s¬vard¬r. Bu say¬ya x ve y spacelike vektörleri

aras¬ndaki aç¬denir ve x ve y spacelike vektörleri için

g (x; y) � kxk kyk

eşitsizli¼gi vard¬r, [15].

Sonuç 2.1.41.

·Iki timelike vektör birbirine dik olamaz, [15].
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Tan¬m 2.1.42.

V Lorentz uzay¬ve W; V nin altuzay¬olsun. Bu durumda

i) g j
W

pozitif tan¬ml¬ise W ya spacelike altuzay,

ii) g j
W

nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,

iii).g j
W

dejenere ise W ya lightlike altuzay denir, [16].

Teorem 2.1.43.

V Lorentz uzay¬ve V nin altuzay¬W ve boyW � 2 olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki

önermeler birbirine denktirler.

i) W timelike altuzay ise W bir Lorentz vektör uzay¬d¬r.

ii) W uzay¬iki tane lineer ba¼g¬ms¬z null vektör içerir.

iii) W uzay¬bir tane timelike vektör içerir, [16].

Tan¬m 2.1.44.

n� boyutlu Lorentz uzay¬V de bir aç¬k cümle U olmak üzere,

f : U �! R

fonksiyonunun k� y¬nc¬mertebeden k¬smi türevleri var ve sürekli iseler f fonksiy-

onuna Ck� s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilirdir denir ve

Ck (U;R) =
�
f j f : U �! R ve f fonksiyonu Ck s¬n¬f¬ndan

	
şeklinde gösterilir. E¼ger f in her mertebeden k¬smi türevleri var ve sürekli iseler f

fonksiyonuna C1� s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilirdir denir ve

C1 (U;R) =
�
f j f : U �! R ve f 2 Ck (U;R) ; k 2 N
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şeklinde gösterilir, [16].

Tan¬m 2.1.45.

M bir Lorentz manifoldu olsun. E¼ger;

~vp : C1 (M;R)

f

�!

�!

R

~vp[f ]

;

8 p 2M; 8 f 2 C1 (M;R) operatörü, 8 f; g 2 C1 (M;R) ve �; � 2 R için

i) ~vp[�f + �g] = �~vp[f ] + �~vp[g]

ii) ~vp[f:g] = g (p)~vp[f ] + f (p)~vp[g]

aksiyomlar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu operatöre Lorentz manifoldunun p 2 M noktas¬nda

bir tanjant vektörü denir, [11].

Tan¬m 2.1.46.

Tp (M) = f~vp j ~vp : C1 (M;R) �! Rg olmak üzere 8 p 2 M ve ~vp 2 Tp (M)

tanjant vektörü için;

i) g (~vp; ~vp) > 0 veya v = 0 ise, bu durumda v vektörüne spacelike tanjant vektör,

ii) g (~vp; ~vp) < 0 ise, bu durumda v vektörüne timelike tanjant vektör,

iii) g (~vp; ~vp) = 0 ise bu durumda ~vp vektörüne, lightlike (null veya isotropik)

tanjant vektör denir, [16].

Tan¬m 2.1.47.

J : �M �! M inclusion dönüşümü olmak üzere J� (g (; )) ; �M üzerinde metrik

tensör ise �M ye M nin Lorentz altmanifoldu denir, [16].
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Tan¬m 2.1.48.

�M; M Lorentz manifoldunun alt manifoldu olsun. �M alt manifoldu üzerinde

tan¬mlanan metrik tensör Riemann metri¼gi ise �M alt manifolduna spacelike alt man-

ifold denir.

�M alt manifoldu üzerinde tan¬mlanan metrik tensör Lorentz metri¼gi ise �M alt

manifolduna timelike alt manifold denir, [2].

Tan¬m 2.1.49.

n� boyutlu Lorentz manifoldu M; �M de M nin Lorentz alt manifoldu olsun.

E¼ger boy �M = (n� 1) ise �M ye M nin Lorentz hiperyüzeyi denir.

Burada �M timelike alt manifold ise �M ye timelike hiperyüzey, �M spacelike alt

manifold ise �M ye spacelike hiperyüzey denir.

Ayr¬ca �M timelike bir hiperyüzey ve N bu yüzeyin birim normali ise

g (N;N) = 1

dir. Yani spacelike birim normal vektör alan¬d¬r.

Benzer şekilde �M spacelike bir hiperyüzey ve N bu yüzeyin birim normali ise

g (N;N) = �1

dir. Yani timelike birim normal vektör alan¬d¬r, [4].

Tan¬m 2.1.50.

n� boyutlu Lorentz manifoldu M ve p noktas¬ndaki tanjant uzay TpM olsun.

TpM
� = ff j f : TpM �! Rg
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uzay¬na TpM nin dual uzay¬veya kotanjant uzay¬denir, [16].

Tan¬m 2.1.51.

n� boyutlu Lorentz manifoldu M ve M manifoldunun kotanjant uzay¬TpM�

olsun. w (p) 2 TpM� eleman¬na ko-vektör denir. Ayr¬ca

w :M �! [
p2M

TpM
�

fonksiyonu için,

� � w = I :M
�ozdeslik�! M

olacak şekilde

� : [
p2M

TpM
� �!M

fonksiyonu mevcut ise w ya M üzerinde bir 1� form denir, [16].

Tan¬m 2.1.52.

M bir Lorentz manifoldu olsun. E¼ger M nin her bir noktas¬ndaki tanjant uzay-

larda yönlendirme ayn¬iseM manifolduna uygun yönlendirilmi̧s manifold, aksi halde

M manifolduna uygun yönlendirilmemi̧s manifold denir, [1].

Üzerinde uygun bir yön seçilebilen bir M manifolduna yönlendirilebilir manifold

denir. Böyle bir manifold üzerinde seçilmi̧s olan özel bir N yönüne M manifoldu

üzerinde N yönü denir. (M;N) ikilisine de yönlendirilmi̧s manifold denir.

Tan¬m 2.1.53.

M bir Lorentz manifold, M nin bir aç¬k cümlesi U; U nun bir ortonormal baz¬

fe1; e2; :::; eng ve U daki Christo¤el sembolleri, 1 � i; j � n için

�kij : U
C1�! R
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olmak üzere, ei nin ej yönündeki kovaryant türevi

rejei =

nX
k=1

�kijek

şeklinde tan¬mlan¬r, [2].

Tan¬m 2.1.54.

�M; M Lorentz manifoldunun alt manifoldu olsun. M üzerindeki Levi- Civita

konneksiyonu r olsun.

�r : �
�
�M
�
� �

�
�M
�
�! �

�
�M
�

indirgenmi̧s fonksiyona �M Lorentz manifoldu üzerine indirgenmi̧s konneksiyon denir,

[16].

Tan¬m 2.1.55.

M Lorentz manifoldunun bir hiperyüzeyi �M ve �M nin birim normal vektör alan¬

N olsun. 8 V; W 2 �
�
�M
�
için

g (S (V ) ;W ) = g (II (V;W ) ;N)

şeklindeki

S : Tp
�
�M
�
�! Tp

�
�M
�

lineer operatöre �M nin N den elde edilen şekil operatörü denir, [16].
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Teorem 2.1.56.

M Lorentz manifoldunun bir hiperyüzeyi �M ve S, �M nin normali olan N den

elde edilen şekil operatörü olsun. Bu durumda 8 V 2 �
�
�M
�
için

S (V ) = �rVN

dir ve ayr¬ca S şekil operatörü self adjointtir.

M nin bir hiperyüzeyi �M olsun. �M nin normali olan N den elde edilen şekil

operatörü S olsun. 8 V; W 2 �
�
�M
�
için

II (V;W ) = "g (S (V ) ;W )N

dir. Burada " = g (N;N) dir. Lorentz hiperyüzeyleri için Gauss denklemi, 8 V;

W 2 �
�
�M
�
için

�rVW = rVW + "g (S (V ) ;W )N

şeklinde verilebilir, [16].

Tan¬m 2.1.57.

Lorentz uzay¬V de iki vektör v ve w olsun. v = (v1; v2; v3) ve w = (w1; w2; w3)

olmak üzere

(v3w2 � v2w3; v1w3 � v3w1; v1w2 � v2w1)

vektörüne v ile w n¬n vektörel çarp¬m¬denir. v � w şeklinde gösterilir.

�ij =

8<: 1 i = j

0 i 6= j
ve ei = (�i1; �i2; �i3)

olmak üzere

v � w = � det

26664
e1 e2 �e3
v1 v2 v3

w1 w2 w3

37775
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veya

v � w = det

26664
�e1 �e2 e3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

37775
olarak hesaplan¬r. Burada e1 � e2 = e3; e2 � e3 = �e1; e3 � e1 = �e2 dir. Saat

yönünün tersi pozitif olarak al¬nm¬̧st¬r.

Saat yönünün tersi negatif yön olarak kabul edilecek olursa o zaman e1 � e2 =

�e3; e2 � e3 = e1; e3 � e1 = e2 dir. Bu durumda

v � w = det

26664
e1 e2 �e3
v1 v2 v3

w1 w2 w3

37775
şeklindedir, [16].

Teorem 2.1.58.

Lorentz uzay¬V de iki vektör u ve v olsun.

i) u ve v spacelike vektörler ise u� v bir timelike vektördür.

ii) u spacelike ve v timelike ise u� v spacelike vektördür.

iii) u spacelike ve v null vektör olmak üzere g (u; v) = 0 ise u � v null vektör,

e¼ger g (u; v) 6= 0 ise u� v spacelike vektördür.

iv) u ve v null vektörler ise u� v spacelike vektördür.

v) u timelike ve v null vektör ise u� v spacelike vektördür.

vi) u ve v timelike vektörler ise u� v bir spacelike vektördür, [16].
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2.2 Lorentz Uzay¬nda Spacelike ve Timelike Yüzeyler

M Lorentz manifoldu olsun. �M Lorentz yüzeyi olarak da (U;') haritas¬ ile

verilen

' : U � R2

(u; v)

�!

�!

V

' (u; v)

;

' (u; v) = ('1 (u; v) ; '2 (u; v) ; '3 (u; v)) ; ' (U) yüzeyini alal¬m. f'u; 'vg lineer

ba¼g¬ms¬z olmak üzere yüzeyin vektör alanlar¬n¬n bir baz¬ f'u; 'vg dir. Yüzeyin

normal vektör alan¬N ='u � 'v dir. Di¼ger taraftan I. temel formun katsay¬lar¬,

E = g ('u; 'u) ; F = g ('u; 'v) ; G = g ('v; 'v) (2.2.1)

dir. Burada

g (N;N) = g ('u � 'v; 'u � 'v)

= g ('u; 'v)
2 � g ('u; 'u) g ('v; 'v)

yaz¬l¬r. (2.1) den

g (N;N) = F 2 � EG (2.2.2)

elde edilir. Ayr¬ca, ' (u; v) nin tam diferensiyeli

d' = 'udu+ 'vdv (2.2.3)

dir. Şimdi ' (u; v) yüzeyinin I: temel formunu hesaplayal¬m:

I = (ds)2 = g (d'; d')

= g ('u; 'u) (du)
2 + 2g ('u; 'v) dudv + g ('v; 'v) (dv)

2

= E (du)2 + 2Fdudv +G (dv)2

bulunur. Buradan
(ds)2

(dv)2
= E

�
du

dv

�2
+ 2F

du

dv
+G
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ve

� =
du

dv
; I 0 =

(ds)2

(dv)2

olmak üzere

I 0 = E�2 + 2F�+G (2.2.4)

elde edilir.

Tan¬m 2.2.1.

V Lorentz uzay¬nda bir yüzey �M olsun. 8 p 2 �M ve 8 wp; vp 2 TpM için

g (vp; wp) = 0 =) vp = 0

önermesi sa¼glan¬yorsa �M ye V uzay¬nda bir nondejenere yüzey denir, [2].

�M yüzeyi üzerindeki metri¼gin matris formu24 E F

F G

35
dir. �M yüzeyi üzerindeki metri¼gin nondejenere olmas¬için gerek ve yeter şart

det

24 E F

F G

35 6= 0
olmas¬d¬r, yani yüzeyin normalinin null vektör alan¬olmamas¬d¬r.

Tan¬m 2.2.2.

V Lorentz uzay¬nda bir yüzey �M olsun. �M yüzeyi üzerine indirgenmi̧s metrik

pozitif tan¬ml¬ise �M ye V de bir spacelike yüzey denir, [2].
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Teorem 2.2.3.

V Lorentz uzay¬nda (U;') parametrizasyonu ile verilen

' : U � R2

(u; v)

�!

�!

V

' (u; v)

;

' (u; v) = ('1 (u; v) ; '2 (u; v) ; '3 (u; v)) yüzeyinin spacelike olmas¬ için gerek ve

yeter şart yüzeyin normalinin timelike bir vektör alan¬, yani

g (N;N) < 0

olmas¬d¬r. Burada N; �M yüzeyinin normal vektör alan¬d¬r, [16].

Tan¬m 2.2.4.

V Lorentz uzay¬nda bir yüzey �M olsun. �M yüzeyi üzerine indirgenmi̧s metrik

Lorentz metri¼gi ise �M ye V de bir timelike yüzey denir, [2].

Teorem 2.2.5. V Lorentz uzay¬nda bir �M yüzeyinin timelike yüzey olmas¬için

gerek ve yeter şart yüzeyin normalinin spacelike bir vektör alan¬, yani

g (N;N) > 0

olmas¬d¬r, [16].

Tan¬m 2.2.7.

x : M �! V; M yüzeyinin spacelike immersiyonu olsun. M nin bir p noktas¬n-

daki şekil operatörü S(p) olmak üzere

K : M

p

�!

�!

R

K (p)

;
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K (p) = � detS (p)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K(p) de¼gerine

de M nin p noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir.

x :M �! V; M yüzeyinin timelike immersiyonu olsun. M nin bir p noktas¬ndaki

şekil operatörü S(p) olmak üzere

K : M

p

�!

�!

R

K (p)

;

K (p) = detS (p)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin Gauss e¼grilik fonksiyonu ve K(p) de¼gerine

de M nin p noktas¬ndaki Gauss e¼grili¼gi denir, [2,14,16].

Tan¬m 2.2.8.

V Lorentz uzay¬nda bir yüzey M ve x : M �! V; M yüzeyinin spacelike im-

mersiyonu olsun. M nin bir p noktas¬ndaki şekil operatörü S(p) olmak üzere

H : M

p

�!

�!

R

H (p)

;

H (p) = �1
2
izS (p)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H(p) de¼ger-

ine de M nin p noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir.

x :M �! V; M yüzeyinin timelike immersiyonu olsun. M nin bir p noktas¬ndaki

şekil operatörü S(p) olmak üzere

H : M

p

�!

�!

R

H (p)

;
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H (p) =
1

2
izS (p)

biçiminde tan¬mlanan fonksiyona M nin ortalama e¼grilik fonksiyonu ve H(p) de¼ger-

ine de M nin p noktas¬ndaki ortalama e¼grili¼gi denir, [2,14].

Teorem 2.2.9.

x : M �! V; M yüzeyinin spacelike immersiyonu olsun. M nin Gauss ve

ortalama e¼grili¼gi, s¬ras¬yla,

K = �h11h22 � h212
EG� F 2

;

H = �1
2

Gh11 � 2Fh12 + Eh22
EG� F 2

dir. Immersiyonun timelike olmas¬ durumunda formüllerde sadece i̧saret de¼gi̧sir,

[14,16].

Tan¬m 2.2.10.

x : M �! V spacelike (timelike) immersiyon olsun. M yüzeyinin her noktas¬n-

daki ortalama e¼grili¼gi s¬f¬r ise M ye maksimal (minimal) yüzey denir, [22].
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3. BÖLÜM

3.1. 3- Boyutlu Lorentz Heisenberg Grup Yap¬s¬

Bu bölümde H3 3- boyutlu Heisenberg grubunun temel yap¬s¬ incelenerek bu

grubun 2-ad¬m nilpotent oldu¼gu gösterildi. Bu grup üzerinde sol invaryant Lorentz

metrikler ve ortonormal baz sistemi oluşturuldu. Daha sonra Koshul formülü yard¬m¬yla

baz vektörlerinin birbirleri yönündeki kovaryant türevleri elde edildi.

H3 =

8>>><>>>:
26664
1 x t

0 1 y

0 0 1

37775 : x; y; t 2 R
9>>>=>>>; (3.1.1)

olmak üzere

H3 = C� R = f(z; t) : z 2 C; t 2 Rg

dir. H3 cümlesi üzerinde

(~x; ~y; ~z) � (x; y; z) =
�
~x+ x; ~y + y; ~z + z +

1

2
~xy � 1

2
~yx

�
(3.1.2)

���i̧slemi tan¬mlans¬n. O zaman H3 cümlesi bu i̧slemle birlikte bir grup olur.

Bu grubun birim eleman¬0 = (0; 0; 0) ve herhangi bir (x; y; z) eleman¬n¬n tersi

(x; y; z)�1 = (�x;�y;�z) (3.1.3)

d¬r.

Herhangi A; B 2 H3 için [A;B] komutatörü

[A;B] = A �B � A�1 �B�1 (3.1.4)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Buna göre

A = (x; y; z); B = (~x; ~y; ~z) 2 H3



olmak üzere, (3.1.4) den

[A;B] = (x; y; z) � (~x; ~y; ~z) � (x; y; z)�1 � (~x; ~y; ~z)�1:

olur. (3.1.3) den

[A;B] = (x; y; z) � (~x; ~y; ~z) � (�x;�y;�z) � (�~x;�~y;�~z)

yaz¬labilir. (3.1.2) ifadesi burada göz önüne al¬n¬rsa

[A;B] = (x+ ~x� x� ~x; y + ~y � y � ~y; z + ~z � z � ~z + �)

= (0; 0; �)

olur. Burada � =
1

2
(x~y � ~xy) şeklinde elde edilir.

Ayr¬ca [A;B] 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla H3 grubu de¼gi̧simli de¼gildir.

Lemma 3.1.1.

H3 grubu, 2-ad¬m nilpotent Lie gruptur, [20].

·Ispat. A; B; C 2 H3 için

[[A;B] ; C] = [(0; 0; �) (x3; y3; t3)]

= (0; 0; �) (x3; y3; t3) (0; 0;��) (�x3;�y3;�t3)

= (x3 � x3; y3 � y3; �+ t3 � �� t3)

= (0; 0; 0)

d¬r.

3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde

g1 = � dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 ;

g2 = dx2 + dy2 � (xdy + dz)2 , (3.1.5)

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2
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üç farkl¬şekilde ifade edilen Lorentz metrikleri sol invaryant metriklerdir, [20].

3.1.1. Heisenberg Grubunda g1 metri¼gi

Heisenberg grup H3 üzerinde g1 Lorentz metri¼gi;

g1 = �dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 (3.1.6)

şeklinde tan¬mlan¬r.

(H3; g1) e kaŗs¬l¬k gelen Lie cebiri için

e1 =
@

@z
; e2 =

@

@y
� x

@

@z
; e3 =

@

@x
(3.1.7)

sol invaryant vektör alanlar¬bir ortonormal bazd¬r, [19]. Burada e1; e2; e3 vektör

alanlar¬için bracket operatörü

[e2; e3] = e1 ; [e1; e2] = [e1; e3] = 0 (3.1.8)

dir, [19]. Gerçekten

[e2; e3] = e2e3 � e3e2

= (0; 1;�x) (1; 0; 0)� (1; 0; 0) (0; 1;�x)

=

�
1; 1;�x+ 1

2

�
�
�
1; 1;�x� 1

2

�
= (0; 0; 1)

= e1

dir. Di¼gerleri de benzer şekilde gösterilir. Burada

g1 (e1; e1) = g1 (e2; e2) = �g1 (e3; e3) = 1; (3.1.9)

g1 (e1; e2) = g1 (e1; e3) = g1 (e2; e3) = 0

dir.
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Önerme 3.1.2.

g1 = �dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 metri¼gi için Levi- Civita konneksiyonunun ko-

varyant türevlerine ait olan matris

r =

26664
re1e1 re1e2 re1e3

re2e1 re2e2 re2e3

re3e1 re3e2 re3e3

37775 = 1

2

26664
0 e3 e2

e3 0 e1

e2 �e1 0

37775 (3.1.10)

dir. Burada matrisin (i; j) yinci eleman¬reiej (1 � i; j � 3) dir.

·Ispat. X; Y; Z vektör alanlar¬için Koszul formülü

g1 (rXY; Z) =
1

2
fg1 ([X; Y ] ; Z)� g1 ([Y; Z] ; X) + g1 ([Z;X] ; Y )g

biçimde tan¬mlan¬r. Burada e1; e2; e3 vektör alanlar¬kullan¬larak

g1 (re1e1; e3) =
1

2
fg1 ([e1; e1] ; e3)� g1 ([e1; e3] ; e1) + g1 ([e3; e1] ; e1)g

=
1

2
fg1 (0; e3)� g1 (0; e1) + g1 (0; e1)g

= 0

elde edilir. e3 6= 0 oldu¼gundan

re1e1 = 0

d¬r. Benzer hesaplamalarla,

g1 (re1e2; e3) =
1

2
fg1 ([e1; e2] ; e3)� g1 ([e2; e3] ; e1) + g1 ([e3; e1] ; e2)g

=
1

2
fg1 (0; e3)� g1 (e1; e1) + g1 (0; e1)g

oldu¼gundan

re1e2 =
1

2
e3
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elde edilir. Di¼ger kovaryant türevlerin sonucu, (3.1.10) matrisi elde edilir.

3.1.2. Heisenberg Grubunda g2 metri¼gi

H3 üzerinde g2 metri¼gi

g2 = dx2 + dy2 � (xdy + dz)2 (3.1.11)

şeklinde tan¬mlan¬r.

(H3; g2) e kaŗs¬l¬k gelen Lie cebiri ve (3.1.6) denklemlerindeki e1; e2; e3 vektör

alanlar¬için bracket operatörü (3.1.7) deki gibidir. Burada

�g2 (e1; e1) = g2 (e2; e2) = g2 (e3; e3) = 1; (3.1.12)

g2 (e1; e2) = g2 (e1; e3) = g2 (e2; e3) = 0

dir.

Önerme 3.1.3.

g2 = dx2+dy2�(xdy + dz)2 metri¼gi için Levi- Civita konneksiyonunun kovaryant

türevlerine ait olan matris

r =

26664
re1e1 re1e2 re1e3

re2e1 re2e2 re2e3

re3e1 re3e2 re3e3

37775 = 1

2

26664
0 e3 �e2
e3 0 e1

�e2 �e1 0

37775 (3.1.13)

dir. Burada matrisin (i; j) yinci eleman¬reiej (1 � i; j � 3) dir.

·Ispat. Burada e1; e2; e3 vektör alanlar¬kullan¬larak, Koszul formülü yard¬m¬yla

g2 (re1e1; e3) =
1

2
fg2 ([e1; e1] ; e3)� g2 ([e1; e3] ; e1) + g2 ([e3; e1] ; e1)g

=
1

2
fg2 (0; e3)� g2 (0; e1) + g2 (0; e1)g

= 0
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elde edilir. e3 6= 0 oldu¼gundan

re1e1 = 0

d¬r. Benzer olarak

g2 (re1e3; e2) =
1

2
fg2 ([e1; e3] ; e2)� g2 ([e3; e2] ; e1) + g2 ([e2; e1] ; e3)g

=
1

2
fg2 (0; e2)� g2 (�e1; e1) + g2 (0; e3)g

oldu¼gundan

re1e3 = �
1

2
e2

elde edilir. Di¼ger kovaryant türevlerin sonucu, (3.2.13) matrisi elde edilir.

3.1.3. Heisenberg Grubunda g3 metri¼gi

H3 üzerinde g3 metri¼gi

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2 (3.1.14)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

(H3; g3) e kaŗs¬l¬k gelen Lie cebiri için

e1 =
@

@x
; e2 =

@

@y
+ (1� x)

@

@z
; e3 =

@

@y
� x

@

@z
(3.1.15)

sol invaryant vektör alanlar¬bir ortonormal bazd¬r. Burada e1; e2; e3 vektör alanlar¬

için bracket operatörü

[e2; e3] = 0; [e2; e1] = [e3; e1] = e2�e3 (3.1.16)

dir. Burada,

g3 (e1; e1) = g3 (e2; e2) = �g3 (e3; e3) = 1; (3.1.17)

g3 (e1; e2) = g3 (e1; e3) = g3 (e2; e3) = 0

dir, [19].
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Önerme 3.1.4.

g3 = dx2+(xdy + dz)2�((1� x) dy � dz)2 metri¼gi için Levi- Civita konneksiyonu

r =

26664
re1e1 re1e2 re1e3

re2e1 re2e2 re2e3

re3e1 re3e2 re3e3

37775 =
26664

0 0 0

e2 � e3 �e1 �e1
e2 � e3 �e1 �e1

37775 (3.1.18)

dir.

·Ispat. Burada e1; e2; e3 vektör alanlar¬kullan¬larak, Koszul formülü yard¬m¬yla

g3 (re2e2; e1) =
1

2
fg3 ([e2; e2] ; e1)� g3 ([e2; e1] ; e2) + g3 ([e1; e2] ; e2)g

=
1

2
fg3 (0; e2)� g3 (e2 � e3; e2) + g3 (�e2 + e3; e2)g

oldu¼gundan

re2e2 = �e1

elde edilir. Di¼ger kovaryant türevlerin sonucu, (3.1.18) matrisi elde edilir.

Teorem 3.1.5.

3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde tan¬mlanan

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2 (3.1.19)

Lorentz metri¼gi �att¬r, [19].

·Ispat. g3 metri¼ginin �at oldu¼gunu göstermek için

R (e1; e3) = R (e1; e2) = R (e2; e3) = 0

oldu¼gunu göstermeliyiz. E¼grilik tensörü için

R (x; y) = r[x;y] �rxry +ryrx
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formülü kullan¬l¬rsa

R (e1; e3) = r[e1;e3] �re1re3 +re3re1

= re3�e2 � 0 + 0

= 0;

R (e1; e2) = r[e1;e2] �re1re2 +re2re1

= re3�e2 � 0 + 0

= 0;

R (e2; e3) = r[e2;e3] �re2re3 +re3re2

= 0�re2re3 +re3re2

= 0

elde edilir. Böylece g3 metri¼gi �att¬r.
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4. BÖLÜM

Bu bölümde, 3- boyutlu Heisenberg grubu üzerinde baz¬ diferensiyellenebilir

fonksiyonlar yard¬m¬yla verilen yüzeylerde indirgenmi̧s metrikler elde edildi. Daha

sonra bu yüzeylerin minimal ve maksimal olma şartlar¬ incelenerek Gauss e¼grilik-

lerinin çeşitli karekterizasyonlar¬ verildi. Ayr¬ca, bu yüzeylerin yönlendilerilebilir

olma şartlar¬incelendi.

4.1. 3- Boyutlu Lorentz Heisenberg Grubunda Spacelike ve Timelike

Yüzeyler

3� boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda bir M yüzeyi f (x) ; g (y) ve h (x; y)

di¤erensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere

 (x; y) = (f (x) ; g (y) ; h (x; y)) (4.1.1)

parametrizasyonu ile verilen bir spacelike (timelike) yönlendirilebilir yüzey olsun.

3� boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda bu yüzeyin minimalli¼gini (maksimalli¼gini)

karakterize edelim.

Teorem 4.1.1.

M; (H3; g1) de bir spacelike minimal yönlendirilebilir bir yüzey ise

 (x; y) = (f (x) ; g (y) ;�f (x) g (y) + f (x) c1 + c2) ; c1 > g (y)

d¬r.

·Ispat. Kabul edelimki (4.1.1) de verilen M yüzeyi minimal olsun.  (x; y)

nin x ve y ye göre türevleri al¬n¬p, (3.1.7) denklemlerine göre gerekli düzenlemeler

yap¬l¬rsa, s¬ras¬yla,

 x (x; y) = hx (x; y) e1 + f 0 (x) e3; (4.1.2)



 y (x; y) = (f (x) g
0 (y) + hy (x; y)) e1 + g0 (y) e2 (4.1.3)

elde edilir. Burada k¬sal¬¼g¬n hat¬r¬için  x (x; y) ;  y (x; y) ; hx (x; y) ; hy (x; y) yerine,

s¬ras¬yla,  x;  y hx; hy ifadeleri kullan¬lacakt¬r. (4.1.2) ve (4.1.3) den I: temel

formunun katsay¬lar¬

E = g1 ( x;  x) = h2x � f 02 (x) ; (4.1.4)

F = g1
�
 x;  y

�
= hx (f (x) g

0 (y) + hy) ; (4.1.5)

G = g1
�
 y;  y

�
= g02 (y) + (f (x) g0 (y) + hy)

2 (4.1.6)

elde edilir. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan  x ve  y spacelike olup, (4.1.5)

ve (4.1.6) dan

E > 0) h2x > f 02 (x) ; (4.1.7)

G > 0) g02 (y) + (f (x) g0 (y) + hy)
2
> 0 (4.1.8)

d¬r. F = 0 için,M yüzeyi üzerinde indirgenmi̧s metrik elde edilir. Buna göre (4.1.5)

den,

hx (f (x) g
0 (y) + hy) = 0 (4.1.9)

olmal¬d¬r. (4.1.9) ifadesinin sa¼glanabilmesi için üç durum mevcuttur.

1. Durum hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise; hx = 0 oldu¼gunda E = �f 02

olur. Bu ise  x vektör alan¬n¬n spacelike olmas¬ile çeli̧sir.

2. Durum hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise

h(x; y) = �f (x) g (y) + c (x) (4.1.10)

elde edilir. Buna göre bu durumu aç¬klayal¬m:

(4.1.1) parametrizasyonu ile verilen, M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬

E = g1 ( x;  x) = h2x � f 02 (x) ; (4.1.11)

F = 0; (4.1.12)

G = g02 (y) (4.1.13)
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dir. (4.1.11), (4.1.12) ve (4.1.13) ifadelerinden M yüzeyine göre, indirgenmi̧s g1

metri¼gi

~g1 =
�
h2x � f 02 (x)

�
dx2 + g02 (y) dy2 (4.1.14)

şeklinde bulunur. Buna göreM yüzeyinin lokal ortogonal baz sistemi, (4.1.2), (4.1.3)

ve (4.1.11)- (4.1.13) den

 x (x; y) = hxe1 + f 0 (x) e3; (4.1.15)

 y (x; y) = g0 (y) e2 (4.1.16)

olup, (4.1.15) ve (4.1.16) dan

 x �  y = det

26664
�e1 e2 e3

hx 0 f 0 (x)

0 g0 (y) 0

37775
= f 0 (x) g0 (y) e1 + hxg

0 (y) e3

olur. Buradan 

 x �  y


 = g0 (y)

p
jf 02 (x)� h2xj

olup, yüzeyin birim normal vektör alan¬,

N =
1p

jf 02 (x)� h2xj
(f 0 (x) e1 + hxe3) (4.1.17)

şeklinde elde edilir.

M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi, fE1;E2g, s¬ras¬yla,

E1 =
 x (x; y)

k x (x; y)k~g1
(4.1.18)

=
hx

f 0 (x)
p
h2x � f 02 (x)

e1 +
1p

h2x � f 02 (x)
e3;

E2 =
 y (x; y)

 y (x; y)

~g1 =

1

g0 (y)
e2 (4.1.19)
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yaz¬l¬r.

M yüzeyinin yönlendirilebilir olmas¬için,

g1 (N; e3) = g1

 
1p

jf 02 (x)� h2xj
(f 0 (x) e1 + hxe3) ; e3

!
(4.1.20)

= � hxp
jf 02 (x)� h2xj

< 0

olmal¬d¬r. O halde M yüzeyi yönlendirilebilir ise hx > 0 olur.

M yüzeyininrE1E1;rE1E2;rE2E1 verE2E2 konneksiyonlar¬, (4.1.18), (4.1.19)

ve (3.1.10) dan

rE1E1 =
1

f 02 (x) (h2x � f 02 (x))2
f(2f 02 (x) f 00 (x)hx (4.1.21)

�f 00 (x)h3x � f 03 (x)hxx)e1

+hxf
0 (x)

�
h2x � f 02 (x)

�
e2 + f 02 (x) (f 0 (x) f 00 (x)� hxhxx) e3g;

rE1E2 =
1

2f 0 (x) g0 (y)
p
h2x � f 02 (x)

f�f 0 (x) e1 + hxe3g ; (4.1.22)

rE2E1 =
h2x � 2hxyf 0 (x)� f 02 (x)

2f 0 (x) g0 (y) (h2x � f 02 (x))3=2
ff 0 (x) e1 + hxe3g ; (4.1.23)

rE2E2 = � g
00 (y)

g03 (y)
e2 (4.1.24)

d¬r. (4.1.17) ve (4.1.21)- (4.1.24) ifadelerinden, M yüzeyinin II: temel formunun

katsay¬lar¬,

h11 = g1 (rE1E1;N)

=
1

f 0 (x) (h2x � f 02 (x))3=2
(f 0 (x)hxx � f 00 (x)hx) (4.1.25)

olup, benzer olarak
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h12 = g1 (rE1E2;N) (4.1.26)

= � f 02 (x) + h2x
2f 0 (x) g0 (y) (h2x � f 02 (x))

;

h21 = g1 (rE2E1;N) (4.1.27)

=
f 02 (x) + 2hxyf

0 (x)� h2x
2f 0 (x) g0 (y) (h2x � f 02 (x))

h22 = g1 (rE2E2;N) (4.1.28)

= 0

bulunur. O haldeM yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi,(4.1.11)- (4.1.13) ve (4.1.26)- (4.1.28)

denklemlerinden

H =
1

2

(f 0 (x)hxx � f 00 (x)hx)

f 03 (x) (h2x � f 02 (x))5=2
(4.1.29)

olur.

M yüzeyi minimal oldu¼gundan

f 0 (x)hxx � f 00 (x)hx = 0 (4.1.30)

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.1.30) denkleminde, (4.1.10) göz önüne al¬n¬rsa

f 0 (x) c00 (x)� f 00 (x) c0 (x) = 0 (4.1.31)

elde edilir. Burada

f 0 (x) = p (x)

ve

c0 = u (x)

denirse

p (x)u0 (x)� p0 (x)u (x) = 0
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olur. Böylece (4.1.30) denkleminden

c (x) = f (x) c1 + c2 (4.1.32)

elde edilir. Burada c1 ve c2 integral sabitleridir. (4.1.30) ve (4.1.32) den

h (x; y) = �f (x) g (y) + f (x) c1 + c2 (4.1.33)

bulunur. Yüzeyin yönlendirilebilir olmas¬için (4.1.20) den hx > 0, yani

hx (x; y) = f 0 (x) (�g (y) + c1) > 0 (4.1.34)

olmal¬d¬r. Yüzey spacelike oldu¼gundan h2x > f 02 olup

c1 > g (y) (4.1.35)

elde edilir.

Böylece

 (x; y) = (f (x) ; g (y) ;�f (x) g (y) + f (x) c1 + c2) (4.1.36)

yüzeyi, g1 metri¼gi ile verilen Lorentz 3� boyutlu Heisenberg grubu (H3; g1) de bir

spacelike yönlendirilebilir minimal yüzeydir.

3. Durum hx = 0; (f (x) g
0 (y) + hy) = 0 ise hx = 0 olamayaca¼g¬1. Durumda

gösterildi.

Örnek 4.1.2.

3� boyutlu Lorentz Heisenberg grubu (H3; g1) de

 (x; y) =

�
sin x; cos y; sin x(

5

2
� cos y)

�
(4.1.37)

yüzeyi verilsin.Bu yüzey için indirgenmi̧s metrik

~g1 = cos
2 x

�
(
5

2
� cos y)2 � 1

�
dx2 + sin2 ydy2 (4.1.38)
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dir. M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi

E1 =

5

2
� cos y

cosx
q
(5
2
� cos y)2 � 1

e1 +
1

cosx
q
(5
2
� cos y)2 � 1

e3; E2 = �
1

sin y
e2

(4.1.39)

elde edilir. (4.1.39) den M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬

E = cos2 x(

�
5

2
� cos y

�2
� 1);

F = 0; (4.1.40)

G = sin2 y

olur. M yüzeyinin rE1E1; rE1E2; rE2E1 ve rE2E2 konneksiyonlar¬

rE1E1 =
1

cos2 x
q�

5
2
� cos y

�2 � 1ftan x(
5

2
� cos y)e1 (4.1.41)

+secx(
5

2
� cos y)e2 + tanxe3g;

rE1E2 = � cosx

2 cos2 x sin y
q�

5
2
� cos y

�2 � 1f�e1 + (
5

2
� cos y)e3g; (4.1.42)

rE2E1 = �
�
5
2
� cos y

�2 � 2 sin y � 1
2 sin y cosx

�
5
2
� cos y

�3 �e1 + (52 � cos y)e3
�
; (4.1.43)

rE2E2 = � cos y
sin3 y

e2 (4.1.44)

d¬r. M yüzeyinin birim normal vektör alan¬, (4.1.17) den

N =
1q�

5
2
� cos y

�2 � 1
�
e1 + (

5

2
� cos y)e3

�
(4.1.45)
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bulunur. M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬

h11 = 0;

h12 =
cos2 x

�
1 + (5

2
� cos y)2

�
2 sin y

��
5
2
� cos y

�2 � 1� ; (4.1.46)

h21 = �cosx(1 + 2 sin y � cos
2 x)

2 sin y
��

5
2
� cos y

�2 � 1� ;
h22 = 0

olur. (4.1.40) ve (4.1.46) denklemlerinden

H = 0

oldu¼gu görülür. Böylece M yüzeyi minimaldir.

(H3,g1) de  (x; y) parametrizasyonu

ile verilen minimal yüzey

M; (H3; g2) de bir spacelike minimal yönlendirilebilir bir yüzey ise g2 metrigi

yard¬m¬yla Teorem 4.1.1 e benzer şekilde aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilebilir:
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Sonuç 4.1.3.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise h (y) = # (y) ve g0 (y) < 0 olmak üzere

g00 (y) (�f 03 (x) g04 (y) + 2g03 (y)#0 (y)� 3f 2 (x) g03 (y)#0 (y)� #03 (y)

+f (x) g02 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
+ (f (x) g0 (y) (4.1.47)

+#0 (y))(f 2 (x) g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y))� f (x) g02 (y))

+#00 (y) (�g04 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))(g02 (y) g00 (y)

+g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y))) = 0

dir.

Sonuç 4.1.4.

hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise f 0 (x) < 0 olmak üzere

f 0 (x)hxx(f
02 (x)� h2x) + hx(�2f 0 (x) f 00 (x) (4.1.48)

+f 00 (x)hx + f 02 (x) f 00 (x)) = 0

dir.

Sonuç 4.1.5.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise

 (x; y) = (p; qy + t;�p (qy + t) + c2) (4.1.49)

dir. Burada p; q; t; c2 sabit reel say¬lard¬r.
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Örnek 4.1.6.

(H3; g2) de M yüzeyi

 (x; y) = (3; 4y + 5;�3(4y + 5) + 8) (4.1.50)

parametrizasyonu ile verilsin. g2 metri¼ginin M yüzeyine göre indirgenmi̧s metri¼gi

~g2 = 9dx
2 + 16dy2 (4.1.51)

yaz¬l¬r. Yüzeyin birim normal vektör alan¬

N = �e1

olur. M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi

E1 =
1

3
e3;

E2 =
1

4
e2

dir. Burada

h11 = h12 = h21 = h22 = 0

olur ki, bu da M nin bir minimal yüzey olmas¬d¬r.

(H3,g2) de  (x; y) parametrizasyonu

ile verilen minimal yüzey
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Sonuç 4.1.7.

M; (H3; g1) de bir spacelike yönlendirilebilir bir yüzey olsun. (4.1.11)- (4.1.13) ve

(4.1.25)- (4.1.28) denklemlerinden yararlanarak 8 p 2M noktas¬ndaki M yüzeyinin

K(p) Gauss e¼grili¼gi

K(p) =
(f 02 (x) + h2x) (f

02 (x)� h2x + 2hxyf
0 (x))

2f 0 (x) g04 (y) (h2x � f 02 (x))5=2
(4.1.52)

dir.

M; (H3; g2) de bir spacelike yönlendirilebilir bir yüzey olsun. Sonuç 4.1.7.e ben-

zer olarak, M yüzeyinin 8p 2 M noktas¬ndaki K (p) Gauss e¼grili¼gi için aşa¼g¬daki

sonuçlar elde edilebilir:

Sonuç 4.1.8.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise g0 (y) < 0 olmak üzere

K (p) =
1

4f 03 (x) g03 (y)
�
g02 (y)� (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�f2f 0 (x) g04 (y)� g02 (y) (g02 (y)

+ (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
)

� (fg0 + #0)
2
�
g02 + (fg0 + #0)

2 � 2f 0g02
�
g

d¬r.

Sonuç 4.1.9.

hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise f 0 (x) < 0 olmak üzere
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K (p) = � f 02 (x)� h2x � 2f 0 (x)hxy
2f 02 (x) g04 (y) (h2x � f 02 (x))3=2

(4.1.54)

dir.

Sonuç 4.1.10.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise

K (p) = 0 (4.1.55)

dir.

Teorem 4.1.11.

M; (H3; g1) de bir timelike yönlendirilebilir bir yüzey olsun. M maksimal yön-

lendirilebilir bir yüzey ise

i) g0 (y) > 0 ve f (x) g0 (y) + hy > 0 olmak üzere

g00 (y) (�f 03 (x) g03 (y)� 2g02 (y)#0 (y)� 3f 2 (x) g02 (y)#0 (y)

�#03 (y)� f (x) g0 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
+ g03 (y)#00 (y)) (4.1.56)

�g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y)) (2g0 (y) g00 (y)

+2g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y))(f (x) g00 (y) + #00 (y)) = 0

olur.

ii) f 0 (x) > 0 olmak üzere

 (x; y) =

�
f (x) ; g (y) ;�f (x) g (y) + f (x) c1

c2

�
(4.1.57)

d¬r.
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iii)

 (x; y) = (p; qy + t;�p (qy + t) + c2) (4.1.58)

d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki (4.1.1) ile verilen yüzey maksimal olsun.  (x; y) nin x

ve y ye göre türevleri (4.1.2) ve (4.1.3) de verildi¼gi gibi olur. M yüzeyi timelike bir

yüzey oldu¼gundan, (4.1.4)- (4.1.6) den

E < 0) h2x < f 02 (x) ; (4.1.59)

G > 0) g02 (y) + (f (x) g0 (y) + hy)
2
> 0 (4.1.60)

bulunur. F = 0 oldu¼gunda, M yüzeyi üzerinde indirgenmi̧s metrik elde edilir.

Böylece

F = 0) hx (f (x) g
0 (y) + hy) = 0 (4.1.61)

dir. Burada hx (f (x) g0 (y) + hy) = 0 olmas¬için üç durum mevcuttur.

1. Durum hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise E = �f 02 ve h (x; y) = # (y)

olur. Böylece M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬

E = g1 ( x;  x) = �f 02 (x) ;

F = 0; (4.1.62)

G = g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2

olur. (4.1.62) denklemlerinden, g1 metri¼ginin M yüzeyine göre indirgenmi̧s metri¼gi

~g1 = �f 02 (x) dx2 +
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�
dy2 (4.1.63)

olarak elde edilir. Buna göre

 x (x; y) = f 0 (x) e3; (4.1.64)

 y (x; y) = (f (x) g0 (y) + #0 (y)) e1 + g0 (y) e2;
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M yüzeyi için lokal ortogonal vektör alanlar¬d¬r. M yüzeyinin birim normal vektör

alan¬, (4.1.64) ifadelerinden

N =
1q

g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
(g0 (y) e1 + (f (x) g

0 (y) + #0 (y)) e2) (4.1.65)

bulunur.

M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi

E1 =
1

f 0
e3; (4.1.66)

E2 =
f (x) g0 (y) + #0 (y)

g0 (y)

q
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
e1 +

1q
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
e2

dir.

Yüzeyin yönlendirilebilir olmas¬için g1 (N; e1) > 0 ve g1 (N; e2) > 0 olmal¬d¬r.

Bu nedenle

g1(
g0 (y)q

g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
e1; e1) =

g0 (y)q
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2

(4.1.67)

olup g0 (y) > 0 ve

g1(
f (x) g0 (y) + #0 (y)q

g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
e2; e2) =

f (x) g0 (y) + #0 (y)q
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2

(4.1.68)

f (x) g0 (y) + hy > 0 olmas¬yüzeyin yönlendirilebilir olma şartlar¬d¬r.

M yüzeyinin rE1E1; rE1E2; rE2E1 ve rE2E2 konneksiyonlar¬, (3.1.10) dan
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yararlan¬l¬rsa

rE1E1 = � f
00 (x)

f 03 (x)
e3; (4.1.69)

rE1E2 =
1

2f 0 (x) g0 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�3=2f(2f 0 (x) g03 (y)

�g0 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�
e1 (4.1.70)

+(
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�
(f (x) g0 (y) + #0 (y))

�2f 0 (x) g02 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y)))e2g;

rE2E1 =
1

2f 0 (x) g0 (y)

q
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
fg0 (y) e1 (4.1.71)

+(f (x) g0 (y) + #0 (y)) e2g;

rE2E2 =
1

g03 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�2f(�f 03 (x) g03 (y) g00 (y)

�2g02 (y)#0 (y) g00 (y) (4.1.72)

�3f 2 (x) g02 (y)#0 (y) g00 (y)� #03 (y) g00 (y)

�f (x) g0 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
g00 (y) + g03 (y)#00 (y))e1

�(g02 (y) g00 (y) + g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y))(f (x) g00 (y) + #00 (y))e2

+(g02 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�
(f (x) g0 (y) + #0 (y)))e3g

elde edilir. Böylece,M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬, (4.1.65) ve (4.1.69)-

(4.1.72) denklemlerinden, s¬ras¬yla,
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h11 = 0; (4.1.73)

h12 =
1

2f 0 (x) g0 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�2f(2f 0 (x) g03 (y)

�g0 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�

(4.1.74)

+(f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2 � 2f 0 (x) g02 (y)
�
g;

h21 =
1

2f 0 (x)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�fg0 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2g (4.1.75)

h22 =
1

g0 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�5=2fg00 (y) (�f 03 (x) g03 (y) (4.1.76)

�2g02 (y)#0 (y)� 3f 2 (x) g02 (y)#0 (y)

�#03 (y)� f (x) g0 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
+ g03 (y)#00 (y))

�g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y)) (g0 (y) g00 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))(f (x) g00 (y) + #00 (y))

olur. Bu durumda, (4.1.62) ve (4.1.73)- (4.1.76) denklemlerinden, M yüzeyinin

ortalama e¼grili¼gi

H = � 1

2f 02g0
�
g02 + (fg0 + #0)

2
�5=2fg00 (y) (�f 03 (x) g03 (y)

�2g02 (y)#0 (y)� 3f 2 (x) g02 (y)#0 (y)

�#03 (y)� f (x) g0 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
+ g03 (y)#00 (y)) (4.1.77)

�g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y)) (g0 (y) g00 (y)

+(f (x) g0 (y) + #0 (y))(f (x) g00 (y) + #00 (y))g

şeklinde bulunur.
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Yüzey maksimal ise (4.1.77) den

g00 (y) (�f 03 (x) g03 (y)� 2g02 (y)#0 (y)� 3f 2 (x) g02 (y)#0 (y)� #03 (y)

�f (x) g0 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
+ g03 (y)#00 (y))

�g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y)) (2g0 (y) g00 (y) (4.1.78)

+2(f (x) g0 (y) + #0 (y))(f (x) g00 (y) + #00 (y)) = 0

dir.

2. Durum hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise h (x; y) = �f (x) g (y) + k (x)

olur. (4.1.1) parametrizasyonu ile verilen yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬

E = h2x � f 02 (x) ;

F = 0; (4.1.79)

G = g02 (y)

şeklinde bulunur. (4.1.79) denklemlerinden g1 in M yüzeyine göre indirgenmi̧s

metri¼gi

~g1 =
�
h2x � f 02 (x)

�
dx2 + g02 (y) dy2 (4.1.80)

elde edilir. Burada  x timelike vektör alan¬oldu¼gundan

h2x < f 02 (x)

dir. Buna göre

 x (x; y) = hx (x; y) e1 + f 0 (x) e3; (4.1.81)

 y (x; y) = g0 (y) e2

olur. Yüzeyin birim normal vektör alan¬(4.1.81) denklemlerinden

N =
1p

jf 02 (x)� h2xj
(f 0 (x) e1 + hxe3) (4.1.81)

55



yaz¬l¬r.

M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi

E1 =
hx

f 0 (x)
p
h2x � f 02 (x)

e1 +
1p

h2x � f 02 (x)
e3;

E2 =
1

g0 (y)
e2 (4.1.82)

şeklindedir.

Yüzeyin yönlendirilebilir olmas¬için g1 (N; e1) > 0 olmal¬d¬r.

g1 (N; e1) = g1

 
1p

jf 02 (x)� h2xj
(f 0 (x) e1 + hxe3) ; e1

!
=

f 0 (x)p
jf 02 (x)� h2xj

olup

f 0 (x) > 0;

yüzeyin yönlendirilebilir olma şart¬d¬r.

Yüzeyin rE1E1; rE1E2; rE2E1 ve rE2E2 konneksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

rE1E1 =
1

f 02 (x) (f 02 (x)� h2x)
2f
�
2f 0 (x) f 00 (x)hx � f 00 (x)h2x � f 03 (x)hxx

�
e1

+hxf
0 (x)

�
h2x � f 02 (x)

�
e2 + f 02 (x) (f 0 (x) f 00 (x)� hxhxx) e3g;

rE1E2 =
1

2f 0 (x) g0 (y)
p
f 02 (x)� h2x

f�f 0 (x) e1 + hxe3g ;

rE2E1 =
h2x � 2hxyf 0 (x)� f 02 (x)

2f 0 (x) g0 (y) (f 02 (x)� h2x)
3=2
ff 0 (x) e1 + hxe3g ;

rE2E2 = � g
00 (y)

g02 (y)
e2

şeklinde elde edilir. Böylece, M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,
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aşa¼g¬daki şekilde

h11 =
1

f 0 (x) (f 02 (x)� h2x)
3=2
(f 0 (x)hxx � f 00 (x)hx) ; (4.1.83)

h12 = � (f 02 (x) + h2x)

2g0 (y) (f 02 (x)� h2x)
; (4.1.84)

h21 =
f 02 (x) + 2hxyf

0 (x)� h2x
2f 0 (x) g0 (y) (f 02 (x)� h2x)

; (4.1.85)

h22 = 0 (4.1.86)

bulunur. I: ve II: temel formun katsay¬lar¬ndan, M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

H =
1

2

f 0 (x)hxx � f 00 (x)hx

f 0 (x) (f 02 (x)� h2x)
5=2

(4.1.87)

d¬r. Yüzey maksimal oldu¼gundan, (4.1.87) ifadesinden

f 0 (x)hxx � f 00 (x)hx = 0

elde edilir. Böylece

f 0 (x) > 0

olmak üzere,

 (x; y) =

�
f (x) ; g (y) ;�f (x) g (y) + f (x) c1

c2

�
(4.1.88)

(H3; g1) de bir yönlendirilebilir maksimal yüzeydir.

3. Durum hx = 0 ve f (x) g0 (y) + hy = 0 olmak üzere M yüzeyinin, I: temel

formunun katsay¬lar¬s¬ras¬yla, aşa¼g¬daki gibidir;

E = �f 02 (x) ;

F = 0;

G = g02 (y) :
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Burada

f (x) g0 (y) + hy = 0

ise

h (x; y) = � f (x) g (y) + c2 (x)

dir. Böylece

hx = �f 0 (x) g (y) + c02 (x)

bulunur. hx = 0 oldu¼gundan, p sabit bir reel say¬olmak üzere

f (x) = p ve c2 (x) = sbt

elde edilir. O halde

# (y) = �pg (y) + c2

dir. Burada h (x; y) = # (y) d¬r. Böylece g1 metri¼ginin  (x; y) yüzeyine göre in-

dirgenmi̧s metri¼gi

~g1 = �p2dx2 + g02dy2 (4.1.89)

olur. Buna göre

 x (x; y) = pe3;

 y (x; y) = g0 (y) e2

elde edilir. M yüzeyinin birim normal vektör alan¬

N = e1

bulunur.

M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi

E1 =
1

p
e3;

E2 =
1

g0 (y)
e2
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olur.

Yüzey yönlendirilebilir ise

g1 (N; e1) = g1 (e1; e1) = 1

yaz¬l¬r. M yüzeyinin rE1E1; rE1E2; rE2E1 ve rE2E2 konneksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

rE1E1 = 0;

rE1E2 = � 1

2pg0 (y)
e1;

rE2E1 =
1

2pg0 (y)
e1;

rE2E2 = � g
00 (y)

g02 (y)
e2

dir. M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

h11 = 0;

h12 = 0; (4.1.90)

h21 = 0;

h22 = � g
00 (y)

g03 (y)

olarak elde edilir. Böylece, M yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

H =
g00 (y)

2f 02 (x) g03 (y)
(4.1.91)

bulunur. O halde H = 0 ise (4.1.91) den

g (y) = qy + t

olur.

Böylece

 (x; y) = (p; qy + t;�p (qy + t) + c2) (4.1.92)

yüzeyi, (H3; g1) de yönlendirilebilir maksimal bir yüzeydir.
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M; (H3; g2) de bir timelike yönlendirilebilir yüzey olsun. M nin maksimal yön-

lendirilebilir bir yüzey ise Teorem 4.1.11 e benzer şekilde aşa¼g¬daki sonuçlar elde

edilebilir:

Sonuç 4.1.12.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise

f (x) g0 (y) + #0 (y) > 0; g02 (y) < (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2

olmak üzere

g00 (y) (�f 03 (x) g04 (y) + 2g03 (y)#0 (y)� 3f 2 (x) g03 (y)#0 (y)� #03 (y) g0 (y)

+f (x) g02 (y)
�
g02 (y) + 3#02 (y)

�
+(f (x) g0 (y) + #0 (y))(f 2 (x) g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y)) (4.1.93)

�f (x) g02 (y)) + #00 (y) (�g04 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))(g02 (y) g00 (y)

+g0 (y) (f (x) g0 (y) + #0 (y))) = 0

d¬r.

Sonuç 4.1.13.

hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise hx > 0 olmak üzere

f 0 (x)hxx(f
02 (x)�h2x)+hx(�2f 0 (x) f 00 (x)+f 00 (x)hx+f 02 (x) f 00 (x)) = 0 (4.1.94)

d¬r.
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M; (H3; g1) da bir timelike yönlendirilebilir yüzey olsun. (4.1.62) ve (4.1.73)-

(4.1.76) denklemlerinden yararlanarak 8 p 2 M noktas¬ndaki M yüzeyinin K (p)

Gauss e¼grili¼gi için aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilebilir:

Sonuç 4.1.14.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise

f (x) g0 (y) + #0 > 0; g0 (y) > 0

olmak üzere

K (p) = �g
0 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2

2f 04g0
�
g02 + (fg0 + #0)

2
�4 ((2f 0 (x) g03 (y)

+ (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
(g02 (y) (4.1.95)

�2f (x) g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
)

�g0 (y)
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
�
)

dir.

Sonuç 4.1.15.

hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise h2x < f 02 (x) olmak üzere

K (p) = �(f
2 (x) + h2x)(f

02 (x) + 2hxyf
0 (x)� h2x

4f 0 (x) g04 (y) (h2x � f 02 (x))2
(4.1.96)

dir.
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Sonuç 4.1.16.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0

K (p) = 0 (4.1.97)

dir.

M; (H3; g2) da bir timelike yönlendirilebilir yüzey olsun. 8p 2 M noktas¬ndaki

K (p) Gauss e¼grili¼gi için aşa¼g¬daki sonuçlar yaz¬labilir:

Sonuç 4.1.17.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) 6= 0 ise

g02 (y) > (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
; f (x) g0 (y) + #0 (y) > 0

olmak üzere

K (p) = � 1

2f 04 (x) g0 (y)
�
g02 (y)� (f (x) g0 (y) + #0)

2
�4 (g0 (y) (2f 0 (x) g03 (y)

�g0 (y) (g02 (y)� (f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
) (4.1.98)

+(f (x) g0 (y) + #0 (y))
2
�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
+ 2f 0 (x) g02 (y)

�
)

+
�
g0 (y)

�
g02 (y) + (f (x) g0 (y) + #0 (y))

2
��
)

d¬r.

Sonuç 4.1.18.

hx 6= 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise h2x < f 02 (x) olmak üzere

K (p) = � f 02 (x)� h2x � 2f 0hxy
2f 02 (x) g04 (y) (h2x � f 02 (x))3=2

(4.1.99)
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dir.

Sonuç 4.1.19.

hx = 0 ve (f (x) g0 (y) + hy) = 0 ise o zaman

K (p) = 0 (4.1.100)

dir.

Teorem 4.1.20.

M; (H3; g3) da bir spacelike yönlendirilebilir yüzey olsun ve (4.1.1) parametriza-

syonu ile verilsin. M minimal yönlendirilebilir bir yüzey ve

g0 (y) < 0 ve �0 < g0 (y)

�
1

2
� f (x)

�
olmak üzere

�(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y)) = 0 (4.1.101)

d¬r. Burada

� = g00 (y) (�2f 2 (x) g02 (y)� 3�02 (y) + 2g0 (y) �0 (y)� 5�0 (y) f (x) g0 (y)

+f (x) g02 (y)) + �00 (y) (�g02 (y) + g0 (y) �0 (y) + f (x) g02 (y));

� = g00 (y) (3�02 (y) + g0 (y) �0 (y) (�3 + 5f (x)) + g02 (y)
�
1� 3f (x) + 2f 2 (x)

�
)

��00 (y) (g0 (y) �0 (y) + f (x))

ve

� (y) = h (y)

dir.
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·Ispat. M yüzeyinin x ve y ye göre türevleri (3.1.15) den, s¬ras¬yla,

 x (x; y) = f 0 (x) e1 + hxe2 � hxe3; (4.1.102)

ve

 y (x; y) = (f (x) g
0 (y) + hy (x; y)) e2 + (g

0 (y) (1� f (x))� hy) e3 (4.1.103)

olur. Böylece, (4.1.102) ve (4.1.103) denklemlerinden, M yüzeyinin I: temel formu-

nun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = f 02 (x) ;

F = hxg
0 (y) ; (4.1.104)

G = g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2hy)

d¬r. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan  x ve  y spacelike olup gerdikleri

altuzay da spacelike olacakt¬r. Böylece

E = f 02 (x) > 0; (4.1.105)

G > 0) g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2hy) > 0 (4.1.106)

yaz¬l¬r. F = 0 al¬n¬rsa  yüzeyi üzerinde indirgenmi̧s metrik elde edilir. Böylece

F = 0) hxg
0 (y) = 0 (4.1.107)

bulunur. Burada (4.1.107) denkleminin sa¼glanmas¬için üç durum mevcuttur:

1. Durum hx = 0; g
0 (y) 6= 0; ise E = f 02 (x) olur ki böylece E > 0 sa¼glan¬r.

Burada g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2hy) > 0 sa¼glanmal¬d¬r. hx = 0 oldu¼gundan

h (x; y) = � (y)

olsun. M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = f 02 (x) ;

F = 0; (4.1.108)

G = g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))
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dir. Böylece (4.1.108) denklemlerinden, g3 metri¼gininM yüzeyine göre indirgenmi̧si

~g3 = f 02 (x) dx2 + (g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))) dy2 (4.1.109)

şeklinde elde edilir. Buna göre, M yüzeyinin x ve y ye göre türevleri, s¬ras¬yla,

 x (x; y) = f 0 (x) e1; (4.1.110)

 y (x; y) = (f (x) g0 (y) + �0 (y)) e2 + (g
0 (y) (1� f (x))� �0 (y)) e3

olur. (4.1.110) denklemlerinden yüzeyin birim normal vektör alan¬

N = �(�
0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) e2 + (f (x) g

0 (y) + �0 (y)) e3p
j�g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))j

(4.1.111)

bulunur.

M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi, s¬ras¬yla,

E1 =
1

f 0 (x)
e1; (4.1.112)

E2 =
1

g0 (y)
p
g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))

((f (x) g0 (y) + �0 (y))e2

+(g0 (y) (1� f (x))� �0 (y)) e3

olur.

Yüzeyin yönlendirilebilir olmas¬için, g3 (N; e3) < 0 olmal¬d¬r. O halde

g3 (N; e3) = g3

 
�((�

0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) e2 + (f (x) g
0 (y) + �0 (y)) e3)p

j�g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))j
; e3

!

=
f (x) g0 (y) + �0 (y)p

j�g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))j
(4.1.113)

olup

f (x) g0 (y) + �0 (y) < 0

ise yüzey yönlendirilebilirdir. (4.1.106) ve (4.1.113) birlikte düşünülürse

g0 (y) < 0 ve �0 (y) < g0 (y)

�
1

2
� f (x)

�
(4.1.114)
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elde edilir.

YüzeyinrE1E1;rE1E2;rE2E1 verE2E2 konneksiyonlar¬, (3.1.18) den, s¬ras¬yla,

rE1E1 = � f
00 (x)

f 03 (x)
e1;

rE1E2 =
1

((2f (x)� 1) g0 (y) + 2�0 (y))3=2
f((�1 + f (x)) g0 (y) + �0 (y))e2

� (f (x) g0 (y) + �0 (y)) e3g;

rE2E1 = � 1

f (x) (1 + f (x)) f 03 (x) g02 (y)
p
g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))

fe2 � e3g;

rE2E2 =
1

(g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y)))3=2
f(�g0 (y) (g0 (y)� g0 (y)

+2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))))e1 + �e2 + �e3g

bulunur. Burada

� = g00(�2f 2g02 � 3�02 + 2g0�0 � 5�0fg0 + fg02) + h00(�g02 + g0�0 + fg02);

� = g00(3�02 + g0�0 (�3 + 5f) + g02
�
1� 3f + 2f 2

�
)� h00(g0�0 + f)

dir. Böylece, II: temel formunun katsay¬lar¬da, s¬ras¬yla,

h11 = 0; (4.1.115)

h12 = � 1p
g0 (y)(�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))2

f((�1 + f (x)) g0 (y)

+�0 (y))(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) (4.1.116)

+(f (x) g0 (y) + �0 (y))
2g;
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h21 = � 1

f (x) f 03 (x) g02 (y) (1 + f (x)) (g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y)))
f2�0 (y) + 2f (x) g0 (y) + g0 (y)g; (4.1.117)

h22 =
1

3
p
g0 (y)(�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))2

f�(�0 (y) (4.1.118)

�g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y))g

şeklinde elde edilir. Yüzeyin I: ve II: temel formunun katsay¬lar¬ndan

H =
1

2 3
p
g0 (y)f 02 (x) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))2

f�(�0 (y) (4.1.119)

�g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y))g

d¬r. H = 0 ise (4.1.119) dan

�(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y)) = 0

bulunur.

2. Durum hx 6= 0 ve g0 (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir çeli̧skidir.

3. Durum hx = 0 ve g0 (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir çeli̧skidir.

Sonuç 4.1.21.

M; (H3; g3) de bir spacelike yönlendirilebilir yüzey olsun. (4.1.108) ve (4.1.115)-

(4.1.118) denklemlerinden M yüzeyinin 8 p 2M noktas¬ndaki K (p) Gauss e¼grili¼gi,

hx = 0; g
0 (y) 6= 0 ise

t < 0 ve q < t

�
1

2
� f (x)

�
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olmak üzere

K (p) = � 1

f (x) f 05 (x) g09=2 (y) (1 + f (x)) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))4

((f (x) g0 (y) + �0 (y))
2

+(�1 + f (x))g0 (y) + �0 (y))2((1 + 2f (x))g0 (y) + 2�0 (y)));

dir.

Teorem 4.1.22.

M; (H3; g3) de bir timelike yönlendirilebilir yüzey olsun. Burada

(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) > 0 ve g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y)) < 0

olmak üzere, M yüzeyi maksimal yönlendirilebilir bir yüzey ise

�(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y)) = 0

d¬r. Burada � (y) = h (y) dir.

·Ispat. M yüzeyinin x ve y ye göre türevleri, s¬ras¬yla,

 x (x; y) = f 0 (x) e1 + hxe2 � hxe3; (4.1.120)

 y (x; y) = (f (x) g
0 (y) + hy (x; y)) e2 + (g

0 (y) (1� f (x))� hy) e3 (4.1.121)

olarak bulunur. (4.1.120) ve (4.1.121) denklemlerinden I: temel formunun kat-

say¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = f 02 (x) ;

F = hxg
0 (y) ; (4.1.122)

G = g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2hy)
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olur. M yüzeyi timelike bir yüzey oldu¼gundan,  x spacelike,  y timelike olup gerdik-

leri altuzay timelike olacakt¬r. O halde (4.1.122) denklemlerinden

f 02 (x) > 0; g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2hy) < 0 (4.1.123)

bulunur.

(4.1.122) denklemlerinde F = 0 olmas¬için aşa¼g¬daki durumlar mevcuttur.

1. Durum hx = 0 ve g0 6= 0 sa¼glan¬rsa E = f 02 olur ki böylece E > 0 sa¼glan¬r.

Burada g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2hy) < 0 sa¼glanmal¬d¬r. hx = 0 oldu¼gundan

h (x; y) = � (y) elde edilir. M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬, (4.1.122)

denklemlerinden, s¬ras¬yla,

E = g1 ( x;  x) = f 02 (x) ;

F = 0; (4.1.124)

G = g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))

olur. Böylece, g3 metri¼ginin M yüzeyine göre indirgenmi̧s metri¼gi

~g3 = f 02 (x) dx2 + (g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))) dy2 (4.1.125)

dir. Buna göre (4.1.120) ve (4.1.121) den

 x (x; y) = f 0 (x) e1;

 y (x; y) = (f (x) g
0 (y) + �0 (y)) e2 + (g

0 (y) (1� f (x))� �0 (y)) e3

elde edilir. M yüzeyinin birim normal vektör alan¬ x (x; y) ve  y (x; y) den

N = �(�
0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) e2 + (f (x) g

0 (y) + �0 (y)) e3p
j�g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))j

(4.1.126)

bulunur.
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M yüzeyi üzerindeki lokal ortonormal baz sistemi (4.1.120), (4.1.121) ve (4.1.125)

denklemlerinden

E1 =
1

f 0 (x)
e1;

E2 =
1

g0 (y)
p
g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))

((f (x) g0 (y) + �0 (y))e2

+(g0 (y) (1� f (x))� �0 (y)) e3)

yaz¬l¬r.

M yüzeyi yönlendilebilir ise

g3 (N; e2) = �
(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x)))p

j�g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))j

olur. Buradan

(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) > 0 (4.1.127)

d¬r. (4.1.124) ve (4.1.127) denklemleri birlikte düşünülürse

(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) > 0 ve g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y)) < 0

elde edilir.

Yüzeyin rE1E1; rE1E2; rE2E1 ve rE2E2 konneksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

rE1E1 = � f
00 (x)

f 03 (x)
e1;

rE1E2 =
1

((2f (x)� 1) g0 (y) + 2�0 (y))3=2
f((�1 + f (x)) g0 (y) + �0 (y))e2

� (f (x) g0 (y) + �0 (y)) e3g;

rE2E1 = � 1

f (x) (1 + f (x)) f 03 (x) g02 (y)
p
g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))

fe2 � e3g;

rE2E2 =
1

(g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y)))3=2
f(�g0 (y) (g0 (y)� g0 (y)

+2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))))e1 + �e2 + �e3g
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bulunur. Burada

� = g00 (y) (�2f 2 (x) g02 (y)� 3�02 (y) + 2g0 (y) �0 (y)� 5�0 (y) f (x) g0 (y)

+f (x) g02 (y)) + �00 (y) (�g02 (y) + g0 (y) �0 (y) + f (x) g02 (y))

ve

� = g00 (y) (3�02 (y) + g0 (y) �0 (y) (�3 + 5f (x))

+g02 (y)
�
1� 3f (x) + 2f 2 (x)

�
)� �00 (y) (g0 (y) �0 (y) + f (x))

olmak üzere, II: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

h11 = 0;

h12 = � 1p
g0 (y)(�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))2

f((�1 + f (x)) g0 (y)

+�0 (y))(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x))) + (f (x) g0 (y) + �0 (y))
2g;

h21 = � 1

f (x) f 03 (x) g02 (y) (1 + f (x)) (g0 (y) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y)))f2�
0 (y)

+2f (x) g0 (y) + g0 (y)g;

h22 =
1

3
p
g0 (y)(�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))2

f�(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x)))

��(f (x) g0 (y) + �0 (y))g

dir. I: ve II: temel formun katsay¬lar¬ndan, yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

H =
1

2 3
p
g0 (y)f 02 (x) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))2

f�(�0 (y) (4.1.128)

�g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y))g

olur. H = 0 ise (4.1.128) den
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�(�0 (y)� g0 (y) (1� f (x)))� �(f (x) g0 (y) + �0 (y)) = 0

d¬r.

2. Durum hx 6= 0; g0 (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir çeli̧skidir.

3. Durum hx = 0 ve g0 (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir çeli̧skidir.

Sonuç 4.1.23.

M yüzeyi (H3; g3) da bir timelike yönlendirilebilir yüzey olsun. M nin K (p)

Gauss e¼grili¼gi, 8p 2M noktas¬nda

q � t (1� f (x)) > 0 ve t (�t+ 2tf (x) + 2�0) < 0

olmak üzere

K (p) = � 1

f (x) f 05 (x) g09=2 (y) (1 + f (x)) (�g0 (y) + 2g0 (y) f (x) + 2�0 (y))4 ((f (x) g
0 (y)

+�0 (y))2 + (�1 + f (x))g0 (y) + �0 (y))2((1 + 2f (x))g0 (y) + 2�0 (y)));

dir.
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5. BÖLÜM

Bu bölümde 3- boyutlu Heisenberg grubunda iki de¼gi̧skenli fonksiyonlardan oluşan

spacelike ve timelike yüzeyler incelendi. Daha sonra iki e¼grinin grup çarp¬m¬yla elde

edilen yüzeyler araşt¬r¬l¬p bu yüzeylerin minimal ve maksimal olma şartlar¬verilerek

yüzeylerin çeşitli karekterizasyonlar¬elde edildi.

5.1. 3- Boyutlu Heisenberg Grubunda Çift De¼gi̧skenli Fonksiyonlar

Yard¬m¬yla Tan¬mlanan Spacelike ve Timelike Yüzeyler

M; � (x; y) ; �(x; y) ; �(x; y) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere

� (x; y) = (� (x; y) ;�(x; y) ;�(x; y)) (5.1.1)

parametrizasyonu ile (H3; g1) de verilen bir spacelike yüzey olsun. � (x; y) nin x ve

y ye göre türevleri, s¬ras¬yla,

�x (x; y) = (��x +�x)e1 +�xe2 + �xe3;

ve

�y (x; y) = (��y +�y)e1 +�ye2 + �ye3

elde edilir. Burada

A (x; y) = (��x +�x); B (x; y) = �x; C (x; y) = �x (5.1.2)

ve

P (x; y) = (��y +�y); Q (x; y) = �y; R (x; y) = �y (5.1.3)

şeklinde gösterelim.

Bu durumda

A2 +B2 > C2;

P 2 +Q2 > R2



ve

(QC �BR)2 + (PC � AR)2 < (AQ�BP )2

yaz¬labilir. Buna göre aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.1.1.

M yüzeyi (H3; g1) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen bir minimal yüzey ise

(P 2 +Q2 �R2)[AN1+BN2�DN3]

+(AP +BQ�RC)[EN1+FN2 +HN1+IN2�JN3�GN3]

+(A2 +B2 � C2)[KN1+LN2�MN3] =0

dir.

·Ispat. (5.1.1) den, � (x; y) nin, s¬ras¬yla, x ve y ye göre türevleri al¬n¬r ve bu

türevlerde (5.1.2) ve (5.1.3) eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

�x (x; y) = A (x; y) e1 +B (x; y) e2 + C (x; y) e3; (5.1.4)

ve

�y (x; y) = P (x; y) e1 +Q (x; y) e2 +R (x; y) e3 (5.1.5)

olur. (5.1.4) ve (5.1.5) den M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = A2 +B2 � C2; (5.1.6)

F = AP +BQ�RC; (5.1.7)

G = P 2 +Q2 �R2 (5.1.8)

şeklinde elde edilir. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan, �x ve �y spacelike

vektör alanlar¬olur. Dolay¬s¬yla gerdikleri altuzay spacelike olup

A2 +B2 > C2; (5.1.9)

P 2 +Q2 > R2
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d¬r.

(5.1.4) ve (5.1.5) den �x � �y

�x � �y = det

26664
�e1 e2 e3

A B C

P Q R

37775 (5.1.11)

= (QC �BR)e1 + (PC � AR)e2 + (AQ�BP )e3;

bulunur. Buradan norm al¬n¬rsa

$ = k�x � �yk =
p
(QC �BR)2 + (PC � AR)2 � (AQ�BP )2 (5.1.12)

olur. Böylece yüzeyin birim normal vektör alan¬,

N1=QC �BR; N2 = PC � AR; N3 = AQ�BP (5.1.13)

olmak üzere

N =N1e1 +N2e2 +N3e3 (5.1.14)

şeklinde elde edilir. M yüzeyi spacelike oldu¼gundan, yüzeyin birim normal vektör

alan¬timelike olup, (5.1.13) den

(QC �BR)2 + (PC � AR)2 < (AQ�BP )2

bulunur.

M yüzeyinin r�x�x; r�x�y; r�y�x ve r�y�y konneksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

A =BAy + CAx; B =AC +BBy + CBx; D =AB +BCy + CCx;

E = B(Py +
1

2
R) + C(Px �

1

2
Q);

F =
1

2
(AR + CP ) +BQy + CQx;

G =
1

2
(QA+ PB) +BRy + CRx;
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ve

H = Q(Ay +
1

2
C) +R(Ax �

1

2
B);

I =
1

2
(AQ+ CP ) +QBy +RAx;

J =
1

2
(QA+ PB) +QCy +RCx;

K =QPy +RPx; L =PR +QQy +RQx; M =PQ+QRy +RRx

olmak üzere

r�x�x = Ae1 + Be2 + De3; (5.1.15)

r�x�y = Ee1 + Fe2 +Ge3; (5.1.16)

r�y�x = He1 + Ie2 + Je3; (5.1.17)

r�y�y = Ke1 + Le2 +Me3 (5.1.18)

elde edilir. (5.1.14) ve (5.1.15)-(5.1.18) denklemlerinden M yüzeyinin II: temel

formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

h11 =
1

$
[AN1+BN2�DN3]; (5.1.19)

h12 =
1

$
[EN1+FN2�GN3]; (5.1.20)

h21 =
1

$
[HN1+IN2�JN3]; (5.1.21)

h22 =
1

$
[KN1+LN2�MN3] (5.1.22)

yaz¬l¬r. (5.1.6)-(5.1.8) ve (5.1.19)-(5.1.22) denklemlerinden M yüzeyinin ortalama

e¼grili¼gi

H = � 1

2$2
[(P 2 +Q2 �R2)[AN1+BN2�DN3]

+(AP +BQ�RC)[EN1+FN2+HN1+IN2�JN3�GN3] (5.1.23)

+(A2 +B2 � C2)[KN1+LN2�MN3]]

elde edilir. Böylece teoremin ispat tamamlan¬r.
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�(x; y) = (u1 (x)+v1 (y) ; u2 (x)+v2 (y) ; u3 (x)+v3 (y)+
1

2
(u1 (x) v2 (y)�u2 (x) v1 (y)))

(5.1.24)

parametrizasyonu ile verilen (H3; g1) de bir spacelike yüzey M olsun. �(x; y) nin x

ve y ye göre türevleri, s¬ras¬yla,

�x (x; y) = (u
0
3 + u02u1 +

1

2
(u02v1 + u01v2))e1 + u02e2 + u01e3;

ve

�y (x; y) = (v
0
3 + v02v1 +

1

2
(3v02u1 � v01u2))e1 + v02e2 + v01e3

olur. Burada,

U (x; y) = u03 + u02u1 +
1

2
(u02v1 + u01v2) (5.1.25)

ve

V (x; y) = v03 + v02v1 +
1

2
(3v02u1 � v01u2) (5.1.26)

olmak üzere

U2 + u022 > u021 ;

V 2 + v022 > v021 ;

(v02u
0
1 � u02v

0
1)
2 + (u01V � v01U)

2 < (v02U � u02V )
2

yaz¬l¬r. (H3; g1) de � ve �; s¬ras¬yla,

� (x) = (u1 (x) ; u2 (x) ; u3 (x)); � (y) = (v1 (y) ; v2 (y) ; v3 (y))

parametrizasyonlar¬ ile verilen iki spacelike e¼gri olsun. Böylece aşa¼g¬daki sonucu

verebiliriz:
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Sonuç 5.1.2.

M yüzeyi; (H3; g1) de �(x; y) parametrizasyonu ile verilsin. M minimal bir

yüzey ise

(V 2 + v022 � v021 )[
�N1N+ �N2O� �N3P]

�(UV + u02v
0
2 � u01v

0
1)[ �N1(Q+ U) + �N2(S+ V)� �N3(T+ Y)

+(U2 + u022 � u021 )[
�N1g+ �N2a� �N3f] = 0

dir.

·Ispat. (5.1.24) parametrizasyonu ile verilen �(x; y) nin x ve y ye göre türevleri

al¬n¬r ve burada (5.1.25) ve (5.1.26) eşitlikleri göz önüne al¬n¬rsa

�x (x; y) = Ue1 + u02e2 + u01e3 (5.1.27)

ve

�y (x; y) = V e1 + v02e2 + v01e3 (5.1.28)

olur. (5.1.27) ve (5.1.28) den �(x; y) parametrizasyonu ile verilen M yüzeyinin I:

temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = U2 + u022 � u021 ; (5.1.29)

F = UV + u02v
0
2 � u01v

0
1; (5.1.30)

G = V 2 + v022 � v021 (5.1.31)

şeklinde elde edilir. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan, �x ve �y vektör

alanlar¬da spacelike olur. Dolay¬s¬yla gerdikleri altuzay spacelike olup

U2 + u022 > u021 ;

V 2 + v022 > v021

78



yaz¬l¬r.

Yüzeyin birim normal vektör alan¬

�N1=v
0
2u
0
1 � u02v

0
1;
�N2=u

0
1V � v01U;

�N3=v
0
2U � u02V

ve

$ =
p
(v02u

0
1 � u02v

0
1)
2 + (u01V � v01U)

2 � (v02U � u02V )
2

olmak üzere

N =
1

$
( �N1e1 + �N2e2 + �N3e3) (5.1.32)

olur. Burada

(v02u
0
1 � u02v

0
1)
2 + (u01V � v01U)

2 < (v02U � u02V )
2

dir. Yüzeyin r�x�x; r�x�y; r�y�x ve r�y�y konneksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

N =u02Uy + u01Ux; O =Uu01 + u01u
00
2; P =Uu02 + u01u

00
1;

Q = u02(Vy +
1

2
v01) + u01(Vx �

1

2
v02);

S =
1

2
(Uv01 + V u01) + u02v

00
2 ;

T =
1

2
(Uv02 + V u02) + u02v

00
1

ve

U = v02(Uy +
1

2
u01) + v01(Ux �

1

2
u02);

V =
1

2
(Uv02 + V u01) + v01Ux;

Y =
1

2
(v02U + V u02) + v01u

00
1;

g =v02Vy + v01Vx; a =V v01 + v02v
00
2 ; f =V v02 + v02v

00
1 ;
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olmak üzere

r�x�x = Ne1 +Oe2 + Pe3; (5.1.33)

r�x�y = Qe1 + Se2 + Te3; (5.1.34)

r�y�x = Ue1 + Ve2 + Ye3; (5.1.35)

r�y�y = ge1 + ae2 + fe3; (5.1.36)

elde edilir. (5.1.32) ve (5.1.33)-(5.1.36) denklemlerinden �(x; y) parametrizasyonu

ile verilen M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

h11 =
1

$
[ �N1N+ �N2O� �N3P]; (5.1.37 )

h12 =
1

$
[ �N1Q+ �N2S� �N3T]; (5.1.38)

h21 =
1

$
[ �N1U+ �N2V� �N3Y]; (5.1.39)

h22 =
1

$
[ �N1g+ �N2a� �N3f] (5.1.40)

şeklinde yaz¬l¬r. (5.1.29)-(5.1.31) ve (5.1.37)-(5.1.40) denklemlerinden, M yüzeyinin

ortalama e¼grili¼gi

H = � 1

2$2
[(V 2 + v022 � v021 )[ �N1N+ �N2O� �N3P]

�(UV + u02v
0
2 � u01v

0
1)[
�N1(Q+ U) + �N2(S+ V)� �N3(T+ Y)

+(U2 + u022 � u021 )[ �N1g+ �N2a� �N3f]

bulunur. Böylece ispat tamamlan¬r.

M yüzeyi; (H3; g2) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yüzey

olsun. M minimal bir yüzey ve

A2 +B2 > C2;

P 2 +Q2 > R2;

(AQ�BP )2 + (PC � AR)2 < (QC �BR)2
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olmak üzere Teorem 5.1.1 e benzer olarak aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1.3.

M yüzeyi; (H3; g2) de bir spacelike yüzey olsun. M minimal bir yüzey ise

(�P 2 +Q2 +R2)[�AN1+BN2+DN3]

+(�AP +BQ+RC)[�N1(E+H)+N2(F+I)+N3(J+G)]

+(A2 +B2 � C2)[�KN1+LN2+MN3] =0

dir�

M yüzeyi; (H3; g2) de �(x; y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yüzey

olsun. �(x; y) minimal bir yüzey ve

u022 + u021 > U2;

v022 + v021 > V 2;

(v02U � u02V )
2 + (u01V � v01U)

2 < (v02u
0
1 � u02v

0
1)
2

olmak üzere, Sonuç 5.1.2 e benzer olarak aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1.4.

M yüzeyi; (H3; g2) de �(x; y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yüzey

olsun. M minimal bir yüzey ise

(�V 2 + v022 + v021 )[� �N1N+ �N2O+ �N3P]

�(�UV + u02v
0
2 + u01v

0
1)[� �N1(Q+ U) + �N2(S+ V) + �N3(T+ Y)

+(�U2 + u022 + u021 )[� �N1g+ �N2a+ �N3f] = 0

dir�
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M yüzeyi; (H3; g1) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yüzey

olsun. Bu durumda

(QC �BR)2 + (PC � AR)2 > (AQ�BP )2

ve

i)

A2 +B2 < C2;

P 2 +Q2 > R2

ii)

A2 +B2 > C2;

P 2 +Q2 < R2

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1.5.

M yüzeyi; (H3; g1) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yüzey

olsun. M; maksimal bir yüzey ise

(P 2 +Q2 �R2)[AN1+BN2�DN3]

+(AP +BQ�RC)[N1(E+H)+N2(F+I)�N3(J+G)]

+(A2 +B2 � C2)[KN1+LN2�MN3] =0

d¬r�

(H3; g1) de � ve � e¼grileri verilsin. M yüzeyi; (H3; g1) de �(x; y) parametriza-

syonu ile verilen bir timelike yüzey ise

(v02u
0
1 � u02v

0
1)
2 + (u01V � v01U)

2 > (v02U � u02V )
2
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ve

i) � spacelike e¼gri ve � timelike e¼gri ise

U2 + u022 > u021 ;

V 2 + v022 < v021

ii) � timelike e¼gri ve � spacelike e¼gri ise

U2 + u022 > u021 ;

V 2 + v022 < v021

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1.6.

(H3; g1) de � ve � e¼grileri verilsin. M yüzeyi; (H3; g1) de �(x; y) parametriza-

syonu ile verilen maksimal bir yüzey ise

(V 2 + v022 � v021 )[
�N1N+ �N2O� �N3P]

�(UV + u02v
0
2 � u01v

0
1)[ �N1(Q+ U) + �N2(S+ V)� �N3(T+ Y)

+(U2 + u022 � u021 )[ �N1g+ �N2a� �N3f] = 0

dir�

M yüzeyi; (H3; g2) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yüzey

olsun. Bu durumda

(AQ�BP )2 + (PC � AR)2 > (QC �BR)2

ve
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i)

A2 +B2 < C2;

P 2 +Q2 > R2

ii)

A2 +B2 > C2;

P 2 +Q2 < R2

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1.7.

M yüzeyi; (H3; g2) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen timelike yüzey olsun.

M maksimal bir yüzey ise

(�P 2 +Q2 +R2)[�AN1+BN2+DN3]

+(�AP +BQ+RC)[�N1(E+H)+N2(F+I)+N3(J+G)]

+(A2 +B2 � C2)[�KN1+LN2+MN3] =0

d¬r�

(H3; g2) de � ve � e¼grileri verilsin. M yüzeyi; (H3; g2) de �(x; y) parametriza-

syonu ile verilen bir timelike yüzey olsun. Bu durumda

(v02U � u02V )
2 + (u01V � v01U)

2 > (v02u
0
1 � u02v

0
1)
2

ve

i) � spacelike e¼gri ve � timelike e¼gri ise

u021 + u022 > U2;

v021 + v022 < V 2
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ii) � timelike e¼gri ve � spacelike e¼gri ise

u021 + u022 < U2;

v021 + v022 > V 2

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 5.1.8.

M; (H3; g2) da �(x; y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yüzey olsun. M

maksimal bir yüzey ise

(�V 2 + v022 + v021 )[� �N1N+ �N2O+ �N3P]

�(�UV + u02v
0
2 + u01v

0
1)[� �N1(Q+ U) + �N2(S+ V) + �N3(T+ Y)

+(�U2 + u022 + u021 )[� �N1g+ �N2a+ �N3f] = 0

dir�

M; (H3; g3) de � (x; y) parametrizasyonu ile verilen spacelike yüzey olsun. � (x; y)

nin x ve y ye göre türevleri, s¬ras¬yla,

L (x; y) = �x; J (x; y) = ��x +�x; N (x; y) = �x(1� �)��x; (5.1.41)

ve

� (x; y) = �y; Y (x; y) = ��y +�y; Z (x; y) = �y(1� �)��y (5.1.42)

olmak üzere

�x (x; y) = L (x; y) e1 + J (x; y) e2 +N (x; y) e3; (5.1.43)

ve

�y (x; y) = � (x; y) e1 + Y (x; y) e2 + Z (x; y) e3 (5.1.44)
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dir. Bu durumda

L2 + J2 > N2;

�2 + Y 2 > Z2

ve

(JZ �NY )2 + (�N � LZ)2 < (�J � LY )2

olur. Buna göre aşa¼g¬daki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.1.9

M; (H3; g3) da � (x; y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yüzey olsun.

Burada, M minimal bir yüzey ise

(�2 + Y 2 � Z2)( ~N1 ~A+ ~N2~B� ~N3~C)

�(L�+ JY �NZ)[ ~N1(~D+ ~G) + ~N2(~E+ ~J)� ~N3(~F+ ~L)]

+(L2 + J2 �N2)[ ~N1 ~M+ ~N2~P� ~N3 ~R] =0

d¬r:

·Ispat. (5.1.43) ve (5.1.44) denklemlerinden, M yüzeyinin I: temel formunun

katsay¬lar¬

E = L2 + J2 �N2; (5.1.45)

F = L�+ JY �NZ; (5.1.46)

G = �2 + Y 2 � Z2 (5.1.47)

şeklinde elde edilir. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan �x ve �y vektör

alanlar¬spacelike olur. Dolay¬s¬yla gerdikleri altuzay spacelike olacakt¬r. Böylece

L2 + J2 > N2; (5.1.48)

�2 + Y 2 > Z2 (5.1.49)
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yaz¬l¬r.

N =
�x � �y
k�x � �yk

eşitli¼ginde (5.1.43) ve (5.1.44) göz önüne al¬n¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa yüzeyin

birim normal vektör alan¬

~N1 = JZ �NY; ~N2 = �N � LZ; ~N3 = �J � LY (5.1.50)

N =
1

$
f ~N1e1 + ~N2e2 + ~N3e3g (5.1.51)

olur. Burada

$ = k�x � �yk

bulunur. M yüzeyinin birim normal vektör alan¬timelike olup (5.1.50) eşitli¼ginden

(JZ �NY )2 + (�N � LZ)2 < (�J � LY )2

elde edilir.

M yüzeyinin r�x�x; r�x�y; r�y�x ve r�y�y konneksiyonlar¬, s¬ras¬yla,

~A = LLx + (J +N)(Ly � J �N);

~B = LJx + (J +N)(Jy + L);

~C = LNx + (J +N)(Ny � L);

~D = L�x + (J +N)(�y � Y � Z);

~E = LYx + (J +N)(Yy + �);

~F = LZx + (J +N)(Zy � �);

~G = �Lx + (Y + Z)(Ly � J �N);

~J = �Jx + (Y + Z)(Jy + L);

~L = �Nx + (Y + Z)(Ny � L)
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ve

~M = ��x + (Y + Z)(�y � Y � Z);

~P = �Yx + (Y + Z)(Yy + �)

~R = �Zx + (Y + Z)(Zy � �)

olmak üzere

r�x�x = ~Ae1 + ~Be2 + ~Ce3; (5.1.52)

r�x�y = ~De1 + ~Ee2 + ~Fe3; (5.1.53)

r�y�x = ~Ge1 + ~Je2 + ~Le3; (5.1.54)

r�y�y = ~Me1 + ~Pe2 + ~Re3 (5.1.55)

olur. (5.1.51) ve (5.1.52)-(5.1.55) denklemlerinden,M yüzeyinin II: temel formunun

katsay¬lar¬

h11 =
1

$
[~N1

~A+ ~N2
~B� ~N3

~C]; (5.1.56)

h12 =
1

$
[~N1

~D+ ~N2
~E� ~N3

~F]; (5.1.57)

h21 =
1

$
[~N1

~G+ ~N2
~J� ~N3

~L] (5.1.58)

h22 =
1

$
[~N1

~M+ ~N2
~P� ~N3

~R] (5.1.59)

bulunur. (5.1.45)-(5.1.47) ve (5.1.56)-(5.1.59) denklemlerinden, M yüzeyinin orta-

lama e¼grili¼gi

H = � 1

2$
[(�2 + Y 2 � Z2)(~N1

~A+ ~N2
~B� ~N3

~C)

�(L�+ JY �NZ)[~N1(~D+ ~G) + ~N2(~E+ ~J)� ~N3(~F+ ~L)]

+(L2 + J2 �N2)[~N1
~M+ ~N2

~P� ~N3
~R]]
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yaz¬l¬r.

(�2 + Y 2 � Z2)(~N1
~A+ ~N2

~B� ~N3
~C)

�(L�+ JY �NZ)[~N1(~D+ ~G) + ~N2(~E+ ~J)� ~N3(~F+ ~L)]

+(L2 + J2 �N2)[~N1
~M+ ~N2

~P� ~N3
~R] =0

oldu¼gunda yüzey minimal oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.

M; (H3; g3) de �(x; y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yüzey olsun.

�(x; y) nin x ve y ye göre türevleri

� (x; y) = u1u
0
2 + u03 +

1

2
(u01v2 + u02v1)

ve

� (x; y) = v1v
0
2 + v03 +

1

2
(3u1v

0
2 � u2v

0
1)

olmak üzere

�x (x; y) = u02u1e1 + �e2 + (u
0
2 � �)e3;

�y (x; y) = v02v1e1 + �e2 + (v
0
2 � �)e3

bulunur. Burada,

u022 u
2
1 + �2 > (u02 � �)2;

v022 v
2
1 + �2 > (u02 � �)2

(v02 � �u02)
2 + (v02v1(u

0
2 � �)� u02u1(v

0
2 � �))2 < (v02u1� � �v02v1)

2

olur. Buna göre, � ve �; s¬ras¬yla, (H3; g3) de

� (x) = (u1 (x) ; u2 (x) ; u3 (x)); � (y) = (v1 (y) ; v2 (y) ; v3 (y))

parametrizasyonlar¬ile verilen iki spacelike e¼gri olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu vere-

biliriz:
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Sonuç 5.1.10.

M , (H3; g3) de �(x; y) parametrizasyonu ile verilen minimal bir yüzey ise

(v022 v
2
1 + �2 � (u02 � �)2)[N̂1Â+N̂2B̂�N̂3Ĉ]

�(u02v02u1v1 + �� � (u02 � �)(v02 � �))[N̂1(D̂+ Ĝ)+N̂2(Ê+ Ĵ)�N̂3(F̂+ L̂)]

+(u022 u
2
1 + �2 � (u02 � �)2)[N̂1M̂+N̂2P̂�N̂3R̂] = 0

d¬r.

·Ispat. �(x; y) nin x ve y ye göre k¬smi türevleri, s¬ras¬yla,

�x (x; y) = u02u1e1 + �e2 + (u
0
2 � �)e3; (5.1.60)

�y (x; y) = v02v1e1 + �e2 + (v
0
2 � �)e3 (5.1.61)

olur. M yüzeyinin I: temel formunun katsay¬lar¬, s¬ras¬yla,

E = u022 u
2
1 + �2 � (u02 � �)2; (5.1.62)

F = u02v
0
2u1v1 + �� � (u02 � �)(v02 � �); (5.1.63)

G = v022 v
2
1 + �2 � (u02 � �)2 (5.1.64)

elde edilir. M spacelike bir yüzey oldu¼gundan �x ve �y spacelike, gerdikleri altuzay

da spacelike olup, (5.1.60) ve (5.1.61) eşitliklerinden

u022 u
2
1 + �2 > (u02 � �)2;

u022 v
2
1 + �2 > (u02 � �)2

yaz¬l¬r.

M yüzeyinin birim normal vektör alan¬

$ =
p
(v02 � �u02)

2 + (v02v1(u
0
2 � �)� u02u1(v

0
2 � �))2 � (u02u1� � �v02v1)

2
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ve

N̂1 = v02 � �u02; N̂2 = v02v1(u
0
2 � �)� u02u1(v

0
2 � �); N̂3 = u02u1� � �v02v1 (5.1.65)

olmak üzere

N =
1

$
(N̂1e1 + N̂2e2 � N̂3e3) (5.1.66)

bulunur. Burada M yüzeyinin birim normal vektör alan¬ timelike olaca¼g¬ndan,

(5.1.65) eşitliklerinden

(v02 � �u02)
2 + (v02v1(u

0
2 � �)� u02u1(v

0
2 � �))2 < (v02u1� � �v02v1)

2

dir.

M yüzeyinin II: temel formunun katsay¬lar¬olan h11; h12, h21 ve h22; di¼gerlerine

benzer şekilde hesaplan¬rsa, � (x; y) yüzeyinin ortalama e¼grili¼gi

Â = u02u1(u
00
2u1 + u02u

0
1)� u022 ;

B̂ = u02u1�x + u02(�y + u02u1);

Ĉ = u02u1�x � u02(�y + u02u1));

D̂ = u02(v
00
2v1 + v02v

0
1 � v02);

Ê = u02u1�x + u02(�y + v02v1);

F̂ = u02u1�x + u02(�y � v02v1);

Ĝ = v02v1(u
00
2u1 + u02u

0
1)� v02u

0
2;

Ĵ = u02u1�x + u02(�y + u02u1);

L̂ = u02u1(u
00
2 � �x)� u02(�y + u02u1)

ve

M̂ = �(v002v1 + v02v
0
1 � v02);

P̂ = v02v1�x + v02(�y + v02v1);

R̂ = �v02v1�x + v02(v
00
2 � �y � v02v1)
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olmak üzere

H = � 1

2$
[(v022 v

2
1 + �2 � (u02 � �)2)[N̂1Â+N̂2B̂�N̂3Ĉ]

�(u02v02u1v1 + �� � (u02 � �)(v02 � �))[N̂1(D̂+ Ĝ) (5.1.67)

+N̂2(Ê+ Ĵ)�N̂3(F̂+ L̂)]

+(u022 u
2
1 + �2 � (u02 � �)2)[N̂1M̂+N̂2P̂�N̂3R̂]

bulunur. Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

(H3; g3) de � ve � e¼grileri verilsin. (H3; g3) de bir timelike yüzey olanM , � (x; y)

parametrizasyonu ile verilsin. Bu durumda

(JZ �NY )2 + (�N � LZ)2 > (�J � LY )2

ve

i)

L2 + J2 > N2;

P 2 +Q2 < R2

ii)

L2 + J2 < N2;

�2 + Y 2 > Z2

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz:
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Sonuç 5.1.11

M , (H3; g3) de � (x; y) denklemi ile verilen timelike yüzey olsun. M; maksimal

bir yüzey ise

(�2 + Y 2 � Z2)( ~N1 ~A+ ~N2~B� ~N3~C)

�(L�+ JY �NZ)[ ~N1(~D+ ~G) + ~N2(~E+ ~J)� ~N3(~F+ ~L)]

+(L2 + J2 �N2)[ ~N1 ~M+ ~N2~P� ~N3 ~R] =0

d¬r�

� ve �; (H3; g3) de � (x) = (u1 (x) ; u2 (x) ; u3 (x)); � (y) = (v1 (y) ; v2 (y) ; v3 (y))

parametrizasyonlar¬ile verilsin. (H3; g3) de bir timelike yüzey olanM; �(x; y) para-

metrizasyonu ile verilsin. Bu durumda,

(v02 � �u02)
2 + (v02v1(u

0
2 � �)� u02u1(v

0
2 � �))2 > (v02u1� � �v02v1)

2

ve

i) � spacelike e¼gri ve � timelike e¼gri ise

u022 u
2
1 + �2 > (u02 � �)2;

v022 v
2
1 + �2 < (u02 � �)2

ii) � timelike e¼gri ve � spacelike e¼gri ise

u022 u
2
1 + �2 < (u02 � �)2;

v022 v
2
1 + �2 > (u02 � �)2

olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.
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Sonuç 5.1.12.

� spacelike e¼gri ve � timelike e¼gri olsun ve M yüzeyi �(x; y) parametrizasyonu

ile verilsin. M maksimal bir yüzey ise

(v022 v
2
1 + �2 � (u02 � �)2)[N̂1Â+N̂2B̂�N̂3Ĉ]

�(u02v02u1v1 + �� � (u02 � �)(v02 � �))[N̂1(D̂+ Ĝ)+N̂2(Ê+ Ĵ)�N̂3(F̂+ L̂)]

+(u022 u
2
1 + �2 � (u02 � �)2)[N̂1M̂+N̂2P̂�N̂3R̂] = 0

d¬r�
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6. BÖLÜM

SONUÇ

3- boyutlu Lorentz Heisenberg grubu 3 � 3 tipindeki matrislerden oluşan ve 2-

ad¬mda nilpotent olan bir Lie gruptur. 3-boyutlu Heisenberg grup üzerinde

g1 = � dx2 + dy2 + (xdy + dz)2 ;

g2 = dx2 + dy2 � (xdy + dz)2 ,

g3 = dx2 + (xdy + dz)2 � ((1� x) dy � dz)2

olmak üzere üç farkl¬şekilde ifade edilen Lorentz metrikler mevcuttur.

Üçüncü Bölümde, 3- boyutlu Heisenberg grubu ve üzerinde tan¬mlanan Lorentz

metriklerinin çeşitli özellikleri verildi. Ayr¬ca bu metrikler üzerinde tan¬mlanan Levi-

Civita konneksiyonlar¬elde edildi.

Dördüncü Bölümde, g1, g2 ve g3 metriklerine ait olan Levi- Civita konneksiyon-

lar¬ndan yararlanarak Lorentz Heisenberg grubunda, f (x) ; g (y) ve h (x; y) di¤e-

rensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere

 (x; y) = (f (x) ; g (y) ; h (x; y))

parametrizasyonu ile verilen yüzeyin yönlendirilebilirlik şartlar¬ve ortalama e¼gril-

i¼ginin baz¬ karakterizasyonlar¬n¬n sonuçlar¬ verildi. Bu karakterizasyonlara ba¼gl¬

olarak  (x; y) parametrizasyonu ile verilen yüzeyin minimal ve maksimal olma şart-

lar¬verilerek, g1, g2 ve g3 metrikleri aras¬ndaki ili̧skiler elde edildi.

Beşinci Bölümde, � (x; y) ; �(x; y) ; �(x; y) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ol-

mak üzere

� (x; y) = (� (x; y) ;�(x; y) ;�(x; y))



parametrizasyonu ile verilen yüzeyin ortalama e¼grili¼ginin baz¬karakterizasyonlar¬n¬n

sonuçlar¬Levi- Civita konneksiyonlar¬kullan¬larak elde edildi. Bu karakterizasyon-

lara ba¼gl¬olarak  (x; y) parametrizasyonu ile verilen yüzeyin minimal ve maksimal

olma şartlar¬elde edildi. Ayr¬ca, 3- boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda iki e¼grinin

çarp¬m¬yla elde edilen ve

�(x; y) = (u1 (x)+v1 (y) ; u2 (x)+v2 (y) ; u3 (x)+v3 (y)+
1

2
(u1 (x) v2 (y)�u2 (x) v1 (y)))

parametrizasyonu ile verilen yüzeyin baz¬özelliklerinin sonuçlar¬verilerek, g1, g2 ve

g3 metrikleri aras¬ndaki ili̧skiler elde edildi.

Bu çal¬̧sma 3-boyutlu Heisenberg grubunda baz¬yüzeylerin karakterizasyonlar¬nda

önemli bir referans olacakt¬r. 3-boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda nonpara-

metrik öteleme yüzeyinin bir parametrizasyonu spacelike (timelike) iki e¼grinin toplam¬

olarak elde edilebilir. g1, g2 ve g3 metriklerine ait olan Levi- Civita konneksiyon-

lar¬ndan yararlan¬larak 3-boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda öteleme yüzeylerinin

minimal (maksimal) olma şartlar¬incelenebilir. Ayr¬ca öteleme yüzeylerinin çeşitli

geometrik özellikleri karakterize edilebilir.
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F¬rat Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümüne Araşt¬rma Görevlisi olarak
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