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OZET

LORENTZ HEIiSENBERG GRUBUNDA YUZEYLER

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim; calismanin giris kismi olup, Lie gruplari, Heisenberg grup ve
yiizeyler iizerinde yapilan calismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler incelendi.

Ikinci boliimde; Lie gruplar ve yiizeyler icin kullanilan temel tammlar ve teo-
remler verildi.

Uciincii boliimde; Lorentz Heisenberg grubun yapisi incelendi.

Dordiincii boliim; ¢alismanin orijinal kisimlarindan biri olup, Lorentz Heisenberg
grubunda alinan bir yiizeye ait baz karekterizasyonlar gosterildi. Daha sonra bu
yiizeylerin minimal (maksimal) yiizey olma sartlar1 verilerek Gauss egriligine gore
karakterizasyonlar: elde edildi.

Besinci boliim; caligmanin diger bir orijinal kismi olup, Lorentz Heisenberg grubunda
iki degiskenli fonksiyonlar yardimiyla elde edilen minimal (maksimal) yiizeylerin
farkli karakterizasyonlar1 yapilip, iki egrinin Heisenberg grup carpimiyla olusan
yiizeyler incelendi.

Altinc1 boliim ise ¢aligmanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Lie grubu, Heisenberg grup, Lorentz Heisenberg grup,
minimal yiizey, 6teleme yiizeyi, minimal 6teleme yiizeyi, Gauss egriligi, ortalama

egrilik.



ABSTRACT

SURFACES IN LORENTZ HEISENBERG GROUP

This thesis consist of six chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of Lorentz space
and surfaces are given.

In the third chapter theorems of Lorentz Heisenberg group are given.

The fourth chapter contains original part of our study; some characterizations of
surfaces in Lorentz Heisenberg group are given. Then, conditions for these surfaces
of being minimal (maximal) surfaces are obtained.

The fifth chapter contains another original part of our study; Surfaces which are
obtain with two variable functions are given and conditions for these surfaces of
being minimal (maximal) surfaces are obtained. Also, generated by two curves has

been constructed and some characterizations have been given.

The sixth chapter has been devoted to the conclusion.
Keywords: Lie group, Heisenberg group, Lorentz Heisenberg group, minimal
surface, translation surfaces, minimal translation surface, Gauss curvature, mean

curvature.
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1. BOLUM
GIRIS

Lie gruplari, grup islemi iizerinde diferensiyelenebilir manifoldlardir. Bu du-
rumda Lie grubu aym zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur,

6].

Lie gruplar teorisi, matematigin bir ¢ok dalinda ¢énemli bir yere sahiptir. Bun-
larin baginda diferensiyel geometri, analiz, topoloji ve cebir gelmektedir. Lie gruplar:
teorisi gerek matematiksel fizikte, gerekse miihendislikteki pek ¢ok probleme basari

ile uygulanmigtar.

Herbir Lie grubuna eglik eden sonlu boyutlu bir Lie cebiri vardir. Bu nedenle Lie
gruplar1 teorisi Lie cebirleri ile Lie gruplar: arasindaki iligkiye 6nemli bir yer ayirir.
Yani, Lie grubunun ¢zellikleri bu gruba karsilik gelen Lie cebirine birer 6zellik olarak
aksettirilir. Bu teoride, 6rnegin, irtibatli, basit irtibath Lie gruplari, birer izomorfizm
altinda kendilerine ait olan Lie cebirleri tarafindan tamamen belirtilebilirler. Bunun
icin bu cins Lie gruplarini incelemek yerine onlarin Lie cebirlerini incelemek miimkiin

olur, [6].

Nilpotent Lie gruplar arasinda en 6nemli yere sahip olani iki adimda ¢oziilebilen-
lerdir. Heisenberg grup, irtibatli, iki adimda coziilebilen nilpotent bir Lie grup olup,
topolojik olarak R?® e homeomorfik olan 3 x 3 tipindeki matrislerin grubudur, [18,

19].

Rahmani; Heisenberg grup tizerinde olusturulan ii¢ Lorentz metrik yardimiyla bu
grubun izometri gruplarini tamimladi. Elde ettigi bu ii¢ metrikten yalnizca birinin
flat oldugunu gosterdi. Ayrica bu metrikler i¢in Jacobi vektor alanlar: ve geodezik

egriler icin agik formiiller elde etti, [19].



Piu; Riemann Heisenberg grubunda iki 1- parametreli altgrubun carpimiyla elde
edilen minimal yiizeyleri incelemistir. Ayrica, harmonik Gauss doniisiimiiyle verilen

minimal yiizeyleri karakterize etmigtir, [17].

Inoguchi; 3— boyutlu Riemann Heisenberg Grubunun bazi temel zellikerini in-
celedi. Ozellikle egrilikler, geodezikler ve holonomi gruplarini elde etti. Ayrica, 3—
boyutlu Riemann Heisenberg Grubunda minimal yiizeylerin bazi karakterizasyon-
larimi verdi, [8,9]. Daha sonra, iki egrinin ¢arpimiyla elde edilen 6teleme yiizeylerini

inceleyerek, bu yiizeylerin minimal olma gartlarini incelemigtir, [10].

Bu ¢alismada ise 3— boyutlu Lorentz Heisenberg Grubunda, gesitli yiizeyler in-
celenerek, bu yiizeylerin baz1 karakterizasyonlar1 elde edildi. Ayrica, bu yiizey-
lerin minimal (maksimal) yiizey olma sartlar1 verildi. Daha sonra iki egrinin grup

carpimiyla elde edilen yiizeylerin karakterizasyonlari elde edildi.



2. BOLUM

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1.

V' bir reel vektor uzay olsun.
g:VxV =R

doniistimii Va, b € R ve Yu,v € V igin
i) g(u,v) =g (v,u),
ii) g (au + bv,w) = ag (u,w) + bg (v,w),
g (u, av 4+ bw) = ag (u,v) + bg (u, w)
ozelliklerine sahip ise g doniistimiine V' vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer

form denir, [15].
Tanim 2.1.2.

g, V vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu simetrik bilineer
form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir;
1) Definit Durum:

Eger,

i) Yo € V, v # 0 icin g (v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimli,
ii) Yo € V, v # 0 i¢in g (v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimh

denir.

2) Semi-definit Durum:

Eger,

i) Yv € V igin g (v,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yari-tanimli,



ii) Vo € V i¢in g (v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yari-tanimh

denir.

3) Non-dejenere Durum:

Eger, Yw € V i¢in g (v,w) = 0 iken v = 0 ise g simetrik bilineer formuna

non-dejenere simetrik form denir, [16].
Tanim 2.1.3.
Reel sayilar cismi tizerinde, r—tane vektor uzayi, Vi, Vs, ..., V.. olsun.
fVixVox..xV,—R
fonksiyonu, 1 < ¢ < r, ic¢in u;,v; € V; ve a,b € R olmak iizere,

f(vlu ey Vi1, a; + bug, v, "’7Ur> = af (Ub ooy Vi1, Vi, Uig 1, --~7Ur)

+bf (Ul, ey Vi1, Ujy Vg 1y o0y 'UT>
seklinde taniml ise f ye r-lineer fonksiyon denir, [6].

Tanim 2.1.4.

Vi x Vo x ... x V. den R ye tanimh biitiin r—lineer fonksiyonlarin ciimlesini
L(V1,Va, ..., Vi R)

ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalarla ¢carpma iglemleri, sirasiyla, V (uq, ug, ..., u,) €

Vi x Vo x ... x V. icin

(fl + f2) (ul,ug, ...,UT> = f1 (ul,u2, ...7’LL7.) + f2 (ul,u2, ...,'LLT)



ve A € R olmak iizere,

()‘f> (u17u27 "'7u7“) = )‘f (u17u27 "'7ur)

seklinde tanimlanirsa, bu iki igleme gore L (V, Vs, ..., V;;R), R iizerinde bir vektor
uzay1 olur. Bu vektor uzayma V", V5, ..., V¥ dual vektor uzaylarinin tensor ¢arpimi

denir ve

L(Vi, Vo Vi R) =V @ VS ® .. ® V)

ile gosterilir. V* @ V5 ® ... ® V.* tensor uzaymin herbir elemanina r. dereceden bir

tensor denir. Eger

ise V*@V*®...@V* uzayma bir kovaryant tensor uzay1 ve bu uzayin herbir elemanina

7. dereceden bir kovaryant tensor denir, 77 (V') veya ®"V* ile gosterilir, [6].

Tanim 2.1.5.

Vo € S, permiitasyonu ve bir V' vektor uzay1 iizerindeki bir r—lineer f fonksiyonu
icin
of =f
yani
f (ug(l),ua(g), ...,ua(r)) = f(uy,ug, ..., u)
ise r— lineer f fonksiyonuna bir simetrik r-lineer fonksiyon veya r. mertebeden

simetrik kovaryant tensor denir, [6].

Teorem 2.1.6.

V', n—boyutlu bir reel vektor uzayi ve V iizerinde ranki r olan simetrik, non

dejenere, 2. dereceden kovaryant tensor alani g olsun. Bu durumda V' nin sirali bir



baz1 {e, ey, ...,e,} ve bu bazin dual bazida {e!,e?, ...,e"} ise bu iki baz arasinda, g
doniigiimii yardimiyla,

T
g:Zciei@)ei, c=xlver <n

=1

esitligi vardir, [6].

Tanim 2.1.7.

V' bir reel vektor uzayi ve

g:VxV—-R

simetrik bilineer form olsun. W C V olmak iizere
glw :WxW —-R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formun indeksi denir, [16].
Tanmim 2.1.8.
M, C'*° manifold olmak iizere;
g9: X (M) x x (M) — C= (M;R)

seklinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere fonksiyona M iizerinde metrik ten-

sor denir. Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir, [16].

Tanim 2.1.9.

M, C* manifold ve g de M iizerinde sabit indeksli metrik tensor olmak iizere

(M, g) ciftine bir Semi-Riemann manifold denir, [16].
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Tanim 2.1.10.

boyM = n olmak iizere (M,g) ¢ifti bir yari- Riemann manifoldu olsun. v g
simetrik bilineer formun indeksi olmak iizere eger v = 0 ise (M, g) ¢iftine bir Rie-
mann manifoldu denir. Ayrican > 2 ve v = 1 ise (M, g) ¢iftine bir Lorentz mani-

foldu denir, [16].

Tanim 2.1.11.

(M, g) bir Semi-Riemann manifold olsun. Vv € M olmak iizere,

g (v,v) > 0 ise v ye space-like vektor,
g (v,v) <0 ise v ye time-like vektor,

g (v,v) =0, v #0, ise v ye light-like veya null vektor denir, [16].

Tanim 2.1.12.

M bir Hausdorff uzay ve {Ua},c 4, M nin bir agik ortiisii olsun.
v, Uy — D, CC"

homeomorfik déniigiimii i¢in asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.

Uy NUp # @ olmak tizere

foa = g0t ' i, (UaNUs) CC* — g (U, NUp) C C",
fag = ootz s (UaNUp) CC" — 4, (U, NU) CC

fonksiyonlarinin her ikiside diffeomorfiktir.



Eger M bu ozellikle birlikte {(U,,¥,)}

doniistimlerinin ctimlesine ve {U, }

a€cA acA

agik ortiistine sahip ise o takdirde M ye n-boyutlu manifold ve {(Ua,v¥,)},ca Y

de M nin bir koordinat komsuluk sistemi denir, [6].

Tanim 2.1.13.

k < n olmak tizere M bir k-manifold ve M de bir n-manifold olsun. Vp € M

noktasi icin M de bir U ve M de bir U koordinat komsulugu mevcut ve
U={meU:Z(m)=..=2,(m)=0}
ise M ye M nin bir alt manifoldu denir. Burada
{Z1, ..., %}
koordinat sistemi U de ve
{r1 =71 v, xp = Tk |U}
da U daki koordinat sistemidir, [6].

Tanim 2.1.14.

M bir C* manifold olsun. M iizerindeki vektor alanlarimin uzay:r y (M) olmak
lizere;
Vix (M) x x(M) —  x(M)
(X » Y) — VxY
dontisimii

i. VXY, Z ex(M)veVf,ge C®(M,R) igin

VixygvZ = fVxZ +gVyZ,

8



ii. VX, Y € x (M) ve Vf € C* (M, R) i¢in

ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu iistiinde bir afin koneksiyon ve Vi e de

X e gore kovaryant tiirev operatorii denir, [6].

Tanim 2.1.15.

M bir manifold ve V, M iistiinde bir afin konneksiyon olsun. Eger asagidaki
ozellikler saglaniyorsa V koneksiyonuna M iizerinde bir Riemann koneksiyonu ve
Vx e de X e gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii adi verilir.

i. V, C* smifindandir,

ii. M nin bir A bolgesi tizerinde, C* olan VXY € x (M) igin
VyY — VyX = [X,Y]
dir,
iili. M nin bir A bélgesi iizerinde , C* olan VX,Y € x (M) ve Vp € A igin
Xog (Y, 2) =g(VxY,Z) |, + g (Y. VxZ)|p

dir, [6].

Tanim 2.1.16.

M ve M’ sirasiyla n ve m boyutlu C*° simifindan manifoldlar ve ¢ : M — M’
siirekli bir fonksiyon olsun.

p € M ve f, M' de ¢ (p) nin bir V' komsulugunda tanimlanan C'*° smifindan
bir fonksiyon olsun. ¢ siirekli olmak iizere p nin ¢ (U) C V olacak sekilde bir U

komsulugunu bulabiliriz. p nin bu U komsgulugunda bir ¢* f fonksiyonu

(" f)@)=Ff(p(q), €U

9



seklinde tanmimlanir. f ve ¢ nin her ikiside siirekli olmak tizere ¢* f de siirekli bir
fonksiyondur.

¢ (p) nin bir komgulugunda keyfi bir C*° simifindan f fonksiyonu i¢in eger ¢*f, p
nin bir komsulugunda C'*° siifindan oluyorsa o taktirde ¢ doniigiimii p noktasinda
diferensiyellenebilirdir denir.

Eger M nin tiim noktalarinda ¢ diferensiyellenebilir ise o taktirde ¢ ye M den

M’ ye diferensiyellenebilir bir déniigiim adi verilir, [6].

Tanim 2.1.17.

M ve M’ sirasiyla n ve m boyutlu C*° smifindan manifoldlar olsun. Eger
@ : M — M’ diferensiyellenebilir doniisiimii birebir, ¢! doniisiimii mevcut ve difer-
ensiyellenebilir ise o taktirde ¢ ye M den M’ ye bir diffeomorfizm denir. M ve M’

manifoldlarina da diffeomorfik manifoldlar denir, [6].

Tanim 2.1.18.

M, n—boyutlu bir manifold ve p € M olsun. a (p) de p deki diferensiyellenebilir
fonksiyonlarin bir sinifi olsun.

v:a(p) — R

fonksiyonu asagidaki gsartlar: sagliyorsa v ye M nin p noktasindaki tanjant vektorii
adi verilir, [6].

f,9 € a(p) ve A\, u € R olmak tizere

Lo (A +pg) = A (f)+po(9),

i. v(fg)=v(f)g)+fP)vig).

10



Tanim 2.1.19.

M diferensiyellenebilir bir manifold ve (G, -) bir grup olsun. Eger
i. M nin noktalar1 ile G nin elemanlar: eslenebiliyor ve
ii.

w: G x G —- G ve.: G — G

(@ , b)) — ab a — a!

doniigiimlerinin her ikiside diferensiyellenebilir ise o takdirde (M, G) ikilisine bir Lie

grubu adi verilir.Burada M ye Lie grubunun temel manifoldu, G ye de temel grubu

denir, [7].

Tanim 2.1.20.

G bir analitik grup olsun. p € G ise

L,-G¢ — (G
g — pg

sol 6telemesi bir diffeomorfizmdir. G de bir Z vektor alani, V p € G igin
dL,Z = Z
ise Z vektor alanina sol invaryant vektor alani denir, [20].

Tanim 2.1.21.

M, n 4+ p—boyutlu M’ manifoldunun n boyutlu bir alt manifoldu olmak iizere

M nin (4, (s, ..., ¢, normal vektor alanlart i¢in

a : x(M) x x(M) — X (M)
(X , V) — aX,Y)=YF h(X,Y)¢

11



seklinde tanimh doniigiime M alt manifoldunun /7. temel formu adi verilir (burada

h' ler x (M) x x (M) — x (M) seklindeki bir doniigiimiin bilegenleridir.), [18].

Tanim 2.1.22.

(V,®, F,+,-,®) olmak iizere V ciimlesi F' cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun.

V' vektor uzay: tizerinde ® iglemi

olmak tizere

() Va,eVveVaeFign(a®a)®f=a0 (a®pf)

(i) Va,B,7€Vign (a@pB)®y=(a®7) D (B®7)

(i) Va,B,7eVigha® (o) = (a®P) d (a®7)

ozellikleri saglaniyorsa (V, @, F, +, -, ®, ®) matematiksel yapiya cebir denir.

Eger, burada V «, 5, v € V icin
a)
a®(B®y)=(a®8)®7

saglaniyorsa V' ye birlesimli cebir,
b)
T®f=F®y

saglaniyorsa V' ye degigimli cebir,

c)

T®e=e®y ="y

saglaniyorsa V' ye birimli cebir denir, [23].

12



Tanim 2.1.23.
V bir K cismi iizerinde vektor uzay: ve
[, ]:VXxV -V
doniistimiinde

i. 2-lineer,
ii. Alterne (VX,Y € V igin [X,Y] = —[Y, X] ),
iii. Jakobi 6zdegligini saglar. Yani VX,Y,Z € V i¢in

[X7 [Y7 ZH + [Y7 [ZvXH + [Za [XvYH =0

dir. [, ] doniistimiine, V' iistiinde bir Lie operatéri denir. (Bu takdirde V' vektor

uzaywma bir Lie cebiri denir.) ,[7].
Tanim 2.1.24.

M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. XY € T),(p) olmak iizere

(Xp ) Y, ) Z, ) Wp) - R<Xpay;anaWp)

R(Xp, Yy, Zp, W) = g (Xyp, R(Z,, W,)Y,)

seklinde tanimli 4. mertebeden kovaryant tensor alanina Riemann egrilik tensér

alany ve bunun bir p € M noktasindaki degerine de Riemann egriligi denir ve
K(p) = g(X,R(X,Y)Y)

bi¢iminde gosterilir, [23].

13



Tanim 2.1.25.

Eger M nin tiim = noktalar1 ve T, (M) nin tiim P diizlemi i¢in K (P) kesit
egriligi sabit ise M ye sabit egrilikli uzay veya bir uzay formu denir. Eger bu sabit

egrilik her K (P) igin sifir ise bu manifolda flat veya diizlemseldir denir, [23].
Tanmim 2.1.26.
G bir topolojik grup olsun. Eger Va,z,y € G icin

g9 (ax,ay) = g (v,y)

oluyorsa G iizerinde taniml g metrigine sol invaryant metrik denir. Eger Va, z,y €
G igin
g (za,ya) = g(z,y)

oluyorsa G {izerinde tanimli ¢ metrigine sag invaryant metrik denir. Eger g hem

sol hemde sag invaryant metrik ise g ye bi-invaryant metrik denir, [20].
Tanim 2.1.27.

(z') lokal koordinat sistemine gore bir I" lineer konneksiyonunun Christoffel sem-

bolleri Fé- i ile gosterilir ve
_ k
Vx,Xi=) ThX,
k

ifadesiyle verilir, [6].

Tanim 2.1.28.

thjk, j ve k ya gore anti-simetrik olmak tizere (7 egrilik formu

1
Q = §R§klwk A

seklinde tammlamir. Burada {w'} 1-formlari, lokal {e;} bazinin dual bazidir, [23].

14



Tanim 2.1.29.

(M, V) ve (M , @) sirasiyla V, V afin koneksiyonlar ile verilen n ve (n + p)
boyutlu iki diferensiyellenebilir manifold olsun.

z— N, C Tf(x)M
seklinde tanimli p boyutlu normal altuzay i¢in

TiwyM = f. (T,M) + N,

esitligi mevcut ise f : M — M immersiyonuna afin immersiyon denir.

Her x noktasinda o (X,Y) € N, ve VxY € T, M olmak tizere
VixfY = .VxY +a(X,Y)
seklinde taniml ise N, e M nin = noktasindaki normal uzay1 adi verilir, [7].
Tanim 2.1.30.

G bir topolojik grubun temel grubu olsun. Eger C°G = G ve C""'G = (G, C"QG)
olmak tizere

G=C"G<aC'Ga..<aC"G = {e}

olacak sekilde bir p pozitif tamsayisi mevcut ise G grubuna Nilpotent grup adi verilir,

120].

Tanim 2.1.31.

R™ n— boyutlu standart reel vektor uzay1 iizerinde her X, Y € R" i¢in Lorentz

i¢ carpimi



oyleki;

yada

seklinde tanimlanir, [16].

Tanim 2.1.32.

V' Lorentz uzay1 ve g de Lorentz metrigi olmak {izere;

=V — R

2
v — ol = lg (v, 0)"

seklinde tanimli fonksiyona norm fonksiyonu denir. ||v|| ya da v nin normu veya v

nin boyu denir. Boyu 1 birim olan vektdre de birim vektor denir, [13].
Teorem 2.1.33.

v € V olmak tizere

i) [lvll >0,

ii) ||v|| = 0 < v bir null vektordiir,

iii) v bir timelike vektor ise |[v]|* = —g (v, v) dir,

iv) v bir spacelike vektor ise ||v]|* = g (v, v) dir, [16].
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Teorem 2.1.34.

V' Lorentz uzayi igin ortonormal baz {e;,e,,...,e,} olsun. ¢, = g (e;, e;) olmak

lizerev € V

n
v = Z&‘Q (U, ei) €;
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir, [16].
Tanmm 2.1.35.

Bir v € V' vektorii igin;
i) g (v,v) > 0 veya v = 0 ise, bu durumda v vektoriine spacelike vektor,
ii) g (v,v) < 0 ise, bu durumda v vektoriine timelike vektor,

iii) ¢ (v,v) = 0 ise lightlike (null) vektor denir, [16].
Tanim 2.1.36.

V' Lorentz uzay1 ve g de Lorentz metrigi olmak {izere;

i)y ={veV —-{0}:g(v,v) =0} geklinde tamimh I'y ciimlesine V' nin light-
like konisi,

ii) I's = {v €V :g(v,v) >0} seklinde tammh I's ciimlesine V' nin spacelike
konisi,

iii) 'r ={v € V. — {0} : g (v,v) < 0} seklinde tanimli 'z ctimlesine V' nin time-
like konisi denir, [16].

Teorem 2.1.37.

Lorentz uzayinda timelike vektorler v, w olsun. Bu iki vektoriin ayni time- konide

olmast igin gerek ve yeter sart g (v, w) < 0 olmasidir, [15].
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Tanim 2.1.38.

x,y € V olsun. g (z,y) = 0 ise x ve y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler

denir, [15].
Teorem 2.1.39.

Lorentz uzayinda x, y iki timelike vektor olsun. O zaman
i) |g (z,y)| > ||z]| |ly]] (Lorentz uzayinda Schwartz esitsizligi)
ii) Eger z, y vektorleri ayni time-konide ise

g(z,y) = — [|z|| [y cosh o

olacak sekilde hiperbolik ac1 diye adlandirilan bir tek ¢ > 0 sayis1 vardir

Burada x, y vektorleri ayni time-konide degilseler o zaman

g (z,y)| = [|z| ly] cosh ¢
dir, [15].
Teorem 2.1.40.

Eger z, y vektorleri V' Lorentz uzayinda spacelike vektorler iseler

9(z,y)

cosf =
]| |yl

olacak sekilde bir tek 0 < 6 < 7 sayis1 vardir. Bu sayiya x ve y spacelike vektorleri

arasindaki act denir ve z ve y spacelike vektorleri icin

g (z,y) < =] ||yl

esitsizligi vardir, [15].
Sonug 2.1.41.

Iki timelike vektor birbirine dik olamaz, [15].
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Tanim 2.1.42.

V' Lorentz uzay1 ve W, V nin altuzay: olsun. Bu durumda

i) g | pozitif tamimh ise W ya spacelike altuzay,
W

ii) g | nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,
w

iii).g | dejenere ise W ya lightlike altuzay denir, [16].

w

Teorem 2.1.43.

V' Lorentz uzay1 ve V nin altuzayr W ve boyW > 2 olsun. Bu durumda asagidaki
onermeler birbirine denktirler.

i) W timelike altuzay ise W bir Lorentz vektor uzayidir.

ii) W uzay1 iki tane lineer bagimsiz null vektor igerir.

iii) W uzay1 bir tane timelike vektor igerir, [16].

Tanim 2.1.44.

n— boyutlu Lorentz uzay1 V' de bir acik ciimle U olmak {izere,
f:U—R

fonksiyonunun k£— yinci mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiy-

onuna C*— simifindan diferensiyellenebilirdir denir ve
C*(U,R) = {f|f:U— R ve f fonksiyonu Cc* smifindan }

seklinde gosterilir. Eger f in her mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f

fonksiyonuna C'*°— smifindan diferensiyellenebilirdir denir ve
C(WUR)={f|f:U—RvefeC"(UR), ke N}
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seklinde gosterilir, [16].

Tanim 2.1.45.

M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger;

—

Up: C®(M,R) — R ,
f — Oplf]

Vpe M,V feC®(M,R) operatorii, V f, g € C° (M,R) ve A\, p € R i¢in
i) Up[Af + pgl = Ap[f] + pv,[g]
ii) 4,[f.g] = g (p) Bp[f] + f (p) ti]g]
aksiyomlarini sagliyorsa bu operatore Lorentz manifoldunun p € M noktasinda

bir tanjant vektorii denir, [11].

Tanim 2.1.46.
T, (M) = {v,| v, : C*°(M,R) — R} olmak tizere V p € M ve v, € T,(M)

tanjant vektorii igin;
i) g (U,,7,) > 0 veya v = 0 ise, bu durumda v vektoriine spacelike tanjant vektor,
ii) ¢ (), ¥,) < 0 ise, bu durumda v vektoriine timelike tanjant vektor,
iii) g (v}, 7,) = 0 ise bu durumda v, vektoriine, lightlike (null veya isotropik)

tanjant vektor denir, [16].

Tanim 2.1.47.

J : M — M inclusion doniigiimii olmak tizere J* (g (,)), M iizerinde metrik

tensor ise M ye M nin Lorentz altmanifoldu denir, [16].
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Tanim 2.1.48.

M, M Lorentz manifoldunun alt manifoldu olsun. A alt manifoldu iizerinde
tamimlanan metrik tensor Riemann metrigi ise M/ alt manifolduna spacelike alt man-
ifold denir.

M alt manifoldu iizerinde tanimlanan metrik tensér Lorentz metrigi ise M alt

manifolduna timelike alt manifold denir, [2].

Tanim 2.1.49.

n— boyutlu Lorentz manifoldu M, M de M nin Lorentz alt manifoldu olsun.
Eger boyM = (n — 1) ise M ye M nin Lorentz hiperytizeyi denir.

Burada M timelike alt manifold ise M ye timelike hiperyiizey, M spacelike alt
manifold ise M ye spacelike hiperyiizey denir.

Ayrica M timelike bir hiperyiizey ve N bu yiizeyin birim normali ise
g(N,N) =1

dir. Yani spacelike birim normal vektor alamidir.

Benzer sekilde M spacelike bir hiperyiizey ve N bu yiizeyin birim normali ise
g(N,N)=-1
dir. Yani timelike birim normal vektor alamdir, [4].

Tanim 2.1.50.

n— boyutlu Lorentz manifoldu M ve p noktasindaki tanjant uzay 7, M olsun.
T,M* = {f | f: T,M — R}
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uzayma T, M nin dual uzay: veya kotanjant uzay: denir, [16].

Tanim 2.1.51.

n— boyutlu Lorentz manifoldu M ve M manifoldunun kotanjant uzayr 7, M*

olsun. w (p) € T,M* elemanima ko-vektdr denir. Ayrica

w:M— UT,M"
peEM

fonksiyonu igin,

ozdeslik

mTow=1:M "—"M

olacak sekilde
m: UT,M*— M
peEM

fonksiyonu mevcut ise w ya M iizerinde bir 1— form denir, [16].

Tanim 2.1.52.

M bir Lorentz manifoldu olsun. Eger M nin her bir noktasindaki tanjant uzay-
larda yonlendirme ayni ise M manifolduna uygun yonlendirilmis manifold, aksi halde
M manifolduna uygun yénlendirilmemis manifold denir, [1].

Uzerinde uygun bir yon secilebilen bir M manifolduna yonlendirilebilir manifold
denir. Boyle bir manifold iizerinde se¢ilmis olan 6zel bir N yoniine M manifoldu

tizerinde N yonii denir. (M, N) ikilisine de yonlendirilmis manifold denir.

Tanim 2.1.53.

M bir Lorentz manifold, M nin bir agik ciimlesi U, U nun bir ortonormal bazi
{e1,e,,...,e,} ve U daki Christoffel sembolleri, 1 <4, j < n igin

F%:UQR
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olmak {izere, e; nin e; yoniindeki kovaryant tiirevi

n
k
Ve, € = E Fijek
k=1

seklinde tanimlanir, [2].

Tanim 2.1.54.

M, M Lorentz manifoldunun alt manifoldu olsun. M iizerindeki Levi- Civita

konneksiyonu V olsun.

Vix (M) x x (M) — x (M)

indirgenmis fonksiyona M Lorentz manifoldu tizerine indirgenmis konneksiyon denir,

16].

Tanim 2.1.55.

M Lorentz manifoldunun bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektsr alan

N olsun. VV, W € x (M) igin
g(S(V),W)=gUI(V,W),N)

seklindeki
§: T, (M) — T, (M)

lineer operatdre M nin N den elde edilen sekil operatorii denir, [16].

23



Teorem 2.1.56.

M Lorentz manifoldunun bir hiperyiizeyi M ve S, M nin normali olan N den

elde edilen gekil operatorii olsun. Bu durumda V V' € x (]\_4 ) icin
S(V)=-VyN

dir ve ayrica S sekil operatorii self adjointtir.
M nin bir hiperyiizeyi M olsun. M nin normali olan N den elde edilen sekil
operatorii S olsun. V V, W € x (M) igin
IT(V,W)=¢eg(S(V),W)N
dir. Burada ¢ = g (IN,N) dir. Lorentz hiperyiizeyleri i¢in Gauss denklemi, V V,
W e x (]\7[ ) icin
VyW = VyW +eg(S(V),W)N

seklinde verilebilir, [16].

Tanim 2.1.57.

Lorentz uzay1 V' de iki vektor v ve w olsun. v = (vy,vs,v3) ve w = (wy, way, w3)
olmak tizere

(v3w2 — VaW3g, V1W3 — V3W1, V1W2 — U2w1)

vektoriine v ile w nmin vektorel carpimi denir. v X w seklinde gosterilir.

1 1=
5ij = ve €, = (511, di2, 5i3)
0 i#
olmak tizere
e ey —e3

w; W2 W3
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veya
—€e; —€9 €3
v X w = det U1 ) U3
w1 W2 W3
olarak hesaplanir. Burada e; X e; = e3, €3 X €3 = —eq, €3 X €] = —e, dir. Saat
yoniiniin tersi pozitif olarak alinmigtir.
Saat yoniiniin tersi negatif yon olarak kabul edilecek olursa o zaman e; x ey =

—e3, €5 X €3 = €1, €3 X €] = ey dir. Bu durumda

e ey —e3
v X w = det V1 V2 Vg

w; W2 W3

seklindedir, [16].

Teorem 2.1.58.

Lorentz uzay1 V' de iki vektor u ve v olsun.

i) u ve v spacelike vektorler ise u x v bir timelike vektordiir.

ii) u spacelike ve v timelike ise u x v spacelike vektordiir.

iii) u spacelike ve v null vektor olmak tizere g (u,v) = 0 ise u x v null vektor,
eger g (u,v) # 0 ise u X v spacelike vektordiir.

iv) u ve v null vektorler ise u x v spacelike vektordiir.

v) u timelike ve v null vektor ise u x v spacelike vektordiir.

vi) u ve v timelike vektorler ise u x v bir spacelike vektordiir, [16].
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2.2 Lorentz Uzayinda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M Lorentz manifoldu olsun. M Lorentz yiizeyi olarak da (U, ) haritas: ile
verilen
p: UCR* — V
(u,v)  — @ (u,v)

o (u,v) = (@1 (u,v), @y (u,v), @3 (u,v)), @ (U) yiizeyini alahm. {p,,p,} lineer

bagimsiz olmak iizere yiizeyin vektér alanlarinin bir bazi {p,,¢,} dir. Yiizeyin

normal vektor alant N =g, x ¢, dir. Diger taraftan I. temel formun katsayilari,

E=g(0u,0.), F=9(0u0,), G=g(p, ¢, (2.2.1)
dir. Burada
g(IN,N) = g(p, X @y, 00 X ©,)
= 9(0u,00)” = 9 (Pus 00) 9 (00, P0)

yazilir. (2.1) den
g(N,N) = F? - EG (2.2.2)

elde edilir. Ayrica, ¢ (u,v) nin tam diferensiyeli
dp =, du+ @, dv (2.2.3)
dir. Simdi ¢ (u,v) yiizeyinin I. temel formunu hesaplayalim:

I = (ds)* =g (dp,dy)
= 9(pys 0u) (du)® + 29 (g, @,) dudv + g (10, 9,) (dv)
= E(du)’ + 2Fdudv + G (dv)?

2

bulunur. Buradan

2 2
[ds) _ g (d—“> +2F%+G



ve

)\ — d_u ! (d8)2
dv’ (dv)®
olmak tizere
I'=EXN+2F)\+G (2.2.4)

elde edilir.

Tanim 2.2.1.

V Lorentz uzaymda bir yiizey M olsun. V p € M ve V wy, v, € T,M igin
g (vp,wp) =0=1v,=0

onermesi saglaniyorsa M ye V uzaymda bir nondejenere yiizey denir, [2].

M yiizeyi tizerindeki metrigin matris formu

E F
F G

dir. M yiizeyi tizerindeki metrigin nondejenere olmasi icin gerek ve yeter sart

E F
det #0
F G

olmasidir, yani yiizeyin normalinin null vektor alani olmamasidir.

Tanim 2.2.2.

V Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis metrik

pozitif tanimh ise M ye V de bir spacelike yiizey denir, [2].
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Teorem 2.2.3.

V' Lorentz uzaymda (U, ) parametrizasyonu ile verilen

2 UCR2 — V )
(u,0)  — @ (u,v)

o (u,v) = (v (u,v),0, (u,v), s (u,v)) yizeyinin spacelike olmasi igin gerek ve

yeter gsart yiizeyin normalinin timelike bir vektor alani, yani
g(N,N) <0
olmasidir. Burada N, M yiizeyinin normal vektor alamdir, [16].

Tanim 2.2.4.

V Lorentz uzayimnda bir yiizey M olsun. M yiizeyi tizerine indirgenmis metrik

Lorentz metrigi ise M ye V de bir timelike yiizey denir, [2].

Teorem 2.2.5. V Lorentz uzaymda bir M yiizeyinin timelike yiizey olmas icin

gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin spacelike bir vektor alani, yani
g(N,N) >0
olmasidir, [16].

Tanim 2.2.7.

x: M — V, M yiizeyinin spacelike immersiyonu olsun. M nin bir p noktasin-

daki sekil operatorii S(p) olmak iizere
K: M — R ,
p — K(p
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K (p) = —det S (p)

bi¢iminde tanmimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (p) degerine
de M nin p noktasindaki Gauss egriligi denir.
x: M — V, M yiizeyinin timelike immersiyonu olsun. M nin bir p noktasindaki

sekil operatorii S(p) olmak iizere

K: M — R ,
p — K(p)

K (p) = det S (p)

bi¢iminde tanmimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (p) degerine

de M nin p noktasindaki Gauss egriligi denir, [2,14,16].
Tanim 2.2.8.

V' Lorentz uzayinda bir ylizey M ve x : M — V. M yiizeyinin spacelike im-

mersiyonu olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatorii S(p) olmak iizere

H: M — R
p — H(p)

H (p) = —5i25 (9)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(p) deger-
ine de M nin p noktasindaki ortalama egriligi denir.
x: M — V, M yiizeyinin timelike immersiyonu olsun. M nin bir p noktasindaki

sekil operatorii S(p) olmak iizere

H: M — R ,

p — H(p)
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H (p) = i ()

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(p) deger-

ine de M nin p noktasindaki ortalama egriligi denir, [2,14].
Teorem 2.2.9.

x : M — V, M yiizeyinin spacelike immersiyonu olsun. M nin Gauss ve

ortalama egriligi, sirasiyla,
_ hathes — h3,

K:
EG—F? "’
e 1 Ghyy — 2Fhiy + Ehagy
2 EG — F?2

dir. Immersiyonun timelike olmasi durumunda formiillerde sadece isaret degisir,

[14,16].

Tanim 2.2.10.
x : M — V spacelike (timelike) immersiyon olsun. M yiizeyinin her noktasin-

daki ortalama egriligi sifir ise M ye maksimal (minimal) yiizey denir, [22].
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3. BOLUM
3.1. 3- Boyutlu Lorentz Heisenberg Grup Yapisi

Bu boliimde Hjs 3- boyutlu Heisenberg grubunun temel yapisi incelenerek bu
grubun 2-adim nilpotent oldugu gosterildi. Bu grup iizerinde sol invaryant Lorentz
metrikler ve ortonormal baz sistemi olugturuldu. Daha sonra Koshul formiilii yardimiyla

baz vektorlerinin birbirleri yoniindeki kovaryant tiirevleri elde edildi.

1 =t
Hj = 01 y|:zytelR (3.1.1)
0 0 1

olmak tizere

Hy; =CxR={(2,t): z€ C,t € R}

dir. Hj3 ciimlesi tizerinde

1 1

70” iglemi tanimlansin. O zaman Hj ciimlesi bu iglemle birlikte bir grup olur.

Bu grubun birim eleman1 0 = (0, 0,0) ve herhangi bir (z,y, z) elemaninin tersi

(‘/L‘>y7 z)_l = (_xv_ya_z) (313)
dir.
Herhangi A, B € Hj igin [A, B] komutatorii

[A,B]=AoBoA''oB™! (3.1.4)

seklinde tanimhdir.
Buna gore

A:(I',y,Z), B = (jag72) €H3



olmak tizere, (3.1.4) den
[A,B] = (z,y,2) 0 (%,9,2) o (z,y,2) o (&,7,2)"
olur. (3.1.3) den
(A, B] = (2,y,2) o (7,9, 2) o (=, =y, =2) © (=T, =§, =)
yazilabilir. (3.1.2) ifadesi burada goz ¢niine alinirsa

A,B] = (z+Z—2—-Z,y+9—y—y,z2+2—z2—Z2+q)
= (0,0,)

1
olur. Burada o = 5(3:@7 — Zy) seklinde elde edilir.
Ayrica [A, B] # 0 dir. Dolayisiyla Hs grubu degigimli degildir.

Lemma 3.1.1.

Hj grubu, 2-adim nilpotent Lie gruptur, [20].
Ispat. A, B, C € H; i¢in
[[A7 B] ) C] = [(07 07 Oé) (x37 Ys, tS)]
(07 07 CV) ($37 Ys, t3) (07 Oa —Cl{) (—ZL‘3, —Ys, _t3)
= (3 —T3,y3 — Yz, @ +t3 — a — t3)
(0,0,0)

dir.
3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde
g1 = —da? 4+ dy? + (zdy + dz)*,
gy = da® + dy? — (zdy + dz)?,

gs = dz® + (zdy + dz)* — (1 — z) dy — d=z)
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ii¢ farkli gekilde ifade edilen Lorentz metrikleri sol invaryant metriklerdir, [20].

3.1.1. Heisenberg Grubunda ¢g; metrigi

Heisenberg grup Hj iizerinde ¢g; Lorentz metrigi;
g1 = —da® + dy? + (zdy + dz)? (3.1.6)

seklinde tanimlanir.

(Hs, g1) e karsilik gelen Lie cebiri igin

0 0 0 0
(531 —&, eg—a—y—ﬂfa, 93—% (317)

sol invaryant vektor alanlar1 bir ortonormal bazdir, [19]. Burada e;, e,, e3 vektor

alanlar1 icin bracket operatorii
[e2,€5] =€ ,[e1,e,] = [e1,e35] =0 (3.1.8)
dir, [19]. Gergekten

[e2,€5] = eje3 —ezey

= (0,1,—2)(1,0,0) — (1,0,0) (0,1, —z)

1 1
= (1,1,—-z+=)—(1,1,—2— =
(L1-atg) - (110 5)

= (0,0,1)

—= el
dir. Digerleri de benzer sekilde gosterilir. Burada

g1 (eh el) = 01 (62762) = -0 (63763) =1, (319)
g1 (917 eZ) = 0 (61763) =0 (927 83) =0
dir.
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Onerme 3.1.2.

g1 = —dz? + dy* + (xdy + dz)2 metrigi i¢in Levi- Civita konneksiyonunun ko-

varyant tiirevlerine ait olan matris

Velel Vel €9 Veleg ) 0 €3 €9
V= Ve,€1 Ve,€2 Vee3 | = 5| ©s 0 e (3.1.10)
Ve3e1 Ve3e2 V93€3 € —€; 0

dir. Burada matrisin (4, j) yinci elemam Vee; (1 <14, < 3) dir.
Ispat. X, Y, Z vektor alanlar icin Koszul formiilii
1
g1 (vXYv Z) = 5 {gl ([XvY] >Z) — g1 ([Y> Z} 7X) + 41 ([Z7X] 7Y)}

bicimde tanimlanir. Burada e, ey, es vektor alanlar1 kullanilarak

91 (Ve e1,€3) = %{91([917611763)—91([61793]ael)+91([e3’el]’el)}

= % {gl (0,83) it (O, e1) + 0 (07 el)}

= 0

elde edilir. ez # 0 oldugundan

Velel =0
dir. Benzer hesaplamalarla,
1
g1 (Ve €2,€3) = 3 {91 ([e1,e2] ,e3) — g1 ([e2, €3] ,€1) + g1 ([e3,€1],€2)}

= % {91 (0,e3) — g1 (e1,e1) + g1 (0,e1)}

oldugundan

1
Ve1 €y = 563
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elde edilir. Diger kovaryant tiirevlerin sonucu, (3.1.10) matrisi elde edilir.
3.1.2. Heisenberg Grubunda g, metrigi
Hi3 tizerinde g metrigi
g2 = dz® + dy? — (xdy + dz) (3.1.11)

seklinde tanimlanir.
(Hs, go) e karsilik gelen Lie cebiri ve (3.1.6) denklemlerindeki e, eq, e3 vektor
alanlar1 igin bracket operatorii (3.1.7) deki gibidir. Burada

—g2 (el’el) = 92 <e27e2> = 92 (63,63) =1, (3112)

g2(e1,€) = ga(er,e3) =ga(es,e3) =0
dir.

Onerme 3.1.3.

go = dx?+dy? — (zdy + dz)2 metrigi i¢in Levi- Civita konneksiyonunun kovaryant

tiirevlerine ait olan matris

Velel Veleg Ve1e3 0 €3 —€9
1
V= Ve,€1 Ve, Vee3 | = ) €3 0 € (3-1-13)
Ve3e1 Ve3e2 Ve3e3 —€9 —€; 0

dir. Burada matrisin (¢, j) yinci elemam Ve,e; (1 <i,j < 3) dir.

Ispat. Burada ey, ey, e vektor alanlar kullanilarak, Koszul formiilii yardimiyla

0 (Veeres) = 3o (ler el es) — o (leresl ) + o (fes.e) o))

= % {92 (0,63) — g (0, 81) + g2 (07 el)}

=0
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elde edilir. ez # 0 oldugundan
Velel =0

dir. Benzer olarak

g2 (Ve €3,89) = %{92([817931792)—92([93762]ael)+92([e2»el]»es)}

= % {92(0,e2) — g2 (—e1,€1) + g2 (0,e3)}

oldugundan

Veleg = —562

elde edilir. Diger kovaryant tiirevlerin sonucu, (3.2.13) matrisi elde edilir.
3.1.3. Heisenberg Grubunda g3 metrigi
H tizerinde g3 metrigi
gs = da? + (zdy + dz)* — (1 — 2) dy — dz)? (3.1.14)

seklinde tanimhdir.

(Hs, g3) e karsilik gelen Lie cebiri igin

. % % o 0

a0 e228_y+(1—$) a, egza—y—.f& (3115)

sol invaryant vektor alanlari bir ortonormal bazdir. Burada eq, ey, e3 vektor alanlar:

icin bracket operatorii

[e2,e35] =0, [e2,€] =es, €] =er—e; (3.1.16)
dir. Burada,
gs (e, e;) = gs(eq,ey) = —gs(es, e;) =1, (3.1.17)
gs(er,ey) = gs(er,e3) =gz (e e3) =0
dir, [19].
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Onerme 3.1.4.

g3 = dz*+(xdy + dz)*—((1 — x) dy — dz)” metrigi icin Levi- Civita konneksiyonu

Vee1 Ve er Vg3 0 0 0
V=1 Vees Veer Vees | = | e—e —e —e (3.1.18)
Ve3e1 Ve3e2 Ve363 €, —€e3 —e; —e;

dir.

Ispat. Burada e;, s, e3 vektor alanlar kullamlarak, Koszul formiilii yardimiyla

93 (Ve,€2,€1) = %{93([92762]791)—93([92761]762)+93([el7ez]792)}

1
= 3 {95(0,e3) — g3 (e2 — e3,€3) + g3 (—ex +e3,e7)}

oldugundan

Ve2 €y — —€;

elde edilir. Diger kovaryant tiirevlerin sonucu, (3.1.18) matrisi elde edilir.

Teorem 3.1.5.

3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde tanimlanan

gs = da? + (zdy + dz)* — (1 — 2) dy — dz)* (3.1.19)

Lorentz metrigi flattir, [19].

Ispat. g3 metriginin flat oldugunu gostermek icin

R(ei,e3) = R(ej,e3) = R(ez,e3) =0
oldugunu gostermeliyiz. Egrilik tensorii icin
R(2,y) = Viy — V.V, +V,V,
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formiilii kullanilirsa

R (el, e3) = V[ehe?)} — Vel Veg + Vesvel
= Veyo, — 040

= 0,

R (el, 62) = V[ehez] — Ve, Ve, + Ve, Ve,
= ve3762 —0+0
= 0,

R (e, e5) = Vies,es] = Ves Ves T Ves Ve,
= 00—V, Ve, + Ve, Ve,
= 0

elde edilir. Boylece g3 metrigi flattir.
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4. BOLUM

Bu boliimde, 3- boyutlu Heisenberg grubu iizerinde bazi diferensiyellenebilir
fonksiyonlar yardimiyla verilen yiizeylerde indirgenmis metrikler elde edildi. Daha
sonra bu yiizeylerin minimal ve maksimal olma sartlari incelenerek Gauss egrilik-
lerinin gesitli karekterizasyonlar1 verildi. Ayrica, bu yiizeylerin yonlendilerilebilir

olma sartlar1 incelendi.

4.1. 3- Boyutlu Lorentz Heisenberg Grubunda Spacelike ve Timelike
Yiizeyler

3— boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda bir M yiizeyi f (z), g (y) ve h(z,y)

differensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

Y (z,y)=(f(2),9(),h(z,y)) (4.1.1)

parametrizasyonu ile verilen bir spacelike (timelike) yonlendirilebilir yiizey olsun.
3— boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda bu yiizeyin minimalligini (maksimalligini)

karakterize edelim.

Teorem 4.1.1.

M, (Hs, g1) de bir spacelike minimal yonlendirilebilir bir yiizey ise

Y (z,y)=(f(),9W),—f(@)g(y)+f(@)cr+e), aa>g(y)

dar.

Ispat. Kabul edelimki (4.1.1) de verilen M yiizeyi minimal olsun. < (x,y)
nin x ve y ye gore tiirevleri alinip, (3.1.7) denklemlerine gore gerekli diizenlemeler

yapilirsa, sirasiyla,

Y, (T,y) = he (z,y) e + ' (x) es, (4.1.2)



by (z,y) = (f () g (y) + hy (z,9)) €1 + ¢ (y) €2 (4.1.3)
elde edilir. Burada kisahgin hatiri icin ¢, (z,y) , ¥, (2,y) , he (z,y) , hy (,y) yerine,
sirasiyla, ¢, ¥, he, h, ifadeleri kullanilacaktir. (4.1.2) ve (4.1.3) den I. temel

formunun katsayilari

E = g1(¢,,%,) =hi— f*(x), (4.1.4)
F = g1 (¥n,) =ha (f () g (y) + hy), (4.1.5)
G = g (¢,1,) =9W)+(f(@)d ) +h)’ (4.1.6)

elde edilir. M ytizeyi spacelike bir yiizey oldugundan ¢, ve v, spacelike olup, (4.1.5)
ve (4.1.6) dan

E > 0=h>f?(2), (4.1.7)

G > 0=¢%(y)+(f(2)g (y) +hy)* >0 (4.1.8)

dir. F'=0i¢in, M yiizeyi iizerinde indirgenmis metrik elde edilir. Buna gore (4.1.5)
den,

he (f () g (y) +hy) =0 (4.1.9)

olmalidir. (4.1.9) ifadesinin saglanabilmesi i¢in ii¢ durum mevcuttur.

1. Durum h, = 0 ve (f (x) ¢ (y) + hy) # 0 ise; h, = 0 oldugunda F = — f"

olur. Bu ise 9, vektor alaninin spacelike olmas ile celigir.
2. Durum h, # 0 ve (f (z) ¢ (y) + hy) =0 ise

W, y) = —f(2)g(y) + c(2) (4.1.10)

elde edilir. Buna gére bu durumu agiklayalim:

(4.1.1) parametrizasyonu ile verilen, M yiizeyinin /. temel formunun katsayilari

F = 0, (4.1.12)
G = ¢*(@y) (4.1.13)
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dir. (4.1.11), (4.1.12) ve (4.1.13) ifadelerinden M yiizeyine goére, indirgenmis ¢;
metrigi

g1 = (h3 — f* (w)) da’ + ¢ (y) dy? (4.1.14)
seklinde bulunur. Buna gore M yiizeyinin lokal ortogonal baz sistemi, (4.1.2), (4.1.3)
ve (4.1.11)- (4.1.13) den

V. (2,y) = heer + [ (2)es, (4.1.15)

Uy (2,y) = ¢ (y)ey (4.1.16)

olup, (4.1.15) ve (4.1.16) dan

—e; e e;
Yy xb, = det| B, 0 f(x)
0 ¢ 0
= f'(z)d (y)er+hug (y)es

olur. Buradan
[ x 0[] = o' (v) VI () — B2
olup, yiizeyin birim normal vektor alani,

N = ! (f, ((L’) e + ]’Lzeg) (4117)

V72 () = B

seklinde elde edilir.

M yiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi, {E;, E,}, sirasiyla,

Y, (2,9)
B 4, @ )5 4.1.18
T e @l (4.1.18)
- s e+;e
FEVE=@ )
¢y<l’,y) 1
e = = 4.1.19
> TGl dw° (4.1.19)
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yazilir.

M yiizeyinin yonlendirilebilir olmasi igin,

g1(N,e3) = ¢ ( 7 (i) =] (f' (z)er + hpe3) ,e3> (4.1.20)
h,
RGN
olmalidir. O halde M yiizeyi yonlendirilebilir ise A, > 0 olur.
M yiizeyinin Vg, Eq, Vg, Es, Vg, E; ve Vg, E; konneksiyonlari, (4.1.18), (4.1.19)
ve (3.1.10) dan

(
—f”() — [ (@) has)er
+haf' (x) (hy = [ (2)) e2 + 2 (2) (f' (2) [" (2) = hohaa) €5},

Vi — ! (= (2) €1+ hues) | (4.1.22)

2f" (x) ' (y) /i — 7 ()

Ve, B = iy = 2hey ' (2) = /() {f'(z)e1 + hyes}, (4.1.23)

2f" (@) g’ (y) (02 = 7 ()"

VB, = LW, (4.1.24)

dir. (4.1.17) ve (4.1.21)- (4.1.24) ifadelerinden, M yiizeyinin /7. temel formunun

katsayilari,

hll = 01 (VElEl,N)
1
= (@) haw — " (2) B 4.1.25
Fry e gy e e ) )

olup, benzer olarak
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h12 = 01 (VElEg, N) (4126)
B f? (x) + 13
2f" (x) g’ (y) (h3 — [ (x))’

hay = g1 (Ve,E1,N) (4.1.27)
f/2 (x) + 2hmyf/ (ZE) — h?c
21" (z) g' (y) (h — 1 (2))

hae = ¢1(VE,Es,N) (4.1.28)
=0

bulunur. O halde M yiizeyinin ortalama egriligi,(4.1.11)- (4.1.13) ve (4.1.26)- (4.1.28)

denklemlerinden
LU (@) e = [ (@) ) £1.29)
27 (@) (k2 = £ (@)
olur.
M yiizeyi minimal oldugundan
F (%) haw — £ (2) By = 0 (4.1.30)

diferensiyel denklemi elde edilir. (4.1.30) denkleminde, (4.1.10) goz 6niine alinirsa

F@)d (@) — f"(2)d (z) =0 (4.1.31)
elde edilir. Burada
f'(z) =p(x)
ve
¢ = u(z)
denirse



olur. Boylece (4.1.30) denkleminden
clx)=f(z)c1 + co (4.1.32)
elde edilir. Burada ¢; ve ¢ integral sabitleridir. (4.1.30) ve (4.1.32) den
h(z,y)=—=f(@)gy) +f(@)a+c (4.1.33)
bulunur. Yiizeyin yonlendirilebilir olmasi igin (4.1.20) den h, > 0, yani
he (2,y) = f(2) (=g (y) + 1) >0 (4.1.34)
olmahdir. Yiizey spacelike oldugundan h? > f" olup
1> g(y) (4.1.35)

elde edilir.
Boylece

V(x,y) = (f(x),9W),—f(2)g(y)+ f(x)cr+ca) (4.1.36)

yiizeyi, g1 metrigi ile verilen Lorentz 3— boyutlu Heisenberg grubu (Hs, g1) de bir

spacelike yonlendirilebilir minimal yiizeydir.

3. Durum h, =0, (f(z)¢ (y) + hy) = 0 ise h, = 0 olamayacag: 1. Durumda
gosterildi.

Ornek 4.1.2.

3— boyutlu Lorentz Heisenberg grubu (Hs, g;) de
. ) )
Y (z,y) = <smx,cosy,sm:c(§ - cosy)) (4.1.37)
yiizeyi verilsin.Bu yiizey i¢in indirgenmis metrik
)
g1 = cos’x ((5 —cosy)? — 1) dz? + sin? ydy? (4.1.38)
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dir. M yiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi

)
— —Ccosy 1

El = 2 e +
cosx\/(g —cosy)?—1 cosx\/(g —cosy)?—1

elde edilir. (4.1.39) den M yiizeyinin /. temel formunun katsayilari

5 2
E = COS2J}((§ - Cosy> - 1),
F—0,

G = sin’y

olur. M yiizeyinin Vg, E1, Vg, Es, Vg, E; ve Vg, Es konneksiyonlar:

1 )
Ve, E; = {tan x(§ — cosy)e;

cos2x\/(g — Cosy)2 -1

)
+ sec ZL‘(§ — cosy)ey + tan res},

COS T 5)
Ve, Es = — {—e; + (5 — cosy
2 cos? z sin \/(é — cos )2 —1
) 2 Y
5 2 .
5 — COs —2siny — 1 5
Ve,E1 = — G ) Y {e1 + (= —cosy)es
2sinycosx(g —Cosy) 2
cos
VE2E2 = —= 3y €2
sin® y
dir. M yiizeyinin birim normal vektor alani, (4.1.17) den
1 5
N = (61 + (= —cos y)eg)
\/(é — cos )2 -1 2
2 Y
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€3, E2:_

1

sin y

(4.1.39)

€9

(4.1.40)

(4.1.41)

Jes}, (4.1.42)

(4.1.43)

(4.1.44)

(4.1.45)



bulunur. M yiizeyinin 1. temel formunun katsayilari

1+ (3 —cosy)?
By = cos x( Cosy ) (4.1.46)

2s1ny((g cosy 1)

_cosz(l+2 siny — cos® 1)
ho1 =

2siny <(g—cosy) —1)
hgg - O

olur. (4.1.40) ve (4.1.46) denklemlerinden
H=0

oldugu goriiliir. Boylece M yiizeyi minimaldir.

-10 -05 00 05 10
T

(Hs,g1) de v (x,y) parametrizasyonu

ile verilen minimal yiizey

M, (Hs, g2) de bir spacelike minimal yonlendirilebilir bir yiizey ise go metrigi

yardimiyla Teorem 4.1.1 e benzer sekilde agagidaki sonuclar elde edilebilir:
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Sonug 4.1.3.

hy, =0ve (f(z)¢ (y) + hy) #0ise h(y) =9 (y) ve ¢’ (y) < 0 olmak iizere

g" (y)(—f’3 (=) g () + 29" (W) V' (y) = 3% (x) ¢° (v) V' ()

+F () g? () (6% () + 392 () + (f () ¢ ()

+19'( (S (w)g'( ) (f (2) g (y) + 9 (v) = f () g% (v))
+9" (y) (=™ (y) + (f () ¢ (v) + 9" (W))(9” (v) 9" ()
+¢' (y) (f (2) g () + ' (y))) = 0

dir.

Sonug 4.1.4.

hy, # 0 ve (f (z) g (y) + hy) =0ise f' (z) < 0 olmak iizere

F1(@) hao(f7 (2) = h2) + ha(=2f" (2) f" (2)
+f" (@) he + 7 (2) f7 (2)) = 0

dir.

Sonug 4.1.5.

hy =0ve (f(z)¢ (y)+ hy) =0 ise

Y (x,y) = (pqy+t,—p(qy+1t) + c2)

dir. Burada p, q, t, co sabit reel sayilardir.
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Ornek 4.1.6.

(Hs, go) de M yiizeyi
Y (x,y) = (3,4y + 5, —3(dy + 5) + 8) (4.1.50)
parametrizasyonu ile verilsin. g, metriginin M yiizeyine gore indirgenmis metrigi
G2 = 9dx* + 16dy> (4.1.51)
yazilir. Yiizeyin birim normal vektor alani
N=—¢

olur. M yiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi

1
E, = 593;

1
E2 = ZeQ

dir. Burada
hir = hig = hoy = hoe =0

olur ki, bu da M nin bir minimal yiizey olmasidir.

(Hs,g2) de 9 (z,y) parametrizasyonu

ile verilen minimal yiizey
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Sonug 4.1.7.

M, (Hs, g1) de bir spacelike yonlendirilebilir bir yiizey olsun. (4.1.11)- (4.1.13) ve
(4.1.25)- (4.1.28) denklemlerinden yararlanarak V p € M noktasindaki M yiizeyinin
K (p) Gauss egriligi

(f? () +h2) (f* (x) = h2 + 2’1?{’ () (4.152)
2f' () g (y) (h2 — [ (2))”

K(p) =
dir.

M, (Hs, go) de bir spacelike yonlendirilebilir bir yiizey olsun. Sonug 4.1.7.e ben-
zer olarak, M yiizeyinin Vp € M noktasindaki K (p) Gauss egriligi igin agagidaki

sonuclar elde edilebilir:

Sonug 4.1.8.

hy, =0 ve (f(x) ¢ (y) + hy) # 0 ise ¢’ (y) < 0 olmak iizere
K(p) = ! —(2f ()" ()~ 9" () (" )
415 @) 9% () (97 W) = (F (@) 9 1)+ ))°)
+(f @) @)+ ®))

—(fg +0') (9'2 +(fg + ') — 2f’g’2)}

dir.

Sonug 4.1.9.

hy, # 0 ve (f(z) g (y) + hy) =0ise f' (z) < 0 olmak iizere
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f? (@) — b3 — 2f" (x) hay
K = — 4.1.54
v 27 (x) g (y) (h2 = 7 (2))** ( )
dir.
Sonug 4.1.10.
hy, =0ve (f ()¢ (y)+ hy) =0 ise
K(p)=0 (4.1.55)

dir.

Teorem 4.1.11.

M, (Hs, g1) de bir timelike yonlendirilebilir bir yiizey olsun. M maksimal yon-

lendirilebilir bir yiizey ise
i) ¢’ (y) > 0ve f(x)¢ (y)+ hy, > 0 olmak tizere

9" () (=12 () §° (y) = 29" (v) V' (y) = 3% () 9" (y) V' ()

9% (y) = f () g' (v) (6" (v) + 39 (y)) + 9" () V" (v)) (4.1.56)
—g' (y) (f (@) g (v) + V' () (29" (v) 9" (v)

+29' (y) (f () ¢’ (y) + 9" (W)(f () ¢" () + 9" (y)) = 0O

olur.

ii) f'(x) > 0 olmak iizere

b (2y) = (f (£) .9 (5) —F () g () + L) (4.1.57)

C2

duir.
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iii)
Uz y) = Pqy+t.—plgy+1) +c2) (4.1.58)
dir.
Ispat. Kabul edelim ki (4.1.1) ile verilen yiizey maksimal olsun. ¢ (z,y) nin

ve y ye gore tiirevleri (4.1.2) ve (4.1.3) de verildigi gibi olur. M yiizeyi timelike bir
yiizey oldugundan, (4.1.4)- (4.1.6) den

E < 0=h<f?(2), (4.1.59)

G > 0=g2@)+(f(2)d (y)+h)* >0 (4.1.60)

bulunur. F' = 0 oldugunda, M yiizeyi iizerinde indirgenmis metrik elde edilir.
Boylece

F=0=h,(f(x)g' (y)+hy)=0 (4.1.61)

dir. Burada h, (f (x) ¢’ (y) + hy) = 0 olmast i¢in ti¢ durum mevcuttur.

1. Durum h, = 0 ve (f (z)¢ (y) + hy) # 0ise E = —f? ve h(x,y) = 9 (y)

olur. Boylece M yiizeyinin I. temel formunun katsayilari

E = g (W,¢,)=—f*(z),
F = 0, (4.1.62)
G

= W+ (@9 W)+ 1)
olur. (4.1.62) denklemlerinden, g; metriginin M yiizeyine gore indirgenmis metrigi
g == (@) da® + (g2 () + (f (0) g () + V' (9))°) dy? (4.1.63)
olarak elde edilir. Buna gore

Vo (zy) = f(2)es, (4.1.64)

U, () = (f(@)d () +7 () er+ 9 (y) e,



M yiizeyi igin lokal ortogonal vektor alanlaridir. M yiizeyinin birim normal vektor

alani, (4.1.64) ifadelerinden
N = : (o (y)er + (F (1) g/ () + 7 (y)) ) (41.65)
Vor ) + (7 (@) g )+ ' W)

bulunur.

M yiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi

E, = %eg, (4.1.66)
B, — f@) g (y) +9 ) o + 1 o,

OO+ @I+ W) P+ (@ )+ )
dir.

Yiizeyin yonlendirilebilir olmasi igin ¢g; (N, e1) > 0 ve g; (N, e2) > 0 olmalidir.

Bu nedenle
9 (v) _ 9 (v)
9i( 2e1, e) = 5
Vo? )+ (F (@) g () + ' ) Vo? )+ (@) g )+ ' ()
(4.1.67)
olup ¢’ (y) > 0 ve
o f@) g )+ (v) e €5) = f@)g () +9 ()
V2 )+ (f (@) g () + ' ()’ Vor )+ (@) g )+ ()
(4.1.68)

f(x)g (y) + hy > 0 olmas: yiizeyin yonlendirilebilir olma sartlaridir.
M yiizeyinin Vg, E;, Vg, E2, Vg,E; ve Vg,E,; konneksiyonlari, (3.1.10) dan
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yararlanilirsa

f" (x)

VElEl = _f/3 (x)eg, (4169)
VB, = : R CIaOran
21/ (2)9' (v) (97 W) + (F @) ¢ () + V' (1))°)
) (9% )+ (F @9 )+ @)) e (4.1.70)

+((g’2 (y) + (f (@) g (y) + (y))2> (f () d (y)+ 7 (y))
—=2f" () g% (y) (f () ¢’ () + V' (y)))e2},

VE2E1 = {g, (y) (S31 (4171)

Ve,Er = A= () g% (v) 9" (y)

1
() (92 W)+ (f @) g/ () + 7 (1))
Y (y) (4.1.72)

elde edilir. Boylece, M yiizeyinin /1. temel formunun katsayilari, (4.1.65) ve (4.1.69)-
(4.1.72) denklemlerinden, sirasiyla,
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hiy = 0, (4.1.73)

by = 1 {2 (@) 6° )
21" (@) 9 (v) (97 () + (f @) ¢ ) + V' (0))°)
' ) (92 W) + ( (@) g W) + V' ))°) (4.1.74)

(@) g W)+ @) (62w + (@) )+ ) =2 ()92 () 1

b = ! ) YW+ @ W)+ ) (@L75)

21/ (2) (92 (W) + (f (@) ' (1) + 7 )

= 1 e ) (1 @) g ) (4.1.76)
g ) (97 0) + (@) g )+ 1)°)
—2¢" (y) V' (y) — 3% () ¢° () V' (y)
=07 (y) = f () g () (9" (v) + 397 () + 9" () V" (1))
(

=g () (f (@) g () +0" () (9" (W) " (W) + (f () g" (v) + " (W)(f (x) 9" (y) + 9" (v))

olur. Bu durumda, (4.1.62) ve (4.1.73)- (4.1.76) denklemlerinden, M yiizeyinin
ortalama egriligi
H = - : AT W)~ () g )
2f7g' (9’2 +(fg' + 19’)2>
=29 (y) ' (y) — 3% () g% (y) V' ()
—9%(y) = f () g' (v) (¢ (v) +39% () +¢° () V" (y)) (41.77)
—g W) (f (@) g' (y) + ¥ ) (¢ (v) 9" ()

+(f () 9" (y) + 9" W)(f (=) g" (y) + 0" (v))}

seklinde bulunur.

o4



Yiizey maksimal ise (4.1.77) den

9" ) (= () 4% (y) — 29" (v) V' (y) = 3f* (2) 4 (1) V' (y) — 9" (v)

—f (@) g (y) (9% (y) + 397 (y)) +¢° (v) V" (v))

9 W) (f(x) g (y) +9"(v) (29 (v) " (v) (4.1.78)
+2(f () g () + 9 W)(f () ¢" (y) +9" (y)) = 0

dir.

2. Durum h, # 0 ve (f(z)¢' (y) +hy) = 01ise h(z,y) = —f (z) g (y) + k ()

olur. (4.1.1) parametrizasyonu ile verilen yiizeyinin /. temel formunun katsayilary

= hl—f?(2),
— 0, (4.1.79)
= ¢%(y)

seklinde bulunur. (4.1.79) denklemlerinden g¢; in M yiizeyine gore indirgenmis
metrigi
g1 = (h2 = [ () da® + g* (y) dy’ (4.1.80)

elde edilir. Burada v, timelike vektor alan1 oldugundan
hy < f* (@)
dir. Buna gore
e (2,y) = ho(z,y)er+ [ () es, (4.1.81)
by (2,y) = 4 (y)e

olur. Yiizeyin birim normal vektor alam (4.1.81) denklemlerinden

1
|/ (x) = hZ]

95

(f' (z) er + hye3) (4.1.81)




yazilir.

M yiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi

h 1
E, = 1T —F/—— €3,
FaVE-_rw R
EQ = Leg (4182)
g (y)

seklindedir.

Yiizeyin yonlendirilebilir olmasi i¢in g; (N, e;) > 0 olmalidir.

1
|/ (x) = hZ]

/' ()
|/ (x) = hZ]

g1 (N,e1) = g1 ( (f (x)e; + hyes) ,81) -

olup
I (z) >0,

yiizeyin yonlendirilebilir olma sartidir.

Yiizeyin Vg, Eq1, Vg, Es, Vg, E; ve Vg, Ey konneksiyonlari, sirasiyla,

1 () F" (x _//x2_/3m e;
VeBl = sy Sy & @1 @) e = () = S ) )

+hy f' (2) (B = f2 (@) e2 + 2 (2) (f (2) f" (2) = hohaa) €3},

1
\Y% 1E2 = —f(z 1+ hy s
i 2 @ ) TR g et e

hZ — 2hy, ' (z) — /7 (x)

Vg, E s1f 1+ hyes},

B g ) (P () — gy o (e haesd
a0

Vet 72 ()"

seklinde elde edilir. Boylece, M yiizeyinin I]. temel formunun katsayilari, sirasiyla,
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agsagidaki sekilde

1
hll = ! Zz ]’wa— " T ha: s 4.1.83
G S @k = @) (018)

hiz = — (F2(z) + ho) (4.1.84)

29" (y) (f? (x) = h3)’

(@) + 2k f () — R
" = S 7 ) (P (@) — h2) (4.1.85)

bulunur. /. ve I]. temel formun katsayilarindan, M yiizeyinin ortalama egriligi

L@ e — ' (@)

Rk —
dir. Yiizey maksimal oldugundan, (4.1.87) ifadesinden
f (@) haw — f" (2) hy = 0
elde edilir. Boylece
f' () >0
olmak {izere,
U (z,y) = (f (@).9(),~f @) g ) + (2 Cl) (4.1.88)

(Hs, g1) de bir yonlendirilebilir maksimal yiizeydir.

3. Durum h, =0 ve f(z) ¢ (y) + h, = 0 olmak tizere M yiizeyinin, I. temel

formunun katsayilar1 sirasiyla, asagidaki gibidir;

- 1@,

G = ¢”°).
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Burada

1se

dir. Boylece
he = =f'(2) g (y) + ¢4 (2)
bulunur. h, = 0 oldugundan, p sabit bir reel say1 olmak {iizere
f(z) =pvecy(x)=sbt

elde edilir. O halde

V(y) = —pg (y) + c2

dir. Burada h(z,y) = ¥ (y) dir. Boylece g metriginin ¢ (x,y) yiizeyine gore in-
dirgenmis metrigi

G = —p*dz? + ¢”?dy? (4.1.89)
olur. Buna gore

wx (‘Tuy) = pes,

by (zy) = g W)e
elde edilir. M yiizeyinin birim normal vektor alani

N:e1

bulunur.

M vyiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi

1

El = —eg3,
1
E, = ——e
A ()

o8



olur.

Yiizey yonlendirilebilir ise

g1(N,e1) =gi(e1,e1) =1

yazilir. M yiizeyinin Vg, E;, Vg, Eo, Vg, E; ve Vg, E; konneksiyonlari, sirasiyla,

Ve, Ei = 0,

Vel = _2pg}(y)e1’
Vel = 2pg}(y)el’
cor - Ebe

hll = 07

h12 - 07

h21 = 07
9" ()

By — —
. 9° (y)

olarak elde edilir. Boylece, M yiizeyinin ortalama egriligi

9" (y)
217 () g° (y)
bulunur. O halde H = 0 ise (4.1.91) den

H:

g(y)=qy+t

olur.

Boylece
Y (2,y) = (p.qy+t,—p(qy +t) + c2)

yiizeyi, (Hs, g1) de yonlendirilebilir maksimal bir yiizeydir.

29

(4.1.90)

(4.1.91)

(4.1.92)



M, (Hs, g2) de bir timelike yonlendirilebilir yiizey olsun. A nin maksimal yon-
lendirilebilir bir yiizey ise Teorem 4.1.11 e benzer sekilde asagidaki sonuclar elde

edilebilir:

Sonug 4.1.12.

he =0ve (f(z) g (y) +hy) # 0 ise
F@)g () +9 () >0, g% ) < (f(2)g (y) +V ()

olmak {izere

9" () (=7 () g (y) + 26" (y) V' (y) = 3f* () ¢° () V' (y) =9 () ' (v)
(v) (¢ (y) + 30" ())
+(f (ﬂf)g' () + 9" W) () g (v) (f () g () + ' () (4.1.93)
—f (@) g% () + 9" (y) (=" (v) + (f (2) g’ (v) + 9" ) (9" (v) ¢" (v)
9 y) (f(@)g (y) +9 () =0

12

z)g

dir.

Sonug 4.1.13.

h, # 0 ve (f (z) ¢ (y) + hy) =0 ise h, > 0 olmak {izere

P (@) haa(f7 (@) = B3) + ho (=2 (2) f7 (2) + " (&) ho + 7 (2) f" (2)) = 0 (4.1.94)

dir.
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M, (Hs, g;) da bir timelike yonlendirilebilir yiizey olsun. (4.1.62) ve (4.1.73)-
(4.1.76) denklemlerinden yararlanarak ¥ p € M noktasindaki M yiizeyinin K (p)

Gauss egriligi i¢in agagidaki sonuclar elde edilebilir:

Sonug 4.1.14.

he =0ve (f(z) g (y) + hy) # 0 ise
f@)d (y)+9" >0, g (y) >0

olmak iizere

2f"g' <9’2 + (fg +7') )
+(f (@) g ) +9 ) (%) (4.1.95)
—2f () g% () + (f () ¢’ () + V' ())°)
W) (92 W)+ (f (@) g )+ B)*))
dir.
Sonug 4.1.15.

he # 0 ve (f (z) g (y) + hy) = 0 ise h2 < f" (x) olmak {izere

(f? (z) + h2)(f” (x) + 2hay f' () — B3

(4.1.96)
Af' (z) g (y) (k3 — f? (2))

K(p)=—

dir.
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Sonug 4.1.16.

he = 0 ve (f ()" (y) +hy) =0
K(p)=0 (4.1.97)
dir.
M, (Hs, go) da bir timelike yonlendirilebilir yiizey olsun. Vp € M noktasindaki

K (p) Gauss egriligi i¢in agagidaki sonuglar yazilabilir:

Sonug 4.1.17.

he =0 ve (f(z) g (y) + hy) # 0 ise
9* () > (f (@) g () +9 (), f(z)g (y) +9 (y) >0

olmak tizere

K@) = - 1 (o () (27 (1) 9° ()
20" @) g ) (92 () = (F (@) ¢ () +0)°)
— W) (97 (1) = (f () ¢ (W) + 7 (v))°) (4.1.98)
(@) g W)+ @) (92 + (@) g )+ ) +2f (2)9% ()

+ (9 W) (W + @9 W)+ @))))

dar.

Sonug 4.1.18.

he #0ve (f (z) ¢ (y) + hy) = 0 ise h2 < [ (x) olmak iizere

_ i (z) — hi —2f g,
2172 () g* () (h2 — £ (x))*?
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dir.
Sonug 4.1.19.

h, =0ve (f(x)d (y) + hy) =0 ise 0 zaman
K (p) =0 (4.1.100)
dir.

Teorem 4.1.20.

M, (Hs, g3) da bir spacelike yonlendirilebilir yiizey olsun ve (4.1.1) parametriza-

syonu ile verilsin. M minimal y6nlendirilebilir bir yiizey ve
g (y) <0ven <g'(y) (% —f (w)>
olmak {izere
A () =g (y) A1 = f (@) —=(f (2) g (y) + 7' () = 0 (4.1.101)

dir. Burada

A= g () (=2 (x) g% (y) = 30" (y) + 29" W) (y) =57 (y) f (z) g’ ()

+f () g% W)+ 0" W) (—9” W)+ 4 W) () + [ (2) 9” (v)),

T = ¢ WG W) +g W' (y) (=34+5f(x)+ g% (y) (L =3f (x) + 2/ (2)))
—n"(y) (¢ (y)n' (y) + [ (x))

ve

dir.

63



Ispat. M yiizeyinin o ve y ye gore tiirevleri (3.1.15) den, sirasiyla,
U, (z,y) = ' (z) e1 + hyex — hees, (4.1.102)
ve

U, (@,9) = (f () g (y) + hy (x,9)) €2+ (¢ (y) (1 = f(z)) —hy)es  (4.1.103)

olur. Boylece, (4.1.102) ve (4.1.103) denklemlerinden, M yiizeyinin I. temel formu-

nun katsayilari, sirasiyla,

E = f,2 (1’) )
F = hd (y), (4.1.104)
G = ¢ ) (=g () +2¢ () f (z)+ 2h,)

dir. M yiizeyi spacelike bir yiizey oldugundan 1, ve 1, spacelike olup gerdikleri

altuzay da spacelike olacaktir. Boylece
E = f?(x) >0, (4.1.105)
G > 0=4¢ ) (¢ (v)+2¢ (v) f(x)+2h,) >0 (4.1.106)
yazilir. ' = 0 alinirsa v yiizeyi iizerinde indirgenmis metrik elde edilir. Boylece
F=0= h,g (y) =0 (4.1.107)

bulunur. Burada (4.1.107) denkleminin saglanmasi igin ii¢ durum mevcuttur:

1. Durum h, =0, ¢’ (y) # 0, ise E = f? () olur ki boylece E > 0 saglanir.
Burada ¢' (v) (—¢' (v) + 24’ (y) f (z) + 2h,) > 0 saglanmaldir. h, = 0 oldugundan

h(z,y) =n(y)
olsun. M yiizeyinin . temel formunun katsayilari, sirasiyla,
= f?(2),
= 0, (4.1.108)
G = g (=9 W) +29 W) f(x)+27(y))
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dir. Boylece (4.1.108) denklemlerinden, g3 metriginin M yiizeyine gore indirgenmisi

g3 = [?(x)da* + (¢' (v) (=d' (v) + 29 (v) f () + 20 ())) dy’ (4.1.109)
seklinde elde edilir. Buna gore, M yiizeyinin x ve y ye gore tiirevleri, sirasiyla,
Uy (,y) = f(2)e, (4.1.110)
Uy (zy) = (f@) g )+ W)ex+ (g (y) (1= f(2) =7 (y))es

olur. (4.1.110) denklemlerinden yiizeyin birim normal vektor alam

No MW -9 (1 — @) et (f@)gy) +1'{y))es (4.1.111)
VI=9' W) (=g () +29' (v) f (@) + 217 ()]

bulunur.

M yiizeyi iizerindeki lokal ortonormal baz sistemi, sirasiyla,

E1 = f’ (gj) e, (41112)

| , .
B = N OO OO (y))((f (@) g () + 1 (1))es

+(g () (L= f(x) =" (y))es

olur.

Yiizeyin yonlendirilebilir olmasi i¢in, g3 (N, e3) < 0 olmalidir. O halde

(7 () — g (y) <1 —f (@) es+(f (£) g (v) +1' ) >>

VI—9 ) (=g (y) + 24 (v) f (=) + 27/ (v))]
) Vgt 10 s,
VI=9 @) (=g (y) +2¢' (v) f () + 207 (y))]

g3 (N,e3) = g3 (—

olup
f(@) g (y) +n'(y) <0
ise ylizey yonlendirilebilirdir. (4.1.106) ve (4.1.113) birlikte diigtiniiliirse

4 ) <0ver )< ) (5~ 1) (4.1.114)
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elde edilir.
Yiizeyin Vg, E, Vg, Es, Vg, E; ve Vg, E; konneksiyonlari, (3.1.18) den, sirasiyla,

_ @)
N
1

VElEQ = 3/2 —1 xXr ! ! (D)

@ @)D a @) 27 @) {(=1+ 7 @) g ) +1" )

—(f(x)g" (y) +n' (y)) es}
Ve, By = — 1 {es —e3}
e f@ A+ @) 3@ VT W) (=g W) +2d W)@ +2n @)
Ve, E; = 1 31— () (9" (¥) — 9" (v)

(9" (y) (=g (y) +29' (y) f (x) + 217 (y)))
+24¢" (y) f (x) + 21 (y))))e1 + Aes + mes}

bulunur. Burada

)\ _ g//<_2f2g/2 o 37]/2 + 2g/?7/ o 577/fg/ + fg/2) + h//(—g/2 4 g/n/ + fg/2)7

T = ¢'"Gn?+gn (=3+5f)+4g% (1 =3f+2f*)—h"(g'n + f)

dir. Boylece, 1. temel formunun katsayilar1 da, sirasiyla,

=0 (4.1.115)
1 /
b = e (1 S ()9 )
+0' W) (y) =g (y) (1 = f (2))) (4.1.116)
+(f (@) g () +1 W)},
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1

= T @R W) A T @) ) (¢ 0) 20 ) () - 27 (3)
(2 () +2f (2) 9 (4) + ¢ ()}, (4.1.117)
hae = ! A () (4.1.118)

V9 W)(—=9g (v) + 29" (y) f (x) + 27 (y))?
—g' (y) (L= f () —7(f(x)g" (y) +1' ()}

seklinde elde edilir. Yiizeyin I. ve 1. temel formunun katsayilarindan

1 ,
"o 2\/—f/2 (—9' (y) + 29’ (y)f(x)+2n’(y))2{A(n W) L)

- () (A—f ( ) —=(f (x) g (y) + 1" (v)}

dir. H =0 ise (4.1.119) dan
AW (W) =g () A= f () —7(f (2) g (y) + 7' (y)) =0
bulunur.
2. Durum h, # 0 ve ¢’ (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir ¢eligkidir.
3. Durum h, =0 ve ¢’ (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir geligkidir.

Sonug 4.1.21.

M, (Hs, g3) de bir spacelike yonlendirilebilir yiizey olsun. (4.1.108) ve (4.1.115)-
(4.1.118) denklemlerinden M yiizeyinin V p € M noktasindaki K (p) Gauss egriligi,

he =0, (4) £ 0 ise
t<0veq<t(%—f(x))
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olmak iizere

1
K@) = Cf@) (@) g2 (y) L+ f(2) (=g (y) + 29 (y) f (2) + 217 ())*
((f (=) ¢ () + 1 ()

H(=1+ [ (@)d (W) +17 W) (L +2f (2)d (v) + 20" (1)),

dir.

Teorem 4.1.22.

M, (Hs, g3) de bir timelike yonlendirilebilir yiizey olsun. Burada
(' (y) =g (y) (L= f(2))) > 0 ve g'(y) (—9" (y) + 24" (y) f () + 21 (y)) <O
olmak tizere, M yiizeyi maksimal yonlendirilebilir bir ytiizey ise
A (y) =g () (1= f(2) =7 (f (2) ¢' (y) + 7" (y)) = O
dir. Burada 71 (y) = h (y) dir.
Ispat. M yiizeyinin = ve y ye gore tiirevleri, sirasiyla,
U, (2,9) = [ (v) 1 + heez — hyes, (4.1.120)

by (2,y) = (f () g" (y) + hy (2, 9)) €2+ (' (y) (1 = f (2)) = hy)es  (4.1.121)
olarak bulunur. (4.1.120) ve (4.1.121) denklemlerinden /. temel formunun kat-
saylilari, sirasiyla,
E = f/2 (l’) ’
F = h.d (y), (4.1.122)

G = ¢ (=g () +2¢ (y) f (x) +2h,)
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olur. M yiizeyi timelike bir yiizey oldugundan, ¢, spacelike, 1, timelike olup gerdik-
leri altuzay timelike olacaktir. O halde (4.1.122) denklemlerinden

f?(x) >0, ¢ () (=g (y) + 24 (y) f (x) +2hy) <O (4.1.123)

bulunur.

(4.1.122) denklemlerinde F' = 0 olmas igin agagidaki durumlar mevcuttur.

1. Durum h, = 0 ve ¢’ # 0 saglanirsa E = f” olur ki boylece E > 0 saglanir.
Burada ¢' (y) (—¢' (v) + 2¢' (y) f (x) + 2h,) < 0 saglanmalidir. h, = 0 oldugundan
h(x,y) = n(y) elde edilir. M yiizeyinin I. temel formunun katsayilari, (4.1.122)

denklemlerinden, sirasiyla,

= 01 (Vs ,) = f? (@),
F = 0, (4.1.124)

= 9 W) (=9 () +29"(v) f () + 21 ())
olur. Boylece, g3 metriginin M yiizeyine gore indirgenmis metrigi
gs = [ (@) da” + (' (y) (=g’ (v) + 29" (v) f (2) + 20/ (y))) dy* (4.1.125)
dir. Buna gore (4.1.120) ve (4.1.121) den
b (2, y) = [ (2) e,

Y, (2,y) = (f (@) g (y) +1" (y)ea + (¢ (y) (1 = f(2)) — 1" (v)) e3

elde edilir. M ytizeyinin birim normal vektor alam ¢, (v, y) ve ¥, (z,y) den

No M@ -9 (1 - f( ) e+ (f(2) g (y) + 1 (y)) es (4.1.126)
VI=9' W) (=g (v) +29' () f () + 277 ()]

bulunur.
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M yiizeyi tizerindeki lokal ortonormal baz sistemi (4.1.120), (4.1.121) ve (4.1.125)

denklemlerinden
1
El - f, (l‘) €1,
B, — - 1 (F @) () +7 W))es

VI W) (=g () + 29 (y) f (z) + 21/ (y))
+ (9" (y) (1= f(x) =7 (v)) es)

yazilir.
M yiizeyi yonlendilebilir ise

(' (y) — g (y) (1 — f(x)))
3 (N, ey) = —
ol ) VI=9 W) (=g () +29' () f (x) + 217 ()]

olur. Buradan

(7' (y) =g (y) (L = f(x)) >0 (4.1.127)
dir. (4.1.124) ve (4.1.127) denklemleri birlikte diisiiniiliirse
(' (y) =g () (1= f () >0ve g (y) (=9 (y) +29' (y) f (x) + 27 (y)) <O

elde edilir.
Yiizeyin Vg, Eq, Vg, Es, Vg, E; ve Vg, E, konneksiyonlari, sirasiyla,

_ M@
Vg, E = 7 ()"
1

VElEQ = 3/2 —1 x ! ! [S))

(@@ -Da @+ 27 ) {(=1+ f(x) g (y) +7' (y))

—(f(2) g’ (y) +n'(y)) es},

1
Ve, Ei = -
)@+ f (@) 2 (x) g% (y) Vo' (y y)+29' (y) f () + 21 (y))

Ve,E2 = 1 57:1(=9' W) (9 (v) — ' (v)

(9" (y) (=g (y) + 29" (y) f (x) + 217 (y)))
+24¢" (y) f (x) + 21" (y))))e1 + Aeq + mes}
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bulunur. Burada

A= " () (=2f%(2) g (y) =30 (v) + 29" ()0 (y) — 5 (y) f (2) g’ (y)
+f () g% W) +n0" (W) (—9” W)+ 9 W) () + f (x) g% ())

ve

™ = ¢ (W) B W) +9 W) (y) (—3+5f (z))
+9” (y) (L=3f (2) + 21 () =" () (¢' W) 0 (v) + [ (x))

olmak iizere, 1. temel formunun katsayilari, sirasiyla,

hll = Oa

1 /
hip = — g W) (=g (y) + 29 (y) f (x) + 21 (y))g{((_l +f(2) g (v)

+0' ()0 () — g (y) A= f (@) + (f (@) g (v) +7 )},

1

S @ @G U+ @) ) (5 @)+ 20 ) T @) + 20 @)
+2f (2) ' (y) + 9 (W)}
1 / o _ T
" T W i@ e W T T
—m(f(x)g" () + 1" ()}

dir. I. ve I1. temel formun katsayilarindan, yiizeyin ortalama egriligi

1

{27 (v)

H = (7 (y) (4.1.128)

2\/ y) % (x) (=g (y) +2¢' (y) f (x) + 21 (y))?
—g (y) (1—f ( N) —7(f () g (y) +n" (v))}

olur. H =0 ise (4.1.128) den
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A0 () =9 (y) (1= f(2)) —=7(f () g" (y) + 7' (y)) =0

dir.
2. Durum h, # 0, ¢’ (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir ¢eligkidir.
3. Durum h, =0 ve ¢’ (y) = 0 ise G = 0 bulunur ki bu bir geligkidir.

Sonug 4.1.23.

M yiizeyi (Hj,g3) da bir timelike yonlendirilebilir yiizey olsun. M nin K (p)
Gauss egriligi, Vp € M noktasinda

g—t(1—f(x))>0vet(—t+2tf(z)+2n)<0

olmak tizere

1
) = P ) G T @) (g W) 129 () 7 () 1 2
+17 (Y))? + (=1+ f(2)g' (v) + 7 ()* (1 +2f ()g (y) +

dir.
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5. BOLUM

Bu béliimde 3- boyutlu Heisenberg grubunda iki degiskenli fonksiyonlardan olusan
spacelike ve timelike yiizeyler incelendi. Daha sonra iki egrinin grup carpimiyla elde
edilen yiizeyler aragtirilip bu yiizeylerin minimal ve maksimal olma sartlar1 verilerek

yiizeylerin cesitli karekterizasyonlar: elde edildi.

5.1. 3- Boyutlu Heisenberg Grubunda Cift Degiskenli Fonksiyonlar

Yardimiyla Tanimlanan Spacelike ve Timelike Yiizeyler

M, Z(x,y), T (z,y), © (z,y) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

['(z,y) = (E(z,y), T (z,9),0 (2,v)) (5.1.1)

parametrizasyonu ile (Hs, g;) de verilen bir spacelike yiizey olsun. I' (z,y) nin x ve

y ye gore tiirevleri, sirasiyla,
Fx (.CC, y) = (ETm + @x)el + Txeg + Eweg,

ve
Fy (SL’, y) = (ETy + @y)el + Tyeg + Eyeg

elde edilir. Burada
Az,y) = (ET, +6,), B(z,y) =T, C(z,y) ==, (5.1.2)

ve
P(:an) = (ETy + @y)7 Q (%?J) =Ty, R(z,y) = Ey (5-1-3)

seklinde gosterelim.

Bu durumda

A2+ B2 > 2

P2+ Q%> R?



ve

(QC — BR)*> 4 (PC — AR)? < (AQ — BP)?

yazilabilir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.1.1.

M yiizeyi (Hs, g1) de I' (z,y) parametrizasyonu ile verilen bir minimal yiizey ise
(P? + Q% — R*)[AN; +BN,— DNy]
+(AP + BQ — RC)[EN;+FNj + HN; +IN;—JNg—GNj]
+(A? + B? — C*)[KN;+LNy—MNj3] =0
dir.

Ispat. (5.1.1) den, I' (z,y) nin, sirasiyla, = ve y ye gore tiirevleri almir ve bu

tiirevlerde (5.1.2) ve (5.1.3) egitlikleri gz 6niine alinirsa
I, (x,y) =A(z,y)er + B(z,y) e+ C(x,y) es, (5.1.4)

ve
Fy (:c,y):P(x,y)el—i—Q(:c,y)eg—l—R(x,y)eg (515)

olur. (5.1.4) ve (5.1.5) den M yiizeyinin . temel formunun katsayilari, sirasiyla,

E = A*+ B (7 (5.1.6)
= AP+ BQ - RC, (5.1.7)
= PP+Q*-R? (5.1.8)

seklinde elde edilir. M ytizeyi spacelike bir yiizey oldugundan, I', ve I', spacelike

vektor alanlari olur. Dolayisiyla gerdikleri altuzay spacelike olup

A2+ B > (7 (5.1.9)
P4+ Q* > R?
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dur.
(5.1.4) ve (5.1.5) den I', x T,

—e; €y €3
r,xl, = det| A B C (5.1.11)
P Q R

= (QC - BR)el + (PC - AR)GQ + (AQ — BP)eg,

bulunur. Buradan norm alinirsa

w =T x Ty = /(QC — BR)2 + (PC — AR)? — (AQ — BP)? (5.1.12)
olur. Boylece yiizeyin birim normal vektor alani,
N1=QC — BR, Ny, = PC — AR, N3 = AQ — BP (5.1.13)

olmak tizere

N :N1e1 + Ngeg + N3€3 (5114)

seklinde elde edilir. M yiizeyi spacelike oldugundan, yiizeyin birim normal vektor

alani timelike olup, (5.1.13) den
(QC — BR)* 4+ (PC — AR)? < (AQ — BP)*

bulunur.

M yiizeyinin Vr,I'y, Vr, I'y, Vp, I'; ve Vp I') konneksiyonlari, sirasiyla,

A =BA, + CA,, B=AC + BB, + CB,, D=AB + BC, + CC,,

1 1

E = B(P,+3R) +0(P: ~ 5Q).
1

F = S(AR+CP)+BQ,+0Q.,

1
G = (QA+PB)+BR,+CR,,

16}



ve
H = QUAy+5C)+ R(A; — 3B),
I = %(AQ+CP)+QBy+RAx,
I = S(QA+PB)+QC, + RO,
K =QF, + RP,, L=PR+ QQ, + RQ., M=PQ + QR, + RR,

olmak {izere

Vr, I, = Ae; + Bey + Degs, (5.1.15)
Ve, I'y = Ee; +Fey + Ges, (5.1.16)
Vi, I': = He; + le; + Jes, (5.1.17)
Vp, Iy = Ke; + Le; + Meg (5.1.18)

elde edilir. (5.1.14) ve (5.1.15)-(5.1.18) denklemlerinden M yiizeyinin II. temel

formunun katsayilari, sirasiyla,

hy = %[ANl—i—IB%NQ—]IDNg], (5.1.19)
hiy — %[ENlJr]FNQ—GNg], (5.1.20)
hor = %[HNlJr]INQ—JNg}, (5.1.21)
hey = %[KNIJFLNQ—MN;;] (5.1.22)

yazilir. (5.1.6)-(5.1.8) ve (5.1.19)-(5.1.22) denklemlerinden M yiizeyinin ortalama
cgriligi

1
H = ———[(P*+Q*— R*)[AN,+BN,—DN3]

202
+(AP + BQ — RC)[EN,+FNo+HN;+IN,—JN3;—GN3]  (5.1.23)
+(A% + B? — C?)[KN;+LN;—MN3]]

elde edilir. Boylece teoremin ispat tamamlanir.
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1
I(z,y) = (w1 (2)+v1 (), uz (2) 02 (y)  us (@) +03 (y)+5 (wr () v2 (y) —uz (2) 01 (y)))
(5.1.24)
parametrizasyonu ile verilen (Hs, g1) de bir spacelike yiizey M olsun. II (z,y) nin z

ve y ye gore tiirevleri, sirasiyla,
!/ / 1 !/ / !/ !
I, (z,y) = (ug + upus + 5(“2“1 + uyve))er + user + ujes,

ve

1
I, (z,y) = (vs + vyvy + 5(3v§u1 — viug))er + vyes + vie;

olur. Burada,

1
U(z,y) = uz + upuy + §(u'21)1 + ujvg) (5.1.25)
ve
1
V (z,y) = vy + vhvy + 5(31}’2u1 — vjUug) (5.1.26)

olmak tizere

U? +uf > uf?,
Vg2 > 0P,
(vpuy — upv})? + (Wi V — 0y U)? < (U — upV)?
yazilir. (Hs, g1) de a ve 3, sirasiyla,

a () = (ur (), uz (2) ,us (x)), B(y) = (01 (y),v2(y),vs(y))

parametrizasyonlar: ile verilen iki spacelike egri olsun. Boylece asagidaki sonucu

verebiliriz:
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Sonug 5.1.2.

M vyiizeyi, (Hs,g1) de II(z,y) parametrizasyonu ile verilsin. M minimal bir

yiizey ise
(V2 0l — ) [NN + NoO — N3P
—(UV + ubvty — ujv})[N1(Q + U) + Nao(S + V) — N3(T +Y)
HU? + 2 — )Ny + NyD — N30] = 0

dir.

Ispat. (5.1.24) parametrizasyonu ile verilen II (z, %) nin = ve y ye gore tiirevleri

alinir ve burada (5.1.25) ve (5.1.26) esitlikleri goz ¢niine alinirsa
I, (z,y) = Uey + uyes + ujes (5.1.27)

ve

I, (z,y) = Ve, + vhes + vies (5.1.28)

olur. (5.1.27) ve (5.1.28) den II (x,y) parametrizasyonu ile verilen M yiizeyinin /.

temel formunun katsayilari, sirasiyla,

= U?+uy —uf, (5.1.29)
= UV + uyvy — ujvy, (5.1.30)
= V:4of —of (5.1.31)

seklinde elde edilir. M ytlizeyi spacelike bir ytizey oldugundan, I', ve I', vektor

alanlar1 da spacelike olur. Dolayisiyla gerdikleri altuzay spacelike olup
U +uf > uf?,
VEpu2 > o
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yazilir.

Yiizeyin birim normal vektor alani
Ni=vpu — uyvy, No=u}V —viU, Ny=vyU — uyV

ve

@ =/ (vhuh — uhv})? + (V= U2 = (vpU — uyV)?

olmak iizere
1

w

N (Nlel -+ Ngeg + Ng@g) (5132)

olur. Burada
(vguy — upv})* + (uyV — 0, U)? < (03U — uyV)?
dir. Yiizeyin Vp,Il,, Vp,II,, Vp, II, ve VI, konneksiyonlar, sirasiyla,

!N

N =uyU, + u U, O =Uu) + ujusy, P =Uusy + ujuy,

Q = WV, + 5el) (Vi - 2af),
= %(UU’1 + Vi) + ugvs,
T = %(Uvé—FVu'z)—i-u’Qvi’
ve
L,

1
U = (U, + 5“’1) + ) (Us — 5“2)7
1
vV = i(UUé + V) + iU,
1
Y = Q(UéU + Vugy) + viu,

/)

0 =vV, + v1Vy, O =V| + vhuy, U =Vl + vgvf,
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olmak iizere

Vi, I, = Ne; + Qe, + Peg, (5.1.33)
Vi1, = Qe; + Se; + Tes, (5.1.34)
Vi, I, = Ue; + Ve, + Yes, (5.1.35)
VI, = 0e; + ey + Ues, (5.1.36)

elde edilir. (5.1.32) ve (5.1.33)-(5.1.36) denklemlerinden II (x,y) parametrizasyonu

ile verilen M yiizeyinin I1. temel formunun katsayilari, sirasiyla,

hy = %[MN + N,O — N3P, (5.1.37)
his = %[Ka@ + NyS — N3TJ, (5.1.38)
hay = %[NJU + N,V — NyY], (5.1.39)
hoy = %[Nla + Nod — N3U] (5.1.40)

seklinde yazilir. (5.1.29)-(5.1.31) ve (5.1.37)-(5.1.40) denklemlerinden, M yiizeyinin

ortalama egriligi

1 _ _ _
H= —ﬁ[(\ﬂ + v — V) [NIN + N,O — N3P

—(UV + uyvh — uj o)) [N1(Q 4+ U) + No(S+ V) — N3(T + Y)

+(U? + uf — u)[N10 + Nyo — N3U]
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

M yiizeyi, (Hs, go) de I' (z,y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yiizey

olsun. M minimal bir yiizey ve
A2+ B > (7
P*+Q* > R
(AQ — BP)* + (PC — AR)* < (QC — BR)?
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olmak tizere Teorem 5.1.1 e benzer olarak agsagidaki sonucu verebiliriz:
Sonug 5.1.3.
M vyiizeyi, (Hs, go) de bir spacelike yiizey olsun. M minimal bir yiizey ise

(=P + Q* + R*)[—AN;+BN,+DN3]
+(—AP + BQ + RC)[— Ny (E+H)+ N5 (F+1)+N3(J+G)]
+(A% + B? — C?)[-KN; +LNy+MN;3| =0

dir(]

M yiizeyi, (Hs,gs) de Il (z,y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yiizey

olsun. IT (z,y) minimal bir yiizey ve
u +u? > U?,
VR 4+0R > V2
(00 — upV)* + () V = 0, U)? < (vyud) — uqvy)?
olmak iizere, Sonug¢ 5.1.2 e benzer olarak agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 5.1.4.

M yiizeyi, (Hs, g2) de Il (z,y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yiizey

olsun. M minimal bir yiizey ise
(—V2 + 'Ué2 —+ U?)[—NlN + NQ@ + ng}
—(=UV + uyvly + ujv)) [-N1(Q + U) + No(S+ V) + N3(T + Y)
+H(—=U? +uf + u)[~N10 + Nod + N3U] =0

dir(]
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M vyiizeyi, (Hs,g1) de I' (x,y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yiizey

olsun. Bu durumda
(QC — BR)*> 4 (PC — AR)? > (AQ — BP)?

ve

A2+ B < (7

PP+@* > R?

A+ B? > (7
P +@Q? < R?
olmak iizere agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 5.1.5.

M yiizeyi, (Hs, g1) de I' (x,y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yiizey

olsun. M, maksimal bir yiizey ise

(P? 4 Q* — R*)[AN,;+BN,—DNs]
+(AP + BQ — RC)[Ny(E+H)+Ny(F+I)—N3(J+G)]

+(A% + B? — C*)[KN;+LNy—MN3| =0
dir[]

(Hs, g1) de v ve 3 egrileri verilsin. M yiizeyi, (Hs, g1) de Il (z,y) parametriza-

syonu ile verilen bir timelike yiizey ise
(vuy — uyy)* + (uyV = 0 U)* > (U — uyV')?
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ve
i) « spacelike egri ve 3 timelike egri ise
U? +uf > uf?,
2 2 2
Vidoy < o
ii) « timelike egri ve (3 spacelike egri ise

2 2 2
U +uy; > uy,

ViR < o
olmak tizere agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 5.1.6.

(Hs, g1) de « ve 3 egrileri verilsin. M yiizeyi, (Hs, g1) de Il (z,y) parametriza-

syonu ile verilen maksimal bir yiizey ise

(V2402 — v2)[NiN 4+ N,O — N3P
—(UV + uyvh — uj o)) [N1(Q 4+ U) + No(S+ V) — N3(T + Y)

+(U? + uf — u)[N1O + Nyo — N3U] =0
dir]

M yiizeyi, (Hs, g2) de I' (x,y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yiizey

olsun. Bu durumda
(AQ — BP)* + (PC — AR)* > (QC — BR)?
ve
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A2+ B2 < (2

PP+@Q* > R?

A2+ B > (7
PP+@Q* < R?
olmak iizere agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 5.1.7.

M yiizeyi, (Hs, g2) de T' (z,y) parametrizasyonu ile verilen timelike yiizey olsun.

M maksimal bir yiizey ise

(=P + Q* + R*)[—AN; +BN,+DN3]
+(—AP + BQ + RC)[— Ny (E+H)+ Ny (F+I)+N3(J+G)]
+(A% + B? — C?)[-KN; +LNy+MN;3] =0

dir]

(Hs, go) de « ve [ egrileri verilsin. M yiizeyi, (Hs, go) de Il (z,y) parametriza-

syonu ile verilen bir timelike yiizey olsun. Bu durumda
(0oU — uaV)* + () V = 0, U)? > (viu) — uqvy)?
ve
i) « spacelike egri ve 3 timelike egri ise
w4+ uf > U?,
VAR < V2
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ii) a timelike egri ve 3 spacelike egri ise
2 2 2
uy Fuy < U7,
VEAUR > V2
olmak iizere agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 5.1.8.

M, (Hs, g2) da II (z,y) parametrizasyonu ile verilen bir timelike yiizey olsun. M

maksimal bir yiizey ise
(_V2 + Ug + 'Uf)[—NlN + NQ@ + ng}
—(=UV + uhvh + u)v))[= Ny (Q + U) + No(S + V) + N3(T + Y)
+(=U? +uf +u?)[=N10 + Nyo + N30 = 0

dir]

M, (Hs, g3) de T (x, y) parametrizasyonu ile verilen spacelike yiizey olsun. I' (z, y)

nin x ve y ye gore tiirevleri, sirasiyla,

L(z,y)=2;, J(x,y) =ET,+0,, N(z,y)=T,(1-E)—0O,, (5.1.41)
ve

plz,y) ==, Y(z,y) =2Y,+0,, Z(z,y) =T, (1-2)—-0, (5.1.42)

olmak fizere

Iy (z,y) =L(z,y)er +J(x,y)es+ N (x,9) es, (5.1.43)

ve

Ly(z,y) =p(z,y)er +Y (z,y)es + Z (x,y) €3 (5.1.44)
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dir. Bu durumda

L*+J* > NZ?
,U2 =+ Y2 > Z2
ve
(JZ —NY)* + (uN — LZ)*> < (uJ — LY)?

olur. Buna gore agagidaki teoremi verebiliriz:
Teorem 5.1.9

M, (Hs, g3) da T'(z,y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yiizey olsun.
Burada, M minimal bir yiizey ise
(12 +Y? - Z%) (N A + N,B — N5C)
—(Lp+JY — NZ)[Ny(D + G) + No(E + J) — N3(F + L)]
+(L? + J? — N¥)[N;M + N,P — NsR| =0
dir.

Ispat. (5.1.43) ve (5.1.44) denklemlerinden, M yiizeyinin I. temel formunun

katsayilari
= L[*+ J* - N?, (5.1.45)
F = Lp+JY -NZ, (5.1.46)
= W+Y*-2z (5.1.47)

seklinde elde edilir. M ytizeyi spacelike bir yiizey oldugundan I', ve I', vektor

alanlar1 spacelike olur. Dolayisiyla gerdikleri altuzay spacelike olacaktir. Boylece

L*+J* > N? (5.1.48)

T G/ (5.1.49)
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yazilir.

r,xr,
1T > Ty |

esitliginde (5.1.43) ve (5.1.44) goz Oniine alinir ve gerekli iglemler yapilirsa yiizeyin

N:

birim normal vektor alani
Ny=JZ—~NY, Ny=uN —LZ, Ny=puJ — LY (5.1.50)

1 -~ ~ ~
N = E{Nlel + N2€2 + N3€3} (5151)

olur. Burada

@ = ||[Te x Ty |
bulunur. M yiizeyinin birim normal vektor alam timelike olup (5.1.50) esitliginden
(JZ —NY)* + (uN — LZ)*> < (uJ — LY)?

elde edilir.
M yiizeyinin Vr,I'y, Vp, I'y, Vp, I'; ve Vp I'y konneksiyonlari, sirasiyla,

A = LL,+(J+N)L,—J—N),
B = LJ.+(J+N)J,+L),
C = LN,+ (J+N)(N,-L),
E = LY, + (J+ N)(Y, +p),
F = LZ.+(J+N)(Z,— ),
G = pl.+ (Y +2)(L,—J—N),
J = plo+ (Y +2)J,+ L),
L = uN,+ (Y +2)(N, - L)
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ve

P = uY,+ (Y +2)(Y, +pn)
R = puZe+ Y +2)(Z,—p)

olmak tizere

Ve, I, = Ael + Beg + ée3, (5.1.52)
Vp,I', = De, +Ee, + Fes, (5.1.53)
Vr,Ie = Ge, +Jey + Eeg, (5.1.54)
vr, Iy = Me; + Pe, + Re; (5.1.55)

olur. (5.1.51) ve (5.1.52)-(5.1.55) denklemlerinden, M yiizeyinin /1. temel formunun

katsayilar:

1 ~ - -~ -~

hn - E[N1A+N2B—N3C], (5156)
1 -~ -~ - e

his = —[N;D + N,E — N3F], (5.1.57)
w
1 ~ - - e -

har = —[NiG +NoJ — Ny (5.1.58)
1 ~ ~ -~ e
w

bulunur. (5.1.45)-(5.1.47) ve (5.1.56)-(5.1.59) denklemlerinden, M yiizeyinin orta-
lama egriligi
1 e
H = —%K,U? + Y2 — Z2)(N1A + NQB — N3C)

—(Lp+JY — NZ)[Ny(D + G) + Nyo(E + J) — N3(F + L))

+(L? 4+ J* = N*)[N,;M + N,P — N3R]]
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yazilir.

(12 +Y? - Z%)(N;A + N,B — N;0)

—(Lp+JY = NZ)[Ny(D+ G) + Ny(E + J) — N3(F + L)]
+(L? 4+ J* = N*)[NM + N,P — N3R] =0
oldugunda yiizey minimal oldugundan ispat tamamlanir.
M, (Hs, g3) de II (z,y) parametrizasyonu ile verilen bir spacelike yiizey olsun.
II(x,y) nin x ve y ye gore tiirevleri
!/ / 1 / /
C (7, y) = wruy + ug + 5(“17}2 + uyv1)
ve
1
1(2,y) = v1vy + 05 + 5 (3urvy —ugth)

olmak tizere

HJ: (l’, y) = ul2ulel + Ce2 + (UIZ - C)e?n
I, (z,y) = vyvie; + ney + (vy —n)es

bulunur. Burada,

uézu% + CQ > (ul2 - C)27
vy + 0t > (uh—n)?

(vh — nup)? + (vyvr (uy — ¢) — wqua (v — 1))* < (vyurn — Cvyvr)*

olur. Buna gore, a ve (3, sirasiyla, (Hs, g3) de

a(z) = (ur (), uz (7) ,us (2)), B(y) = (v1(y),v2(y),vs(y))

parametrizasyonlari ile verilen iki spacelike egri olmak {izere agagidaki sonucu vere-

biliriz:
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Sonug 5.1.10.

M | (Hs, g3) de TI (z,y) parametrizasyonu ile verilen minimal bir yiizey ise
(W50} +n* = (uy —1)*) [N A+ N,B—N3C]
—(uyvhurvy + (n — (uy = Q) (v — n))[N1(D + G)+No(E + J)— Ny (F + 1)
+(usud + ¢ = (uy — O [NMA+N,P—N;R] = 0
dir.
Ispat. II (x,y) nin = ve y ye gore kismi tiirevleri, sirasiyla,

I, (z,y) = ubuie; + Ces + (uy — ()es, (5.1.60)

I, (x,y) = vhvie; + nex + (vy — n)es (5.1.61)

olur. M yiizeyinin I. temel formunun katsayilari, sirasiyla,

= wBu? + % — (uh — )2, (5.1.62)
= uyvyuiv1 + (N — (uy — ) (vy — n), (5.1.63)
= vgvi +n? — (uhy —n)? (5.1.64)

elde edilir. M spacelike bir ytizey oldugundan II, ve II, spacelike, gerdikleri altuzay
da spacelike olup, (5.1.60) ve (5.1.61) esitliklerinden

A4 E > (O

ugvi + 1t > (uy —n)?

yazilir.

M yiizeyinin birim normal vektor alani

@ =/ (vh — nup)? + (vhvr (uh — Q) — uhua (v — )2 — (whurn) — Cuyvn )?
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ve

!/

Ny = vl — nus, Ny = vy (uy — €) — ubui (vy — 1), N3 = upurn — Cuyvy  (5.1.65)

olmak tizere

1 . . .
N = —(Nlel + N282 - N3e3) (5166)
w

bulunur. Burada M yiizeyinin birim normal vektér alani timelike olacagindan,

(5.1.65) esitliklerinden

2

(vh — nup)” + (vyvr (uy — ¢) — wqua (v — 1))* < (vyurn — Cvyvr)*

dir.
M yiizeyinin 1. temel formunun katsayilari olan hyy, his, hoy ve hog, digerlerine

benzer sekilde hesaplanirsa, I' (x, y) yiizeyinin ortalama egriligi

A = whuy(ulug + ) — u,
B = wuyui(, +uy(C, + uyur),
C = uéulcm - u/2(€y + U’l2u1))7
D = uy(vlv, + v, — ),
E = u/2u1773: + ul2<ny + Uév1)7
F = wyun, +uy(n, —vyv1),

G = v (ujuy + ubul) — viul,

J = wyui(, +uy(C, + upuy),

L = uyu(uy — () —us(C, + upuy)

ve

M = p(vhv + viv) — vh),

P = v, +v5(n, + vyv1),

R = —vuin, +v5(vy —n, — vy01)
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olmak iizere

1 e
H = —%[( 5of +n° — (uy — n)*)[N1A+NB—N;C]

—(uhrhurvy + (n — (uy = Qv —n))[M(D+G)  (5.1.67)
+No(E + J)—N3(F + L)]
+(ugui + ¢ — (uh — )°)[NiM+N,P—N3R]

bulunur. Boylece teorem ispatlanmig olur.

(Hs, g3) de « ve (3 egrileri verilsin. (Hs, g3) de bir timelike yiizey olan M, I' (x,y)

parametrizasyonu ile verilsin. Bu durumda
(JZ —NY)? + (uN — LZ)*> > (uJ — LY)?
ve

L*+J% > N?

PP+ @Q? < R?

L*+J* < N2

4+v?: > 72

olmak iizere agagidaki sonucu verebiliriz:
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Sonug 5.1.11

M, (Hs, g3) de I' (x,y) denklemi ile verilen timelike yiizey olsun. M, maksimal

bir yiizey ise
(,u2 + Y2 — Z2)(N1A + NQB — Ngé)
—(Lp+JY — NZ)[Ny(D + G) + Ny(E + J) — N3(F + L)]
+(L? + J* = N)[N;M + N,P — NsR] =0

dir]

a ve 3, (Hs, g3) de o (x) = (us () ,u2 (x) , us (2)), B(y) = (v1(y) ,v2(y), s (y))
parametrizasyonlar ile verilsin. (Hs, g3) de bir timelike yiizey olan M, II (x, y) para-

metrizasyonu ile verilsin. Bu durumda,

? > (vyuan — Cuyvr)”

(v — nuy)® + (vyv1 (uy — ¢) — upur (vy — 1))
ve
i) « spacelike egri ve 3 timelike egri ise
W+ > (O
vput it < (uy =)’
ii) o timelike egri ve 3 spacelike egri ise

upui +¢* < (uy = Q)

vy + 0t > (uh—n)?

olmak iizere agagidaki sonucu verebiliriz.
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Sonug 5.1.12.

a spacelike egri ve [ timelike egri olsun ve M yiizeyi II (z,y) parametrizasyonu

ile verilsin. M maksimal bir yiizey ise

(v +n* — (ub — 77)2)[N1A+N2B—N3C]
—(uhvhusvy + Cn — (uh — O)(vh — n) [N (D + G)+No(E + J)—N3(F + L))
+Hufud + ¢ — (uh — O)P)[NIM+N,P—N;R] = 0

dir]
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6. BOLUM
SONUC

3- boyutlu Lorentz Heisenberg grubu 3 x 3 tipindeki matrislerden olusan ve 2-

adimda nilpotent olan bir Lie gruptur. 3-boyutlu Heisenberg grup iizerinde

g1 = —da?+dy? + (zdy + dz)*,
g2 = da? + dy? — (zdy + dz)*,

g3 = do® + (zdy + dz)* — (1 — ) dy — dz)?

olmak tizere ii¢ farkh sekilde ifade edilen Lorentz metrikler mevcuttur.
Uctincii Boliimde, 3- boyutlu Heisenberg grubu ve iizerinde tanimlanan Lorentz
metriklerinin gesitli 6zellikleri verildi. Ayrica bu metrikler iizerinde tanimlanan Levi-

Civita konneksiyonlar1 elde edildi.

Dordiincii Boliimde, g1, go ve g3 metriklerine ait olan Levi- Civita konneksiyon-
larindan yararlanarak Lorentz Heisenberg grubunda, f (x), g (y) ve h(x,y) diffe-

rensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

Y (z,y)=(f(2),9(),h(z,y))

parametrizasyonu ile verilen yiizeyin yonlendirilebilirlik sartlar1 ve ortalama egril-
iginin baz1 karakterizasyonlarinin sonuclar1 verildi. Bu karakterizasyonlara bagl
olarak v (z,y) parametrizasyonu ile verilen yiizeyin minimal ve maksimal olma sart-

lar verilerek, g1, g2 ve g3 metrikleri arasindaki iligkiler elde edildi.

Besinci Boliimde, Z (z,y), T (z,y), © (x,y) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ol-

mak iizere

['(z,y) = (E(z,y), T (z,9),0 (2,v))



parametrizasyonu ile verilen yiizeyin ortalama egriliginin baz1 karakterizasyonlarinin
sonuglar1 Levi- Civita konneksiyonlar: kullanilarak elde edildi. Bu karakterizasyon-
lara bagh olarak v (x,y) parametrizasyonu ile verilen yiizeyin minimal ve maksimal
olma gartlar1 elde edildi. Ayrica, 3- boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda iki egrinin

carpimiyla elde edilen ve

(2, y) = (w1 (x)+v1 (), ug () 402 (y) , us (2)+vs (y)+%(ul () va (y)—us () v1 (¥)))

parametrizasyonu ile verilen yiizeyin bazi 6zelliklerinin sonuclar: verilerek, g;, go ve
g3 metrikleri arasindaki iligkiler elde edildi.

Bu galisma 3-boyutlu Heisenberg grubunda baz yiizeylerin karakterizasyonlarinda
onemli bir referans olacaktir. 3-boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda nonpara-
metrik 6teleme yiizeyinin bir parametrizasyonu spacelike (timelike) iki egrinin toplami
olarak elde edilebilir. ¢;, go ve g3 metriklerine ait olan Levi- Civita konneksiyon-
larindan yararlanilarak 3-boyutlu Lorentz Heisenberg grubunda 6teleme yiizeylerinin
minimal (maksimal) olma gartlar1 incelenebilir. Ayrica tteleme yiizeylerinin gesitli

geometrik ozellikleri karakterize edilebilir.
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