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OZET

Ortii uzay1 kavrami cebirsel topolojinin yani sira geometri ve cebir gibi matematigin
diger baz1 dallar1 i¢in de oOnemlidir. Ortii uzaymm topolojisi asil uzaymn
topolojisinden daha basit oldugundan konunun 6nemini artirmaktadir. Grupoid
tarihi ¢ok eski olmamasina ragmen matematikte genis uygulamalara sahiptir. Temel
grupoidler, topolojik uzaylardan groupoidlere bir koprii gérevi saglamaktadir. Bu
sayede bir X topolojik uzayinin ortiileri ile 7 X temel grupoidinin ortiilerinin denk
oldugu elde edilir. Kategori denklikleri ile, baz1 problemler denk olan kategorilerdeki
daha basit problemlere doniigtiiriilebilir. ~ Bu durum saha caliganlarina bazi
kolayliklar saglar. Topolojik grup ortiileri literatiirde cesitli kaynaklarda ele alinmig

ve bu sahada agagidaki baz sonuclar 6nceden ispat edilmigitir.

X topolojik grup ise m X temel grupoidi bir grup-grupoid olup X in 6rtii gruplarinin
kategorisi ile m; X in grup-grupoid ortiilerinin kategorisi denktir. Bir G grup-grupoidi
icin G' nin grup-grupoid ortiilerinin kategorisi G' nin gruplar iizerine etkimelerinin
kategorisine denktir. X topolojik grubu igin ¢: (mX). — X bir crossed modul olup
mX nm grup-grupoid ortiilerinin kategorisi ve (mX). — X crossed modiiliiniin
ortiilerinin kategorisi denktir. Grup-grupoidlerin kategorisi ile crossed modiillerin
kategorisi denktir. Bu kategori denkligi daha sonra ¢ok iglemli gruplar ve internal

kategori cinsinden genellestirilmigtir.

Bu tezde bu genellemeden hareketle yukaridaki diger kategori denkliklerinin ¢ok
islemli gruplar ve internal kategori cinsinden genellegtirilmesi yapilmigtir. Bunlara
ilaveten G nin internal grupoid olmasi halinde béliim grupoidinin de internal grupoid
oldugu ispat edilmigtir. Son olarak bir topolojik internal grupoidin monodromy

grupoidinin internal grupoid oldugu ispat edilmigtir.

Anahtar Kelimeler:Cok Islemli Grup, Internal Grupoid, Crossed Modul.
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Hiirmet Fulya AKIZ
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Thesis Supervisor: Prof. Dr. Osman MUCUK

ABSTRACT

The notion of covering space is not important only for algebraic topology but also
for geometry and algebra. The construction of a covering space becomes more
significant since the structure of the covering space is in a sense simplear than
that of base space. Although the history of the groupoid is not very old, it has
wide applications in some branches of Mathematics. The notion of the fundamental
grupoid serves as a bridge from topological spaces to groupoids. This enable to us
that the category of coverings of a topological space X is equivalent to the category
of covering groupoids of the fundamental groupoid 7; X. By using the equivalence of
the categories, some problems in a category can be converted to simpler problems in
the equivalence category. So the equivalence of categories enables to those working
in the field. Covering groups of topological groups, in literature, have been discussed

in some references. Some important results proved earlier, in this field, are below.

If X is a topological group, then the fundamental group 7 X is a group-groupoid
and the categories of covering groups of X and of group-groupoid coverings of m X
are equivalent. For a group-groupoid G, coverings of G is equivalent to the actions
of G on groups. For the topological group X, the restriction map (m X), — X is a
crossed module; and group-goupoid coverings of m X and crossed module coverings
of (mX). — X are equivalent. Group groupoids and crossed modules are equivalent,

which is generalised for groups with operations and internal groupoids.

Thus, in this thesis, the equivalences of other categories above are generalised for
groups with operation and internal grupoids. In addition to these, it is shown that
for an internal groupoid GG and a normal subgroupoid N of GG, the quotient groupoid
G/N is an internal groupoid. Finally, it is proved that the monodromy groupoid of

a topological internal groupoid is an internal groupoid.

Keywords: Group With Operations, Internal Groupoid, Crossed Module.
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GIRIS
Fransiz Matematik¢i Jules Henri Poincaré, "Matematik, farkli geylere ayni adi verme
sanatidir" demigtir. Gergekten, tek bir tanim ya da kavram, pek c¢ok problemi
aydinlatmada bize yardimci olmaktadir. Aslinda Matematik, yalnizca kendi sinirlar

igerisinde kalmayip, diger bilim dallarindan da yardimini esirgemez.

Bu caligmada "ortii" kavraminmin, farkli kullanim alanlarindan yola c¢ikarak,
bazi cebirsel ve topolojik yapilara uyarlanmasi icin caba gosterildi. Gerek bir
yapinin temel uzaymin ortiisiini tanimlamada, gerekse bu kavramin grupoidlere
genigletilmesinde 6nemli yeri olan bir ¢ok degerli kaynaktan faydalanildi. Bu tezde

yapilan ¢alismalardan kisaca goyle bahsedilebilir.

Ortii uzay: teorisinin, cebirsel topoloji alaninda oldukca énemli bir yeri vardir. Bir
X topolojik uzaymdan elde edilen temel grupoid ile X in ortii uzayindan elde edilen
temel grupoid arasindaki iligki, grupoidlerin o6rtiisiinii tamimlamada bize 1s1k tutar
[1]. Bu kavram cebirsel topolojide sik kullanilmasinin yani sira geometri ve cebir

gibi matematigin diger dallarinda da genis uygulamalara sahiptir.

Irtibatlh bir X topolojik uzaymin Ortiisii, bir X topolojik uzay1 ile lokal
homeomorfizm olan bir p: X — X siirekli fonksivonundan olusur [2]. Eger X
uzayl basit irtibatli ise, bu durumda p: X — X ortiisii evrensel értii olarak
adlandirilir. Evrensel ortii, baz topolojik uzaylarin temel gruplarini hesaplamada
oldukca kullamghdir. Ornegin bir X topolojik uzaymin bir € X noktasindaki

temel grubu X in bu noktadaki evrensel ortiisiintin gekirdegidir [1], [3], [4].

Ortii uzaylarmm énemli 6zelliklerinden biri X uzayindaki her bir egrinin X uzayina
yiikselebilir olmasidir. Ortii uzaylarinda genellikle uzaylar irtibath olarak kabul
edilir. Irtibatsiz olmasi hali Taylor [5] da ele alinmus, irtibath olmayan bir topolojik
grubun da grup isleminin ortiiye yiikseltilmesi ile ilgili bir kriter verilmigtir. Daha

sonra Mucuk [6] ve Brown ve Mucuk [7] da bu sonug groupoid ile ilgili islemler



kullanilarak genellegtirilmigtir.

Fark fonksiyonu siirekli olacak sekilde bir topolojiye sahip olan gruba bir topolojik
grup denir. Ornegin her Lie grubu bir topolojik gruptur [8], [9], [10], [11]. X
irtibatli bir topolojik grup ve p: X > X topolojik uzaylarin bir 6rtii fonksiyonu
olsun. Burada dikkat edelim ki X yalnizca bir topolojik uzaydir. Fakat, X nm basit
irtibath olmasi halinde, e € X birim ve p(¢) = e ise € € X birim eleman olacak
sekilde X fizerinde bir grup yapist vardir. Bu durumda X bir topolojik grup ve
p: X — X de siirekli bir grup homomorfizmidir [2].

Gruptan daha genel bir yapi olan grupoid yapisi, her bir morfizmi bir izomorfizm
olan bir kategoridir. Grupoid tammi ilk olarak 1926 da Brandt [12] tarafindan

yapilmigtir.

Bir X topolojik uzaymda taniml tiim egrilerin (ug noktalarina gére) homotopi
siiflariin ciimlesi m X, X tizerinde bir grupoiddir. Bu grupoid temel grupoid olarak
adlandirilir ve 7w : Top — Gpd bir funktor belirler. Bu funktor, topolojik uzaylarda
¢Oziimii zor olan bazi problemlerin, cebirsel problemlere doniigserek c¢oziillmesinde

fayda saglar.

Bir G grupoidinde, grupoid yapisini olugturan fonksiyonlar siirekli olacak gekilde,
objelerin climlesi O ve morfizmlerin ciimlesi G iizerinde birer topoloji yapisi varsa
bu grupoid topolojik grupoid olarak adlandirilir. Irtibath olan bir X topolojik uzay1
basit irtibatli bir ortiiye sahip ise m X bir topolojik grupoid olur [13].

Cebirsel bir kategoride, internal kategori denilen yeni bir kategori elde etmek
miimkiindiir. Yeni olugturulan bu kategoride her bir morfizmin bir tersi oldugundan
bir internal kategori aslinda bir grupoid olup, buna internal grupoid denir. Ornegin
gruplar kategorisinde bir internal grupoid bir grup-grupoid olarak adlandirilir [14],
[15]. Bu konuda 6nemli érneklerden birisi de, X bir topolojik grup iken mX
temel grupoidinin bir grup-grupoid olmasidir [16]. X in bir topolojik halka olmasi
durumunda ise m X bir halka grupoididir [17]. Grup-grupoidler, baz1 kaynaklarda
grupoidlerin kategorisindeki bir grup obje olarak alinir [16].

Cok iglemli grup fikri ilk olarak Higgins [8] ve Orzech [18] tarafindan bilim diinyasina
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sunulmustur.  Bu kaynaklarda, ayni tip c¢ok islemli gruplarin kategorisinden
bahsedilmigtir. Bu tezde, Bolim 3 de ¢ok islemli grup tanimi Porter [14] ve
Datuashvili [15] daki gibi yapilmigtir. Cok iglemli gruplar, gruplardan daha genis
bir yap1 olup, grup, halka ve R-modiil gibi cebirsel yapilar1 da kapsar.

Cok iglemli gruplarin kategorisi olan GpOp de bir internal grupoid, hem objelerinin
hem de morfizmlerinin ciimlesi birer ¢ok iglemli grup, grupoid yapisindaki
fonksiyonlar ise birer ¢ok islemli grup morfizmi olan bir grupoiddir. X in bir ¢ok
islemli grup morfizmi olmasi halinde 7; X in bir internal grupoiddir [19]. p: G- G

bir internal grupoid 6rtii morfizmi, grupoidler {izerinde bir 6rtii morfizmidir.

Grupoid 6rtii morfizmleri grupoidlerin uygulamalarinda 6nemli bir yere sahiptir [1],

[8]. Grupoid 6rtii morfizmleri ile ilgili bilinen 6nemli iki sonug vardir [28|:

Bunlarin birincisi olarak eger X basit irtibatli bir ortiiye sahip olan irtibatli bir
topolojik uzay ise X in topolojik uzay ortiilerinin kategorisi TCov/X ile w1 X temel
grupoidinin grupoid oOrtii morfizmlerinin kategorisi GdCov/m; X nin denk oldugu
Brown [13] referansinda gosterilmistir. X in bir topolojik grup olmasi halinde X
in topolojik grup ortiilerinin kategorisi TGpCov/X ile m X grup-grupoidinin, grup
grupoid ortiilerinin kategorisi GpGdCov/m X in denk olduklar1 Brown ve Mucuk |7]
da gosterilmigtir. X in bir ¢ok iglemli topolojik grup olmasi durumunda ise X
in ¢ok iglemli topolojik grup ortiilerinin kategorisi TGpOpCov/X ile m X internal

grupoidinin, internal grupoid ortiilerinin kategorisi IntGdCov/m X denktir [19].

Ikinci sonuc ise bir G grupoidinin bir X ciimlesi {izerine etkimesinden elde
edilen kategori denklikleridir. G nin 6rtii morfizmlerinin kategorisi GdCov/G ile
etkimelerinin kategorisi GdAct/G nin denk olduklar: Brown-Hardy [28] de verilmistir.
Buna ilaveten eger GG bir grup-grupoid ise G nin grup-grupoid ortiilerinin kategorisi
GpGdCov/G ile G nin grup-grupoid etkimelerinin kategorisi GpGdAct/G nin denk

olduklar1 ise Brown-Mucuk [7]| de verilmistir.

Bu iki sonuctan hareketle, Boliim 3 de, ilk olarak, bir G internal grupoidinin
bir X ¢ok iglemli grubu iizerine etkimesinden bahsedilmigtir. Bu tanimla ilgili

olarak, G internal grupoidinin ortiilerinin kategorisi IntGdCov/G ile internal grupoid



etkimelerinin kategorisi IntGdAct/G nin denk oldugu gosterilmigtir.

Bolim 3 de ayrica cok islemli gruplar kategorisindeki bir crossed modul ele
alinmistir. Once daha basit olarak gruplar kategorisindeki crossed modulden séyle
bahsedebiliriz: M ve P birer grup ve p: M — P grup morfizmi olmak iizere P nin M
tizerine bir P x M — M, (p, m) — m? (sol) etkimesi ile olugturulan ve belli sartlari
saglayan bir (M, P, u) tglistine bir crossed modul denir. Gruplar kategorisinde
bir crossed moduliin bir grup-grupoide denk oldugu Brown ve Spencer [16] de
verilmistir. Bundan daha genel olarak GpOp kategorisinde bir crossed moduliin
bir internal grupoide denk oldugu ise Porter [14| da verilmigtir. Bu referanslardaki,
bir internal grupoidden bir crossed modul elde etme teknigi, Béliim 3 te gostermeyi
hedefledigimiz kategori denkligi igin bize 151k tutmustur. GpOp kategorisindeki bir
internal grupoidin ortiilerinin kategorisi IntGdCov/G ile G ye denk olan bir A — B
crossed moduliiniin ortiilerinin kategorisi CModCov/ 4,5 nin denk oldugu Bélim 3

te gosterilmistir.

Boliim grupoidinin tamm [1] ve [8] de yapilmigtir. G bir grupoid ve N, G nin bir
normal alt grupoidi olsun. G iizerinde tanimlanan bir denklik bagintisina gore her
bir a € G nin denklik smifi [a] ile gosterilirse, G/N iizerindeki grupoid iglemi [b] o [a]
tammhdir ancak ve ancak by o a;, G de tamimh olacak sekilde a; € [a] ve by € [b]
i¢in [b] o [a] = [by 0 a1] dir. G bir grup-grupoid iken G/N nin de bir grup-grupoid
oldugu [20] de verilmigtir. Bélim 4 te bu sonug daha genellestirilerek G, GpOp
kategorisinde bir intenal grupoid iken GG/N bélim grupoidinin bir internal grupoid

oldugu verilmistir.

Monodromy grupoid fikri 1981-1985 yillarinda J. Paradines tarafindan sunulmus
fakat tanim olarak ilk defa Brown [1] de yapilmigtir. Fakat bu calismamizda
Mackenzie [21] de verilen tamm {izerinden hareket edilmistir. G, her bir G,
star1 evrensel Ortiiye sahip olan bir topolojik grup-grupoid iken, MG monodromy
grupoidinin bir grup-grupoid oldugu [22| de verilmigtir. Burada hareketle Boliim 4
de, oncelikle topolojik internal grupoidin tanimi verilmigtir. Daha sonra G, TGpOp
de her bir G, star1 evrensel Ortiiye sahip olan bir internal topolojik grupoid ise, MG

monodromy grupoidinin bir internal grupoid oldugu gosterilmistir.



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bélimde Brown [1], Rotman [2], Chevalley [23| ve Maclane [24] referanslar: esas
alinarak, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve teoremlerden
bahsedilmigtir. Buna ilaveten gruplar kategorisindeki internal grupoid, yani bir

grup-grupoidin tanimi ve bununla ilgili bazi 6zellikler verilmigtir [14], [16].

1.1. Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1. X bir topolojik uzay ve p > 0 olmak tizere a(0) = z, a(p) = y olacak
sekilde siirekli bir a: [0, p] — X fonksiyonuna z ten y ye bir egri denir. Ozel olarak
a: [0,1] — X siirekli fonksiyonu i¢in «(0) = = ve a(1) = y ise « ya bir birim egri

denir. Eger o(0) = (1) ise a: [0,1] — X ye kapalv egri denir. O
Bir X topolojik uzayimda her bir x,y € X nokta cifti i¢cin X de x den y ye bir egri
varsa bu X uzayma egrisel irtibatlidir denir.

R™ nin konveks bir alt ciimlesi egrisel irtibatl bir ciimledir.

Tanim 1.1.2. X herhangi bir topolojik uzay olsun. Her bir x € X ve z in her U
komgulugu i¢cin x € V' C U olacak sekilde egrisel irtibath olan bir V' agik komsgulugu

varsa X uzayina yerel egrisel irtibatl denir. O

O halde bir X topolojik uzay1 yerel egrisel irtibathidir ancak ve ancak her bir x € X

noktasi egrisel irtibath ctimlelerin bir yerel bazina sahiptir.

Tanim 1.1.3. G bir grup ve 7 da G iizerinde bir topoloji olsun. G x G iizerindeki



topoloji ¢arpim topolojisi olmak iizere, eger grup yapisini olusturan

m: GxG— G
(a,b) — ab
ve
n:G—G
a—at
fonksiyonlar: siirekli ise G ye bu topoloji ile birlikte bir topolojik grup denir. ]

Burada m ve n fonksiyonlarinin siirekli olmasi fark fonksiyonu olarak adlandirilan

:GxG—G
(a,b) — ab™!

fonksiyonunun siirekli olmasima denktir [39].

Ornek 1.1.1. U alisilmis topolojisine gore (R, +,U) bir topolojik gruptur.

Tanim 1.1.4. GG ve H birer topolojik grup olsun. Eger f: G — H doniiglimii stirekli
ve her a,b € G igin f(ab) = f(a)f(b) ise f ye topolojik gruplarin bir morfizmi denir.
Bir grubun, bagka bir grup tizerine etkimesi asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 1.1.5. G ve H birer grup olsun. Eger agagidaki sartlar saglanacak sekilde
bir

HxG—=3dG
(h,g) = h-g

dis islemi varsa H, G tzerine soldan etkir denir.

1. Her g € G ve h,hy € H igin,
h-(hy-g) = (hh)-g
2. 9,91 € G ve h € H icin,
h-(g9g1) = (h-g)(h- 1)
3. Her g € G ve ey € H birim elemani i¢in,

€g-9g=4g



dir.

Bir X topolojik uzayinda egrilerin homotopisi asagidaki gekilde tanimlanir.

Tanim 1.1.6. X bir topolojik uzay olmak iizere baslangic noktalar1 x ve bitig

noktalar1 y olan «, 8 egrileri verilsin. s,t € [0, 1] igin
F(s,0) = a(s), F(0,t) =z, F(s,1) = 5(s), F(1,t) =y
olacak gekilde siirekli bir
F:0,1] x[0,1] = X

fonksiyonuna « dan S ya (ug noktalarina gore) bir homotopi denir. Eger boyle bir
homotopi varsa a ve § egrileri (u¢ noktalarna gore) homotopik denir ve a ~ f ile

gosterilir [36]. O

Bir X topolojik uzayinda egrilerin u¢ noktalarina gére homotopik olma bagintisi bir
denklik bagmtisidir. Bu denklik bagintisina gore bir « egrisinin denklik smuifi [o]

olarak yazilir ve o min homotopi sinufi olarak adlandirilir.

Onerme 1.1.1. Bir X topolojik uzaymda homotopi bagmtis: ile ilgili olarak
agagidaki ifadeler gecerlidir.

i) Bir a: [0,1] — X egrisi ile p(0) = 0 ve p(1) = 1 olacak sekilde siirekli bir
p: [0,1] — [0, 1] fonksiyonu i¢in ovo p ~ o dur.

ii) ap = ay ve fy = [y ise foag =~ Pray dir.

iif) (78)a # 7(Ba) fakat (v8)a ~ 7(8a) du.

iv) a(0) =z ve o(1) = y olan bir a: [0,1] — X egrisi i¢in al, ~ o ~ 1,a dur.
Burada 1, ve 1, sirasiyla x ve y noktalarindaki birim egrileri temsil etmektedir.

V) ag >~ ay ise agt ~ aj ' dir.

1

vi) a(0) = 2 ve a(1) = y olan bir a: [0,1] — X egrisi i¢gin aa™ ~ 1, ve a”ta ~ 1,

dir [36].
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Tanim 1.1.7. X bir topolojik uzay ve € X olsun. x noktasindaki tiim kapali

egrilerin homotopi siiflarinin ctimlesi 7 (X, x),
m (X, ) x m (X, z) = m (X, x)

([8]; [e]) = [Ba]

islemine gore bir gruptur. Bu gruba x noktasindaki temel grup denir. ]

Burada bir X uzayinda x noktasimdaki 7 (X, z) temel grubunun, = noktasina bagh
olduguna dikkat edelim. Ancak X uzayinin egrisel irtibatli olmasi halinde X in tiim

temel gruplar1 birbirine izomorftur.

Teorem 1.1.1. Egrisel irtibath bir X topolojik uzayinda xg, x; € X olsun. O halde
(X, ) = m (X, x1)
olur [2].
Teorem 1.1.2. (X, z) ve (Y, o) noktal uzaylar olmak iizere
T (X XY, (20, y0)) = T (X, 20) X (Y, %0)
olur [2].

Tanim 1.1.8. X bir topolojik uzay olsun. Her z € X igin m(X,z) bir tek
elemanli ise veya buna denk olarak baslangi¢ ve bitis noktalar: ayni olan tiim egriler

homotopik ise bu uzaya basit iritbatls uzay denir [2].

R"™ nin konveks bir alt ctimlesi basit irtibathdir.

Ornek 1.1.2. Eger X ve Y uzaylar basit irtibatli ise X x Y de basit irtibathidur.

Her bir z € G igin f(x) = e olan bir f: G — H grup doniigiimiine agikar doniigiim
denir [2].

Tanim 1.1.9. X bir topolojik uzay olsun. Eger her bir z € X igin i,: m (U, x) —
(X, z) agikar dontigiim olacak gekilde bir U agik komsuluguna sahip ise X uzayma

bir yar lokal 1-irtibatlu uzay denir (Burada i: U — X bir igine fonksiyon).



1.2. Ortii Uzaylan

Bu kesimde topolojik uzaylarin ortii dontigiimleri ile bunlarin baz 6zelliklerinden

bahsedilmistir [1], [2], [3].

Tanim 1.2.1. X ve X birer topolojik uzay, p: X — X siirekli bir fonksiyon ve U da
X in egrisel irtibath agik bir alt ciimlesi olsun. Eger p~1(U) ters goriintiisiiniin her
bir egrisel irtibath olan S; bilegeni X nm agik bir alt ciimlesi ve her bir pg,: S; = U
kisitlanmig fonksiyonu bir homeomorfizm ise U C X alt climlesine p tarafindan

ortilen bir komguluk denir [1], [2], [3].

Tanim 1.2.2. [2], [3] X bir topolojik uzay olmak iizere agagidaki sartlar saglaniyor
ise p ye bir ortii fonksiyonu, ()~( ,p) ikilisine X topolojik uzayinin bir érti uzay: denir.

i) X egrisel irtibath bir topolojik uzaydir.
ii) p: X — X siirekli bir fonksiyondur.

iii) Her bir x € X noktasi, p tarafindan ortiillen bir U = U, agk komsguluguna

sahiptir. O

Bu tanimdan bir p: X — X ortii fonksiyonunun orten ve acgik oldugu elde edilebilir.

Ornek 1.2.1. p: R — S*,p(t) = €™ sarma fonksiyonu bir értii fonksiyonudur.

()? ,p) ikilisi X topolojik uzaymin bir érti uzay:r olsun. Bu durumda Tanim 1.2.2

den p nin orten ve acik oldugu elde edilir.

Tanim 1.2.3. p: X — X bir ortii fonksiyonu olsun. Eger p: X — X ortii
fonksiyonu X in her bir ortiisiine yiikseliyor ise, yani her bir g: Y — X orti
fonksiyonu icin p = ¢p olacak sekilde bir tek p: X — Y orti doniigiimii varsa

p: X > X ye evrensel orti denir.

Ornek 1.2.2. Bir p: X — X orti doniistimiinde eger X basit irtibath ise p: X 5 X

evrensel bir ortiidiir.
Tanim 1.2.4. X bir topolojik uzay, p: (5(:,%0) — (X, xg) ve q: (}7,%) — (X, x9) da

X in bir 6rtii dontigtimii olsun. Eger ¢qf = p olacak sekilde bir f: ()? ,To) — (}7, Yo)

homeomorfizmi varsa p ve q orti donistimler: denktir denir.
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Tamm 1.2.5. p: (X,7) — (X, ) bir 6rtii doniisiimii olsun. Temel gruplar
tizerinde {iretilen grup homomorfizmi p,: 771()2' ,To) — m(X,z) olmak iizere

m (X, o) nin p, (1 (X, %)) alt grubuna p nin karakteristik grubu denir.

Lemma 1.2.1. X lokal egrisel irtibathh bir topolojik uzay ve xy € X olsun.
p: (X, %) = (X, 20) ve ¢: (Y,50) — (X, o) birer értii doniisiimii olsun. Bu ortii
doniigiimleri denktir ancak ve ancak p ve ¢ nun karakteristik gruplari 71 (X, zo) nin

konjuge alt gruplaridir.

1.3. Kategori

Bu kesimde kategori, funktor, kategori denkligi gibi bazi temel tanimlar verilmistir.
Kategori kavrami 1940 larda Eilenberg ve Maclane [25] tarafindan tamtilmigtir.
Tamim 1.3.1. Asagidaki ozellikleri ihtiva eden C = (O¢, Mor(C'),0,1) sistemine
bir kategori denir.

1. Kategorinin objeleri olarak adlandirilan bir simif O¢

2. Her bir X,Y € O¢ i¢in morfizmlerin sinifi olarak adlandirilan Mor(X,Y) (veya
C(X,Y)). Burada
Mor(C)= |J C(X.Y)

X, YeOr

3. Her XY, Z € O¢ i¢in
o: C(Y,Z) x C(X,Y) = C(X, 2)

(9, f) = gof

morfizmlerin bilegkesi olmak tizere agagidaki sartlar saglanir.
a) Eger f e C(X,Y),g e C(Y,Z),he C(Z,W)ise ho(go f)=(hog)o fdir.

b) Her bir X € O¢ igin f € C(X,Y) ve g € C(Z,C) olmak tizere folx = f ve
1x o g = g olacak sekilde bir 1y € C(X, X) birim morfizmi vardir.
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Ornek 1.3.1. Tiim ciimlelerin siufi bir kategori olugturur. Bu kategorinin objeleri
climleler ve morfizmleri ise ciimleler arasindaki fonksiyonlardir. X, Y ciimleleri i¢in
C(X,Y) smifi X den Y ye tiim fonksiyonlarmn smifidir. Burada kismi iglem ise
fonksiyonlarin bilegkesi olarak tanimlanir. Her bir X climlesi i¢in birim morfizm
1x: X — X birim fonksiyonudur. Bu kategoriye ciimlelerin kategorisi denir ve Set

ile gosterilir.

Ornek 1.3.2. Tiim topolojik uzaylarin siifi bir kategori olusturur. Bu kategorinin
objeleri topolojik uzaylar, morfizmleri ise topolojik uzaylar arasindaki stirekli
fonksiyonlardir. Bu kategori Top ile gosterilir. Objeleri noktali topolojik uzaylar
ve morfizmleri ise bu uzaylar arasindaki siirekli doniisiimler alinarak olusturulan
kategori noktali topolojik uzaylarin kategorisidir ve Top, ile gosterilir. Benzer
sekilde gruplarin kategorisi Grp ve topolojik gruplarin kategorisi TopGrp elde

edilir.

Tanim 1.3.2. C ve D birer kategori olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyor ise D

kategorisine C kategorisinin bir alt kategorisi denir.
i) Op smifi O¢ smifinin bir alt simfidir.
ii) Her bir X,Y € Op i¢in D(X,Y) C C(X,Y) dur.

iii) D kategorisindeki morfizmlerin bilegkesi, C kategorisindeki morfizmlerin

bilegkesi ile aynidir.
iv) Her bir X € Op i¢in D deki 1x birim morfizmi, C deki birim morfizm ile aymdir.

D kategorisi C kategorisinin bir alt kategorisi olsun. Eger XY € O¢ cifti igin
D(X,Y) = C(X,Y) ise D kategorisine dolu (full) alt kategori, eger Op = O¢ ise D

ye gemis alt kategori denir.

Tanim 1.3.3. Bir C kategorisindeki bir f: X — Y morfizmi i¢in eger go f = 1x ve
f og = 1y olacak sekilde bir g: Y — X morfizmi varsa f ye bir izomorfizm denir.

Bu durumda X ve Y objeleri izomorftur denir ve X ~ Y geklinde gosterilir.

Ornegin bir izomorfizm Set de birebir ve 6rten bir fonksiyon, Grp ta bir grup

izomorfizmi, Top da bir homeomorfizmdir.
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Tanim 1.3.4. C ve D birer kategori olmak {izere C nin her bir X objesini D nin bir
F(X) objesine, C nin her bir f: X — Y morfizmini ise D nin bir F(f): F(X) —
F(Y') morfizmine dontigtiiren ve agagidaki sartlar saglayan bir F' doniigiimiine C

den D ye bir fanktor denir ve F': C — D yazilir.

i) C kategorisinde g o f bilegkesi taniml olacak gekilde f ve g morfizmleri i¢in

F(go f)=F(g)o F(f)
dir.

ii) Her X € O¢ i¢in F(1yx) = 1p(X) dir.

Burada eger F': C — D ve G: D — E fanktorlar ise GF': C — E birlesimi
de bir fanktordur. Ayrica 1¢ doniigimii de bir fanktordur. O halde objeleri
kategoriler, morfizmleri ise kategoriler arasindaki fanktorlar olan bir kategori
olugturulabilir ve bu kategori Cat ile gosterilir. Burada Cat de kendisinin bir objesi
olarak diigiiniilebilir. Bu karigikligi ortadan kaldirmak icin Cat in objeleri kiigiik
kategoriler, yani objeleri climleler veya climleler iizerinde ¢esitli yapilar bulunan

objeler olan kategoriler almak yeterlidir.

Tanim 1.3.5. C ve D birer kategori olmak tizere F,G: C — D iki fanktor olsun.
Her X € O¢ objesini D nin bir nx: F(X) — G(X) morfizmine doniigtiiren bir

n: Oc — Mor(D) déniigiimii verilsin. Eger C nin her bir f: X — Y morfizmi i¢in

F(X)ZE~G(X)
F(f)l LG(f)
F(Y)—=G(Y)

ny

diyagrami degismeli ise 7 ya bir dogal déniisiim denir ve n: F' — G olarak gosterilir.

Tanim 1.3.6. F,G: C — D fanktorlar: verilsin. Bir n: F' — G dogal doniigiimiine
her bir X € O¢ i¢in nx: F(X) — G(X), D de bir izomorfizm ise n ya bir dogal
wzomorfizm, F ve G ye de dogal olarak denktir denir ve F' ~ G seklinde gosterilir.
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Teorem 1.3.1. F,G: C — D fanktorlar1 verilsin. F' ~ G dir ancak ve ancak
on = 1p ve no = 1¢ olacak sekilde n: FF — G ve 0: G — F dogal doniisiimleri

vardir.

Tanim 1.3.7. F': C — D fanktoru verilsin. Eger Go F ~ 1cg ve F oG ~ 1p
olacak sekilde G: D — C' fanktoru varsa bu kategorilere dogal olarak denktir denir

ve C' ~ D ile gosterilir.

1.4. Grupoid ve Grupoid Ortiileri

Birimli bir yar1 grup bir monoiddir. O halde kategori bir monoidin
genellestirilmesidir. Bir grupoidde ise her morfizmin tersi vardir. Bu durumda
grupoid de bir grubun genellestirilmesidir. Bununla ilgili olarak Brown [27] referansi

verilebilir.
Tanim 1.4.1. Her bir morfizmi, bir izomorfizm olan bir kategoriye bir grupoid denir

ve genelde G ile gosterilir. G’ nin morfizmlerine G' nin elemanlar: denir. O

Kategorinin tanimini dikkate alarak, grupoid yapisinda agagidaki fonksiyonlarin
varlig kolayca goriilebilir. Ileriki boliimde verecegimiz internal grupoid kavramini

tanimlamak i¢in grupoid yapisini olugturan bu fonksiyonlara ihtiyacimiz vardir.

O¢ tiim objelerin smifi, G tiim morfizmlerin sinifi ve z,y € Og i¢in x den y ye

morfizmlerin simfi G(z,y) olmak iizere,

1. Her bir a € G(z,y) i¢in s(a) = z ve t(a)=y ile tamimlanan
s,t: G — Og
sirasiyla baslangi¢ ve bitis fonksiyonlari.
2. Her bir z € Og i¢in 1,,  noktasindaki birim morfizm olmak {izere
e:0g — G,z —e(r) =1, € G(z,x)

ile tanimlanan birim morfizm fonksiyonu.
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3. Her bir a € G(z,y) i¢gin a~! € G(y, =) olacak sekilde tanimh olan
u: G — G,a > u(a) =a*
ters eleman fonksiyonu.
4. Gy x; G ={(b,a) € G x G|s(b) = t(a)} olmak lizere

w: Gy x; G — G, (b,a) — ba

ile tammmlanan grupoid parcali islema.

Bir G grupoidinde bu fonksiyonlar agagidaki sartlar1 saglar [21].
i) Her (b,a) € G x; G igin s(ba) = s(a) ve t(ba) = t(b) dir.
ii) s(c) = t(b), s(b) = t(a) olacak sekildeki ¢, b,a € G igin ¢(ba) = (¢b)a duir.

iii) Her bir # € Og igin 1., x noktasindaki birim morfizm olmak iizere s(1,) =

t(1,) = x dir.
iv) Her a € G igin alyq) = a ve lyqa = a dir.

v) Her bir a € G nin s(a™') = t(a), t(a™') = s(a) olmak iizere a™'a = 144 ve

aa !t = Ly(q) dir.

Burada bir G grupoidinde her bir x € Og objesi i¢in  den x e tiim morfizmlerin

smifi G(x, ) bir gruptur ve bu gruba x noktasindaki obje grubu denir.

Ornek 1.4.1. X bir topolojik uzay olsun. X deki a: [0,1] — X birim
uzunlugundaki egrilerin [a] ile gosterilen ug noktalarma gére homotopi smiflarinin

m X climlesi X {izerinde bir grupoiddir. Bu grupoide temel grupoid denir.

Burada s baglangi¢ fonksiyonu ve ¢ bitig fonksiyonu bir [o] € m X i¢in s([a]) = a(0)
ve t(la]) = (1) seklinde tammhdir. Bir z € X i¢in 1,: [0,1] — X,t — z,
x noktasindaki sabit egri olmak iizere [1,] homotopi smifi z noktasindaki birim
morfizmdir. Bir « egrisinin bitis noktasindan devam eden bir § egrisi i¢in Sa

birlesimi fa: [0,1] — X i¢in
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a(2t), 0<t<

N =

pa(t) =
Bt—1), 3<t<1
olmak iizere morfizmlerin birlesimi [3][a] = [Ba] seklinde ve a™!(¢) = a(1—t) olmak

iizere [a~!] homotopi smifi [a] nin grupoiddeki tersidir [24].

Not 1.4.1. Eger X uzay1 basit irtibath ise bu durumda her x,y € X i¢in x den y

ye morfizmlerin ciimlesi m X (z,y) simfi bir tek elemanhdir.

Tanim 1.4.2. G, Og lizerinde bir grupoid olsun. Eger Tanim 1.4.1 deki grupoid
yapisini olusturan s,t: G — Og, pu: Gy X G — G, €: Og — G, u: G — G
fonksiyonlar1 stirekli olacak sekilde G ve Oy iizerinde birer topoloji yapisit varsa

G ye Og tizerinde bir topolojik grupoid denir.

Onerme 1.4.1. X topolojik uzay: basit irtibatli bir értiiye sahip ise mX temel
grupoidi bir topolojik grupoiddir [13].

Tanim 1.4.3. G ve H birer grupoid olsun. Eger f: H — G Xkiiciik kategoriler
tizerinde bir fanktor ise yani f: H — G ve Of: Oy — O¢ fonksiyonlar yapilar

koruyor ise f ye bir grupotd morfizm: denir. O

O halde objeleri tiim grupoidler ve morfizmleri ise grupoid morfizmleri olan bir
kategori elde etmek miimkiindiir. Bu kategoriye grupoidlerin kategorisi denir ve

Gpd ile gosterilir.

Ornek 1.4.2. Basit irtibath 6rtiiye sahip olan topolojik uzaylarin kategorisi STop
ile grupoidlerin kategorisi Gpd olmak iizere her bir X topolojik uzaymi m; X temel

grupoidine doniigtiiren 71 : STop — Gpd bir fanktordur [1].

Eger f: X — Y bir homemorfizm ise 7 f: m X — mY de Gpd kategorisinde bir
izomorfizmdir. Ayrica X ve Y topolojik uzaylari i¢in m(X x V) ~ mX x mY

izomorftur [1].

Tanim 1.4.4. G ve H birer grupoid olmak {izere eger kategori olarak H, G nin bir

alt kategorisi ve her bir a € H icin a™! € H ise H ye G nin bir alt grupoidi denir.
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Ornek 1.4.3. Bir G grupoidinde H = {1,]z € Og} smfi G nin genis bir alt

grupoididir. Ayrica her x € Og¢ i¢in G(z), x noktasindaki obje grubu olmak iizere

H= | G)

z€0¢g

de G nin genig bir alt grupoididir.

Tanim 1.4.5. G bir grupoid ve N de G nin genig bir alt grupoidi olsun. Eger
her z,y € Og ve a € G(z,y) i¢in aN(z)a™' C N(y) ise veya buna denk olarak
aN(z) = N(y)a ise N ye G nin bir normal alt grupoidi denir.

Ornek 1.4.4. Bir f: H — G grupoid morfizmi icin
Kerf ={a€G|f(a) =1,,3x € Og}
f nin ¢ekirdegi, G nin normal alt grupoididir.

Tanim 1.4.6. Bir G grupoidinde her bir z € Og i¢in G, = {a € G|s(a) = z}
ciimlesine G grupoidinin = noktasindaki star: denir. Benzer olarak GY = {a €

GJt(a) = y} ciimlesine G grupoidinin y noktasindaki costar: denir.

Tanim 1.4.7. p: G — G bir grupoid morfizmi olsun. Eger her bir z € Og icin

plz: Gz — Gz kistlamasi bijektif ise p: GG ye bir érti morfizmi denir. O

Boyle bir 6rtii morfizminden asagidaki degismeli diyagram elde edilir.

GS X0, Oé
&\\
G — 0z
b
G —+0¢

Burada G x0,05 = {(a,x)|s(a) = O,(x)} dir. Buise s: G = Og ve O,: Oz — O¢

nin pullbackidir. Dolayisiyla eger p: G — G bir 6rtii morfizmi ise
Sp: Gy X0, O = G

bijektiftir. Burada S, nin inversi (p, s): G— G, X0,0¢ dir. O halde bir grupoid ortii
morfizminin tanimi agagidaki sekilde ifade edilebilir. p: G — G bir értii morfizmidir

& (p,s): G — Gy xo, O ve Sy: Gy o, Og — G déniigiimleri bijektiftir.
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Herhangi bir p: G — G grupoid morfizmi ve T € Og i¢in G(p(7)) nin p(G(7)) alt

grubuna p nin T noktasindaki karakteristik grubu denir.

Teorem 1.4.1. p: (G, %) — (G, ) bir értii morfizmi ve H irtibath olacak sekilde
f:(H,z) = (G,x) bir grupoid morfizmi olsun. Bu durumda f bir tek f: (H,z) —
(é, 7) grupoid morfizmine yiikselir ancak ve ancak f nin karakteristik grubu p nin

karakteristik grubu tarafindan kapsanir [2].

Bu teoremden agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.4.1. p: (é,a?) — (G,x) ve q: (f[, Z) — (G, x) irtibath 6rtii morfizmleri ve
C ve D de sirasiyla bunlara karsilik gelen karakteristik gruplar olsun. Eger C' C D
ise bu durumda p = gr olacak sekilde bir tek r: (G,7) — (H,Z) ortii morfizmi

vardir. Eger C' = D ise r bir izomorfizmdir.

Teorem 1.4.2. r: K — H ve q: H — G birer grupoid morfizmi olsun. Eger r
ve ¢ Ortii morfizmleri ise gr de bir 6rtii morfizmidir. Eger ¢ ve ¢r ¢rtii morfizmleri
ise r de ortii morfizmidir. Eger r ve ¢r 6rtii morfizmleri ve O, orten ise ¢ bir orti

morfizmidir [2].

Onerme 1.4.2. p: X5 X topolojik uzaylarin bir ortii fonksiyonu ise p den tiretilen

mp: Wl)? — m X de bir grupoid 6rtii morfzimidir.

G bir grupoid olsun. Eger her x,y € O¢ i¢in G(z,y) bogtan farkl ise G ye irtibath
veya gec¢isken denir. Bir p: G — G ortii morfizmi icin G ve G grupoidleri gecisken

ise p ortii morfizmine geg¢iskendir denir.

Cebirsel bir kategoride, internal kategori denilen yeni bir kategori olugturmak
miimkiindiir. Bununla ilgili ayrintili bilgi Bolim 3’te verilecektir. Grp
kategorisindeki bir internal kategori bir grup-grupoid olarak adlandirilir. Brown
ve Spencer [16] referansinda bir grup-grupoid, grupoidler kategorisindeki bir grup
obje olarak tanimlanmistir. Buna ilaveten grup-grupoidlerin kategorisinin gruplar
kategorisindeki crossed modullerin kategorisine denk oldugu gosterilmistir. Buradan
hareketle daha genel olarak ¢ok islemli gruplarin kategorisinde internal grupoidlerin,

yine aym kategorideki crossed modullere denk oldugu Porter [14] da verilmigtir.
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Bir grup-grupoid, gruplar kategorisindeki internal kategori olarak asagidaki gibi

tamimlanabilir.

Tanim 1.4.8. GG, Og iizerinde bir grupoid olsun. Eger G' ve O¢ birer grup yapisina
sahip ve grupoid yapisindaki s,t: G = Og baglangig ve bitig fonksiyonlari, €: Og —
G birim morfizm fonksiyonu ve o: C; x, C' — C, (b,a) — b o a bilegke iglemi birer

grup homomorfizmi ise G' ye O lizerinde bir grup-grupoid denir. |

Burada karigikhign ortadan kaldirmak i¢in a,b € G igin grup carpimi ab ve

grupoiddeki birlesim b o a olarak yazilir.

Bu tanimda m bir funktor oldugundan, G grupoidinde boa ve doc grupoid birlegimleri

tanimh olmak iizere a, b, c,d € G igin yerdegistirme kuraly olarak bilinen
m((b,d) o (a,c)) = m(b,d) om(a,c)

(boa,doc)=(bd) o (ac)
(boa)(doc)=(bd) o (ac)
kural elde edilir.
Onerme 1.4.3. Eger X bir topolojik grup ise 7, X bir grup-grupoiddir [16].

Tanim 1.4.9. G ve H birer grup-grupoid ve f: H — G de bir grupoid morfizmi
olsun. Eger f: H — G grupoidler {izerindeki grup yapilarini koruyor ise f ye bir

grup-grupoid morfizmi denir. O

Grupoidler iizerinde 6rtii olan bir grup-grupoid morfizmi bir grup-grupoid érti

morfizmi olarak adlandirilir.

X, her bir egrisel irtibath bilegeni basit irtibathi bir ortiiye sahip olan irtibath
bir topolojik uzay olsun. X topolojik uzaymmm ortiilerinin kategorisi TCov/X ve
mX temel grupoidinin grupoid ortiilerinin kategorisi GdCov/m X denktir [1|. Buna
ilaveten X in bir topolojik grup olmasi halinde X in topolojik grup ortiilerinin
kategorisi TGpCov/X ile m X nin grup-grupoid ortiilerinin kategorisi GpGdCov/m X

in denk oldugu Brown ve Mucuk [7] de gosterilmigtir.
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1.5. Etkime grupoidi ve crossed moduller

Bu kisimda bir G grupoidinin bir X cilimlesi iizerine etkimesinden bahsedildi. Ayrica

gruplar kategorisindeki bir crossed moduliin tanimi verilmigtir.

Tanim 1.5.1. G bir grupoid, X bir ciimle ve #: X — O¢ bir fonksiyon olsun.
Xog xsG={(z,a) € G x X|s(a) =0(x)}

olmak tizere agagidaki sartlar saglanacak sekildeki bir ¢: Xy X, G — X, (z,a) — za

fonksiyonu varsa GG grupoidi X ciimlesi tlizerine 0 ile etkir denir.

(1) O(za) = t(a)

(1) (xa)b = x(ab)

(i17) xlgy) = a dir. O
Bir G grupoidi bir X cilimlesi iizerine etkir ise etkime grupoidi olarak adlandirilan

bir G x X grupoidi su gekilde tanimlanir: X objelerin ciimlesi ise a € G(6(x),0(y))

ve ax = y olacak sekildeki (a, x) ikililerin ctimlesi olmak iizere grupoiddeki birlegim

(a,x) o (by) = (ab,z)
seklindedir.

Ornek 1.5.1. p: G — G bir grupoid ortii morfizmi ise X = Og, 0 = O, olacak

sekilde X 1tizerinde GG nin bir etkimesi vardir.

Teorem 1.5.1. Gegigken bir G grupoidinin bir x objesi ile x noktasmndaki G(z)
obje grubunun bir C alt grubu verilsin. Bu durumda karakteristik grubu C' olan bir

¢: (Ge, @) = (G, z) grupoid értii morfizmi meveuttur [1].

Ispat: Tiim C oa = {coalc € C}(a € G*) kosetlerinin ciimlesi X ve §: X — Og
de her bir C' o a kosetini a nin baglangi¢ noktasina esleyen bir doniigiim olsun. Bu

durumda G grupoidi X climlesi {izerine

XgxsG— X, (9,Co0a)—Coaoyg
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ile etkir. O halde éc grupoidi G X X etkime grupoidi olarak alinabilir. ¢: é(; —
G morfizmi objeler iizerinde 6: X — Oy fonksiyonu ve morfizmler iizerinde ise
(9,C o a) — g seklinde tamimlanirsa ¢: Ge — G, karakteristik grubu C olan bir

grupoid ortii morfizmi olur. Ayrica gerekli olan = € éc objesi C' dir. [ |

Bir G grup-grupoidinin bir X grubu {izerine etkimesi ise agagidaki gekilde tanimlanir.

Tanim 1.5.2. G bir grup-grupoid ve X bir grup olsun. G nin grupoid yapist X
ciimlesi tizerine Tanim 1.5.1 deki anlamda etkisin. Eger 0: X — Og ve Xy X
G — X, (z,a) — za fonksiyonlar1 birer grup morfizmi ise G grup-grupoidi X grubu

lizerine etkir denir. |

Burada G x X etkime grupoidi bir grup-grupoiddir. Buna etkime grup-grupoidi

denir.

Agagidaki teoremin ispat1 Brown ve Mucuk [7] de verilmigtir.

Teorem 1.5.2. GG bir grup-grupoid olsun. Bu durumda G nin grup-grupoid
ortiilerinin kategorisi GpGdCov/G ile G nin grup-grupoid etkimelerinin kategorisi

GpGdAct/G denktir.

Gruplar kategorisinde bir crossed modiil agsagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 1.5.3. M ve P gruplan ile bir u: M — P grup morfizmi verilsin. P
grubunun M grubu iizerine bir P x M — M, (p, m) — mP soldan etkimesi verilsin.

Agagidaki sartlarin saglanmasi halinde (M, P, p) tgliistine bir crossed modiil denir

[44].

1. m € M ve p € Pigin u(mP) =p~(um)p

2. m,n € M icin n*™ = m~nm

Ornek 1.5.2. Asagidaki verilen fonksiyonlarm crossed modiil sartlarimi sagladigi

kolayca goriilebilir.

(i) G bir grup ve N de normal bir alt grup olsun. G x N — N, (g,n) — g 'ng
etkimesine gore G, N iizerine etkir. Bu etkimeye gére N — G igine fonksiyonu bir

crossed modildiir.
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(ii) M, bir P-modiil oldugunda M — P sifir morfizmi bir crossed modiildiir.

(iii) Orten ve merkezi cekirdek olan herhangi bir M — P grup homomorfizmi bir

crossed moduldiir.

(iv) Herhangi bir M grubu i¢in x5 : M — AutM bir crossed modiildiir.

Burada (M, P,¢) — (N,Q,¢') bir crossed modiil morfizmi f,(m?) = fi(m)>2®
olacak gekildeki f;: M — N ve fy: P — @ ikilisinden olugur.

Eger fi: M — N bir izomorfizm ise (f1, f2) ikilisine bir crossed modiil értii morfizmi

denir.

Gruplar kategorisindeki crossed modiillerin kategorisi CMod ile grup-grupoidlerin

kategorisi GpGd nin denk oldugu [16] da verilmistir.



2. BOLUM

COK ISLEMLI GRUPLAR KATEGORISINDE INTERNAL GRUPOIDLER VE
CROSSED MODULLER

Bu béliimde, ilk olarak Higgins [8] ve Orzech [18] de tanitilan ¢ok iglemli grup yapist,
Porter [14] ve Datuashvili [15] referanslaridaki gibi yapilmigtir. Daha sonra ayni
tip ¢ok iglemli gruplar kategorisindeki internal groupoidlerin ortiileri ve etkimeleri
tamtilmigtir. 6] referansindan yararlanarak internal grupoid etkimelerinin kategorisi
ile internal grupoid ortiilerinin kategorisinin denk oldugu gosterilmisgtir. Ayni tip ¢ok
iglemli gruplar kategorisinde bir internal grupoid bir crossed module denktir [14].
Buradan hareketle bu béliimde, ayni tip ¢ok iglemli gruplar kategorisindeki bir G
internal grupoidinin ortiilerinin kategorisi ile, G den elde edilen A — B crossed

modulun Ortiilerinin kategorisinin denk oldugu ispatlanmigtir.

2.1. Cok Islemli Gruplar

Tanim 2.1.1. X bir ciimle, €2 ise X {izerinde tanimlanmig degisik mertebeden sonlu
islemlerin bir smifi, £ de grup aksiyomlarini iceren birimlerin climlesi olsun. €2;,
daki t—inci mertebeden iglemlerin ciimlesi olmak iizere agsagidaki 6zellikler saglanirsa

X e bir ¢ok islemli grup denir [14], [15].

1. Q=Q, U UQy

2. Grup iglemleri sirasiyla birim, invers, carpma 0, —, 4+ olup sirasiyla 2y, 2; ve €2
nin elemanlaridir.
QL = QW\{+}, Q] = 0 \{—} olmak {izere x € 2} i¢in ax°b = b*a ile tammlanan

*x° da Q) niin bir elemani olup Q = {0} olarak alnir.

3. Eger her bir x € ), ise E ciimlesinde a x (b+ ¢) = (axb) + (a x ¢) esitligi vardr.
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4. Eger w € ] ise E ciimlesinde w(a + b) = w(a) + w(b) olup w, + i¢in bir

morfizmdir. * € Q) i¢in F de w(a) *b = w(a xb) dir.

Ornek 2.1.1. Gruplar, halkalar, birlegimli komutatif, Lie, Leibniz, alternatif

cebirler, R- modiiller ¢ok iglemli gruplara birer 6rnektir [15].

G grubu bir ¢ok iglemli gruptur, ¢iinki €2 daki iglemler
+:GxG— G, (a,b)—a+b

—:G—>G,a— —a
ve
0:{x} —G
olmak tizere Qy = {0}, = {—}, Qe = {+} dir.
Diger yandan (R,+,-) halkas1 da bir ¢ok iglemli gruptur. R deki +,—,0 grup

islemlerine ilaveten

-t Rx R,(a,b) — ab
garpim iglemi mevcuttur. Burada Qo = {0}, = {—},Q = {+,-,-°} seklinde

alindiginda R halkas1 da bir ¢ok iglemli grup olur.

Son olarak da bir R-moduliin bir ¢ok iglemli grup oldugu su sekilde goriiliir. M
bir R- modul ise R birimli bir halka ve (M,+) bir Abel grubudur. M deki grup
islemlerine ilaveten

f:RxM — M,(r,m)—rm

dis iglemi tamimhdir. Burada Vr € R icin
fo: M — M,m—rm

iglemi birinci mertebeden bir iglem olarak kabul edilirse Qy = {0}, Q; = {—}U{f,|r €
R}, Qy = {4} dir.

Ayrica burada m,n € M ve f, € Q) i¢in f.(m +n) = r(m+n) = rm+rn =
fr(m)+ fr-(n) olup f,, + islemi igin bir morfizmdir. O halde bir R-modiil ¢ok iglemli
bir gruptur.
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Onerme 2.1.1. X bir ¢ok islemli grup ve 0 € X grubun birim elemam olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler vardir:
1. a,b,ce X vex € Qyigin (a+b)xc= (axb)+ (bxc)
2.aeXvexeQyiginax0=0%a=0
3. a,b€ X, x€ Q) vew € Q icin wlaxb) =w(a)xb=a*w(b)
4. z,y € X ve w € O igin w(w(a*b)) = w(a) *w(b) = w(w(a)) + b= a+ w(b))
5. x € Qf ve ay, ag, ..., Gy, b1, ba, ..., by, € X igin

(a1 +as+ ...+ ay) x (b1 +y2 + ... +bp) :ii(ai*bj) :i Y (b; % a;)

i=1 j=1 7j=1 =1
dir.

Ornek 2.1.2. Birimli birlesimli halkalar cok islemli bir grup degildir. Ciinkii

climlesi tek bir elemani yani grubun birimini igermelidir.

Tanim 2.1.2. X bir ¢ok iglemli grup ve A C X olsun. Eger asagidaki sartlar

saglaniyorsa A ya X in bir ¢ok islemli alt grubu denir ve A < X ile gosterilir.

1. a,be Avex€Qyiginaxbe A

2. a€ Avew € Q i¢in w(a) € A

dir.

Ornek 2.1.3. Eger f: X — Y bir ¢ok iglemli grup morfizmi ise Imf = {f(z)|x €
X} ciimlesi Y nin ¢ok iglemli bir alt grubudur.

Gergekten x € €y ve z, 2’ € X igin
flaxa) = f(z)« f(z') € Imf

ve w € ) i¢in

dir.
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Tanim 2.1.3. X bir ¢ok islemli grup ve I < X olsun. Eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa I ya X in bir ¢ok islemli normal alt grubu (ideali) denir ve I <1 X ile
gosterilir.

1. (I,+),(X,+) nn bir normal alt grubu

20ael,zreXvexeQ,ignazrxaecl

dir.
Ornek 2.1.4. Eger f : X — Y bir cok islemli grup morfizmi ise Kerf = {z €

X|f(x) =0} ciimlesi X in ¢ok iglemli bir normal alt grubudur.

Gergekten a € Kerf, v € X ve x € {2}, i¢in

fexa) = f(z)* f(a)

dir.

Aym tip ¢ok islemli gruplar bir kategori olusturur. Bu kategorinin objeleri aym
tip ¢ok iglemli gruplar ve morfizmleri ise bunlar arasinda iglemlerle uyumlu olan

fonksiyonlardir. Bu kategori GpOp ile gosterilir.

Tanim 2.1.4. X, GpOp ayni tip ¢ok islemli gruplarin kategorisinde bir obje olsun.
Eger X, Q daki biitlin islemler siirekli olacak sekilde bir topolojiye sahipse, bu
taktirde X’e bir ¢ok islemli topolojik grup denir.

Ornek 2.1.5. Ornek 2.1.1 den topolojik grup, topolojik halka ve topolojik
R-modiiller birer ¢ok islemli topolojik gruptur.

Aymi tip ¢ok iglemli topolojik gruplarin bir f : X — Y morfizmi GpOp de bir
morfizm olup ayni zamanda siireklidir. O halde ¢ok iglemli topolojik gruplar bir

kategori olugturur ve bu kategori TGpOp ile gosterilir.
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2.2. Cok Islemli Gruplar Kategorisinde Internal Grupoidler

Gruplar kategorisindeki bir internal kategorinin bir grup-grupoid oldugundan Boliim
2 de bahsetmigtik. Simdi Porter [14] referansina bagh kalarak GpOp aym tip ¢ok

iglemli gruplar kategorisinde bir internal grupoidi agagidaki gekilde tanimlayalim.

Tanim 2.2.1. Hem objelerinin hem de morfizmlerinin ctimlesi birer ¢ok iglemli grup,
kategori yapisini olusturan fonksiyonlar ise birer ¢ok islemli grup morfizmi olacak

sekildeki bir C kategorisine bir internal kategori denir. O

Burada x € ), a,b,c,d € C ve bo a, d o c tanimh olacak sekilde
(boa)x(cod) = (bxd)o (axc)

yer degigim kurali saglanir. Gergekten p: Csx,C — C, (b, a) + boa bilegke fonksiyonu

C deki iglemleri koruyacagindan

ﬂ(bv a) */L(d, C) = N((b7 a) * (d7 C))
(boa)x(cod) = p((bxd),(aoc))
(boa)x(cod) = (bxd)o (axc)

elde edilir. Bu gekilde olusturulan C kategorisinin bir grupoid oldugu su sekilde

goriiliir:

Bunun igin bir a € C morfizminin tersinin oldugunu gosterelim. a nin gruptaki

1 1

tersi —a ve a min grupoiddeki aramilan tersi ™ olmak iizere a™ o a = lyq ve

aoat =1y, olacagindan

aoa " = lyaq
& (aca™)—a=1y —a
& (aoa™')—a+ L) = i) — @ + Ly
& (aca™) 4 (—a+ Ly ole) = Lyw — a+ lyw)
& (a—a+1lyqy)o (at+1.) = Li@) — a + Ly
& lygoa ' =1y —a+ lyg
& 0 =l —a+ Ly
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dir. Benzer sekilde

atoa= Ls(a)

—a+ (a ' oa)=—a+ 1y

Lia) —a + (atoa)= L) — a + Ly
(leolyay —a) + (@' oa) =1y — a+ lyy)
(Ie+a™1) o (lya) — a + a) = lya) — a + Ly
ato L) = Li(a) — a + Ls(a)

o™t =1y —a+ Lyw

r ¢ ¢ 0O

dir. O haldea ! = Li(a) —a+14) tersi vardir. Bu durumda C bir internal grupoiddir.

Burada dikkat edelim ki eger GpOp kategorisi gruplarin kategorisi olarak almirsa
GpOp deki bir internal grupoid bir grup-grupoiddir [16]. Eger GpOp halkalarin
kategorisi olarak alinirsa bu kategorideki bir internal grupoid bir halka grupoididir

[17].
Bundan sonra bir internal grupodi uyumlu olmasi agisindan G ile gosterecegiz.

Onerme 2.2.1. G bir internal grupoid ise asagidaki ézellikler vardr:

1. Eger a € G(z,y) ve b € G(u,v) ise x € Qy icin axb € G(z*xu,yxv) ;
2. a,beGvexeQyicin (axb) ™ =atxb!;

3. a,b€ Gvew € D igin w(aob) = (w(a)) o (w(b)) ;

4. Eger a € G(x,y) ise w(a) € G(w(x),w(y));

5. z,y € Gy ve x € Qyicin 1, x 1, = 1,4y ;

6. a € Gand w € Q igin (w(a))™ =w(a™!).

Ispat: (1) G bir internal grupoid oldugundan G deki baglangig ve bitig fonksiyonlar

birer ¢ok iglemli grup morfizmidir. Burada

s(axb) =s(a)xs(b) =xxu
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ve

t(axb) =t(a)xt(b) =y*v
dir. Buradan da axb € G(z *u,y xv) dir.
(2) u: G — G,a > a~! doniigiimii bir ¢ok islemli grup morfizmi oldugundan
(axb)' =ulaxb) =u(a)xud) =atxb?
dir.

(3) a,b € G igin w : G — G,a — w(a) bir ¢ok iglemli grup morfizmi oldugundan
p: Gy xy G — G, (a,b) — aobmorfizmi i¢gin w(a o b) = w(pu(a,b)) = p(w(a,b)) =
p(w(a), w(b)) = (w(a)) o (w(b)) dir.

(4) sa = x, ta = y ve w : G — G dontigiimii bir ¢ok islemli grup morfizmi

oldugundan s(w(a)) = w(s(a)) = wx ve t(w(a)) = w(t(a)) = w(y) dir.

(5) z,y € Gy igin € : Gy — G,z — 1, fonksiyon bir ¢ok islemli grup morfizmi
oldugundan 1,,, = e(x xy) = e(z) xe(y) = 1, * 1,, dir.

(6) u : G — G,a — a ! doniigiimii bir ¢ok iglemli grup morfizmi oldugundan
(w(a)™! = u(w(a)) = w(u(a)) = w(a™) dir.

Ornek 2.2.1. X bir ¢ok islemli grup ise G = X x X grupoidi bir internal grupoiddir
[19]. Bunun i¢in X ciimlesi tizerindeki iglemlerin ciimlesi Q = Qy U ©y U Qy olsun.

* € Q) vex,y,2,t € X igin
*:GxG— G ((2,y),(2,1) = (2,y) x (2,1) = (T * 2,y x 1)

ve w € 2] icin
w:G =G, (z,y) = (w(z),w(y))
islemleri tanmimlansin. Bu iglemelere gore G nin bir ¢ok islemli grup oldugu kolayca

goriilebilir.

Burada Og = X iken z ten y ye bir morfizm (x, y) ile gosterilir. Grupoiddeki birlegim
(y,2) o (z,y) = (z,2) seklinde tamiml iken internal grupoiddeki yerdegistirme
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kuralinin varligh ise su sekilde goriiliir: a = (z,y),b = (y, 2),¢ = (u,v) ve d = (v, w)

ve boa ve doc tanimh olmak iizere
(boa)*(doc) = (x,2) * (u,w) = (z*u,z*xw)
dir. Diger taraftan
(bxd)o(axc)=(y*xv,zxw)o (x*xu,y*xv) = (z*u,zxw)

dir. Buradan

(boa)x(doc)= (bxd)o(axc)
dir.
a=(x,y) ve b= (y,2) i¢gin w(boa) = (w(z),w(z)) ve w(b) o w(a) = (w(y),w(z)) o
(w(z),w(y)) = (w(x),w(z)) oldugundan w(boa) = w(b) o w(a) tir. x € Ob(G) igin

w(l,) = (w(x), w(x)) = lye) dir. Son olarak e € X birim olmak {izere 1. = (e, e)

G nin birimidir. O halde G bir internal grupoiddir.

Onerme 2.2.2. X, TGpOp aym tip cok islemli topolojik gruplar kategorisinde bir

obje olsun. Bu durumda m; X temel grupoidi bir internal grupoiddir [19].

Ispat: X bir ¢ok islemli topolojik grup olsun. X in ¢ok iglemli grup yapisi
olusturan

x XXX — X (z,y) —xxy

ve

w: X - X,z - w(x)

islemler stirekli oldugundan bu islemlerden, temel grupoid yapisi ile iiretilen

agagidaki iglemler iyi tanimhdir.
mix: mX X mX Z2m(X x X) — mX, ([a],[b]) — [(a,b)] — [a* b
dir. Burada (a * b) egrisi,

axb:[0,1] = X, (axb)(t) = a(t) xb(t)
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seklinde tanimhdir.
mw: mX — mX, [a] — w(a) = [w(a)]

dir. Burada
w(a): [0,1] = X, (w(a))(t) = w(a(t))

seklinde tanimhdir. Simdi 71 X in ¢ok iglemli grup sartlarini sagladigini gosterelim.

1. Q, G deki iglemlerin ciimlesi olmak iizere m; X deki iglemler €2 dan iiretilen
islemlerdir. 7 X deki iglemlerin climlesini Q ile gosterelim. 7 X in bir
grup-grupoid oldugu [22] de verilmigtir. Simdi buna ek olarak m X ¢ok iglemli
bir grup oldugunu gésterelim.

2. 5,2 = (22 \ +,§/1 = ﬁl \ {—} olsun. * € ?22 1(;1n

[a] x[0] = [axb]
= [b*°d]
= [b] %" [q]
oldugundan *° € 2 dir.
3. =0\ 4,0 =0\ {=} olmak iizere € €, ve [a], [b],[c] € mX icin
[a] x ([b] + [c]) = [a]x[b+d]
= lax(b+c)]
= [(axb)+ (axc)]
= [a*b|+ [a*(]
= ([a] % [8]) + (la] * [])
dir.
4. w € @v’l birinci mertebeden iglemi ve x € @72 i¢in,
w(la]) x[b] = [w(a)] x [0]
= [w(a) D]
(

)

*

>
=
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dir. Simdi @ nmn + islemi icin bir morfizm oldugunu gosterelim:

w(la] + ) = wla+b]
= [w(a+0b)]
= [w(a) +w(b)]
= [w(a)] + [w(b)]

= wla] +wlb]

olur. Buna ilaveten agagidaki fonksiyonlarin bir ¢ok islemli grup morfizmi olmasi
kolaylikla goriiliir.

s: mX — X, [a] — sla] = a(0)

t: mX — X, [a] — t[a] = a(1)

e: X »mX,z (1]

p: mXs xgmX — mX,([b],a]) — [bodl

dir. Son olarak yerdegistirme kuralinin saglandig: ise asagidaki sekilde goriiliir. boa

ve d o ¢ tanimli olmak iizere, a,b,c,d € m X ve x € {2 i¢in,

(bxc)o(axd))(t) =

O halde bu iglemlerle birlikte 71 X bir internal grupoiddir. |

Tamm 2.2.2. X ve X, TGpOp de birer obje ve p: X — X de bu kategoride bir
morfizm olsun. Eger p morfizmi topolojik uzaylar tizerinde bir értii doniisiimii ise p

ye bir ¢ok islemli topolojik grup orti morfizmi denir. O

X bir ¢ok iglemli topolojik grup olsun. Objeleri p: X > X ¢ok iglemli topolojik
grup ortiileri ve p: X — X den q: Y = X ye bir morfizmi i¢in p = ¢ f olacak sekilde
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bir f: XY doniigtimii olan bir kategori elde edilir. Bu kategori TGpOpCov/X ile

gosterilir.

Tamm 2.2.3. G ve G iki internal grupoid ve f: G — G bir grupoid morfizmi
olsun. Eger f: G — G morfizmi ¢ok iglemli grup yapilarini koruyor ise f e bir

internal grupoid morfizmi denir. O

O halde objeleri internal grupoidler ve morfizmleri ise yukarida tanimlanan gekilde

grupoid morfizmleri olan bir kategori olugturulabilir. Bu kategori IntGd ile gosterilir.

Tamm 2.2.4. G ve G, GpOp de birer internal grupoid ve p: G — G bu kategoride
bir morfizm olsun. Eger p ayni1 zamanda grupoidler {izerinde bir ¢rtii doniigiimii ise

p ye bir internal grupoid érti morfizmi denir. O

Bir X ¢ok iglemli topolojik grubu icin objeleri m X temel grupoidinin p: G—omX
ortli morfizmleri ve p: G — mX den q: H — mX ye bir morfizmi i¢in p = ¢qf
olacak gekilde bir f: G- H ¢ok iglemli grup morfizmi olan bir kategori elde edilir.
Bu kategori IntGdCov/m X ile gosterilir.

X bir topolojik grup iken X in topolojik grup ortiilerinin kategorisi TGpCov/X
ile X den elde edilen 7 X grup-grupoidinin, grup-grupoid ortiilerinin kategorisi
GpGdCov/m X in denk oldugu Brown ve Mucuk [7| da gosterilmistir. X in bir
¢ok iglemli topolojik grup olmasi halinde agagidaki kategori denkligi vardir.

Teorem 2.2.1. X, topolojisi basit irtibath bir ortiiye sahip olan bir ¢ok
islemli topolojik grup olsun. Bu durumda X in ¢ok islemli topolojik grup
ortiilerinin kategorisi TGpOpCov/X ile m X in internal grupoid ortiilerinin kategorisi

IntGdCov /7 X denktir.

ispat: Bir
712 TGpOpCov/X — IntGdCov/m X
fanktoru su sekilde tanimlansin. Cok iglemli topolojik gruplarin bir p: X — X ortit

morfizmi verilsin. p den iiretilen 7 (p): 7r1)? — m X, Onerme 1.4.2 den bir grupoid

ortlii morfizmidir. Ayrica m (p) asagidaki gibi ¢ok iglemli grup yapisin korudugundan
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bir internal grupoid morfizmidir.

ve

mp)w(@)] = [p(wa)

= wm(p)ld]

dir. Buradan 7 (p): 71 (X) — 71(X) bir internal grupoid 6rtii morfizmidir.
Simdi asagidaki gsekilde bir
n: IntGdCov/m X — TGpOpCov/X

fanktoru tanimlayalim. gq: G — mX bir internal grupoid 6rti morfizmi olsun.
Buradan p = O, ve X = Og olan bir p: X — X ortii fonksiyonu elde edilir.
Burada X iizerindeki topoloji yiikseltilmig topolojidir [1]. Ayrica p bir topolojik
grupoid értii morfizmidir [6]. Bunlara ilaveten simdi X iizerinde tammh * € €2, ve
w e ?2’1 islemlerinin siirekli oldugunu gosterelim. X in her bir irtibath bilegeni basit
irtibath bir ortiiye sahip oldugundan X in basit irtibatli alt ciimlelerinden olusan
bir o oOrtiistini bulabiliriz. p da basit irtibatli bir U ciimlesinin X ya ylikselmesine
U diyelim. U smufi X iizerindeki yikseltilmis topoloji i¢in bir bazdir. Burada 0 nin

acik bir komsulugu U € g olsun.
x: X x X = X, (z,y)—»x*y
iglemi ile
w: X = X,z w(x)

islemi stirekli oldugundan (V x V) C U ve w(V) C U olacak sekilde X de 0 m
bir V' komgulugu vardir. X iizerindeki topoloji yar1 lokal 1- irtibath oldugundan
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V' yeterince kiiclik secilerek V' nin basit irtibath oldugu kabul edilebilir. V' nin

yiikselmesi V olmak iizere
p(VEIV) = (V+V)CU

ve

(VXV)CU

elde edilir. Bu da
*: X x X =X (z,y) »x*y

isleminin siirekli oldugunu gosterir. Diger yandan

ve

elde edilir ki bu da

w: X = X,z w(x)
isleminin stirekli oldugunu gosterir. Topolojik grup ortiilerinin kategorisi grup
grupoid ortiilerinin kategorisine denk oldugundan asagidaki diyagram teoremin

ispatini tamamlar.

TGpOpCov/X —— IntGdCov/m X

| |

TGpCov/X —— GpGdCov/m X
|

Gruplar kategorisine benzer olarak ayni tip ¢ok islemli gruplar kategorisinde bir G
internal grupoidini ele alalim. G internal grupoidinin bir X ¢ok iglemli grubu iizerine

etkimesi agagidaki sekildedir:

Tanim 2.2.5. G, GpOp ¢ok iglemli gruplar kategorisinde bir internal grupoid ve X
bu kategoride bir obje olsun. G nin grupoid yapist X ciimlesi iizerine Tanim 1.5.1

deki anlamda etkisin. Eger grupoid etkimesindeki 6: X — Og ve ¢: Xy X, G —
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X, (x,a) — za fonksiyonlar1 bu kategoride birer morfizm ise G internal grupoidi X

¢ok iglemli grubu iizerine @ ile etkir denir.

Boyle bir etkime (X, 0, ¢) ile gosterilir.

Ornek 2.2.2. G ve G , GpOp ¢ok iglemli gruplar kategorisinde birer internal grupoid
ve p: G — G bir internal grupoid oOrtii morfizmi olsun. Bu durumda G internal
grupoidi X = O iizerine etkir. Burada Ornek 1.5.1 den G nin X ciimlesi iizerine
bir grupoid etkimesi vardir. Buna ilaveten ¢, G deki bitig fonksiyonu olmak iizere
t =¢: Xy xs G — X, (z,a) — za olarak secildiginden ¢ nin GpOp de bir morfizm

olmasindan z,y € X ve a,b € G igin

(z+y)(axb) = (za)* (yb)
dir.
Teorem 2.2.2. G, GpOp de bir internal grupoid olsun. Ayrica G gegisken ve 0 € Og,
G nin toplama iglemine ait birim elemanm olsun. 0 € Og noktasindaki obje grubu
G(0) ve C, G(0) nin bir ¢ok iglemli alt grubu olsun. a € G° igin Coa = {coa | c € C}

kosetlerin ciimlesi X bir ¢ok iglemli grup olur ve bu durumda G internal grupoidi

X tzerine etkir.

Ispat: X iizerinde % € Q, islemi agagidaki sekilde tanimlansm: Coa, Cobe A
icin
(Coa)k(Cob)=Co(axb)

. Simdi bu ikili iglemlerin iyi tanimli oldugunu gosterelim. C'oa, C ob € X ise
a,b € G° axb € G° ve buradan C o (axb) € X dir. Ayrica Coa = Coad ve

Cob=Colise,d oa i/ ob~! € C dir ve yerdegistirme kuralindan
(@ *b)o(axb) ™ =(a*xbV)o(axb )= (adoca )« ob™")

dir. C bir ¢ok iglemli alt grup oldugundan (a’xb)o (axb)~t € C elde edilir. Buradan
daCo(axb)=Co(axl) dir.

X climlesi iizerindeki tekli iglem ise

w(Coa)=Couw(a)
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seklinde tanimlansim. Eger Coa = Cobise boa! € C ve buradan da
wboa™) =wb)ow(a™) =wb)o(wa)t €C

dir.  Sonug olarak C' o w(a) = C o w(b) olur ve bu da w igleminin iyi tanimh
oldugunu gosterir. G bir ¢ok iglemli grup oldugundan, G nin grup aksiyomlarini
igeren birimlerin bir £ climlesi vardir. O halde X cilimlesi Tanim 2.1.1 deki ¢ok
igslemli grup sartlarini saglamig olur. Teorem ?? den G grupoidi X ciimlesi iizerine
etkir. Buna ek olarak yer degistirme kuralinin saglandigi ise su gekilde goriiliir.

g,h € G i¢in
((Coa)x(Cob))(g*xh)=((Coa)og)*((Cob)oh)
dur. |

Teorem 2.2.3. G, GpOp bir internal grupoid ve X bu kategoride bir obje olsun.
Ayrica GG internal grupoidi X ¢ok iglemli grubu {izerine etkisin. Bu durumda p: G x
X — @G izdiigiimii bir internal grupoid morfizmi ve G X X etkime grupoidi GpOp

kategorisinde bir internal grupoid olur.

Ispat: Bu teoremin ispat1 i¢in éncelikle G = G x X etkime grupoidinin GpOp
kategorisinde bir ¢ok iglemli grup oldugunu gosterelim. Bunun i¢in G x X tizerindeki

islemler (a,z), (b,y) € G x X ve x € ) igin
G X xGX X —=>Gx X, ((a,x),(b,y)) — (a*xb,z*xy)
ve w € (2] i¢in
w:Gx X - Gx X, (a,2) » w(a,z) = (w(a),w(z))

seklinde tanimlansin. Bu sekilde tanimlanan iglemlerle CNJ, Tanim 2.1.1 nin sartlarim
sagladigindan bir ¢ok islemli gruptur. Burada G ve X ayni tip ¢ok islemli gruplar
oldugundan, grup aksiyomlarini igeren ayni tip birimlerin ciimlesine sahiptir ve bu

durumda G ayni grup aksiyomlarini igeren ayni tip birimlerin climlesine sahiptir.

G nm grupoid yapisindaki fonksiyonlarin birer ¢ok iglemli grup morfzimi oldugu su

sekilde goriiliir.
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s: G — X, s(a, r) = x baglangi¢ morfizmi i¢in

s(a,z) xs(by) = zxy
= s(axb,x*y)

= s((a,2) x (b, y))

dir. Ayrica

s(wla,z)) = s(w(a),w(@))

dir. Burada ¢: G x X — X, (a,z) — ax bu kategoride bir morfizm oldugundan

pla,z) xp(b,y) = (ax)~*(by)

ve

p((a, ) (by)) = @laxb zxy)
— (axb)(z*y)
den
(axb)(x xy) = (az) * (by)
esitligi elde edilir. Buda t: G x X — X, (a,2) = ax bitig fonksiyonunun bir ¢ok

iglemli grup morfizmi oldugunu gosteririr. Ayrica

e: X > Gx X, (a,z) — ela,z) = (1,2)
1 Gx X xG— G((b,y), (a,z)) — (ba, z)

fonksiyonlarinin da bir ¢ok iglemli grup morfizmi oldugu kolayca goriiliir. [

O halde bir G internal grupoidinin etkimelerinin kategorisi olugturulabilir ve bu

kategori IntGdAct/G ile gosterilir.

Tanim 2.2.6. G bir grupoid, G, GpOp kategorisinde bir internal grupoid ve 0 € G
toplama iglemine ait birim olsun. p: (é’,ﬁ) — (G, 0) grupoidlerin bir 6rtii morfizmi
olsun. Bu durumda p bir internal grupoid morfizmi olacak sekilde G iizerinde bir

internal grupoid yapis1i mevcut ise, G’ nin internal grupoid yapisi G ya ytikselir denir.
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Teorem 2.2.4. G bir grupoid, G, GpOp de grupoid yapist gegisken olan bir internal
grupoid ve 0 € Og toplama iglemine ait birim olsun. p: G- G grupoidlerin bir
6rtit morfizmi ve p(0) = 0 olacak sekilde 0 € Oz elemani verilsin. Bu durumda G

nin internal grupoid yapisi 0 birim olacak sekilde G ya yikselir [19].

Ispat: p: G — G ortii morfizminin 0 noktasindaki karakteristik grubu C' olmak
lizere ¢: H — G da Teorem 1.5.1 de oldugu gibi C' ye karsilik gelen 6rtii morfizmi
olsun. Sonug 1.4.1 den p ve ¢ denktir. Bundan dolay1 sadece GG nin ¢ok iglemli grup

* € )y igin
*: GxG—G,(g,h) = g*h

ve w € () icin

w: G— G, g w(g)

tekli iglem olsun.

Simdi X = Op ftizerindeki iglemleri
(Coa)x(Cob)=Co(axb)

ile ve

G iizerindeki islemleri ise su sekilde tamimlayalim: * € Qvg igin

*:GxG— G, ((g,Co0a),(h,Cob))— (g,Co0a)k(h,Cob)=(gxh,Co(axb))

Ve@te
)

w:G— G, (9,Co0a)—~ w(g,Coa)=(w(g),Cow(a))
islemleri tanimlansin. Burada a,b € Ob(G) olup C o (a * b) nin taniml olduguna
dikkat edelim. Bu iglemler ile G gercekten bir internal grupoid olur. 2 daki iglemler
G deki iglemler olmak {izere G daki iglemler €2 dan iiretilen iglemlerdir. G daki
islemlerin climlesini Q ile gosterelim.

1. Q:@U@:U@;olsun.
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2. =0\ {+}, Y =\ {~} olsun. ¥ € Qs icin
(9,Coa)x(h,Coa) = (gxh,Co(axb))
= (hx"g,Co(b*"a))

= (h,Cob)x(g,Coa)
oldugundan *° € 2, dir.

3. = O\ {4}, = Q; \ {—} olmak iizere ¥ € O ve (Coa), (Cob),(Coc) € G
icin
(9,Coa)x((h,Cob)+(k,Coc)) = (9,C0a)x((h+k),Co(b+c))

(gx (h+k),Co(ax(b+c))

— ((g+h) + (g% k), Co ((axb) +(ax0)
((gxh,Co(axb))F((gxk,Co(axc))
((g,C o a)*(h,Cob))¥((g,C0a)k(k,Coc))

dir.
4. & € Q birinci mertebeden iglemi ve € Qs icin,

W(g,Coa)k(h,Cob) = (w(g),Cow(a))F(h,Cob)
= (w(g)xh,Co(w(a)*b))
= (Wlgxh),Co(w(axb))
= B(g*h,Co(axb))
= &((g,Coa)¥(h,Cob))

dir. Simdi @ nin F islemi icin bir morfizm oldugunu gosterelim:

5((g9,Coa)F(h,Cob)) = @(g+h,Co(a+b))
= (w(g+h),Cow(a+b))
= (w(g) +w(h),Cow(a)+ w(b))
= (w(g),Cow(a))+(w(h),Cow(b))
= w(g,Coa)tw(h,Cob)

dir.
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O halde G ¢ok islemli grup sartlarini saglar.
Simdi yerdegistirme kuralinin varligini gosterelim.

((9,Coa)(k,Coc))x((h,Cob)(t,Cod)) = (gk,Coa)x(ht,Cob)
= (gk*ht,Co(axb))

dir. Diger yandan

((g,Coa)x(h,Cob))((k,Coc)x(t,Cod)) = (g*h),Co(axb)))*(kxt,Co(cxd))
= ((grxh)(k*t),Co(axb))

dir. G bir internal grupoid oldugundan gk x ht = (g x h)(k = t) dir. Buradan
(9,Coa)(k,Coc)x(h,Cob)(t,Cod) = ((9,Coa)x(h, Cob))((k,Coc)x(t,Cod))
elde edilir. |

Bu teoremden asagidaki sonu¢ hemen elde edilir.

Sonug 2.2.1. X basit irtibath bir ortiiye sahip olan egrisel irtibath bir ¢ok iglemli
topolojik grup ve 0 € X birim eleman olsun. p(0) = 0 olacak sekilde herhangi bir
p: ()Z ,0) — (X, 0) értii fonksiyonu i¢in X in cok islemli grup yapisi X va yiikselir,
yani X bir ¢ok iglemli topolojik grup, 0 € X birim eleman ve p bir topolojik grup

morfizmi olacak gekilde X iizerinde bir tek ¢ok iglemli grup yapisi vardir.

Ispat: X bir cok islemli topolojik grup ise Onerme 2.2.2 den 7, X temel grupoidi
bir internal grupoiddir. p: X — X bir ortii fonksiyonu ise Onerme 1.4.2 den p
tarafindan tiretilen 7yp: mX - mX grupoid morfizmi bir 6rtii morfizmidir. Burada
X egrisel irtibath oldugundan 7 X grupoidi irtibathdir. O halde Teorem 2.2 den
m X ¢ok islemli grup yapisi mX ya yiikselir. Burada X ¢ok iglemli grup yapisina
sahip olur. Simdi bu grup yapisina gore X nm bir ¢ok iglemli topolojik grup oldugunu

gosterelim. Bunun igin

ve



41

islemlerinin siirekli oldugunu gostermek yeterlidir. X yar1 lokal basit irtibath
oldugundan basit irtibath olan alt climlelerinin bir p Ortiistine sahiptir. o da basit
irtibatll bir U ciimlesinin X ya ylikselmesini gosterelim. X iizerindeki topoloji
yiikseltilmis topoloji oldugundan g daki ciimlelerin yiikselmelerinden olusan g sinifi
X fizerinde yikseltilmis topoloji i¢in bir bazdir. 0 m bir actk komgulugu U € 0
olsun. X bir ¢ok iglemli topolojik grup oldugundan

x: X x X = X (a,b) —»axb

ve

w: X = X, a— w(a)

iglemler siirekli olup V' x V' C U olacak sekilde X de 0 mn bir V' agik komsgulugu
vardir. X {izerindeki topoloji yar1 lokal basit irtibatli oldugundan V' yeterince kiiciik
secilerek V' nin basit irtibathh oldugu kabul edilebilir. V' nin yiikselmesi V olsun.
p(VFV)=V*V C U olup buradan da V¥V C U dir. Ayrica p(@(V)) =w(V) C U
olup (V) C U dir. Buda ¥ € Qv’z ve w € QV’Q islemlerinin stirekli oldugunu gosterir.

2.3. Cok Islemli Gruplar Kategorisinde Crossed Moduller

Gruplar kategorisindeki crossed modiil kavramindan Boliim 2 de bahsedildi. Simdi
GpOp c¢ok iglemli gruplar kategorisinde crossed modil tanimini verebilmek igin

oncelikle gerekli olan bazi1 yapilardan bahsedelim.

Tanim 2.3.1. GpOp ayni tip ¢ok islemli gruplarin kategorisi ve A ve B de bu

kategoride birer obje olsun. B nin A tarafindan bir genislemesi

0—A-SE-2sB-—0

dir. Burada p orten ve i(A) de p nin ¢ekirdegidir. Eger ps = idp olcak sekilde bir
s : B — E morfizmi mevcut ise bu geniglemeye bir ayrima(split) denir. B nin A

tarafindan bir split genislemesine A dzerinde bir B yapist denir. O

Bu genislemeye gruplar kategorisinde asagidaki ornek verilebilir.
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Ornek 2.3.1. G bir grup, N bir normal alt grup ve G /N de bir bélim grubu olmak

uzere

0—N-G%LG/N—0

G nin N tarafindan geniglemesini olugturur.

Simdi kabul edelim ki A tizerinde bir B -yapisi
0—A-—E-"DB-—0

seklinde verilsin. Orzech [18] den GpOp kategorisindeki isglemlere kargihk gelen A

tizerindeki B nin dretilen etkimeleri b € B,a € A, x € ), olmak iizere

b-a=s(b)+a—s(b)

bxa=s(b)xa

seklinde tanimlanir.
Agagidaki 6nerme Orzech [18] de verilmigtir.

Onerme 2.3.1. GpOp de A ve B objeleri icin B nin A iizerindeki etkimeleri iiretilen

etkimelerdir ancak ve ancak B x A yar1 direk ¢arpimi

(',a")+ (bya) = (V' +0b,d +b-a)

(0',a)yx(bya) = (b'xba'*xa+d xb+bV *a)
islemine gore bu kategoride bir objedir.
GpOp kategorisindeki bu iiretilen etkimeler ile ilgili aksiyomlar [15] de agagidaki
sekilde formiillegtirilmistir.

Onerme 2.3.2. GpOp kategorisinde B nin A fizerindeki etkimelerinin ciimlesi
tiretilen etkimelerin climlesidir ancak ve ancak her Vw € Q), Vx € Qf, Vz, by, by €

B,Ya,a,as € Ave z,y,2,t € AU B igin agagidaki sartlar saglanir:
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11.

12.

dir.

Ornek 2.3.2. B, GpOp de bir obje ve I da B nin bir ideali olsun.

0-a=a;

b-(a1+ay) =b-a;+0b-ag;
(by +b3)-a=by-(bs-a);

bx (a1 + ag) =bxa; + b*ay;
(b1 + bo) xa =by xa+ by % a,
(b1 x by) - (a1 * az) = ay * as;
(by xby) - (a*b) = axb;

a; * (b-as) = ay * as;

bx (b -a)="bx*a;
w(b-a) = w(b) - w(a);
w(a*b) =w(a)*b=axw(b);

THhYy+zrt=zxt+aT*y

be B,ac I vexe ) igin agagidaki etkimeler vardur.

BxI—1I, (bya)—b-a=b+a—>b
Bx1—1, (bja)mbxa=bx*a

Onerme 2.3.2 nin sartalarinin saglandig kolayca goriiliir.
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Bu durumda

GpOp kategorisinde bir crossed modul [14] referansinda asagidaki sekilde karakterize

edilmigtir.

Tanim 2.3.2. GpOp kategorisindeki A ve B objeleri i¢in A {izerinde B nin {iretilen

etkimeleri verilsin. ¢ : A — B bu kategoride bir morfizm olsun. Eger ¢ i¢in agagidaki

sartlar saglaniyor ise (A, B, ¢) tigliisiine bir crossed modil denir: b € B, a,d’ € A,

ve x € (2 igin
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(1) o(b-a) = b+ d(a) —b;
(ii) ¢(a) - d' = a+d — a;
(iii) ¢(a) xa’ = axd';
(iv) o(b*xa) =bx p(a) ve ¢p(axb) = ¢(a) * b dir. O
Burada (A,B,¢) — (A, B',¢') bir crossed modiill morfizmi agagidaki sartlar
saglanacak sekildeki fi: A — A’ ve fo: B — B’ ikilisinden olusur: x € B, a € A ve
* € ), i¢in

L. fa¢(a) = ¢'fi(a),

2. fi(b-a) = fa(z) - fila),

3. filbxa) = fox) x fi(a)

dir.

Eger fi: A — A’ bir izomorfizm ise (fi, f) ikilisine bir crossed modiil értii morfizmi
denir. O halde crossed modiil o6rtiilerinin kategorisi olugturulabilir. Bu kategoriyi

CModCov ile gosterelim.
Ornek 2.3.3. B, GpOp de bir obje ve I da B nin bir ideali olsun. Bu durumda
1: 1 — B,aw(a) =a

icine fonksiyonu agagidaki tiretilen etkimelerle birlikte bir crossed modiil belirtir.

be B,aclvex*eQicn

BxI—1I, (bja)—=b-a=b+a—>
BxI—1I, (bja)rbxa=bx*a

dir.

Bu etkime Tanim 2.3.2 in sartlarin saglar.

Agagidaki teoremin ispat [14] referansinda verilmistir. Fakat bu teoremin ispatindan
faydalanarak Teorem 2.4.2 deki kategori denkligini verecegimizden ispati kisaca

hatirlatalim.
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Teorem 2.3.1. GpOp ayni tip ¢ok iglemli gruplarin kategorisi olsun. Bu kategorideki

crossed modullerin CMod kategorisi ile internal grupoidlerin kategorisi IntGd denktir.

ispat:
I': IntGd — CMod

fanktoru tanimlansin. G, IntGd de bir obje olsun. Bu internal grupoidden A = kers,
B = O¢ ve t|4 = ¢: A — B bitig fonksiyonunun kisitlamasi1 olmak iizere (A, B, ¢)
crossed modiilii elde edilir. Burada A ve B ¢ok iglemli grup yapisina sahiptir ve
buradan bir

0—-A—=-G—=B—=0
B yapisi elde edilir. O halde burada etkime
BxA— A (bja)=b-a=c¢(b)+a—e(b)
BxA— A (bya)=bxa=c¢(b)xa

seklinde tanimhidir ve bu etkime Onerme 2.3.2 nin sartlarini saglar. ¢: A — B bitis

fonksiyonu ise crossed modul sartlarim saglar: b € B, a,a’ € A, ve x € € i¢in
(i) t(b-a) =t(e(b) +a—e(b)) =b+t(a) — b;

(ii) t(a) - o' = (t(a)) + d' — e(t(a)) = a +a’' = q;

(iii) t(a) xa' = e(t(a)) xd' = ax d';

(iv) t(bxa) =t(e(b) xa) = b*t(a) ve t(axb) =t(axe(b)) = t(a) x b dir.

Tersine olarak

®: CMod — IntGd

fanktoru tamimlansin. ¢: A — B, GpOp ¢ok iglemli gruplar kategorisinde bir crossed
modiil olsun. Bu crossed modiile karsilik bir GG internal grupoidi su sekilde elde
edilir. Burada Og = B ve G = B x A yar1 direk carpimi GpOp de birer obje olup
e(b) = (b,0),s(b,a) = b ve t(b,a) = b+ ¢(a) dir. Grupoid islemi ise ¢ = b + ¢(a)

olmak tlizere

o:GxG — G
((b,a),(c,d)) = (b,a)o(c,d) = (b,a+d)
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seklinde tanimhdir. Bu gekilde tanimlanan I" ve ® fanktorlar: i¢in I'® ~ 1 ve 1" >~ 1
oldugundan kategori denkligi saglanir. |

Ornek 2.3.4. X bir cok islemli topolojik grup olsun. Bu durumda Teorem 2.3.1

deki yolla m X internal grupoidinden (m X ). — X crossed modiilii elde edilir.

2.4. Kategori Denkligi

Ggruplar kategorisindeki bir GG internal grupoidin yani bir grup-grupoidin ortiilerinin
kategorisi GpGdCov/G ve etkimelerinin kategorisi GpGdAct/G nin denk oldugu [6]
referansinda verilmistir. Simdi bu kategori denkligini ayni tip ¢ok iglemli gruplar

kategorisindeki bir G internal grupoidi i¢in genigletelim.

Teorem 2.4.1. GG, GpOp kategorisinde bir internal grupoid olsun. Bu durumda
IntGdCov/G ile IntGdAct/G kategorileri birbirine denktir.

ispat:
I': IntGdCov/G — IntGdAct/G

fanktorii tanimlansin. p: G — G internal grupoidlerin bir 6rtii morfizmini géz oniine
alalim. Ornek 2.2.2 den G internal grupoidi Og tizerine etkir. Boylece G x Og bir

internal grupoid etkimesidir. Diger taraf i¢in
®: IntGdAct/G — IntGdCov/G

fanktoriinii tanimlansin. Kabul edelim ki G'x X bir internal grupoid etkimesi olsun.
Bu durumda p: G x X — @ internal grupoid morfizmi grupoidler tizerinde bir ortii
morfizmidir [1]. Simdi IntGdCov/G ve IntGdAct/G kategorilerinin denk oldugunu
goztermek igin ®I' ~ 1 ve I'®d ~ 1 oldugunu gostermeliyiz. IntGdAct/G nin bir
objesi G X X olsun.

(IMP)(Gx X)—— (G x X)
lr‘b(f) jf
(IMP)(Gx X')— (G x X')
(I'P)(G x X) ~ G x X izomorf olup her f: (G x X) — (G x X') morfizmi i¢in
diyagram degismelidir. Dolayisiyla (I'®)(f) = f olup I'® ~ 1 dir.
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IntGdCov/G nin bir objesi p: G — G olmak iizere, p bir internal grupoid ortii
morfizmi oldugundan Sy,: Ogzo, xs G — G bijektif doniigiimii mevcuttur. Buradan
O¢: Oz — Og den bir Ozo, X ;G — Og etkimesi vardir. Bu etkime ise Ogo, X, G —
G ortii doniigiimiini verir. Dolayisiyla asagidaki diyagram degismeli olacak gekilde

Ogop X G — G izomorfizmi mevcuttur.

Og0p Xs G —G
Lk
Buradan ®I' ~ 1 olup bu kategoriler birbirine denktir.

Simdi Teorem 2.3.1 den faydalanarak crossed moduiil ortiileri ile ilgili olan agagidaki

teoremi ispatlayalim:

Teorem 2.4.2. G bir internal grupoid ve GG den elde edilen crossed modiil ¢: A — B
olsun. Bu durumda G nin internal grupoid ortiilerinin kategorisi IntGdCov/G ile
¢: A — B crossed moduliiniin crossed modiil ortiilerinin kategorisi CModCov/ 4,

denktir.

ispat:
I': IntGdCov/G — CModCov/ 4,5

funktoru tanimlansin. Kabul edelim ki ¢: G — G bir internal grupoid ortii morfizmi
olsun. O halde sirasiyla G ve G internal grupoidlerine karsilik gelen t': A’ — B’ ve

t: A — B crossed modulleri vardir.

Bu durumda bir
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crossed modul morfizmi vardir. Burada g: G — G bir internal grupoid ortii morfizmi
oldugundan f; bir izomorfizmdir. Ciinkii s": Oz — G ve s: Og = G sirasiyla G
ve GG deki baglangi¢ fonksiyonlar1 olmak {izere Teorem 2.3.1 den A’ = Kers' ve
A = Kers olup ¢ bir grupoid ortii morfizmi oldugundan f;: Kers’ — Kers bir

izomorfizmdir. O halde f = (f1, f2) bir crossed modiil 6rtii morfizmidir.

Tersine olarak

®: CModCov/ 4,5 — IntGdCov/G

fanktoru tammlansin. Kabul edelim ki f = (fi, f2) : (N,Q,v) — (A, B,¢) bir
crossed modul 6rtiisii olsun. Bu durumda f; bir izomorfizmdir. O halde (N, Q,v)
crossed modiiliinden Teorem 2.3.1 deki yolla elde edilen internal grupoid H olmak
lizere q, : H, — G bijektiftir. Bu durumda ¢: H — G bir internal grupoid ortii
morfizmidir. Buradan ®I' ~ 1 ve I'® ~ oldugundan kategori denkligi saglanir. W

Ornek 2.3.4 ile ilgili olarak asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 2.4.1. X basit irtibath bir ortiiye sahip olan bir ¢ok islemli topolojik grup
olsun. Bu durumda GpOp de X in ¢ok iglemli topolojik grup ortiilerinin kategorisi
TGpOpCov/X ile (mX). — X crossed moduliiniin crossed modil ortiilerinin

kategorisi CModCov/(m X ). — X denktir.



3. BOLUM

BOLUM GRUPOIDI VE MONODROMY GRUPOIDI

Bu boliimde ilk olarak Brown [1] ve Higgins [8] de tamtilmig olan G/N
bolim grupoidi ele alimmigtir. [20] de grup-grupoidler i¢in verilen sonug, GpOp
kategorisindeki bir internal grupoid ig¢in genellestirilmigtir. G, aym tip ¢ok
iglemli gruplar kategorisinde bir internal grupoid iken G /N boliim grupoidinin
de bu kategoride bir internal grupoid oldugu gosterilmigtir. Daha sonra TGpOp
kategorisindeki internal grupoid, diger bir deyisle topolojik internal grupoid
tanitilmigtir.  Buna ilaveten [21] ve [38] de tamitilmis olan MG monodromy
grupoidinin, [22| referansindan yararlamlarak, aym tip ¢ok islemli gruplar

kateorisinde bir internal grupoid oldugu gosterilmigtir.

3.1. Cok Islemli Gruplar Kategorisinde Boliim Grupoidi
Boliim grupoidinin tanimi Brown [1] ve Higgins [8] de asagidaki sekilde yapilmigtir:

Tanim 3.1.1. G bir grupoid ve N, G nin bir normal alt grupoidi olsun. Her
x € Og i¢in z ile arasinda morfizm bulunan elemanlarin ciimlesi N (z) ile gosterilsin.
Buradan N(z) in Ob(G) nin bir parcalanmasini olusturdugu agiktir. Bu durumda
x elemanini igeren smf [z] ile gosterilsin ve Ob(G/N) bu sekildeki simflarin climlesi
olsun. G iizerinde bir denklik bagintisi su sekilde tanimlansin: a,b € G igin a ~ b
ancak ve ancak m,n € N i¢in a = mobon dir. O halde bir denklik simifindaki
elemanlar baglangi¢ noktalar: ayni irtibath bilegende bulunan ve bitig noktalar1 da
yine aymi irtibath bilesende bulunan morfizmlerdir. Burada p : G — G/N,a —

la], z — [x] brten fonksiyonu vardir.

G/N fizerindeki grupoid birlegimi ise gu gekilde tanimlanir:
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G/N de [b] o [a] tammhdir ancak ve ancak b; o a;, G de tamiml olacak sekilde
ay € [a] ve by € [b] igin [b] o [a] = [by 0ay] dir. Bu bilegke iyi tamimhidir. Eger G/N de
la] : [x] — [y] ve [b] : [t] — [2] ise, [b] o [a] tamimlidir ancak ve ancak n € N igin
bonoa tammhdir. Yani [y] = [¢] dir ancak ve ancak [b] o [a] = [bonoa] : [z] — [Z]
dir. Burada [1,] : [x] — [z] morfizmi [z] teki birim morfizmdir. O halde p : G —
G/N doéniigtimii bir fanktor olmak {izere G/N bir kategoridir. G bir grupoid ve p
orten oldugundan G/N bir grupoiddir. Buna bdlim grupoidi ve p fonksiyonuna da

grupoidlerin boliim fonksiyonu denir.

Onerme 3.1.1. G bir grupoid ve N de G nin bir normal alt grupoidi ise m,n € N

i¢cin m ~ n dir [20].

Onerme 3.1.2. G bir grupoid, N de G nin bir normal alt grupoidi ve co boa ve
c10byoa; bilegkesi tanimli olsun. Eger a ~ ay, b ~ by ve ¢ ~ ¢y ise coboa ~ ¢y0bj0a,

dir [20].

G bir grup-grupoid ve N de G nin bir normal alt grupoidi iken G/N bolim
grupoidinin bir grup-grupoid oldugu [20] de verilmigtir. Simdi bu sonucu, GpOp

kategorisindeki bir GG internal grupoidi i¢in genellegtirelim.

Teorem 3.1.1. GG, GpOp de bir internal grupoid ve N de G nin bir normal alt
grupoidi olsun. Eger N, ayni zamanda G nin ¢ok iglemli bir alt grubu ise G/N

boliim grupoidi bir internal grupoididir.

Ispat: G, GpOp de bir internal grupoid olsun. G/N nin bir internal grupoid
oldugunu gostermek igin 6ncelikle Ob(G/N) ve G/N nin birer ¢ok islemli grup

yapisina sahip oldugunu gosterelim.

2, G deki iglemlerin ciimlesi olmak {izere, G/N iizerinde €2 dan elde edilen sonlu
mertebeden iglemlerin bir ciimlesi Q olsun. G /N in bir grup-grupoid oldugunu
biliyoruz. Simdi G/N {izerindeki diger iglemleri agagidaki gibi tanimlayalim. % € (NZ’Q
ve [al, [b] € G/N igin

¥: G/N x G/N — G/N, ([a], [B]) — [a]¥[b] = [a *b]
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olarak tanimlansin. Bu iglemin iyi tanimh oldugunu gosterelim. a; € [a] ve by € [b]
ise a; = moaon ve by = my obon; olacak sekilde m,n, my,n; € N morfizmleri

vardir. GG bir internal grupoid oldugundan yerdegistirme kurali saglanir.

a;xby = (moaon)x(myobony)

= (m*ml)o(a*b)o(n*nl)

dir ve buradan N, GG nin bir ¢ok islemli bir alt grubu oldugundan m*my,n*n; € N

olup a x b ~ a; x by dir.
Benzer diigiince ile w € @’1 icin,
w: G/N — G/N,[a] — w([a]) = [w(a)]

islemi tanimlansin. a ~ b ise a = m o bon olacak sekilde m,n € N vardir. Buradan

w bir ¢ok iglemli grup morfizmi oldugundan
w(a) = w(mobon)
= w(m)ow(b) ow(n)
ve boylece w(a) ~ w(b) dir. O halde iglem iyi tanimhdir.

1. Q= QO UQ U, ve QO = {0},?21 =y, Qy = Oy olsun.
2. =0\ {+}, % =0\ {~} olsun. ¥ € Qs icin
[a]x[b] = [axb]
= [bx°a]
= [b]¥’[a]
oldugundan x° € Q, dir.
3. Q= \{+} Q] = Q1 \ {—} olmak iizere x € Q) ve [al, [0],[c] € G/N igin
() = [afFlb+d
— fox(b+c)
— (%) + (ax0)]
= Jaxb]+[ax*c]
= ([alx{b])+([alx[d])
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dir.
4. w € Q) birinci mertebeden iglemi ve ¥ € € icin,

w(la)x[] = [w(a){b]

0]

dir. Ayrica

olup @, + islemi i¢in bir morfizmdir.

Simdi de Ob(G/N) tizerinde

Ob(G/N) x Ob(G/N) — Ob(G/N), ([x], [y]) = [2]x[y] = [z *y]

ikili igslemi tamimlansin. Bu igslemin iyi tamiml oldugunu gosterelim. z ~ 2’ ve y ~ 1/
ise m € N(z,2') ve n € N(y,y') olacak sekilde m,n € N vardir. G bir ¢ok iglemli
grup ve N de bir ¢ok iglemli alt grup oldugundan m xn € N(z xy, 2’ xy') dir.

w e ﬁ’l islemi ise,
Ob(G/N) — Ob(G/N), [z] = w([z]) = [w(2)]

olarak tanimlansin. Eger x ~ 2’ ise m € N(z,2') olacak sekilde m € N vardir.
N de bir ¢ok iglemli alt grup oldugundan w(m) € N(w(z),w(x’)) olur ve buradan
w(z) ~ w(z’) elde edilir. Bu da iglemin iyi tanimh oldugunu gosterir. Ob(G/N) in
bir ¢ok iglemli grup oldugu, G/N e benzer gekilde gosterilebilir.
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G /N nin bir internal grupoid oldugunu gostermek i¢in, bu iglemlere ilaveten G /N nin

grupoid yapisini olugturan fonksiyonlarin birer ¢ok islemli grup oldugunu gosterelim.

s:G/N — Ob(G/N),[a] — s([a]) = s(a)

baglangi¢ fonksiyonu igin, w € (1 olmak iizere

sw(la]) = sfw(a)]

ve x € (2, olmak tizere

dir.

t:G/N — Ob(G/N), ] — t([a]) = t(a)

bitig fonksiyonu i¢in, w € 2} olmak iizere

tw(la]) = tlw(a)]

dir.

&1 OW(G/N) — G/N, [z] = e([z]) = [1]



tanimh fonksiyonu igin,w € €2} olmak iizere

ew(la]) = e(@([z]))

ve x € (V5 olmak iizere

e(lal*[b]) = e(laxb])
= Llawy
= L)
= Lty

= ([a])*e([0])
dir.
Son olarak da
p:G/Ng Xy G/N — G/N,([b], [a]) — [b] o [a] = [boa]
fonksiyonu i¢in @ € (V4 olmak iizere

po(lal, B]) = p([w(a)], [w(b)])

o4
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ve * € (V5 olmak fizere

p(([0], [al)x([d], [e]) = p((bl{d], [alx[c])

dir.

Simdi G/N {izerinde yerdegistirme kuralmin varligim gosterelim. [a], [b], [c], [d] €

G/N ve m,n € N igin [b] o [a] ve [d] o [c] tanimli olmak {izere

(bl ofa])x([d]o[c]) = [pbonoal*x[domoc]
= [(bonoa)x(domoc)]

= [(b*xd)o(nxm)o (axc)
dir. Diger taraftan m; € N igin

([b]«[d]) o (lalxe]) = [bxd]olaxc]
= [(bxd)omyo(axc)

elde edilir. Burada n+m € N ve m; € N igin baglangic ve bitis noktalar1 ayni

oldugundan Onerme 3.1.1 den [n x m] = [m,] dir. Onerme 3.1.2 den
[(bxd)o(nxm)o(axc)]=[(bxd)omyo(axc)

olup
([0] o [a]) * ([d] o [c]) = ([b] % [d]) o ([a]  [c])

elde edilir.

Buradan da G/N nin bir internal grupoid oldugu goriliir. [ ]

3.2. Cok Islemli Gruplar Kategorisinde Monodromy Grupoid

Terim olarak ‘Monodromy’, literatiirde farkli alanlarda farkli baz kavramlar igin

kullanilmigtir. Bu kesimde topolojik uzaylar ve ortii uzaylar1 igin 6nemli yeri



26

olan Monodromy grupoid kavramindan bahsettik. Monodromy grupoid, hem bir
topolojik uzaym temel grupoid yapisini hem de bir topolojik grubun evrensel

ortiisiinii genellegtiren bir yap1 olmasi bakimindan kullanighidir.

Bir G topolojik grupoidinin monodromy grupodini tanimlamadan once, bir X
topolojik uzaymin x € X noktasindaki evrensel ortiisiinii kisaca hatirlatallim: z € X
noktasidan baglayan egrilerin (u¢ noktalarima gore) homotopi siiflarmin ciimlesi
(mX), ve (mX), deki her bir homotopi sinifim1 o egrinin bitig noktasina egleyen
fonksiyon p : (mX), — X olsun. X topolojik uzaymin x € X noktasindaki

evrensel Ortiisti ((mX),, p) ¢ifti olarak bilinir.

Simdi bir G topolojik grupoidinin monodromy grupoidini G, starlarinin evrensel

ortiisii kavramim kullanarak agagidaki sekilde agiklayalim [6], [21], [38].

Tanim 3.2.1. G bir topolojik grupoid ve her bir GG, star1 basit irtibath bir értiiye
sahip olsun. G, uzaymin 1, noktasindaki evrensel ortiisii (mGy)1,dir. (mGy)1,
in elemanlar1 baglangi¢ noktasi 1, olan G deki egrilerin homotopi sinifidir. Yani
a:[0,1] — Gy, a(0) = 1,,a(1) = g ve ¥t € [0,1] igin s(a(t)) = x olacak sekildeki

egrilerin homotopi smifidir.

Bir G grupoidinin monodromy grupoidi genelde MG ile gosterilic. MG , (m1Gy)1,

homotopi siiflarinin birlegimi olan ciimle, yani

MG = U (7T1G$)1$

zeX

dir.

MG monodromy grupoidi i¢in Ob(MG) = Ob(G) ve Y(x,y) € Ob(G) igin MG(z,y)
baglangici a(0) = 1, ve t(a(1)) = y olacak sekilde a : [0,1] — G, egrilerinin

homotopi sinifi olarak alinir. O halde a egrisinin homotopi siifi MG de = den y ye
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bir morfizmdir. MG, (mG,);, simflarinin ciimlesi oldugundan baglangig fonksiyonu
s: MG — Ob(MG@G), tiim egrileri z noktasina gotiiriir. Bitig fonksiyonut : MG —
Ob(MG) ise

(m1G)1, — Gz — Ob(G)

iki bitig fonksiyonunun bilegkesinden olusur. MG {izerinde
MGy, z) x MG(z,y) — MG(z,z),([b],[a]) = [bea] = ((boa(l)) xa)(t)

tanimli iglemi verilsin [21]|. Burada

a(2t), 0<t<

N[ =

((boa(1)) xa)(t) =

b2t —1)oa(l), 3<t<1

olup, * egrilerin bilegkesidir. Ayrica burada a : [0,1] — G, egrisinin tersi ™! =

a(l —t)g~! olarak tanimlanir. Yani

ve

olup a~! egrisi baglangic1 1, ve bitig noktas1 g~! olan bir egridir. O halde MG, Ob(G)
tizerinde bir grupoid olup bu grupoid G nin monodromy grupoidi olarak adlandirilir.

O

Bu grupoid islemini asagidaki sekilde verebiliriz.

X y z
X Z
oA [b] \ 1
X PN [beal h-g
y Al
LA bl fE ‘ :
X X X

Teorem 3.2.1. G ve H, starlar1 evrensel Ortiiye sahip iki topolojik grupoid ise

M(G x H) ile MG x M H monodromy grupoidleri izomorfiktir [22].
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Ornek 3.2.1. Eger G bir topolojik grup ise bir tek objesi olan bir topolojik grupoid
olacagindan G' nin monodromy grupoidi G' nin evrensel ortiisii, yani MG = (m,G).

dir.

Ornek 3.2.2. X bir topolojik uzay olmak iizere G topolojik grupoidi G = X x X

ise G nin monodromy grupoidi MG = m; X temel grupoidi olur.

G topolojik grup-grupoid iken M G monodromy grupoidinin bir grup-grupoid oldugu
[22] de verilmigtir. Simdi bu sonucu, TGpOp kategorisindeki bir internal grupoid i¢in
genellegtirelim. Bunun igin 6n hazirlik olarak TGpOp ayni tip ¢ok islemli topolojik

gruplar kategorisinde bir internal grupoidin tanimini verelim.

Tanim 3.2.2. G, GpOp de bir internal grupoid olsun. G nin ¢ok iglemli grup
yapisindaki iglemler ve grupoid yapisindaki fonksiyonlar stirekli olacak gekilde G ve

O¢ lizerinde birer topoloji yapisi varsa G ye bir topolojik internal grupoid denir.

Yani bir topolojik internal grupoid hem objelerinin ciimlesi Og, hem de
morfizmlerinin climlesi G birer aymi tip ¢ok islemli topolojik grup ve grupoid
yapisindaki fonksiyonlar ise birer cok iglemli topolojik grup morfizmi olan bir
grupoiddir. Ozel olarak topolojik gruplar kategorisinde bir internal grupoid, bir
topolojik grupoiddir. Tanimdan bir topolojik internal grupoidin bir topolojik

grupoid oldugunu soyleyebiliriz.

Ornek 3.2.3. X bir ¢ok islemli grup ise G = X x X bir topolojik internal grupoiddir.
G = X x X in bir internal grupoid oldugu Ornek 2.2.1 de gosterilmistir. Buna

ilaveten x € §~2’2 ve x,y, z,t € X i¢in,
GXxG— G ((x,9).(2,1) = (z,y) * (2, 1) = (@ *x 2,y x 1)
ve w € € i¢in
G— Ga (l‘,y) = U)(JZ', y) = (U)(J?), w(y))
seklinde taniml iglemlerin stirekli oldugunu gosterelim.

(X x X) x (X x X) ™3 X 5 X — X

((x,y), (z,t)) = (x,2) =z * 2
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dir. Burada X bir ¢ok iglemli topolojik grup oldugundan x € 2, siireklidir. Ayrica
izdiigiim fonksiyonlar1 da siirekli oldugundan G deki bu iglem siireklidir. Diger
yandan

w: X xX — XxX,(z,y) —~ (w(x),w(y))

iglemi X bir ¢ok iglemli topolojik grup oldugundan ve z +— w(z) islemi siirekli

oldugundan siireklidir. Dolayisiyla X x X bir topolojik internal grupoiddir.

Onerme 3.2.1. X bir ¢ok iglemli topolojik grup ve topolojisi basit irtibath bir

ortiiye sahip ise m; X temel grupoidi bir topolojik internal grupoiddir.

Ispat: mX temel grupoidinin bir internal grupoid oldugu Onerme 2.2.2 de
gosterilmigtir. Ayrica [22] den m X bir topolojik grup-grupoiddir. Buna ilaveten
Q daki diger iglemlerin siirekli oldugu su sekilde goriiliir.

X bir ¢ok iglemli topolojik grup oldugundan

*: X XX — X, (a,b) —~axb

ve

w:X — X, a— w(a)
islemleri siireklidir. Buradan Teorem 3.2.2 den 7 (X X Y) ~ mX x mY internal
topolojik grupoid olarak denktir. Ayrica [22, Onerme 1.5] den 7 X bir topolojik
grupoiddir. [1| den
mk s mX X mX — m X, ([a], [b]) — [a* b]
mw : mX — m X, [a] = [w(a)]
iglemleri siireklidir. [

Teorem 3.2.2. X ve Y lokal egrisel irtibatli ve lokal basit irtibath ¢ok islemli
topolojik gruplar olsun. Bu durumda 71 (X x Y") ve 71 (X) x 71 (Y") topolojik internal
grupoid olarak denktir.

Ispat: [22, Teorem 3.8] den 71 (X x V) ve m(X) x m(Y) topolojik grupoid olarak
denktir. Geriye

f : WI(X X Y) — 7T1(X> X 71-1(3/)7 [CL] = ([pla]7 [p2a]>
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morfizminin bir internal grupoid morfizmi oldugunu, yani grup yapilari

korudugunu gostermek kalir.

f(laxb]) = [(pr(axDd)], [p2(axb)])
([p1(a) x p1(b)]; [p2(a) x p2(b)])

= ([p(a@)] % [p1(a)], [p2(a)] % [p2(a)])
([p1(@)]; [p2(a)]) % ([p1 (0)], [p2(b)])

= f([a]) * f([b])
wf(la]) = w(lpi(a))], [w([p2(a))])
= ([wpi(a)], [wp2(a)])
= f(wla])
oldugundan f, {izerindeki iglemleri koruyan bir morfizmdir. |

Simdi [22] da verilen sonucun genellegtirmesi olarak agagidaki teoremi ispatlayalim.
Teorem 3.2.3. GG, TGpOp de her bir G, star1 evrensel 6rtiiye sahip olan bir topolojik

internal grupoid ise, MG monodromy grupoidi bir internal grupoiddir.

Ispat: G, TGpOp kategorisinde bir topolojik internal grupoid olsun. O halde hem
Ob(G) hem de G {izerinde birer ¢ok iglemli topolojik grup yapisi vardir. Burada
Ob(MG) = Ob(G) dir.

G bir ¢ok islemli grup oldugundan * € €0 igin
*: GxG— G, (a,b) —»axb
ikili iglemi ile

w € Q) i¢in
w: G — G,a— wa)

islemleri tanimhdir ve stireklidir.
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1. Q, G deki iglemlerin ciimlesi olmak iizere MG deki iglemler ) dan iiretilen
iglemlerdir. MG deki iglemlerin ciimlesini Q ile gosterelim. MG monodromy
grupoidinin

T: MG x MG — MG, ([a)F[b]) — [a + b]
—: MG — MG, a] — [—ad]
0: {x} — MG
iglemlerine gore bir grup-grupoid oldugu [22| de verilmigtir. Simdi buna ek olarak
¢ok iglemli bir grup oldugunu gostermek i¢in asagidaki iglemleri tanimlayalim.
Q= {0}, @, = {@|lw € U} ve Q) = {Z|x € 2} olsun.
Buna gore, M(G x G) ~ M(G) x M(G) oldugundan
*: MG x MG — MG, ([a], [b]) — [a]x[b] = [a x b]

iglemini tanimlayalim. Simdi bu islemin iyi taniml oldugunu gosterelim.

Homotopiden;

a; € [a] ise F(s,0) = a; ve F(s,1) = a olacak sekilde F': I x [ — G (0 <t < 1)

siirekli fonksiyonu ve

by € [b] ise H(s,0) = by ve H(s,1) = bolacak sekilde H : [ x I — G (0 <t < 1)

siirekli fonksiyonu vardir.
Burada G bir topolojik internal grupoid oldugundan G x G — G, (a,b) — a % b
iglemi siirekli olup K = F'x H : I x I — G fonksiyonu siireklidir. O halde

K(s,0) = F(s,0)x H(s,0) = a3 x by

K(s,1)=F(s,1)x F(s,1) =ax*b

olup a;xb; ve axb homotopiktir. Burada axb her t € [0, 1] igin (axb)(t) = a(t)xb(t)
ile tanimlidir. O halde iglem iyi tanimhdir.
Ikinci olarak

w: MG — MG, |a] — w([a]) = [w(a)]

isleminin tamimlayip bunun iyi tanimh oldugunu gosterelim.
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a; € [a] ise F(s,0) = ay ve F(s,1) = a olacak gekilde F : Ix] — G (0 <t < 1)

siirekli fonksiyonu vardir.

w: G — G,a — w(a) islemi siireklidir. O halde H = w o F' ile tanimh

H : I x I — G fonksiyonu siireklidir. Buradan
H(s,0) = w(F(s,0)) = w(ay)

ve
H(s, 1) = w(F(s, 1)) = w(a)
olup w(ay) ~ w(a) dir ve iglem iyi tanimhdir.

Simdi bu sgekilde tanimlanan iglemlerin ¢ok iglemli grup sartlarini sagladigini

gosterelim.
2. Q= O\ {+}, 9 =Q; \ {-} olsun. ¥ € Q, icin

lalx[b] = axb]

oldugundan *° € 2y dir.
3. =0\ {4}, =Q; \ {—} olmak iizere x € 2} ve [a], [b], [c] € MG icin

[al*([b)+[c]) = [a]x[b+d]
= [ax(b+c)]
= [(axb)+ (axc)]
= [axbT[axd
= ([a]x[b])+([al*[c])

dir.
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4. we QN’I birinci mertebeden iglemi ve * € QN’Q i¢in,

w([a)x[p] = [w(a)][[b]

0]

ve @ nin + iglemi icin bir morfizm oldugunu gosterelim:

F(a)T0) = @+
= [iw(a+D)
= [i(a) +w()

MG nin grupoid yapisindaki fonksiyonlarin birer ¢ok iglemli grup morfizmi oldugu

kolayca goriiliir.

Simdi internal grupoiddeki interchange kuralinin saglandigini gosterelim. G bir
internal grupoid oldugundan x € ), i¢in a,b,c,d € G ve c ® a,d b tamimh olacak
sekilde

(coea)x(deb) = (cxd)e(axb)

esitligi saglanir.

[a], [b], [c], [d] € MG ve [c] e [a] ve [d]  [b] MG de tamimlh olmak {izere

=)
5
o
N
~
N
N

(cea)t) =

(2t —1)oa(l), 1<t<1

b(2t), 0<t< 5
(deb)(t) =

d2t —1)ob(1), $<t<1
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(axb)(2t), 0<t< 3
(coa)*(dob)(t){
(c(2t —1)oa(l)) * (d(2t —1) o b(1)), F<t<1
v (a*b)(2t), 0<t< 3
((cxd) e (axb))(t) { )
cxd(2t —1)o(axb)(1), +<t<1
dir. Burada
(coea)x(deb)=((coa(l))x(dob(l)))* (a*b)

(ckd)e(axb)=((ckd)o(axb)(1l))* (axb)

dir. Buradan

[cea)x[deb] =[cxd]elaxDb

oldugu goriiliir. Simdi be a taniml iken w(bea) = w(b) e w(a) oldugunu gosterelim.

w(a(2t)) 0<t <y
w(bea)(t) = {
w((b(2t —1)oa(l))), 3<t<1
b w(a(2t)), 0<t< g
(w(b))(t) o (w(a))(t) = {
w(b(2t — 1)) ow(a(l)), 1<t <1

dir. O halde MG monodromy grupoidi GpOp kategorisinde bir internal grupoiddir.



4. BOLUM

SONUC VE DEGERLENDIRME

4.1. Sonuc ve Degerlendirme

(Cok iglemli grup yapisi lizerinde caligmak, grup, halka ve R-modiil gibi bazi cebirsel
yapilar iizerinde ayr1 ayri caligma yiikiinii ortadan kaldirmaya yardimeci olmustur.
Bu tezde grup-grupoid ile ilgili bilinen bazi sonuclar grup-grupoidleri de i¢ine alan
ve daha genig bir yapi olan internal grupoidler icin ispat edilmistir. Dolayisiyla
gesitli kategorilerdeki internal grupoid kavrami, tek seferde ele alinmigtir. Boliim
2 de verilen internal grupoid ortiileri, ayni tip c¢ok iglemli topolojik grup ortiileri
ile crossed modiil ortiileri arasinda bir képrii gorevi goriir. Boylece buna benzer
kategori denklikleri ile bazi topolojik yapilarin anlagilmasinda, problemi cebirsel

yapilara tagimanin getirecegi yararlar vurgulanmigtir.

Bolim 3 de internal grupoidlerin topolojik durumlar1 tanitilmig ve bu kavram
yeterince oOrneklendirilmeye ¢aligilmigtir. Boylece Bolim 2 deki kategori

denkliklerinin topolojik durumlarinin incelenebilecegi diigiincesi akla gelmistir.

Bolim 3 de, boliim grupoidi kavramindan bahsedilmis ve béliim grupoidinin bir
internal grupoid oldugu gosterilmigtir. Bu durum internal grupoidler kategorisindeki

boliim objesinin var olabilecegi fikini akla getirmistir.

Bu tezde, gerekli referanslardan faydalanilarak Monodromy grupoid yapisinin
internal grupoid yapisi incelenmistir. Fakat bazi referanlarda Monodromy grupoidi
diger bir yolla, free grupoid yardimiyla tanitilmistir. Bir free grupoidin boliim
grupoidi, G' nin monodromy grupoididir. Bu yolla elde edilen MG monodromy
grupoidi i¢in herhangi bir lokal morfizm bir grupoid morfizmine genisler. Her iki yolla

da elde edilen Monodromy grupoidlerinin denk oldugu bilinmektedir. Bu durumda
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ilk yolla elde edilen monodromy grupoidinin, yalnizca starlarinda degil, tamaminda

bir topoloji yapisinin incelenebilecegi diigiincesi uyanmistir.
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