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AMAC

Bu calismada, bagimli ve bagimsiz degiskenlerin hatali olgildiigi
durumlarda gozlem degerlerini en iyi sekilde temsil eden matematiksel
ifadeyi olustururken, lineer olmayan regresyon modeli olarak adlandirilan
bu matematiksel ifadede bulunabilecek parametrelenn kestirmek tzere,
olgiim hatali lineer olmayan parametre kestirim problemini tanitip kestirim
yontemlerini  aragtirarak bu tip modellerle karsi karsiya gelen

arastirmacilarin 1statistiksel ¢aligmalarina katkida bulunmaktir.
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OZET

Bu c¢alismada, Y .y .e, X, -x .uvet=12..n igin (Y. X)) gozlemleri
yapildiginda, olgiim hatali lineer olmayan y,=f(x:4) modelinin
parametreleri, &, =(e,,»,)’ hata vektorinin sifir ortalamaya ve pozitif
tanimh singiiler olmayan Y kovaryans hata matrisi ile normal dagilima
sahip oldugunu kabul ederek, ¥ kovaryans hata matrisinin bilindigi veya
bilinmedigi durumlarda tamamen tireve dayali bazi kestirim yontemleri
verilecek ve modifiye edilmis bir kestirici kuadratik bir modele

uygulanacaktir.



SUMMARY

In this study, it has been purposed to estimate parameters of
nonlinear regression model ¥, = f(x,; ) with functional relationshps,
where ¥, and X, are both subject to measurement error, when we

consider observe (r,x,) for Y=y +e X =x+u and t=1,2,...n.

Therefore it is assumed that the error vector 8,:(e,,u,), has zero

mean value and covariance matrix i with normal distributed, that is
positive defined and nonsinguler. In cases whether coariance error
matrix 3} known or unknown, we give some estimation methods

about y, =f(x;p) that depend on diferentation and a modified

estimator that was applied to a quadratic model.



BOLUOM-1
1.1- GIRIS:

Olgim hatall lineer olmayan modeller, en g¢ok muhendislik ve fen
bilimlerindeki deneysel verilerin analizinde, ziraat ve sosyoekonomik
problemlerin incelenmesi gibi gesitli uygulamalarda kullaniimaktadir. Ornegin
fizikokimyada sicaklik-basing ile ilgili problemlerin incelenmesinde 6&lgim
hatalt lineer olmayan modeller kullaniimaktadir. Bu modeller, goézlem
degerleri hatali 6lguldiigunde verilen gézlemleri temsil eden matematiksel
fonksiyon diizgtn dogru olmadidinda, kuadratik, kubik vb. gibi bir fonksiyon
ile ifade edilir. Yani bagimh ve bagimsiz degiskenlerin hata icerdigi
durumlarda s6z konusu model x'e gére lineer olmayan y, = f(x,. 8) genel
modeli ile gosterilir. t=12...n i¢cin (Y. X,)=(y,,x,)+(e,,u,) dir. Bu calismanin
birinci bélimunde 6nceki ¢caligmalar verilecek, ikinci béiimde, 6lgim hatal
lineer bir model i¢in parametre kestirimi ve bu model igin moment kestiriciler
verilir. Uglinc bélumde, j: kovaryans hata matrisinin bilinip veya bilinmedigi
durumlarda tireve dayall en kuglUk kareler kestirimi, maksimum olabilirlik
yéntemi ve modifiye edilmis (maksimum olabilirlik kestiricinin degistirilmisi) bir
kestirim yéntemi verilecektir. Dérdinct bélimde de modifiye edilmis kestirim

yontemi y, = B, + B.x, + B.x! gibi kuadratik bir modele uygulanacaktir.



1.2- ONCEKIi CALISMALAR:

Lineer modellerde genel tartisma, Kendall ve Stuart (1961), Madansky
(1950), Malinaud (1966-pp-10), Dolby (1976) ve Fuller (1980) tarafindan

verilmistir.

Lineer olmayan modellerde parametre kestirimi son ylzyihn baglarindan
itibaren arastiriimaya baglanmistir. Bu konuda en eski tartisma Deming
(1931-1943) tarafindan baglatiimistir. Bu yillarda Deming tarafindan en kigik
kareler yéntemi ve linerizasyona dayanan bir kestirim ydntemi verilmistir.
Cook ( 1931) Deming’in yéntemine iterative bir dizeltme yapmigtir. Deming’in
bu yoéntemi, Dolby ve Lipton (1972), Dolby (1972), Britt ve Lucke (1973),
Clutton Brock (1967) tarafindan bazi degisikliklerle gelistirildi. Vilages (1969)
genel lineer olmayan modelin katsayilarinin bir iterative kestiriminin asimtotik
ozelliklerini hata varyanslannin dérneklem hacmi ile ters orantili olarak
azaldigi varsayimiyla elde etti. Yani a, = 0(n) ve &, = 0(1)dir. Wolter ve Fuller
(1975) iterative Kestirimin asimtotik &zelliklerini, kestirilen katsayilarin
kovaryans matrisinin kestiricisini vererek gelistirdiler. Federov (1974) ve
Berkson (1950) kontrollti turden bagimsiz rastgele degiskenler bulunduran
lineer olmayan modeldeki degisken hatalarini arastirdi. Kendall ve Stuart
(1961-pp-29) Hey ve Hey (1960), O'Neill et all (1969), Chan (1960),
D.A.Anderson (1981) Wolter ve Fuller (1982-a) ve Caroll ile Stefansky (1983)
tarafindan 6zel lineer olmayan modellerde kestirim problemi incelenmistir.
Kuadratik bir model i¢in parametre kestirimini ilk olarak Kendall ve Stuart
(1961) incelemistir. Daha sonra Wolter ve Fuller (1975) bilinmeyen

katsayilarin degistirilmis kestiricilerini, kestiricilerin asimtotik 6zelliklerini ve



asimtotik sonugclaria ylzeysel davraniginin uyum sagladigi bir Monte Carlo
calismas! yaptilar. Wolter ve Fuller (1982-b) kovaryans matrisi biliniyorken
a =o(n™) varsayim altinda bir limit dagilmina sahip olan katsayilar
kestiricisini verdiler. Griliches ve Ringstad (1970) yapisal iliskiye sahip
kuadratik bir modelin parametreleri igin alisiimis en kiglk kareler kestiricisini
incelemistir. Bu konudaki uygulamalar igin Bohrnstedt ve Carter (1971),
Wolter ve Fuller (1975) kaynaklari incelenebilir.



BOLUM - 2

GENEL BILGILER

2.1 Olgiim Hatali Lineer Modeller :

2.1
Tanim.21.1: ¥, =B, + B,x, +e,, X, =x, +tut=12...n

icin y, = B, + B.x, modeline lineer 6lcim hatali model denir. Burada (e,u,)
t =12...n igin sifir ortalama ve f: = E{(e,,u,) (e,,u,)} = diag (o, ,0, ) Kovaryans
matrisine sahip bagimsiz rastgele vektérler ve X'=(x,,x,,...x,) sabitlerin bir

vektérador.

2.2. Model Parametrelerinin Kestirilmesi:

Y=y +e X =x+u ,y, =B, +Px t=12.n modeli igcin (¥, X)
gézlemlerinin yapildigini kabul edelim. B, ve g, katsayilarinin alisiimis en

kugUk kareler kestiricileri agagidaki gibi bulunur.

(2.2)

il

> (X - 0= V)= 2 (- X)X, - XY f,

I 1 . -
B =L§"(X‘—X)2J (X, -X) (T -T) (2.3)



(2.4)

A ~(n-Om_,g, =¢ —up,,

xx >

o, =0, + p'o, Fuller (1976.pp.81)

w

I=p,+pBx+e, X =x +y,
14

(x,,e,,u,) ~ Ni{(,ux,0,0)’, diag (Ju,qe,om) }

oldugunu kabul edelim. Yukaridaki modelin genellestiriimesi, x

degiskenlerinin bir vektéranu igeren bir model t=1,2,...,n igin
Y=xp+e, X =x+u, (2.5)
olarak yazilabilir.

Burada x,, 4 boyutlu bir satir vektérl, g, k boyutlu bir sttun vektért ve

g =(e,u),k+1 boyutlu &=(0,3,) ile normal dagiima sahip rastgele
vektdrlerdir. e veu, arasindaki kovaryans matrisi jl ve u’nin kovaryans
matrisi Etm’nm bilindigini varsayalim. e¢,’'nin o, varyansi bilinmesin ve {x,} k

boyutlu satir vektérlerinin bir dizisi olsun.

3. =1Ive ¥, =0 oldugunda, () nin yogunluk fonksiyonu
L=02x)" " exp{a: o’ + u,u,’ ]} (2.6)

olup x, sabittir. (e,u)'nin (¥, X,)ye dénUsiminin jakobiyeni ve n tane

gézlemin olabilirlik fonksiyonunun logaritmast,



Logl. = ;n[(k +Dlog2nz + logG,,] - ;{Z}_l o, (Y -x,p) + ,2_,: (X, - x,)'}dir.

Maksimum olabilirlik kestiricilerini bulmak i¢in olabilirlik fonksiyonunun
logaritmasi olan ifadesi t=12..n igin x,, Bve g,'ye gbre minimumlastirilir.

B .o, ve x,'ye gére kismi turevleri asagidaki gibi bulunur.

dloglL

ﬁﬂ = J;eZ; X, (Y; —xilB) (28)
é‘logL__l _1+1 R Z”(Y )

ao_“ - 2no-ee 20-“ b t xlﬂ) (2.9)
JloglL

=0l (=X )R+ (X, ~x) (2.10)

1 =12...n icin bu denklemler sifira esitlenirse,

>

tﬁ’\

=5

Y;_

Il

G.+ BB (Y- x5)s. 2.11)

~

6)" [ - x,8)] (2.12)

™,

=
1]

Xt - i ( ee+

iken t=1, 2...n igin trev denklemleri yardimiyla

xi =[o2 88" +1] [6:7,4 + X]] (2.13)
(6246 +1] =1-[1+67 48" B ~s; (2.14)

olur. Bu bagintilar 2.11’de yerine yazilirsa

6@, +BB)=G.+BB) =|n" 3" (X~ X, B (2.15)

bulunur.



2.3. Olgiim Hatali Y = 3, + 8, x Modeli igin Moment Kestiriciler

Y=p8,+Bx,x=X+u, y=Y+e olsun

X ve Y rastgele degiskenleri arasinda yukaridaki iligkinin oldugunu ve

(y, X) gézlemlerinin yapildigint varsayalim. Ayrica E(u)=E(e)=0 ve
Cov(xf,yi):ﬂ,ox2 (i=1,2,....n) olsun

(Y, X) rastgele degiskenleri
E(7,X) =1, 1) =(B,+ B 1., 1) ortalama ve

Fa”, cryj I_,chrx,—ou pB.o. ]
iz o, UX,J:L p.o. Q“—UWJ

kovaryans matrisi ile normal dagilima sahiptir.
Burada u, o’, o, o, B, ve B, gibi alti parametre bulunmaktadir.
(Heri= 1, 2...,n i¢cin Cov (ui,ei) =0 dir)
B =Cov(X,¥)/o? Kkestirimini aragtiralim.
Bunun igin

2 2
u, B+ pu,o) =0, +o,,0,=0, +0;

2y

ve cov (X,Y)= B,07= cov (X,Y) degerlerini kestirmeliyiz.

,&zf,@zf/—ﬂlx, c.=0!-0;

6=6"-8> ve Cov(X,V)=Cév(x,y) kestirimleri (¥,X)'nin ortak

dagilimindaki parametrelerin maksimum olabilirlik kestiricileridir.



5. = o, olup B,ve g’nin ihmal ediimesiyle
ol =0! +0.,0! =0, +0. = B5’ +o’ ve Cov(x,y)= §,6> bulunur. Bu dort

bilinmeyenli G¢ denklemin olusturdugu sistemin ortak ¢6zUmUna arastiriyoruz.

. o,, . . .
Bunun icin o’,0’ veya —'den herhangi biri bilinivorsa ve
ulre O_Z

Cov(u,,e)=0 ise B,'i’ Kkestirebiliriz. A,'in kestirimi yardimiyla ,30:;— ,él;

bulunur.

2.3.1 o7 biliniyorsa:

2 -0 = ,Blz 5. ve Cov(x,y) = ﬁ16;ise

& —a . [(y y) U] Z(y,"*)’) —no;
Cov(x,y) z -0, - y) Z'(x, ~X)0, )

;-6 = B, . Cov(x,y) ise B, =

olur.

2.3.2 ¢} biliniyorsa:

~
~ ~ cgpras .

-0 =0, esitliginin her ki yamnint B, ile garparsak
(G —6) = B.o% = Cov(x,y) olur. Bunun yardimiyla

~ :L:;" Cov(xiayt) ’Z;(xi - x)(yz —y)
. %j(&z“@f) Z"(X,—;)z~n6

bulunur.



~

2.3.3. 1:3‘ biliniyorsa:

2
u

0’ =0.+0" ise A6 = Ao, +6; olur.
A~ 67 = AG: +67 - o~ 67 = A6 ~ 262 olur. Bu esitligin her iki tarafin 4,
ile garparsak, (167 —62) 8, = AB.6* - 6% = 2.Cov(x,y) - B:5> Cow(x,y)= .6
oldugundan
B Cov(x,y) = ,B:’a”f olur. Cov(x,y)fB} +(A6* - 6:),8: — ACov(x,y)=0 olur. Bu

ifade 4, ‘in ikinci dereceden bir fonksiyonudur.

(G- 48+ (62 - 46y +alCovix,y)]
P 2.Cov(x,y) -

R RN CRES | DUCROE D SR PP e
23" (=00~ )

2.3.4. o/ ve o.’nin her ikisi de biliniyorsa:

o = B6; +o7dir. Birinci denklemi 3 ile garpip ikinci denklemi birinci
denklemden c¢ikarirsak f’c’ —o’ = 7’67 —¢’ bulunur. Bunun yardimiyla

LG -6) = &’ — o} yazilabilir. Bundan dolayt da

Bo= 5= = olur. Burada

n n
~ n .in : ny
Sgn(f,)=sgn T x.y, ——‘—n‘— dir. [Albert Madansky (1969)]
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BOLUM -3

OLGUM HATALI LINEER OLMAYAN MODELLER:

3.1 Modelin Tanimi:

Tanim 3.1.1 Bir Q kiimesinin alt kiimelerinden olugan bir B sinifi

a)QQe B,
b)VA e B igin A° € B

c) B'deki bir A, dizisi igin ;:JIA,. e B ise B sinifina Q'da bir o— cebir

denir.

Tanim 3.1.2: B,Q’da bir o— cebir olmak lzere

P:B— R

A — P(A) fonksiyonu
a) VA € B igin P(A) 2.0

bP(Q) =1
oB’deki ayrik bir A, dizisi icin P(QAH) = iP(An)

6zelliklerine sahip ise P'ye Q lzerinde bir olasilik 6iglist denir.
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Tanim 3.1.3:

Q=+ B,QO'da bir o cebir ve P,B lizerinde bir olasilik olclisti olmak

tizere ( Q,P,B) Ugliisiine olasilik uzayi denir.

Tanim 3.1.4:

(Q, B, P) bir olasilik uzayl, n=12,...o igin a,b, =n olacak sekilde {a,}  ve

0
n=l

{6,}_, birer pozitif reel sayi dizisi olsunlar. a, =1 alinirsa.

yo=f(x:8) G.1)

n’'ci denemedeki gézlemler (7,X,) t=12.n olmak Uzere

X, X)=(y,x)+(e,u) ise (3.1) modeline éigim hatali model denir.

B:px1 boyutlu parametre vektorl olup p boyutlu R® Euclid uzayinin

kompakt ve konveks alt kimesi olan ® kiimesinin bir i¢ noktasidir.

X,:Ixq boyutlu vektérlerin bir dizisi ve x, vektérleri R° Euclid uzayin alt
kimesi olan A’'nin elemanlandir. f:R™ —» R' Reel degerli sirekli bir

fonksiyondur. (Q,B,P) {zerinde tanimlanmis (e,,u) rastgele degiskenleri

6lcum hatalarini belirtir.

Tanim 3.1.5:

Eger (3.1) de tanimh f(x,:8) fonksiyonu x veya g 'ya gore lineer degil
ise bu modele 6lgiim hatali lineer olmayan model denir. Bu modelde rastgele
degiskenler olan x ler sabit ise model fonksiyonel iligkiye, x’ler sabit olmayan

rastgele degigkenler ise model yapisal iligkiye sahiptir denir.
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Bu caligmada fonksiyonel iligkili modellerle ilgilenecegiz. Simdi kestirim

ydntemlerinde kullanacagimiz bazi sembolleri tanitalim.

f(x: B) fonksiyonu Ax® kiimesi lizerinde her iki degiskene gore birinci ve
ikinci mertebeden tirevlere sahip olsun. Gosterimler agagidaki gibidir.

ASYD)
&

tirevlerinin q boyutlu satir vektéring,

= f.(x,: §) fonksiyonu, X’in elemanlarina gére f(x.: ) nin kismi

g (x:B)
P

p boyutlu stitun vektoring,

= f,(x,: ) fonksiyonu, g ’'nin elemanlarina gére kismi tirevlerin

o f(x:B)
Bk

kismi tlrevlerin pxq boyutiu matrisini,

= f,(x:p) fonksiyonu, x ve g’nin elemanlarina gére ikinci

Ff(x:P)
k

boyutlu matrisini gostersin.

= f.(x,: p) fonksiyonu, x'e gore ikinci kismi tlrevierin gxq
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3.2 MODEL PARAMETRELERIN KESTIRILMESI

Bir parametrenin beklenen dederini bulmakla bu parametrenin kestiricisi
bulunur. E(8)= 8 ise B istatistigine S parametresinin yansiz kestiricisi

denir. Ornegdin érneklem ortalamasi kitle ortalamasi icin bir yansiz kestiricidir.
EG) = u . Olgim hatali lineer olmayan bir model i¢in parametre kestirimi

yapilirken, klasik lineer olmayan model kestiriminde optimizasyon olarak
bilinen asagidaki yontem kullanilir. Model yardimiyla bir amag fonksiyonu
bulunur, bu fonksiyon kalan kareler toplami, reziduler veya artiklar olarak
bilini.  Amag¢ fonksiyonunu minimumlastirmakla model parametreleri
kestiriimis olur. Bu modelin bulundurdugu rastgele degiskenlere ait
maksimum olabilirlik fonksiyonunu veya bu fonksiyonun logaritmasini
maksimumlastirmakla da modelin maksimum olabilirlik kestiricileri bulunur.

(3.1) modeli igin amag fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir.

’

O(x,;:B) =Y - f(x,8), X, —x) X%~ f(x., 8), X, - x,]

3.2.1 En Kiiglik Kareler Kestirimi:

En kuglk kareler yéntemi, basit lineer olmayan regresyon modelindeki
parametreleri kestirmek igin kullanilan tireve dayah bir yéntemdir. Bu
yontem, Gaus-Newton ydntemi, Gradient yéntemi, Marguardt yéntemi veya

en hizll ddsum (Stepest-descent) ydntemi olarak bilinir.

En kdcuk kareler yontemi, kalan kareler toplamini herbir parametreye gére

minimum yapmak i¢in kullaniian bir yontemdir.
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Y. =f0C:B), &, X)=,,x)+(e,u) t=12..n icin & =(e,,u,) ve & =~N(0,%) (3.2)
oldugunu kabul edelim. Ayrica (e,,4,) 6lcim hatalan O (sifir) ortalama matrisli,

i kovaryans matrisi ile bagimsiz olarak normal dagilima sahip olsun.
E(e,)=E(u,)=0

e. e ¢ u| [Ble)Beu)| (a7 0,33
u e u, u,| |E(ue)Ewu)l Lo, aJ

I

[ e, 1 T
Y =E(.¢)= E{(Ul).(e,,u, |- E{

olacak sekilde kovaryans matrisini blok matrisler halinde yazabiliriz. (3.1)

modeli icin j: kovaryans  matrisli amag¢  fonksiyonu  olan

!

Ox; B)=3%"qCe; B =1V~ f(x; B0, X, ~x 37V - f (x: B). X, - x.] (3.5)

fonksiyonunu minimumlastirmak gerekir. Bunun igin bu ifadenin g ve x’e
gore kismi tarevlerini alip sifira egitlersek normal denklemler elde ederiz.

[ 'ya gore turev almakia p tane, x'e gore turev almakla g tane denklem elde
edilir. Bu denklemlerin ortak ¢éztmuyle bulunacak f§ ve %, kestiricileri B ve x,

parametrelerinin en kiguk kareler kestiricileridir.

3.211 }& Kovaryans matrisi biliniyorsa :

O BY=[Y~ F e B X, - x| XL - f(x; B), X, —x)]

PO D) Ay sl x)]

ise
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[Y,—f(x,;ﬂ),X,~x,]§f:l[f,s(x,;ﬂ),0] =0 (3.6)

ise

[ = 73 8), % 5] X (7 9)1] =0 37)

bulunur. (3.6) denkleminde p bilinmeyenli p tane (3.7) denkleminde q
bilinmeyenli g tane normal denklem bulunmaktadir. Her bir denklem
sisteminin ortak ¢ézumu olan ,é=ﬁl,,éz,...,,ép),)?,:(fl,fz,‘..iq) degerleri g ve

X'in en kuguk kareler kestiricileridir.

3.21.2 j} Kovaryans matrisi bilinmiyorsa :

$:02V,V bilinen pozitif tanimii karesel bir matris, ¢° bilinmeyen ama

kestirilebilen bir sabittir. Bu durumda,

’

0k B)=[% = £ (s B0, X, x| (K= £ s B2, X, -] =Pl = £ e ), X, =5V (X = £ (x5 B0, X, %] (3.8)

olsun. (3.9)

v F oGl |4 B} Lnp

L6 m) "Ly clin

Burada F,H,A ve C matrisleri simetrik degildir. G ve B matrisi simetriktir.



F=(4-BC'B)"
G=-4"B(C-BA4"B)"
G'=-C*B(A-BC'B)"
H=(C-BA'B)"

bagintilar yazilabilir. [Seber (1987)]

Bu bagintilar yardimiyla

A=F'+F'G(H-GF"G)" GF"
B=-F'G(H-GF"G)"
B'=—(H-GF*G)"GF”
C=(H-GF*G)’

ters bagintilar bulunur.

N:{é}‘(x,;ﬂ)

. } t=12.nr=12...p

M =dia ——@((;‘Cjﬂ ))

Q=C+ MB'+BM + MAM L
T=0Q"(B+MA4)

v =4 (B'+ AM)Q " (B+MA) = 4~ (B'+ AM)T

olmak Gzere

Ve = )FA Blle, |
£ g—e,,u,LB, CJ’Lu,J

16

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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= (e,A +uB',e B+ u,C)(Z)
= (efA +2e,B'u, + qu)

=17l )] A+ 2¥ - fx; B)]B( X, —x)+2(X, -x)C

olur.

O i oty e T B) T EB) e
Eﬂ—(gV £)=-2[¥ - f(x; )] 4 7 2 T B'(X,—x)=0

ise
[Y,— f(x; B)]AN + NB'(X, - x,) =0
ve

N[ - £ A4+, ~%)B}=0 (3.13)

olur.

A D)

S B'(Xr—xt)

3 .
v =1 s ] T
~2¥, - f(x; BB ~2(X, - x)C =0 (3.14)

olur.

17 = £ (e B MA+ MB'(X, —x,)+[Y, - f(x,; BB+ (X, - x,)C =0
=¥ = £ B (MA+BY+ (X, —x,(MB'+C) =0 (3.15)

olur. 3.14 ve 3.15 denklem sistemlerinin ¢éziminu saglayan

B ve X, degerleri 8 ve x,'ninen kiguk kareler kestiricileridir.
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3.2.2 MAKSIMUM LIKELI HOOD KESTIRIMi:
3.2.2.1 1 KOVARYANS MATRIsi BILINMiYORSA

(Kestiricisi bulunabiliyorsa)

(3.1) Modeli igin jj:a’V kovaryans matrisi,V bilinen karesel bir matris ve
o’ bilinmeyen bir sabit olmak Gzere (¥,X,) (t=12..n) gozlemleri i¢in

olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinirsa

2 2

n n
logl(p,x,0°) = ~-?:log27z —Eloga2 - %g'V“g = sabit — glogaz —%g'V”g (3.16)

ifadesini maksimumlastiran 4,% ve 6 kestiricileri (3.1) igin maksimum
olabilirlik kestiricileridir. Bunun igin (3.16) bagintisinin 8 ,x ve o”’ye gére kismi

tarevler alinirsa, (3.13) bagintisindan

2 )
—Ogﬂ—logL(,B,x,az) = MBWX, -2)+ A, - f&; 8))} =0, (3.17)

(3.15) bagintisindan da

17 n
glogL(ﬂax,Gz) =(C+MB'Y(X, - 2)+(B +MA)Y, - f(x,, )] = 0 (3.18)
o Ayt A
3 ~log L(f,x,0*)=n(p+1)o” ~ V£ =0 (3.19)
(o
1
yazilabilir. Bunun vyardimiyla &*= EV7é  bulunur. Burada

n(p+1)
§':[Y,’ —f’(i,;ﬁ),X,’—:E,] dir. Bu durumda x ve g parametrelerini olugturan

p+n tane normal denklem bulunmaktadir. Sayisal ¢6zim igin bilgi
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(informasyon) matrisine ihtiyag duyuluyor. E=(X,-x)=E( -y)=0 igin
(3.16) bagintisindaki olabilirlik fonksiyonunun ikinci kismi tarevi yazilirsa,
&'log L(B,x,0%) I 2

.38, = 5ﬂ:LEbtf(xr7ﬂ)'B(X —x,)+A.(Y.f(x”lg)aﬂ’f(x”mj

2

J o
= aﬁﬁﬂsf(x,;ﬂ)B(X, - x,) —gﬂ-’f(x,;ﬁ ).A.%f(x,; B) olur.

Esitligin her iki tarafinin beklenen degeri alinirsa,

J'logl, J(x;B) O . B
~E(0",B,é’,8,)_ P, Aﬁﬁsf(x,,ﬂ) (r,s=12...,p) (3.20)
FlogUpxo) 2 P‘(x,;ﬂ) px—) LB gy e g]
7Rz | 4B, C P, o

o xsB) ,, FxsB) Ik ) @"(x,;ﬁ)(

2, B A a o B

Son esitligin her iki yaninin beklenen degeri alinirsa

o'logl  &f'(x;p)

—E( aﬁ,o’x)‘ P (B’ + AM) (3.21)
bulunur.
ologl  d[
o = 3| (X x) e o (a-x)+ Br = s(x:p)
Jﬁ‘(;;;ﬂ) Av- 1l ﬂ)]:_cj_bj@‘(;;ﬂ)_byﬁ(; 8) cyé‘(;;ﬂ)éf(;,ﬂ)

Yine her iki tarafin beklenen degeri alinirsa,

d*log L
7. %79

B Fx;B) , F&xB) . FsB) F(x;8)
)=¢,+b, Py +5, Py +c, A

1 i J

—E( (i,j=12..9) (3.22)
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olur. Burada a,b, ve ¢, sirayla AB ve C matrisinin elemanlaridir.

(3.20),(3.21) ve (3.22) denkleminin katsayilari matrisi,

[ NAN  N(B+AMY)] (3.23)

W:[(B+MA)N 0

bilgi matrisidir. p+n tane denklemin sayisal ¢6zimu ic¢in asagidaki iterativ

yontem kullanilabilir.

:B(au) ;B(.,) -1|_ NB’ N4 .I l_ X—x(a) _l
(x(aﬂ,]:(x(a)j+%{c+1\/[B' B+MCHY—f(x(a);/3(a))J

Burada ( ) alt indisi maximum olabilirlik hesaplarinin  ‘inci &lcim

degeridir.

V matrisini olusturan bloklardan faydalanarak ters matris i¢in baginti ve
ters bagintilar yazildigi gibi W™ matrisi i¢in de benzer bagintilar yazilarak
asimtotik kovaryans matrisinin (N'zN)  oldugu gésterilebilir. [(G.R. Dolby-
1972)]

Yukaridaki islemlerin analizi ile ilgili bazi sorunltar vardir. Birincisi o *nin
maximum olabilirlik kestiricisinin tutarsiz olmasidir, bu durum lineer modeller
icin iyi bilinmektedir. [(Kendall ve Stuart 1973-403)]

. | P - y
Egertan ve Lyock (1979) ¢’ = = £'V ¢ olarak buldular. ¢ * tutarsizligi

diger kestiricilerin tutarlihg ile 6zdestir. Ikincisi, iterativ yontemde adim
yénunun ve adim buyuklugunin yakinsamaya yapacadi etkidir. Uguincusg,
maksimum olasilik hesaplarinin rastgeie parametrelerin varligt durumunda
kullanilmasindan kaynakianir ve maksimum olabilirlik kestiricileri tutarl
olsalar bile asimtotik kovaryans matrisleri genellikle umulan bilgi matrisinin

tersiyle verilmez.

(3.24)
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3.2.2.2 j, KOVARYANS MATRISI KISMEN BILINiYORSA

(3.1) modelinde j: kovaryans matrisi tamamen bilinmiyorsa en ¢ok

Lol o, ]
olabilirlik kestiricileri bulunamaz. Bard (1974) bu nedenle }I_‘,: O Ow

2
|~ O—ue G“

kovaryans matrisindeki dért blok matristen érnegin o/ bilindiginde bu zorluk
ortadan kalkar. $éyleki o’ = P olsun. Burada P, bilinen pozitif tanimh bir

matristir.

Ayrica x ve y'deki hatalarin tamamen iligkisiz oldugunu kabul edelim.

)%:f(f,;ﬁ) olmak Uzere logaritmik olabilirlik fonksiyonunun sabit

olmayan kismi asagidaki gibi yazilabilir.
1 n
LogL{B ,x,0%) = —glog det o =D (ePe) +ul (3.25)

olur. Burada ¢’ nun en ¢ok olabilirlik kestiricisinin

n

1
M, =—2 ] (3.26)

&=
n t=l

oldugu soylenebilir. Uygun bir dizeltme faktériyle bu tahminin yani

kaldirilabilir. (3.25) Olabilirlik fonksiyonunun maksimizasyonu yerine

Olx,,8)= glog det M. +%2u,.u,’ (3.27)

Merkezi amag fonksiyonunu minimumlastirmak yeterlidir.

4

n . R 1 . R
Q()E,fz) :Z-log detg (X;x,)(X[ —x,) +5§ (Y; —y,) P’l(Y,~y,)
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o0(%3) s
af[ - xx(Xl “x’)
' (3.28)
0(%7) .
;ﬁ):P(K—%)

seklinde verilir.
Kismi ttrevler gradiyent vektorunin elemanlaridir.

H Hessian matrisi ikinci kismi tUrevierden olusur. Bu matrisi elde etmek

buyuk karisikhklara yol agacagindan Gauss yaklasimi kullanilabilir.

5 N

g = 3 (2 x)( & -x) |

70 =0 ; (3.29)
&'@/{

o0 o

Zy,

P o |
olacagindan }t{ :[0 lM J yazabiliriz.
n

xx

Deming yaklagimina gére

lF}[;;l O 001I
0 S 00
H:i 0at ................ 0{ .
L O 0% ]
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3.2.2.3. 8 VEKTORUNUN BiR ITERATIVE KESTIRIMi

Bu kestirici, (3.1) 6lgtim hatali modelin maksimum olabilirlik kestiricisinin
modifiye edilmis bir hali olarak gelistirilmigtir. (e,,ut)’nin 2:: kovaryans

matrisinin singuler olmadigini kabul edelim.

i{ bilindiginde, (et,ut)hata vektora sifir ortalama ve j:t kovaryans
matrisi ile bagimsiz olarak normal dagildigini kabul edelim. Bu
durumda Ax®‘de bulunan x, ve 8'nin (Yt,Xt)gc")zlemlerinin maksimum

olabilirlik kestiricisi,

n

5 00x 3%, %) = 340 - 75 B), X~ 30 (3 ), X, )

=1

!

-

esitligini minimumlastiran degerdir. 3 'nin bir maksimum olabilirlik kestiricisi
elde edilmedigi surece, f’'nin kestirimine giden iterative bir yéntem
bulunabilir. Bunun icin B, B’nin bir baslangi¢ kestirimi olsun. Bu durumda

alisgiimig en KkugUk kareler ydéntemi onerilir. X,,4'de bulunan x,’nin

q( 3, xt;Yt,Xt) degerini minimumlastiran nokta olsun. x,, 4’nin icinde ise;

i—‘:{zz Z:}olmak Uzere

x, degeri

& < , 0 . (o oy, - f(x;8)]
w2 Qg1 ) = Sl sl p) x| L T
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= 2[1, - (e O )" o[- sl )+ (X, )0 £ 8)] |
o 17, - f(x: B)] + (X, = x)o= f.(x; B)} - 20X, - x.)o= =0
oldugundan
%, £(2; B)] £.(x: B) +]1 - £lxi B)lo™ oL &, ~x o £%, B) +{ X, ~x]o™ =0 (3.31)

ifadesini saglar.

v = flx; B)ised, = f(%; ) } (3.32)
AB :ﬁ'"ﬂ—a Ax, :xt_fta Ayt:yt_"j}t

olmak uzere f(xt;,b’) fonksiyonu (JE,E) komsulugunda taylor serisine agihip

lineer olmayan terimler ihmal edilirse,

é, 2.0 = 0” —— R ’
+ g /G B)B = B) + (5 )X, - ) (3.33)

flx;8) £(%;B)

bagintisi bulunur. (3.32) sistemini olusturan bagintilar (3.33)te yerine
yazilirsa,

’

flxsB)-r2:8)=13(%: BB - B)+ (% B)x, - %) (3.34)
ise

Ay, = 13(%: B)(AB) + £.(%: B)  Ax,) (3.35)

bulunur. (3.30) denklemi,

> 00 B) =2 (7 -y) (X, -x)] Et"[(x— Y —x)] (3.36)
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olarak yazilabilir.

é =Y~y 1u,=X -% olmak tzere (3.30) denklemindeki kareler toplamina

bir yerel (local) yaklagim olarak,

!

Z::lg(xt;ﬂ) = {[Yt ~ I+, —yt],[X, - % _’Et"xt]}i_1 {[Yt Vi, —y,],[X, -X, - X —x,]}

-3 0= (- 5 -2~ -2 0 -5) -G s -2) s 2]}

4

=3 (6, -4y, 4, - Ax) E’(é, ~Ay,, @, - Ax,) (3.37)

yazilabilir. (3.35) denkleminde kullanilan ve (3.37) ifadesini minimumlastiran

AB 'nin degeri, yani Af

14

o, = {1-f(x, BN 3115 8)} e, (3.38)

M, =n" 3 0. f,(%:8).1;(%;: B)e, (3.39)
olmak tizere,

M, =n"Y o f,(&; ANe -ufi%; B)le (3.40)

ifadesini saglar. Bu durumda g 'nin gelistirilmig bir kestirici B=B+AB ile

verilir. ﬁ ‘nin olusturulmasi (3.39) denklemine local yaklagima dayanir.

-1 . . -
a; :{n?jolsun. a, yineleme sayisi olarak yorumlandiginda modifiye

edilmis kestirim birka¢ yinelemeli deneylere uygulanabilir. Yani modifiye
edilmis kestirim 6lgim hatasinin varyansinin bydk oldugu durumlarda

kullanilabilir.

1
a. = e~ £ BJu S tr{ £ B )i — 0.}
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olmak tizere
6 - £ BVt~ L1 it ) = 10 8)(8) < 4,50,
yazilabilir.
g =é, —ﬁ,.ﬂ(i,;ﬁ) —%ﬁ'{fu(ﬁ,;ﬁ_)(ﬁ{.ﬁ, —ow)} olmak tizere
AZ modifiye edilmis kestiricisi
]\;[,,(A ,8) =n*Y. 7f,(%, B)d, ifadesini saglar.

Burada ,B = [7+A[3 seklindedir. Bu degisiklik (3.39) denkleminin sagini
olusturan ifadeler yardimiyla yapilmigtir. (W.A. Fuller 1982)
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BOLUM -4

MODIFIYE EDILMIS KESTIRIM YONTEMININ KUADRATIK BIiR
MODELE UYGULAMASI!

4

Tanim 3.1.4'de g=1, p=3 ve 8 =(8,,,,58,) alinirsa y, = f(x,; #) modeli
yz:ﬁ0+ﬁ1+ﬂ2xt2 t=1,2,...,n (41)

modeline dénisir. Burada da Y, =y, +e,, X, =x, +u, (¥, X,) gozlem vektori

t t

olup (et,ut) 6lgim hatalarinin vektérudar. Burada amag¢ bagimsiz olarak

normal dagilmis (et,ut) hatalarina sahip (4.1) polinomunun g katsayilar

vektorana kestirmektir. (e,,u,) ~N (0,V) olsun.

(4.1) modelinin vektdrel gésterimi asagidaki gibidir.

(B
Y: :(laxlaxf)'LﬂIJ: ﬂo +ﬂ1xt +ﬂ2x12
B.

bunun yardimiyla

Y - B,- B.x, — B,x; =0 yazlabilir.

1

Bu denklem de

(
¥, - (L&,xf)iéj} 0 (4.2)

B,

olarak yazilir.
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(ﬁo\l
B :Lﬁljvewtz(l,xnxz)

B,

ise (4.2) denklemi y, -W,f’'=0 denklemine doéntgur. Bu son denklemin de

vektdrel gésterimi asagidaki gibidir.

1
(y,,wt).(_ﬁ,] =0 olarak yazilabilir.

1
(yt,wt) = Z"[—,B'): @ olsun. Bu durumda (4.1) modeli

(4.3)
Z,6=0
olarak ifade edilebilir.
W.=w,+f :(I,X,,Xf —aj) olsun.
(Lx,,x2)+(f., £ /1) = (1L X,, X? = 57) ise
(14 fix, + £02 + 1) = (L X, X? - 0?)
olur.
Bunun yardimtyla
(4.4)

1+f =1 L
x +f, =X,

X+ f, = X o)
(4.4) sisteminden

Li=0,x, + f,=x,+u,isef, =u,

x!+f, =X} —-o! :(x, +u,)2 -o! :(x,2 +2x,u, . u’ —d,f)
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buradan da f, =2x,u, +u; — o’
olur ve
f= (O,u, 2xu, +u’ — oj) bulunur.
z,=(6.m)=2,+5,

5,:(e,,f,) veE(é,):O olacak sgekilde bir & veW, gosterimleri

tanimlanirsa, ikinci dereceden moment matrisler

" (M, M,
M=n'2, M=n'} Z Z,:LMW Ve
wy ww
. . [ 1
m=n" Z,=1mf =pn" Z,=1 z.z, :|.Zw ::wa
ve kovaryans matrisler
[ ..l
Q,=Es,6)=| . ef“’J
( t t) the() Qs
ra Q.1
-1 of
Q=n") O, L Q, QﬁJ

olarak tanimlanabilir.

(e,,f,) 6lcum hatalan iki degiskenli normal dagilima sahip oldugundan

6,’nin kovaryans matrisi simetrik olup, bulundurdugu blok matrisler asagidaki

gibi bulunur.

- E(&,'&) =E{ e’}(%ﬁ)}

_ l—etet e:fr—l_l_E(etet) E(etft)—l
“H e 1117 ure) )
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2
:{ o Qefm} ise
Qfe(r) ‘ij(t)

Q/(r) = E[e,[O,u,,Zx,u, +ut2 - 0—;12)]
E[e, O,eu 2xue +eu —e, J]

= [E(O),E(e,.u,),E(Zx,u,e, teu’ — e,crl)]

= (0,0,prw) =Q,, (4.5)

0 1
=E(f.f)= E(f,'f,) = E{sz,litﬁuf —a:J.[O,u,,Zx,u, +u —0;]

lfo 0 0 11
=E 0 u! 2xul +u —u,o’ |
{O 2x,u; +u] —u,o’ (?_x,u, +ul - O'Z)Z_J
[0 0 0 1|
“0 E(u) 2%, E(u) + E(?) - o7 B{u) 45)
to 2%, E(?) + E(w?) o2 E(w,)  4x*E(u’) + E(u?) + E(u?) + 4x, E(x*) - 4x, E(u?) - 207 E(uf)J
if 0 0 0 TI
=0 o 2x,0. (4.6)
LO 2x,00  4xlo! +20’:J
bulunur. Buna goére kovaryans matris
I( o 0 0 2x,0,
oo ‘ 4.7
Q= 1o o0 @& 2x,07 | @.7)
LZx,G 0 2x,0, 4x!o!+20; J

olarak yazilabilir.
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Q, nin tutarsiz ), kestiricisi x, ile X, ve X ile X} —o? ifadesini yer
degistirmesiyle bulunmus Q' nim Q kestiricisi Q=n" Z;Q iken B katsayilar

vektorundn bir kestiricisi
f =M, -d0,) (M, -d0,) (4.8)

dir. Burada o?,lM—afj: 0 determinant denkleminin en kiguk kokaddr. Bu
kestirici icin iki durum vardir. Birincisi ¢ olasilik olarak 1'e yakinsar,
n’' Z:Zthy,’nin bir kestiricisi (Mwy—o?fo) ifadesi ortalama kareler matrisinin

0 'Mo
(0'Q6)"

fonksiyonunu minimum yapan g degeridir. #(8), lineer modellerde olabilirlik

bir kestiricisi gibi gorunebilir. Ikincisi (4.8) kestiricisi  A6) =

fonksiyonu oldugundan maksimum olabilirlik kestiricisi degildir. Burada
6'=(1- ') dir. (Wolter ve Fuller 1982).

(4.1) Kuadratik modeli ve buna ait bUtin varsayimlara ek olarak
kovaryans matrisi singller ise B katsayilar vektérunin bir kestiricisi

asagidaki gibi bulunur.

o’ = 0 ise (3.1) modeli ikinci dereceden bir polinomal modele indirgenir.
ol #0 ise alisiimis en kuguk kareler kestiricisi tutarsizdir. f katsayilar

vektérindn bir kestiricisini bulmak igin,

Ox;B) =Y.~ B~ Bx, - p.x!, X —x]ro” °
12 t 0 177 27t > ! Il\o_ue O_
ifadesini minimumlastirmak gerekir.

’ !

v=(5.5,..1,), W=(1x,%),  =(5,. 5,8

ise (4.1) bagintist Y =W olarak yazilabilir. Y=Wpg ise W'Y =WWg olur.
Bu esitligin her iki yanini soldan (ww)™" ile carparsak
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(ww)" wy=Www) (ww)p ise g =(Ww)" Wy

bulunur. Bu 8, B en kigik kareler kestiricisidir.

ise

{(x,

Q(xnﬂ) = (Y/ - ﬂn - ﬂlxt ___ﬂlez)zo,ee +(Xr —xt)'(Yx "ﬁo —ﬂle - ﬂlez)o-m
+(Yz _/60 _ﬂlxt —:Bzxtz)(Xr “xt)o_eu +(Xz _xt)o_uu

o”ﬁ(x,;ﬁ) _ _2{(

ox,

Yt - ﬂo - ﬁlxt - ﬁzxiz)(ﬂl +2ﬂ2x,)}0‘“

(¥, ~ B, - B.x, - Bx!) +(B. +2B.x)(X, ~ x)}.0” ~2(X, - x)o" =0

‘—ﬂo—ﬁlxt _ﬁlxtz)(ﬂl +2ﬂ2x:)}'o-ge+{(yt —ﬂn _ﬁlxt _ﬂzxrz)+(ﬂ1 +2ﬂ1xt)(Xr _xt)} o

H{X,~x)o" =0 (4.11)

v -[E(B,)+ E(.X) - E(Bu) + E(p, X} -2X,.u,. B, +u;.B,)] 4.12)
= Yt - :Bo - lngz - ﬂz(Xf _O_uz)

(3.38 esitliginden)

(705,80 X072, 8)

[l

2
g,

. . R [o" o] 1
G =l 282) e - g i2pi2)



o N 1 1
_ [Uee _('31 +2l32xr)aue,0‘eu —(ﬂl + Zﬁzxt)o_uu]{_(ﬁl +2ﬁ2ft)JJu"

=0, *2(,3’\1 +2/é2£f)o'eu +(ﬁA1 +2ﬂ,\2£t)o_uu
bulunur.

Bunun yardimiyla A = 8 — £ 'nin (AB)* kestiricisi hesaplanir.

57 a1 * o) =15
n’ S ULx,x )(AB) == L O.¢,
t=1 Lxﬁ_l n -
i (1)
M;;=;Z,157Lx'}(1:xnxf) olmak Gzere kestirilmis kovaryans matris
x’2

M =15 677,(5.6).73(2. ) olur

n #=1

(Wolter ve Fuller-1982)
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SONUC

Bagimh ve bagimsiz degiskenin hatali 6lgldiga lineer regresyon
modeline ait parametre kestirimi sorunu tam anlamiyla ¢ézilememistir.
Modelin lineer olmamasi ve degiskenlerin 6lgim hatali olmasinin birlikte
olusturdugu problemier karmasikligi daha da artinr. Bu durumda, lineer
regresyon ve klasik lineer olmayan (6igim hatasiz) regresyon modelinde
oldugu gibi bazi varsayimlar altinda parametre kestirimi yapilmaktadir. Bu

varsayimlari en aza indirgemekie kestiricilerin tutarlilik derecesi artar.

Bu calismada 6lgim hatali lineer olmayan model icin bazi varsayimlarla
parametre kestirimi yapilmigtir. Bu model igin kestirim ylzeyinin egriligi,
parametreler igin guven arahklari ve glven bélgesi, varyans bilesenleri
analizi, kestiricilerin tutarlihgi, asimtotikligi v.b. gibi 6zellikleri ve parametre

uzay! igin geometrik yorum arastirilabilir.



35

KAYNAKLAR

1) Madansky Albert.The fitting of straight lines when both variables are
subjejt to error. American State. Ass. Journal (1968) (173-203).

2) Britt H.l. and Lucke R.H. The estimation of parameters in nonlinear
implicit model. Tecnometrics, (1973)15, 233-247.

3) Donald W. Marquart An algorithm for least squares setimation of
nonlinear parameters. J.SOC.INDUST. Appl.Math. (1963) VolL.11 No: 2

4) Dolby. G.R. Generalized least squares and Maksimum likelihood
Estimation of Nonlinear Fonctional Relationships, J.R. Stat. (1972)
25,157-162..

5) Fuller A. Wayne Mesurement error in veriables Models. 1987. Ph. Dr.

lowa State Univ

6) Dolby, G.R. and Lipton S. Maksimum Likelihood Estimation of the
general nonlinear fonctional relationship with replicated observations an
correlated errors Biometrika (1972), 59,121-129.

7) Fuller A. Wayne Paroberties of some estimators for the errors in-
variables model The annalas of state (1980). Vol. 8. N0:2,407-422.

8) Fuller A.Wayne- Estimating a Nonlinear errors in variables model with
singular error Covairance matrix. procedings of the business and

Econometric statistics section Amer (1975). Statist. Assoc.

9) Fuller AW. and Wolter. M.K. estimation of nonlinear errors in variables
models the Ann. of statistics Vol. (1982-a) 10 No:2, 539-548.

10)Fuller A. Wayne and Wolter M.K. Estimation of the quadratic errors in
veriables model. Biometrika (1982-b) 69, 1,pp-175-182 priented in Great
Britain.

11)Seber, G.A.F. and Wild, C.J Nonlinear Regression. John Wiley and
Sons. Newyork. (1988).

12)Bard, Y. Nonlinear parameter Estimation. Academic press. Newyork and
London. (1974).

13)DEMING, W.E. The application of least squares. Philosophical
magazine series 7,11, 146-158(1931).



ADI SOYADI
DOGUM YERI
DOGUM TARIHI

OGRENIM DURUMU
ILKOKUL
ORTAOKUL

LiSE

UNIVERSITE

CALISTIGI KURUM

GOREVI

36

S e
AT 0 o
AR g @*gz’v‘,

o
/

. Aziz HARMAN
- LICE
: 03.04.1963

: Dernek K&y ilkokulu
- Tatvan Y.B.1.0.
: Diyarbakir Lisesi

: Dicle Universitesi Fen-Edebiyat
Fakuitesi Matematik Béluma.

- Dicle Universitesi Egitim Fakdltesi Fen
Bilimleri Bélumi Matematik
Anabilimdali

: Matematik Egitimi Uzmani



