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SIMGE LISTESI

A A kiimesinin kapanisi

Al A kiimesinin ortogonal biitiinleyeni

B, (0) Birim yuvar

B(X,Y) X kiimesinden Y kiimesine tanimli lineer ve sinirli operatorlerin uzay1
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d d: M XM — R, metrik
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B(X,Y) X kiimesinden Y kiimesine taniml1 siirekli lineer dontistimlerin kiimesi
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bu tez calismasinda Hilbert uzayinda kendine es operatorlerin spektral ozellikleri
incelenmistir.  Bu calisma giris ve sonug¢ ile birlikte toplam yedi bdliimden
olusmaktadir. ikinci boliimde genel tamimlar verilmistir.  Ugiincii boliimde lineer
operatorlerin  6zellikleri, dordiincii boliimde kendine es operatorler incelenmistir.
Besinci boliimde spektrum tanimi verilerek spektrum tiirleri tanitilmistir.  Altinci
boliimde Hilbert uzaylarinda kendine es operatorlerin spektral 6zellikleri arastirilmistir.

Son olarak yedinci boliimde ise sonuglar degerlendirilmistir.

Vektor uzaylari, i¢ ¢arpim uzaylar1 ve Hilbert uzayr adi verilen tam i¢ ¢arpim uzaylari
olarak genellenebilir. I¢ carpim, nokta ¢arpimin R™ uzay: iizerinde genellenmis
seklidir.  Nokta carpim ve ortogonallik bircok uygulamanin hayata gecirilmesinde
oldukga 6nemlidir. I¢ carpim ve Hilbert uzaylarinin teorileri Normlu ve Banach
uzaylarindan ¢ok daha zengindir. Banach uzayi tam normlu vektor uzayr oldugundan
her Hilbert uzay: bir Banach uzayidir ancak tersi her zaman dogru degildir. Bir Banach

uzayinin Hilbert uzay1 olmasi i¢in Paralelkenar esitligini saglamasi gerekir.

Modern bakis acisinda, fonksiyonel analiz, reel veya kompleks sayilar lizerindeki
fonksiyonlarin uzaylarmin ¢alismalart olarak goriilmektedir. ~ Hilbert uzaylari,
fonksiyonel analizin uygulamalarinda en ¢ok yararlanilan uzaylardir. Hilbert uzaylari
Alman matematik¢i David Hilbert tarafindan 1912 de ortaya atilmistir. Tam uzaylar,

tam olmayan uzaylarin sahip olmadigi bir¢ok o6zelligi icerdiginden tamlik Hilbert



uzaylarmin ¢ok onemli bir 6zelligidir. Hilbert uzaylar1 kismi diferansiyel denklemler,

kuantum mekanigi ve sinyal islemleri alanlarinda da kullanilmaktadir.

Hilbert uzaylarinda operatdrler ve doniisiimler tanimlanmistir.  Ozel olarak, Hilbert
uzaylarinda sinirli lineer operatorler tanimlanmis, normlu ve i¢ ¢arpim uzaylarinin
Ozellikleri incelenmistir. Bir uzaydan diger uzaya dOniisim ve operator
tanimlayabilmek i¢in iki vektor uzayi ele alindiginda lineer operatdr tanimiyla; uzaylar
normlu uzaylar olmak kosuluyla bu uzaylar {izerinde sinirli lineer operator teorisi ortaya
atilmistir. Ozel bir uzaydan reel ya da kompleks sayilara doniisiim yapan operatérler ise
fonksiyoneller olarak adlandirilmistir. Hilbert uzaylarinda operatorler kendine es,
birimsel ve normal operatdrler olarak tartisilmistir. Hermitian (kendine es) operatorlerin

spektral analizi de fonksiyonel analizin 6nemli bir inceleme alanidir.

Spektral teorinin incelenmesinde yine Hilbert uzaylar: tizerindeki operatdrler oldukga
onemlidir. Ozellikle Hermitian ya da kendine es operatorler uygulamalarda

kullanilmaktadir.

Spektral teori ;

1. Integral denklemler, Fredholm Teori, Kompakt Operatorler,

2. Sturm Lioville Teori, Hidrojen Atomu,

3. Isospektral Teori, Lax pairs,

4. Atiyah-Singer Index Teoremi

tizerinde ¢aligmaktadir. Bunlar Spektral Teorinin gelecekte ilizerinde ¢alismaya deger,

ilgi ¢ekici alanlart olabilir.

Spektral teori olduk¢a genis olmakla birlikte bir kare matrisin 6zdeger ve 6zvektor
teorisine kadar uzanan uygulamali fonksiyonel analizin 6nemli bir alanidir. Bu isim,
David Hilbert’in orijinal formiilasyonu olan Hilbert uzaylar1 teorisinden gelmektedir.
Spektral teorinin kuantum mekanigindeki atomik spektral ozellikleri agikladigi fark

edilmistir.

Son yillarda matris yontemleri lizerinde yapilan ¢alismalar fizik, mekanik, yoneylem ve
ekonomi gibi uygulamali bilimlerde verimli bir ortam saglamistir. Bu nedenle

matrislerin 6zdeger ve Ozvektorlerinin onemi fark edilmistir. Simetrik matrislerin



secimi uygulamalarin daha rahat ve kullanighi olmasi agisindan énem kazanmaktadir.
Eigen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmistir. Eigenfunktion ve
eigenwert ifadeleri ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildirilerinde kullanilmistir.
Hilbert’in ¢ikis noktast homojen olmayan integral denklemlerin bir A parametresiyle
matrissel kargiliginin (I — AA)x = y olmasi olmustur. Hilbert bu esitligin sifirdan farkli
homojen ¢6ziimii icin A matrisinin karakteristik koklerine karsilik gelen A degerlerine
eigenwerte admi vermistir. Ozvektdr kavrami ise ilk olarak Courant ve Hilbert

tarafindan sonlu boyut ifadesi agiklanirken kullanilmistir.

John Von Neuman (1903-1957) bir eserinde f # 0 sart1 altinda Rf = Af ifadesindeki A y1
eigenwerte, f yi ise eigenfunktion olarak adlandirmistir. Ozdeger ve Ozvektor
kavramlart bu sekilde yaygin bir kullanim haline gelmis ve spektral teorinin zeminini
hazirlamistir. 1946 da H.&B. Jeffreys’ in “Methods of Mathematical Physics” adli
eserinde 6zdeger kavrami karakteristik ve gizli kok kavramlariyla es anlamli olarak

ifade edilmistir.

Sonsuz matrislerle tanimlanan operatorler 20. yiizyilin basindan giiniimiize dek
incelenmektedir. Ilk olarak Hilbert simetrik integral denklemlerin ¢6ziimii problemini
sonsuz matrislerle verilen operatorlerin spektral Ozelliklerinin  incelenmesine
indirgemistir. (Hilbert 1924) Bu calisma ile Hilbert uzayr ve Hilbert uzaylarinda

operatorler teorisinin temeli atilmigtir.

Hilbert uzayinda tanimli Kendine Es Operatorler teorisi fonksiyonel analizin en 6nemli
dallarindan birisidir. Bu konu basta M.S. Birman ve M.Z. Solonyak’ a ait olan 1987
yilina ait “Spectral Theory of Self Adjoint Operators” olmak iizere, bir¢ok kitapta

detayli olarak islenmistir.

Sonsuz sayida cebirsel denklemler sisteminin, ¢ok sayida kismi tiirevli diferansiyel
denklemler ve matematiksel fizigin denklemleri i¢in smir deger probleminin
incelenmesi, Hilbert uzaymda donilisim yapan kompakt operatorlerin spektral
incelenmesine indirgenir. Bundan dolay1 kendine es kompakt operatorlerin incelenmesi
cok sayida kitap ve makalede yer almistir. Bu konuya ait Weidman (1980), Stackgold
(1999), Edmuns ve Evans (1987), Gohberg ve Goldberg (1981), Kreyzig (1978) ’ in

kitaplarin1 gosterebiliriz.



Hilbert uzayinda tanimli kompakt operatorlerin spektral 6zelliklerinin incelenmesine ait
olarak da Weidmann (1980), Debnath ve Minkusinski (1990), Kato (1980), Vulikh
(1963), Gohberg ve Krein (1969), Lyanse ve Storoj (1983) kitaplarini gosterebiliriz.

Kendine es matrislerin spektral teoremini Augustin Louis Cauchy (1829) ispatlamis, bir
simetrik matrisin 6zdegerlerinin reel oldugunu ilk kez o ortaya koymustur. Bu operator
teorisinin en 6nemli sonucu olan spektral teoremini ise John Von Neumann (1903-1957)
genellestirmistir. Operatorlerin spektral teorisi ve simetrik operatorlerin kendine es
genisletilmeleri teorisi kuantum mekaniginde olduk¢a 6nemli uygulamalara sahiptir.
Hilbert uzaymdaki operatorler tiiriinden kuantum mekaniginin matematik formiilleri

Dirac (1930) ve Von Neumann (1932) tarafindan gelistirilmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu incelemede lineer operator tanimi yapilmis ve kendine eslik kriteri verilerek hem
Banach uzaylar1 hem de Hilbert uzaylar iizerinde tanimli operatorlerin kendine esligi

ornekler tizerinde arastirilmis ve tartigilmistir.

Kendine es operatorlerin spektral analizinin yapilabilmesi i¢in spektrum ¢esitlerinin

tanimlar1 verilerek kendine es operatorlerin spektrumlari incelenmistir.

Cesitli  kaynaklardan alinan problemlerin kendine eslikleri ve spektrumlari

arastirilmastir.

1.3 Hipotez

Ele alinan problemlerin ve ¢dziimlerinin arastirilmasi yapilmistir.



BOLUM 2

ON BILGILER

Tamm 2.1V X, Yy, Z € X i¢in, X kiimesi tizerinde taniml1 bir d: X x X — R fonksiyonu
(@) dxy) = 0;

(b) d(xy) = 0 @ x=y;

©dxy) = d(y.x);

(d) d(x,z) < d(x,y) + d(y,2z) (liggen esitsizligi).

kosullarini sagliyorsa d: Xx X — R fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik denir.

Eger d, X ilizerinde bir metrik ise o zaman (X, d) ¢ifti bir metrik uzaydir.

Tamm 2.2 (X, d) bir metrik uzay ve Ac X olsun.

V X, Y € A i¢in d(x,y) < Molacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa A kiimesi iistten

sinirlidir denir.

Tanmm 2.3 (X,d) bir metrik uzay ve A c X olsun. A kiimesi bir agik yuvar i¢inde

kaliyorsa A sinirli bir kiimedir denir.

Tamim 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve A < X olsun.

VX, y€Aicin d(x,y) < € olacak sekilde bir € > 0 sayis1 varsa A agik bir kiimedir,

aksi halde A kiimesi kapali bir kiimedir denir.

Tamim 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve A < X olsun.



A kiimesindeki her (x,) dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse A kiimesine kompakt
kiime denir. (Suhubi, [7])

Tamim 2.6 X ve Y normlu uzaylar ve T € L(X,Y) bir lineer doniisiim olsun. Eger X
icindeki her siirli {x,} dizisi i¢in Y icindeki {Tx,} dizisi yakinsak bir alt diziye
sahipse, T ye kompakttir denir.

Tamim 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun.

A = X ise A kiimesi yogundur. X kiimesi sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahipse X

kiimesi ayrilabilirdir denir.

Tanmm 2.8 X, F cismi ilizerinde bir vektor uzay olsun. Vx,y € Xve V a € F icin,
Il.L1': X — R tanimli doniisiimi
N.1 lixll = 0;

N.2 il

0 ancak ve ancakx = 0;
N.3 llaxll = [a]. lIxll;
N.4 lix + yll < Ixll + liyl.

ozelliklerini sagliyorsa bu doniisiime X {izerinde bir norm denir. Uzerinde II. I normu
tanimlanmis olan bir X vektor uzayma normlu vektdr uzay:1 veya normlu uzay adi verilir

ve (X, Il ) cifti ile gosterilir.

Onerme 2.9 X bir i¢ garpim uzay1 olsun.
Ixll = (x,x)%/?

ile tanimli lIxll : X — R fonksiyonu X {izerinde bir normdur.

Tamim 2.10 X normlu uzayinda lIxll = 1 esitligini saglayan x € X vektoriine birim

vektor denir.

Tamim 2.11 X normlu uzay1 tizerinde taniml1 her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzayina

Banach Uzayi ad1 verilir.

Tamim 2.12 X ve Y vektor uzaylari ve [ bir cisim olsun.

6



T: X — Y doniistiimii VX, Yy € X ve Va, B € Figin,

N1.Vxy€Xicin T(x+y) =T(x) + T(y)

N2.V x € Xi¢in T(ax) = aT(x)
kosullarin1 sagliyorsa T operatorii lineer operatordiir denir. Diger bir deyisle,
T: X — Y doniisiimii VX, y € X ve Va, 3 € F i¢in,

T(ax + By) = aT(x) + BT(y) saglaniyorsa T operatorii lineer operatordiir. (Soykan,
[31)

Tanmim 2.13 X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y lineer bir operator olsun. VX € X i¢in
ITeoll < M. x|

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa T operatorii sinirlidir denir.

Tamim 2.14 X bir normlu uzay ve D(T) < X olsun.
T: D(T) — X olmak iizere V{x,} € D(T) i¢in lim,_,,, x, = x olsun.

lim,_ T(x,) = T(x) saglaniyorsa T operatoriine siireklidir denir.

Tamm 2.15 X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y bir lineer operator olsun. T operatorii

sinirh ise stuireklidir.

Tamm 2.16 X ve Y normlu uzaylar olsun.

ST = Ix ve TS = Iy olacak sekilde S € B(Y,X) operatorii varsa T € B(X,Y) operatorii

terslenebilirdir ve S operatoriine T nin tersi denir.

Tamm 2.17 X bir kompleks vektdr uzay olsun.
Vxyz € Xve Va,B € Cigin

(@) (x,x) € Rve (x,x) = 0;

(b) (x,x) & 0 ancak ve ancak x = 0;
(©) (ax + By, z) = a(x,2) +B(y,2)
(DY) = %

kosullarii saglayan (.,.) : Xx X — C fonksiyonuna X iizerinde bir i¢ ¢arpimdir denir.



(X, (.,.)) ikilisine bir i¢ carpim uzayi ad1 verilir.

Onerme 2.18 (Cauchy- Schwarz Esitsizligi)

X bir i¢ ¢arpim uzayi ve X,y € X olsun. O zaman;

1(x,9)|? < (x,x)(y,y) dir.

Tamm 2.19 Bir i¢ carpim uzayi, i¢ ¢arpimla tanimlanan norma gore tam ise bu uzaya

bir Hilbert uzay1 ad1 verilir.

Baska bir ifadeyle, X i¢ carpim uzayinda tanimli her Cauchy dizisi yakinsak ise X uzay1

Hilbert uzay1 olarak tanimlanir.

Tanmm 2.20 X, F iizerinde bir normlu vektér uzay olsun. B(X, [F) uzayina X in dual

uzay1 adi verilir ve X' ile gosterilir.

Lemma 2.21 H bir Hilbert uzayr ve Y € H olsun. Y lineer alt uzayinin Hilbert uzay1

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Y nin kapali olmasidir. (Kreyszig [6])

Tamim 2.22 X bir i¢ ¢arpim uzayi ve (e,), X uzayinin bir bazi olsun. ¥n,m € N i¢in

(ep,em) =0vell e, Il =1ise (e,) , X uzaymin ortonormal bazidir denir.

Tamim 2.23 X bir i¢ ¢arpim uzayi ve Ac X olsun.

Al = {x € X:V a € Aigin (x,a) = 0} kiimesine A kiimesinin ortogonal tiimleyeni denir.

Tamim 2.24 X bir vektor uzay, [ bir cisim ve T: X—X bir lineer operator olsun.

Eger T(x) = Ax olacak sekilde sifir olmayan x vektorii varsa A € F skalerine T
operatoriiniin 6zdegeri denir. Bu bagmtiy1 gercekleyen her x vektorii de T’nin A

0zdegerine kars1 gelen 6zvektorii olarak tanimlanir. (Soykan, [3])

Tammm 2.25 X bir vektor uzayr ve S € L(X,X) olsun. A c X, S(A) c A ifadesini

sagliyorsa A, S altinda invaryanttir denir.



Lemma 2.26 K bir Hilbert uzay1 ve S € B(K, K) kendine es olsun. M, K’nin kapal1 bir
alt uzayr ve S altinda invaryant ise, o zaman, Mt kiimesi de S altinda invaryanttir.

(Rynne ve Youngson [1])

Teorem 2.27 (M, d) bir metrik uzay ve A € M olsun. A kiimesinin yogun olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul Ve > 0 ve Vx € M i¢in d(X,y) < € olacak sekilde bir

y € A noktasinin var olmasidir.

Teorem 2.28 X bir Banach uzay1 olmak lizere T € B(X,X) ve || T || < 1 ise,

I — T terslenebilirdir. (Rynne ve Youngson [1])

Sonu¢ 2.29 X ve Y Banach uzaylar1 olsun. B(X,Y) deki terslenebilir operatorlerin

kiimesi ac¢ik bir kiimedir.

Lemma 2.30 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H,H) terslenebilir ise o zaman
T* terslenebilirdir ve (T*)™! = (T~1)* dur.

Tamim. 2.31 E bir lineer uzay olsun. P:E — E lineer operatoriine ancak ve ancak

P2 = P oluyorsa, bir izdiisiim operatériidiir denir.



BOLUM 3

LINEER OPERATORLER

3.1 Lineer Doniisiimler (Lineer Operatorler)

Tanim 3.1 V ve W birer vektor uzay olsun. V uzayindaki her x vektoriini W

uzayindaki bir y vektorii ile esleyen T donilisiimiine bir lineer doniisiim denir.
T(x) = y veya Tx = y seklinde gosterilir.

V vektor uzayr T operatoriiniin tanim kiimesi, W vektor uzayi ise goriintii kiimesidir.

Bu doniisiim T: V —» W ile gosterilir.

Vektor uzaylarinda toplama ve skaler carpma islemleri ve oOzellikleri kullanilarak;

Vi1,V ... Vy € VVE Cq,Cy, ..., C, skalerleri ile lineer birlesimi elde edilir.

T(C1V1 + C2V2 + + CnVn) = ClT(Vl)'l' CzT(Vz) + + CnT(Vn). (GOOde, [4])

Tanim 3.2 V ve W birer vektor uzay1 olsun.
N1. V deki V x, y vektorleri i¢in T(x + y) = T(x) + T(y),
N2. V deki Vx vektorii ve ¢ skaleri igin T(cx) = cT(x)

kosullarini saglayan T: V = W déniisiimiine bir lineer operator denir. [4]

Tamm 3.3 Va;; € F olmak iizere, mxn tipinde bir A = {ai]-}mxn matrisi verilsin.

(a) F ve F™, [Ix[l; = XL, |x;| seklinde tanimli ||. ||, normuna sahip olsun.
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Eger T: F* — F™, T(x) = Ax ile tamiml1 lineer ve sinirli doniisiim ise, o zaman

sup
lIxll1=1

A matrisinin ||A]|; normu, ||All; = |IT|l = || Tx]||; ile tanimlanir.

1
(b) F ve F™, Ixll, = (X, %5 ?) /2 seklinde taniml1 ||. ||, normuna sahip olsun.

Eger T: F" - F™, T(x) = Ax ile taniml1 lineer ve sinirlt doniigiim ise o zaman A

sup
lIxll2=1

matrisinin ||A[|, normu, ||All, = [|T|]| = || Tx||, ile tanimlanir.

(c) F" ve F™, |||l = maks{ |x;|: 1 < j < n } seklinde taniml1 ||. ||, normuna sahip
olsun.

Eger T: F" - F™, T(x) = Ax ile tamiml1 lineer ve sinirli doniisiim ise o zaman A

sup
lIxllo=1

matrisinin ||Al|l normu, ||Alle = ||T|| = ITx|| ile tanimlanir. [3]

Ornek 3.4 T:R? - R?ye T(x;,X;) = (X1 — Xp,X; + X,) seklinde tanimlansin. T

operatorii lineer bir operatordiir.

Coziim 3.4 x = (X1,X), y = (v1,¥2) vektorleri R? de tanimli keyfi vektorler olsun.
O halde,
T(x+y) = T[(xX1,%x2) + (y1,¥2)]

= T[(x1 +y1), (X2 + ¥2)]

= ((x1 +y1) = (X2 +y2), (%1 +y1) + (X2 +¥2))
= ((x1 = %2) + (1 = y2), (X1 + %2) + (y1 +¥2))
= (X1 =Xz, X +X2) + (V1 — Y2, ¥1 TY2)

= T(x1,%X2) + T(y1,y2) = Tx) + T(y)

Benzer sekilde, c keyfi bir reel say1 olsun.

T(cx) = T[c(x4,%x,)] = T(cxq,cxy) = (cXq — Xy, CX; + CX5)

= c(Xq — X2,X1 + X3) = T(xq,%3) = cT(x).

Boylece, T bir lineer operatordiir.

Tanmm 3.5 T;:V - Wve T,:V - W birer lineer operator olsun.
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T, = T, ancak ve ancak V deki Vv vektorii i¢in T; (v) = T, (V).

Teorem 3.6 T,;ve T, lineer doniisiim ise T; + T, ve cT; de birer lineer doniisiimdiir.

Ispat3.6 T, + T, ve cT; in Tamim 3.2 deki kosullar1 sagladig1 gosterilmelidir.

T, + T, ele alinsin. v4 ve v, V lizerinde keyfi vektorler olsun.

(Ty+ T+ vy ) = Ti(vi + vy ) + To(vy + vy)
=Ty (v1) + Ty (vy) + Tp(vy) + To(v2)
=Ty (vy) + To(vy) + Ty (vy) + To(v2)

= (Ty + T)(vy) + (Ty + T2)(v2)
Boylece, Tanim 3.2 nin N1 6zelligi saglanmis olur. k keyfi skaleri i¢in,
(T, + T,)(kv) = Ty (kv) + T,(kv) = kT;(v) + kT, (v)
=K[T;(v) + (V)] =k(T; + T2)(v)

Boylece, Tanim 3.2 nin N2 ozelligi saglanmis olur. O halde, T; + T, bir lineer

doniisiimdiir.

cTynin de bir lineer doniisiim oldugu benzer sekilde bulunur. [4]

3.2 Bir Lineer Doniisiimiin Cekirdegi ve Goriintii Kiimesi

Tanim 3.7 T : V. - W bir lineer doniisiim olsun. T(x) = 0 kosulunu saglayan tiim x € V
vektorlerinin kiimesine T operatoriiniin ¢ekirdegi denir. T operatdriiniin ¢ekirdegi

Ker(T) ile gosterilir. Buradan, Ker(T) = {x € V: T(x) = 0} seklindedir.

Ker T asla bir bos kiime olamaz. Ciinkii eger T : V - W bir lineer doniisiim ise, o

zaman 0, Ker T’nin elemanidir. (Kolman ve Hill, [5])

Tammm 3.8 T:V — W bir linecer donilisim olsun. V deki en az bir x vektori igin

T(x) =y olacak sekilde W i¢indeki tiim y vektorlerinin olusturdugu kiimeye T
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operatoriiniin gortintiisii denir. T operatoriiniin goriintii kiimesi Rng(T) ile gosterilir.

Buradan,

Rng(T) = {y € W: T(x) =y, en azbir x € V vektori i¢in}
seklindedir. [4]

Eger, T(V) = Wise, T ye ortendir denir.

Ayrica; T(V), W vektoriiniin bir alt uzayidir. [5]

Tamim 3.9 Eger, T: R" - R™ operatorii T(x) = Ax seklinde tanimli ise,
Ker(T) = {x € R"™: Ax =0} dir. Buradan, T operatoriiniin ¢ekirdeginin Ax = 0
homojen lineer sisteminin ¢6zliim kiimesi oldugu agiktir. [4]

Ker(T) igin bir baz bulunmasi problemi daima homojen sistemin bir ¢éziim uzay1 i¢in

bir baz bulunmasi problemine indirgenir. [5]

1 1 1
Ornek.3.10A= |2 4 1] olmak tizere, T(x) = Ax seklinde tanimli bir
4 2 5

T:R3 —» R3 lineer doniisiimii ele alinsm. Ker (T) ve Rng(T) yi bulunuz ve her biri igin

geometrik yorumunu gosteriniz.

Co6ziim.3.10 Bu durumda, homojen denklem sisteminin tiim ¢oziimlerinin kiimesi,

Ker(T) = {x € R®: Ax =0},

X1 + X5 + X3 = 0,
2X1 + 4'X2 + X3 = 0,
4'X1 + ZXZ + 5X3 =0
seklindedir.

Bu sistemin artirilmig matrisinin indirgenmis satir esalon formu,

1 0 3/210
[0 1 -1/2 0]
00 o0 10
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seklindedir. Boylece, sistemin ¢oziimii r bir serbest degisken olmak iizere,
(-3r, 1, 2r) seklinde bulunabilir. Buradan, Ker(T) = {x € R%:x = r(—3,1,2),r € R} dir.

Geometrik olarak bu ¢oziim, R3 te bir dogru belirtir. [R? iin (-3, 1, 2) vektorii ile

gerilmis bir alt uzayidir. |
Verilen doniisiim i¢in, Rng(T) = {y € R%: Ax =y en az bir x € Rigin},
yani, Rng(T) = {y € R%: Ax = y tutarhdir}.

Bu nedenle,
X1+ Xy + X3 =Y,

2X1 + 4%y + X3 = Yo,

4%, + 2x, + 5x53 = y3,

lineer sisteminin hangi kosullarda tutarli oldugu bulunmalidir. Sistemin artirilmisg

matrisi indirgendiginde, artirilmis matrisin satir esalon formu,

11 1|10 1 0 3/2 2y1 — y2/2
2 4 1|Y2|—> |0 1 =1/2| —-y1+y2/2
4 2 51Yy3 00 0 —6y, +y; t+y3

seklindedir ve son satir ancak —6y; +y, +y; =0 oldugunda sistemin tutarl

oldugunu gosterir. Bu nedenle,

Rng(T) = {(v1,y2,¥3) € R* —6y; +y, +y; = 0}.

Denklem 3 bilinmeyen igerir ve burada iki serbest degisken vardir.
y1 =S , y, =t olarak secilirse,

y3 =6y1 —y; = 6s—t

seklinde elde edilir.

Bu nedenle, T nin goriintii kiimesi,

Rng(T) = {y e R%:y = (5,t,(6s — t)) € R}

veya denk sekilde,

14



Rng(T) = {y e R®:y =5(1,0,6) + t(0,1,—1) € R}
olarak bulunur.

Boylece, T nin goriintii kiimesinin, R®iin (1,0,6) ve (0,1,—1) lineer bagimsiz
vektorleri tarafindan gerilen bir alt uzay1 oldugu goriiliir ve burada dim[Rng(T)] = 2
dir.

Dolayisiyla, Rng(T) geometrik olarak R3 te bir diizlem belirtmektedir.

Ker(T) orijinden gegen bir dogrudur. Rng(T) orijinden gegcen  bir
diizlemdir.

Sekil. 3.1 Ornek 3.10 iginde verilen doniisiimiin ¢ekirdek ve goriintii kiimesi

Tanmm 3.11 Eger T, bire-bir fonksiyon ise T:V = W lineer doniisiimiine bire-birdir
denir. Yani, eger v; # v, ise, T(v;) # T(v,) dir. Es deger bir ifade ile

T(vy) = T(v,) olmasi v; = v, olmasini gerektiriyorsa T bire-birdir.

Teorem 3.12 Eger T: V — W bir lineer doniigiim ise,

1. Ker(T), V uzaymnn bir alt uzayidir.

2. T nin bire-bir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dimKer(T) = @ olmasidir. [5]

3. Rng(T), W uzaymin bir alt uzayidir.

Teorem 3.13 Eger T: V — W bir lineer doniisiim ve V sonlu boyutlu ise,

dim(Ker[T]) + dim(Rng[T]) = dim[V] dir. [4]

Onerme 3.14 V, W vektér uzaylar1 ve T € L(V, W) olsun.
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T € L(V,W), ancak ve ancak birebir 6rten bir S € L(W,V) doniisiimii var ise birebir
ortendir ve So T =1, ToS =1, dir. Bu durumda, S ye T nin tersi denir ve T"1 =S

yazilir.

V, k boyutlu ise 0 zaman n(T) + r(T) = k dir. W vektor uzay1 da k boyutlu ise, o

zaman T ancak ve ancak n(T) = 0 ise, birebir ortendir.

Teorem 3.15 T:V — W lineer doniisiimiiniin tersinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter

sart T nin bire-bir ve drten olmasidir. T~ de lineer bir doniisiimdiir ve (T™1)"1 =T

dir.

Tanmmm 3.16 T:V - W lineer operatorii bire-bir ve Orten ise o zaman T bir

izomorfizmadir.

Onerme 3.17 T, n boyutlu V vektdr uzaymdan n boyutlu W vektor uzayina bir lineer

dontisiim olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir:
1. T’ nin tersi mevcuttur.
2. T bire-birdir.

3. T ortendir. [5]

3.3 Siurh Lineer Operatorler

X ve Y Banach uzaylar1 ve X de tanimli T: X — Y bir lineer doniisiim olsun. Eger VxeX

icin ||Tx|ly < M||x||x olacak sekilde bir M varsa T operatoriine sinirhidir denir. [1]

Tamim 3.18 H bir kompleks Hilbert uzay ve S € B(H) olsun.
Eger S kendine es ve Vx € H i¢in

(Sx,x) =0 (3.1)
ise, S’ ye pozitif denir. Eger S kendine es ve V0 # x € H i¢in

(Sx,x) >0 (3.2)

ise, S’ ye kesin pozitif denir.
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3.4 Siirh Lineer Operatorler Uzayinin Tamhg

Teorem 3.19 X normlu uzay ve Y tam normlu uzay olsun. O halde, L(X = Y) bir

Banach uzayidir (tam normlu uzaydir).

Ispat 3.19 {A,}%,, L(X = Y) icinde tanimli bir Cauchy dizisi olsun, o halde Ve > 0
icin m,n = N olacak sekilde || A, — Ay, I< € kosulunu saglayan bir N € N vardir.

Buradan vxeX ve m,n > N igin,

I An(X) —An®) ly = I (Ap — A X) lly
S Ay —Ap L x I
<elxl (3.3)
oldugu gorilmektedir. Buradan, Vx € X i¢in {A,}a=, dizisi Y i¢inde bir Cauchy

dizisidir. Y bir Banach uzay1 oldugundan, bu dizinin A(x) € Y olacak sekilde bir limiti

vardir ve bu limit Vx € X i¢in A(x) = lim,_,,, A, (X) seklinde tanimlanir.
TAG) lly < SSRIALG) I < 1 X Hlx. Sokll Ay |l (3.4)
oldugundan A bir lineer operatordiir ve ayrica sinirlidir. Boylece,
A< 2Rl Ayl (3.5)

dir.

Simdi A, = A oldugu gosterilmelidir. Gergekten, {A,} bir Cauchy dizisi oldugundan
Ve > 0 igin, Vm,n > N iken || A, — A, lI< € olacak sekilde bir N sayist vardir. Bu,
boyle m,n sayilari ve Vx i¢in || x || < 1 olacak sekilde || Ap,x —Ayx II< & olmasi

demektir. m sonsuza gotiirtilerek || x || < 1 kosulunu saglayan Vx i¢in

| Ax — A,x lI< € elde edilir. Boylece, Vn > N igin || A — A, II< € seklindedir ve bu da,

lim, e Il A— A, lI= 0 oldugunu gosterir.

NOT.

(1) A operatorii ancak ve ancak siirekli ise sinirlidir.
(i)  Cek A = {x: Ax = 0} kiimesi kapal1 bir altuzaydir.
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(iii)

(iv)

Teorem 3.19 VX normlu uzay1r ve X* dual uzaynin tam oldugunu gosterir.
Gergekten de R veya C kiimesinden (X uzay1 hangisinden se¢ilmisse) bir Y
uzay1 alinirsa T(X = Y) = X* dir.

X, Y ve Z birer Banach uzay1ve A € T(X = Y), B € T(Y = Z) olsun.
BAET(X—->Z)vell BAI<IIBIIAI. (Eidelmanvd.,[2])

3.5 Terslenebilir Operatorler

Tamm 3.20 A € T(X) olsun. B(= A™1) operatoriine ancak ve ancak BA =1 ve AB =1

ise, A operatOriiniin tersi denir. Sonlu boyutlu olmasi durumunda BA = I esitligi B nin

A nin tersi oldugunu gostermek icin yeterlidir. Clinkii, detA # 0 olmasi durumunda

A~1 = B dir. A nin sonsuz boyutlu olmas1 durumunda ise, bu kosul yeterli degildir.

Ornegin, 1, de taniml1 Vx = {x;}{° igin birim saga Steleme operatorii

Tx = (0,%x4,X5,...) olsun. U:l, =1, ilizerinde birim sola O6teleme operatorii ise,

Ux = ( Xy, X3, ... ) ile gosterilsin. UT = I ancak TU # I olur ve Ker TU # 0 dur.

Ozellikler 3.21

(i) Eger A ve B terslenebilir operatorler ise, AB de terslenebilirdir ve tersi
(AB)™! = B~1A™? geklindedir.

(i) Eger IAll=q<1 ise, (I—A) terslenebilirdir ve (1—A)~! =Y A¥ dur.
Ayrica, || 1= A) 1 1< 1/(1—Il All) dir. Gergekten, k — oo iken,
IAK I <ITAlIK< g*—>0. S, = YT AKX dizisi bir Cauchy dizisidir ve
bundan dolay1 yakinsaktir. Ayrica, n - oo iken (I —A) S, =1 — A1 > )
ven — oo iken S,(I—A) - I dir. Dolayisiyla, limS,, , I — A operatoriiniin
tersidir.

(iii) A terslenebilir bir operatdr ve B, | A— B I< 1/1 A II”! kosulunu saglayan

bir operator olsun. O halde, B de terslenebilirdir. Gergekten, B operatorii

B = A(I — A"1(A — B)) seklinde yazilabilir. A operatorii terslenebilirdir ve
ozellik (ii) den I — A~1(A — B) de terslenebilirdir. Boylece, dzellik (i) den
carpimlari da terslenebilirdir. [2]
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Teorem 3.22 X, Y birer Banach uzay1 ve A: X = Y siirhi bir lineer bire-bir ve orten

operator olsun. O halde, A™1: Y — X seklinde tanimli ters operatorii de sinirlidir.

Ornek 3.23 (wj)j21 kompleks sayilarm dizisi olsun. x = (X4,X; ...) € I, i¢in

Dywx = (W;X1, WX, ... ) ile 1, uzayinda bir D,, operatorii tanimlayalim. Ancak ve ancak

(wj)j21 nin smirh olmasi durumunda Dy, nin smnirli oldugunu ve bu durumda

Il Dy, lI= sup;|wj| oldugunu kanitlayiniz.

Coziim 3.23 M = sup;|w;| < oo olsun.

I Dyx Il = J2;21|wj|2|xj|2 < J2;21M|x,-|2 <M 52 xE<MIxIl  (36)

elde ederiz. Buradan D, smurlidir ve || Dy, [|< M dir.

1. koordinati 1 olan e; = (0,0, ... 0,1,0, ....) vektoriinii ele alalim. || e; |= 1 ve
Il Dyye; Il = |w;| oldugu agiktir. Dy, nin sinirli oldugunu varsayalim. O halde, Vi i¢in
|w;i| = Il Dye; Il < Il Dy Il seklindedir. Boylece, (WJ-)]?i1 siirhidir ve

M = sup; |w;| <II Dy, I (3.7)
elde edilir.

Sonug olarak, || Dy, Il = M elde edilir. [2]

3.6 Bir Operatoriin Eslenigi (Adjointi)

Teorem 3.24 H ve K Hilbert uzaylari olsun ve T € B(H, K) olsun. vx € H ve Yy € K
i¢cin

(Tx,y) = (x, T"y) olacak sekilde bir tek T* € B(K, H) operatorii vardir. [1]

Tammm 3.25 H ve K Hilbert uzaylar1 ise ve T € B(H,K) ise o zaman Teorem 3.24

icinde elde edilen T*operatoriine T nin eslenigi (ya da eslenik operator) denir.
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Eger Vx ve y i¢in (Tx,y) = (X, Sy) denklemini saglayacak sekilde bir S operatorii

bulunabilirse, 0 zaman S = T* dir.

Ornek 3.26 T(x;,X;, X3, X4, ...) = (0,3X%,,Xy, 3X3,Xy,...) ile tanimli T:1%2 = 12 lineer

operatoriiniin eslenigi T*(y) = (3y,,y3, 3y4,...) dir. [3]
Céziim 3.26 x, € 12 i¢in || T({x,}) 15< 9 Il {x,} II5 ve buradan,

I T({xn}) I,< 3 1l {xXn} ll; oldugundan, T sinirlidir ve bu nedenle siireklidir.

x={x} € y={yn} €’ ve z={z}€T({yn}) olsun. (Txy)=(x2)
oldugundan,

((0,3x%4,X2,3X3, X4, - ), V1, Y2, Y3, Ya - )) = ((X1,X2, X3, X4, o0 ), (21, 22, Z3, Z4, ...)) AT
O halde,
3x1Y7 + 3X,V3 + 3X3V4 + -+ = X177 + X7, + X373 ... dir. Bu esitlik eger,

Z1 = 3y, Zy = Y3, Z3 = 3y, ... ise saglanir. O halde, eslenigin tekliginden,
T*(y) = (3y2,¥3, 3V4, -..) bulunur.

Ornek 3.27 C iin u = {&1, &, &;} standart bazin1 gdz oniine alalim ve TEB(C?) olsun.
Eger, Myy(T)=[aij] ise, o zaman, My(T*) = [a;] dir.

Ornek 3.28 Herhangi bir k € C[0, 1] i¢in (Txg) (t) = k(t)g(t), g€ L*[0,1]

ile bir T, € B( L2 [0,1] ) operatdriinii tammlayalim. Eger, f € C[0,1] ise, 0 zaman,

(Tp* = T: dir.

Coziim 3.28 g h €L?[0,1] ve u = (T))*h olsun. O zaman eslenigin tanimindan,

(Teg, h) = (g u) dir ve bu nedenle, fol f(t)g(H)h(t)dt = fol g(t)u(t)dt dir. Bu denklem
eger, u(t) =f(Hh(t) ise, yani, u(t) = f(t)h(t) dogrudur. O halde, eslenigin
tekliginden (Tf)*h = u = fh = T¢h ve bdylece, (T)* = T elde edilir.

Ornek 3.29 S € B(I%) birim &teleme operatdriiniin eslenigi

S*(Y1,¥2, Y3 ) = (Y2,V3, V4, .. ) Olmak tizere S* dur.
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Coziim 3.29 1?iizerindeki standart i¢ garpim ({X,}, {¥n}) = 21 Xn¥n

({xp}, {ynD) €12 ile verilsin. x={x,}, y={yn} €1? ve z={z,} =S*(y) olsun.

Eslenigin tanimindan,

(Sx,y) = (x,S"y) dir. Boylece,

((0, X1,X5,X3, ...), (yl' yz, y3, ...)) = ((Xl' X5,X3, "')(Zl' 75,23, ...)) dil’ Buradan,

le_z + X2y_3 + X3y_4_ + = X1Z_1 + Xzz_z + X3Z_3 + .-
bulunur. Eger, z; =y,, Z; =Vy3,Z3 =V,,... ise, bu denklem Vxq,X,,X3... i¢in
dogrudur ve eslenigin tekliginden,

S*(yl, YZ'Y?)' ...) = (le Z5, Z3, ...) = (yZ, Y3,Y4_, ...) E|de edilir

Tanmm 3.30 S birim G6telemesine saga 6teleme ve bu operatdriin S* eslenik operatdriine

sola Oteleme ad1 verilir.

Ornek 3.31 H bir Hilbert uzay olsun. H iizerinde taniml1 I birim operatorii igin I* = I
dir.

Onerme 3.32 H, K ve L Hilbert uzaylar1 ve R,S € B(H,K) ve T € B(K,L) olsun.
A, n € F oldugunu kabul edelim. O zaman,
(@) (UR +AS)* = [iR* + AS*

(b) (TR)* = R*T* dir. [1]

Ispat 3.32

(a) Vx € Hve Vy € K igin,

(%, (R +25)y) = ((uR + AS)x,y)
= (URx + ASx, )
= n(Rx,y) +A(Sx,y)
= uxRy) +A(x,S%y)

= (x, gR"y) + (x,AS"y)
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= (x, (ER* + XS*)y)

bulunur ve bu nedenle eslenigin tekliginden, (uR + AS)* = fHR* + AS* elde edilir.

(b) vx € Hve Vz € L igin,

(TRx,z) = (Rx,T*z) = (X, R"T"z)

dir ve bu nedenle eslenigin tekliginden (TR)* = R*T* elde edilir.

Teorem 3.33 H ve K Hilbert uzaylar ve T € B(H, K) olsun. O zaman,
@ (T =T;
MIT*I = ITI;
(c) F(R) = R"ile taniml f: B(H,K) — B(K, H) fonksiyonu siireklidir;
() IT*TI = ITT*I = ITI
) T'T = 0 T=0:;
(f) x € H olmak tizere, T*"Tx = 0 <& Tx = 0. [1]

Onerme 3.34 H ve K Hilbert uzaylar ve T € B(H, K) olsun. O zaman,

(@ KerT = (ImT")+;
(b) Ker T* = (ImT)+;
(c) Im T, ancak ve ancak Kiginde yogun ise, Ker T* = {0}.

Sonug¢ 3.35 H bir Hilbert uzay:1 ve T € B(H) olsun. Asagidakiler denktir:

(@) T terslenebilirdir;
(b) Ker T* = {0} dir ve Vx € H igin IT(x)Il = a lIxll olacak sekilde a > 0 vardir
(yani T alttan sinirhdir.) [1]

Onerme 3.36 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun. Eger T terslenebilir ise 0 zaman

T* terslenebilirdir ve

(T~ = (T~Y)" dir.

22



3.7 Normal Operatorler
Tanim 3.37 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun. Eger

TT* = T*T (3.8)
Ise, T ye normal operatdrdiir denir. [3]

Onerme 3.38 H bir Hilbert uzayl, T € B(H) normal ve a > 0 olsun. O zaman,

(@) vx € Higin IT(x)Il = IT*(x)l dir;
(b) Eger vx € H i¢in IT(x)Il > allxll ise, 0 zaman Ker T* = {0} dir (yani T alttan

smurli ise T* bire-bir dir.)

Sonug¢ 3.39 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) normal olsun. Asagidakiler denktir:

(a) T terslenebilirdir;
(b) vx € H i¢in IT(x)ll = a lIxll olacak sekilde a > 0 vardir.

3.8 Uniter Operatorler

Tanim 3.40 H bir Hilbert uzay:i ve T € B(H) olsun. Eger
TT* = T'T = 1 (3.9)

ise, T’ ye iiniter operatordiir denir. [3]

O halde, bir iiniter operator i¢in eslenik bu operatoriin tersidir.

Teorem 3.41 H bir Hilbert uzay1 ve T, U € B(H) olsun.

(a) T ancak ve ancak bir izometri ise, T*T = Idur.
(b) U ancak ve ancak H den H iizerine (Grten) bir izometri ise, U
initerdir.

(c) H sonlu boyutlu ise ve U bir izometri ise U {initerdir.
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3.9 Kendine Es Operatorler

Tanmim 3.42 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun. Eger,
T=T" (3.10)
ise, yani Vx,y € Higin (Tx,y) = (%, Ty) ise, T ye kendine estir denir. [3]

Kendine es operatorler i¢in bazen simetrik ya da hermityan operator terimleri de

kullanilir.

Ornek 3.43 H bir Hilbert uzay olsun. H iizerinde taniml1 I birim operatorii ve sifir

operatorii kendine estir.
Coziim 3.43 H Hilbert uzayinda tanimli I birim operatorii ve Vx,y € H i¢in

(Ix,y) = (x,¥) = (% 1y) elde edilir. Bu nedenle ve eslenigin tekliginden I* = I dir ve |
birim operatorii kendine estir. 0: H - H operatérii VE H icin 0(x) = 0 ile tanimhdir.
Vx,y € Higin 0 = (0x,y) = (x,0y) oldugundan 0* = 0 dir ve sifir operatorii kendine

estir.
Ornek 3.44 Herhangi bir k € C[0,1] i¢in Ty € B(L2[0,1]) operatérii

(T, g) () = k()g(d) ; g € L2[0,1] seklinde tanimlansin. Eger, f € C[0,1] reel degerli

ise, Tr kendine estir.

Coziim 3.44 Ornek 3.28 den (Tp)* = T; dir. F reel degerli oldugundan f = f dir. Bu

nedenle, (Tg)* = Tz = T; bulunur. Bu nedenle, T¢ kendine estir.

Onerme 3.45 H bir Hilbert uzay olsun ve B(H) icindeki tiim kendine es operatdrlerin

kiimesi S olsun.
(@) o, € Rve Ty, T, €Sise 0 zaman oT; + BT, € S dir.

(b) S, B(H) nin kapali1 bir altkiimesidir.
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BOLUM 4

KENDINE ES OPERATORLER

GIRIS
Bir H Hilbert uzayinda H deki Vx,y i¢in < Ax,y > = < x, Ay > kosulu saglaniyorsa,

A: H = H smirli operatorii kendine es veya simetriktir denir. [2]

4.1 Kendine Es Operatorlerin Genel Ozellikleri

Ornek 4.1 (a) H bir Hilbert uzay1 ve T, H iizerinde kendine es bir operator olsun.
Vx € H i¢in (Tx,x) =0 olmas1 icin gerekli ve yeterli kosulun T =0 oldugunu

ispatlayiniz.

(b) vxe R? i¢in (Ax,x) = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir A € M,,(R) matrisi

bulunuz.(iizerindeki standart i¢ carpimi gbz Oniine alinsin) Bu (a)sikki ile ¢elisir mi?

(¢) (a)yr kullanarak, eger H bir reel Hilbert uzay1 ise o zaman asagidakilerin denk

oldugunu ispatlaymniz.
(i) vx € H igin (Ux, x) = 0 6zelligini saglayan U € B(H) i¢in U = 0 dir.

(ii) dimgH = 1

Coziim 4.1 (a) Eger T = 0 ise, 0 zaman x € H i¢in (Tx,x) = (0.x,x) = (0,x) = 0 olur.

Yeter kosul iki metodla ispatlanabilir. Vy € H i¢in (Ty,y) = 0 oldugu kabul edilsin.
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I. Metod
T kendine es oldugundan, H bir kompleks Hilbert uzay ve S € B(H) kendine es operator

iken, [ISIl = o 21/(S%, )| oldugundan, Il T lI= supyy=1 |(Ty,y)| olur ve bu nedenle

verilen hipotezden || T ||= 0 olur ve sonug olarak T = 0 bulunur.

1. Metod

Eger, y = x + Tx ise, 0 zaman T(y) = T(x) + T2(x) olur ve bu nedenle,

0 = (Ty,y) = (Tx + T?(x),x + Tx)

= (Tx,x) + (Tx, Tx) + ( T?(x),%) + (T?(x) , Tx)

olur. Son satirdaki ilk terim sifirdir. Ayrica son terim de sifirdir ¢linkii z = Tx
oldugunda bu (Tz z) ye esittir. T kendine es oldugundan {igiincii terim (Tx, Tx) ye
esittir. O halde Vx € H i¢in,

0 = 2(Tx, Tx)
elde edilir. Boylece, Vx € H igin Tx = 0 olur. Yani, T = 0 dir. Bu istenileni ispatlar.

(b) A:(i 3) € M,,(R) olsun. R? iizerindeki standart i¢ ¢arpimin tanimindan

VX:(E) € R? icin,

(Pxo0=( (i) ()t +Oropoxs o

bulunur. a=d =0,b = —c, c¢ € R\{0} segilirse, Vx € R? igin (Ax,x) = 0 ozelligini

—C
0

celismez ciinkii A simetrik degildir; bu nedenle buna karsilik gelen R? den R? ye olan

saglayan sifirdan farkli bir A = ((c) ) € M,,(R) matrisini elde ederiz. Bu (a) ile

operator
(yani (x4,%5) = ax; + bx,, cx; + dx, operatorii) kendine es degildir.
(c) (i) = (ii): dimgH = 2 oldugunu kabul edelim. O zaman ortonormal bir

{e; e,} € H sistemi vardir. Bu durumda (ii) i¢inde oldugu gibi,
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U(x) = (x,e1) e; — (X, e,) e; ile tamimhi U: H = H operatoriinii géz oniline alalm. H

bir reel Hilbert uzay1 oldugundan Vx € H i¢in

(Ux,x) = (x,e1)(x,e3) — (x,€,)(x,e1) = 0 olur. Ayrica; U # 0 dir ve bu (a) ile gelisir.

Sonug olarak, dimyxH = 1 olmak zorundadir.

(ii) = (i): dimgH = 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda {e} € H bir baz olacak
sekilde || e I= 1 i saglayan bir e € H vardir. Vx € H i¢in (Ux,x) = 0 olacak sekilde
U € B(H) olsun. O zaman, U(e) = Ae olacak sekilde A € R vardir.

0 = (Ue,e) =(Ae,e) = A(e,e) =A

oldugundan A = 0 bulunur. Simdi, eger x € H ise, 0 zaman x = ae olacak sekilde

a € R vardir. Bunedenle U(x) = aU(e) = 0 dir. Yani U = 0 dur.

Ornek 4.2 H bir Hilbert uzay ve A € B(H) olsun. Asagidakileri ispatlayimiz.
(@) T; F = C iken, ancak ve ancak ¥x € H i¢in (Tx, x) reel ise, kendine estir.

(b) T; F = R iken, ancak ve ancak V x,y € H i¢in (Tx,y) = (Ty, X) ise, kendine estir.

Coziim 4.2
(@) Eger T kendine es ise, bu durumda (Tx, x) = (%, Tx) = (Tx,x) dir. Boylece
Vvx € Higin (Tx, x) reeldir.

Yeter kosulu gostermek i¢in Vx € H i¢in (Tx, x) nin reel oldugunu varsayalim. Bu

durumda Vx i¢in, (T*x,x) = (x, TX) = (Tx, x) olur. Bu nedenle, S =i(T* —T) ise,

Vx igin, (Sx,x) = i(T*x — Tx,x) = 0 dur.
(8*) = —i(T — T*) = S dir.
Yani S kendine estir. Bu nedenle, 6rnek 4.1 den S yerine T alinarak, S = 0 bulunur.

Boylece; i(T* —T) = 0; yani, T* = T dir. T kendine estir.

(b) Eger T kendine es ise, bu durumda F = R oldugundan, Vx,y € H i¢in

(Tx,y) = (x, Ty) = (Ty,x) = (Ty,x)

olur.
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Yeter kosulu gdstermek i¢in, verilen kosulun saglandigini varsayalim. Bu durumda
vx,y € Hicin (Tx,y) = (Ty,x) = (v, T*x) = (T*x,y) olur. Boylece;

y = Tx — T*x alinirsa;

((Tx =T*x, Tx — T*'x) = (Tx — T*x,y) = 0) oldugu goriiliir.

Bu yiizden Vx i¢cin Tx — T*x = 0 dir. Yani T = T* dir. Boylece T kendine estir.

Ornek 4.3 H bir kompleks Hilbert uzay olsun ve S, T € B(H) olsun. S kendine es ise, o

zaman, T*ST kendine estir. GOsteriniz.

Céziim 4.3 S kendine es oldugundan, Onerme 3.32 ve Teorem 3.33
(T*ST)* =T*S*T* = T*ST

oldugunu gosterir. Bu nedenle, T*ST kendine estir.

Ornek 4.4 H bir kompleks Hilbert uzay olsun ve S, T € B(H) kendine es olsun. ST

ancak ve ancak ST = TS ise kendine estir.

Coziim 4.4 S ve T kendine es oldugundan, Onerme 3.32
(ST)* = T*S* = TS oldugunu gosterir. Sonug olarak; ancak ve ancak ST = TS ise,

ST = (ST)* dur.

Onerme 4.5 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun. Eger T sifirdan farkli ve kendine

es operator ise, T™ sifirdan farkli ve kendine estir. [3]

Ornek 4.6 H bir kompleks Hilbert uzay olsun ve T € B(H) terslenebilir ve kendine es

olsun.

O zaman T ~?! kendine estir.

Coziim 4.6 Onerme 3.28 den T* terslenebilirdir ve (T*) ~1 = (T ~1)* dir. Ancak; T
kendine es operatdr oldugundan T* =T dir ve bu nedenle; T~ = (T =1 )* bulunur.

Sonug olarak; T ~! kendine estir.
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Onerme 4.7 H bir kompleks Hilbert uzay olsun ve T € B(H) olsun.

(@) T*T ve TT* kendine estir.
(b) R ve S kendine es olmak tizere, T = R+ iS dir. R ve S operatorlerine T
operatoriiniin reel ve imajiner kismi adi verilir ve ReT =R, ImT =S ile

gosterilir. [1]

Ornek 4.8 H bir Hilbert uzay olsun. S ve T kendine es operatdrler olmak iizere, ST

ancak ve ancak S nin goriintii kiimesi T nin goriintii kiimesine ortogonal ise, ST = 0 dur.

[3]

Coziim 4.8 S nin goriintii kiimesi R(S) ve T nin goriintli kiimesi R(T) olsun. Eger

ST = 0 ise, bu durumda Vx,y € H igin
(Sx, Ty) = (x,S*Ty) = (x,STy) = 0
olur. Buise, R(S) ve R(T) nin ortogonal olduklarini gosterir.
Diger taraftan; eger Vx,yicin S(x) L T(y) ise,
0 = (Sx,Ty) = (x,S"Ty) = (x,STy)

0=ST
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BOLUM 5

BiR OPERATORUN SPEKTRUMU

Bir A kare matrisi verilsin.

A = {AeF: A- Al terslenemez} kiimesi A nin 6zdegerlerinin olusturdugu kiimedir.

[1]
5.1 Sonlu Boyutlu Normlu Uzaylarda Spektral Teori

Teorem 5.1 Bir Operatoriin Ozdegeri. Sonlu boyutlu bir X normlu uzaymda X in
farkli bazlarina goére T:X — X lineer operatoriinii temsil eden tiim matrisler ayni 6z

degerlere sahiptir. [6]

Ispat 5.1 X icin bir bazdan diger baza gecis incelenmelidir. e = {e;, e,, ..., e,} Ve

€ = {€1,€,,...,8,} vektorleri X uzay: i¢in iki baz olsun. Bazin tanimindan Vej, €

larin bir lineer birlesimidir. O halde, n satirli tekil olmayan bir A kare matrisi i¢in
g =eAveya 8" = ATeT (5.1)

seklinde yazilabilir. Iki bazim her birine gore VX€X igin tek bir gdsterim vardir.

X=ex; = Zile] = éXz = szék

Burada x; = (&) ve x, = (&) siitun vektorleridir. Buradan ve (5.1) den

ex,; = €x, = eAx, dir. Bdoylece,
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X1 = AX2 dlr (52)
Benzer sekilde Tx =y = ey; = €y, i¢in,

Siklikla T;ve T, Tyi e ve € ye gore temsil eden matrisler ise,
y1 = Tyx; vey, = T)x, seklinde elde edilir. Boylece (5.2) ve (5.3) ten,
AT2X2 == AYZ = Y1 == T1X1 = TIAXZ bU|UnUI'

Esitligin her iki tarafi A~ ile ¢arpildiginda,
TZ = A_lTlA (54’)

doniistim kurali elde edilir.
(5.1) deki bazdan elde edilen A, (5.4) ve det(A™1)detA = 1 esitligi gbz Oniine alinarak
T; ve T, nin karakteristik determinantlarinin esit oldugunu gosterilebilir.

Det(T, — Al) = det(A™1T;A — AA71IA) (5.5)

= det(A~1(T, — ADA)
= det(A~1)det(T, — Al)det(A)
= det(T, — A)

Sonlu boyutlu bir X normlu uzaymnda X in farkli bazlarma goére, T:X — X lineer
operatoriinlii temsil eden tiim matrisler ayn1 6z degerlere sahip oldugundan T;ve T,

Ozdegerleri esittir.

Eger (5.5) i saglayan tekil olmayan bir A matrisi varsa nxn boyutlu bir T; matrisinin nxn

boyutlu T, matrisine benzer oldugu séylenebilir. O halde,

(i) Sonlu boyutlu X normlu uzaymda bir lineer T operatoriinii temsil eden
herhangi iki matris birbirine benzerdir.

(i)  Benzer matrisler ayn1 6zdegerlere sahiptir.

Varlik Teoremi 5.2 Sonlu boyutlu bir X # {0} kompleks normlu uzayinda tanimli bir

lineer operatoriin en az bir 6z degeri vardir.
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5.2 Spektrum

X#{0} kompleks normlu uzay ve T:D(T) — X tanim kiimesi, D(T)cX olan bir lineer

operator olsun. A bir kompleks say1 ve I, D(T) tizerinde birim operator olmak iizere,
U T=T-Al
Eger Ty nin tersi varsa, bu tersi R, (T) ile gosterilir.

(2) Ry (T) = Ty ' = (T — A~ seklindedir. Buna T nin rezolvant operatdrii ya da

kisaca rezolvanti denir. R, (T) yerine R, kullanilacaktir.

T,x = y denklemini ¢6zmek i¢in R, dan yararlanilir. Boylece, R; mevcut ise;
x = Ty "'y = R, (T)y seklinde elde edilir.

Bir T operatdriinii anlamanin temeli R, nin 6zelliklerini arastirmaktan geger. T, ve Ry
nin &zellikleri A ya baghdir. Spektral Teori bu 6zelliklerle ilgilidir. Ornegin, R, var ise,
kompleks diizlemdeki tiim A larin olusturdugu kiime incelenebilir. R) nin smirhiligi da

onemli bir 6zelliktir. [6]

Tamim 5.3 H bir Hilbert uzay1 ve birim operatér I € B(H) olsun ve T € B(H) olsun.
o(T) ={A € C: T — Al terslenemez} (5.6)

kiimesine T nin spektrumu denir.

Ornek 5.4 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve H iizerindeki birim operatér I olsun. Eger
herhangi bir kompleks say1 ise, o zaman o(ul) = {u} dir. [1]

Coziim 5.4 Eger T € C ise, 0 zaman t = 0 olmadikga Tl terslenebilirdir. Bu nedenle,

o(ul) = {A € C : ul — Al terslenemez}

={A € C: (n— M) terslenemez}

= {u}

elde edilir.

Ornek 5.5 T € B(12) operatdrii T(Xq, X5, X3, X4, ... ) = (X1, —X3, X3, —Xg, ... ) ile tamml

olsun.
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@1l ve -1, T nin oOzdegerleridir ve sirasiyla (1,0,0,0,...) ve (0,1,0,0,...)
Ozvektorlerine sahiptir.

(b) T? yi bulunuz.

(c) o(T) = {1, —1} oldugunu gosteriniz.

Coziim 5.5
(@) A(1,0,0,0,...) € 1% ve (0,1,0,0,...) €1%dirve

T(1,0,0,0,...) = (1,0,0,0,...) = 1.(1,0,0,0,...) dir. Bu nedenle; 1, T nin (1,0,0,0, ...)

0zvektorlii bir 6zdegeridir. Ayrica;

T(0,1,0,0,...) = (0,—-1,0,0,...) = (—1).(0,1,0,0,...) dir. Bu nedenle; -1, T nin
(0,1,0,0, ...) 6zvektorlii bir 6zdegeridir.

(b) Tz(xl,Xz,X3, X4, ) = T(Xl, —Xp,X3, =Xy, ) = (Xl,Xz,X3,X4, ) Oldugundan

T2 = [ dur.

(c) (b) den o( T?) = {1} dir ve bu nedenle;

o(T?) = (o(T))?

oldugundan,
o(T) € {1,-1}

olur. Ancak (a) dan 1 ve —1, T’ nin 6zdegerleridir bu nedenle,
{1,-1} < o(T)

dir. Sonug olarak; o( T) = {1, —1} bulunur.

Ornek 5.6 T:1> > 12 lineer operatorii T(Xq,Xy,X3,X4,..) = (0,%4,0,%3,0...) ile

tamimli olsun. T # 0, o(T) = 0 ve T € B(1%) oldugunu gosteriniz.

Coziim 5.6 T lineer bir doniisiimdiir ve

” T(X11 XZr X3r X4, ) ”2=" (01 Xl, O; X3) 0 ) ”2S” (Xll XZ; X31 X41 ) "2

oldugundan T sinirhdir. Ayrica; tanimdan T sifirdan farklidir ancak,
T2(Xq1,X,X3,X4, ... ) = T(0,%4,0,%3,0...) = (0,0,0,0, ...)
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dir. O halde; T? = 0 dir ve bu nedenle eger A € o( T) ise, 0 zaman A% € o( T?) = {0}

bulunur. Diger taraftan,

T(0,1,0,0,...) = (0,0,0,0,0 ...) = 0.(0,1,0,0, ...)

dir ve bu nedenle; O, T igin bir 6zdegerdir ve buradan 0 € o(T) bulunur. Sonug olarak;
o(T) = {0} dir.

Sonug¢ 5.7 Bir operator 6zdegerlere sahip ise, o zaman bu 6zdegerler bu spektrumun

icindedir. [3]

Onerme 5.8 H bir kompleks Hilbert uzayr ve T € B(H) olsun. Eger A, T nin bir

Ozdegeri ise, 0 zaman A € o(T) dir.

Ispat 5.8 Tx = Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir x € H vektérii var oldugundan

(T—ADx =0 (5.7)

dir ve boylece x € Ker(T — Al) dir ve bu nedenle; 6nerme 3.14 ten T — Al doniistimii

terslenemezdir.

Eger H bir sonlu boyutlu kompleks Hilbert uzayr ve T € B(H) ise, 0 zaman T nin
spektrumu sadece T nin 6zdegerlerinden olusur. Ayni seyin sonsuz boyutlu durumda da
dogru oldugu diisiiniilebilir. Ancak, sonsuz boyutlu uzaylarda hicbir 6zdegere sahip

olmayan operatorler de vardir.

Tammm 5.9 S(x;,X3,X3,...) = (0,X1,X,X3, ...) ile tamml1 S:12 — 12 izometrisine birim

oteleme adi verilir.
Ornek 5.10 Tanim 5.9 ile verilen S € B(I?) operatorii hicbir 6zdegere sahip degildir.

Coziim 5.10 A, S nin bir 6zdegeri olsun ve bu 6zdegere karsilik gelen sifirdan farkli

0zvektor x = {x,} olsun (yani Sx = Ax olsun). O zaman;

(O, X1,X9, X3, ) = (}\Xl, }\Xz,}\X3, )

dir. Eger; A = 0 ise o zaman, bu esitligin sag tarafi sifir vektoriidiir ve bu nedenle;
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0 =x; =X, =x3 = =0 elde edilir ki; bu x # 0 olmasiyla gelisir. Eger A # 0 ise, 0
zaman Ax; = 0 oldugundan x; = 0 bulunur. Bu nedenle; Ax, = x; = 0 oldugundan

X, = 0 elde edilir. Bu sekilde devam ederek yine 0 = x; =x, =x3 =+-=0
elde edilir ki bu x # 0 olmasiyla gelisir.

Sonug olarak; S operatorii higbir 6zdegere sahip degildir.

Teorem 5.11 X bir Banach uzayi olsun. Bir T € B(X) operatorii || T I< 1 kosulunu

saglarsa o zaman,;

(@) I — T terslenebilirdir ve tersi
I-T) =X, T (5.8)

ile verilir.

1

(b) || a-m-1 || < =l (5.9)
esitsizligi saglanir. [3]

Teorem 5.12 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun.

(@) Eger |A| >II T |l ise; 0 zaman, A € o(T)dur.
(b) o(T) kapali bir kiimedir. [1]

ispat 5.12
(@) Eger |A| >II T |l ise; 0 zaman, || AT [I< 1 dir. Ve

Teorem 5.11 den, I — A™1T terslenebilirdir. Buradan; A & o(T) elde edilir.
(b)FQA) = AI—-T

ile tanimli F: € — B(H) fonksiyonunu goz 6niine alalim. O zaman,;
ITFW —FQ)NI=IW-T-QAI=T) = |p—2A]| (5.10)

oldugundan F siireklidir. Bu nedenle;

X bir Banach uzay1 ve G, B(X) in terslenebilir elemanlarinin tamaminin olusturdugu

kiime iken,
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G agiktir ve 8(S) = S71 ile tanmimli ©: G — G fonksiyonu siireklidir.

Bu nedenle, terslenemez elemanlarin C kiimesi kapalidir ve

o(T) = {A€ C: FQ) € C} (5.11)

oldugundan o(T) kapalidir.

Uyar 5.13 Teorem 5.12 den bir T operatdriiniin spektrumu, C nin kapali ve smirli (bu
nedenle kompakt) altkiimesidir ve merkezi orijinde olan || T || yarigapli bir ¢ember

i¢indedir.

Onerme 5.14 H Hilbert uzayinda T € B(H) terslenebilir ise, o zaman T* terslenebilirdir
ve (T*)™1 = (T~1H* dir.

Onerme 5.15 H bir kompleks Hilbert uzay ve T € B(H) ise, 0 zaman;

o(T) ={A: A € o(T)}dr. [3]

Ispat 5.15 Eger A & o(T) ise, 0 zaman; T — Al terslenebilirdir ve bu nedenle;

5.14 esitliginden (T —AI)* = T* — Al terslenebilirdir. Béylece; A & o(T*) dir. T
yerine T* alindiginda benzer olarak eger, A & o(T*) ise, A & o(T) elde edilir. Sonug

olarak; Tanim 5.3 elde edilir.

Hicbir 6zdegere sahip olmayan Ornek 5.10 igindeki birim &teleme operatoriiniin

spektrumu asagidaki sekilde bulunur:

Ornek 5.16 S: 12 - 12 operatérii
S(x1,X%32,X3, ... ) = (0,X4, X5, X3, ... ) seklinde taniml1 birim Steleme operatorii olsun.
(@) |A| < 1 olmak iizere A € C ise, 0 zaman; A, S* nin bir 6zdegeridir.

(b)o(S) ={AeC: |A| <1} [1]
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Coziim 5.16

(@) |A| < 1 olmak tizere A € C olsun. S*({x,}) = A{x,} olacak sekilde sifirdan farkli bir

{xp} €12 vektoriinii bulmaliyiz. S € B(1?) birim &teleme operatdriiniin - eslenigi
S*(y1,¥2, Y3 ) = (¥2,¥3, V4, -..) olmak lizere S*
S*(x4,X3, X3, ... ) = (X, X3, Xy, ... ) seklindedir.

(Xz,X3,X4, ) = ()\Xl,)\Xz,)\X3, )

olacak sekilde yani, Vn € N i¢in x4, = Ax, olacak sekilde sifirdan farkl1 bir {x,} € 12

vektori bulunmalidir. Bu denklemler kiimesinin bir ¢6zlimii sifirdan farkli olan

{x,} = {\" 1} dir. Ayrica, |A| < 1 oldugundan,
Yot [Xal? =Xas AP = ERL AP < o0 (5.12)

dir ve bu nedenle {x,} € 1 dir. Boylece S*({X,}) = A{X,} bulunur ve sonug olarak

A, S* nin bir 6zdegeridir ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor {x,} dir.

(b) (a) dan ve H Hilbert uzayinda A, T € B(H) nin bir 6zdegeri ise A € 6(T) oldugundan
fAeC: |A| <1} S o(S) olur. Bu nedenle,

o(T) ={A: A €o(T)}dan, {A€ C: |A| <1} S o(S) bulunur. Ayrica,

{xeC: |Al <1} ={A € C: |A| < 1} oldugunu biliyoruz. Bu nedenle;

{AeC: |A] <1} S o(S) elde edilir. 6(S) kapali oldugundan

fAeC: |A] <1} S o(S) bulunur. Diger yandan, eger |A| > 1 ise, o zaman eger,
|A] >II T |l ise, 0 zaman, A & o(T) oldugundan (I S lI= 1) A & o(S) dir.

Sonug olarak,
o(S)={AeC: |A| <1} (5.13)
elde edilir.

Eger, bir T operatoriiniin spektrumu biliniyorsa, o zaman T nin kuvvetlerinin ve

(T terslenebilir ise) T nin tersinin spektrumunu bulmak miimkiindiir.

Tamm 5.17 H bir Hilbert uzay1 ve T € B(H) olsun.
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(i) rs(T) = sup{|A|: A € o(T)} ’ye T nin spektral yarigapi ad1 verilir.
(i) V(T) = {(Tx,x):x € H, ||x|| =1}’ye T nin niimerik (veya sayisal)
goriintiisti ad1 verilir. [1]

Asagidaki dnermede normal operatorler i¢in spektrum ve niimerik goriintii arasindaki

iligki verilmistir.

Onerme 5.18 H bir kompleks Hilbert uzayr ve T € B(H) normal operatér olsun. O

zaman o(T), V(T) nin kapanisinin bir alt kiimesidir.

Ispat 5.18 A € o(T) olsun. T — Al normal operatordiir bu nedenle H Hilbert uzaymda

T € B(H) normal operatér olmak iizere,
(a) T terslenebilirdir,
(b) vx € Higin || T(x) Il = o || x Il olacak sekilde o > 0 vardir.
onermeleri denktir.
Vn € Nigin || x, | = 1 ve lim,_, Il (T —ADx, Il = 0 olacak sekilde H iginde bir {x,}
dizisi vardir. Boylece, Cauchy-Schwarz esitsizliginden,
lim, e Il (T—ADx,,x, =0 (5.14)

ve buradan
limy e | T(Xp, Xn) — A(Xp, X)) =0 (5.15)
elde edilir. Fakat Vn € N i¢in (x,,x,) = 1 dir, buradan;
limy o Il TXp, Xy I = A (5.16)

bulunur. Sonug¢ olarak; A, V(T) nin kapanisi i¢indedir. Kendine es operatorlerin

spektrumu hakkinda bilgi edinmek i¢in bu 6nerme kullanilabilir.

Teorem 5.19 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve S € B(H) kendine es olsun. O zaman,;
(a) V(S) € R,
(b) o(S) € R,
(c) I Sl veya —II S |l nin en az biri o(S) i¢indedir,
(d) rs(S) = sup{ltl:T € V()} =l S I,
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Ispat 5.19

(a) S Kendine es oldugundan, Vx € H igin (Sx,x) = (x,Sx) = (Sx,x) bulunur.
Bu nedenle; vx € Higin (Sx,x) € R dir ve boylece; V(S) € R elde edilir.

(b) Onerme 5.18 den o(S), V(S) nin kapanisinin i¢indedir ve bu nedenle (a) dan
o(S) € R elde edilir.

(c)S=0ise, ISI=101=0 dir ve 6(S) igindedir. Bu nedenle S # 0 oldugu

kabul edilebilir. Eger gerekli ise, % ile ¢aligilarak || S Il = 1 oldugu kabul

edilebilir. S nin normundan, vn € Ni¢in || x, I = 1 ve
lim, e Il Sx, I =1 (5.17)
olacak sekilde H icinde bir {x,} dizisi vardir. Boylece;

I (= $2)xq I12= (1 = S2)xp, (1 = $*)xy)
=1l Xp 1241l S2xy 12— 2(S2xy, Xp)
< 2 — 2(S%y, SX,)
=2-21Sx, II?

ve buradan;
limp e I (1= S%x, I12=0 (5.18)
elde edilir, bu nedenle; ya 1 ya da -1, o(S) i¢indedir.
(d) (c), Onerme 5.18 ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden,
IS <rs(S) < sup{ltl:teV(S)}<ISI (5.19)

bulunur. Bu istenileni ispatlar.

Sonug 5.20 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve S € B(H) kendine es olsun. O zaman;

IS l= et |(Sx,%)| (5.20)

Ixll=1
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dir. [3]

Uyan 5.21 H bir kompleks Hilbert uzay ve S € B(H) kendine es ise 0 zaman Teorem
5.19 dan,

(a) o(S) < [0, )
(b) vx € Higin (Sx,x) = 0

kosullar1 denktir.

Tamim 5.22 X+#{0} kompleks normlu uzay ve T: D(T) — X tanim kiimesi D(T)cX olan
bir lineer operatér olsun. T nin A regiiler degeri verilen Ozellikleri saglayan bir

kompleks sayidir:

(N1) Ry (T) vardur,

(N2) Ry (T) smurhdir,

(N3) R, (T) X iginde yogun bir kiime tizerinde tanimlidir. [6]

T nin rezolvant kiimesi p(T), T nin V regiiler A degerlerinin kiimesidir.

o(T) = C — p(T) seklindeki C kompleks uzayindaki tiimleyenine T nin spektrumu ve
bir A € o(T) sayisina T nin spektral degeri denir.  o(T) spektrumu ti¢ farkli sekilde

incelenir.

5.2.1 Operatoriin Nokta Spektrumu

Nokta spektrumu veya ayrik spektrum o,(T), Ry(T) nin var olmadigi kiimedir,
yani; o, (A) nokta spektrumu A operatoriiniin dzdegerlerinin kiimesidir. Ax = Ax
olacak sekilde x€X\{0} varsa, A € o,dir. A € o,(T) bir 6zdeger ve x, A 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektordiir.

Ker(A —Al) # 0 olmast durumuna denktir. Ker(A —Al) nin boyutu A 6zdegerinin
katlhiligidir.

Ker(A —AI) = 0 olsun. Bu; A—AL: X = X nin X ile Im(A — Al) arasinda birebir bir

iliski oldugunu gosterir.

Teorem 3.22 den eger Im(A — Al) = X ise, (A—AI)™1 olacak sekilde smirh bir tersi

vardir. Ciinkii A lar regiilerdir.
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Boylece, o(A) siiflandirmasinda eger A € o, (A) ise, ancak; A € o(A) iken,

Im(A — Al) # X dir. [2]

5.2.2 Operatoriin Siirekli Spektrumu
Siirekli Spektrum o.(T), R, (T) nin var oldugu ve (N3) kosulunu saglayan ancak (N2)
kosulunu saglamayan yani; R; (T) nin siirli olmadig bir kiimedir. [6] Baska deyisle,

A E o (A) & A€ o(A)\o,(A) ve Im(A — Al), X iginde yogundur. [2]

5.2.3 Operatoriin Rezidii Spektrumu

Rezidii spektrumu o.(T), R, (T) nin var oldugu (sinirl olsun ya da olmasin) ancak
(N3) kosulunu saglamayan yani, R;(T) nin tanim kiimesinin X iginde yogun olmadigi

bir kiimedir.[6] Baska deyisle, Bir operatoriin rezidii spektrumu

or(A) = 0(A)\(0p(A) U o.(A)) kiimesidir. Boylece, A € 6,(A) igin Im(A — Al) # x
ve Ker(A —Al) = 0 dur. [2]

Saglanan Kosullar Saglanmayan Kosullar A nin Ait Oldugu Kiime
(N1), (N2), (N3) p(T)
(N1) op(T)
(NI) (N3) (N2) 0.(T)
(N1) (N3) o, (T)

Tablodaki dort kiime ayriktir ve birlesimleri kompleks uzayi olusturur:

C=p(T) Uo(T)=p(T) Uop(T) U 0.(T) U or(T)

Eger R, (T) rezolvant kiimesi varsa bu kiime lineerdir.
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R,y (T) = R(T,)—D(T,) vardir; o halde T)x = 0 esitligi ancak ve ancak x = 0 iken
saglanir. Yani Ty nin bos uzay1 {0} dir, burada; R(T,) Ty nin goriintii kiimesini gosterir.

Burada; bazi x # 0 degerleri igin Tyx = (T — Al)x = O ise, A € 0,(T) dir, tanimdan A, T
nin bir 6zdegeridir. x vektorii de T nin A 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektoriidiir. T

nin A 6zdegerine karsilik gelen her 6zvektoriinii ve 0’1 kapsayan D(T) alt uzaymna A

0zdegerine karsilik gelen T nin 6zuzay1 denir.

Sonlu boyutlu bir uzay lizerinde bir lineer operatoriin spektrumu nokta spektrumudur,
clinkii stirekli ve rezidii spektrumlarin hepsi bos kiime oldugundan her spektral deger bir

0zdegerdir.[6]

Ornek 5.23 (Ozdegeri olmayan spektral degerli bir operator)
X = 12 Hilbert uzaymda T:12 — 12 lineer operatérii x = (&;) € 1% iken

(ElrEZJ ) - (01 ElJEZ' ) (522)

seklinde tanimlansin. T operatorii sag birim dteleme operatoriidiir.
I T 2= £2,]&|” =1 x 112 oldugundan T simrhdir (ve 1| T lI= 1)

Ro(T) = T™1: T(X) — X operatérii vardir. Sola birim 6teleme operatorii

(&1, &5, ...) = (§,,83, ...) seklinde verilir.

Ama Ry (T), (N3) kosulunu saglamadigindan (5.22), T(X) in X iginde yogun olmadigini
gosterir, bu nedenle; T(X), Y nin n; = 0 olan tim y = (n;) degerlerini kapsayan bir alt
uzayidir. Boylece, tanimdan, A = 0, T nin bir spektral degeridir. Ayrica A = 0 bir
0zdeger degildir.

(5.22) den Tx = 0 esitligi x = 0 oldugunu gosterdiginden ve sifir vektorii bir 6zvektor

olmadigindan bu durum kolaylikla goriiliir.

Eger T: X — X smurh ve lineerse ve X tam bir uzaysa ve bazi A lar i¢in R, (T) rezolvanti

mevcutsa ve tiim X uzayinda tanimli ise, her A i¢in rezolvant da sinirhdir.

Lemma 5.24 (R, min tamim kiimesi) X, bir kompleks Banach uzayi olsun. T: X — X bir

lineer operatordiir ve A € p(T).

(@) T kapal1 olsun.

(b) T sinirh olsun.
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O halde, R, (T) tiim X uzay: tizerinde taniml ve sinirlidir.

5.3 Simirh Lineer Operatérlerin Spektral Ozellikleri

Bir operatoriin spektrumunun genel 6zellikleri operatoriin tanimli oldugu uzaya bagh
olarak degismektedir. Bu durum ortak spektral 6zelliklere sahip olan operatorlerin genis

smiflarmin birbirinden ayri sekilde arastirilmasini gerektirir.

Bu béliimde X kompleks Banach uzayinda tanimli sinirli lineer T operatorleri

incelenmektedir. X bir tam uzay iken TEB(X,X) operatorleri ele alinmistir. [6]

Teorem 5.25 X bir Banach uzay1 iken, TEB(X,X) olsun. Eger ||T|| < 1 ise, X uzayinda

sinirl bir lineer (I — T) ™1 operatorii vardir ve

I-T'=Y2,TV=14+T+T*+ dir. (5.23)

Ispat 5.25 ||T]|| < |IT|P oldugundan ve Y||T||’ serisi ||T|| < 1 i¢in yakinsadigindan,
(5.23) ile verilen seri || T|| < 1 i¢in mutlak yakinsaktir. X tam oldugundan, B(X,X) de

tamdir. Bu nedenle mutlak yakinsaklik yakinsaklig1 gosterir.

(5.23) teki seri toplamu S ile ifade edilirse, S = (I — T)™ ! oldugu gosterilmelidir. Bu

amagla,

A=T)A+ T+ .. +T")

=+T+-..+4THA-T)

=]—Tn*l (5.24)
elde edilir.

n — oo iken, ||T|| < 1 oldugundan, T"*! — oo dir. Bdylece,
I-=T)S=SU—T) =1 (5.25)

elde edilir.

Buradan, S = (I1— T)™! oldugu goriiliir.
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Bu teoremin ilk uygulamasi olarak bir sinirli lineer operatériin spektrumunun kompleks

diizlemde kapal1 bir kiime oldugu ispatlansin.

Teorem 5.26 Bir X kompleks Banach uzayinda T sinirlt operatoriiniin p(T) resolvant

kiimesi agiktir; bu nedenle o(T) spektrumu kapalidir.

Ispat 5.26 Eger p(T) = @ ise bu kiime agiktir. p(T) # @ olsun. Sabit bir A, € p(T)
sayisi ve VA € C i¢in,
elde edilir.

[...] icindeki operator V ile gosterilirse,
V=1- ()\ - )\O)Rlo iken, T}L = T;\OV (526)

formunda yazilabilir.

Ao € p(T) ve T sinirlt oldugundan, X bir Banach uzay1, T: X — X bir lineer operator ve
Ao € p(T)iken, Ry, (T) tiim X uzay: {izerinde tanimli ve sinirhidir. Yani,

Ry, = T;Lo_l € B(X, X) oldugunu gosterir. Ayrica, Teorem 5.25 ten V nin B(X, X)
iginde ||(X —Ag)Ry, || < 1 olacak sekilde V2 igin,

V= T20[( = Ao)Ry, ' = T20(A — Ro) Ry, (5.27)
yani,

A—Ay| < —— 5.28
A=l <77 (5.28)

olacak sekilde bir tersi vardir.

T;Lo_l = Ry, € B(X,X) esitliginden ve (5.26) dan, (5.27) yi saglayan VA igin, Ty

operatorinin
Ry=T"'=(T,V) ' =VIRy, (5.29)

seklinde bir tersi vardir.
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Burada, (5.27) T nin regiiler A degerlerini igeren bir Ay komsulugunu gosterir.

Ao € p(T) keyfi oldugundan, A, agiktir, bdylece tiimleyeni olan 6(T) = C — p(T)
kapalidir.

Teorem 5.27 Teorem 5.26 daki X ve T ve VA, € p(T) i¢in R, resolvanti
Ry = Z20(A — A)RY (5.30)

gosterimine sahiptir.

Seri, kompleks diizlemde (5.28) ile verilen

1
A=A < ——
A =2l <

acik diski icindeki VA igin kesinlikle yakinsaktir. Bu disk p(T) nin bir altkiimesidir.

Bu teorem kompleks analizi spektral teoriye uygulamanin bir yolunu saglayacaktir.

Teorem 5.28 Bir X kompleks Banach uzayinda T:X—X sinirli lineer operatoriiniin

spektrumu kompakttir ve
|A] < II T Il ile verilen yuvar igindedir. (5.31)

Bu nedenle; T nin rezolvant kiimesi p(T) bos degildir.

Ispat5.28 A # 0, x = 1/A olsun. Teorem 5.26 dan;

_ 1 - 1 : 1 1,0
R;\ = (T - )\I) 1= _;\(I - KT) 1= _;\ jzo(KT)J = _;\ ]'=0(XT)J (532)
elde edilir.
[ ;\T = % < 1 olacak sekilde VA i¢in diziler yakinsar, boylece; |A| > T Il.

Bu teorem ile bu kosullar altindaki VA nin p(T) i¢inde oldugu goriiliir.

Burada o(T) = C — p(T) spektrumu (5.31) diski i¢inde yer almalidir, boylece; Teorem
5.26 dan o(T) kompakttir.

Teoremden kompleks Banach uzay1 tizerinde tanimli sinirli bir T lineer operatoriiniin

spektrumunun sinirl oldugu goriliir.
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Tamim 5.29 Spectral Yarigap. X kompleks Banach uzayinda tanimli bir TEB(X,X)

operatoriiniin spektral yarigapi ry(T),

ro(T) = 2% I
ile verilen, merkezi A diizleminin orijininde olan ve o(T)yi kapsayan en kiigiik kapali
yuvarin yarigapidir.

(5.31) den kompleks Banach uzay1 tizerindeki sinirli bir lineer T operatdriiniin spektral

bir yarigapi igin,

re(T) I T (5.33)
elde edilir.

Ayrica,

ro(T) = limy_e VT T (5.34)
seklindedir.
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BOLUM 6

KENDINE ES OPERATORLERIN SPEKTRAL ANALIZIi

Ozellik 6.1 Bir kendine es A operatdriiniin o, nokta spektrumu o,(A) € R kosulunu

saglar.

Ispat 6.1 A € o, ve Ax = Ax olsun. (x # 0). O halde,

AMxIP=<Ax,x>=<xAx>=2A|x|%dir. Buda, A = )_\oldugunu gosterir.

Ozellik 6.2 Eger, ,ve A, €0, , A #1; Ve Ax; = Axg, AX, = XX, ise o halde

x; L x, dir.

Ispat 6.2 A, <xy,%, > =< Axy,X, > =< X;, AX, > = A < X;,X, > oldugunu ve A

lerin ayrik reel sayilar oldugu ele alinsin, o halde, < x4,x, > =0 dur.

H nin bir L alt uzay1 A operatoriine gore ancak ve ancak

A(L) € L ise, invaryanttir denir.
Ozellik 6.3 Eger L, bir A simetrik operatdriine gore invaryant ise, A* de invaryanttir.

Ispat 6.3 y € L', x € L yi diisiinelim. O halde, Ax € Lve < Ax,y > =0 elde edilir.
Bu nedenle, V x € Ligin < x,Ay = 0 dir. Buise, Ay € L' oldugunu gosterir.

Ozellik 6.4 Eger A ve B simetrik operatorler ve AB = BA ise, AB de simetriktir.
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Ozellik 6.5 C = supy.o| <Ax,x> |/l x> olarak tanimlansmn. A simetrik bir

operator ise, C = || A || dir.

Ispat 6.5 Cauchy Schwarz esitsizligi kullanilarak,
(A%, x)| < N|AxllIxII < NANIxIIZ (6.1)

Buradan, Vx # 0 i¢in, |{Ax,x)|/|Ix||> < ||A|l ve siklikla C < [|A]| dur.

Yeter kosulu gostermek i¢in oncelikle,

(Ax+y),x+y) = (Ax —y),x —y) = 2({Ax,y) + (Ay, x)) (6.2)
dir.

Ucgen esitsizligi kullanilarak,

2[{Ax,y) + (Ay,x)| < [(Ax+y), x + y)| + [{(Ax = y),x = y)| (6.3)

elde edilir.

C nin tanimindan ve Paralelkenar Kuralindan,
1
(A%, y) + (y, Ax)| < S CIx + ylI* + lIx = ylI>) = CIxlI* + lIyll*).

X, ||x]| = 1 olmak tizere bir vektor ve y = Ax/||Ax||olsun. (Ax # 0). O halde, |ly|]| =1
dir ve ||x|| = 1 iken Vx € H i¢in,

(Ax,Ax) = (Ax,AX)
< < .
i T A | = 2C= llAxl = C (6.4)

Yani, ||A]| < C dir.
Ozellik 6.6 A operatorii, ancak ve ancak Vx € H igin, < Ax,x > € R ise simetriktir.

Ispat 6.6 Yeter kosul asikardir. Gerek kosul i¢in kuadratik formlarin bir bilineer

formu ifade edilsin.

4HAx,y) = (Ax+y),x+ty) —(Ax—y),x—y) + {A(x + iy), x + iy)
— (A(x —iy),x — iy)
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X ve y nin pozisyonlar1 degistirilerek ve kompleks eslenik alinarak esitligin sag tarafi

degismez. (Burada Vz € H i¢in (Az, z) reeldir.) Ancak esitligin sol tarafi

4(x, Ay) olur, bu da (Ax,y) = (x, Ay) oldugunu gosterir.

Ozellik 6.7 A bir simetrik operator ve |[All=p=sup{| <Ax,x>[: x| =1}

olsun. O halde, p veya -u , 6(A) nin bir elemanidir. [2]

Ispat 6.7 |l x,, I = 1 olacak sekilde x,, alalim. | < Ax,, %, > | — p olsun. (Ozellik 6.5

ten bu miimkiindiir.) < Ax,,x, > — A olsun. A = £ pdur.

0 <IlAxy, — A%y 12 =11 Axp 112 — 24 < Axp, Xy > + A2 || X, 12 < 222 — 2) < Axp, X,
>

n — oo iken sifira yakinsar. O halde, A € o(A) dur.

Ornek 6.8 H bir Hilbert uzay ve SEB(H) kendine es olsun. Asagidakileri ispatlaymiz.

(@) Vn € N igin S™ kendine estir.
(b) vn € Nicin [| S =1l S I dir. [3]

Coziim 6.8
(@) S kendine es oldugundan (S™)* = (S*)™ = S™ olur. Bu nedenle S™ kendine estir.

(b) (a) dan ve Teorem 5.19 dan,

Il S™ I= sup{|ul: n € o(S™)}

= sup{|A"|: A € 6(S)}
= (sup{[Al: 2 € o (S)H"

=[ISI?

bulunur.
Ornek 6.9 H bir kompleks Hilbert uzay1 ve S € B(H) kendine es olsun. Eger

o(S) = {A} ise, yani o(S) yalnizca bir tane A noktasindan meydana gelirse o zaman
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S = Al oldugunu gésteriniz.

Coziim 6.9 S — Al kendine estir ve bu nedenle o(S — AI) = 0 olur. Teorem 5.19 dan,

IS—Alll=rgs(S—AI) = 0 bulunur. O halde S—AI = 0 dir ve sonug olarak S = Al

elde edilir.
Ornek 6.10 H bir Hilbert uzay1 ve A, L(H) de olsun. H® =H@®H iizerinde B
operatoru

B:(—?A* 1(/)_\) seklinde tanimlansin. B operatoriiniin kendine es oldugunu ispatlayimiz.

X
Coziim 6.10 x4, X5,y4,V, € H olmak lizere, Vx = (X;) ,y = (g;) icin,

By = (0 () (o) = ke ) + (—ia'x,y2)

= (xp, —iA"y;) + (x4, 1Ay7) = ((2) ) (—?A* 18&) (g;))

= (x, By)
elde edilir.
Ayrica,
IBx||* = liax, |* + | —ia", || < (maksg[[A]]L A [D?[|x]* = [a]+]|x]|* ve
buradan,||B|| < ||A|| Simdi, X = ()?2) alinsin ve
IBx| = lax || < [IB %] = Bl [l
dir. Boylece; ||A|| < ||B|| Sonugta; ||A|| = ||B|| elde edilir.

Ornek 6.11 K:L,[0,1] — L,[0,1] seklinde tanmiml1 K operatorii, 0 < t, s < 1 igin,

k(t,s) = min {t, s} iken,

(KO(®) = [ k(t,s) f(s) ds

seklinde verilsin.
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(a) K nin kendine es operatdr oldugunu ispatlayiniz.
(b) K nin spektrumunu bulunuz.
(©) II K |l y1 bulunuz.

(d) K nin pozitif oldugunu ispatlayiniz ve 6zdegerlerinin toplamini bulunuz. [2]

Coziim 6.11 k(t,s) = k(s,t) ve k(t, s) bir siirekli fonksiyon oldugundan, K operatorii
kendine es ve kompakttir. Bundan dolayi, K nin spektrumu sifir ve reel 6zdegerlerini

icerir. Ay = Ky oldugunu varsayilsin. Bu ise,

Ay(®) = [ sy(s)ds + t [ y(s)ds (6.5)
demektir.

Iki kere tiirev alinirsa,
, 1 1
') =ty(®) + [ y(s)ds — ty(t) = [, y(s)ds, (6.6)

Ay" (0) = —y(D.
elde edilir.

Acikca, A # 0 dir; aksi halde, y = 0, boylece; kerK=0. y'(1) =y(0) =0 smir
kosullariyla, Ay"' +y = 0 diferensiyel denklemi elde edilir, ¢linkii (6.11.1), y(0) =0
ve (6.11.2), y'(1) = 0 oldugunu gosterir. K operatoriiniin pozitif oldugu anlamina
gelen A > 0 kosulu ispatlansin. Diferensiyel denklem ¥ ile ¢arpilip denklemin O dan 1 e

kadar integrali alinirsa,
_ 2
ALy OO+ |y[| =0 (6.7)
elde edilir. Kismi integrasyonla,
IS 1, 2
A(y'318 = f3 ly'12de) + Iyl = 0 (6.8)
elde edilir. Sinir kosullari,
1, 10 2
=2y ly'1Pde+ |ly[" =0 (6.9)

denklemini verir ve bundan dolayi, A > 0 dir.
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Diferansiyel denklemin ¢6zliimii;

1 1

y=0C cos =t + C, sin &t seklindedir. (6.10)
1 1 .1 m
Sinir kosullarindan, C; = 0, C, 7 C0S 5 = 0 bulunur. Buradan; =3 7F Tk
dir. Bu yiizden,
m(2k—-1)

vk = 0,1,2 ... igin, @y (t) = sin t Ozvektorleri ile K operatoriiniin 6zdegerlert;

2
A = = (2k — 1)2 (6.11)
seklindedir.

K kendine es oldugundan, ||K|| = maks|p ] = |A] = ni elde edilir.

2

K(s,t) siirekli ve K operatoriine bagli olan A; 6zdegerlerinin hicbirinin negatif olmadig
varsayilsm. (Vxicin (Kx,x) = 0) O halde, K(s,t) = Xi>1 Ajei(s)e,(t) dir ve bu seri
mutlak ve diizgiin yakinsar. (Merser Teoremi) K pozitif oldugundan, Merser teoremine

gore,

T = [ k(tdt = [ tdt== (6.12)

2

elde edilir.

Ornek 6.12 K: L,[0,1] = L,[0,1] seklinde taniml1 K operatorii, 0 < t, s < 1 icin,

k(t, s) = min{t, s} iken,

(KO(®) = [ k(t,s) f(s) ds
seklinde verilsin.

1-t 0<s<t<l1,
k(t's)‘{1—s, 0<t<s<l.

olmasi1 durumunda,
(a) K nin kendine es operatdr oldugunu ispatlayiniz.
(b) K nin spektrumunu bulunuz.

(©) Il K |l y1 bulunuz.

52



(d) K nin pozitif oldugunu ispatlayiniz ve 6zdegerlerinin toplaminit bulunuz.

Coziim 6.12 k(s,t) = k(t,s) ve k(t, s) siirekli bir fonksiyon oldugundan, K operatorii
kendine es ve kompakttir. Buradan, K nin spektrumu sifir ve reel 6zdegerleri igerir.

Ay = Ky oldugunu varsayilsin. Bu ise;

A = (1 -1 [Iy(s)ds + [(1 - 9)y(s)ds (6.13)

demektir.

Iki kez tiirev alinirsa,

W' (1) = = [y(s)ds + (1 — Oy() — (1 — Oy (t) = — [, y(s)ds (6.14)
elde edilir.

Ay () = —y(® .

Agikca; A # 0 dir, aksi taktirde y = 0 dir, bu da ker K = 0 olmas1 demektir.

y'(0) = y(1) = 0 sir kosullariyla Ay” +y = 0 diferansiyel denklemi elde edilir.
Ciinki (6.12.2), y'(0) = 0 ve (6.12.1), y(1) = 0 oldugunu gosterir. K operatoriiniin
pozitif oldugunu gosteren A > 0 oldugu ispatlansin. Diferansiyel denklem y ile

carpilarak ve 0 dan 1 e kadar integrali alinarak,

ALy Oyt |ly|” =0 (6.15)
elde edilir.
Kismi integrasyon ile, A(y'7l3 — [ Iy'1?dt) + [ly]|" = 0 (6.16)
elde edilir.

Sinir kosullarindan, —2A f01 ly’|2dt + ||y|| ‘=0 dir ve bu nedenle, A > 0.
Diferensiyel denklemin ¢ézliimii;

1 .1
y=0C cos\/—7\t+c2 smﬁt . (6.17)
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Sinir kosullarindan, C, = 0, \/ii = —g + mk seklindedir. Bu nedenle; Vk = 1,2, ... i¢in,

2k-1 " . .. e e e < .
ex(t) = cos% t Ozvektorleri ile K operatoriiniin 6zdegerleri

A = 4/m2(2k — 1)2 (6.18)
seklindedir.

K kendine es oldugundan,
K = "8 = 2] = (6.19)

elde edilir. K pozitif oldugundan, Merser teoreminden;

= [ k(tdt = [[(1-tdt == (6.20)

2

elde edilir.

Ornek 6.13 K: L,[0,1] = L,[0,1] seklinde tanimli K operatorii, 0 < t, s < 1 igin,
k(t,s) = maks{t, s} iken,

(KO(®) = [ k(t, s)f(s)ds

seklinde verilsin.

(a) K nin kendine es kompakt operator oldugunu ispatlaymiz.

(b) K nin spektrumunu bulunuz.

(c) K bir pozitif operatdr miidiir?

Coziim 6.13 k(t,s) = k(s,t) ve k(t, s) siirekli bir fonksiyon oldugundan, K operatorii
kendine es ve kompakttir. Bu nedenle, K nin spektrumu sifir ve reel 6zdegerleri igerir.

Ay = Ky oldugunu varsayilsin. Bu ise,

Ay(b) = tfot y(s)ds + ftl sy(s)ds (6.21)

demektir.

Iki kez tiirev alinirsa,
W' () = ty(®) + [, y(s)ds — ty(t) = [, y(s)ds, (6.22)
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Ay"'(t) = y(t) elde edilir.

A # 0 dir, aksi taktirde y = 0 dir, bu da ker K = 0 olmas1 demektir.

y'(0) =0 ve y(1) = y'(1) sinir kosullariyla, y"' = %y diferensiyel denklemi elde
edilir, ¢iinkii, (6.22) y'(0) = 0 oldugunu gosterir ve (6.21) de t =0 ve (6.22)de t=1
icin y(1) = y'(1) elde edilir. %: i olsun.  p > 0 i¢in, diferensiyel denklemin
¢Oziimii;

y(t) = CyeVit 4 Cpe VIt

Ayrica;

y' () = Ju(CreVHt + CemVHY)

dirvet = 0 ig¢in, C; — C, = 0 sonucuna ulasilir. Bu nedenle;

y(t) = Ccosh(y/ut) ve y'(t) = Cy/usinh(y/ut).

t = 1i¢in, cosh(y/p) = +/u sinh(y/p) ya da coth(y/p) = +/p

elde edilir. Bu denklem p, tek ¢6ziimiine sahiptir. Bu nedenle, K nin tek pozitif
Szdegeri Ay = 1/ o seklindedir.

u<0 veya p= —n? durumu igin,

y(t) = C; cosnt+ C, sinnt ve y'(t) = n(—C; sinnt+ C, cos nt)

elde edilir.

t = 0 igin, C, = 0 elde edilir ve y(t) = Ccosnt, y'(t) = —Cnsinnt

elde edilir.

t = 1igin, cosn = —msinn yada —m = cotn

elde edilir. Son denklem,

1 1
M=—a, Ay ==, ..
1T T T T

seklinde negatif ¢ozlimlere sahiptir.

K operatorii negatif 6zdegerlere sahip oldugundan, pozitif operatdr degildir.
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Ornek 6.14 Herhangi kendine es AEL(H) operatérii igin rezidii spektrumunun bos

kiime oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 6.14 VA € C icin Im(A — A)* = ker(A* — AI) = ker(A —AI) elde edilir ve
dolayistyla, egerIm(A—Al) # H ise; A , A nmin bir 6zdegeridir. A kendine es
oldugundan, A reeldir ve buradan, A = A , A nin bir 6zdegeridir. Bu nedenle, A, A nin

rezidi spektrumuna ait degildir.

Ornek 6.15 A€L(H) bir kendine es operatér ve A € C , ImA # 0 olacak sekilde bir

kompleks say1 olsun.
(@) vx € Xigin || Ax — Ax || = [Im A| || x || oldugunu ispatlayiniz.

(b) A nin A operatdriiniin bir regiiler noktasi oldugunu ispatlaymiz.

Coziim 6.15 (a) p € R ve p # 0 olmak {izere, A = T + ip olsun.
||AX — Ax" 2= || (A-— TI)X” 2 ((A — 1Dx, ipx) — (ipx, (A — TDX) + p2(x, x)
= [[a—TDx|” + 2 ||x||* dir ve bu esitlik,

||AX — Ax" > p ||X|| oldugunu gosterir.

(b) A nin A nin bir 6zdegeri olmadig1 agiktir. X bir Banach uzay1 ve A € L(X,Y) iken
Vx € X ig¢in, ||AX|| > m ||X|| olacak sekilde m > 0 sayis1t mevcut oldugunda, Im A, Y

nin kapal1 bir alt uzayidir. Dolayisiyla,

Im(A — AlI) kapalidir ve bu yiizden A siirekli spektrumun bir noktasi degildir. Ornek
6.15 ten A nin rezidii spektrumu bostur. O halde, A bir regiiler noktadir.

Ornek 6.16 mI <A <MI ve A ¢ [m,M] olsun. A nin A operatdriiniin bir regiiler

noktasi oldugunu ispatlayimniz.

Coziim 6.16 m=—M olsun. ml<A <MI durumunda, ||A| <M elde edilir.
A € [m,M] kosulu, |A| > ||A|| oldugunu gosterir ve dolayisiyla; A, A nin bir regiiler
noktasidir.

a=(M+m)/2ile A— al operatdrii g6z 6niine alinsin.
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B=(M-—-m)/2iken, —BI < A < Bl dir.

A ¢ [m,M] oldugundan, A —a & [—B,B] dir. Dolayisiyla;, A—a«; A—al
operatoriinlin bir regiiler noktasidir ve bu nedenle; A da A operatoriiniin bir regiiler

noktasidir.

Ornek 6.17 A ; A >8I, 8 > 0 kosullarim1 saglayan kendine es smirli bir operatdr

olsun. A nin terslenebilir oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 6.17 Ornek 6.16 da, m = § alinirsa, A = 0 noktasmin A nin bir regiiler noktas1

oldugu sonucu elde edilir.

6.1 Spektral Ayrisim
H i¢indeki kendine es sinirli bir operatoriin spektral ayrigimini olusturmak igin,

1, t < Aigin,

ex(0) = {O, t > Aldcin. (6.23)

fonksiyonunu ele alalm. Agiktir ki, e;(t) € K[a,b] dir. E, =e,(A) seklinde
tanimlanstn. O halde; e (t).e,(t) = e, (t) oldugundan, Ef = E, ve E, simetriktir
(e, (t) reel degerli bir fonksiyon oldugundan). Boylece,
(1) E, ’lar dik izdiigimlerdir. Ayrica, « <A <m i¢in E; =0ve A>M i¢in
E, = Idir.
(i)  E,, Aya gore gliclii sekilde sagdan siireklidir. Gergekten de; @, (t) ,

Pn(t) = e, 1(t) Ve @u(t) > ep(t) olacak sekilde siirekli fonksiyonlarm

bir dizisi olsun. @, (t), @,(t) = @(t) olacak sekilde siirekli fonksiyonlar
ise, o taktirde, @,(A) = @(A) oldugundan,

1/n = ay, =2 0igin, @u(A) 2 E, 1= Ejq, = Ey elde edilir. n — oo iken,

¢@n(A) - E,. Boylece; o, — 0 iken, E,,, - E,.

(i) VA< icin, ey (t).e,(t) = e;(t)den, E,.E, = E, dir. Bu dzellik, VA < p

i¢in,
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E) <E, seklinde de yazilabilir. (i)-(iii) arasindaki ozellikleri saglayan bir

{E,} ailesine bir “spektral aile” denir.

(iv) E,A = AE, (E;, Anin polinomlarinin giiglii bir limiti oldugundan) bu
nedenle, T: E — E bir operator ve E; + E, = E ve P, E, ye paralel olan, E;
tizerine bir izdiigiim iken; E; = Im P ve E, = Ker P, ancak ve ancak T nin
invaryant altuzaylar1 ise; PT = TP oldugundan,

ImE, = H; , A nin bir invaryant alt uzayidir. [2]

6.2 Ana Esitsizlik

A; < A, olsun. O halde;

M (e, (0 —er, ) St (e, (0 —er, () < Ay (e, —er, () (629)

t yerine A yazilarak ve fonksiyonlar ile operatorler arasindaki iliskiden,

M (Bay (© = B2, (9) < A(Eay (9 — 5, () < A (B, —Ea,(9)  (6.25)

seklinde ana esitsizlik elde edilir.

(6.15) in baz1 6zel durumlari: A; < m ve A, = A alinarak,

AE,; < AE, (6.26)
ve Ay =Avel, > M alnarak,

A1—E)) <A(I-E) (6.27)
elde edilir. Yada;

(A— ADE, <A—-AL

Ex,a, == Ep, — Ex, nin bir dik izdiisiim oldugu goriiliir. O zaman, E, ,,, A ile yer
degistirilebilir oldugundan, H, ,, = ImE, ,, alt uzayi, A nin bir invaryant altuzayidir

Ve X € H7\17lz i¢in,
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Ml < Al < Aeli,,, -

Bu nedenle; VA € [A;,A,] i¢in, € = A, — A, iken;
_SIHA1A2 < (A - )\I)lHlllz < 81H7x17x2
elde edilir.

|A—ar Hua, S € (6.28)

elde edilir.

Bu demektir ki; operatdr bu altuzayda bir sabit operatore yaklasir. Ancak; Hy ;, nin
bir sifir alt uzay1 oldugu bilinmemektedir. Aksi takdirde, A nin bir 6z deger ve sifir

olmayan V H,_,, elemaninin bir 6zvektdr oldugu diisiiniiliirdii. [2]

6.3 Spektral Aile ve Kendine Es Operatorlerin Spektrumu

Teorem 6.20 A kendine es sinirli bir operatdr olsun. Ay noktast ancak ve ancak Ay, Ey
nin giiclii sekilde bir siireksizlik noktasi ise, A nin bir 6zdegeridir. A, noktasinda E, nin
stireksizligi,

lim;\_g\OE;\ * E}\O demektir.
Ispat 6.20 A, noktasi, E; nin bir siireksizlik noktasi olsun. A < A, icin,

Exy, = Ea, — Ea dik izdiigtimlerini ve Hy, = ImEj; alt uzaylarimi diigiinelim. A — 2,

iken, Ejj, monoton dizisinin giiglii bir Py limiti vardir. Dolayisiyla,
P, bir dik izdlisiimdiir. E,, A, noktasinda siireksiz oldugundan,

limy_; Ex,Xo = Xo # 0 olacak sekilde bir x, vektorii vardir. Vi < 2 igin, Xg € Hyy,

oldugu ispatlansin. Gergekten; p < A < A, i¢in,

EPJ\O E7\7\0 = E7\7\0 oldugundan,
EP-}\OXO = EH}\olim}\—’AoE}\}\OXO = lim)\—’}\oEP—}\oE}\AOXO = lim;\_);\oEMOXO = Xp
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elde edilir. Buradan; x, € H, bulunur. (6.28) den,
A= 2Dxo || < T =2l ]| %0 | (6.29)

elde edilir.
W, Ay ayaklasirken, Axy = ApXg
elde edilir.

Ao , A nin bir 6zdegeri olsun. € > 0 alalim. (6.27) esitsizligi kullanilirsa,

A=A +eileQg+e)I—Ey +c) SAI—Ex, +¢) (6.30)
elde edilir.
(6.26) da A = Ay — e alinirsa, AE; _ . < (A — €)Ej ¢ (6.31)
elde edilir.

Xg # 0, A 0zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor olsun. O halde,

(Ao + &){(I = Exgse)X0, X0} < Ao{(1 — Exge)X0,Xo) »

}\O(EAO— X0, X0) < (Ao — 3)<EAO— X0, X0) (6.32)

elde edilir.

[ —Ej,+¢ =0 ve E; _ = 0 oldugundan,

E((I - EA0+8)X0;X0> = 0 ve &(Ep,—¢X0,X0) = 0 (6.33)
sonucuna ulasilir.

VP dik izdiisimii i¢in,

(Px,x) = (P?x,x) = (Px,Px) = || Px|| ? elde edilir. Boylece,

Exy+eXo = Xo # 0 Ve Ej _¢xo = 0. Buradan, A, , Ej; nin bir siireksizlik noktasidir.
Teorem 6.21 E,, A, noktasinda siirekli olsun. A, < Ay < U,, Uy — A, — 0 olacak
sekilde A, azalmayan ve p, artmayan dizileri olsun. P, =E, —E, izdiisiimleri

dejenere olmasin. Ornegin, Vn igin, P, # 0olsun. Ay, A nin bir siirekli spektrum

noktasidir.
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Ispat 6.21 H, =Im P, olsun. E, operatdr fonksiyonu giiclii sekilde siireklidir ve bu

nedenle giiclii sekilde P, = 0. Ancak Vn i¢in H,, # 0 olsun. (628) den n — oo iken
||Axn — AoXp || < up — Ap — 0 olacak sekilde ||Xn || = lile x, € H,, vardir.
Boylece; A, , A nin bir spektrum noktasidir.

E,, Ao noktasinda siirekli oldugundan, A, sayis1 bir 6z deger degildir. Ornek 6.14 ten
bir kendine es operatoriin rezidii spektrumu yoktur. Bu nedenle, A, , A nin bir stirekli

spektrum noktasidir.

Teorem 6.22 E,, bir kendine es A operatoriiniin spektral ailesi olsun ve E, —E, =0,

i > Aolsun. O halde, VA, € (A, 1) A nin bir regiiler noktasidir.

Ispat 6.22 (6.26) ve (6.27) den, p(1—E,) <A(I—E,), AE, <AE, sonucuna

ulasilir.

E) = E, oldugundan,

uI—-E) <AI-E), AE,<AE, (6.34)

H; = ImE; = ImE;, H, = Im(I — E,) olsun. Hy, H; alt uzaylar1 A-invaryantlardir ve

H;@®H; = H. Hj; iizerinde (6.20) den, A|y, = pl dir ve buradan,

(A=2oDly, = (W—2Ap)I , p—2A;>0. Benzer sekilde, H; {izerinde (6.20) den

Aln, < Al dir ve buradan,

ol = A1, = Ao — M1, A —A > 0. Ormek 6.17 den, (A —AoD|y, Ve (A — AoD)|y,

terslenebilirdir. Buradan, A — Al terslenebilirdir. Gergekten,
X=Xy +X,, Xy € Hy, X, € H, i¢in,
(A=2RoD 7% = (A= ADu,) 7" %1 + (A= AoDn,) 7%, (6.35)

denklemi kurulabilir ve bu operatoriin A — Ayl nin bir tersi oldugu goriilebilir.
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6.4 Basit Spektrum
Eger {AE,xq = (E;\2 — Exl)xo : VA, > A, icin} H i¢inde bir tam kiime olacak sekilde,

“generator” ad1 verilen x, € H varsa; A operatdriiniin bir basit spektrumu vardir denir.
Bu, @(t), [a,b] lzerindeki her siirekli fonksiyon ailesini kapsarken {@(A)x,}

kiimesinin H i¢inde yogun olmasina denktir.

Tammm 6.23 Eger Vx,y € Hicin, (Ux,Uy) = (x,y) ise; U:H - H operatoriine bir
izometri denir. Eger bir U operatorii bir izometri ve ImU = H ise; U ya bir tniter

operator denir.

Eger A; = U™1A,U olacak sekilde bir iiniter U operatorii varsa; A; Ve A, operatorleri

tiniter denktir denir. [2]

Teorem 6.24 A, bir basit spektrumu ve x, “generator”ii olan kendine es bir sinirl

operatér olsun. {E;}, A ile tamimlanmis dik izdiisiimlerinin spektral ailesi iken,
o(A) = (Exxo,Xo) olsun. O halde, A; Te(A) = A @A) iken, T: L2(c (X)) = L*(c(Q))

operatoriine liniter denktir.
Ispat 6.24 Bir ¢()) € C[a, b] siirekli fonksiyonunu ele alalim.

(suppo(A) c [a,b] iken).

L2(c(1)) uzayi, "Llj” = \/ fab|l|1(7\)|2d0'(7\) normu i¢indeki bu fonksiyonlarin bir

tamamlayicisi olarak tanimlanir ve buradan, bu fonksiyonlarin her bir kiimesi L?(o()))

icinde yogundur.

U:p =y, = @(A)xy = [ @A) dE;x, gbsterimini ele alalim. O halde,

" y‘P " i = fab (pzd <E7\XO' XO) = " ¢ " iz(c(l)) . (636)

Spektrumun basitligi, {y,} kiimesinin H i¢inde yogun oldugunu gosterir.

Bu nedenle, U lineer gosterimi siirekli fonksiyonlarmn yogun kiimesinden L?(c(}))

tamamlamasina genisletilebilir ve bir U: L?(c(1)) - H izometrisi kurulabilir.

(Bir izometrinin goriintiisii bir tam uzay oldugundan iizerinedir.)
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U~'AU, = A@(A) oldugu gosterilmelidir.
Ap(A)xy = [ Ap(N)dExx, , (6.37)

oldugundan,

U™'Ay, = A@(Q) elde edilir.

Ornek 6.25 A, E, spektral ailesi olan bir kendine es operatér ve (a, ) N o(A) = @

olsun.

V[A,A1] € (a, B) icin, Ej, = E,, oldugunu ispatlaymiz.

Coziim 6.25 E, fonksiyonu (a,b) araliginda siireklidir; aksi taktirde Teorem 6.20 den
bu aralikta A nin bir 6zdegeri vardir. VA* € [Ay,A;] igin, E; nimn sabit oldugu bir
[A* — & A" + €] aralig1 vardir. Gergekten de, eger bu kosul saglanmazsa, Teorem 6.21,
A" nin A operatoriiniin bir siirekli spektrum noktasi oldugunu gosterir. Bu nedenle, her
acik aralikta E, fonksiyonlar sabit olacak sekilde [Ay,A;] araligi kapanisa sahiptir.

Sonug olarak, E, , [Ag, ;] lizerinde sabittir.

Ornek 6.26 x= (X;,Xp,..) icin DyX = (W;X;,WyX5,...) seklinde tanimli 1,

tizerindeki Dy, operatdriiniin spektrumunu bulunuz.

Coziim 6.26 (D,, — ADx = ((w; — A)xq, (W — A)X,, ... ). BOyle bir operatér ancak ve
ancak inf;|A — w;| > 0 yani A & {w;} ise, terslenebilirdir. Bu nedenle, o(A) = {w;}
dir.

wj sayilarinin her biri e; standart baz iken, D,,e; = wje; oldugundan, D,, nin birer
0zdegeridir.

wy € {w;} ve Yk = 1,2,3, ... igin wy # wy olsun. O halde, wy , Dy, nin bir 6zdegeri
degildir, ¢iinkii eger (Dyy — woD)x = ((Wy — wg)xq, (W, — W)Xy, ...) = 0, 0 halde,

Xy =X, =+ =0 veya x =0 dir. Ayrica, Ve; igin,

1
ej = —— (wj — wp)ej = — (Dw — woD)ej € Im(Dy, — w,l)
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elde edilir. Bu nedenle, Im(D,, — w,I) 2 span{e]-} =1,. Boylece, wy € 6.(Dyy).

tt 0<t<1 Iigin,

0 —1<t<1 icin seklinde tanimlansin.

Ornek 6.27 a(t) = {

L,[—1,1] i¢inde (Af)(t) = a(t)f(t) ile verilen A operatoriiniin spektrumunu bulunuz.

Coziim 6.27 Eger A € [0,1] ise, 1/(a(t) — A) fonksiyonu [—1,1] araliginda stireklidir.
Buradan, (Bg)(t) = g(t)/(a(t) —A) ile verilen B operatorii L,[—1,1] tizerinde sinirh
bir lineer operatdrdiir. Ayrica, B = (A — AI)~1. Buradan, A € p(A). A € [0,1] olsun.
Bu durumda, f(t) = 1 ¢ Im(A — Al); aksi taktirde 1/(a(t) —A) € L,[—1,1] dir ve bu
imkansizdir. Boylece, c(A) = [0,1]. A € (0,1] olsun. Bu durumda, eger neredeyse
her yerde ((A — ADf)(t) = (a(t) — Df(t) = 0 ise, Vt # A i¢in ve neredeyse her yerde

f(t) = 0 dir. Buradan, A & o,(A).

f(t), t&¢ (A—¢gA+¢),

fo(t) = {0’ te (l—eA+te). olusturalim.

Eger € ¢ok kiigiik ise keyfi bir § igin,

A
If = fell = fo_*j If()[2 dt < 8

elde edilir. Diger yandan,

1
——f.(t), t&e(A—¢gA+¢),
g ={a@-2  tEC )
0, te(A—¢gA+e).
ve
ge € Ly[—1,1] iken f.(t), (a(t) — A).g.(t) seklinde gosterilebildiginden,

f.(t) € Im(A — Al) dir. Buradan, A € 6.(A) elde edilir. Eger A = 0 ise, t € [0,1] i¢in
sifira giden ancak sifir olmayan bir ¢(t) € L,[—1,1] fonksiyonu alinabilir ve A¢ = 0

elde edilir. Bu nedenle, 0 € o,(A) dir.

Ornek 6.28 S, ve S, sirasiyla sag ve sol birim 6teleme operatorii olsun.
Sr(X1,X5, X3, ... ) = (0,%X4,X5, ...)

S1(X1, X2, X3 ) = (X2, X3, X4 .. )
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Bu operatorlerin spektrumunu bulunuz.

Coziim 6.28 [|S:|]| = ||S)ll =1 oldugundan, |A| >1 kosulunu saglayan VA,
S, ve S; operatorlerinin bir regiiler noktasidir. Bu operatdrlerin 6zdegerleri ele alinirsa,
eger X = (Xq,Xy,X3,...) i¢in S;x = AX ise, X, = AXq, X3 = AX,, X4 = AXs,... elde edilir,
bu x = x;(1,4,A%,23,...) olmasi demektir. Boyle bir vektor sifir degildir ve ancak ve
ancak |A| <1 ise, 1, ye aittir. Bu nedenle, o,(S) = {A:|A] <1} ve |[A| <1 olan VA
icin, dimker(S; — AI) = 1 dir. Eger S;x = Ax ise, 0 = AXy, X; = AXy, X, = AX3,.... tlr

ve bux; =x, =x3 =-- =0 demektir. Bunedenle, o,(S;) =@ dir.

Ayrica, Sf = S, ve S; = §; oldugundan,

Im(S,; — AD* = ker(S; — A (6.38)
Im(S; — AD)* = ker(S, — A (6.39)
elde edilir.

|A| < 1 olacak sekilde A i¢in (6.38) bagintisindan,

codimIm(S, — AlI) = dimker(S; — Al) = 1 elde edilir. Boylece,
{Ad:|A| < 1} co.(S,) dir.
Bir operatoriin spektrumu kapali bir kiime oldugundan,

A A =1} < 0o(S)),o(Sy) seklindedir. Ayrica, |A| = 1 olacak sekilde A igin (6.38) ve
(6.39) dan, Im(S, —Al) = Im(S; —Al) =1, dir.

Boylece; 6.(S,) = 0.(S)) = {A:[A| = 1} dir. (6.40)
o(Sp) = a(S) = {A:|A] <1} elde edilir ve ayrica,

op(S) ={A: Al <1}, 0:(S) =0,
op(Sr) =0, 0:(Sy) = {A: [A] < 1},

o.(Sp) = A |A] = 1}, o.(S) = {A: |A| = 1}

Ornek 6.29 K:L,[0,1] - L,[0,1] operatorii
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< .
k(t,s) = {(1) : ; t iken,

)

(KDH(®) = | 01 k(t, s)f(s)ds seklinde tanimlansin. K nin spektrumunu bulunuz.

Coziim 6.29 K bir kompakt operatérdiir. Bu nedenle, 0 € o(K) ve sifirdan farkli
VA € 6(K) bir 6zdegerdir. A # 0 iken (Kf)(t) = Af(t) olsun. Bu demektir Ki;

fol k(t, $)f(s) ds = fot f(s) ds = Af(t).

Bu nedenle, f siirekli diferansiyellenebilirdir. Af’ = f ve f(0) = 0 dir ve bu f(t) =0

oldugunu gosterir. Buradan, o(K) = {0} elde edilir.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Hilbert uzaylar1 {lizerinde kendine es operatdrlerin spektrumu incelendi. Kreyzig,
Eidelman ve Soykan’ dan alinan bazi problemlerde operatorlerin kendine eslik ve

spektrum aragtirmasi yapildi.
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