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OZET

Bu tez beg bolimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, kesirli hesaplamalar ve spektral teori ile ilgili genel bir tarihce ve-
rilmigtir.

Ikinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, diferansiyel doniisiim yontemi verilmis ve bu yontemle bazi diferan-
siyel denklemlerin ¢oziimleri elde edilmigtir.

Dordiincii boliimde, kesirli diferansiyel doniigiim yontemi incelenmis ve bu yontemle
kesirli Sturm-Liouville problemlerinin 6zdegerleri hesaplanmigtir.

Son boliimde ise kesirli Sturm-Liouville sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varlik tek-

ligi verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville, Ozdeger, Kesirli Hesap, Caputo, Kesirli Dife-

ransiyel Doniigiim Yontemi, Riemann Liouville, Potansiyel.
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SUMMARY

Fractional Differential Transformation Method for Sturm-Liouville Problem

This study consists of five chapters.

In the first chapter, general concepts of fractional calculus and spectral theory.

In the second chapter, some fundamental definitions and theorems are given.

In the third chapter, differential transformation method is introduced. Furthermore,
this method is applied for some differential equations.

In the forth chapter, fractional differential transformation method is given and eigen-
values is obtained for fractional Sturm-Liouville problem.

The last chapter of this thesis, the existence and uniqueness of the solution for a

fractional Sturm-Liouville boundary value problem is proved.

Keywords: Sturm-Liouville, Eigenvalues, Fractional Calculus, Caputo, Fractional

Differential Transformation Method, Riemann Liouville, Potential.
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1. GIRIS

Fizik, sosyal bilimler, miithendislik gibi bir¢ok bilim dalindaki problemlerin ¢tziimii
icin bu problemlerin matematiksel ifadelerle formiiliize edilmesi gerekir. Matematikte bir
biiyiikliigiin diger biiytikliiklere gore degisim hiz1 tiirev olarak ifade edilir. Bu nedenle her
siirecin farkli degisim hizlari, degisik tiirevler bulunduran bagintilar olarak kargimiza gikar.
Bu bagintilar1 karakterize eden fonksiyonlarin yani sira bu fonksiyonlarin birinci veya daha
yiiksek mertebeden tiirevlerini, hatta kesirli mertebeden tiirevlerini igeren denklemlere
diferansiyel denklem veya kesirli diferansiyel denklem denir. Bu denklemlerin ¢oziimii
icin kesirli tiirev ve integral hesaplamalarinin iyi bilinmesi gerekir. Ciinkii adindan da
anlagilacagl gibi kesirli diferansiyel denklem tiirev ve integralin tam olmayan derecelere
genigletilmesidir.

Bu siirec ilk olarak 1965 yilinda L’Hospital'in Leibniz’e n tamsay1 olmak tizere -4

dz™

tirev ifadesindeki n tamsayisinin % alinmasi durumunda ne olacagi seklinde bir soru

yoneltmesiyle baglamistir.

1730 yilinda Euler bu konu hakkinda galigmig ve Gamma fonksiyonunu tanimlamigtir.
1772 yilinda J. L. Lagrange J‘i—%%y = %y vermis oldugu mertebesi tamsay1 olan
diferansiyel operatorler icin iisler kurali ile bu konuya dolayh olarak katki saglamigtir.
1812’de P. S. Laplace kesirli tiirev ifadeleri tanimlamis ve 1819’da keyfi mertebeli tiirevden
bahsetmigtir. Yine 1819’da S. C. Lacroix tiimevarimdan faydalanarak y = 2™ m bir

pozitif tamsay1 olmak iizere, ™ in n. mertebeden tiirevini,

(m =n)
"y mt o Tm+l o,
= €T = ————
dz™  (m —n)! I'(m—n+1)
seklinde vermis ve m =1, n = % alarak
dzy 2/

1
dx2 T

elde etmistir. 1823 yilinda kesirli iglemleri ilk kullanan bilim adami1 N. H. Abel olmustur.
Abel,

- /0 (x— )2 F (1) dt

integral denkleminde kesirli hesab1 kullanmistir.



1844’de Boole sabit katsayili lineeer diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin sembolik
yontemler gelistirmis ve problemlerin ¢oziimiinde kesirli hesab1 kullanmigtir. Bu alanda
etkili calismalar kaydetmistir. Bunlarin temeli kuvvet serileri ve diferansiyel denklemlerin
¢oziimii olarak tanimlanan diferansiyel operatoriin keyfi bir fonksiyonunun genel acilimina
dayanir. 1892’de Heaviside, elektromanyetik teorisinin bazi problemlerini ¢tzmek i¢in ke-
sirli hesab1 kullanmigtir. Weyl (1917), Hardy (1917), Littlewood (1925), Kober (1940),
Kutner (1953), Lebesgue ve Lipschitz’in gelistirdikleri fonkisyonlarin kesirli tiirev ve in-
tegral ozelliklerini incelemiglerdir.

Kesirli hesaplamalarin matematikteki uygulamalar: 20. yy bitmeden ortaya ¢ikmig an-
cak miihendislik ve bilimdeki basarilari gectigimiz ytiizyil icerisinde gergeklesmistir. Ke-
sirli hesaplamalar bircok denklemde hassasiyeti artirarak daha iyi sonuclar elde etme-
mizi saglamistir. Ayrica fiziksel denklemlerin yorumlanmasinda da katkisi olmustur. Son
yillarda kesirli tiirev hesaplamalar1 ve kesirli diferansiyel denklemler mekanik miihendis-
ligi, biyoloji, kimya, fizik, sinyal igleme ve sistem tanimlama, finans gibi bir¢ok alandaki
problemleri ¢ozmek icin kullamilmigtir. Ayrica beyin analizinde sinir hiicrelerinin kar-
masik yapili anormal davraniglarinin modellenmesi ¢aligmalariyla tip alaninda, deprem
fay hatlarinin anormal hareketlerinin incelenmesi ile ilgili de pek ¢ok alanda kesirli analiz
kullanilmaktadir.

Diferansiyel doniigiim yontemi yardimi ile karsilagtigimiz karmagik ve yiiksek mertebe-
den kismi tiirevli diferansiyel denklemler (1s1 iletim denklemi, dalga denklemi, poisson
denklemi gibi) ve diger miihendislik problemlerinin ¢oziimiinii elde etmemiz miimkiindiir.
Bu yontem, kullanim agisindan elverigli ve sonuca ¢cabuk gotiiren bir yontemdir. Laplace ve
Fourier doniistimleri gibi yontemlerle karsilagtirdigimizda bu yontem daha pratik oldugun-
dan bize zaman kazandirir. Ayrica bilgisayar proglamlamasina da uygundur. Bu yontemle
kismi tiirevli diferansiyel denklemleri cebirsel denk lemlere doniigtiirebilir ve elde ettigimiz
cebirsel denklemleri de baz1 basit islemlerle kolaylikla sistematik bir sekilde ¢ozebili-
riz. Ayrica integral yontemlerini kullandigimizda karmagik ifadelerin integrallerini almak
zorunda kalabilecegimizden ve ters doniigiimlerin alinmasinda da problemler yasayabile-
cegimizden dolayi integral doniigiim yontemleriyle (Laplace ve Fourier) kargilagtirdigimizda
bu yontemin bizi sonuca ¢ok daha kolay ulagtirdigimi goriiriiz. Bu iki yontemde de lineer
olmayan problemlerin ¢oziilememesi ise ayr1 bir sorun iken diferansiyel doniigiim yontem-

inin lineer ve lineer olmayan problemlerin ¢oziimiiniin yani sira, siirekli olmayan sinir



sartlarina sahip problemlerin ¢oziimiinde de calistigini gorebiliriz.

1996 yilinda diferansiyel doniistimiin tanimi verilmig ve bu yontem Sturm-Liouville
problemine uygulanmistir. Bu yontem sayesinde bazi basit matematiksel iglemlerle ¢-yinci
ozdeger ve 6zvektor hesaplanmigtir [1].

1999 da kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri icin iki boyutlu diferansiyel donii-
siim yontemi kullanilmistir. Oncelikle iki boyutlu diferansiyel doniisiim teorisine giris
yapilmis, ikinci olarak, bir PDEs probleminin iki boyutlu diferansiyel doniisiimii alinarak,
fark denklemlerinin bir kiimesi elde edilmistir. Son olarak degisken katsayili ve sabit
katsayili PDE problemleri sunulan bu metot ile ¢oziilmiis ve hesaplanan sonuclar diger
analitik veya yaklagik metotlar ile kargilagtirilmigtir [2].

2003 yilinda kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin baglangic deger problemlerinin iki
boyutlu diferansiyel doniigiim yéntemi ile ¢oziimii aragtirilmigtir. Yeni teoremler eklenmis
ve bazi lineer ve lineer olmayan PDEs bu metot kullanilarak ¢oziilmiigtiir. Bu caligmada,
ayrica iki difiizyon probleminin analitik ¢oziimleri elde edilmis ve bu ¢oziimlerin ayrigtirma
metodu ile elde edilen ¢oziimler karsilagtirilmigtir [3].

2004 yilinda lineer diferansiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimii, diferansiyel
doniigtim metodu ile ele alinmugtir [4].

Ayrica ii¢ boyutlu diferansiyel doniigiim metoduna giris yapilmig ve birinci adim igin
temel teoremler tanimlanmistir. Iki ve {ic boyutlu diferansiyel doniisiimlerin bir uygu-
lamas1 olarak lineer ve lineer olmayan PDE sistemlerinin kesin ¢oziimleri incelenmistir.
Sunulan metodun sonuglar1 ayrigtirma metodu ile karsilagtirilmigtir. Bu yéntemin niimerik
ve analitik ¢oziimler i¢in kullamigh bir arag oldugu anlatilmigtir [5]. Ayrica diferansiyel
doniisim metodu ile 6zel bir denklem olan Burgers denkleminin ¢oziimii aragtirilmig
ve baglangic sartinda verilerin degismesiyle diferansiyel doniisiim ile bulunan c¢oziimler
kargilagtirilmigtir [6].  Yiiksek mertebeden baglangig deger problemlerinin diferansiyel
doniigiim yontemi ile uygulamasina ise yine ayn yilda yer veril mistir. Ayrica bulunan
¢oziimler analitik ¢oziimler ile kargilagtirilmigtir [7].

2005 yilinda ise kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in n boyutlu diferansiyel
metodun genellestirilmesi verilmistir [8]. Verilen bu metodun digerlerinden ayri olarak
ozelligi ozellikle lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢ozmekte etkili olmasidir. Bu
metodu orneklerle agiklamak i¢in bulunan sonuclar birkac baglangi¢ ve smir deger prob-

lemlerine uygulanmigtir.



Ayrica 2005 yilinda adi tiirevli diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimleri icin de
diferansiyel doniigiim metodunun bir genellemesi verilmistir [9].

Kesirli diferansiyel denklemlerin analitik c¢oziimleri ¢ok kolay elde edilemediginden
dolay1, daha cok yaklagik ve niimerik teknikler kullanmilmaktadir. Biz bu caligmamizda
diferansiyel doniigiim yontemini kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere 6zellikle kesirli
mertebeden Sturm-Liouville problemlerine uygulayarak, bu yontem yardimiyla ¢oziimler
elde edecegiz.

Kesirli diferansiyel doniigiim yontemi ilk olarak Zhou tarafindan 1986 yilinda miihen-
dislik alaninda uygulanmigtir [10]. Bu yontem polinom formunda olugturulan Taylor
seri acihminm temel alan bir yontemdir. Bilinen yiiksek mertebeden Taylor seri yontemi
sembolik hesaplamalar gerektirmektedir. Ancak, diferansiyel doniisiim yontemi, iteratif
olarak elde edilebilen bir polinom seri ¢oziimiidiir. Son zamanlarda diferansiyel doniistim
yontemi, kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinde
basarili bir gekilde kullanilmaktadir. Ayrica lineer olmayan denklemlerin ¢oziimleri Ado-
mian polinomlarina gerek kalmadan ¢oziilebildigi i¢in diferansiyel doniigiim yontemi, Ado-
mian ayrigtirma yontemine gore daha avantajhdir.

Ayrica operatorlerin spektral teorisinden kisaca s6z etmek gerekirse bu galigmalarda
genellikle Sturm-Liouville problemleri goz éniine almir. Ozdegerler, 6zfonksiyonlar, norm-
lagtirict sayilar, spektral fonksiyon gibi spektral veriler tanimlanir ve farkli yontemlerle
bunlar i¢in asimptotik formiiller bulunur. Regiiler ve singiiler olmak tizere iki tiir diferan-
siyel operator tanimlanmig ve bunlarin spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi
sonlu ve katsayilar: siirekli fonksiyonlar olan diferansiyel operatorlere regiiler; tanim bol-
gesi sonsuz veya katsayilari (bazilar1 veya tamami) toplanabilir olmayan (veya her ikisi
saglanacak sekilde) diferansiyel operatorlere singiiler denir. Ikinci mertebeden regiiler
operatorler icin spektral teori giintimiizde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. as-
rin sonlarinda ikinci mertebeden diferansiyel operatorler icin sonlu aralikta regiiler sinir
sartlar1 saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin
dagilimi G. D. Birkoff tarafindan incelenmistir. Bu konularda c¢ok sayida cgalismalar

yapilmigtir [11-12].



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1. Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin bir veya daha c¢ok bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini igeren bir denkleme diferansiyel denklem denir [13].

Tamim 2.1.2. Bir veya daha ¢ok bagimh degiskenin bir tek bagimsiz degiskene gore
cesitli mertebeden adi tiirevlerini ihtiva eden bir denkleme adi diferansiyel denklem denir
[13].

Tanmim 2.1.3. Bir veya daha ¢ok bagiml degiskenin en az iki bagimsiz degikene gore
cesitli mertebeden kismi tiirevlerini ihtiva eden denkleme kismi diferansiyel denklem denir
[13].

Tanim 2.1.4. Eger katsay1 fonksiyonlarindan biri veya tiimii x degigkeni ile bir-
likte veya tek bagina bilinmeyen y fonksiyonunu igeriyorsa denkleme lineer olmayan, bu
katsayilar y den bagimsiz ise lineer diferansiyel denklem denir [13].

Tanmm 2.1.5. a;y™ + ... + a,y = f(z) ifadesinde f(z) = 0 ise bu diferansiyel
denkleme homojen diferansiyel denklem denir [13].

Tanim 2.1.6. Diferansiyel denklem ¢oziildiigiinde elde edilen ¢oziim fonksiyonu denk-
lemin mertebesi kadar keyfi sabit icermek zorundadir. Bu tiir ¢dziimlere genel ¢oziim
denir. Genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere verilen bir deger sonucunda elde edilen ¢oziime 6zel
¢oziim denir. Genel ¢oziimdeki keyfi sabitlere deger verilerek elde edilemeyen coziimlere
ise tekil ¢oziim denir [13].

Tanum 2.1.7. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri iizerinde
bagimsiz degis-kenin ayni degerleri icin verilen sartlar altinda coziimlerinin problemine
baglangic deger problemi denir. Benzer olarak bilinmeyen fonksiyon ve bunun tiirevlerinin
tizerinde bagimsiz degiskenin farkli degerleri icin verilen sartlar altinda ¢oziimlerinin prob-
lemine smir deger problemi denir [13].

Tanmim 2.1.8. Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime operator denir
[14].

Tanim 2.1.9. A sinirh lineer bir operatér ve x herhangi bir topolojik uzay olsun.
Ax = Mx egitliginde z # 0 ¢oziimii i¢in elde edilen N'ya A'min 6zdegeri, x’e ise A'nin
ozfonksiyonu denir [14].

Tanmim 2.1.10. L herhangi bir elemanlar ciimlesi iizerinde tanimlanmig bir operator

olsun. y # 0 olmak tizere Ly = Ay esitligini saglayan y, L operatoriiniin 6zfonksiyonu, A



ise 0zdegeri olsun.

L=——+q(x), z¢€]la,b

seklinde tanimnli operatore Sturm-Liouville operatorii denir.
Burada ¢ (), [a, b] araliginda siirekli reel degerli fonksiyondur.
Ayrica
" +aq(@)y =y

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklemin spektral 6zellikleri bu-
lunurken genelde 3 tiir sinir sartlariyla goz 6ntine alinir.

1. Ayrik sinir sartlar:

y(a,A\)cosa+y' (a,\)sina =0

y(b,A\)cos B4y (b,\)sinf3 =0

2. Periyodik simir sartlarn

y(a,A) =y 0,7), v (a,A) =y(bA)

y(a,A) ==y (b,A), ¥ (a,A) ==y (b,})

3. Uclar sabitlenmis sinir gsartlar:

y(a,A)=y(,A) =0

y'(a,A) =y (b,A) =0

seklindedir.

Sturm-Liouville denklemine verilen sinir sartlariyla birlikte Sturm-Liouville problemi
denir [14].

Tanmim 2.1.11. Gamma fonksiyonu faktoriyelin reel sayilara genigletilmig halidir.

Re z > 0 olmak iizere agagidaki sekilde tanmimlanr [15].

I'(2) —/ e 't*"'dt, 2€N
0

Gamma Fonksiyonunun Temel Ozellikleri

1. Gamma fonksiyonu,

['(z+1) ==2I'(z2)
esitligini saglar.

2. Z=-n,(n=0,1,2,...) noktalarmda basit kutba sahip olmak {izere,

1 00
['(z) = / et dt + / e "t dt,
0 1

6



elde edilir.
3. 1 < p < oo ve eslenigi q ile Holdier esitsizligini I' fonksiyonuna uygulayabiliriz.

0 <2,y < oo olmak iizere

ri+Y%) = /Ootx/pﬂ/q_le_tdt
q

0

o0 z y_ 1_1
= / tr e e tdt
0

— /OO(taz—le—t)l/p(ty—le—t)l/th
0

/Oo(tx—le—t)l/p /Oo(ty—le—t)l/th
0 0
< D(2)'D(y)"e

x
p

IN

r. Y 2P ()4
rC+y) = z() 1F(y)

LYy Ipe)-
(Z+7) = JT@ )

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. Gamma fonksiyonu yardimiyla bazi degerler hesap-

lanmig olup asagidaki tabloda verilmigtir.

I'(0) | Tanmimsiz
r¢) | V7
' |1
OREY:
re |1
NOREYG
I'g) |2
['(o0) | 00

Tablo 2.1.



Tanim 2.1.12. erf(x) ile gosterilen hata fonksiyonu

2 T
erf(a:) = 7/ €_t dt
™ Jo

seklinde tammlanir [15].
Bu fonksiyona iligkin asagidaki degerler ve esitlikler mevcuttur.

1. erf(—x) = —erf(z)

2. erf(0) =0
3. erf(o0) =1
Tanim 2.1.13.
oo K
w(za,f) = ) ==
kz; KT (ak + B)

bagntisiyla tanimlanan fonksiyona Wright fonksiyonu denir [15].

Tanim 2.1.14.
1 s
J(2) = —= / cos(y0 — zsinf)dl
! VT Jo
seklinde tamimlanan fonksiyona Anger fonksiyonu denir [15].

Tanim 2.1.15. Riemann Liouville kesirli tiirevi,

qg>0,g€R ven—1<q<n,n € N olmak iizere,

df(z) 1 /’” f(t)
dre  T(n—q)dam J, (v —t)l-nta
seklindedir [15].
Tamim 2.1.16. Riemann Liouville kesirli integrali,

q>0,g€R ven—1<q<n,n € N olmak iizere,

e 1t )
- >/o< o

dx—1 I'(q x —t)l-a

seklindedir [15].
Tanim 2.1.17. e¢* iistel fonksiyonun genellestirilmesi olan ve 1903 yilinda Mittag-
Leffler tarafindan bulunan bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
o0 k
z
E.(z) = -
(2) kz; T(ak +1)

olarak ifade edilir. Iki parametreli fonksiyon tipi ise



>0 >0
z;l“odf—l—ﬁ a>0,p

seri agilimi geklinde tanimlanmigtir [15].

Tanim 2.1.18. f(¢) fonksiyonu alinirsa « ve ¢ noktalari limit noktalar: degerleri iizere

oD} f(t) = lim h™ p?—l)’"cm r)f(t—rh)
esitligi saglanir.

Burada m = p ise m. dereceden tiirevi, m = —p ise m-kath integrali temsil eder.
Ayrica sunu da belirtelim ki v reel bir say1 olmak iizere f(t) = (¢t — a)”seklindeki fonksi-
yonlarin kesirli tiirevleri Grunwald-Letnikov tarafindan tanimlanan
I'(v+1)

DV (t—a) = —— L
t( a) F(V—p—i—l)

(t—a)?

formiilii ile hesaplanir [15].

Tamim 2.1.19. Ei(v, a) ile gosterilen Mellin-Ross fonksiyonu e {istel fonksiyonunun
kesirli integralini alirken kullanilir. Bu fonksiyonun 6zelligi hem Gamma fonksiyonu hem
de Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden yazilmasidir. Oyle ki

Ei(v,a) = t"eT*(v,at)

o0

Ev,a) = Z F(L

k+v+1)
= tUELU_H (Oét)

seklinde olup, burada

(v, t) = ﬁ /Ot ez dz, v>0
ifadesine de tamamlanmig Gamma fonksiyonu denir [15].
Tanmim 2.1.20. Riemann Liouville yaklagimi ¢ = a da kesirli tiirevin limit degerleriyle
verilen baslangic sartlarmi icermektedir. Ornegin;
lim; ., DY f(t) = by,
limy ., DY 2 f(t) = by,

hmt_m Dta_nf(t) =



Burada by, k=1,2,3,...,n dir. Boylece baslangic kosullarindan olusan baslangic deger
problemi Riemann-Liouville yaklagimi ile basariyla ¢oziilebilir. Bu ¢oziimler pratikte kul-
lanigsizdir. Ciinkii boyle baglangic sartlarinin fiziksel kargiligi mevcut degildir. Bu durum
M.Caputo tarafindan geligtirilen, ¢ (a), v” (a),..., gibi tamsayr mertebeden tiirevlerin
t = a noktasindaki limit degerlerini igeren kesirli tiirevlere sahip diferensiyel denklem-
ler i¢in verilen baglangic-deger problemlerinin baglangi¢ sartlarini formiiliize eden Caputo
yaklagimi ile ¢oziilmiigtiir. Caputo kesirli tiirev tanmmi, f(t) fonksiyonu n defa siirekli

diferansiyellenebilir olmak iizere n — 1 < ¢ < n i¢in

g e

I'(n —« t —r)ati-n
olarak Caputo tarafindan tammlanmgtir [15].
Tanim 2.1.21. X bir metrik uzay olsun. Eger T" operatorii agagida verilen kogullari
saglarsa bu operatore "Daralma Doniigtimii" denir [16].
. T: X - X

2. Vx,y € X i¢in 0 < o < 1 olmak tizere
d(Tx], Tly]) < ad(z,y)

dir.

Tanim 2.1.22. X ve Y Banach uzaylar1 ve A : X — Y lineer operatorii verilsin.
Eger A operatorii X uzaymin her sinirh kiimesini, ¥ uzayimin bir 6n kompakt kiimesine
geviriyorsa A’ya kompakt lineer operator veya tamamen siirekli lineer operator denir [16].

Tanim 2.1.23. C|0, 1] uzaymmn bir F' alt kiimesini ve bir a € [0, 1] 6gesini alalim.
Herhangi bir £ > 0 sayis1 verildiginde her x € Bs(a) ve her f € F icin | f(z) — f(a) |< e
olacak gekilde § > 0 sayis1 bulunabiliyorsa F' ye a da egsiireklidir denir [14].

Teorem 2.1.1. X Banach uzayi1 ve T': X — X siirekli bir operator olsun.Bu takdirde
ya T sabit bir noktaya sahiptir yada {z € X |z = \T,, A€ (0,1)} ciimlesi simrsizdir
[16].

Teorem 2.1.2. A € C'(0,1) igin A kompakt ise gerek ve yeter kosul A kapali, sinirh
ve eg siireklidir. Banach uzayindaki kompakt operatorler mutlak siireklidir [16].

Teorem 2.1.3. K Banach uzay: olsun. F': K — K bir daralma doniisiimii olmak
tizere bu takdirde F' tek bir sabit noktaya sahiptir. Yani A € K oyle ki F(A) = A dir
[16].
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Teorem 2.1.4. D C R?, R? bir bslge olsun. 3K > 0 sayis1 6yle ki V(z,y;) ve (x,y2)
icin
| f(@yn) = f(2,y2) [S K [y — 2 |

sart1 saglaniyorsa f(z,y) fonksiyonu y degiskenine gore Lipschitz’dir denir [14].
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3. DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI

Diferansiyel doniigiim yontemi tek boyutlu, iki boyutlu, ii¢ boyutlu ve n boyutlu dife-
ransiyel doniigiim yontemi olmak iizere 4 ayr1 durumda incelenir. Bir boyutlu diferansiyel
doniistim yontemi adi tiirevli difarensiyel denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢oziimii
icin, iki ve ti¢ boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in, n boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi ise denklem
sistemlerini ve baz kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢ozmekte kullanilir.

3.1. Tek Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yo6ntemi

Bu yontem tek degisken icerdiginden adi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
icin kullanihir. Bu yonteme ge¢meden ¢nce diferansiyel operatoriin odzelliklerini inceleye-
lim.

(u(z) £ av(z) = Lu(z) + alv(z) (v keyfi sabit)

3. £ (u(2)v(2) = v (@) Lo (2) + (7)o (@) L () + ..
() Ao (@) (@) + 0 (@) v (o)

Tanim 3.1.1. w(x) diferansiyellenebilir fonksiyonunun doniigiim fonksiyonu W (k)

olmak tizere,

w(z)nin tek boyutlu diferansiyel doniigiimii

W (k) = % [dd—;w (:c)LO (3.1.1)

olarak tanimlanr [1].

Tanim 3.1.2. W(k) doniigiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniigiim fonksi-

yonu,
w(z) =Y W(k)a" (3.1.2)

bigiminde tanimlamr. (3.1.1) ve (3.1.2) esitlikleri dikkate alimarak agagidaki (3.1.3)
esitligi elde edilir.

w(z) = i% [dd—;w (:1:)] o (3.1.3)



(3.1.1) ve (3.1.2) denklemleri kullamlarak temel matematiksel operasyonlar yardimi
ile tek boyutlu diferansiyel doniigiim igin agagidaki teoremleri verelim [1].

Teorem 3.1.1. w(x), u(z) ve v(z) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger
w(x) =u(x)tv(x)

ise sirasiyla W (k), U(k) ve V (k) verilen fonksiyonlarm diferansiyel doniigiim fonksi-

yonlar1 olmak tizere

esitligi saglanir [1].

ispat.
1 [ dF
u(@) > U k) =4 s (x) »
ve
1 [ d*
v(z) >V (k)= o _ﬁv (x) »

olmak {izere

ise

Wk =+ [ @) 0 ()
=7 da:’fux v(x »
diferensiyel operatoriin 1. 6zelliginden
1 [ dF dF 1 [ dF 1 [ dF
U(k) V(k)

elde edilir.
Teorem 3.1.2. w(z) ve u(z) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. ¢ € R olmak
tizere eger
w(x) = cu(x)
ise sirasiyla W (k) ve U(k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksiyonlar:
olmak tizere agagidaki esitlik saglanir.

W (k) = cU (k)
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ispat .

oldugundan

olmak {izere

olur. Diferansiyel operatoriin 1. 6zelliginden

W (k) = C% [dd—;u (x)} =i

olarak bulunur.

Teorem 3.1.3. w(x) ve u(zx) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

w(x) = d%:u (x)

ise sirasiyla W (k) ve U(k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksiyonlar:

olmak {izere

W(k)=Fk+1)U(k+1)

esitligi saglanir [1].

ispat.
(0= U = [z )]
u(r) — =— |—u(x
k! | dxk o0
oldugunu biliyoruz.
du(z
wie) = dEc)

olmak {izere

W) = [j—; (%“(”“"))Lo

diferansiyel operatoriin 2. 6zelliginden
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1 dk—H 1 dk+1
_ = —(k+1
Wk = 7 [dm’fﬂu(m)Lo b+ 1) G [dxkﬂu(x)] »
U(k+1)

= (k+1)U(k+1)

elde edilir.
Teorem 3.1.4. w(z) ve u(z) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. € N olmak
uzere

w (37) = drsx(rx)

ise sirasiyla W (k) ve U(k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksiyonlar:
olmak {izere

(k+r)!

WkE)=k+1)(k+2)...(k+r)U((k+r)= I

Uk+r)

esitligi saglanir [1].
Teorem 3.1.5. w(x), u(x) ve v (x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. r» € N
olmak tizere eger

w(z) =u(z)v(x)

ise swrastyla W (k) , U (k) ve V (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksi-

yonlar1 olmak tizere

esitligi saglanir [1].
ispat.
@) — U =+ [ Lo (2) — V (k) v ()
— = — | — R — = — | —
ulxr k‘ dxku €T L ve v (X k‘ dl‘k

olmak tizere w (z) = u (z) v (z) ise W (k) = & [% (u(z)v (3:))} olur.

Diferansiyel operatoriiniin 3. 6zelliginden
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Wik = o [v(rc) o (@L(J*E Kl
[ ie]

+ +%(k ﬁ'l), df,:lu(@ dciu(x)LO
+% [u (2) dd—;v (x)} B

i) = 5| (@) o]+ ht e @ @
T % G fll)! [df;jlv(x)%u(x)]xo

olur.

=0

Teorem 3.1.6. w (z) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. m € N olmak iizere eger

w(zr)==z

ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doniigiim fonksiyonu olmak iizere asagidaki

esitlik saglanir
1, k=m

W(k)=6(k—m)=
0, aksi halde

Ispat. Ispata once [%xm} ifadesinin egitini aragtiralim. Burada kargimiza 3

=0
durum c¢ikmaktadir.
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1. Durum: k£ < m durumu

[%xmhzo =[m(m-1)...(m—k+1)am* =0

1 [ d* 0
W k —_ — — = — =
B =% [daﬁkm LO i
2. Durum: £ = m durumu

[j—xm} —[m(m—1)...(m—m—+1)zm"]_ =ml
1 [d” 1
W(m) = — | 2—am| = Zml=1
(m) m! [d:z:mjlj Lo ml
3. Durum: £ > m durumu
[%xm} o =Im(m-1)..(m—m+1)0],_, = 0 olur.
1[d 0
W(k)=— |—a™| =—=
B =% [daﬁkm LO i

Bu 3 durum goz niine alinarak w (z) = 2™ olmak tizere

L,
W(k)=6(k—m)=
0, aksi halde

k=m

olur. w(z) in baz1 degerleri i¢in elde edilen W (k) degerlerinin bazilar1 asagidaki

tabloda verilmigtir.

w(r)=a W (k) = ad (k)
w(r) = ax W (k) =aé (k—1)
w () = ax? W (k) = ad (k —2)
w(z) = ax® W (k) =ad (k—5)
w(z) =628 +72> - 13 | W (k) =66 (k—8)+ 75 (k — 3) — 130 (k)

Tablo 3.1
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Teorem 3.1.7. w (x), u(x) ve v (x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

d2

w(x) =u(x) 730 (x)

ise sirasiyla W (k) , U (k) ve V (k) verilen fonksiyonlarm diferansiyel doniigiim fonksi-

yonlar1 olmak tizere

Wk)y=Y (k—r+2)(k—r+ 1)U @)V (k—r+2)

r=0
esitligi saglanir [1].
Ispat. Once f(z) = dd—;v (x) ’e kargilik gelen diferansiyel doniigiimii bulalim. Teorem

31l4tenr=2icin F (k) =(k+1)(k+2)V (k+2) olur.

Teorem 3.1.5 ten iki fonksiyonun carpiminin diferansiyel doniigiim fonksiyonuna gore

k
W(k)y=Y _U(r)F(k—r)
r=0
seklinde olur. Buradan
Flk—r)=k—-r+1)(k—r+2)V(k—1r+2)

elde edilir. Bu iki ifadeden de

W) =S (k—r+2)(k—r+1) U@V (k—r+2)

r=0
esitligi bulunur.

Teorem 3.1.8. w (), u(x) ve v (x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

ise sirasiyla W (k) , U (k) ve V (k) verilen fonksiyonlarm diferansiyel doniigiim fonksi-

yonlar1 olmak {izere agagidaki esitlik saglanir [1].

W)=Y (r+1)(k—r+1)UFr+1)V(k—r+1)

r=0

Ispat. f(z)=-Lu(z)veg(z)=-Lv(z)olsun. Buradan F (k) = (k+ 1)U (k+ 1) ve

G(k) = (k+1)V(k+ 1) olur. Teorem 3.1.5 iki fonksiyonun ¢arpimminin diferansiyel

doniisiim fonksiyonundan



seklindedir. Burada
F(ry=(k+1)U((k+1) ve Gk)=(Ek+1)V(k+1)

olur. Sonug olarak

W)=Y (r+1)(k—r+0)UFr+1)V(k—r+1)

r=0
bulunur.
Teorem 3.1.9. w(x), u(z) ,v(z) ve s(z) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.
Eger

w(x) =u(z)v(x)s(z)

ise swrasiyla W (k), U (k), V (k) ve S (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere

B

W k) =U k) @V (k Xk: UV Sk=r—t)

r=0 ¢

<

Il
=)

esitligi saglanir [1].

Ispat. f(z) = v(x)s(z) olsun.Teorem 3.1.5 iki fonksiyonun carpimimin diferansiyel
doniigiim fonksiyonundan F (k) = Y2F_ V() S (k — r) olur. Burada

w(x) = u(zx) f (x) olacaktir. Teorem 3.1.5 ten

r=0
yazabiliriz.
k—r
Flh—r) =S V() Sk—r—t)
t=0
denklemde yerine yazilirsa
k  k—r
W)=Y > UEV{t)Sk-r—t)
r=0 t=0

olup, ispat tamamlanmig olur.
Teorem 3.1.10. w (), u(x),v (z) ve s (x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Eger



ise swrasiyla W (k) , U (k), V (k) ve S (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere
k
WE) =YY (k=r—t+1)(k=r—t+2UN)V () S(k—r—t+2)

esitligi saglanir.

Ispat. g(z) = dd s (z) olsun. Buna kargilik gelen diferansiyel doniisiim fonksiyonu

G(k)=(k+1)(k+2)S(k+2) buradan f (z) = v (x) g (x) olur.

Teorem 3.1.5 iki fonksiyonun ¢arpiminin diferansiyel doéniisiim fonksiyonundan

Gk—r)=Fk-r+1)(k—7+2)S(k—r+2)

olur. Sonug olarak w () = u (x) f (x) olacaktir. Teorem 3.1.5 ten

r=0
elde edilir. .
Fk=r) =Y V{#)G(k—r—t)
t=0
denklemde yerine yazilirsa
k k—r
WE =YY (k=r—t+1)(k=r—t+2JU)V () S(h—r—t+2)
r=0 t=0

olup boylece ispat sonuglanir.

Teorem 3.1.11. w (x) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. A € R olmak iizere eger
w(x)=a

ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doniigiim fonksiyonu olmak tizere

A (In a)
esitligi saglanir.
Ispat. (3.1.1) den
1[a 1[dk
W(k)=—|-—— = — |—a™
( ) k! [dka(x)]xo k! [dxka :|J?0



olur. Simdi £ nin aldig1 degerlere gore W (k) degerlerini hesaplarsak

k =0 i¢in
1 . 1
W(O)*&[a }%0*&:1
k =1 ic¢in
d Az o 1 AT o 1
W(l) = T [%a L Ofﬁ[)\lnaa ] 0 ﬁ)\lna
k =2 i¢in
1 d? Az 1 2 2 Xz 1 2 2
W(Q):E [@ :|x 0—5 |:)\ (lna) a }az 0—5)\ (lna)
k =3 i¢in
1 a? Az 1 3 3 Az 1 3 3
W(3):§ [@a :|x0_§ |:)\ (lna) a L:ozﬁ)‘ (lna)
bu degerlerden anlasilacag: gibi
AF (Ina)*
w (k) — 20

esitligi saglanir.

Teorem 3.1.12. w (x) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. A € R olmak iizere eger
w(zr)=e

ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doéniigiim fonksiyonu olmak iizere

A
esitligi saglanir [7].
ispat. Teorem 3.1.11 den a = e alinirsa
A (Ine) AP
W(k) = T

olur.

Teorem 3.1.13. w (x) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. A € R olmak iizere eger

w (33‘) — eAa:+b
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ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doniigiim fonksiyonu olmak iizere

A
Wk) =35
esitligi saglanir.

— b — o

Ispat. w(z) = e el olmak tizere

teorem 3.1.2 den ve diferansiyel doniisiimiin lineerlik ozelliginden u (x) = e ve €’ yi

sabit olarak alirsak, W (k) = U (k) € olur. Teorem 3.1.12 den U (k) = ’\?T oldugu biliniyor.

Sonug olarak

bulunur.

Teorem 3.1.14. w (z) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger
w (x) = sinh (Ax)
ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doniigiim fonksiyonu olmak iizere

AL tek ise

W(k)y=3 "
0 k cift ise
esitligi saglanir.
ispat.
w (x) = sinh (A\z) = L;_/\x = e 6_2/\x

olur. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 den

olur.
k tek ise i
LA (=N A
W@>§<ﬁ‘ m)%?
k cift ise
1A (=N
W(k)==|— — =
(k) 2 (k! k! 0
olur.

Teorem 3.1.15. w (x) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger
w (x) = cosh (A\x)
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ise W (k) verilen fonksiyonun diferensiyel doniigiim fonksiyonu olmak iizere

0 k tek ise
W (k) =

’\k—T k cift ise

esitligi saglanir.
Teorem 3.1.16. w (z) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. a,b € R olmak iizere
eger
w (x) = sin (azx + b)
ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doéniigiim fonksiyonu olmak iizere

W (k) = %Tsin (ngrb)

esitligi saglanir [7].
Ispat. w () = sin (az + b) ise (3.1.1) den bu fonksiyonun diferansiyel déntisiim fonksiy-

onu

W (k) = % [j—; sin (az + b)]

simdi k& nin aldig1 degerlere gore W (k) degerlerini hesaplarsak

z=0

k =0 igin
1 L Loogin (U7
W(O):&[sm(ax—i-b)]x:():@sm(b):ﬂaosm (E—i_b)
k =1 igin
W) — 1[d . b 1 b
(1) = T %sm(a:c—ir ) xzofﬁ[acos(ax"‘ M=o
1 1 ym
= qyacos (b) = 7osin (5 + b)
k = 2 igin
W) = 2L gn@ert)] =2 [—a?sin(az+ )
= o |z sin(ax T @ sm{ax 2=0
B 1 5. by (27
= 5 sm(b)f—ia sin (7 —i—b)
k = 3 igin
S N ; _ L b
(3) = 3 %sm(a:c—i- ) x:oiﬁ [—a cos (az + )L;:o
o 1 3 o 1 3 3T
= —gcosa (b)f—ia sin (7 —i—b)
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bu degerlerden anlasilacag: gibi
k

W (k) = %sin (ngrb)

dir.
Teorem 3.1.17. w (z) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. a,b € R olmak iizere
eger

w (x) = cos (ax + b)
ise W (k) verilen fonksiyonun diferansiyel doniigiim fonksiyonu olmak iizere

k

W(k) = %cos (gk—i-b)

esitligi saglanir [7].

Teorem 3.1.18. w (z) ve u(x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. k& € R

olmak tizere eger

ise W (k) ve U (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniisiim fonksiyonlar: olmak

lizere
Uk—1)

W (k) = —=

esitligi saglanir [17].
Ispat. Ispata gecmeden once analizden iyi bilinen bir yardime: teorem verelim.

Lemma 3.1.19. f : [a,b] — R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a, b] iizerinde
P = [foa
Zo

esitligi ile tamimli F fonksiyonu f nin siirekli oldugu her noktada tiirevlidir ve

dir. Bu teoremden hareketle
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olur. O halde asagidaki esitlik saglanir.

k+D)W (k+1) = U(k)
_ U®
WD) = g
Wi(k+1) = U(kk_l)

ise W (k), U (k) ve V (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim fonksiyonlar:

olmak {izere

Uk—-1)

esitligi saglanir [17].

Teorem 3.1.21. w (x), u(z) ve v (x) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

ise W (k), U (k) ve V (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim fonksiyonlar:

olmak {izere
Uk-1)eV(k-1)
k

W (k) =

esitligi saglanir [17].

3.2. ki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Yéntemi

Tanim 3.2.1. w(z,y) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun dife-
ransiyel doniigiim fonksiyonu W (k, k) olmak iizere, w (z,y)nin iki boyutlu diferansiyel
doniigimii

1 orth

olarak tanimlanir [10].
Tanim 3.2.2. W(k,h) doniigiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniigiim

fonksiyonu,

w(x,y) = Z Z W (k, h)xkyh (3.2.2)

k=0 h=0
bi¢imde tammlanir. (3.2.1) ve (3.2.2) esitliklerini dikkate alarak asagidaki esitligi elde

edebiliriz.
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> 1 6k+h
o) = 3 [ty (623
k=0 h=0

=0
y=0
(3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri kullamlarak temel matematiksel operasyonlar yardimi
ile iki boyutlu diferensiyel doniisiimii i¢in agagidaki teoremler ispat edilebilir [10].
Teorem 3.2.1. w (z,y), u(z,y) ve v (x,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Eger

w(r,y) = u(r,y) & v(z,y)

ise sirasiyla W (k,h), U (k,h) ve V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere

W (k,h) = U (k,h) £V (k, h)

esitligi saglanir [10].

ispat.
1 T 6k+h
u(@,y) = Uk h) = 1 _WU(%Z/)_ -
y=
1 T 8k+h
v(z,y) = Vi(k,h) = _WU(% y)_ -
y=
olmak tizere
w(z,y) = u(z,y) £ v(z,y)
ise
1 6k+h
W 1) = i | () £ y))L8
-
diferansiyel fonksiyonun 1. ¢zelliginden
1 8k+h 8k+h
W(k,h) = — |=—— + —
k) = | oo 0) £ o (x’y)Lg
y=
1 dk+h 1 dF+h
— _ - :l: _ -
kI [dxkdyhu(x’ y>Lo klh! ldxkdyhv(x’y)]xo
N =9 v=9
U(koh) V(ih)
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W (k,h) = U (k,h) £V (k, h)

elde edilir.
Teorem 3.2.2. w(x,y), u(z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. ¢ € R

olmak tizere eger

w(z,y) = cu(z,y)
ise sirasiyla W (k, h) ve U(k, h) verilen fonksiyonlarmm diferansiyel déniigiim fonksiyon-

lar1 olmak tizere

W (k, h) = U (k, h)

esitligi saglanir [10].

ispat.
1 [ okth
u(g;"y) —U (k,h,) = m [Wu(xay)] ng
y—
oldugundan
w(z,y) = cu(z,y)
ise
1 [ ok+h
W (k,h) = FATA [Wcu(%y)}xg
y—

olur. Diferansiyel fonksiyonun 1. 6zelliginden

W (k, h 1 78k+h Uk, h
( ) )*Cm [83:’“83/’1“(3;’3!)]9&00 ( ) )

y=0
olarak bulunur.

Teorem 3.2.3. w (z,y), u(x,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

u (z,y)

w(iﬁ,y):T

ise swrasiyla W (k,h) ve U (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksi-
yonlar1 olmak tizere

W (k,h) = (k+ 1)U (k+1,h)

esitligi saglanir [10].

27



Ispat. u(z,y) — U (k,h) = = [aakgzhu(x y)LZO oldugunu biliyoruz.
(:1: y) M ise

y=0

k,h, agzgyl s-u (T y))}xzo dir. Diferansiyel fonksiyonun 2. 6zelliginden
y=0
1 8k+h+1
Wikh) = laxkﬂayh“(x’ y>L8
y:
1 Heth+1
= (k+1
(k+1) (k4 1)!A! [&ckﬂﬁyhu(%y)] z=0
y:

= (k+ 1)U (k+1,h)

elde edilir.
Teorem 3.2.4. w(x,y) ve u(x,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

du (z,y)

winy)=—5,
ise sirasiyla W (k,h) ve U (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksi-

yonlar1 olmak tizere
W(k,h)=(h+1)U(k,h+1)
esitligi saglanir [3].
Teorem 3.2.5. w(x,y) ve u (z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. r, s € N

olmak tizere eger
0" u (z,y)
ox"0y*

ise swrasiyla W (k,h) ve U (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim fonksi-

w (l‘,y) =

yonlar1 olmak tizere
W(k,h)=(k+1)(k+2)...(k+7r)(h+1)(h+2)...(h+s)U(k+r,h+s)

esitligi saglanir.
Teorem 3.2.6. w(z,y), u(zr,y) ve v(z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun-

lar.Eger
w(,y) = u(,y)v(z,y)

ise swrasiyla W (k, h), U (k,h) ve V (k) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak iizere asagidaki esitlik saglanir.



ispat .

1 8k+h
u(@,y) = Uk h) =1 [Wu(ﬂf,y)]xg
y—
1 okth
v,y) = V(kh) = [WU(% y)LO
Yy
olmak iizere w (z,y) = u (z,y) v (x,y) ise
1 okth
Wk - [Way Do)
Y=
1 K\ 0 o1
= T u(z,y) + (1) 5.0 (@) 5 au(zy)

k
(5 "
8k—1 o ak
bt () gmr @d gru o) + o) o o)
1 K\ (b " ok
= 2 \\o 07 373/)8k(73/)+
h k+

k!

k 8h_1 o 1

(0) (1 T“(%Z/)mu(%y)
+..

1
k 8h+1 8k_1
“(6)(0)
+ k\ (B LU(:U )Lu(x )
1/\1)oy10x Y Ork—10y Y

(g)v (@,9) 3%
k
v (

=
h
' 0/\1

MU (z,y) WU (z,y)

k h 8h—s+r 6k—r+s
et (S)WU(%Z/) PR (2, y)
2\ ) g (20w 8yhu T,y »
y=0

r=0 s=0 —
y=0
-y : N2 ) 2 ey
"—0 =0 (k—r)lst(h—s)r! [\r /) \ s/ 0zk—T0ys Y OxrJyh—s Y -0

elde edilir.

Teorem 3.2.7. w (z,y) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. m € Z olmak iizere eger

w(x,y) =z"y"
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ise W (k, h) verilen fonksiyonun diferansiyel doniigiim fonksiyonu olmak iizere

1, k=muveh=n

0, aksi halde

Wi(k,h) =d(k—m,h—n) =

esitligi saglanir.[3].
Teorem 3.2.8. w (z,y), u(z,y) ve v (x,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.
Eger

w(e,y) = u(r,y) L)

ise sirasiyla W (k,h), U (k,h) ve V (k, h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere

=3 (k—r+2)(k—r+ 1)U (r,h—s)V(k—r+2,s)

r=0 s=0
esitligi saglanir [3].
Teorem 3.2.9 w(x,y), u(x,y) ve v(x,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Eger
~ Ou(z,y) 0v (z,y)

ise sirasiyla W (k,h), U (k,h) ve V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere

0=y

r=u s

(r+1)(k—r+1)U(r+1Lh—s)V(k—r+1,s)

M:

Il
=)

esitligi saglanir [3].
Teorem 3.2.10. w (z,y), u(z,y) ve v (z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Eger
~ Ou(z,y) Ov (z,y)

ise sirasiyla W (k,h), U (k,h) ve V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak iizere asagidaki esitlik saglanir.

Wk h)=> Y (s+1)(h=s+ 1)U (rh—s+ 1)V (k—rs+1)
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Teorem 3.2.11. w (z,y), u(z,y) ve v (z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Eger
_ Ou(w,y) 0v(z,y)

ise sirasiyla W (k,h), U (k,h) ve V (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak iizere

khzzz —r+ D) (h—s+ DU (k—7+1,5)V(rh—s+1)

esitligi saglanir [3].
Teorem 3.2.12. w (z,y), u(z,y), v (z,y) ve s (z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsunlar. Eger
w(w,y) = w(z,y)ulz,y)v(zy)s(zy)
ise sirasiyla W (k,h), U (k,h), V(k,h) ve S (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel
doniisiim fonksiyonlar: olmak {izere agagidaki esitlik saglanir.

5

r=0

B

Z U(r,h—s—p)V(t,s)S(k—r—t,p)

s=0 p=0

<
('IJ

if
o)

Teorem 3.2.13. w (z,y), u(z,y), v (z,y) ve s (z,y) diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsunlar. Eger
0%s(z, y)
w(a:,y) - U(l’,y)U(l’,y) W
ise sirasiyla W (k, h), U (k,h), V(k,h) ve S (k,h) verilen fonksiyonlarin diferansiyel

doniisiim fonksiyonlar: olmak {izere

esitligi saglanir [3].

3.3. U¢ Boyutlu Diferansiyel Déniisiim Yontemi

Tanim 3.3.1. w (z,y,t) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, w (z,y, t)’nin
ii¢ boyutlu diferansiyel doniisiimii

1 k+h+m
W (k, h,m) = 0

t 3.3.1
E'him! 8xk8yh8tmw(x’y’ ) 0.0,0) ( )
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olarak tanmimlanir. Burada daha ¢nce de oldugu gibi, dikkat edilecek olursa doniisiim
fonksiyonunu temsil etmek icin biiyiik harfler, orijinal fonksiyonu ifade etmek igin de
kiigiik harfler kullamlmigtir [4].

Tanim 3.3.2. W (k, h,m) doniigiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters doniigiim

fonksiyonu,

w(z,y,t) = Z Z Z W (k, h,m) xFyht™ (3.3.2)

olarak tammmlamr. Iki boyutlu diferansiyel doniisiim yonteminde oldugu gibi (3.2.3)

esitligine benzer gekilde (3.3.1), (3.3.2) denklemleri dikkate alinirsa,

oo o0 o0

6k+h+m
w(x,y,t) =
k=

1
k!h!m! [Gx’fﬁyh@tm

w(z,vy, t)] wkyhm (3.3.3)
(0,0,0)

0 h=0 p=0
yazabiliriz.
Uc boyutlu diferansiyel doniisiim fonksiyonu icin asagidaki teoremler ispat edilebilir
[4]-
Teorem 3.3.1. w(z,y,t), u(x,y,t) ve v(x,y,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. Eger

w(x,y,t) =u(z,y,t) v (z,y,t)

ise sirasiyla W (k, h,m), U (k,h,m) ve V (k, h,m) verilen fonksiyonlarin diferansiyel

doniisiim fonksiyonlar: olmak {izere
W(k,h,m)="U (k,h,m) £V (k,h,m)

esitligi saglanir [4].
Teorem 3.3.2. w (z,y,t) ve u(x,y,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

¢ € R olmak tizere eger
w(x,y,t) =cu(x,y,t)
ise swrasiyla W (k,h,m) ve U (k,h,m) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere
W (k,h,m) = cU (k,h,m)
esitligi saglanir [4].
Teorem 3.3.3. w (z,y,t) ve u(z,y,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

ou (z,y,1)

w(z,y,t) = 5
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ise swrasiyla W (k,h,m) ve U (k,h,m) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere

W (k,h,m) = (k+ 1)U (k+1,h,m)

esitligi saglanir [4].
Teorem 3.3.4. w (z,y,t) ve u(z,y,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

ou (z,y,1)

t) =
w(z,y,t) a9y
ise swrasiyla W (k,h,m) ve U (k,h,m) verilen fonksiyonlarin diferansiyel doniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere
W(k,h,m)=(h+1)U (k,h+1,m)

esitligi saglanir [4].
Teorem 3.3.5. w (z,y,t) ve u(z,y,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. Eger

Ou" st (1, y,t)
Oz ysotr

w(x,y,t) =

ise swrasiyla W (k,h,m) ve U (k,h,m) verilen fonksiyonlarin diferansiyel déniigiim

fonksiyonlar1 olmak tizere

(k+7) (h+s)! (m+p)!
k! s! p!

W (k,h,m) = Uk+rh+s,m+p)

W(k,h,m)=(E+ 1)U (k+1,h,m)
esitligi saglanir [4].
Teorem 3.3.6. w(z,y,t), u(z,y,t) ve v(z,y,t) diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsunlar. Eger
w(@9.1) = 5o, 1) oo (2,9.1)
x = —u(x —uo (x
) y? 63: ) y? 63/ ) y?
ise sirasiyla W (k, h,m), U (k,h,m) ve V (k, h,m) verilen fonksiyonlarin diferansiyel
doniisiim fonksiyonlar: olmak {izere
k h m
W (k,h,m) ZZZ —r+1)(h—s+)U(k—-r+1,s,p)V(r,h—s+1,m—p)
r=0 s=0 p=0

esitligi saglanir [4].
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3.4. N Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Y6ntemi
Tanim 3.4.1. w (xy, 23, ..., x,) diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere,

w (x1, T2, ..., T,) nin n boyutlu diferansiyel doniigtimii

1 6k1+k2+---+k"w (33'1,33'27 73777/)

W (ky, ko, .y k) = kqlks!. k) 6x’f13x§2...337,’§" 210 ol
T2=0
Tp=0

olarak tanimlanir. Burada daha 6nce de oldugu gibi dikkat edilecek olursa doniigiim
fonksiyonunu temsil etmek icin biiyiik harfler, orijinal fonksiyonu ifade etmek i¢in de
kiigiik harfler kullamlmigtir [8].

Tanim 3.4.2. W (ky, ks, ..., k,) doniigiim fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters donii-

siim fonksiyonu,

oo o0 o0

w (1, Tay .o\ Ty Z S Y Wk ke Ky) a2k (3.4.2)

=0ko=0 kn=0

olarak tanmimlanir.

Uc boyutlu diferansiyel doniisiim yonteminde oldugu gibi (3.2.3) esitligine benzer se-
kilde (3.4.1), (3.4.2) denklemleri dikkate alinirsa,

k1+kat...+k
w (o, a Z Z Z grthe nw (T, Ty, ...y Ty) (3.4.3)
bt /ﬁ'/fz ! Oxt Oxk2 . Oakn z1=0
=0 ko= kn=0 1 2 n ;»‘2:(3
e
Xx’flxé”...xﬁ"

yazabiliriz. n boyutlu diferansiyel doniigiim fonksiyonu icin agagidaki teoremler ispat
edilebilir [8].
Teorem 3.4.1. w (x1, T2, ..., Tp), u (1, T, ..., Tp) Ve v (X1, Ta, ..., T,,) diferansiyellenebi-

lir fonksiyonlar olsunlar. Eger
W (X1, Ty ooy ) = U (X1, Tay ooy ) £ 0 (21, 2o, .o, Ty)

ise srasiyla W (ky, ko, ..., k), U (k1 kay ooy k) ve V (ky, ko, ..., ky) verilen fonksiyonlarin

diferansiyel doniigiim fonksiyonlar: olmak tizere agsagidaki esitlik saglanir.
W (ky, kay ooy kn) = U (K1, kay ooy k) £V (K1, ko, ooy )

Teorem 3.4.2. w (xy,x2,...,T,) ve u (1, xs, ..., x,) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. ¢ € R olmak tizere eger
w (X1, Tay ooy Ty) = cu (T1, To, ..., Ty,)
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ise swrasiyla W (ky, ka, ..., k) ve U (k1, ko, ..., ky) verilen fonksiyonlarin diferansiyel

doniisiim fonksiyonlar: olmak {izere
%74 (kl, ]fz, ceny kn) =cU (kl, kz, ey kn)

esitligi saglanir [8].
Teorem 3.4.3. w (xy, %2, ...,T,) ve u (1, e, ..., x,) diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsunlar. Eger
0

W (X1, Tay ey Tp) = =——u (21, o, ..., Tyy)

8.’13'1
ise sirasiyla W (ky, ko, ..., k) ve U (ki, ka, ..., ky,) verilen fonksiyonlarin diferansiyel donii-

siim fonksiyonlar1 olmak {tizere
%74 (lﬁ, kz, . kn) = (k + 1) U (lﬁ +1, kz, R kn)

esitligi saglanir [8].
Teorem 3.4.4. w (xy,xa,...,T,) ve u (1, s, ..., x,) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. Eger
oritret..+rn

O Oxl? .. O0xmr

W (T1, Tay ony Tp) w (1, Ty .y Ty

ise swrasiyla W (ky, ko, ..., k,) ve U (ky, ko, ..., k,,) verilen fonksiyonlarin diferansiyel
doniisiim fonksiyonlar: olmak {izere

(lﬁ.:,.?'l)! (kz + 7'2)! (kn + Tn)'

W (s e s bn) = 5 T

U(k1+T1,k2+T2,...,kn+Tn)

esitligi saglanir [8].
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3.5. Diferansiyel Doniisiim Yoéntemine Iligkin Uygulamalar

Uygulama 3.5.1. ¢ — 5y =0, y(0) = 1 probleminin ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim. Diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii y (z) = € tir. Simdi diferansiyel
doniigiim yontemi ile problemi ¢ozelim.

y (x)’e kargilik gelen diferansiyel doniigiim fonksiyonu Y (k) olmak iizere, y' (z)’e kargilik
gelen doniistim fonksiyonu (k+1)Y (k+ 1) dir.

Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

(k+1)Y (k+1)—5Y (k) =0
5

Y(k+1)= k——i—ly(k)
oldugunu elde ederiz.
Baglangi¢ sartindan
Y(0)=1
dir.
k =0 i¢in
Y(1)=5Y(0)=5
k =1 ic¢in )
Y (2) = gY(l) —%
k =2 i¢in \
Y (3) = gY(Q) —%
k = 3 i¢in \
> >
Y (4) = ZY(3) =
v =2,



buluruz. Bu da analitik ¢oziim ile aynidir.

Uygulama 3.5.2. ¢ — 2y =0, y (0) = 1 probleminin ¢tziimiinii bulalim.

Coziim. vy (x)’e kargihk gelen diferensiyel doniigiim fonksiyonu Y (k) olmak iizere,
y' (x)’e kargilik gelen doniigiim fonksiyonu (k +1)Y (k+ 1) dir. Bu ifadeleri denklemde

yerine yazarsak

(k+1D)Y(k+1)—0(k-1)@Y (k) =0
E+1)Y (k+1)=> 6(r=1)Y (k—r)=0

Y (k4 1) = Y0 (rk—+1)1Y (k—r)

elde ederiz. y (0) = 1 ise ¢'(0) = 0 dir. Buradan Y (1) = 0 oldugunu yazabiliriz.
Y (0) =1, Y (1) = 0 baslangi¢ sartlarindan,

k =0 i¢in
Y(1)=0

k =1 i¢in
k = 2 i¢in

Y(3)—¥—O
k =3 i¢in
k =4 i¢in

Y(5)—@—O
k =5 i¢in
k = 6 icin

Y(7)—@—O
k =T icin



k = 8 i¢in

buluruz. Aranan ¢oziimiin

y(@) =) Y (k)"

oldugunu biliyoruz. Buldugumuz Y (k) degerlerini bu bagmtida yerine yazarsak y (x)

fonksiyonunu
y(z) = iY(k)x’“ YO +Y W z+Y 222 +Y (3) 2+ Y (4)2*

+7Y(5)x5+Y(6)x6+Y(7)3:7+Y(8)x8—|—Y(9):1:9+...

x?2  xt a2

1
S T I I A S
Tty T s Tt T

olarak buluruz.

Uygulama 3.5.3. ¢ () —zy = Ay, y(0) =0, 3 (0) = 1 Sturm Liouville probleminin
¢oztimiinii bulalim.

Coziim. vy (x)’e karsilik gelen diferansiyel doéniigiim fonksiyonu Y (k) olmak iizere,
Y (v)’e karsihk gelen doniistim fonksiyonu (k +1)Y (k+1) ve 3" (7)’e karsilik gelen dife-
ransiyel doniistim fonksiyonu (k + 1) (k +2) Y (k + 2) dir. Bu ifadeleri denklemde yerine

yazarsak
k+1D)(E+2)Y (k+2)—0(k—1)®@Y (k) = Y (k)
(k+1)(k+2)Y (k+2)=> 6(k=1)Y (k—r) = XY (k)
S (=1 Y (k—7r) + Y (k)
Yik+2)= k+ 1) (k+2)
olur.

Y (0) =0, Y (1) =1 baslangi¢ sartlarindan,
k =0 i¢in

k =1 ic¢in



k =2 i¢in

vy vV @)1
12 12
k =3 i¢in
2)+AY (3) N
Vs DAY E) X
20 120
k =4 i¢in
Y
Vo~ BV A
30 120
k =5 icin
y(4)+ Y (5) A +10
Y = —=
(M) 42 5040
k =6 icin
v 2
Y(8):y(5)—|—)\ 6) A
56 3360
k =T icin
6) +AY (7) 52X+ \*
Vg - VO (D) 22+

72 362880

Aranan ¢dziimiin
y(@) =) Y (k)a"
k=0

oldugunu biliyoruz. Buldugumuz Y (k) degerlerini bu bagintida yerine yazarsak y (x)

fonksiyonunu

y(z) = iY(k)x’f—Y(O)+Y(1)x+Y(2)x2+Y(3)x3+Y(4)x4

+Y B5) 2’ +Y (6)2® + Y (1) 2" + Y (8) 2® + Y (9) 2" + ...
— A 3 1 4 )‘2 5 A 6
= x—|—6:1: +1233' —|—120x +12033' +
x“”+10“r A 8+52)\+)\49
T T T
5040 3360 362880

olarak buluruz.
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A = 2 alalim ve z’in baz1 degerleri i¢in y (x) toplamini hesaplayalim.

v |y@) =0,
0 |0
0.1 | 0.10034

0.2 ] 0.20281

0.3 | 0.30976

0.4 | 0.42388

0.5 ] 0.54821

0.6 | 0.68629

0.7 ] 0.84228

0.8 | 1.02108

0.9 | 1.22856

1 1.27176

Tablo 3.2.

Uygulama 3.5.4. ¢ = zy*> + (1 — 2z) y + = — 1, Riccati diferansiyel denkleminin

y (0) = 2 baglangig sartina gore ¢ziimiinii bulalim.

Coziim. vy (x)’e karsilik gelen diferansiyel doéniigiim fonksiyonu Y (k) olmak iizere,
y' (x)’e kargilik gelen doniigiim fonksiyonu (k +1)Y (k+ 1) dir. Bu ifadeleri denklemde

yerine yazarsak

E+D)Y(k+1) = §(k-1)Y (k)@Y (k) +0 (k) —

(6 (k) —20(k—1) @Y (k) + 0 (k — 1) — 6 (k)
(k+1)Y (k+1) = Zié(r—l)Y(t)Y(k—r—t)—l—

S () =20(r=1)Y (k—r)+0(k—1) =3 (k)

TZ’:O o 0(r=DY ()Y (k—r—t)
k41
S L) =20(r —1)Y (k—7)+6(k—1) =5 (k)
k41

Y(k+1) =

+

olur.
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Y(1)—Y(Oi_1—1
k=1 icin
v (2) = Y(0)+Y(0)+1;(1)—2Y(0) 1,
k =2 icin
Y(3)_Y(0)+Y(1)+Y(1)?})/(O)+Y(2)_Qy(l) ,
k = 3 icin
y(4)_Y(O)+Y(2)+Y(1)Y(1)ZY(2)Y(O)+Y(3)—2Y(2) ,
k =4 icin
Y(5)_Y(O)+Y(3)+Y(1)Y(2)+Y(2)§(1)+Y(3)Y(0)+Y(4)—2Y(3) ,

bu sekilde devam edersek

Y(0)=2, Y(k)=1, (k>1)olur. Aranan y (z) fonksiyonunu
y(x) = Y Y(E)2" =Y (0)+Y (1)z+Y(2)2>+

};(3):U3+Y(4)x4+Y(5)x5+...

= 240+ + 23+t + 25+ .
-
n=0

olarak buluruz.

Uygulama 3.5.5.

-5 +3G-DE+ G-y =5-Fo+ o>+ 5% = 2% y(0) = 0,
y (1) = 0 singiiler problemini ¢ozelim.

Coziim. vy (x)’e karsilik gelen diferansiyel doéniigiim fonksiyonu Y (k) olmak iizere,
y' (x)’e karsilik gelen doniisiim fonksiyonu (k+1)Y (k+ 1) dir. Bu ifadeleri denklemde

yerine yazarsak
(k= )®(k+1)(k+2)Y(k+2)—@(k+l)(k+2)Y(k+2)+

5
g(k )Y(k+1)——(5(k D& (k+1)Y (k+ 1) +
5

L@)y(l{)—é(lﬂ—l)@}/(@

2
_ 55(k_1)_295(l;—2) +136(l;—3) +35(k2—4) _5(k2_5)
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olur. Buradan gerekli islemler yapilarak

> otr—1(k—r+1)(k—r+2)Y (k—r+2)
—%Z(S(r—2)(k—r+1)(k—r+2)Y(k—r+2)
+g(k+1)Y(k—|—1)—gz;(i(r—l)(k—rJrl)Y(k—rJrl)

T ST I P, o Y P
— si(h—1)- 22 (’; -2) 13 (kQ— 3) + 35 (kQ— 4 (kQ— 5)
bulunur.
Y (0) = 0 baglangi¢ sartindan,
kE =0 icin
gY(l) = 0
Y(1) = 0
k=1 1icin
5 (2) - Y (1) =Y (0) = 5
5Y (2) = 5
Y2 = 1
k = 2 igin
Ay -+ ivo-va - 2
21 21
TYE) = 5
Y(3) = 1
kE = 3 icin
I8Y (4) = DY (3) ~ 5V () -V (2) =
18Y (4) = 0
Y(4) = 0
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k =4 icin

5—25Y(5)—?Y(Q)—6Y(4)——Y(2)—Y(3) _ g
5—251/(5) — 6
V() = o
k =5 i¢in
35 1 1
Y () -2 () -V @ -3V (3 = S
39Y (6) = %
V) = oo

olur. Aranan y () fonksiyonunu

y(z) = iY(k)xk—Y(O)+Y(1)a:+Y(2):U2+Y(3)a:3+Y(4)x4
+Y (5)2° +Y (6)2® + Y (T) 2" + Y (8) 2% + ...
12 31

_ 2 3, % 5, 21 6
= ' +x +553: —|—4293: =+ ...

olarak buluruz.
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4. KESIRLI DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI VE

STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERINE UYGULAMALARI

Bu galigmada yar1 analitik niimerik teknik olan kesirli diferansiyel doniisiim yon-
temi, kesirli mertebeden Sturm-Liouville problemlerinin 6zdegerlerini hesaplamak icin
kullanilmigtir [18]. Cesitli problemler ¢oziilmiis ve hesaplanan sonuclar literatiirdeki bazi
teknikler ile karsilagtirilmistir. Boylece bu metodun bu tip problemlerin ¢oziimiinde al-
ternatif bir rol olarak kullanilabilecegi goriilmiigtiir.

4.1. Kesirli Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Riemann-Liouville kesirli diferansiyeli,

Ldam T f
Di = dt 4.1.1
6 = i | (4.1)
(m—1<q¢g<m,meZ" x> mx)
seklinde tanimlanir.

Analitik ve siirekli f(x) fonksiyonunun kesirli kuvvet seri agilimi agagidaki gibidir:
ZF (x — )™ (4.1.2)
k=0

Burada « kesrin mertebesi ve F'(k) ise f(x)’e kargilik gelen kesirli diferansiyel doniigiim
fonksiyonudur.
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevi arasindaki iligki agagidaki gibidir:

m—1

>(x0)] (4.1.3)

EIH

k=0

(f(2) = fl2) = 200 (@ — 20)* F¥ (20))
(4.1.2) ve (4.1.3) ten

q _ f(t) TRt — @) f ) (z0)
Dl fx= r( i { / kxO_kt)ﬁ_q_m dt} (4.1.4)

elde edilir.

Baslangi¢ kosullar saglandigindan dolayi, bu kogullarinin doniisiimii agsagidaki gibi

tammlanair.



eger kja € Ztise, 1 [dk/afﬁf)} k=0,1,2,.., (na— 1) i¢in
F(k) { g / /o |~ gt/ ( ) i¢ (4.15)

eger ko € Ztise, 0
OZELLIKLER
F(k), G(k) ve H(k) min sirasiyla, f(x), g(z) ve h(z)'e karsihk gelen doniigiim fonksi-

yonlar1 oldugunu kabul edelim. Buna gore

1. Eger f(x) = g(z) £ h(z) ise F(k) = G(k) £ H(k) dr.

ispat.
fl) = Y GHh)( ’“/“iZH )(z — )Mo
flx) = Y [Gk) £ H(k)] (w — a0)"/

(4.1.2) den

oldugunu elde ederiz.

2. Eger f(z) = ag(x) ise F(k) = aG(k) dir. (a sabit)

Ispat. g(z) =02, G(k)(z — 20)" ve f(x) = S50, F(k)(x — 20)"* yazabiliriz.
f(z) = ag(x) te g(x) i yerine yazarsak

flz) = ag(z)

elde ederiz.

3. Eger f(z) = g(x)h(x) ise F(k) = S.F G H(k — 1) dir.

ispat.
flz) = io: )z — o "“/O‘XZH )z — a0k
k= k=0
= [G(0 1)(z — z)"* + G(2)(x — 20)** + ... + G(n) (x — 20)"*] x

[H(O) + H(1)(z — 20)"* + H2)(x — 20)** + ... + H(n)(z — z)"]
= [GO)H(2) + G()H(1) + G(2)H(0)] (x — 20)¥* + ...
+[GO)H(n) + G H(n —1) + ... + G(n — ) H(1) + G(n)H(0)] (x — x0)™*
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genel olarak

flz) =372, Zf:o G(H(k —1)(x — x)** yazarsak doniigiim fonksiyonunu

F(k) =F  G()H(k — 1) olarak elde ederiz.

4. Eger f(z) = (x — xo)P ise F(k) = d(k — ap), i(k) = L k=0ise, dur.

0, k#0u1se,

Ispat. (4.1.2) den hareketle verilenleri yerine yazarsak,

f(@) =302, 0(k — ap)(z — 20) olur. Déniisiim tammmindan F (k) = §(k — ap) elde
edilir.

5. Bger f(x) = Di,g(x) ise F(k) = S0 G(k + ag) dir.

Ispat. (4.1.3) denklemini kullamrsak g(z)’in Caputo kesirli tiirevini asagidaki gibi

yazariz:

DL, () = o d—ml/ il /3'@—%)’“9“”(0)&]

I'(m — q) daz™ (x —t)tta—m
(m—1<gqg<m)
(4.1.2) ve (4.1.5) ten hareketle

— o)/ — Yo — @)™/
D, 9(e)] = s _qum[/ 2uimg O = 20] 7 = 2t G ))dt]

(l’ _ t)l—‘rq—m
olur. Burada fonksiyon, polinom oldugundan Riemann Liouville kesirli tiirev denk-

lemi yerine

ozD%)(t_a’)V = F(V—p+1)(t_a) P
denklemini kullanabiliriz.
v = k/a olmak iizere
1 o] dm x (t _ xO)k/a
D? = — G(k)— —(t
o [g(l')] F(m . q) kzq:a ( )dl'm [/xo (l’ _ t)1+q—m

B > M1+ k/a) ka—q
- L W g ™)

olur. Seriyi k£ = 0 dan baglatirsak

= ,; F(rl(TiZ/%&)GUf + ag)(z — 20)"/

46



elde ederiz.
Son olarak (4.1.2) denkleminden déniigiim fonksiyonu
g+ 1+Ek/a)

F(k) = T+ k/a) G(k+ aq)

seklinde olur.

4.2. Kesirli Diferansiyel Déniisiim Yontemi Ile Kesirli Mertebeden Sturm-
Liouville Problemlerinin Ozdegerlerinin Hesaplanmasi

4.2.1. Kesirli Sturm-Liouville Problemi

q(z) = 0 olmak iizere
DYy (2) + \y(x) =0, x € (0,1)

y'(0)=0, y(1)=0, (4.2.1)

kesirli Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerini hesaplayalim.
Coziim. o = 2 segerek (4.2.1) problemine (4.1) de belirttigimiz 1. 2. ve 5. ozellikleri
kullanarak kesirli diferansiyel doniigiim yontemini uygulayalim:

Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak

D*y(x) + Ay(z) = 0,
elde ederiz. 5. ozellikten doniisiimiimiiz asagidaki gibi olur.

I'(1+3/2+k/2)
I'(1+k/2)

Y (E+3)+AY (k)=0

(14 k/2)
(14+3/2+k/2)
Problemde verilen sinir sartlarindan hareketle

x = 01i¢in (4.1.5) i kullanarak Y (0) = ¢, Y (1) = 0, Y (2) = 0 doniistim fonksiyonlarin

Y (k+3) =+ Y (k). (4.2.2)

yazabiliriz.
x =1 igin ilk ti¢ doniisiim fonksiyonu ise
Y (0) =y(1) =0,
Y (1) =0,
Y (2) =¢/(1) = 0.25 dir.

47



Simdi (4.2.2) denkleminde &k ya 0’dan 80’e¢ kadar degerler vererek doniisiim fonksi-

yonlarini hesaplayalim:

k =0 i¢in
Y (3) = —Ffég)w (0) =0
k=1 icin
I'(3/2)
Y(4)=— ) AY (1) =0
k = 2icin
) =~ @)
A
F(7/2)0.25
k = 3 icin
['(5/2)
Y (6) = ) AY (3) =0
k =4 icin
(7 = -8 3y @y =0
I'9/2)
k =5 icin
Y (8) — —Fgé )2) Y (5)
\2
= F(5)0.25
k = 6 icin
Y(9)=0
k =T icin
Y (10) =0
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k = 8 i¢in

Y(11) = — Y (8
)\3
— 0.25
['(13/2) ’
bu sekilde devam edersek,
k = 75 icin
Y (78) =0
k = 76 icin
Y (79) =0
k =77 icin
)\26
Y (80) = 2

degerlerini elde ederiz. Buldugumuz Y (k) doniistim fonksiyonlarim

(& — 20)*°Y (k)

NE

y(z) =

T

0

bagintisinda yerine yazarsak

YY) = Y(0)+Y(1)+Y(2)+

k=0

+o Y (78) + Y(79) + Y(80)

A A? A?
= 0.25(1 — -
= T@ 16 T TR
)\24 )\25 )\26
T TE8) T T(r92) T T
olur.
)\1 )\2 )\3
2.11027708 13.76538177 24.24328615

Tablo 4.1.
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4.2.2. Kesirli Sturm-Liouville Problemi

q(x) = 1 olmak iizere
D'2y/(x) + (1+ N)y(z) = 0, = € (0,1)

y'(0)=0, y(1)=0, (4.2.3)

kesirli Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerini hesaplayalim.
Coziim. o = 2 secerek (4.2.3) problemine (4.1) de belirttigimiz 1. 2. ve 5. ozellikleri
kullanarak kesirli diferansiyel doniisiim yontemini uygulayalim:

Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak
D*y(x) + (1 + Ny(a) =0,

olur. 5. ozellikten dontistimiimiiz agsagidaki gibi olur.

I'(1+3/2+k/2)
I'(1+k/2)

Y (kE+3)+(1+NY (k)=0,

I'(1+k/2)
(1+3/2+k/2)
Problemde verilen sinir sartlarindan hareketle

x = 01i¢in (4.1.5) i kullanarak Y (0) = ¢, Y (1) = 0, Y (2) = 0 doniistim fonksiyonlarin

Y (k+3)=—3 (14 MNY (k). (4.2.4)

yazabiliriz. x = 1 igin ilk ti¢ doniigiim fonksiyonu ise
Y (0) = y(1) =0,
Y (1) =0,
Y (2) =¢'(1) =1 dir.
Simdi (4.2.4) denkleminde k ya 0’dan 80’e¢ kadar degerler vererek doniisiim fonksi-

yonlarini hesaplayalim:

k =0 i¢in

Y (3) = —F%% (1+ MY (0) =0
k =1 ic¢in

Y (4) = _Fﬁé?) (14 A)Y (1) =0
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k =2 i¢in

Y(5) = —J%) (1+ MY (2)
81+
T 15w
k = 3 i¢in
Y (6) = —Fﬁg) (1+ MY (3) =0,
bu sekilde devam edersek
k =47 icin
Y (50) =0
k = 48 icin
Y (51) =0
k =49 icin
Y (52) (14 X)6

~ 15511210043330985984000000

degerlerini elde ederiz. Buldugumuz Y (k) doniigiim fonksiyonlarimi agagidaki bagintida

yerine yazarsak,

(& — 20)**Y (k)

NE

y(z) =

T

0

ZY(k) = Y(0)+Y(1)+Y(2)+

k=0

+...+Y(48) + Y (49) 4+ Y (50)

15/m
- (14 N)°
" 15511210043330985984000000
= 0
elde edilir.
A1 A2 A3
3.23183 53.1493 60.2052
Tablo 4.2.
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4.2.3. Singiiler Kesirli Sturm-Liouville Problemi

q(x) = 1 olmak iizere

DYy (2) + (é + \y(x) =0, x € (0,1)

y(0) =0, %'(1)=0, (4.2.5)

singiiler kesirli Sturm-Liouville probleminin ¢zdegerlerini hesaplayalim.

Coziim. Oncelikle esitligin her iki tarafim z ile carpalim.
x DYy (z) + (1 + \z)y(z) = 0.

Simdi ise o« = 2 segerek (4.2.5) problemine (4.1) de belirttigimiz 1. 2. ve 5. ozellikleri
kullanarak kesirli diferansiyel doniigiim yontemini uygulayalim:

Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak

D*y(a) + (1 + Az)y(x) =0,
olur. 5. dzellikten doniiglimiimiiz asagidaki gibidir.

I'(1+43/2+k/2)
I'(1+k/2)

5(k—2)® Y(k+3)+Y (k) + A (k—2) @Y (k) =0

k

;5 (r—2) F(1r+(13f(szr)_/;;/2)y ((k=7)+3)+Y () +AY 6 (r—=2) ¥ (k—r) =0

T(1+3/2+ (k—2)/2)
T(1+ (k—2)/2)

Y ((k=2)+3)+Y (k) + AV (k—2) =0

P+ (k-2)/2)
L(1+3/2+(k—-2)/2)
Problemde verilen smir sartlarindan hareketle = = 0 igin (4.1.5) i kullanarak

Y(0)=0,Y(1)=0,Y (2) =4 (0) = ¢ doniisiim fonksiyonlarim yazabiliriz.

Y (k+1) =

[V (k) + AY (k — 2)]. (4.2.6)

x =1 i¢in ilk i¢ doniistim fonksiyonu ise
Y (0) =y(1) =1,

(1)
(2)

Y
Y

0,
y'(1) = 0 dir.
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Simdi (4.2.6) denkleminde & ya 0’dan 80’e kadar degerler vererek doniigiim fonksiyon-
larin1 hesaplayalim:
k =2 i¢in
I'(1) [
'(5/2)
4\
3/

Y (2) + AY (0)]

k = 3 i¢in

V) = Sy @)+ ()

A
3

k =4 icin

V() =~y @)+ @)
8A

45T

Bu sekilde devam eder ve buldugumuz Y (k) doniisiim fonksiyonlarini

y(a) = (& —z0)* Y (k)

k=0
bagintisinda yerine yazarsak
80
k
“Vi(k) =
> By =
k=0
olur.
A1 A2 A3
1.66091840 13.55041774 20.51445527
Tablo 4.3
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4.2.4. Bessel Denklemi I¢in Singiiler Sturm-Liouville Problemi

vt —1/4

DYy (x) + (A p

Jy(z) =0, x € (0,1)

Bessel denkleminde v =1, a = 1 alalm.

H =1 ve q(z) = 25 alarak,
D2y (z) + (A= 3)ylz) =0, = €(0,1)

y(0)=0, ¢(1)=1, (4.2.7)

Bessel probleminin doniigiim fonksiyonlarini ve 6zdegerlerini hesaplayalim.

Coziim. Oncelikle esitligin her iki tarafim z ile carpalim.

3
DV () + (A = L)yla) =0,

a = 2 segerek (4.2.7) problemine (4.1) de belirttigimiz 1. 2. ve 5. zellikleri kullanarak
kesirli diferansiyel doniistim yéntemini uygulayalim:

Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak

D¥2y(a) + (a? = D)y(a) = 0,

olur. 5. ozellikten dontistimiimiiz agsagidaki gibi olur.

I'(1+3/2+k/2)
(14 k/2)

Sk—1)® Y(k+3)+)\(5(k—4)®Y(k)—ZY(I@)—0

T(1+3/2+ (k—1)/2)
> (=4 T+ (k—1)/2)

Y((k—r)+3)+
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F(1+3/2+ (k—4)/2) 5 )

T(1+ (k—4)/2) Y((’f—4)+3)+>\Y(k—4)—ZY(k)fo
4 (T +3/2+ (k—4)/2)

Y(k)g( T(1+ (k- 4)/2)

Problemde verilen sinir sartlarindan hareketle z = 0 icin (4.1.5) i kullanarak Y (0) = 0,

Y (k—1) 4+ AY (k — 4)) . (4.2.9)

Y (1) =0, Y (2) = ¢ doniisiim fonksiyonlarin yazabiliriz.

x =1 i¢in ilk i¢ doniistim fonksiyonu ise

Y (0) =y(1) =1,
Y (1) =0,
Y (2) = /(1) = 1
Y (3) =0 dur.
Simdi (4.2.9) denkleminde k& nin bazi degerleri igin doniigiim fonksiyonlarmi hesap-
layalim:
k =4 icin
Y(4) — % (FS{)Q)Y(?,) LAY (0))
4
)
k =5 icin
Y (5) = % (Fg%)yu) LAY (1))
64
NG
k =6 icin
Y (6) — % (Fgé?)y (5) + AY (2))
172
-9
k =T icin
Y (7) = % (Ffé‘/l)g)y (6) + AY (3))
5504 \
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k = 8 i¢in

['(3)
020\ 4_)\2

(F(Q/Q)Y (7) + AY (4))
(= + 2.

4
3
4
3
Bu sekilde devam eder ve buldugumuz Y (k) doniisiim fonksiyonlarimni

y(x) = (@ —z0)"*Y (k)

bagintisinda yerine yazarsak

elde ederiz.

A1 A2 )‘3
—117517.107* —332704.1073 —4.68935.107°
Tablo 4.4.
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5. COZUMUN VARLIK VE TEKLiGi
5.1. Kesirli Sturm-Liouville Simir Deger Probleminin Co6ziimiiniin Varlik

ve Tekligi
D*(p(t)y (1)) + q(®)y(t) + f(t,y(t)) =0 (5.1.1)

ay(0) — by (0) =0 (5.1.2)

cy(B) +dy'(B) = 0.
Kesirli sinir deger problemini goz ¢niine alalim. Burada 0 < a < 1vet € J = |0, ],
y € C(J,R) dir. Ayrnica ||y|lc =sup{| y(t) |:t€ J}vep:J—-R,q:J— R, h:J— R
stirekli fonksiyonlar, p(t) > 0 ve a, b, ¢, d sabitlerdir [34].
Lemma 5.1.1. 0 < n—1< a < n olsun. Eger y € C"(0,0) ise bu takdirde
¢D*y(t) = 0 kesirli diferansiyel denklemi

y(t) = y(0) + ¢ (0)t + %(!O)tz + .+ L:!(t)t”

seklinde tek bir coziime sahiptir.
Lemma 5.1.2. 0 <a<lvep:J —R,q:J — R, h:J — R siirekli fonksiyonlar

olsunlar. Ayrica tiim ¢ € J ler igin p(t) > 0 ve a, b, ¢, d sabitlerdir. Burada y

D*(plt)y' (1)) + q(t)y(t) + h(t) = 0,
ay(0) = by/(0) = 0,
cy(B) +dy () = o,

kesirli Sturm-Liouville probleminin bir ¢dziimii olsun. y fonksiyonu ¢oziim oldugundan

dolay1 asagidaki integral denklemini saglar:

y(t) = y(O)[H%/Ot@dS] (5.1.3)

p(s)

t 1 1 s o1
- / mallve / (s — 1) (q(r)y(r)
+h(r)dr]ds,

burada



c u[ﬁ f;<s—r> “Hq(r)y(r) + h(r)dr]ds

0 p(s)
y(0) = -
(0) (0
fo Z( ds + db]
435 [ fo Ha(s)y(s) + h(s)ds]
5 (0) (0)
fo f)( d5+dp ]

seklindedir.
Ispat. Farzedelim ki y (5.1.1) ve (5.1.2) problemini saglasm. Bu takdirde Lemma 5.1

den

! 1 1 ' a—1
) = s — s [ =9 alo)uls) + b))

elde edilir. £ =0 ve y'(0) = ;G5 = ¢ =y'(0)p(0) olmak iizere

) = L0 s = al) £ s (1

elde edilir. Integral alinip gerekli islemler yapildiginda

W) = w0 +y0) [ %ds

- /ot (m /OS(S =) a(r)y(r) + h(?"))dr) ds

bulunur. Sartlar goz éniine almdiginda, ay(0) —by'(0) =0 = ¥'(0) = {y(0) dir. Bu

takdirde
V0 =y OF G~ i [ 9 o) + hs)ds
w0 = 40 +50)7 [ 204,
1

y(t) = y(0) (H%/Ot@ds) (5.1.5)

- /ot (m /:(S =) Ha(r)y(r) + h(r))dr) ds,
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bulunur. cy(f) + dy'(5) = 0 sartina gore

a B8
c [y<0> )5 [ i%ds

[ v [ =t + o) s

ap(0)
+d ly(o) bp(B)

J0) = ¢ [ sy [ (s = 1) (q(r)y(r) + h(r)dr)ds
c+§ (e ) Bjas + az3)
@ Jo (B = )" (als)y(s) + hls))ds

a B p(0 0
c+ ¢ (cfo Z(—S;ds—%d;’(—ﬁ)))

Simdi (5.1.1) ve (5.1.2) probleminin ¢oziimiiniin var ve tek oldugunu gosterelim.
Teorem 5.1. Farzedelim ki:

I. K>0 sabiti icin her ¢ € J ve her u,v € R igin

| f(tu) = f(t0) [< K| (u—w) |

dir.
II. Her t € J i¢in

q(t) <@
esitsizligi saglanacak sekilde ) pozitif tamsayisi vardir.
Eger
0 (Q+K)/5 L _ " (5.1.6)
= ————ds 1.
o p(s)(a+1)

ise bu takdirde (5.1.1) ve (5.1.2) problemi J iizerinde tek bir ¢oziime sahiptir.
Ispat. (5.1.1) ve (5.1.2) problemini sabit nokta teoremine doniistiirelim. I operatorii,

F:C(J,R) — C(J, R) olmak tizere

Fly)#) = y(O)[1+%/0tp—0)ds] (5.1.7)



seklinde tamamlanir. F' operatoriiniin her bir sabit noktasmnm (5.1.1) ve (5.1.2) prob-
lemininin bir ¢oziimii oldugu aciktir. Ispat icin Banach daralma doniisiim problemini

kullanalim. z,y € C(J, R) olsun. Bu takdirde her bir ¢ € J igin

Fy(t) - Fa(t) < / pi)[ﬁ (s — 1) g0 Jy(r) — 2(r)|
1 y(r) — Fra(r)] drids
t 1 1 s o1

< | lia [ e -n@ ) — )
+Ky{r) ()] drlds

< [ 5@+ B ly=o g [ s arlas

t 1 fe
= Oy

bulunur. Buradan

I E(y) = F(2) o< 0 |y = |

elde edilir. Sonug olarak F' bir daralma doniisiimiidiir. Banach sabit nokta teoreminin
sonucunua gore F' tek bir sabit noktaya sahiptir. O da (5.1.1) ve (5.1.2) problemininin
bir ¢oziimiidiir.

Uygulama 5.1.1.

o 2\ 1 : vl _
D> ((2 =) y'(t)) + sin(27t)y(t) + PO 0 (5.1.8)

y(0)=y'(0) = 0 (5.1.9)
y(H+y (1) = 0
Burada her t € [0,1] vea =b =c =4d = 1ig¢n p(t) = 2 — t*, q(t) = sin(27t),

f(t,y) = ot dir.
la()] = [sin(2t)] <1=Q

'&f(t,y)'_ I &
dy ¥y 41—
[f(y,t1) — f(y, t2)| < |y1 — w2
| s¢ | s¢
o - (Q+K)/O @7F(&+1)ds—(1+1)/0 ST

R d L <1
—_ s = —
o 20(a+1) ' +2)

IN

2
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elde ederiz. (I) ve (II) @ =1 ve 0 = m < 1 ile saglanir. Teorem 5.1 den (5.1.8)-
(5.1.9) kesirli simir deger problemi [0,1] iizerinde tek bir ¢oziime sahiptir.

Teorem 5.1.2. Farzedelim ki:

III. f:J x R — R fonksiyonu siireklidir.

IV. M>0 ve N>0 sabiti vardir ¢yle ki, herbir t € J, u € R ve foﬁwls)ds < N icin
(5.1.1) ve (5.1.2) problemi J iizerinde en az tek bir ¢ziime sahiptir.

Ispat. (5.1.7) ile tamimlanan ve tek bir sabit noktaya sahip olan F'i ispatlamak icin
Schaefer’in sabit nokta teoremini kullanacagiz. Ispat1 4 adimda verelim.

Adim 1. F siireklidir. {y,} bir dizi olsun. Oyle ki C(J, R) de y, — y tir. O zaman
herbir ¢ € J i¢in

IN

|E'(5)(1) = F(y)(1)]

IN

< @l =y s + 1 ()
100 | o) [ 5 (g [ 6=
< QU vl 1 50 m() = £, 1)

" / o (r(i 1>) o

< @y =y lloo + 1 fryn(r)) = F(r,9(r) lloo)

g 71
Xr(cm)/o POM

< QU =1l + ) = ) ) Y
f siirekli bir fonksiyon ve y € C'(J, R) oldugundan y,, — y tir.
(Q I =yl 1 £ () = F9(0) | s N =0 0= 0 hen)

Adim 2. F doniigiimii C(J, R) de simirhi kiimelerdir. Gergekten herhangi n > 0 igin

pozitif bir [ sabitinin oldugunu gostermek yeterlidir.
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Oyle ki her bir y € B, = {y € C(J,R) :|| ¥ o< 1} ; || F(y) |loo< [ elde ederiz. Her
bir t € J igin (III)’ten
t
)
o p(s)

+/Ot$ (p(l&) /08(8—7")“‘1[|q(r>| ly(r)] + |f(r,y(r))|]dr) ds
y(0) (1+ 2 /Ot%ds)

L]

Fy) @] < y(0) (1 -]

IN

< y(0) (1+)% i %ds)

H(Qy + M) /ﬁ(ﬁ O(s—ma—ldr) ds
a5 2 t0com [ )
< y(0) (H)% /Ot%d)”@?* )(r((f:l)) oﬁp(ls>ds
< (o) (1+ 3] pON) + (@, + M >r(fi o

boylece
I F) 1o 900) (145 pON) + (@, + M) =1

olur.

Adim 3. F doniisiimii C(J, R) nin es siirekli kiimeleri i¢inde smirh kiimelerdir.
t1,ty € J, t; < ty. B, Adim 2 deki gibi C'(J/, R) nin siirh bir kiimesi ve y € B, olsun. Bu
takdirde

P - P = oy [ 20

B /Otl (@ / S(S—T)“‘l(q(ﬂy(r) - f(r,y(r)))dr) ds

/;2 (m / 8(8 — 1) g(r)y(r) + f(r,y(r)))dr) ds
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o ([ 534)-

/: (m / S(S =) Hlg(r) y(r)| + | f(r,y(r))Hdr) ds

)y(O)%) (/tt ]]%ds) +
ol ([ 2 0000 [ )

t; — ty iken yukaridaki egitligin sag tarafi sifira egittir. Arzela-Ascoli teoremi ile

~—

s

Q

~—

IN

~—

Q

~—

birlikte Adim 3 ile 1 den su sonucu ¢ikarabiliriz: F': C(J, R) — C(J, R) siireklidir.
Adim 4. Simdi sunu gosterelim:
A={yeC(J,R):y=AF(y) bazmmn 0 < A < 1 igin } kiimesi simirhdir. y € A olsun.
Bu takdirde baz1 0 < A < 1 i¢in y = AF(y) dir. Boylece her bir ¢ € J i¢in

olur. (III) ten herbir t € J igin

Fy)(1)] < |y(0)|[1+’%’ /%d]
+/ot z% [ﬁ /( =) (la() ly(r)| + |f(7"73/(7"))|)dr)ds]
o

< WO [1+[3|PON] + @+ Mg N

olur.
Boylece her t € J icin

/80(

_ 7 N=
I'(a+1) !

| Py() o= (O] [1+|F] pON] + (@, + 1)

elde ederiz. Bu da A kiimesinin sinirh oldugunu gosterir.
Schaefer sabit nokta teoreminin sonucu olarak F (5.1.1) ve (5.1.2) problemininin

¢Oziimii olan sabit bir noktaya sahiptir.
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6. SONUC

Bu ¢aligmada diferansiyel doniigiim yontemi incelenmis ve bununla ilgili baz1 uygula-
malar verilmigtir. Daha sonra kesirli Sturm-Liouville problemleri icin kesirli mertebeden
diferansiyel doniisiim yontemi uygulanmis ve bu problemlerin \ 6zdegerleri hesaplanmis,
tablolar halinde sunulmustur. Ayrica kesirli Sturm-Liouville problemlerinin ¢ziimlerinin
varlik ve tekligi aragtirilmig, bununla ilgili gerekli teorem ve ispatlar1 verilmistir. Lineer
olmayan denklemlerin ¢oziimleri Adomian polinomlarina gerek kalmadan c¢oziilebildigi
icin diferansiyel doniigiim yonteminin Adomian ayrigtirma yontemine gore daha avantajh

oldugu anlagilmigtir.
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