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emeklerinden dolay¬ teşekkür eder, sayg¬lar¬m¬ sunar¬m. Yan¬nda çal¬̧smaktan dolay¬

onur duydu¼gumu belirtmek ister, tecrübelerinden yararlan¬rken göstermi̧s oldu¼gu sab¬r
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3.4. N Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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ÖZET

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, kesirli hesaplamalar ve spektral teori ile ilgili genel bir tarihçe ve-

rilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, diferansiyel dönüşüm yöntemi verilmi̧s ve bu yöntemle baz¬ diferan-

siyel denklemlerin çözümleri elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, kesirli diferansiyel dönüşüm yöntemi incelenmi̧s ve bu yöntemle

kesirli Sturm-Liouville problemlerinin özde¼gerleri hesaplanm¬̧st¬r.

Son bölümde ise kesirli Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger probleminin çözümünün varl¬k tek-

li¼gi verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville, Özde¼ger, Kesirli Hesap, Caputo, Kesirli Dife-

ransiyel Dönüşüm Yöntemi, Riemann Liouville, Potansiyel.
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SUMMARY

Fractional Di¤erential Transformation Method for Sturm-Liouville Problem

This study consists of …ve chapters.

In the …rst chapter, general concepts of fractional calculus and spectral theory.

In the second chapter, some fundamental de…nitions and theorems are given.

In the third chapter, di¤erential transformation method is introduced. Furthermore,

this method is applied for some di¤erential equations.

In the forth chapter, fractional di¤erential transformation method is given and eigen-

values is obtained for fractional Sturm-Liouville problem.

The last chapter of this thesis, the existence and uniqueness of the solution for a

fractional Sturm-Liouville boundary value problem is proved.

Keywords: Sturm-Liouville, Eigenvalues, Fractional Calculus, Caputo, Fractional

Di¤erential Transformation Method, Riemann Liouville, Potential.
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1. G·IR·IŞ

Fizik, sosyal bilimler, mühendislik gibi birçok bilim dal¬ndaki problemlerin çözümü

için bu problemlerin matematiksel ifadelerle formülüze edilmesi gerekir. Matematikte bir

büyüklü¼gün di¼ger büyüklüklere göre de¼gi̧sim h¬z¬ türev olarak ifade edilir. Bu nedenle her

sürecin farkl¬ de¼gi̧sim h¬zlar¬, de¼gi̧sik türevler bulunduran ba¼g¬nt¬lar olarak karş¬m¬za ç¬kar.

Bu ba¼g¬nt¬lar¬ karakterize eden fonksiyonlar¬n yan¬ s¬ra bu fonksiyonlar¬n birinci veya daha

yüksek mertebeden türevlerini, hatta kesirli mertebeden türevlerini içeren denklemlere

diferansiyel denklem veya kesirli diferansiyel denklem denir. Bu denklemlerin çözümü

için kesirli türev ve integral hesaplamalar¬n¬n iyi bilinmesi gerekir. Çünkü ad¬ndan da

anlaş¬laca¼g¬ gibi kesirli diferansiyel denklem türev ve integralin tam olmayan derecelere

geni̧sletilmesidir.

Bu süreç ilk olarak 1965 y¬l¬nda L’Hospital’¬n Leibniz’e  tamsay¬ olmak üzere 


türev ifadesindeki  tamsay¬s¬n¬n 1
2
al¬nmas¬ durumunda ne olaca¼g¬ şeklinde bir soru

yöneltmesiyle başlam¬̧st¬r.

1730 y¬l¬nda Euler bu konu hakk¬nda çal¬̧sm¬̧s ve Gamma fonksiyonunu tan¬mlam¬̧st¬r.

1772 y¬l¬nda J. L. Lagrange 





 = +

+  vermi̧s oldu¼gu mertebesi tamsay¬ olan

diferansiyel operatörler için üsler kural¬ ile bu konuya dolayl¬ olarak katk¬ sa¼glam¬̧st¬r.

1812’de P. S. Laplace kesirli türev ifadeleri tan¬mlam¬̧s ve 1819’da key… mertebeli türevden

bahsetmi̧stir. Yine 1819’da S. C. Lacroix tümevar¬mdan faydalanarak  =   bir

pozitif tamsay¬ olmak üzere,  in  mertebeden türevini,

( ¸ )




=

!

(¡ )!
¡ =

¡ (+ 1)

¡ (¡ + 1)
¡

şeklinde vermi̧s ve  = 1  = 1
2
alarak


1
2 


1
2

=
2
p




elde etmi̧stir. 1823 y¬l¬nda kesirli i̧slemleri ilk kullanan bilim adam¬ N. H. Abel olmuştur.

Abel,

 =

Z 

0

(¡ )¡12  () 

integral denkleminde kesirli hesab¬ kullanm¬̧st¬r.



1844’de Boole sabit katsay¬l¬ lineeer diferansiyel denklemlerin çözümü için sembolik

yöntemler geli̧stirmi̧s ve problemlerin çözümünde kesirli hesab¬ kullanm¬̧st¬r. Bu alanda

etkili çal¬̧smalar kaydetmi̧stir. Bunlar¬n temeli kuvvet serileri ve diferansiyel denklemlerin

çözümü olarak tan¬mlanan diferansiyel operatörün key… bir fonksiyonunun genel aç¬l¬m¬na

dayan¬r. 1892’de Heaviside, elektromanyetik teorisinin baz¬ problemlerini çözmek için ke-

sirli hesab¬ kullanm¬̧st¬r. Weyl (1917), Hardy (1917), Littlewood (1925), Kober (1940),

Kutner (1953), Lebesgue ve Lipschitz’in geli̧stirdikleri fonkisyonlar¬n kesirli türev ve in-

tegral özelliklerini incelemi̧slerdir.

Kesirli hesaplamalar¬n matematikteki uygulamalar¬ 20. yy bitmeden ortaya ç¬km¬̧s an-

cak mühendislik ve bilimdeki ba̧sar¬lar¬ geçti¼gimiz yüzy¬l içerisinde gerçekleşmi̧stir. Ke-

sirli hesaplamalar birçok denklemde hassasiyeti art¬rarak daha iyi sonuçlar elde etme-

mizi sa¼glam¬̧st¬r. Ayr¬ca …ziksel denklemlerin yorumlanmas¬nda da katk¬s¬ olmuştur. Son

y¬llarda kesirli türev hesaplamalar¬ ve kesirli diferansiyel denklemler mekanik mühendis-

li¼gi, biyoloji, kimya, …zik, sinyal i̧sleme ve sistem tan¬mlama, …nans gibi birçok alandaki

problemleri çözmek için kullan¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca beyin analizinde sinir hücrelerinin kar-

ma̧s¬k yap¬l¬ anormal davran¬̧slar¬n¬n modellenmesi çal¬̧smalar¬yla t¬p alan¬nda, deprem

fay hatlar¬n¬n anormal hareketlerinin incelenmesi ile ilgili de pek çok alanda kesirli analiz

kullan¬lmaktad¬r.

Diferansiyel dönüşüm yöntemi yard¬m¬ ile kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬z karmaş¬k ve yüksek mertebe-

den k¬smi türevli diferansiyel denklemler (¬s¬ iletim denklemi, dalga denklemi, poisson

denklemi gibi) ve di¼ger mühendislik problemlerinin çözümünü elde etmemiz mümkündür.

Bu yöntem, kullan¬m aç¬s¬ndan elveri̧sli ve sonuca çabuk götüren bir yöntemdir. Laplace ve

Fourier dönüşümleri gibi yöntemlerle karş¬la̧st¬rd¬¼g¬m¬zda bu yöntem daha pratik oldu¼gun-

dan bize zaman kazand¬r¬r. Ayr¬ca bilgisayar proglamlamas¬na da uygundur. Bu yöntemle

k¬smi türevli diferansiyel denklemleri cebirsel denk lemlere dönüştürebilir ve elde etti¼gimiz

cebirsel denklemleri de baz¬ basit i̧slemlerle kolayl¬kla sistematik bir şekilde çözebili-

riz. Ayr¬ca integral yöntemlerini kulland¬¼g¬m¬zda karmaş¬k ifadelerin integrallerini almak

zorunda kalabilece¼gimizden ve ters dönüşümlerin al¬nmas¬nda da problemler yaşayabile-

ce¼gimizden dolay¬ integral dönüşüm yöntemleriyle (Laplace ve Fourier) kaŗs¬laşt¬rd¬¼g¬m¬zda

bu yöntemin bizi sonuca çok daha kolay ulaşt¬rd¬¼g¬n¬ görürüz. Bu iki yöntemde de lineer

olmayan problemlerin çözülememesi ise ayr¬ bir sorun iken diferansiyel dönüşüm yöntem-

inin lineer ve lineer olmayan problemlerin çözümünün yan¬ s¬ra, sürekli olmayan s¬n¬r
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şartlar¬na sahip problemlerin çözümünde de çal¬̧st¬¼g¬n¬ görebiliriz.

1996 y¬l¬nda diferansiyel dönüşümün tan¬m¬ verilmi̧s ve bu yöntem Sturm-Liouville

problemine uygulanm¬̧st¬r. Bu yöntem sayesinde baz¬ basit matematiksel i̧slemlerle -yinci

özde¼ger ve özvektör hesaplanm¬̧st¬r [1].

1999 da k¬smi diferansiyel denklemlerin çözümleri için iki boyutlu diferansiyel dönü-

şüm yöntemi kullan¬lm¬̧st¬r. Öncelikle iki boyutlu diferansiyel dönüşüm teorisine giri̧s

yap¬lm¬̧s, ikinci olarak, bir PDEs probleminin iki boyutlu diferansiyel dönüşümü al¬narak,

fark denklemlerinin bir kümesi elde edilmi̧stir. Son olarak de¼gi̧sken katsay¬l¬ ve sabit

katsay¬l¬ PDE problemleri sunulan bu metot ile çözülmüş ve hesaplanan sonuçlar di¼ger

analitik veya yaklaş¬k metotlar ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r [2].

2003 y¬l¬nda k¬smi türevli diferansiyel denklemlerin ba̧slang¬ç de¼ger problemlerinin iki

boyutlu diferansiyel dönüşüm yöntemi ile çözümü ara̧st¬r¬lm¬̧st¬r. Yeni teoremler eklenmi̧s

ve baz¬ lineer ve lineer olmayan PDEs bu metot kullan¬larak çözülmüştür. Bu çal¬̧smada,

ayr¬ca iki difüzyon probleminin analitik çözümleri elde edilmi̧s ve bu çözümlerin ayr¬̧st¬rma

metodu ile elde edilen çözümler kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r [3].

2004 y¬l¬nda lineer diferansiyel-cebirsel denklemlerin nümerik çözümü, diferansiyel

dönüşüm metodu ile ele al¬nm¬̧st¬r [4].

Ayr¬ca üç boyutlu diferansiyel dönüşüm metoduna giri̧s yap¬lm¬̧s ve birinci ad¬m için

temel teoremler tan¬mlanm¬̧st¬r. ·Iki ve üç boyutlu diferansiyel dönüşümlerin bir uygu-

lamas¬ olarak lineer ve lineer olmayan PDE sistemlerinin kesin çözümleri incelenmi̧stir.

Sunulan metodun sonuçlar¬ ayr¬̧st¬rmametodu ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu yöntemin nümerik

ve analitik çözümler için kullan¬̧sl¬ bir araç oldu¼gu anlat¬lm¬̧st¬r [5]. Ayr¬ca diferansiyel

dönüşüm metodu ile özel bir denklem olan Burgers denkleminin çözümü araşt¬r¬lm¬̧s

ve başlang¬ç şart¬nda verilerin de¼gi̧smesiyle diferansiyel dönüşüm ile bulunan çözümler

karş¬la̧st¬r¬lm¬̧st¬r [6]. Yüksek mertebeden başlang¬ç de¼ger problemlerinin diferansiyel

dönüşüm yöntemi ile uygulamas¬na ise yine ayn¬ y¬lda yer veril mi̧stir. Ayr¬ca bulunan

çözümler analitik çözümler ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r [7].

2005 y¬l¬nda ise k¬smi diferansiyel denklemlerin çözümleri için  boyutlu diferansiyel

metodun genelleştirilmesi verilmi̧stir [8]. Verilen bu metodun di¼gerlerinden ayr¬ olarak

özelli¼gi özellikle lineer olmayan diferansiyel denklemleri çözmekte etkili olmas¬d¬r. Bu

metodu örneklerle aç¬klamak için bulunan sonuçlar birkaç başlang¬ç ve s¬n¬r de¼ger prob-

lemlerine uygulanm¬̧st¬r.
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Ayr¬ca 2005 y¬l¬nda adi türevli diferansiyel denklem sistemlerinin çözümleri için de

diferansiyel dönüşüm metodunun bir genellemesi verilmi̧stir [9].

Kesirli diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri çok kolay elde edilemedi¼ginden

dolay¬, daha çok yaklaş¬k ve nümerik teknikler kullan¬lmaktad¬r. Biz bu çal¬̧smam¬zda

diferansiyel dönüşüm yöntemini kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere özellikle kesirli

mertebeden Sturm-Liouville problemlerine uygulayarak, bu yöntem yard¬m¬yla çözümler

elde edece¼giz.

Kesirli diferansiyel dönüşüm yöntemi ilk olarak Zhou taraf¬ndan 1986 y¬l¬nda mühen-

dislik alan¬nda uygulanm¬̧st¬r [10]. Bu yöntem polinom formunda oluşturulan Taylor

seri aç¬l¬m¬n¬ temel alan bir yöntemdir. Bilinen yüksek mertebeden Taylor seri yöntemi

sembolik hesaplamalar gerektirmektedir. Ancak, diferansiyel dönüşüm yöntemi, iteratif

olarak elde edilebilen bir polinom seri çözümüdür. Son zamanlarda diferansiyel dönüşüm

yöntemi, kesirli mertebeden lineer ve lineer olmayan denklemlerin yaklaş¬k çözümlerinde

başar¬l¬ bir şekilde kullan¬lmaktad¬r. Ayr¬ca lineer olmayan denklemlerin çözümleri Ado-

mian polinomlar¬na gerek kalmadan çözülebildi¼gi için diferansiyel dönüşüm yöntemi, Ado-

mian ayr¬̧st¬rma yöntemine göre daha avantajl¬d¬r.

Ayr¬ca operatörlerin spektral teorisinden k¬saca söz etmek gerekirse bu çal¬̧smalarda

genellikle Sturm-Liouville problemleri göz önüne al¬n¬r. Özde¼gerler, özfonksiyonlar, norm-

laşt¬r¬c¬ say¬lar, spektral fonksiyon gibi spektral veriler tan¬mlan¬r ve farkl¬ yöntemlerle

bunlar için asimptotik formüller bulunur. Regüler ve singüler olmak üzere iki tür diferan-

siyel operatör tan¬mlanm¬̧s ve bunlar¬n spektral teorileri yap¬land¬r¬lm¬̧st¬r. Tan¬m bölgesi

sonlu ve katsay¬lar¬ sürekli fonksiyonlar olan diferansiyel operatörlere regüler; tan¬m böl-

gesi sonsuz veya katsay¬lar¬ (baz¬lar¬ veya tamam¬) toplanabilir olmayan (veya her ikisi

sa¼glanacak şekilde) diferansiyel operatörlere singüler denir. ·Ikinci mertebeden regüler

operatörler için spektral teori günümüzde Sturm-Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. as-

r¬n sonlar¬nda ikinci mertebeden diferansiyel operatörler için sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r

şartlar¬ sa¼glanacak şekilde key… mertebeden adi diferansiyel operatörlerin özde¼gerlerinin

da¼g¬l¬m¬ G. D. Birko¤ taraf¬ndan incelenmi̧stir. Bu konularda çok say¬da çal¬̧smalar

yap¬lm¬̧st¬r [11-12].
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2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1. Bir veya daha çok ba¼g¬ml¬ de¼gi̧skenin bir veya daha çok ba¼g¬ms¬z

de¼gi̧skene göre türevlerini içeren bir denkleme diferansiyel denklem denir [13].

Tan¬m 2.1.2. Bir veya daha çok ba¼g¬ml¬ de¼gi̧skenin bir tek ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre

çeşitli mertebeden adi türevlerini ihtiva eden bir denkleme adi diferansiyel denklem denir

[13].

Tan¬m 2.1.3. Bir veya daha çok ba¼g¬ml¬ de¼gi̧skenin en az iki ba¼g¬ms¬z de¼gikene göre

çeşitli mertebeden k¬smi türevlerini ihtiva eden denkleme k¬smi diferansiyel denklem denir

[13].

Tan¬m 2.1.4. E¼ger katsay¬ fonksiyonlar¬ndan biri veya tümü  de¼gi̧skeni ile bir-

likte veya tek baş¬na bilinmeyen  fonksiyonunu içeriyorsa denkleme lineer olmayan, bu

katsay¬lar  den ba¼g¬ms¬z ise lineer diferansiyel denklem denir [13].

Tan¬m 2.1.5. 1() +  +  =  () ifadesinde  () = 0 ise bu diferansiyel

denkleme homojen diferansiyel denklem denir [13].

Tan¬m 2.1.6. Diferansiyel denklem çözüldü¼günde elde edilen çözüm fonksiyonu denk-

lemin mertebesi kadar key… sabit içermek zorundad¬r. Bu tür çözümlere genel çözüm

denir. Genel çözümdeki key… sabitlere verilen bir de¼ger sonucunda elde edilen çözüme özel

çözüm denir. Genel çözümdeki key… sabitlere de¼ger verilerek elde edilemeyen çözümlere

ise tekil çözüm denir [13].

Tan¬m 2.1.7. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve türevleri üzerinde

ba¼g¬ms¬z de¼gi̧s-kenin ayn¬ de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda çözümlerinin problemine

başlang¬ç de¼ger problemi denir. Benzer olarak bilinmeyen fonksiyon ve bunun türevlerinin

üzerinde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin farkl¬ de¼gerleri için verilen şartlar alt¬nda çözümlerinin prob-

lemine s¬n¬r de¼ger problemi denir [13].

Tan¬m 2.1.8. Tan¬m ve de¼ger cümlesi vektörlerden oluşan dönüşüme operatör denir

[14].

Tan¬m 2.1.9.  s¬n¬rl¬ lineer bir operatör ve  herhangi bir topolojik uzay olsun.

 =  eşitli¼ginde  6= 0 çözümü için elde edilen ’ya ’n¬n özde¼geri, ’e ise ’n¬n

özfonksiyonu denir [14].

Tan¬m 2.1.10.  herhangi bir elemanlar cümlesi üzerinde tan¬mlanm¬̧s bir operatör

olsun.  6= 0 olmak üzere  =  eşitli¼gini sa¼glayan ,  operatörünün özfonksiyonu, 



ise özde¼geri olsun.

 = ¡ 2

2
+  ()   2 [ ]

şeklinde tan¬mnl¬ operatöre Sturm-Liouville operatörü denir.

Burada  (), [ ] aral¬¼g¬nda sürekli reel de¼gerli fonksiyondur.

Ayr¬ca

¡00 +  ()  = 

denklemine Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklemin spektral özellikleri bu-

lunurken genelde 3 tür s¬n¬r şartlar¬yla göz önüne al¬n¬r.

1. Ayr¬k s¬n¬r şartlar¬

 ( ) cos+ 0 ( ) sin = 0

 ( ) cos  + 0 ( ) sin = 0

2. Periyodik s¬n¬r şartlar¬

 ( ) =  ( )  0 ( ) = 0( )

 ( ) = ¡ ( )  0 ( ) = ¡0 ( )

3. Uçlar¬ sabitlenmi̧s s¬n¬r şartlar¬

 ( ) =  ( ) = 0

0 ( ) = 0 ( ) = 0

şeklindedir.

Sturm-Liouville denklemine verilen s¬n¬r şartlar¬yla birlikte Sturm-Liouville problemi

denir [14].

Tan¬m 2.1.11. Gamma fonksiyonu faktöriyelin reel say¬lara geni̧sletilmi̧s halidir.

Re   0 olmak üzere aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r [15].

¡() =

Z 1

0

¡¡1  2 N

Gamma Fonksiyonunun Temel Özellikleri

1. Gamma fonksiyonu,

¡( + 1) = ¡()

eşitli¼gini sa¼glar.

2.  = ¡ ( = 0 1 2 ) noktalar¬nda basit kutba sahip olmak üzere,

¡() =

Z 1

0

¡¡1+

Z 1

1

¡¡1,
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elde edilir.

3. 1   1 ve eşleni¼gi  ile Höldier eşitsizli¼gini ¡ fonksiyonuna uygulayabiliriz.

0    1 olmak üzere

¡(



+




) =

Z 1

0

+¡1¡

=

Z 1

0




+ 

¡ 1

¡ 1
 ¡

=

Z 1

0

(¡1¡)1(¡1¡)1

·
Z 1

0

(¡1¡)1
Z 1

0

(¡1¡)1

· ¡()1¡()1

¡(



+




) · ¡()1¡()1

ln(



+




) =

1


¡()

1


¡()

elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar. Gamma fonksiyonu yard¬m¬yla baz¬ de¼gerler hesap-

lanm¬̧s olup aşa¼g¬daki tabloda verilmi̧stir.

¡(0) 

¡(1
2
)
p


¡(1) 1

¡(3
2
) 1

2

p


¡(2) 1

¡(5
2
) 3

2

p


¡(3) 2

¡(1) 1

Tablo 2.1.
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Tan¬m 2.1.12. erf() ile gösterilen hata fonksiyonu

erf() =
2p


Z 



¡
2



şeklinde tan¬mlan¬r [15].

Bu fonksiyona ili̧skin aşa¼g¬daki de¼gerler ve eşitlikler mevcuttur.

1. erf(¡) = ¡ erf()

2. erf(0) = 0

3. erf(1) = 1

Tan¬m 2.1.13.

(; ) =

1X

=0

!

!¡( + )

ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlanan fonksiyona Wright fonksiyonu denir [15].

Tan¬m 2.1.14.

() =
1p


Z 

0

cos( ¡  sin )

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Anger fonksiyonu denir [15].

Tan¬m 2.1.15. Riemann Liouville kesirli türevi,

  0  2 R ve  ¡ 1 ·  ·   2 N olmak üzere,

 ()


=

1

¡( ¡ )





Z 

0

()

(¡ )1¡+


şeklindedir [15].

Tan¬m 2.1.16. Riemann Liouville kesirli integrali,

  0  2 R ve  ¡ 1 ·  ·   2 N olmak üzere,

¡()

¡
=

1

¡()

Z 

0

()

(¡ )1¡


şeklindedir [15].

Tan¬m 2.1.17.  üstel fonksiyonun genelleştirilmesi olan ve 1903 y¬l¬nda Mittag-

Le­er taraf¬ndan bulunan bir parametreli Mittag-Le­er fonksiyonu

() =

1X

=0



¡( + 1)

olarak ifade edilir. ·Iki parametreli fonksiyon tipi ise

8



() =
1X

=0



¡( + )
  0   0

seri aç¬l¬m¬ şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r [15].

Tan¬m 2.1.18. () fonksiyonu al¬n¬rsa  ve  noktalar¬ limit noktalar¬ de¼gerleri üzere



  () = lim

!0
¡

X

0

(¡1)( ) (¡ )

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Burada  =  ise m. dereceden türevi,  = ¡ ise m-katl¬ integrali temsil eder.

Ayr¬ca şunu da belirtelim ki  reel bir say¬ olmak üzere () = (¡ ) şeklindeki fonksi-

yonlar¬n kesirli türevleri Grunwald-Letnikov taraf¬ndan tan¬mlanan



 (¡ ) =

¡( + 1)

¡( ¡  + 1)
(¡ )¡

formülü ile hesaplan¬r [15].

Tan¬m 2.1.19. ( ) ile gösterilen Mellin-Ross fonksiyonu  üstel fonksiyonunun

kesirli integralini al¬rken kullan¬l¬r. Bu fonksiyonun özelli¼gi hem Gamma fonksiyonu hem

de Mittag-Le­er fonksiyonu cinsinden yaz¬lmas¬d¬r. Öyle ki

( ) = ¡¤()

( ) = 
1X

0

()

¡( +  + 1)

= 1+1()

şeklinde olup, burada

¡¤( ) =
1

¡()

Z 

0

¡¡1   0

ifadesine de tamamlanm¬̧s Gamma fonksiyonu denir [15].

Tan¬m 2.1.20. Riemann Liouville yaklaş¬m¬  =  da kesirli türevin limit de¼gerleriyle

verilen başlang¬ç şartlar¬n¬ içermektedir. Örne¼gin;

lim!
¡1
 () = 1

lim!
¡2
 () = 2



lim!
¡
  () = 
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Burada , k=1,2,3,...,n dir. Böylece başlang¬ç koşullar¬ndan oluşan başlang¬ç de¼ger

problemi Riemann-Liouville yakla̧s¬m¬ ile başar¬yla çözülebilir. Bu çözümler pratikte kul-

lan¬̧ss¬zd¬r. Çünkü böyle başlang¬ç şartlar¬n¬n …ziksel kaŗs¬l¬¼g¬ mevcut de¼gildir. Bu durum

M.Caputo taraf¬ndan geli̧stirilen, 0 ()  00 ()   gibi tamsay¬ mertebeden türevlerin

 =  noktas¬ndaki limit de¼gerlerini içeren kesirli türevlere sahip diferensiyel denklem-

ler için verilen başlang¬ç-de¼ger problemlerinin başlang¬ç şartlar¬n¬ formülüze eden Caputo

yaklaş¬m¬ ile çözülmüştür. Caputo kesirli türev tan¬m¬, () fonksiyonu  defa sürekli

diferansiyellenebilir olmak üzere ¡ 1 ·  ·  için





 = ¡() =

1

¡(¡ )

Z 



( )

(¡  )+1¡

olarak Caputo taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r [15].

Tan¬m 2.1.21.  bir metrik uzay olsun. E¼ger  operatörü aşa¼g¬da verilen koşullar¬

sa¼glarsa bu operatöre "Daralma Dönüşümü" denir [16].

1.  :  ! 

2. 8  2  için 0    1 olmak üzere

( []  []) · ( )

dir.

Tan¬m 2.1.22.  ve  Banach uzaylar¬ ve  :  !  lineer operatörü verilsin.

E¼ger  operatörü  uzay¬n¬n her s¬n¬rl¬ kümesini,  uzay¬n¬n bir ön kompakt kümesine

çeviriyorsa ’ya kompakt lineer operatör veya tamamen sürekli lineer operatör denir [16].

Tan¬m 2.1.23. [0 1] uzay¬n¬n bir  alt kümesini ve bir  2 [0 1] ö¼gesini alal¬m.

Herhangi bir   0 say¬s¬ verildi¼ginde her  2 () ve her  2  için j ()¡ () j 

olacak şekilde   0 say¬s¬ bulunabiliyorsa  ye  da eşsüreklidir denir [14].

Teorem 2.1.1.  Banach uzay¬ ve  :  !  sürekli bir operatör olsun.Bu takdirde

ya  sabit bir noktaya sahiptir yada f 2  j  =   2 (0 1)g cümlesi s¬n¬rs¬zd¬r

[16].

Teorem 2.1.2.  2 (0 1) için  kompakt ise gerek ve yeter koşul  kapal¬, s¬n¬rl¬

ve eş süreklidir. Banach uzay¬ndaki kompakt operatörler mutlak süreklidir [16].

Teorem 2.1.3.  Banach uzay¬ olsun.  :  !  bir daralma dönüşümü olmak

üzere bu takdirde  tek bir sabit noktaya sahiptir. Yani  2  öyle ki  () =  d¬r

[16].
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Teorem 2.1.4.  ½ 2 2 bir bölge olsun. 9  0 say¬s¬ öyle ki 8( 1) ve ( 2)

için

j ( 1)¡ ( 2) j·  j 1 ¡ 2 j

şart¬ sa¼glan¬yorsa  ( ) fonksiyonu  de¼gi̧skenine göre Lipschitz’dir denir [14].
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3. D·IFERANS·IYEL DÖNÜŞÜM YÖNTEM·I

Diferansiyel dönüşüm yöntemi tek boyutlu, iki boyutlu, üç boyutlu ve n boyutlu dife-

ransiyel dönüşüm yöntemi olmak üzere 4 ayr¬ durumda incelenir. Bir boyutlu diferansiyel

dönüşüm yöntemi adi türevli difarensiyel denklemlerin ve denklem sistemlerinin çözümü

için, iki ve üç boyutlu diferansiyel dönüşüm yöntemi k¬smi türevli diferansiyel denklemlerin

ve denklem sistemlerinin çözümü için, n boyutlu diferansiyel dönüşüm yöntemi ise denklem

sistemlerini ve baz¬ k¬smi türevli diferansiyel denklemleri çözmekte kullan¬l¬r.

3.1. Tek Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi

Bu yöntem tek de¼gi̧sken içerdi¼ginden adi türevli diferansiyel denklemlerin çözümleri

için kullan¬l¬r. Bu yönteme geçmeden önce diferansiyel operatörün özelliklerini inceleye-

lim.

1. 

( ()§  ()) = 


 ()§  


 () ( key… sabit)

2. 


¡


 ()

¢
= 2

2
 ()

3. 


( ()  ()) =  () 


 () +

¡

1

¢


 () ¡1

¡1 () + 

+
¡


¡1
¢
¡1

¡1  ()


 () +  () 


 ()

Tan¬m 3.1.1. () diferansiyellenebilir fonksiyonunun dönüşüm fonksiyonu  ()

olmak üzere,

()’nin tek boyutlu diferansiyel dönüşümü

 () =
1

!

·



 ()

¸

=0

(3.1.1)

olarak tan¬mlan¬r [1].

Tan¬m 3.1.2.  () dönüşüm fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters dönüşüm fonksi-

yonu,

 () =
1X

=0

 () (3.1.2)

biçiminde tan¬mlan¬r. (3.1.1) ve (3.1.2) eşitlikleri dikkate al¬narak aşa¼g¬daki (3.1.3)

eşitli¼gi elde edilir.

 () =

1X

=0

1

!

·



 ()

¸

=0

 (3.1.3)



(3.1.1) ve (3.1.2) denklemleri kullan¬larak temel matematiksel operasyonlar yard¬m¬

ile tek boyutlu diferansiyel dönüşüm için a̧sa¼g¬daki teoremleri verelim [1].

Teorem 3.1.1. () () ve () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 () =  ()§  ()

ise s¬ras¬yla  ()  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere

 () =  ()§  ()

eşitli¼gi sa¼glan¬r [1].

·Ispat.

 ()!  () =
1

!

·



 ()

¸

=0

ve

 ()!  () =
1

!

·



 ()

¸

=0

olmak üzere

 () =  ()§  ()

ise

 () =
1

!

·



( ()§  ())

¸

=0

diferensiyel operatörün 1. özelli¼ginden

 () =
1

!

·



 ()§ 


 ()

¸

=0

=
1

!

·



 ()

¸

=0| {z }
()

+
1

!

·



 ()

¸

=0| {z }
 ()

 () =  ()§  ()

elde edilir.

Teorem 3.1.2. () ve () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  2 R olmak

üzere e¼ger

 () =  ()

ise s¬ras¬yla  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬

olmak üzere aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

 () =  ()
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·Ispat.

 ()!  () =
1

!

·



 ()

¸

=0

oldu¼gundan

 () =  ()

olmak üzere

 () =
1

!

·



 ()

¸

=0

olur. Diferansiyel operatörün 1. özelli¼ginden

 () = 
1

!

·



 ()

¸

=0

=  ()

olarak bulunur.

Teorem 3.1.3. () ve () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 () =



 ()

ise s¬ras¬yla  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬

olmak üzere

 () = ( + 1) ( + 1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [1].

·Ispat.

 ()!  () =
1

!

·



 ()

¸

=0

oldu¼gunu biliyoruz.

 () =
()



olmak üzere

 () =
1

!

·




µ



 ()

¶¸

=0

diferansiyel operatörün 2. özelli¼ginden
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 () =
1

!

·
+1

+1
 ()

¸

=0

= ( + 1)
1

( + 1)!

·
+1

+1
 ()

¸

=0| {z }
 (+1)

= ( + 1) ( + 1)

elde edilir.

Teorem 3.1.4. () ve () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  2 N olmak

üzere

 () =
 ()



ise s¬ras¬yla  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬

olmak üzere

 () = ( + 1) ( + 2)  ( + ) ( + ) =
( + )!

!
 ( + )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [1].

Teorem 3.1.5.  ()   () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  2 N

olmak üzere e¼ger

 () =  ()  ()

ise s¬ras¬yla  ()   () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere

 () =
X

=0

 () ( ¡ )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [1].

·Ispat.

 () ¡!  () =
1

!

·



 ()

¸

=0

ve  () ¡!  () =
1

!

·



 ()

¸

=0

olmak üzere  () =  ()  () ise  () = 1
!

h



( ()  ())

i
=0

olur.

Diferansiyel operatörünün 3. özelli¼ginden
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 () =
1

!

·



( ()  ())

¸

=0

=
1

!

·
 ()




 () +

µ


1

¶



 ()

¡1

¡1
 ()

+

µ


2

¶
2

2
 ()

¡2

¡2
 () + 

+

µ


 ¡ 1

¶
¡1

¡1
 ()




 () +  ()




 ()

¸

=0

 () =
1

!

·
 ()




 ()

¸

=0

+
1

!

·µ


1

¶



 ()

¡1

¡1
 ()

¸

=0

+
1

!

·µ


2

¶
2

2
 ()

¡2

¡2
 ()

¸

++
1

!

!

( ¡ 1)!

·
¡1

¡1
 ()




 ()

¸

=0

+
1

!

·
 ()




 ()

¸

=0

 () =
1

!

·µ



 ()

¶
 ()

¸

=0

+
1

!

!

( ¡ 1)!

·



 ()

¡1

¡1
 ()

¸

=0

++
1

!

!

( ¡ 1)!

·
¡1

¡1
 ()




 ()

¸

=0

+
1

!

·
 ()




 ()

¸

=0

 () =  () () +  ( ¡ 1) (1) + +  (1) ( ¡ 1) +  (0) ()

 () =

X

=0

 () ( ¡ )

olur.

Teorem 3.1.6.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.  2 N olmak üzere e¼ger

 () = 

ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere aşa¼g¬daki

eşitlik sa¼glan¬r

 () =  ( ¡) =

8
<
:

1  = 

0 aksi halde

·Ispat. ·Ispata önce
h





i
=0

ifadesinin eşitini araşt¬ral¬m. Burada kaŗs¬m¬za 3

durum ç¬kmaktad¬r.
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1. Durum:    durumuh




i
=0

=
£
 (¡ 1)  (¡  + 1)¡

¤
=0

= 0

 () =
1

!

·




¸

=0

=
0

!
= 0

2. Durum:  =  durumuh




i
=0

= [ (¡ 1)  (¡+ 1)¡]=0 = !

 () =
1

!

·




¸

=0

=
1

!
! = 1

3. Durum:    durumuh




i
=0

= [ (¡ 1)  (¡+ 1) 0]=0 = 0 olur.

 () =
1

!

·




¸

=0

=
0

!
= 0

Bu 3 durum göz önüne al¬narak  () =  olmak üzere

 () =  ( ¡) =

8
<
:

1  = 

0 aksi halde

olur.  () in baz¬ de¼gerleri için elde edilen  () de¼gerlerinin baz¬lar¬ aşa¼g¬daki

tabloda verilmi̧stir.

 ()  ()

 () =   () =  ()

 () =   () =  ( ¡ 1)

 () = 2  () =  ( ¡ 2)

 () = 5  () =  ( ¡ 5)

 () = 68 + 73 ¡ 13  () = 6 ( ¡ 8) + 7 ( ¡ 3)¡ 13 ()

Tablo 3.1
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Teorem 3.1.7.  (),  () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 () =  ()
2

2
 ()

ise s¬ras¬yla  ()   () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere

 () =

X

=0

( ¡  + 2) ( ¡  + 1) () ( ¡  + 2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [1].

·Ispat. Önce  () = 2

2
 () ’e kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel dönüşümü bulal¬m. Teorem

3.1.4 ten  = 2 için  () = ( + 1) ( + 2) ( + 2) olur.

Teorem 3.1.5 ten iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonuna göre

 () =

X

=0

 () ( ¡ )

şeklinde olur. Buradan

 ( ¡ ) = ( ¡  + 1) ( ¡  + 2) ( ¡  + 2)

elde edilir. Bu iki ifadeden de

 () =
X

=0

( ¡  + 2) ( ¡  + 1) () ( ¡  + 2)

eşitli¼gi bulunur.

Teorem 3.1.8.  (),  () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 () =



 ()




 ()

ise s¬ras¬yla  ()   () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere a̧sa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r [1].

 () =
X

=0

( + 1) ( ¡  + 1) ( + 1) ( ¡  + 1)

·Ispat.  () = 

 () ve  () = 


 () olsun. Buradan  () = ( + 1) ( + 1) ve

 () = ( + 1) ( + 1) olur. Teorem 3.1.5 iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonundan

 () =
X

=0

 () ( ¡ )
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şeklindedir. Burada

 () = ( + 1) ( + 1) ve  () = ( + 1) ( + 1)

olur. Sonuç olarak

 () =
X

=0

( + 1) ( ¡  + 1) ( + 1) ( ¡  + 1)

bulunur.

Teorem 3.1.9.  (),  () , () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

 () =  ()  ()  ()

ise s¬ras¬yla  ()‚  (),  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 () =  ()­  ()­  () =
X

=0

¡X

=0

 ()  () ( ¡  ¡ )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [1].

·Ispat.  () =  ()  () olsun.Teorem 3.1.5 iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonundan  () =
P

=0  () ( ¡ ) olur. Burada

 () =  ()  () olacakt¬r. Teorem 3.1.5 ten

 () =
X

=0

 () ( ¡ )

yazabiliriz.

 ( ¡ ) =

¡X

=0

 () ( ¡  ¡ )

denklemde yerine yaz¬l¬rsa

 () =
X

=0

¡X

=0

 () () ( ¡  ¡ )

olup, ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 3.1.10.  (),  (), () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

 () =  ()  ()
2

2
 ()
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ise s¬ras¬yla  ()   (),  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 () =
X

=0

¡X

=0

( ¡  ¡ + 1) ( ¡  ¡ + 2) () () ( ¡  ¡ + 2)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.  () = 2

2
 () olsun. Buna kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel dönüşüm fonksiyonu

 () = ( + 1) ( + 2) ( + 2) buradan  () =  ()  () olur.

Teorem 3.1.5 iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonundan

 () =
X

=0

 () ( ¡ )

 ( ¡ ) = ( ¡  + 1) ( ¡  + 2) ( ¡  + 2)

olur. Sonuç olarak  () =  ()  () olacakt¬r. Teorem 3.1.5 ten

 () =
X

=0

 () ( ¡ )

elde edilir.

 ( ¡ ) =
¡X

=0

 () ( ¡  ¡ )

denklemde yerine yaz¬l¬rsa

 () =
X

=0

¡X

=0

( ¡  ¡ + 1) ( ¡  ¡ + 2) () () ( ¡  ¡ + 2)

olup böylece ispat sonuçlan¬r.

Teorem 3.1.11.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.  2 R olmak üzere e¼ger

 () = 

ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =
 (ln )

!

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (311) den

 () =
1

!

·



 ()

¸

=0

=
1

!

·




¸

=0
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olur. Şimdi  n¬n ald¬¼g¬ de¼gerlere göre  () de¼gerlerini hesaplarsak

 = 0 için

 (0) =
1

0!

£

¤
=0

=
1

0!
= 1

 = 1 için

 (1) =
1

1!

·




¸

=0

=
1

1!

£
 ln 

¤
=0

=
1

1!
 ln 

 = 2 için

 (2) =
1

2!

·
2

2

¸

=0

=
1

2!

£
2 (ln )2 

¤
=0

=
1

2!
2 (ln )2

 = 3 için

 (3) =
1

3!

·
3

3

¸

=0

=
1

3!

£
3 (ln )3 

¤
=0

=
1

3!
3 (ln )3

bu de¼gerlerden anla̧s¬laca¼g¬ gibi

 () =
 (ln )

!

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.1.12.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.  2 R olmak üzere e¼ger

 () = 

ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =


!

eşitli¼gi sa¼glan¬r [7].

·Ispat. Teorem 3.1.11 den  =  al¬n¬rsa

 () =
 (ln )

!
=



!

olur.

Teorem 3.1.13.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.  2 R olmak üzere e¼ger

 () = +
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ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =


!


eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.  () = + =  olmak üzere

teorem 3.1.2 den ve diferansiyel dönüşümün lineerlik özelli¼ginden  () =  ve  yi

sabit olarak al¬rsak, () =  ()  olur. Teorem 3.1.12 den  () = 

!
oldu¼gu biliniyor.

Sonuç olarak

 () =


!


bulunur.

Teorem 3.1.14.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. E¼ger

 () = sinh ()

ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =

8
<
:



!
 tek ise

0  çift ise

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

 () = sinh () =
 ¡ ¡

2
=



2
¡ ¡

2

olur. Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 den

 () =
1

2

Ã


!
¡ (¡)

!

!

olur.

 tek ise

 () =
1

2

Ã


!
¡ (¡)

!

!
=



!


 çift ise

 () =
1

2

Ã


!
¡ (¡)

!

!
= 0

olur.

Teorem 3.1.15.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. E¼ger

 () = cosh ()
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ise  () verilen fonksiyonun diferensiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =

8
<
:

0  tek ise


!
 çift ise

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.1.16.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.   2 R olmak üzere

e¼ger

 () = sin (+ )

ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =


!
sin
³
2
 + 

´

eşitli¼gi sa¼glan¬r [7].

·Ispat.  () = sin (+ ) ise (311) den bu fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiy-

onu

 () =
1

!

·



sin (+ )

¸

=0

şimdi  n¬n ald¬¼g¬ de¼gerlere göre  () de¼gerlerini hesaplarsak

 = 0 için

 (0) =
1

0!
[sin (+ )]=0 =

1

0!
sin () =

1

1!
0 sin

µ
0

2
+ 

¶

 = 1 için

 (1) =
1

1!

·



sin (+ )

¸

=0

=
1

1!
[ cos (+ )]=0

=
1

1!
 cos () =

1

1!
 sin

³
2
+ 
´

 = 2 için

 (2) =
1

2!

·
2

2
sin (+ )

¸

=0

=
1

2!

£
¡2 sin (+ )

¤
=0

= ¡ 1

2!
2 sin () = ¡ 1

2!
2 sin

µ
2

2
+ 

¶

 = 3 için

 (3) =
1

3!

·
3

3
sin (+ )

¸

=0

=
1

3!

£
¡3 cos (+ )

¤
=0

= ¡ 1

3!
cos 3 () = ¡ 1

3!
3 sin

µ
3

2
+ 

¶
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bu de¼gerlerden anla̧s¬laca¼g¬ gibi

 () =


!
sin
³
2
 + 

´

d¬r.

Teorem 3.1.17.  () diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.   2 R olmak üzere

e¼ger

 () = cos (+ )

ise  () verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 () =


!
cos
³
2
 + 

´

eşitli¼gi sa¼glan¬r [7].

Teorem 3.1.18.  () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  2 R

olmak üzere e¼ger

 () =

Z

0

 () 

ise  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak

üzere

 () =
 ( ¡ 1)



eşitli¼gi sa¼glan¬r [17].

·Ispat. ·Ispata geçmeden önce analizden iyi bilinen bir yard¬mc¬ teorem verelim.

Lemma 3.1.19.  : [ ]! R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [ ] üzerinde

 () =

Z

0

 () 

eşitli¼gi ile tan¬ml¬  fonksiyonu  nin sürekli oldu¼gu her noktada türevlidir ve

 0 () =  ()

dir. Bu teoremden hareketle

0 () =  ()
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olur. O halde aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

( + 1) ( + 1) =  ()

 ( + 1) =
 ()

( + 1)

 ( + 1) =
 ( ¡ 1)



Teorem 3.1.20.  ()‚  () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 () =  ()

Z 

0

 () 

ise  ()‚  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬

olmak üzere

 () =  ()­  ( ¡ 1)



eşitli¼gi sa¼glan¬r [17].

Teorem 3.1.21.  ()‚  () ve  () diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 () =

Z 

0

 ()  () 

ise  ()‚  () ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬

olmak üzere

 () =
 ( ¡ 1)­  ( ¡ 1)



eşitli¼gi sa¼glan¬r [17].

3.2. ·Iki Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi

Tan¬m 3.2.1.  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun dife-

ransiyel dönüşüm fonksiyonu  ( ) olmak üzere,  ( )’nin iki boyutlu diferansiyel

dönüşümü

 ( ) =
1

!!

·
+


 ( )

¸

=0
=0

(3.2.1)

olarak tan¬mlan¬r [10].

Tan¬m 3.2.2.  ( ) dönüşüm fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters dönüşüm

fonksiyonu,

( ) =
1X

=0

1X

=0

 ( ) (3.2.2)

biçimde tan¬mlan¬r. (321) ve (322) eşitliklerini dikkate alarak aşa¼g¬daki eşitli¼gi elde

edebiliriz.

25



( ) =
1X

=0

1X

=0

1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

 (3.2.3)

(321) ve (322) denklemleri kullan¬larak temel matematiksel operasyonlar yard¬m¬

ile iki boyutlu diferensiyel dönüşümü için aşa¼g¬daki teoremler ispat edilebilir [10].

Teorem 3.2.1.  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

( ) = ( )§ ( )

ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =  ( )§  ( )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [10].

·Ispat.

( )!  ( ) =
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

( )!  ( ) =
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

olmak üzere

( ) = ( )§ ( )

ise

 ( ) =
1

!!

·
+


( ( )§  ( ))

¸

=0
=0

diferansiyel fonksiyonun 1. özelli¼ginden

 ( ) =
1

!!

·
+


 ( )§ +


 ( )

¸

=0
=0

=
1

!!

·
+


 ( )

¸

=0
=0| {z }

 ()

§ 1

!!

·
+


 ( )

¸

=0
=0| {z }

 ()
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 ( ) =  ( )§  ( )

elde edilir.

Teorem 3.2.2.  ( ),  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  2 R

olmak üzere e¼ger

( ) = ( )

ise s¬ras¬yla  ( ) ve ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksiyon-

lar¬ olmak üzere

 ( ) =  ( )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [10].

·Ispat.

( )!  ( ) =
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

oldu¼gundan

( ) = ( )

ise

 ( ) =
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

olur. Diferansiyel fonksiyonun 1. özelli¼ginden

 ( ) = 
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

=  ( )

olarak bulunur.

Teorem 3.2.3.  ( ),  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 ( ) =
 ( )



ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere

 ( ) = ( + 1) ( + 1 )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [10].
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·Ispat.  ( )!  ( ) = 1
!!

h
+


( )

i
=0
=0

oldu¼gunu biliyoruz.

 ( ) = ()


ise

 ( ) = 1
!!

h
+



¡


 ( )

¢i
=0
=0

d¬r. Diferansiyel fonksiyonun 2. özelli¼ginden

 ( ) =
1

!!

·
++1

+1
 ( )

¸

=0
=0

= ( + 1)
1

( + 1)!!

·
++1

+1
 ( )

¸

=0
=0

= ( + 1) ( + 1 )

elde edilir.

Teorem 3.2.4.  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 ( ) =
 ( )



ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere

 ( ) = (+ 1) (  + 1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [3].

Teorem 3.2.5.  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.   2 N

olmak üzere e¼ger

 ( ) =
+ ( )



ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm fonksi-

yonlar¬ olmak üzere

 ( ) = ( + 1) ( + 2)  ( + ) (+ 1) (+ 2)  (+ ) ( +  + )

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.2.6.  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun-

lar.E¼ger

 ( ) =  ( )  ( )

ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  () verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere a̧sa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

 ( ) =
X

=0

X

=0

 ( ¡ ) ( ¡  )
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·Ispat.

( )!  ( ) =
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

( )!  ( ) =
1

!!

·
+


( )

¸

=0
=0

olmak üzere  ( ) =  ( )  ( ) ise

 ( ) =
1

!!

·
+


( ( )  ( ))

¸

=0
=0

=
1

!!

µ




µ


0

¶
 ( )




 ( ) +

µ


1

¶



 ( )

¡1

¡1
 ( )

++

µ


 ¡ 1

¶
¡1

¡1
 ( )




 ( ) +  ( )




 ( )

¶

=0
=0

=
1

!!

µµ


0

¶µ


0

¶



 ( )




 ( ) +

µ


0

¶µ


1

¶
¡1

¡1
 ( )

+1


 ( )

++

µ


0

¶µ


1

¶
+1


 ( )

¡1

¡1
 ( )

+

µ


1

¶µ


1

¶


¡1
 ( )



¡1
 ( )

++

µ




¶µ




¶
¡+

¡
 ( )

¡+

¡
 ( )

++

µ




¶µ




¶



 ( )




 ( )

¶

=0
=0

=
1

!!

"
X

=0

X

=0

µ




¶µ




¶
¡+

¡
 ( )

¡+

¡
 ( )

#

=0
=0

=
X

=0

X

=0

1

( ¡ )!! ( ¡ )!!

·µ




¶µ




¶
¡+

¡
 ( )

¡+

¡
 ( )

¸

=0
=0

 ( ) =
X

=0

X

=0

 ( ¡ ) ( ¡  )

elde edilir.

Teorem 3.2.7.  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.  2 Z olmak üzere e¼ger

 ( ) = 
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ise  ( ) verilen fonksiyonun diferansiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere

 ( ) =  ( ¡¡ ) =

8
<
:

1,  =    = 

0,  

eşitli¼gi sa¼glan¬r.[3].

Teorem 3.2.8.  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

 ( ) =  ( )
2 ( )

2

ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =
X

=0

X

=0

( ¡  + 2) ( ¡  + 1) ( ¡ ) ( ¡  + 2 )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [3].

Teorem 3.2.9  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

 ( ) =
 ( )



 ( )



ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =
X

=0

X

=0

( + 1) ( ¡  + 1) ( + 1 ¡ ) ( ¡  + 1 )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [3].

Teorem 3.2.10.  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

 ( ) =
 ( )



 ( )



ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere a̧sa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

 ( ) =
X

=0

X

=0

(+ 1) (¡ + 1) ( ¡  + 1) ( ¡  + 1)
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Teorem 3.2.11.  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

E¼ger

 ( ) =
 ( )



 ( )



ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =
X

=0

X

=0

( ¡  + 1) (¡ + 1) ( ¡  + 1 )  ( ¡ + 1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [3].

Teorem 3.2.12.  ( ),  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. E¼ger

 ( ) =  ( ) ( )  ( )  ( )

ise s¬ras¬yla  ( ),  ( )   ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

 ( ) =
X

=0

¡X

=0

X

=0

¡X

=0

 ( ¡ ¡ ) ( )( ¡  ¡  )

Teorem 3.2.13.  ( ),  ( ),  ( ) ve  ( ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. E¼ger

 ( ) =  ( )  ( )
2( )

2

ise s¬ras¬yla  ( ),  ( )   ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =
X

=0

¡X

=0

X

=0

¡X

=0

( ¡  ¡ + 2) ( ¡  ¡ + 2)

 (  ¡ ¡ ) ( )( ¡  ¡ + 2 )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [3].

3.3. Üç Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi

Tan¬m 3.3.1.  (  ) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere,  (  )’nin

üç boyutlu diferansiyel dönüşümü

 ( ) =
1

!!!

·
++


 (  )

¸

(000)

(3.3.1)
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olarak tan¬mlan¬r. Burada daha önce de oldu¼gu gibi, dikkat edilecek olursa dönüşüm

fonksiyonunu temsil etmek için büyük har‡er, orijinal fonksiyonu ifade etmek için de

küçük har‡er kullan¬lm¬̧st¬r [4].

Tan¬m 3.3.2.  ( ) dönüşüm fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters dönüşüm

fonksiyonu,

 (  ) =
1X

=0

1X

=0

1X

=0

 ( ) (3.3.2)

olarak tan¬mlan¬r. ·Iki boyutlu diferansiyel dönüşüm yönteminde oldu¼gu gibi (323)

eşitli¼gine benzer şekilde (331), (332) denklemleri dikkate al¬n¬rsa,

 (  ) =
1X

=0

1X

=0

1X

=0

1

!!!

·
++


 (  )

¸

(000)

 (3.3.3)

yazabiliriz.

Üç boyutlu diferansiyel dönüşüm fonksiyonu için aşa¼g¬daki teoremler ispat edilebilir

[4].

Teorem 3.3.1.  (  )   (  ) ve  (  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. E¼ger

 (  ) =  (  )§  (  )

ise s¬ras¬yla  ( )   ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =  ( )§  ( )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [4].

Teorem 3.3.2.  (  ) ve  (  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.

 2 R olmak üzere e¼ger

 (  ) =  (  )

ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =  ( )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [4].

Teorem 3.3.3.  (  ) ve  (  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 (  ) =
 (  )


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ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) = ( + 1) ( + 1 )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [4].

Teorem 3.3.4.  (  ) ve  (  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 (  ) =
 (  )



ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) = (+ 1) (  + 1)

eşitli¼gi sa¼glan¬r [4].

Teorem 3.3.5.  (  ) ve  (  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 (  ) =
++ (  )



ise s¬ras¬yla  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönüşüm

fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =
( + )!

!

(+ )!

!

(+ )!

!
 ( +   + + )

 ( ) = ( + 1) ( + 1 )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [4].

Teorem 3.3.6.  (  ),  (  ) ve  (  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. E¼ger

 (  ) =



 (  )




 (  )

ise s¬ras¬yla  ( ),  ( ) ve  ( ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere

 ( ) =
X

=0

X

=0

X

=0

( ¡  + 1) (¡ + 1) ( ¡  + 1  ) ( ¡ + 1¡ )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [4].
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3.4. N Boyutlu Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi

Tan¬m 3.4.1.  (1 2  ) diferansiyellenebilir fonksiyon olmak üzere,

 (1 2  )’nin  boyutlu diferansiyel dönüşümü

 (1 2  ) =
1

1!2!!

·
1+2++ (1 2  )

11 22 

¸

1=0
2=0
=0

(3.4.1)

olarak tan¬mlan¬r. Burada daha önce de oldu¼gu gibi dikkat edilecek olursa dönüşüm

fonksiyonunu temsil etmek için büyük har‡er, orijinal fonksiyonu ifade etmek için de

küçük har‡er kullan¬lm¬̧st¬r [8].

Tan¬m 3.4.2.  (1 2  ) dönüşüm fonksiyonunun tersi; diferansiyel ters dönü-

şüm fonksiyonu,

 (1 2  ) =
1X

1=0

1X

2=0


1X

=0

 (1 2  )
1
1 22  (3.4.2)

olarak tan¬mlan¬r.

Üç boyutlu diferansiyel dönüşüm yönteminde oldu¼gu gibi (323) eşitli¼gine benzer şe-

kilde (341), (342) denklemleri dikkate al¬n¬rsa,

 (1 2  ) =
1X

1=0

1X

2=0


1X

=0

1

1!2!!

·
1+2++ (1 2  )

11 22 

¸
1=0
2=0
=0

(3.4.3)

£11 22 

yazabiliriz.  boyutlu diferansiyel dönüşüm fonksiyonu için aşa¼g¬daki teoremler ispat

edilebilir [8].

Teorem 3.4.1.  (1 2  ),  (1 2  ) ve  (1 2  ) diferansiyellenebi-

lir fonksiyonlar olsunlar. E¼ger

 (1 2  ) =  (1 2  )§  (1 2  )

ise s¬ras¬yla (1 2  ),  (1 2  ) ve  (1 2  ) verilen fonksiyonlar¬n

diferansiyel dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r.

 (1 2  ) =  (1 2  )§  (1 2  )

Teorem 3.4.2.  (1 2  ) ve  (1 2  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar.  2 R olmak üzere e¼ger

 (1 2  ) =  (1 2  )
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ise s¬ras¬yla  (1 2  ) ve  (1 2  ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere

 (1 2  ) =  (1 2  )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [8].

Teorem 3.4.3.  (1 2  ) ve  (1 2  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. E¼ger

 (1 2  ) =


1
 (1 2  )

ise s¬ras¬yla (1 2  ) ve  (1 2  ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel dönü-

şüm fonksiyonlar¬ olmak üzere

 (1 2  ) = ( + 1) (1 + 1 2  )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [8].

Teorem 3.4.4.  (1 2  ) ve  (1 2  ) diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsunlar. E¼ger

 (1 2  ) =
1+2++

11 
2
2 




 (1 2  )

ise s¬ras¬yla  (1 2  ) ve  (1 2  ) verilen fonksiyonlar¬n diferansiyel

dönüşüm fonksiyonlar¬ olmak üzere

 (1 2  ) =
(1+1)!

1!

(2 + 2)!

2!

( + )!

!
 (1 + 1 2 + 2   + )

eşitli¼gi sa¼glan¬r [8].
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3.5. Diferansiyel Dönüşüm Yöntemine ·Ili̧skin Uygulamalar

Uygulama 3.5.1. 0 ¡ 5 = 0,  (0) = 1 probleminin çözümünü bulal¬m.

Çözüm. Diferansiyel denklemin analitik çözümü  () = 5 tir. Şimdi diferansiyel

dönüşüm yöntemi ile problemi çözelim.

 ()’e kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel dönüşüm fonksiyonu  () olmak üzere, 0 ()’e kaŗs¬l¬k

gelen dönüşüm fonksiyonu ( + 1)  ( + 1) dir.

Bu ifadeleri denklemde yerine yazarsak

( + 1) ( + 1)¡ 5 () = 0

 ( + 1) =
5

 + 1
 ()

oldu¼gunu elde ederiz.

Ba̧slang¬ç şart¬ndan

 (0) = 1

dir.

 = 0 için

 (1) = 5 (0) = 5

 = 1 için

 (2) =
5

2
 (1) =

52

2!

 = 2 için

 (3) =
5

3
 (2) =

53

3!

 = 3 için

 (4) =
5

4
 (3) =

54

4!

 () =
5

!


bulunur. Aranan çözümün

 () =
1X

=0

 ()

oldu¼gunu biliyoruz. Buldu¼gumuz bu  () de¼gerlerini yerine yazarsak

 () =

1X

=0

 () =

1X

=0

5

!
 = 5
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buluruz. Bu da analitik çözüm ile ayn¬d¬r.

Uygulama 3.5.2. 0 ¡  = 0  (0) = 1 probleminin çözümünü bulal¬m.

Çözüm.  ()’e kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel dönüşüm fonksiyonu  () olmak üzere,

0 ()’e kaŗs¬l¬k gelen dönüşüm fonksiyonu ( + 1) ( + 1) d¬r. Bu ifadeleri denklemde

yerine yazarsak

( + 1) ( + 1)¡  ( ¡ 1)­  () = 0

( + 1) ( + 1)¡
X

=0

 ( ¡ 1)  ( ¡ ) = 0

 ( + 1) =

P
=0  ( ¡ 1) ( ¡ )

 + 1

elde ederiz.  (0) = 1 ise 0(0) = 0 d¬r. Buradan  (1) = 0 oldu¼gunu yazabiliriz.

 (0) = 1,  (1) = 0 ba̧slang¬ç şartlar¬ndan,

 = 0 için

 (1) = 0

 = 1 için

 (2) =
 (0)

2
=

1

2

 = 2 için

 (3) =
 (1)

3
= 0

 = 3 için

 (4) =
 (2)

4
=

1

8

 = 4 için

 (5) =
 (3)

5
= 0

 = 5 için

 (6) =
 (4)

6
=

1

48

 = 6 için

 (7) =
 (5)

7
= 0

 = 7 için

 (8) =
 (6)

8
=

1

384
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 = 8 için

 (9) =
 (7)

9
= 0

buluruz. Aranan çözümün

 () =
1X

=0

 ()

oldu¼gunu biliyoruz. Buldu¼gumuz  () de¼gerlerini bu ba¼g¬nt¬da yerine yazarsak  ()

fonksiyonunu

 () =
1X

=0

 () =  (0) +  (1) +  (2)2 +  (3)3 +  (4) 4

+ (5)5 +  (6) 6 +  (7)7 +  (8) 8 +  (9)9 + 

= 1 +
2

2
+

4

8
+

6

48
+

1

384
8 + 

olarak buluruz.

Uygulama 3.5.3. 00 ()¡ =   (0) = 0 0 (0) = 1 Sturm Liouville probleminin

çözümünü bulal¬m.

Çözüm.  ()’e kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel dönüşüm fonksiyonu  () olmak üzere,

0 ()’e kaŗs¬l¬k gelen dönüşüm fonksiyonu ( + 1) ( + 1) ve 
00
()’e kaŗs¬l¬k gelen dife-

ransiyel dönüşüm fonksiyonu ( + 1) ( + 2) ( + 2) dir. Bu ifadeleri denklemde yerine

yazarsak

( + 1) ( + 2) ( + 2)¡  ( ¡ 1)­  () =  ()

( + 1) ( + 2) ( + 2)¡
X

=0

 ( ¡ 1) ( ¡ ) =  ()

 ( + 2) =

P
=0  ( ¡ 1) ( ¡ ) +  ()

( + 1) ( + 2)

olur.

 (0) = 0  (1) = 1 başlang¬ç şartlar¬ndan,

 = 0 için

 (2) =
 (0)

2
= 0

 = 1 için

 (3) =
 (0) +  (1)

6
=



6

38



 = 2 için

 (4) =
 (1) +  (2)

12
=

1

12

 = 3 için

 (5) =
 (2) +  (3)

20
=

2

120

 = 4 için

 (6) =
 (3) +  (4)

30
=



120

 = 5 için

 (7) =
 (4) +  (5)

42
=

3 + 10

5040

 = 6 için

 (8) =
 (5) +  (6)

56
=

2

3360

 = 7 için

 (9) =
 (6) +  (7)

72
=

52+ 4

362880

Aranan çözümün

 () =

1X

=0

 ()

oldu¼gunu biliyoruz. Buldu¼gumuz  () de¼gerlerini bu ba¼g¬nt¬da yerine yazarsak  ()

fonksiyonunu

 () =
1X

=0

 () =  (0) +  (1) +  (2)2 +  (3)3 +  (4) 4

+ (5)5 +  (6) 6 +  (7)7 +  (8) 8 +  (9)9 + 

= +


6
3 +

1

12
4 +

2

120
5 +



120
6 +

3 + 10

5040
7 +

2

3360
8 +

52 + 4

362880
9 + 

olarak buluruz.
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 = 2 alal¬m ve ’in baz¬ de¼gerleri için  () toplam¬n¬ hesaplayal¬m.

  () =
P9

=0

0 0

01 010034

02 020281

03 030976

04 042388

05 054821

06 068629

07 084228

08 102108

09 122856

1 127176

Tablo 3.2.

Uygulama 3.5.4. 0 = 2 + (1¡ 2)  + ¡ 1 Riccati diferansiyel denkleminin

 (0) = 2 ba̧slang¬ç şart¬na göre çözümünü bulal¬m.

Çözüm.  ()’e kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel dönüşüm fonksiyonu  () olmak üzere,

0 ()’e kaŗs¬l¬k gelen dönüşüm fonksiyonu ( + 1) ( + 1) d¬r. Bu ifadeleri denklemde

yerine yazarsak

( + 1)  ( + 1) =  ( ¡ 1)­  ()­  () +  ()¡

( ()¡ 2 ( ¡ 1))­  () +  ( ¡ 1)¡  ()

( + 1)  ( + 1) =
X

=0

¡X

=0

 ( ¡ 1)  () ( ¡  ¡ ) +

X

=0

( ()¡ 2 ( ¡ 1))  ( ¡ ) +  ( ¡ 1)¡  ()

 ( + 1) =

P
=0

P¡
=0  ( ¡ 1)  () ( ¡  ¡ )

 + 1

+

P
=0 ( ()¡ 2 ( ¡ 1)) ( ¡ ) +  ( ¡ 1)¡  ()

 + 1

olur.
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 = 0 için

 (1) =
 (0)¡ 1

1
= 1

 = 1 için

 (2) =
 (0) +  (0) +  (1) ¡ 2 (0) + 1

2
= 1

 = 2 için

 (3) =
 (0) +  (1) +  (1) (0) +  (2)¡ 2 (1)

3
= 1

 = 3 için

 (4) =
 (0) +  (2) +  (1) (1) +  (2) (0) +  (3)¡ 2 (2)

4
= 1

 = 4 için

 (5) =
 (0) +  (3) +  (1) (2) +  (2) (1) +  (3) (0) +  (4)¡ 2 (3)

5
= 1

bu şekilde devam edersek

 (0) = 2,  () = 1, (  1) olur. Aranan  () fonksiyonunu

 () =
1X

=0

 ()  =  (0) +  (1)+  (2)2 +

 (3) 3 +  (4)4 +  (5)5 + 

= 2 + + 2 + 3 + 4 + 5 + 

= 1 +
1X

=0



olarak buluruz.

Uygulama 3.5.5.
¡
1¡ 

2

¢
2

2
+ 3

2

¡
1

¡ 1
¢



+
¡

2
¡ 1
¢
 () = 5 ¡ 29

2
 + 13

2
2 + 3

2
3 ¡ 1

2
4  (0) = 0

 (1) = 0 singüler problemini çözelim.

Çözüm.  ()’e kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel dönüşüm fonksiyonu  () olmak üzere,

0 ()’e kaŗs¬l¬k gelen dönüşüm fonksiyonu ( + 1) ( + 1) d¬r. Bu ifadeleri denklemde

yerine yazarsak

 ( ¡ 1)­ ( + 1) ( + 2) ( + 2)¡  ( ¡ 2)

2
( + 1) ( + 2)  ( + 2) +

3

2
( + 1) ( + 1)¡ 3

2
 ( ¡ 1)­ ( + 1) ( + 1) +

 ( ¡ 2)

2
­  ()¡  ( ¡ 1)­  ()

= 5 ( ¡ 1)¡ 29 ( ¡ 2)

2
+

13 ( ¡ 3)

2
+

3 ( ¡ 4)

2
¡  ( ¡ 5)

2
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olur. Buradan gerekli i̧slemler yap¬larak

X

=0

 ( ¡ 1) ( ¡  + 1) ( ¡  + 2)  ( ¡  + 2)

¡1
2

X

=0

 ( ¡ 2) ( ¡  + 1) ( ¡  + 2) ( ¡  + 2)

+
3

2
( + 1) ( + 1)¡ 3

2

X

=0

 ( ¡ 1) ( ¡  + 1) ( ¡  + 1)

+
1

2

X

=0

 ( ¡ 2) ( ¡ )¡
X

=0

 ( ¡ 1)  ( ¡ )

= 5 ( ¡ 1)¡ 29 ( ¡ 2)

2
+

13 ( ¡ 3)+

2

3 ( ¡ 4)

2
¡  ( ¡ 5)

2

bulunur.

 (0) = 0 başlang¬ç şart¬ndan,

 = 0 için

3

2
 (1) = 0

 (1) = 0

 = 1 için

5 (2)¡ 3

2
 (1)¡  (0) = 5

5 (2) = 5

 (2) = 1

 = 2 için

21

2
 (3)¡ 4 (2) +

1

2
 (0)¡  (1) =

¡29
2

21

2
 (3) =

21

2

 (3) = 1

 = 3 için

18 (4)¡ 15

2
 (3)¡ 1

2
 (1)¡  (2) =

13

2

18 (4) = 0

 (4) = 0
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 = 4 için

55

2
 (5)¡ 13

2
 (2)¡ 6 (4)¡ 1

2
 (2)¡  (3) =

3

2
55

2
 (5) = 6

 (5) =
12

55

 = 5 için

39 (6)¡ 35

2
 (5)¡  (4)¡ 1

2
 (3) =

¡1
2

39 (6) =
31

11

 (6) =
31

429

olur. Aranan  () fonksiyonunu

 () =

1X

=0

 () =  (0) +  (1) +  (2)2 +  (3)3 +  (4) 4

+ (5)5 +  (6) 6 +  (7)7 +  (8) 8 + 

= 2 + 3 +
12

55
5 +

31

429
6 + 

olarak buluruz.
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4. KES·IRL·I D·IFERANS·IYEL DÖNÜŞÜM YÖNTEM·I VE

STURM-L·IOUV·ILLE PROBLEMLER·INE UYGULAMALARI

Bu çal¬̧smada yar¬ analitik nümerik teknik olan kesirli diferansiyel dönüşüm yön-

temi, kesirli mertebeden Sturm-Liouville problemlerinin özde¼gerlerini hesaplamak için

kullan¬lm¬̧st¬r [18]. Çeşitli problemler çözülmüş ve hesaplanan sonuçlar literatürdeki baz¬

teknikler ile kaŗs¬laşt¬r¬lm¬̧st¬r. Böylece bu metodun bu tip problemlerin çözümünde al-

ternatif bir rol olarak kullan¬labilece¼gi görülmüştür.

4.1. Kesirli Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi

Riemann-Liouville kesirli diferansiyeli,


0
() =

1

¡(¡ )





·Z 

0

()

(¡ )1+¡


¸
(4.1.1)

(¡ 1 ·  ·  2 Z+   0)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Analitik ve sürekli () fonksiyonunun kesirli kuvvet seri aç¬l¬m¬ a̧sa¼g¬daki gibidir:

() =
1X

=0

 ()(¡ 0)
 (4.1.2)

Burada  kesrin mertebesi ve  () ise ()’e kaŗs¬l¬k gelen kesirli diferansiyel dönüşüm

fonksiyonudur.

Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türevi aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki gibidir:


¤0

 ( = 
0

"
 ()¡

¡1X

=0

1

!
(¡ 0)

 ()(0)

#
(4.1.3)

¡
() = ()¡

P¡1
=0

1
!
(¡ 0) ()(0)

¢

(4.1.2) ve (4.1.3) ten


¤0

 ( =
1

¡(¡ )





(Z 

0

()¡
P¡1

=0
1
!
(¡ 0)

 ()(0)

(¡ )1+¡


)
(4.1.4)

elde edilir.

Ba̧slang¬ç koşullar¬ sa¼gland¬¼g¬ndan dolay¬, bu koşullar¬n¬n dönüşümü a̧sa¼g¬daki gibi

tan¬mlan¬r.



 () =

8
<
:

̧  2 Z+ 1
()!

h
 ()




i
 = 0 1 2  (¡ 1) için

̧  2 Z+ 0
(4.1.5)

ÖZELL·IKLER

 () () ve () n¬n s¬ras¬yla, () () ve ()0e kaŗs¬l¬k gelen dönüşüm fonksi-

yonlar¬ oldu¼gunu kabul edelim. Buna göre

1. E¼ger () = ()§ () ise  () = ()§() d¬r.

·Ispat.

 () =
1X

=0

()(¡ 0)
 §

1X

=0

()(¡ 0)


 () =

1X

=0

[()§()] (¡ 0)


(4.1.2) den

 () = ()§()

oldu¼gunu elde ederiz.

2. E¼ger () = () ise  () = () d¬r. ( sabit)

·Ispat. () =
P1

=0()(¡ 0) ve () =
P1

=0  ()(¡ 0) yazabiliriz.

() = () te () i yerine yazarsak

() = ()

= 
1X

=0

()(¡ 0)


=

1X

=0

()| {z }(¡ 0)
 = ()

elde ederiz.

3. E¼ger () = ()() ise  () =
P

=0()( ¡ ) dir.

·Ispat.

() =
1X

=0

()(¡ 0)
 £

1X

=0

()(¡ 0)


=
£
(0) +(1)(¡ 0)

1 +(2)(¡ 0)
2 + +()(¡ 0)


¤
£

£
(0) +(1)(¡ 0)

1 +(2)(¡ 0)
2 + +()(¡ 0)


¤

= [(0)(2) +(1)(1) +(2)(0)] (¡ 0)
2 + 

+ [(0)() +(1)(¡ 1) + +(¡ 1)(1) +()(0)] (¡ 0)

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genel olarak

() =
P1

=0

P
=0()( ¡ )(¡ 0)

 yazarsak dönüşüm fonksiyonunu

 () =
P

=0()( ¡ ) olarak elde ederiz.

4. E¼ger () = (¡ 0) ise  () = ( ¡ ), () =

8
<
:

1  = 0 

0  6= 0 
d¬r

·Ispat. (4.1.2) den hareketle verilenleri yerine yazarsak,

() =
P1

=0 ( ¡ )(¡ 0) olur. Dönüşüm tan¬m¬ndan  () = ( ¡ ) elde

edilir.

5. E¼ger () = 
0() ise  () =

¡(+1+)
¡(1+)

( + ) d¬r.

·Ispat. (4.1.3) denklemini kullan¬rsak ()’in Caputo kesirli türevini a̧sa¼g¬daki gibi

yazar¬z:


0
[()] =

1

¡(¡ )





"Z 

0

()¡
P¡1

=0
1
!
(¡ 0)

()(0)

(¡ )1+¡


#

(¡ 1 ·   )

(4.1.2) ve (4.1.5) ten hareketle


0
[()] =

1

¡(¡ )





"Z 

0

P1
=0()(¡ 0)

 ¡
P¡1

=0 ()(¡ 0)
)

(¡ )1+¡


#

olur. Burada fonksiyon, polinom oldu¼gundan Riemann Liouville kesirli türev denk-

lemi yerine



 (¡ ) =

¡( + 1)

¡( ¡  + 1)
(¡ )¡

denklemini kullanabiliriz.

 =  olmak üzere


0
[()] =

1

¡(¡ )

1X

=

()




·Z 

0

(¡ 0)

(¡ )1+¡


¸

=
1X

=

()
¡(1 + )

¡(1 + ¡ )
(¡ 0)

¡

olur. Seriyi  = 0 dan başlat¬rsak

() =

1X

=0

¡(1 +  + )

¡(1 + )
( + )(¡ 0)


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elde ederiz.

Son olarak (4.1.2) denkleminden dönüşüm fonksiyonu

 () =
¡( + 1 + )

¡(1 + )
( + )

şeklinde olur.

4.2. Kesirli Diferansiyel Dönüşüm Yöntemi ·Ile Kesirli Mertebeden Sturm-

Liouville Problemlerinin Özde¼gerlerinin Hesaplanmas¬

4.2.1. Kesirli Sturm-Liouville Problemi

() = 0 olmak üzere

120() + () = 0  2 (0 1)

0(0) = 0 (1) = 0 (4.2.1)

kesirli Sturm-Liouville probleminin özde¼gerlerini hesaplayal¬m.

Çözüm.  = 2 seçerek (4.2.1) problemine (4.1) de belirtti¼gimiz 1. 2. ve 5. özellikleri

kullanarak kesirli diferansiyel dönüşüm yöntemini uygulayal¬m:

Burada gerekli düzenlemeleri yaparsak

32() + () = 0

elde ederiz. 5. özellikten dönüşümümüz aşa¼g¬daki gibi olur.

¡(1 + 32 + 2)

¡(1 + 2)
 ( + 3) +  () = 0

 ( + 3) = ¡ ¡(1 + 2)

¡(1 + 32 + 2)
 ()  (4.2.2)

Problemde verilen s¬n¬r şartlar¬ndan hareketle

 = 0 için (4.1.5) i kullanarak  (0) =   (1) = 0  (2) = 0 dönüşüm fonksiyonlar¬n¬

yazabiliriz.

 = 1 için ilk üç dönüşüm fonksiyonu ise

 (0) = (1) = 0

 (1) = 0

 (2) = 0(1) = 025 dir.
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Şimdi (4.2.2) denkleminde  ya 0’dan 80’e kadar de¼gerler vererek dönüşüm fonksi-

yonlar¬n¬ hesaplayal¬m:

 = 0 için

 (3) = ¡ ¡(1)

¡(52)
 (0) = 0

 = 1 için

 (4) = ¡¡(32)
¡(3)

 (1) = 0

 = 2 için

 (5) = ¡ ¡(2)

¡(72)
 (2)

¡ 

¡(72)
025

 = 3 için

 (6) = ¡¡(52)
¡(4)

 (3) = 0

 = 4 için

 (7) = ¡ ¡(3)

¡(92)
 (4) = 0

 = 5 için

 (8) = ¡¡(72)
¡(5)

 (5)

=
2

¡(5)
025

 = 6 için

 (9) = 0

 = 7 için

 (10) = 0
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 = 8 için

 (11) = ¡ ¡(5)

¡(132)
 (8)

¡ 3

¡(132)
025

bu şekilde devam edersek,

 = 75 için

 (78) = 0

 = 76 için

 (79) = 0

 = 77 için

 (80) =
26

¡(41)
025

de¼gerlerini elde ederiz. Buldu¼gumuz  () dönüşüm fonksiyonlar¬n¬

() =

1X

=0

(¡ 0)
 ()

ba¼g¬nt¬s¬nda yerine yazarsak

80X

=0

 () =  (0) +  (1) +  (2) +

++  (78) +  (79) +  (80)

= 025(1¡ 

¡(72)
+

2

¡(5)
¡ 3

¡(132)

++
24

¡(38)
¡ 25

¡(792)
+

26

¡(41)

= 0

olur.

1 2 3

211027708 1376538177 2424328615

Tablo 4.1.
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4.2.2. Kesirli Sturm-Liouville Problemi

() = 1 olmak üzere

120() + (1 + )() = 0  2 (0 1)

0(0) = 0 (1) = 0 (4.2.3)

kesirli Sturm-Liouville probleminin özde¼gerlerini hesaplayal¬m.

Çözüm.  = 2 seçerek (4.2.3) problemine (4.1) de belirtti¼gimiz 1. 2. ve 5. özellikleri

kullanarak kesirli diferansiyel dönüşüm yöntemini uygulayal¬m:

Burada gerekli düzenlemeleri yaparsak

32() + (1 + )() = 0

olur. 5. özellikten dönüşümümüz aşa¼g¬daki gibi olur.

¡(1 + 32 + 2)

¡(1 + 2)
 ( + 3) + (1 + ) () = 0

 ( + 3) = ¡ ¡(1 + 2)

¡(1 + 32 + 2)
(1 + ) ()  (4.2.4)

Problemde verilen s¬n¬r şartlar¬ndan hareketle

 = 0 için (4.1.5) i kullanarak  (0) =   (1) = 0  (2) = 0 dönüşüm fonksiyonlar¬n¬

yazabiliriz.  = 1 için ilk üç dönüşüm fonksiyonu ise

 (0) = (1) = 0

 (1) = 0

 (2) = 0(1) = 1 dir.

Şimdi (4.2.4) denkleminde  ya 0’dan 80’e kadar de¼gerler vererek dönüşüm fonksi-

yonlar¬n¬ hesaplayal¬m:

 = 0 için

 (3) = ¡ ¡(1)

¡(52)
(1 + ) (0) = 0

 = 1 için

 (4) = ¡¡(32)
¡(3)

(1 + ) (1) = 0
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 = 2 için

 (5) = ¡ ¡(2)

¡(72)
(1 + ) (2)

= ¡8(1 + )

15
p


 = 3 için

 (6) = ¡¡(52)
¡(4)

(1 + ) (3) = 0

bu şekilde devam edersek

 = 47 için

 (50) = 0

 = 48 için

 (51) = 0

 = 49 için

 (52) =
(1 + )16

15511210043330985984000000

de¼gerlerini elde ederiz. Buldu¼gumuz  () dönüşüm fonksiyonlar¬n¬ aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬da

yerine yazarsak,

() =
1X

=0

(¡ 0)
 ()

52X

=0

 () =  (0) +  (1) +  (2) +

++  (48) +  (49) +  (50)

= 1 +¡8(1 + )

15
p


++
(1 + )16

15511210043330985984000000

= 0

elde edilir.

1 2 3

323183 531493 602052

Tablo 4.2.
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4.2.3. Singüler Kesirli Sturm-Liouville Problemi

() = 1

olmak üzere

120() + (
1


+ )() = 0  2 (0 1)

(0) = 0 0(1) = 0 (4.2.5)

singüler kesirli Sturm-Liouville probleminin özde¼gerlerini hesaplayal¬m.

Çözüm. Öncelikle eşitli¼gin her iki taraf¬n¬  ile çarpal¬m.

120() + (1 + )() = 0

Şimdi ise  = 2 seçerek (4.2.5) problemine (4.1) de belirtti¼gimiz 1. 2. ve 5. özellikleri

kullanarak kesirli diferansiyel dönüşüm yöntemini uygulayal¬m:

Burada gerekli düzenlemeleri yaparsak

32() + (1 + )() = 0

olur. 5. özellikten dönüşümümüz aşa¼g¬daki gibidir.

 ( ¡ 2)­ ¡(1 + 32 + 2)

¡(1 + 2)
 ( + 3) +  () +  ( ¡ 2)­  () = 0

X

=0

 ( ¡ 2)
¡(1 + 32 + ( ¡ )2)

¡(1 + ( ¡ )2)
 (( ¡ ) + 3)+ ()+

X

=0

 ( ¡ 2) ( ¡ ) = 0

¡(1 + 32 + ( ¡ 2)2)

¡(1 + ( ¡ 2)2)
 (( ¡ 2) + 3) +  () +  ( ¡ 2) = 0

 ( + 1) = ¡ ¡(1 + ( ¡ 2)2)

¡(1 + 32 + ( ¡ 2)2)
[ () +  ( ¡ 2)] (4.2.6)

Problemde verilen s¬n¬r şartlar¬ndan hareketle  = 0 için (4.1.5) i kullanarak

 (0) = 0  (1) = 0  (2) = 0(0) =  dönüşüm fonksiyonlar¬n¬ yazabiliriz.

 = 1 için ilk üç dönüşüm fonksiyonu ise

 (0) = (1) = 1

 (1) = 0

 (2) = 0(1) = 0 dir.
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Şimdi (4.2.6) denkleminde  ya 0’dan 80’e kadar de¼gerler vererek dönüşüm fonksiyon-

lar¬n¬ hesaplayal¬m:

 = 2 için

 (3) = ¡ ¡(1)

¡(52)
[ (2) +  (0)]

= ¡ 4

3
p


 = 3 için

 (4) = ¡¡(32)
¡(3)

[ (3) +  (1)]

=


3

 = 4 için

 (5) = ¡ ¡(2)

¡(72)
[ (4) +  (2)]

= ¡ 8

45
p



Bu şekilde devam eder ve buldu¼gumuz  () dönüşüm fonksiyonlar¬n¬

() =

1X

=0

(¡ 0)
 ()

ba¼g¬nt¬s¬nda yerine yazarsak

80X

=0




 () = 0

olur.

1 2 3

166091840 1355041774 2051445527

Tablo 4.3
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4.2.4. Bessel Denklemi ·Için Singüler Sturm-Liouville Problemi

0() + (¡ 2 ¡ 14

2
)() = 0  2 (0 1)

Bessel denkleminde  = 1 ,  = 1
2
alal¬m.

(0) = 0 0(1) = 

 = 1 ve () = 3
42

alarak,

120() + (¡ 3

42
)() = 0  2 (0 1)

(0) = 0 0(1) = 1 (4.2.7)

Bessel probleminin dönüşüm fonksiyonlar¬n¬ ve özde¼gerlerini hesaplayal¬m.

Çözüm. Öncelikle eşitli¼gin her iki taraf¬n¬  ile çarpal¬m.

2120() + (2 ¡ 3

4
)() = 0

 = 2 seçerek (4.2.7) problemine (4.1) de belirtti¼gimiz 1. 2. ve 5. özellikleri kullanarak

kesirli diferansiyel dönüşüm yöntemini uygulayal¬m:

Burada gerekli düzenlemeleri yaparsak

32() + (2 ¡ 3

4
)() = 0

olur. 5. özellikten dönüşümümüz aşa¼g¬daki gibi olur.

 ( ¡ 4)­ ¡(1 + 32 + 2)

¡(1 + 2)
 ( + 3) +  ( ¡ 4)­  ()¡ 3

4
 () = 0

X

=0

 ( ¡ 4)
¡(1 + 32 + ( ¡ )2)

¡(1 + ( ¡ )2)
 (( ¡ ) + 3)+

+

X

=0

 ( ¡ 4) ( ¡ )¡ 3

4
 () = 0

54



¡(1 + 32 + ( ¡ 4)2)

¡(1 + ( ¡ 4)2)
 (( ¡ 4) + 3) +  ( ¡ 4)¡ 3

4
 () = 0

 () =
4

3

µ
¡(1 + 32 + ( ¡ 4)2)

¡(1 + ( ¡ 4)2)
 ( ¡ 1) +  ( ¡ 4)

¶
 (4.2.9)

Problemde verilen s¬n¬r şartlar¬ndan hareketle  = 0 için (4.1.5) i kullanarak  (0) = 0

 (1) = 0  (2) =  dönüşüm fonksiyonlar¬n¬ yazabiliriz.

 = 1 için ilk üç dönüşüm fonksiyonu ise

 (0) = (1) = 1

 (1) = 0

 (2) = 0(1) = 1

 (3) = 0 d¬r.

Şimdi (4.2.9) denkleminde  n¬n baz¬ de¼gerleri için dönüşüm fonksiyonlar¬n¬ hesap-

layal¬m:

 = 4 için

 (4) =
4

3

µ
¡(52)

¡(1)
 (3) +  (0)

¶

=
4

3

 = 5 için

 (5) =
4

3

µ
¡(3)

¡(32)
 (4) +  (1)

¶

=
64

9
p


 = 6 için

 (6) =
4

3

µ
¡(72)

¡(2)
 (5) +  (2)

¶

=
172

9

 = 7 için

 (7) =
4

3

µ
¡(4)

¡(52)
 (6) +  (3)

¶

=
5504

27
p


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 = 8 için

 (8) =
4

3

µ
¡(92)

¡(3)
 (7) +  (4)

¶

=
4

3
(
6020

9
+

42

3
)

Bu şekilde devam eder ve buldu¼gumuz  () dönüşüm fonksiyonlar¬n¬

() =

1X

=0

(¡ 0)
 ()

ba¼g¬nt¬s¬nda yerine yazarsak
13X

=0

 () = 0

elde ederiz.

1 2 3

¡11751710¡1 ¡33270410¡3 ¡46893510¡9

Tablo 4.4.
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5. ÇÖZÜMÜN VARLIK VE TEKL·I¼G·I

5.1. Kesirli Sturm-Liouville S¬n¬r Deger Probleminin Çözümünün Varl¬k

ve Tekli¼gi

(()0()) + ()() + ( ()) = 0 (5.1.1)

(0)¡ 0(0) = 0 (5.1.2)

() + 0() = 0

Kesirli s¬n¬r de¼ger problemini göz önüne alal¬m. Burada 0    1 ve  2  = [0 ]

 2 () dir. Ayr¬ca kk1 = sup fj () j:  2 g ve  :  !   :  !   :  ! 

sürekli fonksiyonlar, ()  0 ve     sabitlerdir [34].

Lemma 5.1.1. 0   ¡ 1     olsun. E¼ger  2 (0 ) ise bu takdirde

() = 0 kesirli diferansiyel denklemi

() = (0) + 0(0)+
00(0)

2!
2 + +

()()

!


şeklinde tek bir çözüme sahiptir.

Lemma 5.1.2. 0    1 ve  :  !   :  !   :  !  sürekli fonksiyonlar

olsunlar. Ayr¬ca tüm  2  ler için ()  0 ve     sabitlerdir. Burada 

(()0()) + ()() + () = 0

(0)¡ 0(0) = 0

() + 0() = 0

kesirli Sturm-Liouville probleminin bir çözümü olsun.  fonksiyonu çözüm oldu¼gundan

dolay¬ aşa¼g¬daki integral denklemini sa¼glar:

() = (0)[1 +




Z 

0

(0)

()
] (5.1.3)

¡
Z 

0

1

()
[

1

¡()

Z 



(¡ )¡1(()()

+()]

burada



(0) =

R 
0

1
()

[ 1
¡()

R 

(¡ )¡1(()() + ()]

+ 

[
R 
0

(0)
()

+  (0)
()

]

+
 1
()

[ 1
¡()

R 
0
( ¡ )¡1(()() + ()]

+ 

[
R 
0

(0)
()

+  (0)
()

]

şeklindedir.

·Ispat. Farzedelim ki  (5.1.1) ve (5.1.2) problemini sa¼glas¬n. Bu takdirde Lemma 5.1

den

()0() +
1

¡()

Z 

0

(¡ )¡1(()() + ()) = 1

0() =
1
()
¡ 1

()¡()

Z 

0

(¡ )¡1(()() + ())

elde edilir.  = 0 ve 0(0) = 1
(0)

=) 1 = 0(0)(0) olmak üzere

0() =
0(0)(0)

()
¡ 1

()¡()

Z 

0

(¡ )¡1(()() + ()) (5.1.4)

elde edilir. ·Integral al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬ld¬¼g¬nda

() = (0) + 0(0)

Z 

0

(0)

()


¡
Z 

0

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1(()() + ())

¶


bulunur. Şartlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, (0)¡ 0(0) = 0 =) 0(0) = 

(0) d¬r. Bu

takdirde

0() = (0)




(0)

()
¡ 1

()¡()

Z 

0

(¡ )¡1(()() + ())

ve

() = (0) + (0)




Z 

0

(0)

()


¡
Z 

0

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1(()() + ())

¶


() = (0)

µ
1 +





Z 

0

(0)

()


¶
(5.1.5)

¡
Z 

0

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1(()() + ())

¶

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bulunur. () + 0() = 0 şart¬na göre



·
(0) + (0)





Z 

0

(0)

()


¡
Z 

0

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1(()() + ())

¶


¸

+

·
(0)





(0)

()

¡ 1

()¡()

Z 

0

( ¡ )¡1(()() + ())

¸

= 0

(0) =

R 
0

1
()¡()

R 

(¡ )¡1(()() + ())

+ 


³

R 
0

(0)
()

+  (0)
()

´

+


()¡()

R 
0
( ¡ )¡1(()() + ())

+ 


³

R 
0

(0)
()

+  (0)
()

´ 

Şimdi (5.1.1) ve (5.1.2) probleminin çözümünün var ve tek oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 5.1. Farzedelim ki:

I. K0 sabiti için her  2  ve her   2  için

j ( )¡ ( ) j·  j (¡ ) j

dir.

II. Her  2  için

() · 

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde  pozitif tamsay¬s¬ vard¬r.

E¼ger

 = (+)

Z 

0

1

()



¡( + 1)
 (5.1.6)

ise bu takdirde (5.1.1) ve (5.1.2) problemi  üzerinde tek bir çözüme sahiptir.

·Ispat. (5.1.1) ve (5.1.2) problemini sabit nokta teoremine dönüştürelim.  operatörü,

 : ()! () olmak üzere

 ()() = (0)[1 +




Z 

0

(0)

()
] (5.1.7)

¡
Z 

0

1

()
[

1

¡()

Z 



(¡ )¡1(()()

+( ()))]
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şeklinde tamamlan¬r.  operatörünün her bir sabit noktas¬n¬n (5.1.1) ve (5.1.2) prob-

lemininin bir çözümü oldu¼gu aç¬kt¬r. ·Ispat için Banach daralma dönüşüm problemini

kullanal¬m.   2 () olsun. Bu takdirde her bir  2  için

j()¡ ()j ·
Z 

0

1

()
[

1

¡()

Z 



(¡ )¡1[j()j j()¡ ()j

+ j( ())¡ ( ())j ]

·
Z 

0

1

()
[

1

¡()

Z 



(¡ )¡1[ j()¡ ()j

+ j()¡ ()j ]

·
Z 

0

1

()
(+) k  ¡  k1 [

1

¡()

Z 



(¡ )¡1]

· (+)

Z 

0

1

()



¡( + 1)
 k  ¡  k1

=  k  ¡  k1

bulunur. Buradan

k  ()¡  () k1·  k  ¡  k

elde edilir. Sonuç olarak  bir daralma dönüşümüdür. Banach sabit nokta teoreminin

sonucunua göre  tek bir sabit noktaya sahiptir. O da (5.1.1) ve (5.1.2) problemininin

bir çözümüdür.

Uygulama 5.1.1.


¡
(2¡ 2

¢
0()) + sin(2)() +

j()j
j()j+ 1

= 0 (5.1.8)

(0)¡ 0(0) = 0 (5.1.9)

(1) + 0(1) = 0

Burada her  2 [0 1] ve  =  =  =  = 1 için () = 2 ¡ 2 () = sin(2)

( ) = jj
jj+1 dir.

j()j = jsin(2)j · 1 = 
¯̄
¯̄ ( )



¯̄
¯̄ = 1

2 + 1
· 1 = 

j ( 1)¡  ( 2)j · j1 ¡ 2j

 = (+)

Z 1

0

1

()



¡(+ 1)
 = (1 + 1)

Z 1

0

1

2¡ 2


¡(+ 1)


· 2

Z 1

0

1

2



¡(+ 1)
 =

1

¡(+ 2)
 1
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elde ederiz. (I) ve (II)  = 1 ve  = 1
¡(+2)

 1 ile sa¼glan¬r. Teorem 5.1 den (5.1.8)-

(5.1.9) kesirli s¬n¬r de¼ger problemi [0,1] üzerinde tek bir çözüme sahiptir.

Teorem 5.1.2. Farzedelim ki:

III.  :  £!  fonksiyonu süreklidir.

IV. M0 ve N0 sabiti vard¬r öyle ki, herbir  2   2  ve
R 
0

1
()

 ·  için

(5.1.1) ve (5.1.2) problemi  üzerinde en az tek bir çözüme sahiptir.

·Ispat. (5.1.7) ile tan¬mlanan ve tek bir sabit noktaya sahip olan  ’i ispatlamak için

Schaefer’in sabit nokta teoremini kullanaca¼g¬z. ·Ispat¬ 4 ad¬mda verelim.

Ad¬m 1.  süreklidir. fg bir dizi olsun. Öyle ki () de  !  t¬r. O zaman

herbir  2  için

j ()()¡  ()()j · Z 

0

1

()

µ
1

¡()

Z 



(¡ )¡1[j()j j()¡ ()j

+ j ( ())¡ ( ())j )) 

·
Z 

0

1

()

µ
1

¡()

Z 



(¡ )¡1[ j()¡ ()j

+sup
2
j( ())¡  ( ())j]

¶


· ( k  ¡  k1 + k  ( ())

¡ ( ()) k 1)

Z 

0

1

()

µ
1

¡()

Z 



(¡ )¡1

¶


·  k  ¡  k1 + k  ( ())¡  ( ()) k1)

£
Z 

0

1

()

µ


¡(+ 1)

¶


· ( k  ¡  k1 + k  ( ())¡  ( ()) k1)

£ 

¡(+ 1)

Z 

0

1

()


· ( k  ¡  k1 + k  ( ())¡  ( ()) k1)


¡( + 1)


 sürekli bir fonksiyon ve  2 () oldu¼gundan  !  t¬r.

k  ()¡  () k1·

( k  ¡  k1 + k  ( ())¡  ( ()) k1)


¡(+ 1)
 ! 0 (!1 )

Ad¬m 2.  dönüşümü () de s¬n¬rl¬ kümelerdir. Gerçekten herhangi   0 için

pozitif bir  sabitinin oldu¼gunu göstermek yeterlidir.
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Öyle ki her bir  2  = f 2 () :k  k1 g ; k  () k1  elde ederiz. Her

bir  2  için (III)’ten

j ()()j · (0)

µ
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯
Z 

0

(0)

()


¶

+

Z 

0

1

()

µ
1

¡()

Z 



(¡ )¡1[j()j j()j+ j( ())j]
¶


· (0)

µ
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯
Z 

0

(0)

()


¶

+

Z 

0

1

()

µ
1

¡()

Z 



(¡ )¡1[ + ]

¶


· (0)

µ
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯
Z 

0

(0)

()


¶

+( +)

Z 

0

1

()

µ
1

¡()

Z 



(¡ )¡1

¶


= (0)

µ
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯
Z 

0

(0)

()


¶
+ ( +)

Z 

0

1

()

µ


¡(+ 1)

¶


· (0)

µ
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯
Z 

0

(0)

()


¶
+ ( +)

µ


¡( + 1)

¶Z 

0

1

()


· (0)
³
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯ (0)

´
+ ( +)



¡( + 1)


böylece

k  () k1· (0)
³
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯ (0)

´
+ ( +)



¡(+ 1)
 = 

olur.

Ad¬m 3.  dönüşümü () nin eş sürekli kümeleri içinde s¬n¬rl¬ kümelerdir.

1 2 2  1  2  Ad¬m 2 deki gibi () nin s¬n¬rl¬ bir kümesi ve  2  olsun. Bu

takdirde

j ()(1)¡  ()(2)j =

¯̄
¯̄(0)



Z 1

0

(0)

()


¡
Z 1

0

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1(()() +  ( ()))

¶


¡(0)


Z 2

0

(0)

()
+

Z 2

0

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1(()() +  ( ()))

¶


¯̄
¯̄
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·
¯̄
¯(0)



¯̄
¯
µZ 2

1

(0)

()


¶
+

Z 2

1

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1[j()j j()j+ j( ())j]
¶


·
¯̄
¯(0)



¯̄
¯
µZ 2

1

(0)

()


¶
+

Z 2

1

µ
1

()¡()

Z 



(¡ )¡1[ + ]

¶


=
¯̄
¯(0)



¯̄
¯
µZ 2

1

(0)

()


¶
+ ( +)

Z 2

1

µ
1

()



¡( + 1)

¶


1 ! 2 iken yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬ s¬f¬ra eşittir. Arzela-Ascoli teoremi ile

birlikte Ad¬m 3 ile 1 den şu sonucu ç¬karabiliriz:  : ()! () süreklidir.

Ad¬m 4. Şimdi şunu gösterelim:

 = f 2 () :  =  () baz¬ 0    1 için g kümesi s¬n¬rl¬d¬r.  2  olsun.

Bu takdirde baz¬ 0    1 için  =  () dir. Böylece her bir  2  için

() = 

¯̄
¯̄(0)[1 + 



Z 

0

(0)

()
]

¡
Z 

0

1

()
[

1

¡()

Z 



(¡ )¡1(()() +  ( ()))]

¯̄
¯̄

olur. (III) ten herbir  2  için

j ()()j · j(0)j
·
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯
Z 

0

(0)

()


¸

+

Z 

0

1

()

·
1

¡()

Z 



(¡ )¡1(j()j j()j+ j ( ())j))
¸

· j(0)j
h
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯ (0)

i
+ ( +)



¡(+ 1)


olur.

Böylece her  2  için

k () k1· j(0)j
h
1 +

¯̄
¯


¯̄
¯ (0)

i
+ ( +)



¡(+ 1)
 = 

elde ederiz. Bu da A kümesinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterir.

Schaefer sabit nokta teoreminin sonucu olarak  (5.1.1) ve (5.1.2) problemininin

çözümü olan sabit bir noktaya sahiptir.

63



6. SONUÇ

Bu çal¬̧smada diferansiyel dönüşüm yöntemi incelenmi̧s ve bununla ilgili baz¬ uygula-

malar verilmi̧stir. Daha sonra kesirli Sturm-Liouville problemleri için kesirli mertebeden

diferansiyel dönüşüm yöntemi uygulanm¬̧s ve bu problemlerin  özde¼gerleri hesaplanm¬̧s,

tablolar halinde sunulmuştur. Ayr¬ca kesirli Sturm-Liouville problemlerinin çözümlerinin

varl¬k ve tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧s, bununla ilgili gerekli teorem ve ispatlar¬ verilmi̧stir. Lineer

olmayan denklemlerin çözümleri Adomian polinomlar¬na gerek kalmadan çözülebildi¼gi

için diferansiyel dönüşüm yönteminin Adomian ayr¬̧st¬rma yöntemine göre daha avantajl¬

oldu¼gu anla̧s¬lm¬̧st¬r.
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