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GIRIS

Bilindigi iizere diferensiyel denklemler genis uygulama alanina sahiptir. Bu nedenle
her denklemin ¢Oziimiiniin bilinmek istenmesi dogaldir. Ancak ¢ok az sayidaki
denklem smifinin ¢dziimlerinin elemanter fonksiyonlar cinsinden elde edilebilmesi
gercegi arastirmacilari, denklemin ¢oziimiinii elde etmeksizin verilen denklemden
hareketle ¢coziimlerinin 6zelliklerini arastirmaya, bagka bir deyisler denklem {izerinde
kalitatif inceleme yapmaya yoneltmistir. Bu anlamda c¢oziimlerin smirliligi,
sifirlarinin sayis1 ve dagilimi, kararhli§n ve uzun zaman davramigi gibi kalitatif
incelemeler literatiirde yer alan pek ¢ok ¢aligmanin konusu olmustur. Coziimlerin
sifirlarinin sayisi ile ilgili problemlerden olan salinimlilik ve salinimsizlik problemi
ilk defa C. Sturm’un 1836 yilinda yayimnladig klasik bir ¢alismasiyla [1] giindeme
gelmistir. Bundan yaklasik yarim yiizyil sonra kalitatif incelemenin aragtirmacilarin
dikkatini cekmeye baslamasiyla birlikte [2], 6zellikle son yillarda bu probleme yogun
ilgi duyulmus ve yapilan bilimsel yayinlarla olduk¢a genis bir literatiir meydana

gelmistir.
Biz bu tezde ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerin salinimliligina

iliskin baz1 caligmalar1 irdeleyecegimizden konuya iliskin temel kavram ve tanimlari

vermek i¢in ikinci basamaktan genel

x"'= f(t,x,x") (1.1

formundaki diferensiyel denklemini goz oniine alalim. Bu denklemin ¢oziimlerinin

t, 20 olmak lizere [to,oo) araliginda mevcut oldugunu varsayalim.

1.1. Tanim:

Es. 1.1 diferensiyel denkleminin bir x(r) ¢coziimii [to,oo) araliginda keyfi sayida,

yeterince biiyiik sifirlara sahipse bu aralikta salinimhidir denir. Tersine, s6z konusu



¢Oziim [to,oo) araliginda sonlu sayida sifirlara sahipse bu aralikta salinimsizdir denir

[3].

Buna gore salinimli bir ¢oziim i¢in lim¢#, = e olacak sekilde ¢oziimiin sifirlarinin bir

n—oc0

{tn} dizisi mevcuttur. Coziim salinimsiz ise her t 2 ¢, > ¢, i¢cin ¢dziim ya pozitif ya

da negatif kalacak sekilde bir ¢, sayis1 mevcuttur.

1.2. Tanim:
Es. 1.1 denkleminin tiim ¢éziimleri salimimli ise denkleme salinimli denklem denir.

1.1. Ornek:

A reel bir sabit olmak iizere x''(t)+ Ax(t) =0 denklemini géz Oniine alabm. A >0

olmasi durumunda lineer bagimsiz ¢oziimler cos/At ve siny/At olup denklem

salimli olur. A <0 olmast durumunda ise lineer bagimsiz ¢oziimler e¥* ve ¢

olup denklem salinimsiz olur.
1.2. Ornek:

x'(t)+x(t) =0 denklemi salinimsizdir fakat bu denkleme karsilik gelen bir
“gecikmeli denklem” olan x'(r)+ x(t - %) =0 denklemi salinimli olan cost ve sint

¢cOziimlerine sahiptir.
1.3. Ornek:

Ornek 1.1 x'(¢) — x(¢) = 0 denkleminin salimimli ¢6ziimii yoktur. Fakat bu denkleme
karsilik gelen bir gecikmeli denklem olan x'(¢) + x(—¢) =0 denklemi x, (t) =sint ve

X, (t)=e" +e" gibi sirastyla salimmli ve salinimsiz ¢oziimlere sahiptir.



Omek 1.2 ve Ornek 1.3 de goriildiigii gibi fonksiyonel terimler denklemin
salinnmhilik davramigimi etkileyebilmektedir. Birinci mertebeden adi diferensiyel

denklemler salinimsiz oldugu halde Myslus (1972), A ve 7 reel sabitler olmak iizere
AT > 1 esitsizligi saglanirsa x'(¢) + Ax(t —7) =0 denkleminin salinimli olacagin
e

gostermistir  [4]. Aksine, bazi durumlarda denklemin salinimlilik davranisi

fonksiyonel terimlerden etkilenmeyebilir. Ornegin Mahfoud (1979), u reel bir sabit

ve t=>t,>7>0 olmak iizere gecikmeli terim iceren x''(f)+ ﬁzx(t -7)=0
t

denklemi ile fonksiyonel terim icermeyen x"(t)+£2x(t) =0 denkleminin
t

salinimlhilik davraniginin aym oldugunu gostermistir [5]. Bundan dolay1 fonksiyonel
denklemlerin salinimlilik problemleri ayrica arastirilmalidir.
Diferensiyel denklemlerin salimimlilik ve salimmsizlik teorisi Ozetle asagidaki

problemlerle ilgilenir [6]:

1. Denklemin salinimhilig1 veya salinimsizligini garanti edecek kriterler elde etmek,

2. Denklemin salimimli veya belirli uzun zaman davramisina sahip salinimsiz
cOziimlerin varligin1 garanti edecek kriterler elde etmek,

3. Coziimlerin genligi ve sifirlarinin dagilimi iizerine bilgi verecek sonuclar elde
etmek,

4. Yukandaki ii¢ problemin ¢6ziimiinii homojen olmayan denklemler icin ¢6zmek,

5. Denklemin salimmliligi ile diger kalitatif ozellikler arasinda iligkiler kuran

sonuclar elde etmek.

Bu tez calismasinda ikinci basamaktan lineer olmayan bir diferensiyel denklem
sinifinin ve buna karsilik gelen bir fonksiyonel denklem smifinin salinimlilik
ozellikleri incelenecektir. Orijinal sonuglardan olusan iigiincii bolimiin altyapisini
olusturmak i¢in ikinci boliimde, amaca yonelik temel kavramlar ve kullanacagimiz
ispat yontemlerinin kullanildigi bazi 6nemli sonuglar kronolojik ve sistematik

bicimde sunulacaktir.



2. iIKiNCi BASAMAKTAN DIiFERENSIiYEL DENKLEMLERIN
SALINIMLILIK TEORISi

2.1. Lineer Diferensiyel Denklemlerin Salinimhilik Teorisi

Diferensiyel denklemlerin salinmimlilig1 iizerine ilk onemli sonuclar C. Sturm [1]

tarafindan lineer denklemler i¢in verilmistir. Karsitlastirma (veya mukayese) ve

ayrrma teoremleri olarak bilinen bu teoremleri ifade etmek i¢in ikinci mertebeden

lineer
x"'@)+qt)x@)=0 2.1
x"')+0@)x(t)=0 (2.2)

diferensiyel denklemlerini ele alalim. Burada ¢ ve Q fonksiyonlari [0,00) araliginda

siirekli ve pozitif kabul edilmistir. Bu durumda Sturm’un s6z konusu sonuglari

asagidaki gibi ifade edilebilir.
2.1. Teorem (Sturm Karsilagtirma Teoremi):

a<t<b igin ¢(t)<Q(t) olsun. Es. 2.1 denkleminin x(a)= x(b)=0 kosulunu
saglayan asikar olmayan bir ¢6ziimii var ise Es. 2.2 denkleminin her reel ¢dziimiiniin

(a,b) araliginda en az bir sifir1 vardir [7].
2.2. Teorem (Sturm Ayirma Teoremi):
Es. 2.1 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin sifirlarn birbirini ayirir [7].

Karsilastirma ve ayirma teoremlerinin agik iki sonucu olarak

1. Es. 2.1 denklemi ya salimmmlidir ya da salinimsiz,



2. Es. 2.1 denklemi

q(t) =2 g, >0 ise salimmli,

q(t) £0 ise salimmsizdir,

oldugu soylenilebilir. Goriildiigii gibi Es. 2.1 denklemi ¢(¢) > 0 oldugu durumlarda

da salinimsiz olabilir. Ornegin
x"'(1) +£2x(t) =0
t

Euler denkleminin ¢ >1/4 icin salimmli, d<1/4 igin salimmsiz oldugu
bilinmektedir. Sturm’un bu sonucglarindan sonra bu probleme yonelik ilk calisma

1893’te Kneser tarafindan yapilmstir.

2.3. Teorem (Kneser, 1893):

g(t)>0 olmak iizere ve w=Ilim¢’q(t) olarak tanimlansin. Es. 2.1 denklemi

w>1/4 i¢in salmimli, w < 1/4 i¢in salinimsizdir [8].

Es. 2.1 denkleminin salinimliligi icin ¢ fonksiyonunun integralini igeren ilk kriter

Fite tarafindan verilmistir.
2.4. Teorem (Fite, 1918):

q(t) > 0 olsun. Ayrica

Tq(t)dt =00 (2.3)

)

saglansin. Bu durumda Es. 2.1 denklemi salinimlidir [9].



Wintner 1949’da yayimnlanan klasik c¢alismasinda ilk defa “integral ortalama”
teknigini kullanmistir. Bu metod salinimlilik teorisinde bircok 6nemli ¢aligmanin

temelini olusturmustur [10].
2.5. Teorem (Wintner, 1949):

Eger

}qu;j.j;q(u)duds =00 (2.4)

ise Es. 2.1 denklemi salinimlidir [11].

Wintner elde ettigi bu sonucla aslinda Fite’nin sonucunun (Teorem 2.4) keyfi isaretli
g fonksiyonu icin de gecerli oldugunu gostermistir. Ayrica bagimsiz olarak 1950
yilinda bu sonucu Leighton [12] da elde etmistir. Bundan dolayi literatiirde Teorem
2.4 iin keyfi isaretli ¢ fonksiyonu icin ifadesi Fite-Wintner Teoremi ya da Fite-

Wintner-Leighton Teoremi olarak adlandirilmaktadir.

Hartman elde ettigi asagidaki sonugla Wintner’in teoremini Es. 2.4 yerine daha zayif

bir kosul altinda ispatlayarak gelistirmistir.
2.6. Teorem (Hartman, 1952):

Eger

— oo < liminf - j j q(u)duds < limsupl j j q(u)duds < o (2.5)
o t Iy Iy e ! Iy 1y

esitsizligi saglanmyorsa Es. 2.1 denklemi salimimlidir [13].



Wintner’in sonucuna diger 6nemli bir gelistirme de Kamanev tarafindan yapilmistir.
2.7. Teorem (Kamanev, 1978):

n >1 sabiti igin

t—>00

lim suptin j (t—s)" q(s)ds = oo (2.6)

saglansin. Bu durumda Es. 2.1 denklemi salimimlidir [14].
Kamanev’in bu sonucu daha sonra Philos tarafindan genellestirilmistir.

2.8. Teorem (Philos, 1989):

D={{ts):t=52 to} kiimesinde tanmiml, ¢ >¢, i¢in H(t,t)=0 ve her t>s igin

H (t,s) >0 kosullarini saglayan bir H fonksiyonu,

t

limsup j [q(s)H(t, s)—ih2 (t, s)}ds = oo 2.7)

b
t—>00 I‘I(l‘,S)t0

esitligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu durumda Es. 2.1 denklemi salinimlidir.
_OH (t,s) 1

olarak
ds  JH(t,s)

Burada £ fonksiyonu her (t,s)e D icin A(t,s)=

tammmlanmustir [15].

Dikkat edilirse Teorem.2.8 de H(r,s)=(r—s)" secilirse Kamanev’in sonucu

(Teorem?2.7) elde edilir.



2.2. Lineer Olmayan Denklemlerin Salimmmlilik Teorisi

Bu boliimde ikinci mertebeden lineer olmayan

X" +4(t)f(x)=0 (2.8)

denkleminin salimmliligi hakkinda literatiirde yer alan bazi ¢alismalar {izerinde
durulacaktir. Es. 2.8 denklemi f(x)=x olmast durumunda Es. 2.1 lineer
denklemine doner ve Sturm ayrima teoreminden dolayr her iki lineer bagimsiz
¢Oziimii de salimmlilik anlaminda ayni1 davranistadir. Fakat genel durumda Es. 2.8
denklemi hem salimimli hem de salinimsiz ¢oziimler iiretebilir. Yani lineer olmayan
terim denklemin salimimlilik davranigini etkilemektedir. Bundan dolay1 Es. 2.8

denkleminin f fonksiyonunun o6zelliklerine gore alt kategorilere ayrildiktan sonra

her kategorinin kalitatif incelemesinin ayri olarak yapilmasi kolaylik saglamaktadir.

2.1. Tanim:

Herhangi bir €>0 icin 0< J-fdu ve I du <o ise Es. 2.8 denklemine “alt
0+

() 5 flu)

du ve I d(u)<o<> ise Es. 2.8 denklemine “list lineer”
u

fl) o f

(superlineer) denklem denir [3].

lineer” (sublineer), O <J-

Es. 2.8 denkleminin salintmlilig1 tizerine yapilan ilk arastirmalara Atkinson’un 1955
yilinda yaymladigi bir caligmasi ilham vermistir. Atkinson bu calismasinda Es. 2.8
denkleminin salimmlilik 6zelliklerini f(x) = x**"' 6zel durumunda incelemistir. Bu
0zel durum literatiirde genellestirilmis Emden-Fowler denklemi olarak adlandirilan
ve fizikte bircok uygulamasi olan onemli bir denklem sinmifindadir. Emden-Fowler

denklemi, p, o, y reelsayilar ve ¥ >0 olmak iizere



’

(t”u’) +1t°u” =0

denklemidir. Bu denklemin genellestirilmis bir hali olan

’

(r(t’) +altlu” =0

denklemine genellestirilmis Emden-Fowler denklemi denir ve bu denklem uygun

doniistimler kullanilarak
x"+q(t)x” =0

seklinde ifade edilebilir [16]. Bu denklemde negatif x ve tamsayr olmayan ¥
degerleri i¢in olusan tanimsizlik durumlarini bertaraf etmek igin x” terimi yerine

4 -1 ..
|x| sgn x , veya buna denk olan |x| x terimi yazilarak

X+q(t)d" sgnx=0 (2.9)
veya
x”+ q(t)|x| x=0 (2.10)

denklemi elde edilir. Tamim 2.1 dikkate alindiginda Es. 2.9 (veya Es. 2.10)
denkleminin 0< y <1 icin alt lineer, ¥ >1 i¢in st lineer ve y =1 i¢in lineer
denklem oldugu goriiliir. Es. 2.9 denkleminin iist lineer ve alt lineer olmalar
durumlant i¢in salimimlilik teoremleri Atkinson ve Belohorec tarafindan

yayinlanmistir.



10

2.9. Teorem (Atkinson, 1955):

7 >1 olsun. Bu durumda Es. 2.9 denkleminin salinimli olmasi icin gerek ve yeter

kosul
[tq(e)dt = oo (2.11)

olmasidir [17].
2.10. Teorem (Belohorec, 1961):

0 < 7 <1 olsun. Bu durumda Es. 2.9 denkleminin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul
[17q(e)dr = (2.12)

olmasidir [18].

=1 olmast durumunda Fite-Wintner teoreminden (Teorem 2.4) dolay1

j g(s)ds = kosulu saglanirsa Es. 2.9 lineer denkleminin salimmli olacagini

biliyoruz. Waltman [19] bu kriterin ¥ >1 olmas1 halinde de gecerli oldugunu
gostermistir (1965). Benzer sekilde, ¥ >1 olmasi durumunda Wintner’in teoreminin

(Teorem 2.5) Es. 2.9 denklemi i¢in gegerli oldugunu Butler [20] gostermistir (1980).
Fakat Kamanev, Wintner’in sonucunun alt lineer Emden-Fowler denklemi icin daha

zayif kosullar altinda gecerli oldugunu gostermistir.
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2.11. Teorem (Kamanev, 1971):

Kabul edelim ki

limsupl j j q(u)duds = o (2.13)
t

1—00 o to

kosulu saglansin. Bu durumda 0 < ¥ <1 i¢in Es. 2.9 denklemi salinimlidir [21].

Daha sonra Wong, Kamanev’in bu sonucunun ilave bir kosul ile birlikte iist lineer

Emden-Fowler denklemi i¢in de gegerli oldugunu gostermistir.
2.12. Teorem (Wong, 1973):

Kabul edelim ki

liminf [ g(s)ds > —eo (2.14)

t—>o0
)

ve Es. 2.13 kosullar1 saglansin. Bu durumda y > 1 icin Es. 2.9 denklemi salinimlidir
[22].

Ayrica Wong aym ilave kosulla birlikte Kamanev’in lineer denklemlere iliskin
saliimlilik sonucunun (Teorem 2.7) hem alt lineer hem de {ist lineer Emden-Fowler
denklemi i¢in de gecerli oldugunu gostermistir.

2.13. Teorem (Wong, 1986):

¥ >0 olsun. n>1 icin Es. 2.6 ve Es. 2.14 kosullar1 saglansin. Bu durumda Es. 2.9

denklemi salinimlidir [23].
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Wong’un bu teoreminin f'(x) =0 olmast kosuluyla Es. 2.8 denklemi i¢in de gegerli

oldugunu Philos [24] gdstermistir.

Philos’un 1989 yilinda lineer denklemler icin elde ettigi sonucun (Teorem 2.8)
benzerini alt lineer ve st lineer Es. 2.8 denklemleri i¢in 2000 yilinda Wong elde

etmistir. Bu teoremlerde Wong, D:{(t,s):tZSZtO} kiimesine tanimli H

fonksiyonunun asagidaki kosullar sagladigini varsaymustir.

1. t2t,i¢in H(t,t)=0 ve her 1 > s icin H(t,s)>0,

" aH(I’S)SO, 0H (1)

os os

0*H(t,s)

2
S

=0 ve

=0,

s=t

iii. —H-‘(t,zo)M <M,

v, 0<b<lim ) <B<oo,
i~ H(t,t,)

v. her 721, igin lim{—H - (I,T)M

1o ds

f-o.

2.14. Teorem (Wong, 2000):

ge C(0,00), fe C'(~o0,0), f'>0 ve x#0 icin xf(x)>0 ozelliklerine sahip alt

lineer f fonksiyonu, her x ve bir pozitif ¢ sabiti icin f '(x)[ j fd(v)JZC >0
v
0

kosulunu saglasin. Ayrica

1

limsup H(z,5)q(s)ds = oo (2.15)

1
oseo H(t,to)£

olacak sekilde (i)-(iii) kosullarimi saglayan bir H (t,s) fonksiyonu var olsun. Bu

durumda Es. 2.8 denklemi salintmlidir [25].
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2.15. Teorem (Wong, 2000):

qge C(O,OO), feC'(—oo,0), f'20 ve x#0 icin xf(x)> 0 ozelliklerine sahip iist
lineer f fonksiyonu, her x ve bir pozitif / sabiti i¢in f ’(x)(j%j >[>1 kosulunu
v

saglasin. Ayrica

t

limsup% [H,(t.s)g(s)ds = oo (2.15)

t—>00 o

ve L>0 icin

H,(t,5)q(s)ds ==L > —oo (2.16)

olmak iizere (i)-(v) kosullarim saglayan H 1(t,s) ve H, (t,s) fonksiyonlar1 var olsun

ve [, <[ olmak iizere

H,(1,5) 2.17)

kosulunu saglayan pozitif bir /; sabiti var olsun. Bu durumda Es. 2.8 denklemi

salimmmlidir [25].

Lineer olmayan denklemlerin salimimlilig1 {izerine benzer diger calismalara 6rnek

olarak a e Cl([to,oo),R+), ge C([to,oo),R) ve W, f e CI(R,R) olmak iizere

’

(ally(x)x') +4le)f(x)=0 (2.18)
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denklemi {izerine 2001 yilinda Manojlovic’ in yaptigt calisma [26] ile
ae C([to,oo),R+), ge C([z,,o0).R), we C(R,R) ve p>1 bir sabit olmak iizere

4

(a(t)w(xﬂx'| " x') + q(t)|x|p72 x=0 (2.19)

denklemi iizerine 2002 yilinda Ayanlar ve Tiryaki’nin yaptifi calisma [27]
gosterilebilir. Ayrica Wong 2001 yilinda p,qge C ([to,oo),R) ve fe C'(R,R) olmak

tzere

X+ ple)x +4(t)f (x)=0 (2.20)
denkleminin salinimliligini arastirmistir [28].

Ikinci mertebeden lineer olmayan denklemlerin salimimlilik teorisinde arastirmalar
son yillarda, yukarida verilen 6rneklerde goriildiigii gibi, cok genel denklem siniflari
tizerine degil, belirli yapida katsay1r fonksiyonlarina sahip denklem siiflar1 ve

bunlarin zorlayict (forcing) ve/veya sondiiriicii (damping) terime sahip benzer

denklemler iizerine yogunlasmis bulunmaktadir. Bu ¢alismalara, zorlayici terimli

[p(t)w(X(t))IX'(t]”_ZX'(t)I +q(t)f (x(t) = ele) (2.20)

2.21)
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denklemleri iizerine yapilan ¢alismalar [28, 43-50] 6rnek olarak gosterilebilir.
2.3. Aralik Kriterleri

Boliim 2.1 de verildigi lizere ikinci mertebeden lineer

x"+q(t)x=0

denkleminin salinmhiligin1 garantileyen en 6nemli birka¢ kosul,

1. Iq(t)dt =oo (Fite-Wintner-Leighton),

Iy

2. lim; J I q(u)duds = (Wintner),

3. —oo < liminf %“.q(u)duds < limsuplﬂq(u)duds < (Hartman),
o oty e L oty

% I (t—s)"g(s)ds = (Kamanev),

Iy

4. limsup

t—e0 I

olarak siralanabilir. Dikkat edilirse bu kriterlerin tamami ¢ fonksiyonunun [to,oo)
yart sonsuz ekseni iizerinden integralini icermektedir. Yani bu kriterlerin
kullanilabilmesi i¢in, ¢ fonksiyonunun tiim pozitif yar1 sonsuz eksende belirli bir
ozellige sahip olmasi gerekmektedir. Oysa Sturm’un ayirma teoremine gore
salinimlhilik 6zelligi bir aralik 6zelligidir. Dolayisiyla tiim yar1 eksen yerine bazi alt
araliklarinda belirli 6zellkilere sahip g fonksiyonu icin de salinimhilik kriterlerinin

elde edilip edilemeyecegi sorusunun akla gelmesi dogaldir. Ornegin tiim eksen goz

Oniine alindiginda jq(t)dt:—oo ozelligine sahip bir ¢ fonksiyonu i¢in yukarida

Iy

stralanan kriterlerin hicbiri kullanilamaz. Fakat bu ¢ fonksiyonu i¢in i =1,2,.. olmak
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lizere dyle [al. ,bl.] alt araliklari, bu araliklarda denklemin salinimli olmasi icin yeterli

ozellikleri saglanacak sekilde bulunabilir mi?

1982 yilinda Kwong ve Zettl [51] bu fikri kismen uygulayarak, “telescoping

principle” ismini verdikleri metodla, belirli araliklarda belirli 6zellikleri saglayan g

fonksiyonunu igeren salinimlilik kriterleri elde ettiler. Fakat bu ¢alismalarinda soz

b;+1
konusu araliklarin disinda kalan araliklarda I g(s)ds >0 kosulunun saglandigini

a;

varsayarak yine tiim yar1 sonsuz eksende kosul koymus oldular.

1993 yilinda El-Sayed bir calsmasinda [32] ikinci basamaktan zorlayici terimli lineer

’

(p(£)x'(¢)) +q(e)x(r)= e(r) (2.22)

diferensiyel denklemi icin bir aralik kriteri elde etmistir. Ancak El-sayed elde ettigi
sonuglarin ispatlarinda sabit katsayili denklemler iceren karsilastirmalar icerdigi i¢in
elde ettigi bu sonuglar ¢ok kesin kabul edilmemektedir [5]. 1999 yilinda Wong ikinci
basamaktan denklemler icin gercek bir aralik kriteri elde eden ilk arastirmact

olmustur.

2.16. Teorem (Wong, 1999):

Kabul edelim ki fe [51’t1] icin e(f)<0 ve te [sz,t2] icin e(t)>0 olacak sekilde
t, <s, <t, <s, <t, noktalar var olsun. Eger i = 1,2 olmak iizere u(s,) =u(t,)=0 ve

te (si,tl.) icin u(t) # 0 olan bir u# fonksiyonu

0,0)= [lglk*()- N @) i >0, =12 .23)
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esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu durumda Es. 2.22 denklemi
salimmmlidir [52].

Elbette Wong’un bu metodunun Es. 2.20 ve Es. 2.21 ile verilen denklem siniflarina
uygulanip ¢ok sayida aralik kriterinin elde edilmis olmas1 sasirtict degildir. Bazi

ornek caligmalar [53-54] da goriilebilir.

2.4. Zorlayic ve Sondiiriicii Terimli Denklemlerin Salmimlihgina iliskin Baz

Sonuclar

2000 yilinda Tiryaki ve Zafer [46], 2004 yilinda Mustafa, Rogovchenko ve

Rogovchenko [47] tarafindan yapilan ¢calismalarda

’

(r()' () + p(e)x'(e) + 1)) =0 (2.24)

denkleminin salinimliligia iliskin bazi sonuglar elde edilmistir. Ayrica daha genel

bir denklem olan

[P0k, (o) O 0] + ple e, (o) () e) + g0 (x(0)) = 0 (2.25)

denklemi icin bazi salinimlilik kriterleri 2000 yilinda Ayanlar ve Tiryaki [48], 2003

yilinda Rogovchenko ve Rogovchenko [55] tarafindan verilmistir. Daha genel

[0k, () O] + plo)k, (). () (1) + o) (x(1)) = 0 (2.26)

denkleminin salinimhiligina iliskin ilk c¢alisma ise 2000 yilinda Rogovchenko ve
Rogovchenko [49] tarafindan yapilmistir. Daha sonra bu calismada elde edilen

sonuglar 2005 yilinda Tiryaki ve Zafer [50] tarafindan gelistirmistir.
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2006 yilinda Zhao ve Meng [56], Riccati teknigi ve Philos tipi cekirdek
fonksiyonlarim kullanarak Es. 2.26 denkleminin salimimlilif1 iizerine daha genel
sonuclar elde etmislerdir. Zhao ve Meng bu caligmalarinda asagidaki kosullarin

saglandigini1 varsaymislardir:

(a,) Her x#0 icin xf(x)>0,

a+l

(a,) her (u,v)e R vebazi a, 8, >0 igin vk, (u,v) = B |k, (u,v) @,

1

+1

(a,) her (u,v)e R* vebazt B, >0 igin vk, (u,v)f «(u) 2 ByJk, (u,v) «

) g

a-1 —

o

(a,) f’(x) mevcut olsun, ayrica x # 0 ve baz1 B, >0 igin

fx)

(as) t>1, i¢in ¢(t)>0 ve bir K 20, y>1 igin —2K|x|7_1,
x

avl ol

(a,) ue R, ue R—{0} vebaz1 B, >0 icin vkl(u,v)2ﬁ1|kl(u,v)|7u @,

1 a+l

(a,) her (u,v)e R* ve baz1 B >0 igin vugkz(u,v)2ﬁ2|kl(u,v)|7.

2007 yilinda Cakmak ve Tiryaki [57], Zhao ve Meng’in bu calismasindaki ispatlarin
hatali olduklarin1 gostermislerdir. Cakmak ve Tiryaki teoremlerde kullanilan
kosullardan (a3), (aé) ve (a7) kosullar1 altinda bu teoremlerin ispatlanamayacagini
gostermislerdir. Cakmak ve Tiryaki sozii gecen teoremlerin ispatlanabilmeleri i¢in bu

kosullar yerine

1 a+l
(b,) her (u,v)e R* ve baz1 S, >0 igin vk, (u,v) f(u)« = B, [k, (u,v) =,

a+l a-1

(b)) ue R, ue R—{0} vebaz1 B, >0 icin vk, (u,v)> ,Bl|kl(u,v)|7|u|7,

a+l

1
(b,) her (u,v)e R* vebaz1 B >0 icin vlu|ak,(u,v)= B, |k (u,v) « .

kosullarinin alinmasinin uygun olacagini 6nermislerdir.
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2008 yilinda Huang ve Meng [42], Cakmak ve Tiryakinin Onerilerini de dikkate
alarak Es. 2.26 denkleminin salimmmliligina iliskin baz1 yeni sonuglar elde etmislerdir.
Yukandaki siirecin diger sonuclari1 olarak Huang ve Meng tarafindan 2009 ve 2011

yillarinda zorlayici ve sondiiriicii terimli

[P0k, () O] + plo)k, (o). (' (0)+ )£ (1) = ) (2.27)

denkleminin salinmliligina iliskin bazi yeni sonuglar1 bu revize kosullar altinda elde

etmislerdir. Bu sonuclar1 s6yle siralayabiliriz.
2.17. Teorem (Huang ve Meng, 2009):

Kabul edelim ki (a, —a,), (by) ve (a,) kosullar1 saglansin. Ayrica e [sl,tl] icin
e(r)<0, te [sz,tz] icin e(r)>0 ve re [sl,tl]u[sz,tz] icin p(r)>0 olacak sekilde
t,<s <t <s,<t, noktalar var olsun. D ={(t,s):t>s>1,} kiimesinde tanimli,
t2t, igin H(t,t)=0 ve her t>s icin H (t,s)>0 kosullarm saglayan bir H

fonksiyonu, pozitif bir p fonksiyonu ve i =1,2 i¢in bir &, € (sl.,tl.) sayisl

a®  H"(c,s,)re" (T)p(f)} it
o+ 1)DH1 (,Bz P(T)+ 181:83r(7))a

U e @],
’ J {H P onte)+ Bt }d !

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu durumda Es. 2.27 denklemi
oH(r,s) 1
o JH(t,s)

salinimhidir.  Burada  her (t, s) eD i¢cin A (t, s) =

_aH(t,s) 1

hat.5)= ds  JH(,s)
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H,(1.5)= ‘(OH VACONCIIOR H(”S)//))’((ss)

Hz(t,s)z‘(a+l)h2(t,s) H(s) - H{t.s)

A
2

seklinde tanimlanmis fonksiyonlardir [58].
2.18. Teorem (Huang ve Meng, 2009):

Kabul edelim ki (al), (as) ve (b6 —b7)kosullar1 saglansin. Ayrica t € [sl,tl] icin
e(t)<0, tels,.t,] icin e(r)>0 ve tels,.t,|Uls,.t,] icin p(t),q(t)=0 olacak
sekilde 7, <s, <t, <s, <t, noktalar var olsun. D ={(t,s):#>s>t,} kiimesinde
tamimli, 7 >¢, i¢in H (t,t)=0 ve her r>s icin H(z,s)>0 kosullarim saglayan bir

H fonksiyonu, pozitif bir p fonksiyonu ve i =12 i¢in bir €, € (sl.,tl.) sayisi

a

e o @ s @]
H<>J[H N P A W E eI }"

t

e oA H e Ele)]
7)) [H )~ (Bple)  Bure)” }d 0

£

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu durumda Es. 2.27 denklemi
salinimhdir. Burada h,, h,, H,, H, fonksiyonlar1 Teorem 2.17 deki gibi ve

Q(t) = ;/(7/—1)(1_7)/7 [Kq(t)]”7|e(t)|(7_l)/7 olarak tanimlanmistir [58].

Huang ve Meng tarafindan verilen diger birka¢ sonucu ifade etmek icin 6nce
PE Cl([to,OO),(O,OO)) ve He D(s,,t,)= {u € Cl[sl.,tl.]: ult)#0,uls,)=ult,) = 0}

(i =1,2) olmak iizere
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I

Al ()= IHZ(t)h(t)p(t)dt

fonksiyonelini tamimlayalim.
2.19. Teorem (Meng ve Huang, 2011):

Kabul edelim ki (a1 —az), (b3) ve (a4) kosullar1 saglansin. Ayrica t € [sl,tl] icin
e(r)<0, te [sz,tz] icin e(t)=0 ve re [sl,tl]u[sz,tz] icin p(f) =0 olacak sekilde
t, <s, <t <s, <t, noktalar var olsun. Eger bir H € D(s,,t,) fonksiyonu ve pozitif

bir pe C 1[to,oo) fonksiyonu

» o’ » ra+1 H’ p’
Ailg:)> ar Al a‘z =
, (ar+1)*" 'L(ﬁzwﬁlﬁgr) H p

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu durumda Es. 2.27 denklemi
salimimlidir [59].

2.20. Teorem (Meng ve Huang, 2011):

Kabul edelim ki (al), (as) ve (b6 —b7)kosullar1 saglansin. Ayrica te€ [51’t1] icin
e(t)<0, re [sz,tz] icin e(t)>0 ve re [sl,tl]u[sz,tz] icin p(t).q(t)=0 olacak
sekilde ¢, <s, <t, <s, <t, noktalar var olsun. Eger bir H € D(s,,,) fonksiyonu ve

pozitif bir pe C 1[to,m) fonksiyonu

o a+l ’ ’
A (Qir)>—%__ar| T ‘2H WP
’ (a+1) ’
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esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa bu durumda Es. 2.27 denklemi
salinimhdir. Buarada Q(t): 7(7—1)(177)”[Kq(t)]”7|e(t)|(7fl)/7 olarak tanimlanmig

fonksiyondur [59].

Fakat 2011 yilinda Shang ve Qin[60], Huang ve Meng tarafindan verilen bu
sonuglarda kullandiklari (a3) , (aé) ve (a7) kosullarinin (b3) , (bé) ve (b7)
kosullartyla degistirilmesine ragmen ispatlarin hala kesin olmadigini belirtmislerdir.
Bu calismasinda Shang ve Qin (bs) , (b6) ve (b7) kosullarinin  saglanmasi
durumunda Es. 2.27 denkleminin sifirdan gecen hicbir ¢Oziimiiniin var
olamayacagini, dolayisiyla bu kosullarin saglanmast durumunda denklemin salinimlh
¢Oziimlere sahip olamayacagim gostermislerdir. Shang ve Qin bu sonuglarin bu
teoremlerin ispatlarmin tekrar gozden gecirilmesi gerektiklerini bildirerek bu
problemi acik problem olarak birakmislardir. Bu tez ¢alismasimin 3. Boliimiinde bu

problem yeniden ele alinip irdelenecektir.

2.5. Fonksiyonel Terimli Diferensiyel Denklemlerin Salmimhligna iliskin Baz

Sonuclar

Bu kesimde genel olarak fonksiyonel terimli denklemlerin salimmliligina dair
kapsamli bilgi vermek yerine bu tez ¢alismasinda ele alinacak olan denklem modeli
icin elde edilmis bazi sonuglar1 aktarmay1 uygun buluyoruz.

Simdi Tiryaki ve Bag¢i’nin ikinci mertebeden gecikmeli

[l//(x(t))|x’(t)|”H x'(t)] + F(t,x(t), x((r)), x'(¢), X (z(2))) = e(¢) (2.28)
[z//(X(t))lx'(t)IoH X'(I)I + pO)x (1) 2 (0)+ F e, x(0), x(2(0)), (), x((2)) = elr)

(2.29)

denklemlerinin salinimliligina iliskin elde etmis olduklar1 sonuglar1 vermek icin

kullanilacak kosullart verelim. Burada & > 0 bir sabit, F, p,q,¥ ve e siirekli
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fonksiyonlar, 7 : [to,oo) — (0,00), lim, (z(r)) = oo olan bir fonksiyon ve r de

siirekli pozitif tanimli bir fonksiyondur.

(ag) Herhangi bir T > ¢ igin t € [sl,tl] icin e(r)<0, te [sz,tz] icin e(r) >0 olacak
sekilde 7' < s, <1, <s, <t, noktalar var,

(a,) bazi g, € C[to,oo), Y=o veherte [sl,tl]u[sz,tz], x#0,u,v,we R i¢in
Fle,xu,v,w)/ x 2 q,(0)x,

(a,,) 0<M, <y(x)<M, olacak sekilde M, M, sabitleri var,

(all) her t e [to,oo) icin T(I)S t,

(a,,) her xe R igin y tiirevienebilir, 0 <w(x)< M ve y'(x)>0 olacak sekilde bir
M sabiti var,

(a5) her t€ [s,,1,)U[s,.1,], x#0,u,v,we R igin xF(t, x,u,v,w)>0,

(a,) baz1 g, € Clt,,00), y > veher r€[s,,1,|Uls,.1,], x#0,u,v,we R icin

F(t, x,u,v,w)lu>q, (t]u|y71.
2.21. Teorem (Tiryaki ve Basc1, 2009):

Kabul edelim ki (a, —a,,) kosullar1 saglansin. Ayrica

(a5) ¥>a ise, i=12 igin

(r=a)ly ’
Rt

(a+1 H

a+l
LI J J
M,r




kosulu saglanacak sekilde bir H e D(sl.,ti) fonksiyonu bulunsun. Bu durumda Es.
2.29 denklemi salinimlidir [61].

2.22. Teorem (Tiryaki ve Basci, 2009):

Kabul edelim ki (a,, —a,, ) kosullar1 saglansin. Ayrica

(a,,) ¥>a ise, i=12 igin

(y=a)ry Z' alk > a+l
v Al q” 7|e|(7a)77(—j it |>M Al
y—a g t (a+1) g

H

H

a+l
AR

H

H

r alk ) o+l a+l
Allg,|—| st|>M Al 3t
i t (a+1) g

kosulu saglanacak sekilde bir H e D(sl.,ti) fonksiyonu ve k € (0,1) bulunsun. Bu
durumda Es. 2.28 denklemi salinimlidir [61].

24
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3. iIKiNCi BASAMAKTAN ZORLAYICI VE SONDURUCU TERIMLI
DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SALINIMLILIGI

4.2 kesiminde belirtildigi gibi Huang ve Meng tarafindan yayinlanan calismalarda
([58] ve [59]) verilen sonuclarin (Teorem 2.17, Teorem 2.18, Teorem 2.19 ve
Teorem 2.20) ispatlarimin dogru olmadig1 ve diizeltilmesi gerektigi Shang ve Qin

[60] tarafindan bildirilmistir.

Ayrica Wong [28], Teorem 2.19 ve Teorem 2.20 sonuglarinda Huang ve Meng’in
kullandig: A; fonksiyonelinin, H (si)= H (ti)= 0 oldugundan dolay1 genellestirilmis

bir integral igerdigini bildirmistir. Bu durum kriterlerin uygulanabilirligini

zayiflatmaktadir.

Diger yandan Tiryaki ve Basci [61] tarafindan gecikmeli bir denklem sinifinin
salinimliligy iizerine verilen sonuclarin (Teorem 2.21 ve Teorem 2.22), Huang ve
Meng’in calistigi Es. 2.27 denklemini de bir 6zel durum olarak igeren bir gecikmeli
denklem simnifina genisletilebilip genisletilemeyecegi sorusunun akla gelmesi de

dogaldir.

Bu boliimde yukarida Ozetlenen problemlere cevap veren orijinal sonuglar
sunulacaktir. Once Huang ve Meng tarafindan verilen sonuclar yeniden gozden
gecirilip Shang ve Qin’in bahsettigi aksakliklar1 gideren “diizgiin” kosullar altinda
yeni ispatlar ifade edilecektir. Ayrica bu ispatlarda kullanilan fonksiyonelin tanim1 ve
ozellikleri yardimiyla, genellestirilmis integraller icin ortaya ¢ikan sikintilarin bir
kismindan kurtulmus olacagiz. Daha sonra Tiryaki ve Basci’nin ¢alismalarindan [61]
ilham alinarak Es. 2.27 denklemini de igeren “gecikmeli” bir denklem sinifinin

salinimliligs iizerine yeni bazi sonuglar verilecektir.
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3.1. On Bilgiler

Bu kesimde, sonraki kesimlerde verilecek ispatlarda siklikla kullanilacak bazi

notasyonlar ve lemmalar ifade edilecektir.

3.1. Tanim:

Once i =1,2 icin

D(si,ti):{ee Cl[si,ti]:u * O,u(sl.): u(tl.): O}

kiimesini tanimlayalim. Daha sonra he C([IO,OO),(O,OO)), He D(sl.,ti) ve n=>0

olmak tizere

fonksiyonelini tanimlayalim.

3.1. Lemma:

Al (h;n) fonksiyonelinin
1. i=12 ve k>0 igin A; (h;n):As’;’ (|H|kh;n—k),
2. i=12 icin A (1;n)2 ~A! (|HH;n-1),

ozelliklerini sagladig aciktir.

Dikkat edilirse [59] da verilen AS’ (h;t) fonksiyonelinde goriilen singiilerlikler Tanim

3.1 ile verilen Af (h;n) operatoriinde n = k olmas1 halinde goriilmemektedir.

Simdi
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D, ={(t.s):t, <s<t<=}c R’

kiimesini tammlayalim. G(z,s)e C (DI,R) fonksiyonunun
1. 1> s icin G(t,5)>0 ve G(t,1)=0,
2. G(t,s) fonksiyonu her iki degiskenine gore kismi tiirevlere sahip ve

aG(t’S):gl(l,S) G(I,S), aG(f,S)
ot s

=—,(r.s|Glr.5)

olacak sekilde g,,g, € L (Dl,(O,OO)) fonksiyonlar1 mevcut.

loc

ozelliklerine sahip oldugunu varsayalim.
Simdi teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan iki adet lemmay1 ifade edelim.

3.2. Lemma:

A, B negatif olmayan sabitler ve m,n de i+l=1 ozelligine sahip reel sayilar
m n

olsun. Bu durumda

Lasdpsampr
m n

esitsizligi saglanir [62].
3.3. Lemma:

Te C([to,w),(O,oo)) fonksiyonu 7 >1, icin 7(t)<t ve lim,__ 7(t)=oo ozelliklerine
sahip olsun. Ayrica bazi1 T >0 sayilar icin xe Cz([T,OO),R) olan x fonksiyonu
t>T icin x(r)>0 ve x”(r)< 0 esitsizliklerini saglasm. Bu durumda her ke (0,1)

sayist icin, £ > T(t) 2T, olmak iizere
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esitsizligi saglanacak sekilde bir 7, 27 sayis1 vardir [61].

3.2. ikinci Basamaktan Zorlayici ve Sondiiriicii Terimli Bir Diferensiyel

Denklem Smifimin Sahmimlihg icin Aralik Kriterleri

Bu kesimde 7=7,>0 olmak iizere [to,oo) lizerinde c¢oOziime sahip oldugunu

varsaydigimiz, ikinci basamaktan zorlayici ve sondiiriicii terimli, lineer olmayan

[P0k, () O] + plo)k, (o). (O (0)+ )£ (1) = ) (2.27)

diferensiyel denklemine iligskin bazi salimmlilik kriterleri verilecektir. Es. 2.27

denkleminde goriinen r, p,q, f,e,k, ve k, fonksiyonlar

1. re C'([t,,%0)(0,0)),
2. p,ge C([to,oo),R),
3. f,ee C(R,R),

4. k e C'(R,R),

. k,e C(R*,R),

9

ozelliklerine sahip fonksiyonlardir. Bu kesimde siklikla kullanacagimiz kosullar

asagida siralanmistir.

(cl) te [sl,tl] icin e(t)s 0,te [sz,tz] icin e(t)Z 0 olacak sekilde her T >¢, >0
igin #, <5, <t, <, <t, noktalar var olsun.

(cz) Her x # 0 icin xf(x)>0,
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a+l

(03) Baz1 a, 3, >0 ve her (u,v)e R? icin vkl(u,v)Z,b’l kl(u,v a
1
(c4) Her (u,v)e R? igin uvkz(u,v)z 0,
a-1

(c;) Her x#0 vebaz B, >0 icin f(x) mevcut ve f'(x)> ,32|f(x)| ,

(c,) Baz K>0, y>1 veher x#0 igin ——— (x)ZKxH,
6 Y
X

a+l a-1

(c,) Baz a.p, >0 ve her (u,v#0)e R* icin vk, (u,v)> Bk, (u,v)|7|u|7 ,

Simdi Es. 2.27 denkleminin salimimliligina iliskin sonuglar ifade edebiliriz.
3.1. Teorem:

Kabul edelim ki (c1 —CS) kosullar1 saglansin. Ayrica fe [sl,tl]u [sz,tz] icin
p(t) >0 olsun. Eger i =1,2 i¢in bir H € D(sl.,ti) fonksiyonu ve negatif olmayan bir

n sayisi

Al(gin+a+1)> A] ((slr|H’““;n) (3.1)

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabilirse Es. 2.27 denklemi salinimlidir.

a a+l

+a+1

o, =( @ j (n @ j seklinde taniml bir sabittir.
BB )\ a+l

Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 2.27 denkleminin salinimsiz

bir x(¢) ¢oziimii var olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir T, >t, sayis1 igin
[To,oo) araliginda x(t) ¢cOziimii isaretini korur. Yani € [To,oo) icin ya x(t)> 0, ya

da x(t)< 0 olur. Simdi € [sl,tl]u[sz,tz] icin
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(0, (x(e), x(2))
w (1) = 0 (3.2)

fonksiyonunu tanmimlayalim. Es. 2.27 denklemini kullanarak w, (r) fonksiyonun

turevini alarak

0

(x(e) £(xlr))

esitligini elde ederiz. Eger bu esitlike (03 —CS) kosullarim ve f e [s1 ,tl]u [sz,tz] icin

p(t)> 0 oldugu kullanilirsa ¢ € [sl,tl]u [sz,tz] icin

wi ()< —qlr)- hb, le(r)la?“+ elt 3.3)

esitsizligini elde edilir. Es. 3.3 esitsizliginden, (01) ve (cz) kosullarindan dolay1

a(t): ,Blﬂzr_”“(t) olmak iizere t € [sl,tl] ve te [sz,tz] icin w, (t) fonksiyonu

wi () < —q(r) = altfw, (c) « (3:4)
esitsizligini saglar.

Simdi 7 € [T}, o) i¢in x(t)>0 oldugunu kabul edelim. Es. 3.4 esitsizliginin her iki
tarafini |H (t)|n+a+l ile ¢arpip sonra da i =1 igin s, den ¢, ye kadar integralini alirsak

re [s1 ,tl] igin

n+o+l a (l )| Wl (l ] n+o+l d[

_[|H(t)|"“”1 q(t)dr < —J.|H(t)|’”““ w, (t)dt —“H(t)
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esitsizligini elde ederiz. Tanim 3.1 yardimiyla bu esitsizlik ¢ € [s1 ,tl] icin

a+l
Algin+a+1)<-Al (win+a+1)- Al (a|wl'| a ;n+a'+1J (3.5)
seklinde ifade edilebilir. Es. 3.5 esitsizligi ve Lemma 3.1 yardimiyla ¢ e [sl ,tl] icin

A; (gn+a+1)< AL ((n+a+1)|H'||wl|;n+ a)- A; [a|w1'|a;l;n + 0{+1J

sl
a;n

4

w

a
H| |w1

= Af ((n+a+1)|H' ;n)— Af (a|H|a+l

sl
an

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak te [51’t1] icin

a+l ,

W

w|—alH|

<Al ((n+a+l)|H|“|H’

a+l
Al(gin+a+1)< A; ((n +a+1)|H|"|H|w,|-dH|"" W, a;nJ (3.6)
esitsizligi saglanir.
Simdi v >0 olmak tizere
LH
F(v):(n+0(+1)|H|a|H'v—a|H|[Mv @ 3.7

fonksiyonunu tanimlayalim. F (v) fonksiyonunun iki kez tiirevi alimirsa F ”(v)<0
oldugu goriiliir, dolayisiyla F '(v*)zo kosulunu saglayacak v* noktasinda F(v)
fonksiyonunu maksimum degerini alir. Bundan dolay1 F (v*)z 0 esitligini saglayan

v* sayisim bulahm. F (v*)z 0 olmasi i¢in



a+1

(v a4 [ | == a|™ (v)e =0

olmalidir. Buradan H # 0 i¢gin
H’ j“

H

o aln+a+1)1
a+l a

olarak bulunur. Boylece

F(v)<F. =F()= [g)“(ij

a a+1

esitsizligi elde edilir. Ayrica H =0 i¢in Es. 3.8 esitsizligi asikar olarak saglanir.
Simdi Es. 3.8 ve Es. 3.6 esitsizliklerini birlikte kullanarak ¢ € [s1 ,tl] icin

Al (gn+a+1)< A; (51r|H'|a+l;n)

esitsizligine varilir. Bu ise hipotezlerimizden Es. 3.1 esitsizligi ile i=1 igin

celismektedir.

Simdi 7 € [T}, o) i¢in x(t) <0 oldugunu kabul edelim. Es. 3.4 esitsizliginin her iki
tarafini |H (t)|”m+l ile carpip sonra da i = 2 i¢in s, den ¢, ye kadar integralini alirsak

te [sz,tz] icin Es. 3.5 esitsizliginin yine saglandigr goriiliir. Dolayisiyla benzer

a+l

32

(3.8)

(3.9)

sekilde Es. 3.7 ile tanmimlanan F (v) fonksiyonu yardimiyla t € [sz,tz] icin Es. 3.9

esitliginin saglandigi sonucuna ulasiriz. Bu sonug¢ ise hipotezlerimizden Es. 3.1

esitsizligi ile i = 2 i¢in ¢elismektedir.

Sonug olarak Es. 2.30 ile celiski elde etmis olarak ispat tamamlanmistir. Bu durumda

Es. 2.27 denklemi salinimlidir.
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3.2. Teorem:

Kabul edelim ki (cl) , (cz) , (c4) , (66) ve (C7) kosullar1 saglansin. Ayrica
te [sl,tl]u[sz,tz] icin p(r)>0 ve ¢(r)>0 olsun. Eger i =1,2 igin bir H € D(si,tl.)

fonksiyonu ve negatif olmayan bir n sayist

Al (Qin+a+1)> Al (52r|H’““;n) (3.10)

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabilirse Es. 2.27 denklemi salinimlidir.

o) -{" -

Ay =17 (g} 7]e(e) ™" 7 >1

42 a+l
seklinde taniml bir fonksiyon ve &, = (ﬂﬁj (L‘H—lj seklinde bir sabittir.
3

Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 2.27 denkleminin salinimsiz

bir x(t) ¢oziimii var olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir 7|, =7, sayist i¢in
[To,oo) araliginda x(t) ¢cOziimii isaretini korur. Yani € [To,oo) icin ya x(t)> 0, ya
da x(t)<0 olur. Simdi kabul edelim ki re[l,,o) icin x(f)>0 olsun.

te [sl,tl]u[sz,tz] icin

w, (t)= (3.11)

fonksiyonunu tanimlayalim. Es. 2.27 denklemini kullanarak w, (t) fonksiyonun

tiirevini alarak
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—_
-~
S~
~
—_
-~
~—
=
)
—
=
—
-~
N—
S
=

(Ox(e) _ o)k, (o). 2’ ())x(0)  ele)

) ) R ) B 1)

~—

esitligini elde ederiz. Eger bu esitlikte (cz) , (c4) , (CG) , (07) kosullar1 ve
te [sl .1 ] U [s2 , t2] icin p(t) >0 ve q(t) >0  oldugunu  kullanilirsa

te [sl,tl]u[sz,tz] icin

W) < =aOKI) " ==L o)+ D) G.12)

re(r) x(t)

esitsizligi elde edilir. Es. 3.12 esitsizligi ve (c,) kosulundan dolay: 7€ [s,.z,] icin

qOK|x()™ + |5 < -wh (1) - rlT(t)|W2 (r) « (3.13)

esitsizliginin saglandig1 sonucuna varilir.

—1

Simdi 7>1 oldugunu kabul edelim., m=7% n=Ll, A= Kqle)xle)™ ve
7/_
g7 e
y—=1)x(t)

q(t)K |x(z) —

secip Lemma 3.2 uygulanirsa

>0(r) (3.14)

esitsizliginin saglandig goriiliir. Bundan dolayi f € [sl,tl] icin

w;(os—Q(r)—%wz(r»“f 315

rl/a(
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esitsizliginin saglandig1 sonucu elde edilir. Dikkat edilirse ¥ =1 olmasi durumunda

Es. 3.14 esitsizliginin saglandigi, dolayisiyla Es. 3.15 esitsizliginin saglandig1 aciktir.

Sonug olarak t € [s,,z,] icin b(r) = 1;6(; 3(t) olmak iizere
r
a+l
W) (1) < =0(r) = ble)w, (1) « (3.16)

esitsizligi elde edilmistir. Teorem 3.1 sonucunun ispatinda oldugu gibi Es. 3.16
esitsizliginin her iki tarafim |H (tym+l ile carpip sonra da i =1 i¢in s, den ¢, ye

kadar integralini alirsak 7 € [s1 , t1] i¢in
j|H(l‘Hn+a+l Q(t)dt < _j‘|H(tHn+af+1 W; (l)dt —j|H(l‘Hn+a+lb(l‘)|W2 (tln+a+l dt
esitsizligini elde ederiz. Tanim 3.1 yardimiyla bu esitsizligi ¢ € [sl,tl] icin
a+l
AﬂQm+a+DS—4w¢m+a+n—4{4%|am+a+q (3.17)

seklinde ifade edilebilir. Es. 3.17 esitsizligi ve Lemma 3.1 kullanilarak ¢e [sl,tl]
icin

a+l ’

W,

wy| ~0H|

AﬂQm+a+D£4{M+a+ﬂHmH’ ;m] (3.18)

esitsizligi saglanir. Yine Teorem 3.1 ispatinda oldugu gibi

a+l
a+l

F(v)=(n+a+1}H|"|Hv-b|H]| v
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fonksiyonu tanimlanirsa, benzer islemlerle

o a+l
FO)<F, :(ﬁj (L“Hj IH

a+l

3.19
b a+l1 ( )

esitsizliginin saglandig1 sonucu elde edilir. Es. 3.18 ve Es. 3.19 esitsizlikleri beraber

diisiiniildiigiinde
AHQin+a+1)< Al (52r|H1““;n) (3.20)

esitsizligine varilir. Bu ise hipotezlerimizden Es. 3.10 esitsizliginin i =1 hali i¢in

celismektedir.

Simdi re [To,oo) icin x(t) <0 oldugunu kabul edelim. Es. 3.16 esitsizliginin her iki
tarafim |H (t)|"+a+l ile ¢arpip sonra da i =2 i¢in s, den ¢, ye kadar integralini alirsak
te [sz,tz] icin Es. 3.17 esitsizliginin yine saglandigi goriiliir. Dolayisiyla benzer
sekilde Es. 3.7 ile tanimlanan F (v) fonksiyonu yardimiyla f e [sz,tz] icin Es. 3.19

esitliginin saglandigr sonucuna ulasiriz. Bu sonug ise hipotezlerimizden Es. 3.10

esitsizliginin i =2 hali i¢in ¢elismektedir.

Sonug olarak Es. 3.10 ile ¢eliski elde etmis olarak ispat tamamlanmistir. Bu durumda

Es. 2.27 denklemi salinimlidir.

3.3. Teorem:

Kabul edelim ki (cl—cs) kosullar1 saglansin. Ayrica fe [sl,tl]u[sz,tz] icin
p(t)>0 olsun. Eger kesim 3.1 de belirtilen ozellikleri saglayan D, kiimesinde

tanimli bir G fonksiyonu i =1,2 i¢in bir &, € (s,,,) says
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;) J' [G““ (z,5.)q(7)-8,G,“" (z,s, )r(T)]dT

(3.21)

I

Tl l6 (1. 2)q(c) - 6,6, (1, D)l )jiz > 0

ileg

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa Es. 2.27 denklemi salinimlidir. Burada

o

a

BB 1)

3

bir sabit ve

G, (t, s) = |(0!+ l)g1 (t, s) G(t, s)|

G, (t, s) = |(0{ + 1)g2 (t, s) G(t, s)|

olarak tanimlanms fonksiyonlardir.
Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 2.27 denkleminin salinimsiz

bir x(t) ¢oziimii var olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir 7|, =¢, sayist i¢in
[To,oo) araliginda x(t) ¢Oziimii isaretini korur. Yani ¢ € [To,oo) icin ya x(t)> 0, ya

da x(t) <0 olur. Simdi r e [sl,tl]u[sz,tz] icin

_ (), (x(0). X))
wy(t) = 0 (3.22)
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fonksiyonunu tamimlayalim. Es. 2.27 denklemini kullanarak w;, (t) fonksiyonun

tiirevini alarak

esitligini elde ederiz. Eger bu esitlikte (c, —c;) kosullari ve t€ [s,,7,|Uls,,z,] igin

p(t)> 0 oldugu kullanilirsa ¢ € [sl,tl]u [sz,tz] icin

W (1)< ()~ BBy e +—21) 323

esitsizligi elde edilir. Es. 3.23 esitsizliginden, (cl) ve (cz) kosullarindan dolay1

te [sl,tl] ve te [sz,tz] icin w;, (t) fonksiyonu

_ rr?}aﬁ(zt )|W3 (,)ﬁ

wi () < —q(r) (3.24)

esitsizligini saglar.

Eger ilk once Es. 3.24 esitliginde ¢ yerine s yazilip, sonra G**'(z,s) ile carpilarak

i =12 icin &, den ¢ ye kadar integrali alinirsa

J.G‘”1 (t,5)g(s)ds < —J. G (¢, 5)w5(s)ds

+ IG’“I (t, s)[— %|W3 (slogl}ds
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esitsizligine varilir. j G (t,s)w,(s)ds integralinde G (r,s)=u , w(s)ds=dv

&

doniigiimleriyle kismi integrasyon uygulanirsa G(t,t):O oldugu ve gz(t s)

fonksiyonunun tanimi kullanilarak

~(a+1)GH®(¢,5)g, (.5 Gz, 5)w, (s)ds

t

_[Gaﬂ (t’ S)Q(S)ds < wy (gi )Gom (t’gi)

&

N

a+l

:BUBZ |W3 Ha}ds

+gjicw+l(t,s){ bb
“(1,5)g, (1 SGLE, ) o (s)

\(s)ﬁ;l}ds

—le)6 e+ [{E @)

£

ﬁlﬂz Ga+l (f S)

")

<y (£)G (1e, +j{ﬁ (er-+1)G% (1) (1. sIWGe.s) o s)
(s]agl}ds

ﬁlﬂz Ga+1 (l S)

rl/a( )

esitsizliginin saglandig goriiliir. Bu da, G, (¢,s) fonksiyonunun tanimimdan dolay:

(G .5 )als)ds < w ()67 (12,)+ [ 69 (0.5)6, 0.5,

,31:82 Ga+1 )|W3 (325)

1/11
r

esitsizliginin saglandig1 anlamina gelir.
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a+l

Simdi v>0 icin F(v)=G*G,v—B,B,r""*G*"v ¢ fonksiyonunu tanimlayalim.

Onceki teoremlerin ispatlarinda yapilan benzer hesaplamalarla bu fonksiyon

G
V= ( o 55 G2 — J noktasinda maksimum degerini alir. Bundan dolay1
o+ P,Gr

F(v)<F, _ =F(v*)=6G,r (3.26)

max

esitsizligi elde edilir. Es. 3.26 ile Es. 3.25 esitsizlikleri birlikte kullanilip # — ¢, igin

limit alinirsa

IG““ (t,,8)g(s)ds < wy(€,)G*" (¢, s, )—f-é}szoHl (t,,)r(s)ds (3.27)

&
esitsizligine varilir.

Benzer sekilde Es. 3.24 esitliginde ¢ yerine s yazip, sonra G (s,t) ile carparak

i =12 icin ¢ den &, ye kadar integralini alip yukaridaki gibi gerekli diizenlemeleri

yaptiktan sonra t — si+ icin limit alinirsa

IGM] (5.5, )a(s)ds < w,(€,)G*" (&, 5, )+53_[G2Wl (5,5, )r(s)ds (3.28)

S;
esitsizligine varilir.

Son olarak Es. 3.27 ve Es. 3.28 esitsizlikleri sirastyla G**' (tl.,é‘l.) ve G (El.,sl.) ile

boliinerek toplanirsa
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i

" ﬁ [l6“ ¢, )als)- 6,6, 1. )r(s)las < 0

&

esitsizligi elde edilir ki bu da hipotezlerimizden Es. 3.21 esitsizligi ile celisir.

Boylece ispat tamamlanir. Es. 2.27 denklemi salinimlidir.

3.4. Teorem:

Kabul edelim ki (cl), (cz) , (c4) , (66) ve (c7) kosullar1 saglansin. Ayrica
te [sl,tl]u[sz,tz] icin p(r)>0 ve ¢(t)>0 olsun. Eger kesim 3.1 de belirtilen
ozellikleri saglayan D, kiimesinde tanimli bir G fonksiyonu ve i=12 i¢in bir

€ € (s,,1,) sayisi

— (g,,s j[cw (z.5,)0(z) - 6,6, (z.5, )r(0)liz

(3.29)

+WHG““: 7)0(c)- 68,6, (¢, 7)r( ]dr>0

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa Es. 2.27 denklemi salinimlidir. Burada

G, , G, fonksiyonlar1 Teorem 3.3 ifadesinde tamimlandig1 gibi, Q fonksiyonu

Teorem 3.2 ifadesinde oldugu gibi ve

seklinde bir sabittir.
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Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 2.27 denkleminin salinimsiz

bir x(f) ¢oziimii var olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir T, >t, sayis1 igin
[To,oo) araliginda x(t) ¢Oziimii isaretini korur. Yani € [To,oo) icin ya x(t)> 0, ya
da x(f)<0 olur. Simdi kabul edelim ki te [To,oo) icin x(r)>0 olsun.

te [sl,tl]u[sz,tz] icin

w, (t) = (3.30)

fonksiyonunu tanimlayalim. Es. 2.27 denklemini kullanarak w, (t) fonksiyonun

tiirevini alarak

(3.31)

esitsizligine varilir.

Simdi 7>1 oldugunu kabul edelim, m=7% n=Ll, A= Kqle)xle)™ ve
7/_

oy secip Lemma 3.2 uygulanirsa ¢ € [sl,tl] icin
X

0(r) < —w;(r)—r%(t)lm (r)la?“ (3.32)

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Ispatin geri kalan kismi Teorem 3.3 ispatiyla

benzerdir.
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Simdi uk,(u,v) >0 ozelligine sahip bir k, (u,v)e C(R?,R) fonksiyonu igin

[k, (e O] + pOlk, (). O )+ &, (o) )]+ ()7 (1) = ) 3.33)

denklemini ele alalim. Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4
ispatlarinda Es. 3.2, Es. 3.11, Es. 3.22 ve Es. 3.30 tanimlamalarimi Es. 3.33 icin
tamimlarsak sirasiyla Es. 3.3, Es. 3.12, Es. 3.23 ve Es. 3.31 esitsizliklerinin yine

saglandig aciktir. Bundan dolay1 asagidaki sonucun gegerliligi asikardir.
3.1. Uyart:

Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 sonuglar1 Es. 3.33 denklemi i¢in

de gecerlidir.
Simdi

(c1 *) te[sl,tl] icin e(t)>0 te[sz,tz] icin e(r)<0 olacak sekilde

t, <s, <t, <s, <t, noktalari var olsun.

kosulunu ele alalim. (cl) yerine (cl *) kosulunun kabulii halinde Es. 3.3, Es. 3.12,
Es. 3.23 ve Es. 3.31 esitsizliklerinin korunacagi aciktir. Dolayisiyla asagidaki sonucu

verebiliriz.
3.2. Uyar:

(cl) yerine (c1 *) kosulu kabul edilirse Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3, Teorem

3.4 ve Uyan 3.1 sonuglar gecerlidir.



44

3.3. ikinci Basamaktan Zorlayic1 ve Sondiiriicii Terimli Bir Gecikmeli Denklem

Smifimn Sahmmhilig icin Arabk Kriterleri

Bu kesimde ?=>t,>0 olmak iizere [to,oo) izerinde ¢o6ziime sahip oldugunu

varsaydigimiz, ikinci basamaktan zorlayici ve sondiiriicii terimli

/

[r )k, (x(0). 2 ()] + ple)lke, (o). x () (1) + ey (x(0), 2 (0))
+ F(t, x(2), x(z(£)), x(¢), x"(2(2)) = e(t) (3.34)

gecikmeli diferensiyel denklemine iligkin bazi salinimlhilik kriterleri verilecektir. Es.

3.34 denkleminde goriilen r, p,e, F,G,7,k,,k, ve k, fonksiyonlari

1. re C'([z,,%)(0,%)),

2. p,ee C([to,oo),R),

3. FeC([r,,=)xR*,R),

4. 7€ C([ty,),(0,00)), lim,__ 7(t) = oo,
5. ke C'(R*,R),

6. k,.kye C(R*,R),

ozelliklerine sahip fonksiyonlardir. Bu kesimde siklikla kullanacagimiz kosullar

asagida siralanmustir.

(C1) te [sl,tl] icin e(f)<0 , re [sz,tz] icin e(r)>0 olacak sekilde
t, <s, <t, <s, <t, noktalar var olsun.
(c,) Her (u,v)e R? icin uvk, (u,v)=0,

a+l a-1

(c,) Baz a,f>0 veher (u,v#0)e R* icin vk, (u,v)> Bk, (u,v17|u|7,

(c,) Her (u,v)e R? icin uk,(u,v)>0,
8 3
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(c,) Baz g, €Clty,0), =1 veher r€ [s,,1,]U[s,.1,], x#0,u,v,we R icin
F(t,x,u,v,w)/ x> q, (t)|x|’77l ,

(Cm) Baz ¢, € C[to,oo), u=>1veherte [sl,tl]u[sz,tz], x#0,u,v,we R icin
Fle,x,u,v,w) u> g, ()

(CH) Her t >t, ve x #0,u,v,we R igin xF(t,x,u,v,w)>0,

(c Herte[t ,00) icin 7{t)<t.

12 0

Simdi Es. 3.34 denkleminin salinimliligina iligkin sonuglari ifade edebiliriz.
3.5. Teorem:

Kabul edelim ki (cl), (c4), (c7 —c9) kosullart saglansm. Ayrica f e [sl,tl]u[sz,tz]
icin p(r)>0 olsun. Eger i=12 icin bir He D(s,,t,) fonksiyonu ve negatif

olmayan bir #n sayisi
AN (Qin+a+1)> Al (55r|H1““;n) (3.35)

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabilirse Es. 3.34 denklemi salinimlidir. Burada

B q, (t) ,n=1
QO

a+l
+a+1
seklinde tanimli bir fonksiyon ve J; = (EJ (n @ J seklinde tanimli bir

sabittir.
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Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 3.34 denkleminin salinimsiz

bir x(t) ¢coziimili var olsun. Bu durumda yeterince bilyiik bir 7, >2¢, sayisi i¢in
[To,oo) araliginda x(z) ¢coziimii isaretini korur. Yani t e [To,oo) icin ya x(t)>0, ya

da x(t)<0 olur. € [SI,II]U[SZ,IZ] icin

wy (1) = (3.:36)

fonksiyonunu tamimlayalim. Es. 3.34 denklemini kullanarak w, (t) fonksiyonun
tiirevini alarak

elt) _ plo)ky (o). X’ (0))x'(e) _ o)k (x(e). (1)) _ o)k, (x(0), (1) ()

wil)=<0 _ 2k -

ol
— F(t, x(t). x(2(¢)), x(t). x'(2(2)))

N—
=
—_
~
N—
=
—_
-~
~—
=
[N
—_
-~
N—

esitligini elde ederiz. Eger bu esitlikte (c4), (C7) , (CS), (Cg) kosullar1 ve

te [sl,tl]U[s2,t2] icin ve p(t)z 0 oldugu kullanilirsa € [sl,tl]u[s2,t2] icin

W (0% =g, () ==L () + <Y 337

r'(r) x(r)

Esitsizligi elde edilir. Es. 3.37 esitsizligi ve (Cl) kosulundan dolay1 f e [sl,tl] ve
te [sz,tz] icin
a+l

<—w) (t)_%|wz ()« (3.38)

esitsizliginin saglandig sonucuna varilir.
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Simdi 7>1 oldugunu kabul edelim. m=7 , n= Ll L A=, ()" ve
77 —
B= (LJ —) secip Lemma 3.2 uygulanirsa
n-1)x(r)
g, (e)x(e)"" + <, 0,(t) (3.39)
x(t)

——|w, () @ (3.40)

esitsizliginin saglandig1 sonucu elde edilir. Dikkat edilirse 77 =1 olmasi durumunda
Es. 3.39 esitsizliginin saglandigi, dolayisiyla Es. 3.40 esitsizliginin saglandigi agiktir.

s

Sonug olarak ¢ e [sl,tl] ve € [Sz,tz] icin c(r)=—L— olmak iizere

- rl/a(t)

a+l

w) (1) < =0(e)—c()w, (1) « (3.41)

esitsizligi elde edilmistir. Teorem 3.1 sonucunun ispatinda oldugu gibi Es. 3.41
esitsizliginin her iki tarafim |H (t)|”m+l ile carpip sonra da i =1,2 icin s, den 7, ye

kadar integralini alirsak

n+o+l C(f)|W2 (tln+a+l dt

(1B 0,1 )r < ~[| ()" w) e)ee [ o)

esitsizligini elde ederiz. Tanim. 3.1 yardimiyla bu esitsizlik
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LH
AQn+a+1)< -A! (w;;n+a+1)—A;;(c|w;| a ;n+a+1j (3.42)

seklinde ifade edilebilir. Es. 3.42 esitsizligi ve Lamma. 3.1 kullanilarak

a+l
P

w,| @ ;n} (3.43)

a+l

wo| —clH|

ANQn+a+1)< Al ((n+ a+1)H|*|H’

esitsizligi elde edilir. Yine Teorem 3.1 ispatinda oldugu gibi

a+l
a+l

F(v)=(n+a+1)H|"|Hv-H]| v
fonksiyonu tanimlanir ve benzer islemler yapilirsa

a+l

(3.44)

o a+l
F(V)S F_. =(gj (L“”j |H'

c a+l1

esitsizliginin saglandigi sonucu elde edilebilir. Es. 3.43 ve Es. 3.44 esitsizlikleri

beraber diisiiniildiigiinde
AN (Qin+a+1)< A (55 r|H10’+1 : n) (3.45)

esitsizligine varilir. Bu ise hipotezlerimizden Es. 3.35 esitsizligi ile celismektedir.

Bundan dolay1 Es. 3.34 denklemi salinimlidir. Béylece ispat tamamlanir
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3.6. Teorem:

Kabul edelim ki (Cl), (c4), (c7 —c9) kosullar1 saglansin. Ayrica f € [Sl,tl]u[sz,tz]
icin p(t)z 0 olsun. Eger kesim 3.1 de belirtilen 6zellikleri saglayan D, kiimesinde

tammh bir G fonksiyonu ve i =1,2 icin bir &, € (s,,z,) sayist

W j[c;aﬂ (2.5,)0,(r)- 6,G,“" (.5, )0}tz

1’1

(3.46)

B L L R O et

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa Es. 3.34 denklemi salinimlidir. Burada
Q, fonksiyonu Teorem 3.5 ifadesinde tamimlandigi gibi, G,,G, fonksiyonlari

Teorem 3.3 ifadesinde tanimlandig: gibi ve

olarak tanimlanmig bir sabittir.
Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 2.27 denkleminin salinimsiz

bir x(t) ¢oziimii var olsun. Bu durumda yeterince bilyiik bir 7, 27, sayist icin
[To,oo) araliginda x(7) ¢cOziimii isaretini korur. Yani t e [To,oo) icin ya X(t ) >0, ya

da x(t)<0 olur. Simdi 7€ [s,.1,]U[s,.1,] icin

_ (), (). X'(2))
wy(t) = ) (3.47)
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fonksiyonunu tanimlayalim. Es. 3.34 denklemini ve hipotezleri kullanarak w, (t)

fonksiyonun tiirevini alirsak ¢ € [sl,tl] ve te [sz,tz] icin

w; (1)< —qlt)- bp, w (1) « (3.48)

rl/a (
esitligini elde ederiz.

Ispatin geri kalan kismi1 Teorem 3.3 ispati ile benzerdir. Once Es. 3.48 esitsizliginde
t yerine s yazilip siraytyla G**'(t,s) sonra da G®"'(s,7) ile carpilarak i =1,2 icin
sirastyla €, den ¢t ye ve t den & ye kadar integrali alimip daha sonra benzer

elemanter islemler tekrarlanirsa sirasiyla

IG““ (t.,5)Q,(s)ds < w,(&,)G** (ti,si)—i-é'ﬁjG e, s)r(s)ds (3.49)
ve
(G (s.5,)0, (s)ds < w, (£, )G (€,.5,)+6, [ G, (5.5, )r(s)ds (3.50)

esitsizliklerine varilir.

Son olarak Es. 3.49 ve Es. 3.50 esitsizlikleri sirastyla G**'(r,,£,) ve G*"'(¢,,s,) ile

boliinerek toplanirsa

T Jl67(5.5)0,(5)- 6,6, 5.5, s i

1’1

+m I[G”“ (1,25)0,(5) - 8,G, " (1,.5)r(s)s <0
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esitsizligi elde edilir ki bu da hipotezlerimizden Es. 3.46 esitsizligi ile celisir.

Boylece ispat tamamlanir. Es. 3.34 denklemi salinimlidir.

3.3. Uyart.

Es. 3.34 denkleminde k,(u,v)=0 ve F(t,x,u,v,w)=q(t)x secilirse Es. 2.27

denklemi elde edilir. Bu durumda Teorem 3.5, Teorem 3.6, Teorem 3.7 ve Teorem
3.8 ifadeleri sirasiyla Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4

ifadeleriyle cakisir.

Simdi Es. 3.34 denkleminin 6zel bir hali olan

[l DG+ F(rx(e) (o)) o) o () = el0) (3.51)

denklemini ele alalim. Burada e C 1(R, (0,00)) fonksiyonu her x€ R ve baz

LeR ic¢in O<y(x)SL ve ;//X(x)ZO ozelliklerine sahip bir fonksiyon,

we C'(R,R) fonksiyonu da vk(v)>0 ve k, (v)>0 &zelliklerine sahip bir

fonksiyondur. Ayrica F ve e fonksiyonlar1 da daha dnce tanimlandiklari gibidir.

3.7. Teorem:

Farzedelim ki (cl) , k (u,v)=w(u)k(v) icin (c7) , (CIO _‘312) kosullart saglansin.

Eger i =1,2 icin bir H € D(sl.,tl.) fonksiyonu ve negatif olmayan bir 7 sayisi

AL Quin+a+1)> A2 (6,H T n) (3.52)

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabilirse Es. 3.51 denklemi salinimlidir. Burada



52

Qz(f):{%(t) - 1)/ =

=1 g, (] el > 1

seklinde taniml bir fonksiyon ve J; de Teorem 3.5 ifadesinde tanimlanan sabittir.
Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 3.51 denkleminin salinimsiz

bir x(r) ¢oziimii var olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir T, >t, sayist igin
[ T,, o0) araliginda x(r) coziimii isaretini korur. Yani t e [ 0,00) icin ya x(t)>0, ya
da x(1)<0 olur. Once te[T,,) icin x(t)>0 oldugunu kabul edelim.

te [sl,tl]u[sz,tz] icin
ws(t)= ) (3.53)

fonksiyonunu tanimlayalim. Es. 3.51 denklemini ve hipotezleri kullanarak w; (t)

fonksiyonun tiirevi alinirsa 7 € [sl,tl]u [sz,tz] icin

e A e e

esitsizligine varilir. (C1) kosulundan dolay1 te [sl,tl] icin e(t)SO secebiliriz. Bu

durumda € [s,.t,] icin [y/(x(t))k(x'(t))]/ <0 yani

v, (O () (0)+y (0, (x ()" () < 0 (3.55)

esitsizligi saglanir. Bu da re [sl,tl] icin x”(r)< 0 olmasim gerektirir. Lemma 3.2

den dolay1 7 e [sl,tl] ve ke (0,1) icin
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x(f(t))z[@j’ix(z) (3.56)

esitsizligi saglanir. Es. 3.56 esitsizligi Es. 3.54 esitsizliginde kullanilirsa

q,(t)=(z(z)/1)"" q,(r) olmak iizere

a+l

elo)] <—w(1)= Bwy () « (3.57)

esitsizligi elde edilir. Dikkat edilirse x(t) < 0 olmasi durumunda Es. 3.55 dolayisiyla
Es. 3.57 esitsizlikleri korunur. Ispatin devamm Teorem 3.5 ispati ile benzer

oldugundan verilmeyecektir.

3.8. Teorem:

Farzedelim ki (cl) , k, (u,v):l//(u)k(v) icin ((:7) , (Clo_CIZ) kosullart saglansim.
Eger kesim 3.1 de belirtilen ozellikleri saglayan D, kiimesinde tamimli bir G

fonksiyonu ve i =1,2 icin bir &, € (s,,z,) sayist

ﬁ (67 .5)0,(6)- 6,6, e, W e

l’l

(3.58)

+WHGM t,,7)Q,(t)-8,G," (t,,7)r ]d7>0

esitsizligi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa Es. 3.51 denklemi salinimlidir. Burada

Q, fonksiyonu Teorem 3.7 ifadesinde tammlandigi gibi, G,,G, fonksiyonlari
Teorem 3.3 ifadesinde tanimlandig1 gibi ve &, de Teorem 3.6 ifadesinde tanimlanan

bir sabittir.



54

Ispat:

Olmayana ergi yontemini kullanalim. Farzedelim ki Es. 3.51 denkleminin salinimsiz

bir x(t) ¢coziimii var olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir 7, =7, sayis1 igin
[To,oo) araliginda x(t) ¢Oziimii isaretini korur. Yani f e [To,oo) icin ya x(t) >0, ya

da x(t)< 0 olur. re [sl,tl]u[sz,tz] icin

B o Nl Pkt Wl P4 (3.59)

fonksiyonunu tanimlayalim. Es. 3.51 denklemini ve hipotezleri kullanarak ¢ e [sl,tl]

ve te [sz,tz] icin

a+l

< —w} ()= Blws () @ (3.60)

esitsizligi elde edilir. Daha sonra Lemma 3.1 kullanilarak

a+l

Q, (1) < —wi (t)— Blwe () « (3.61)

esitsizligi elde edilir. Ispatin geri kalan kismi Teorem 3.6 ispatiyla benzer

oldugundan verilmeyecektir.

Simdi Es. 3.34 denkleminin 6zel bir hali olan

[yl )] + g0l alzle)) = ) (3.62)

denklemini ele alalim. Burada ge C 1([to,oo),R) ve diger fonksiyonlar daha ©nce

tanimlandiklan gibidir.
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3.4. Uyart:

te [sl,tl]u[sz,tz] icin ¢(t)=0 olsun. Bu durumda Teorem 3.7 ve Teorem 3.8

ifadeleri Es. 3.62 denklemi i¢in de gegerlidir.
3.4. Ornekler

Bu kesimde, 3.2 ve 3.3 kesimlerinde verilen sonuglar baz1 6rnek denklemler iizerinde

uygulanacaktir.

3.1. Ornek:

t>1,>1, 1>0 igin, p(t)>0 ve M > %(671’2 + A In 2) seklinde bir sabit olmak
n

lizere

’

(% (t) + ple)x(e)x' () + Mt**x(¢) = sin (3.63)

denklemini ele alalim. Bu denklem Es. 2.27 denklem smifindadir. k, (u,v)=u ,
k,u,v)=uv ve f(u)=u fonksiyonlarmn a=p =8, =1 icn (c,—c;)
kosullarinin saglandig1 aciktir. Ayrica s, =k7w , t, =(k+1)7r , 8, =(k+l)7r ve

t, = (k +2)7[ sayilar i¢in (cl) kosulu saglanir.

Eger H(t)=1t"sin’t ve n=1 segilirse i =1,2 icin

S

Al(gin+a+1)= Al (Mr*3)= Mjsin6 tdt = 51—1217: (3.64)

elde edilir. Diger yandan



56

L

Al (51r|H' ! ;n)z A? (51r|H' ! ;n)S %j(ﬂztl + 4t —4sin’ tcost)dt
=27 2242 o (3.65)
2" 7,

esitsizligi elde edilir. Es. 3.64 ve Es. 3.65 beraber diisiiniiliirse

M >——(67° + £1n2) (3.66)
107

olmasi durumunda Es. 3.1 esitsizliginin saglanacag acgiktir. Boylece Es. 3.63

denklemi Teorem 3.1 den dolay1 salinmlidir.

3.2. Ornek:

t>t,>1, >0 olmak iizere, p(r)>0 bir fonksiyon ve N >%(67Z'2 + A In 2)
T

seklinde bir sabit olmak iizere

’

w0 YL OO | oy
[z 1+[x,(t)]2J+ 0T + Nt x(t)|cos x(¢) + 2] ‘ (3.67)

denklemini ele alalim. Bu denklem Es. 2.27 denklem simifindadir. k, (u,v)z R
+v

uy
1+v

k, (u,v)= ve f(u)=u(cosu+2) fonksiyonlarmmn a = B, =K=y=1 igin

2
(cz) , (c4 —c6) kosullarmin saglandigr aciktir. K =y=1 igin q(t)=Q(t)

olacagindan Ornek 3.1 de oldugu gibi s, =kz , t,=(k+1)x , s, =(k+1)7 ,

t,=(k+2)r, H(t)=t"sin>t ve n=1 segilirse N >%(67[2 + X ln2) olmast
T
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durumunda Es. 3.10 un saglandigi, dolayisiyla Teorem 3.2 den dolayr Es. 3.67

denkleminin salinimli olacag: sonucu ¢ikar.

3.3. Ornek:

t>t,>1, , >0 m>1, b 20 olmak iizere, p(t)>0 fonksiyonu ve

M, >——(62" + 2 In2) sabiti igin
107

’

v 20) AOEOP | )6
(’ 1+[x'(r>]2J “’(’{n[x'(z)r TP }

b (x(e0) + () )} — sint (.68)

denklemini ele alalim. Bu denklem Es. 3.34 denklem simifindadir. k, (u,v)= R
+v

uv uy .
o klen) = ve Pl =g+ X + 0

k, (”’V):

fonksiyonlarmin a =4, =n=1 ve ql(t):M JM icin Teorem 3.5 ifadesinde
belirtilen kosullart saglandigi agiktr. Ornek 3.1 de oldugu gibi s, =k7 ,

t,=k+)r, s,=k+Dr , t,=(k+2)r , H()=r"sin’t ve n=1 secilirse
M, >%(67r2 + A 1n2) oldugu kullamlirsa Es. 3.35 un saglandigi, dolayisiyla
T

Teorem 3.5 den dolay1 Es. 3.68 denkleminin salinimli olacagi sonucu ¢ikar.

3.4. Ornek:

t>t,>1, m>1 ve b, 20 olmak iizere
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)+ x(t){l 320, ) et )} sint (3.69)

denklemini ele alalm. a=f8=n=1 ve Q, (t)= q, (t)zl icin Teorem 3.6 nin
kosullarinin saglandigi aciktir. Simdi s, =7, t, =37, s, =37, t, =57, € =2r,

&, =4r ve G(t,s)=1—s secilirse

gl(t,s):gz(t,s)=

t—s
veE

G,(t,s)=G,(t,s)=a+1=2

olduklar1 goriiliir. Bazi1 elemanter islemlerle Es. 3.46 esitsizliginin saglandigi

goriilebilir. Boylece Es. 3.69 denklemi Teorem 3.6 dan dolay1 salinimlidir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin salinimlilik teorisi
incelenmistir. Giris boliimiinde teoriye iliskin temel tamim ve kavramlar tamitilip
birka¢ ornek ile agiklanmustir. Ikinci boliimde salinimlilik teorisi iizerine yapilan
literatiir taramas1 dzetlenmistir. Ikinci boliimiin birinci kesiminde lineer diferensiyel
denklemlerin, ikinci kesiminde de lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
salinimhilig1 iizerine elde edilmis olan bazi Onemli sonuglar kronolojik olarak
siralanmistir. Bu boliimiin iigiincii kesiminde, bizim de elde ettigimiz sonuclarda
kullandigimiz “aralik kriteri” tanitilmistir. Dordiincii ve besinci kesimlerinde ise bu
tez calismasinda irdeledigimiz denklem modelleri iizerine kisa bir literatiir taramasi

verilmistir.

Kesim 2.4 te

[P0k, () O] + plo)k, (o). () (0)+ )£ (1) = ) 4.1)

diferensiyel denkleminin salinimliligina iliskin Huang ve Meng tarafindan 2009 ve
2011 yillarinda yapilan calismalar [58,59] neticesinde elde edilmis dort sonug
verilmistir (Teorem 2.17, Teorem 2.18, Teorem 2.19 ve Teorem 2.20). Kesim 2.4 te
de belirtildigi gibi Qin tarafindan 2011 yilinda yayimnlanan bir ¢alisma [60] ile Huang
ve Meng’in bu sonuglarin ispatlarinin hatali oldugu anlasilmistir. Qin bu
caligmasinda sozii gegen sonuglarim ispatlarimin tekrar gozden gecirilerek
diizeltilmesi gerektigini vurgulayark bu problemi agik problem olarak birakmistir. Bu

problem tezin iiciincii boliimiinde irdelenmistir.

Kesim 2.5 te ise Tiryaki ve Basc1 tarafindan[61], fonksiyonel terimler iceren

[z//()c(t))IJc’(t)l')H X’(I)I + F(e,x(0).x(2(0)), x (0), x (2(0)) = o) (4.2)
EONO x'(t)I +p(f (@) )+ Fle, <o), x(z(0)), 40 X (20) = elr) - 4.3)
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diferensiyel denklemlerinin salinimlilig1 iizerine elde edilen bazi sonuglar verilmistir

(Teorem 2.21 ve Teorem 2.22).

Bu tez ¢alismasinin {i¢iincii boliimiinde ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin
salinimliligr iizerine elde ettigimiz orijinal sonuglar verilmistir.
Bu boliimiin ilk kesiminde boliim boyunca sik¢a kullanilacak olan temel kavramlar

verilmistir.

3.2 kesiminde Es. 4.1 denkleminin salimmliligma iliskin elde edilen sonuglar
ispatlanmistir. Bu teoremler Huang ve Meng’in teoremlerinden daha genel olup
[58,59] da verilen teoremleri 6zel durumlar olarak icermektedir. Ozel olarak
teoremlerin kosullarinda bulunan ve uygulanabilirligini azaltan [28] genellestirilmis
integral zayiflatilmigtir. Ayrica verilen ispatlar Huang ve Meng tarafindan verilen
ispatlarda [58,59] goriilen hatalar1 icermediginden Qin [60] tarafindan verilen agik
probleme cevap niteligindedir (Teorem 3.1, Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4).

3.3 kesiminde ise fonksiyonel terimli

[, Gel) O]+ 0Tk, () x () (0) + ke (), x ()]
+ F(t,x(e), x(z(¢)), x'(¢), x"(z(¢))) = et) (4.4)

diferensiyel denkleminin salimimliligi {izerine elde ettigimiz sonuglar verilmistir
(Teorem 3.5, Teorem 3.6, Teorem 3.7, ve Teorem 3.8). Dikkat edilirse bu denklem
hem Huang ve Meng [58,59] tarafindan irdelenen Es. 4.1 denklemini, hem de Tiryaki
ve Basci [61] tarafindan irdelenen Es. 4.2 ve Es. 4.3 denklemlerini birer 6zel hal
olarak igermektedir. Ayrica bu sonuglarin ispatlarinda Qin tarafindan belirtilen
yanligliklar bulunmamaktadir. Dolayisiyla bu sonuglarla Tiryaki ve Basci [61]
tarafindan elde edilen sonuglar1 ve 3.2 kesiminde verdigimiz calismalar1 daha genis

bir denklem sinifina genisletmektedir.

3.4 kesiminde ise 3.2 ve 3.3 kesimlerinde ifade ve ispatlarin1 verdigimiz sonuglara

iliskin ornekler verilmistir (Ornek 3.1, Ornek 3.2, Ornek 3.3, ve Omek 3.4). Bu
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kesimde verilen Ornek 3.1 ve Ornek 3.2 6rnekleri Es. 4.1 modelindeki denklemlerin
salinimhiligina, Ormek 3.3 ve Omek 3.4 orekleri de Es. 4.4 modelindeki
denklemlerin salinimliligina iliskin Kesim 3.2 ve Kesim 3.3 te verilen teoremlerin
birer uygulamasidir. Dikkat edilirse [58,59] ve [60] calismalarinda verilen

teoremlerin hi¢biri bu 6rneklere uygulanamamaktadir.

Siirekli uzaylarda salinimlilig1 irdelenen bu denklem smiflariin ayrik uzaylardaki
karsiliklar1 ve bu uzayda salinimliligina ait kriterler konuya ilgi duyan arastirmacilar

tarafindan calisilabilir.
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