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OZET

FINSLER MANIiFOLDLARI UZERINDEKiI MEKANIK SISTEMLERIN ANALIiZi

Oguzhan CELIK
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigman : Prof. Dr. Mehmet TEKKOYUN
31/01/2014, 43

Bu ¢alismada, Finsler manifoldunun hemen hemen Kéahler modeli iizerinde Euler-
Lagrange ve Hamilton denklemlerinin yeni bir ¢éziimiinii sunulmustur. Ayrica, mekanik

sistemlerle ve denklemlerle alakali baz1 sonuglar verilmistir.

Anahtar sozciikler: Finsler Manifoldu, Kihler Manifoldu, Kihler Einstein Manifoldu,

Lagrange, Hamilton.
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ABSTRACT

MECHANICAL SYSTEMS ANALISYS ON FiNSLER MANIiFOLDS

Oguzhan CELIK
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Animal Science
Advisor : Prof. Dr. Mehmet TEKKOYUN
31/01/2014, 43

In this study, we present a new analogue of Euler-Lagrange and Hamilton equations
on an almost Kéhler model of a Finsler manifold. Also, we give some corollories about the
related mechanical systems and equations.

Keywords: Finsler Manifold, Kéhler Manifold, Kihler Einstein Manifold, Lagrangians,
Hamiltonians.
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BOLUM 1 — GiRIiS Oguzhan CELIK

BOLUM 1
GIRIS

Insan yasantisinda diin oldugu gibi bugiin de mekanik biliminin yeri biiyiiktiir. Suyun
akisindan tutun da, insanin yasamini kolaylastirmak icin tasarlanan ugagin ugusuna,
makinelerin ¢alismasina kadar tabiattaki biitiin hareketler mekanik prensiplerine gore
gerceklesir.

Mekanik, kuvvetlerin etkisi altindaki cisimlerin hareketli ve duragan hallerini
inceleyen bilim dalidir. Mekanik, fizik bilimlerinin en eskisidir. Kaldiraglari ve suyun
kaldirma kuvvetini kapsayan tarihteki ilk yazili mekanik prensipler Arsimet'e (MO 287-
MO 212) aittir. Makara, egik diizlem ve somun anahtar ile ilgili calismalar da antik
metinlere kaydedilmistir. Bu donemde mekanik bina ingaati1 gereksinimlerini karsilamakla
smirliydi. Arsimet'ten sonra gelen Ibn-i Heysem, ibn-i Sina, Ibn Bacce gibi miisliiman
bilim insanlar1 ile Galileo, Kepler, Leonardo da Vinci, Varignon, d'Alembert, Stevinus,
Newton, Lagrange gibi batili bilim insanlarinin ¢aligmalar1 sayesinde Mekanik bugiinkii
seviyesine gelmistir

Mekanik giindelik hayatta karsilastigimiz boyutlardaki cisimlerin konumlarinin
zamanla degismesi veya durum ve vyapilarinin bozulmadan kalabilmesi ile ilgili
problemleri inceler. Bu tanmimlamayla birlikte biitiin fizik mekanik olarak goriilebilir.
Ancak klasik mekanik atomlarla karsilastirildiginda giinliik hayatta karsilagilandan oldukca
biiyiik cisimlerle ve 151k hizindan ¢ok daha yiiksek hizlarla ilgilidir.

Klasik mekanik; cisimlerin hareketlerini, ancak cisimlerin boyutlarinin ve
stiratlerinin belirli sinirlar iginde kalmasi durumunda deneysel ve gozlem sonuglariyla tam
olarak uyusan bir bigimde agiklayabilir. Bu sinirlarin digina ¢ikildiginda bulunan sonuglar
deney ve gozlem sonuglariyla ortiismez. Bu durum sonrasinda klasik mekanik yerini daha
sonra kurulan teorilere birakir. Bunlar 6zel ve genel rolativite teorileri ile kuantum
mekanigi ve kuantum alanlar1 teorileridir.

Mekanik; kinematik, statik ve dinamik olmak tizere lige ayrilir. Kinematik, cisimlerin
konumlarinin zamanla degisimini yani hareketlerini, statik cisimlerin dengede olabilmeleri
icin gerekli kosullari, dinamik ise cisimlerin konumlarinin degismesine yol agan sebepler
bilindiginde cisimlerin hareketlerinin o6zelliklerinin nasil bulunacagmni yani pargacigin
hareketi ile buna etkiyen kuvvet arasindaki bagmtilar1 incelemektedir (Rizaoglu ve Siinel,
2008).

Bilim adamlar1 uzaydaki cisimlerin hareket mekanizmalari ile ilgili birgok ¢alismada

bulunmuglardir. Newton (1717-1738) mekanigin genel yasalarmi ortaya koyan bilim
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adamudir. 19. yiizyilda d’Alembert (1717-1783), Lagrange (1736-1813), Jacobi (1804—
1851), Hamilton (1805-1865) olmak {izere pek ¢ok arastirmacinin katkilari ile Newton
yasalar1 iizerine kurulan mekanik neredeyse kusursuz bir yap1 olusturmustur.

19. yiizyilda gelistirilen sistematik yapi, bugiin analitik mekanik veya analitik
dinamik yap1 olarak bilinirken, Newton yasalar1 {izerine kurulan yap1 ise klasik mekanik
veya Newton mekanigi olarak bilinmektedir. Newton’un denklemleri vektorel bir
yapidadir. Bu sebeple en biiyiik zorlugu toplam kuvvetin bilinmesinin gerekli olmasi
olusturur. Bu zorlugu ortadan kaldirmak i¢in, daha basit skaler biiyiikliiklerin kullanildig:
ve kuvvet vektoriiniin i¢cinde dogrudan yer almadigi ilke ve yontemlerin bulunmasma da
calisilmistir. Bu ¢alismalar sonucunda Analitik dinamik olarak bilinen bir yontem ortaya
¢ikmistir. Analitik dinamigin verdigi sonuglar Newton denklemlerinin verdigi sonuglarla
aynidir. Lagrange ve Hamilton denklemleri analitik dinamigi olusmaktadir.

Mekanigin skaler biiytikliikler kullanarak yeniden kurulmasi agisindan Lagrange
yontemi Onemlidir. Lagrange yOntemi mekanik problemlerinin ¢oziimiinde oldukca
basarilidir. Lagrange yontemi sayesinde Hamiltonian yontemlerinin ¢ikisina yol agmustir.
Bu yontem ile birlikte mekanik sistemlerin dinamik hareket denklemlerini elde etmek
siradan bir hale gelmistir. Ancak bu durum denklemlerin ¢oziilmesinde sistematik bir yol
gostermemektedir.

Hamilton yontemi ile bulunan denklemler birinci mertebeden iken, Lagrange
yontemi ile elde edilen denklemler ise ikinci mertebedendir. Lagrange yontemiyle elde
edilen denklemlerle karsilastirildiginda Hamilton yontemi ile elde edilen denklemlerin
dogrudan ¢oziilebilmeleri daha basit sekildedir.

Finsler geometri Paul Finsler’in 1918’de yaptig1 tez calismasinin bir Uriiniidiir. Zaten
Finslerin bu ¢aligmasina daha sonra ¢alisan bilim adamlar1 Finsler uzay1 adin1 vermislerdir
ve zamanla Finsler geometri diferansiyel geometrinin ayr1 bir dal haline gelmistir. ilk
baslarda klasik fizigin Finsler geometrisinin diferansiyel formunu kullanmasi tesadiifi idi
ancak son yillarda bu durum degisti. Finsler geometrinin problemleri ¢6zmede ¢esitli
uygulamalar1 kullanilmaktadir. Ornegin; istatistik ve dinamik, ekoloji ve biyolojik
sistemlerin evrim teorisi, hadron i¢ simetrisini tarif ederken, uzay-zaman ve yercekimi
teorisinin yani sira birlesik ayar alan teorileri vb. alanlarda Finsler geometrinin
uygulamalar1 vardir.

Finsler geometrisi Riemann geometrisi igin bir analogtur. Karesel kisitlama olmayan
Riemann geometrisine Finsler geometrisi denir. Finsler geometrisinin kullandig1

arglimanlarin TM iizerinde olmasina karsilik Riemann geometrisinin kullandigi

arglimanlarin M iizerinde olmasidir. Yani, Finsler geometrisinde egrilik TM —{O}



BOLUM 1 — GiRIiS Oguzhan CELIK

iizerinde bir tensor iken Riemann geometrisinde M {iizerinde bir tensordiir. Finsler
geometrisi Riemann geometrisinin genellestirilmisi degil daha iyi bir sekilde karesel
kisitlama olmaksizin Riemann geometrisi olarak tanimlanmaktadir.

Bu tanimlamalardan yola ¢ikarak, bu tezin ilk amaci; matematiksel modelleme
kullanilarak, uzaydaki dinamik cisimlerin (pargaciklarin) zamana bagli hareketi gdsteren
diferansiyel denklemlerini bulmaktir.

Cesitli bilim adamlar1 tarafindan mekanik sistemler iizerinde ¢esitli uzaylar icin
hareket denklemleri bulunmustur. Bu uzaylardan bazilar1 Hermitian uzay, Kihler uzayi,
Heisenberg uzay1 ve Finsler uzaylaridir. Bu ¢alismada Finsler uzayr mekanik sistemlere

aktarilmis ve hareket denklemleri elde edilmistir.
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BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

2.1. Literatiir Ozeti

Isaac Newton (1642-1727) ingiliz fizik¢i, matematik¢i, astronom, mucit, filozof,
ilahiyat¢idir. 1687°de yaymlanan kitabi “Doga Felsefesinin Matematiksel ilkeleri” ile
klasik mekanigin temelini atilmigtir. Bu kitap tarihin en 6nemli bilimsel kitaplarindan biri
olmustur. Newton kitabinda evrensel kiitle ¢ekimini ve hareketin {i¢ kanununu ortaya
koymus ve sonraki li¢ yiizy1l boyunca bu bakis agis1 bilim diinyasina egemen olmustur.
Newton diinyadaki cisimlerin hareketleri ile gokytiziindeki cisimlerin ayni dogal yasalar ile
yonetildiklerini, kendi kiitle ¢cekim kanunu ile Kepler’in gezegen hareketleri kanunu
arasindaki tutarhiliklar ile gostermistir. Newton ilk yansitmali teleskobu gelistirmis ve
beyaz 151g1n bir prizmaya tutuldugunda farkli renklerden bir tayf yaratmasi gdzlemi sonucu
bir renk kuramu olusturmustur. Newton'in matematige neredeyse her dalda katkilari
olmustur. Ozellikle analitik geometride, egrilerin tegetleri (diferansiyel) ve egrilerin
olusturdugu alanlar1 (integral) hesaplamada yontemler gelistirmistir. Bu iki islemin
birbirlerine ters oldugunu bulmus, egimler ile ilgili ¢oziimler gelistirmis ve bunlara akis
(fluxion) metotlar1 ismini vermistir ¢iinkii niceliklerin bir boyuttan digerine aktigini hayal
etmistir. Newton'un bilime en biiylik katkist mekanik alanindadir. Merkezkag¢ kuvveti
yasasi ile Kepler yasalarini birlikte ele alarak kiitle ¢ekim yasasini ortaya koymustur.
Newton hareket yasalar1 olarak bilinen eylemsizlik ilkesi, kuvvetin kiitle ile ivmenin
carpimina esit oldugunu ifade eden yasa ve etki ile tepkinin esitligi fizigin en 6nemli
yasalaridandir.

Pierre Louis Maupertuis (1698-1759) Fransiz Aydmlanmasi yillarinda yasamis olan
inlii diistiniir. Sik1 bir bilimci olup, ilerleme fikrine yogun bir baglilik sergileyen
Maupertius, Newton biliminin, 6zellikle de yer¢ekimi yasasmin savunuculugunu yapmustir.
Bilgi kurami bakimindan deneyci, hatta pozitivist bir goriisii benimseyen filozof, bizim
fizik biliminde fenomenler alaninda kaldigimizi sdylemistir. Ona gore, mekanigin temel
kavramlar1 duyum yoluyla ag¢iklanabilir. Nitekim, Maupertius, matematiksel ve mekanik
ilkelerde s6z konusu olan zorunlu baglantinin bile ¢agrisim ve aligkanlik araciligiyla
aciklanabilecegini 6ne siirmiistiir.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) italyan Fransiz matematik¢i ve astronomdur.
Analiz, sayilar kurami, Klasik mekanik ve gok mekanigi alanlarma 6nemli katkilarda
bulunmugstur. 18. ylizyilin en 6nemli matematik¢ilerindendir. Berlin’de astronomi, giines
sistemi, mekanik, dinamik, akigkanlar mekanigi, olasilik ve genel matematigin temelleri

lizerine ¢alismalar yapti. En az 200 makale yaymlamistir. Sayilar kuraminda her pozitif
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tamsaymin dort adet tam karenin toplami olarak yazilabilecegini gostermistir. Bu konuda
analitik degiskenler hesabini bulmus ve kuramini dinamik problemlerine uygulamistir.
1788 yilinda “Analitik Mekanik™ isimli kitabin1 yayinladi. Bu kitapta mekanik alaninda
yapilmis olan biitlin ¢aligmalar1 6zetleniyordu. Mekanigi matematiksel analizin bir koluna
doniistiirdii. Kitabinda geometriden higbir sekilde yararlanmadi. Ayrica Newton kuraminin
gezegenlerin devinimine uygulanabilecegini gosterdi. Newton hareket denklemlerini farkli
bir yontemle ifade etti. Kendi gelistirdigi bu yonteme Lagrange Mekanigi adi verildi.
Lagrange mekaniginde yapilan sey Newton mekanigindeki ile aynmidir. Fakat koordinat
sistemi degistigi zaman denklemlerin formu degismemektedir. Lagrange mekaniginin
uygulamalariyla dalga yayilimi ve egrilerin maximum ve minimum problemlerinin
sonuglarmi tanitmistir

William Rowan Hamilton (1805-1865) Irlandali matematik¢i, fizik¢i ve
astronomdur. Optik ve dinamik iizerine son derece 6zgiin ¢aligmalar yapti. Hamilton hem
optigi hem de dinamigi tek bir genel ilkeden ¢ikarmaya calisti. Bir diger onemli katkisi
fizik ve mekanik yasalarinin bir integralin degisiminden tiiretilmesidir. Modern gorecelik
ve kuantum mekaniginin altinda yatan ilke Hamilton fonksiyonlaridir. Hamilton prensibi
klasik mekanigi i¢in formiile edilmis olsa da elektromanyetik ve yergekimsel alanlar gibi
klasik alanlarda gegerlidir ve hatta kuantum mekanigi, kuantum alan teorisi ve kritiklik
teorileri kadar uzatilmistir. Kesfettigi kuaterniyon belki de onun en bilinen ¢alismasidir.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) analiz ve diferansiyel geometri
dalinda ¢ok 6nemli katkilar1 olan Alman matematik¢idir. S6z konusu katkilar daha sonra
izafiyet teorisinin gelistirilmesinde 6nemli rol oynamistir. Bu matematik¢inin ismi ayni
zamanda zeta fonksiyonu, Riemann hipotezi, Riemann manifoldlar1 ve Riemann yiizeyleri
ile de baglantilidir. Ayrica belirli integral i¢in cok 6nemli bir yaklasim getirmistir.

Elie Cartan (1869-1951) Fransiz matematik¢idir. Lie gruplari, diferansiyel
denklemler sistemleri ve diferansiyel geometri konularindaki calismalariyla, 20. yy
matematiginin gelisiminde belirleyici bir etkisi olmugtur. Cartan’n iizerinde ¢alistig1 ilk
konu Lie gruplar1 oldu. Bu gruplar ilk kez Sophus Lie tarafindan, bir analitik katmanli
uzaym, sonlu sayida parametreye bagli bir analitik doniisiimler sistemi olarak
diistiniilmiistli, 1888'de W. Killing bu gruplar1 baska katmanli uzaylarda bagimsiz olarak
incelemeye baglamig ve “yerel” bir kuramin temellerini atmist1. Killing tiim basit karmagik
Lie cebirlerini belirleyebilmisti, ancak kanitlar1 eksik ve yanliglar tasiyordu. Cartan bu
eksik ve yanlislar1 giderirken basit gergek Lie cebirlerini siniflandirmay1 ve bunlara iligkin
dogrusal gosterimlerin tiimiinii bulmay1 basararak “yerel” kurami saglam temellere oturttu.

1913'de, uzay metrigini koruyan koordinat doniisiimlerinin olusturdugu ortogonal
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gruplarin dogrusal gosterimleri lizerinde ¢alisirken spindr kavramina ulasti. Ug¢ boyuttaki
dontisimlerin iki boyutta gosterimini saglayan karmasik vektorler olan spindrler sonralari
kuantum mekaniginin gelismesinde Onemli bir rol oynadi. 1925'ten sonra topoloji
problemlerine yonelen Cartan, Lie gruplarinin “global” 6zelliklerini incelemekte Weyl’in
tikiz gruplara iliskin buluslarindan yararlanarak, baglantili Lie grubunun bir Oklid uzayi ile
bir tikiz grubun ¢arpimi oldugunu kanitladi. Cartan, Lie gruplari, diferansiyel sistemler ve
diferansiyel geometriyi birlikte ve i¢i ice kullanarak tiiretik katmanli uzaylarda ¢oziimleme
diisiincesini  gelistirirken, gilinlimiiziin matematigini bigimlendiren bir¢ok kavramin
yaraticist olmustur.

Albert Einstein (1879-1955) o6zel gorelilik ve genel gorelilik kuramlari ile iki
ylizy1ldir Newton mekaniginin hakim oldugu uzay anlayisinda bir devrim yaratmistir.

Sadece matematik hesaplamalar ve denklemler ile olusturdugu kuramlar1 sonradan

deneysel olarak defalarca dogrulanmustir. E =mc? denklemi ile formiile ettigi kiitle-enerji
esdegerligi yildizlarin nasil enerji olusturduguna agiklama getirmis ve niikleer teknolojinin
ontinii agmustir. Fotoelektrik etki ve Brown hareketine getirdigi matematiksel ag¢iklamalar,
modern fizige diger katkilar1 arasindadir. Omriiniin biiyiik bir kismm1 biitiin kuramlari
birlestiren bir birlesik alan kurami yaratmaya ¢alisarak gecirmis ama bu ¢abalar1 sonugsuz
kalmistir. Einstein kuantum mekaniginin bazi sonuglarma, 6zellikle belirsizlik ilkesine
olduke¢a siipheci yaklagsmis fakat bu yaklagimlar ileride genis kabul gormiistiir.

Paul Finsler (1894-1970) diferansiyel geometri iizerine g¢alismustir. Paul Finsler
yaptig1 doktora tezi Caratheodory danigsmanliginda yiiriitiilmiistiir ve 1934’de Elie Cartan
tarafindan Finsler Uzay1 ad1 verilmistir. Buldugu Finsler geometri Riemann geometrisinin
genellestirilmisi degil daha 1iyi bir sekilde karesel kisitlama olmaksizin Riemann geometrisi
olarak tanimlanmaktadir.

John Lighton Synge (1897-1995) irlandali matematik¢idir. Synge klasik mekanik
iizerine caligmistir. Bu ¢alismalar geometrik optik, gaz dinamigi, hidrodinamik, elastikiyet,
elektrik aglari, matematiksel modelleme, diferansiyel geometri ve Einstein rdlativite
iizerine caligsmistir. En iinli ¢alismasi geometrik metotlar1 kullanarak yaptigi genel
rolativitedir, kara delik ¢calismasini ciddi anlamda yapan ilk fizik¢idir.

Klein (1962, 1968a, 1968b) Lagrange mekanik sistemi igin bir bakis agisi

gelistirmistir. Lagrange formalizmini (dinamik denklem),

i.¢, =dE, (2.1)
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formunda ifade etmistir. Klein’in Lagrange formalizmi hemen hemen tanjant geometrinin
gelisimine ve 6zel dis tlirev hesaplarina katki saglamistir. Bu bakis acis1 yiliksek dereceden
tanjant demetlerine genigletilmistir. Ayrica Hamilton mekanik sistemi i¢in kotanjant

demeti kullanilmis ve Hamilton formalizmini (dinamik denklem),
iy¢=dH (2.2)

seklinde ortaya koymustur.

Crampin (1981) Euler-Lagrange denklemlerinin diferansiyel geometrisi ve Lagrange
dinamiginin ters problemi lizerine bir ¢calisma yapmustir.

De Leon ve Rodrigues (1986) hemen hemen tanjant geometri ve yliksek dereceden
mekanik sistemler {izerine ¢alismiglardir. Hemen hemen tanjant geometride yiiksek
dereceden mekanik sistemlerin bazi sonuglarmi ortaya koydular.

De Leon ve Rodrigues (1987) ikinci mertebeden diferansiyel denklemler ve
korunumsuz Lagrange mekanigi ¢alismasinda Lagrange teorisinin  geometrik
formiiliizasyonunu incelemistir.

De Leon ve Lacomba (1989) Lagrange alt manifoldlar1 ve yliksek mertebeden
mekanik sistemler iizerine ¢alismislardir. Ayrica yiiksek mertebeden Lagrange ve
Hamilton sistemlerinin (zamana bagli ve bagimsiz) simplektik yiiksek mertebeden tanjant
demetlerinin Lagrange alt manifoldlar1 tizerinde durmuslardir.

De Andres, De Leon ve Rodrigues (1990, 1991) diizenli Lagrangian ile ilgili yiiksek
mertebeden tanjant demetlerinde konneksiyonlar1 ve yliksek mertebeden diferansiyel
denklemler i¢in Lagrange dinamiginin ters problemi {izerine bir ¢alisma yapmuislardir. fiber
manifoldlar ve baglantilarinin terimleri lizerinde sol mertebeden alan teorisinin geometrik
formiiliinii kurmustur. Bu formiilasyon ile tek alan teorisininim algoritmasini insa edip
gelistirmiglerdir. Bu algoritmay1 mekanik sistemlere genisletmislerdir.

De Leon, Mello ve Rodrigues (1991a. 1991b) zamana bagh dejenere
Lagrangian’larin kisitlanma c¢alismasini yapmislardir. Yiiksek mertebeden diferansiyel
denklemler i¢in Lagrange dinamiginin ters problemine geometrik bir yaklagim sunmustur.

Ozer (1994) baglantil integral edilebilir Hamilton sistemlerini incelemistir.

Civelek (1996) vektor demetlerinde Lagrange ve Hamilton denklemlerini
incelemistir.

Shiriaev, Pogromsky, Ludvigsen ve Egeland (2000) ters sarkacin pasifligi tabanli
kontroliin kiiresel o6zellikleri incelemistir. Caligmalarinda Lagrange ve Hamilton
sistemlerinin belli bir hedef pozisyonunun istikrar problemini ele almislardir.

Tekkoyun (2002) genellestirilmis Kdhler manifoldlar1 {izerinde Euler-Lagrange ve
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Hamilton denklemlerinin yiiksek mertebeden liftlerini incelemistir

Aycan (2003) J*7z jet demeti iizerinde hemen hemen tanjant yap: verilerek Euler-
Lagrangian ve Hamilton denklemlerini elde etmistir. Daha sonra Euler-Lagrange Hamilton
denklemlerini lift teorisini kullanilarak genisletilmis jet demetlerine genellestirmistir.
Zamana bagl Euler-Lagrange denklemleri olusturulmus ve benzer sekilde bu denklemler
zamana bagl genisletilmis jet demetleri iizerinde ifade edilmistir.

Tekkoyun (2005) para-Kéhler manifoldlar1 tizerinde para-kompleks Euler-Lagrange
ve Hamilton denklemlerini elde etmistir. Ayrica mekanik sistemin geometrik ve fiziksel
baz1 sonuglarini vermistir.

Tekkoyun (2006a) Para-Kéhlerian manifoldlarda Poisson parantezli para-kompleks
Hamilton hareket denklemlerini hesaplamistir.

Tekkoyun (2006b) kisitlanmig reel Hamilton denklemlerini kompleks versiyonuna
genellemistir. Kisitlh Kéhler manifoldlarda kompleks Hamilton hareket denklemlerini
bulmustur.

Tekkoyun ve Gorgiilii (2006) yiiksek mertebeden tam ve dikey kompleks liftlerin
Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerini Kadhler manifoldlarda ortaya koymuslardir.

Tekkoyun (2009a) Kidhler manifoldlar1 {izerinde kompleks Hamilton mekanik
sistemlerinin liftlerini incelemis, K. mertebeden dikey liftlerin zamana bagli kompleks

Hamilton denklemlerini bulmustur.
Tekkoyun (2009b) sabit J -egriligin para-Kéhler manifoldlarda bir modeli igin R>"

iizerinde Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerini ortaya koymustur.

Tekkoyun (2009c¢) mekanik sistemlerin modellenmesinde Lagrangian ve Hamilton
sistemlerinin tanjant ve kotanjant demetlerindeki dikey ve tam durumlarini incelemistir.
Bunu yaparken, Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerini bulmus geometrik ve fiziksel
sonuglarmi ortaya koymustur.

Tekkoyun ve Sar1 (2010) kompleks ve parakompleks manifoldlar lizerindeki polinom
yapilart kullanilarak tanjant demetlerinin geometrileri {izerinde mekanik sistemlerde
calismislardir.

Kasap ve Tekkoyun (2013) Weyl manifoldlar1 {izerinde hareketi ve hareket
denklemleri incelemisler ve bulmuslardir. Ayn1 zamanda bu hareket esnasinda meydana
gelen mekanik ve fiziksel olaylarin zaman boyutu dikkate alimarak Weyl-matematiksel
modellenmesi yapmiglardir. Matematiksel modelleme sonucunda iiretilen genellestirilmis
Euler-Lagrange ve Hamilton hareket denklemlerinin fiziksel ve geometrik bulgularmnimn

yorumu yapmislardir.
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2.2. Tanimlar

Vektor alani: E" n-boyutlu Oklid uzay1 ve E" in p e E" noktasindaki tanjant uzayi

T_.(p) olsun. Buna gore bir X :E" — pEE" T.,(p) fonksiyonu i¢in 70X :E" —E" olacak

sekilde bir 7: U E" — E"fonksiyonu mevcutsa X e E" iizerinde bir vektor alam adi
peE"

verilir. Yani, bir manifoldun bir alt kiimesinde tanimlanmis ve bu kiimenin her bir
noktasina, bu noktada bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyondur. Yada, bir

manifoldun her noktasima bir tanjant vektorii esleyen doniistime bir vektor alani denir.
Integral egrisi: E"", (n+1) boyutlu Oklid uzay1 ve E""de parametrik bir egri

a:l —E"™ olsun. Yani t - a(t) =(a(t),...,a,,,(t)) dir. E™ iizerinde bir vektdr alani
& olmak tizere Vteligin (jj—? =&(af(t)) ise a egrisine ¢ vektor alanmin integral egrisi

denir.
1-form: E® n-boyutlu Oklid uzay1 ve E™»in P € E” noktasindaki kotanjant uzay1

olsun. Buna gbre bir @:E" — U T, (P) fonksiyonu igin 70e: E" —2&%* "
PeE"

olacak sekilde bir 7: U T ,(P)— E" fonksiyonu mevcut ise  ye E" iistiinde 1-form
PeE"

denir.

Harita: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt climlesi

olsun. O zaman topolojik manifold tanimi geregince U bir w homeomorfizmi ile M nin
bir W acik alt cimlesine eslenebilir. :U c E" W < M olmak iizere (l//,W) ikilisine

M de bir koordinat komsulugu veya harita denir.
Atlas (Koordinat komsulugu sistemi): M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M

nin bir agik drtiisii {U,} olsun. U, agik ciimlelerinin a indislerinin ciimlesi A olmak
lizere {Ua} ortiisli i¢in {Ua}aE . yazilir. E", n-boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere, E" de
U, va v, homeomorfizmi altinda homeomorf olan ag¢ik ciimle U, olsun. Boylece ortaya
¢ikan (y,,U, )haritalarnin {(V/a’ua)}aeA koleksiyonuna bir atlas (koordinat komsulugu

sistemi) denir.

Tensor alani: M bir diferansiyellenebilir manifold olmak {izere, M nin her x

noktasinda K (X) eT, (T xM) seklinde belli bir tensér karsilik getiren K doniisimiine M

manifoldu tizerinde (I’, S) tipinden bir tensor alani adi verilir.
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Lineer doniisiim: V ve U bir F cismi lizerinde birer vektor uzayi ve f :V —U bir
fonksiyon olsun. Vv,,v, eV V ve VaeF icin,

Q) flv+v,)=Tf(v)+f(v,)

(2) f(av) =af(v)
sartlar1 saglanirsa f ye V den U vya lineer doniisim (dogrusal doniisiim, vektor uzayi
homomorfizmasi yada lineer transformasyon) denir.

Grup homomorfizmi: (G,.), (H,*) iki grup olsun. f:G—H fonksiyonu
Va,beG igin

f(ab)=f(a)* f(b)
oluyorsa f ye bir grup homomorfizmi denir.

[zomorfizm: Eger f grup homomorfizmi 1:1 ve 6rten ise izomorfizm adin1 alir.

Endomorfizm: Eger f grup homomorfizminde G=Hise f endomorfizm adini
alir.

Diffeomorfizm: E", n-boyutlu bir Oklid uzay: olmak iizere, E" in iki agik alt
cimlesi U ve V olsun. Bir w:U —V fonksiyonu i¢in asagidaki dnermeler dogruysa y
ye C* smifindan bir diffeomorfizm ve U ile V ye de k . dereceden diffeomorfiktirler denir

(D1) w eC*(U;V)

(D2) w*:V —>U varve yteC(V;U).

Baz: V bir vektor uzayi olmak tizere, Vv eV vektori bir S = (ul, (VR un) vektor

kiimesindeki vektorlerin tek bir lineer bilesimi olarak yazilabiliyorsa S kiimesi V nin bir
bazidir. Eger V nin n-elemanl bir bazi varsa V Yye sonlu n-boyutlu veya n-boyutludur
denir.

Ortogonal- V bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Eger <u,v>=0 ise u,v ye ortogonaldir
(dikdir) ve u,v eV vektorlerine de ortogonal vektorler denir.

Tirev doniisimii: M ve N, C”manifoldlar, ¢:M — N, C* déniisim m,peM
ve v, €T M tanjant vektoriine p noktasinda teget olan bir egri a:1 cR—M olsun.

((p*)p T,M —>T M ile tammlanan doniisime ¢ nin peM noktasindaki tiirev

(P)
doniisiimii denir.
Regiilerlik: E"ve E™, m ve n -boyutlu birer Oklid uzayr olmak iizere, bir

F:E"—>E" doniisimiinin VpeE" noktasindaki (F.)p tirev doniisiimii 1:1 ise bu

10
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(F.) p tiirev doniisiimiine regiilerdir denir.

Bilineer form: V bir reel vektor uzayi olsun. <,>V xV — R doniisiimii Va,beR ,
Yu,v,weV igin,

(1) <au+bv,w>=a<u,w>+b<v,w>

(2) <u,av+bw>=a<u,v>+b<u,w> oluyorsa <> doniisiimiine bir V vektor
uzayi lizerinde bir bilineer form denir.

Dejenerelik ve nondejenerelik: V bir m-boyutlu reel vektor uzay:r ve g:V xV —R

bir simetrik bilineer déniisiim olsun. Eger bir w0 vektorii igin , g(w,v)=0 ise g ye

dejenere denir. Eger Wv eV i¢in g(w,v)=0olmasi w=0olmasm gerektiriyor ise g ye

nondejenere denir.
Lineer fonksiyonel (Doniistim): V bir K cismi {izerinde bir vektoér uzayr olsun. Eger

Yu,veV ve Va,beK icin
L(au+bv)=aL(u)+bL(v)
oluyorsa L:V — K déniisiimiine bir lineer fonksiyonel denir.

Dual uzay: V bir vektor uzayi olsun. Bir V vektor uzayindan K cismine tanimlanan

lineer fonksiyonellerin kiimesi L, ve L,, V de lineer fonksiyoneller ve YueV, Vk e K
olmak iizere

@ (L+L)(u)=L(u)+L ()

2) (KL)(v) =K (v)
seklinde tanimlanan toplama ve skaler carpim 6zellikleriyle K iizerinde yine bir vektor
uzay1 olusturur. Bu uzaya V nin dual uzay1 denir ve V "ile gosterilir.

Dual baz: V bir vektor uzayr ve K bir cisim olmak tizere, {vl,vz,...,vn} kiimesi V

nin bir baz1 olsun. ¢,4,,...4, €V’, ¢ (Vj)=5ij ={I - J 0
=] ,

seklinde tanimlanan lineer
fonksiyoneller olsunlar. Bu durumda {¢,@,,....4,} kiimesi, V 1n bir bazidir. Bu {¢} bazi

{vj} ye dual olan baz veya dual baz olarak adlandirilir.

Topoloji: X bos olmayan bir climle olsun. X in alt climlelerinin bir koleksiyonu 7
olsun. Bu koleksiyon asagidaki 6nermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adin1 alir.
(T X,Der

(T2) VALA er=ANA et

11
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(T3) Aer,iel,UAer
burada | bir indeks ciimlesidir.

Topolojik uzay: Bir X ciimlesi ve lizerindeki bir 7 topolojisinden olugan (X : Z')
ikilisine bir topolojik uzay denir.

Homeomorfizim (Topolojik doniisiim): X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f : X =Y fonksiyonu siirekli ise ve f* tersivar ve f' de siirekliise f ye X denY ye

bir homeomorfizim (topolojik doniisiim) denir.
Hausdorff uzay1: X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalar1 igin X

de siras1 ile P ve Q noktalarni igine alan A, ve Ag agik alt ciimleleri
ANA=9¢ olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayma bir Hausdorff

Uzay1 denir.

Topolojik manifold: M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki Gnermeler
dogruysa M ye bir topolojik n-manifold denir.

(M1) M bir Hausdorff uzayidir,

(M2) M nin her bir agik alt cimlesi E" e veya E" in bir agik alt ciimlesine
homeomorftur,

(M3) M sayilabilir goklukta agik climlelerle ortiilebilir.

Diferansiyellenebilir yapi: Bir topolojik n-manfold M ve M nin bir atlas

S={(y,.W,)} , olsun. Eger S atlasi icin, W, W, #@ olmak iizere, Vo, B€ A ya

karsilik ¢,

ve ¢, fonksiyonlar C¥-sinifindan diferansiyellenebilir iseler S ye C*-

smifindan diferansiyellenebilirdir denir. S atlass1 M iizerinde C*-smifindan oldugu

zaman S ye M iizerinde C*-smifindan diferansiyellenebilir yap1 ad1 verilir.
Diferansiyellenebilir manifold: M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C*-

smifindan diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C*- smifindan bir

diferansiyellenebilir manifold denir.

Tanjant manifold: M bir manifold olmak iizere, TM = U T (M) C*-manifolduna
peM

M nin bir tanjant manifoldu denir.

Tanjant demet: M bir manifold ve TM tanjant manifold olsun. z,, :TM — M

dogal projeksiyon olmak iizere (TM,7,,,M) ye M manifoldunun bir tanjant demeti

denir.

Kotanjant demet: M bir manifold olsun. 7z,, :T'M — M dogal projeksiyon olmak

12
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iizere(T'M, z,,,M )" ye M manifoldunun kotanjant demeti denir.

Bir matrisin ranki: Bir A matrisi verilsin. A matrisinin basamak bi¢ime
donitistiiriilmiisii olan matrisin, sifirdan farkli satirlari sayisina A matrisinin ranki denir ve
r(A) ile gosterilir.

Kovaryant tensor alani: Diferansiyellenebilir bir M" manifoldu i¢in S. mertebeden
bir kovaryant tensor alani (kisaca bir (O, S) -tensor alani)
D: ;((M ”)x;((M ”)x...x;g(M ”)—)C“’ (M " R) seklinde tanimlanan c¢ok lineer bir
dontigimdiir.

2-form: M Dbir manifold olmak tizere «, M ilzerinde k. dereceden bir
diferansiyellenebilir form olsun. & y1 (0,k) tipinden anti-simetrik bir tensor alan olarak
diisiinebiliriz.

a :.Z' a, ., OX*A..Adx" :%ai1 _____ L O AL Adx*

burada «, k.- formdur. Eger k =2 almirsa 2 -form elde edilmis olur.

Hemen hemen tanjant yapi: n-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant
demeti TM olsun. TM iizerinde J* =0 esitligini saglayan ve rankJ =n ile verilen TM

tizerindeki (1, 1) tipinden bir J tensor alanina bir hemen hemen tanjant yap1 denir.

Riemann manifoldu: M bir C” -manifold ve reel degerli C” - fonksiyonlarin halkasi
Cc” (I\/I : R) olmak tizere ¢ :;((M )x;((M ) —>C” (M : R) seklinde bir i¢ ¢arpim tanimliysa
M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g, M iizerinde bir i¢ ¢arpimdir. Metrik
tensor, Riemann metrigi veya diferansiyellenebilir metrik olarak da adlandirilir.

Semi-Riemann manifoldu: M bir C”- manifold olsun. M iizerinde vektor

alanlarinin ctimlesi ;((M ) ve reel degerli C” -fonksiyonlarin halkasi da C” (M : R) olmak
lizere <.,.>: ;((M )x;((M ) —)Cw(M , R)

(1) 2-Lineer

(2) Simetrik

3) ¥X e;((M) icin < X,Y>=0 <Y =0€;((M)
sartlar1 saglaniyorsa <.,.> fonksiyonu semi-Riemann metrigi ve M ye de semi-Riemann

manifoldu olarak adlandirilir.

Levi-Civita konneksiyonu: Bir M yari(semi)-Riemann manifoldu {izerinde

13
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VX,Y,Z e y(M) igin
(i) [X,Y]=V,Y -V, X
(i) X, (Y.Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,2)
olacak sekilde bir tek V konneksiyonu vardir. V. ya M nin Levi-Civita konneksiyonu

denir.

Riemann egrilik tensorii: Bir n-boyutlu Riemann manifoldu M ve Levi-Civita

konneksiyonu V olsun. ¥X,Y,Z € (M) igin,
R:x(M)xz(M)xx(M)— z(M)

(X,Y,Z)>R(X,Y,Z)=V,V,Z-V,V,Z -V, Z

[X.Y]
seklinde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1, 3) tensordir. R(X ,Y)Z veya
R( XY, Z) ile gbsterilen bu tensére M nin Riemann egrilik tensorii denir.

Riemann-Christoffel egrilik tensérii: M bir semi-Riemann manifoldu olsun.

K: 2(M)x z(M)x z(M)x z(M)—C" (M,R)

(X,Y,ZW)—) K(X,Y,Z,W):< X,R(Z,W)Y >

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensére, M iizerinde Riemann-Christoffel
egrilik tensorii denir.

Konfigiirasyon manifoldu: Klasik mekanikte, dis sinirlamalar yardimiyla fiziksel bir
sisteme uygun durumlarin ger¢eklesebildigi uzaya bir konfigiirasyon uzay1 denir. Tipik bir
sistemin konfigiirasyon uzay1 bir manifold yapisina sahiptir, bundan dolay1 konfigiirasyon

manifoldu olarak adlandirilir.

Hiz faz uzayi: M bir konfiglirasyon manifoldu olsun. =, :TM — M dogal
projeksiyon olmak iizere (TM,7,,M) ye M manifoldunun tanjant demeti denir. Bir
peM i¢in 7, (p) lifi T; M tanjant uzayidir. TM tanjant uzayi hiz faz uzayidur.

Momentum faz uzayi: M bir konfigiirasyon manifoldu olsun. 7z,, :T'M — M dogal
projeksiyon olmak iizere (T'M, 7z, ,M )ye M manifoldunun kotanjant demeti denir. Bir

peM igin ﬂ,\_,ll( p) lifi T; M kotanjant uzayidir. T'M kotanjant uzayr momentum faz

uzayidir.
Hemen hemen simplektik manifold: 2m reel boyutlu bir M manifoldunun herhangi

bir p noktasinda ¢ anti simetrik 2 -formu regiiler yani boyM =ranke ise ¢ 2 -formuna
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bir hemen hemen simplektik yap1 denir. (M,(p) ikilisine bir hemen hemen simplektik

manifold denir.

Simplektik manifold: 2n reel boyutlu bir M manifoldunun iizerinde ¢ hemen
hemen simplektik yapi kapali yani dp=0 ise ¢ 2-formuna simplektik yapi denir.
(M, ) ikilisine bir simplektik manifold denir.

Hemen hemen kompleks yapi: n-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant
demeti TM olsun. TM iizerinde J®=—1 esitligini saglayan ve rankd =m ile verilen
TM f{izerindeki bir (1,1) tipinden J tensor alanma bir hemen hemen kompleks yap1 denir.

Hemen hemen kompleks manifold: Uzerinde hemen hemen kompleks yap1

tanimlanan manifolda bir hemen hemen kompleks manifold denir.

Holomorfik fonksiyon: D, C" nin bir agik alt kiimesi olsun. f, D iizerinde
kompleks degerli bir fonksiyon olmak iizere D nin her bir p=z noktasinda
flzg +Az")—f(zy
lim ( 0 ) ( 0

Az—0 Az%

) (Az° = Ax“ +iAy”) her (@ =12,...,n) igin limit var ve bu limit

yoniine bagli degilse, f fonksiyonu p noktasinda

Az -0 a yaklastiginda Aya
X

holomorfiktir. Her p € D i¢in bu sart saglaniyorsa f fonksiyonuna holomorfiktir denir.
Holomorfik donisim: M ve M iki kompleks manifold, ¢:M — M siirekli bir

doniisim ve peM olmak tizere (p( p) nin bir V komsulugu iizerinde tanimlanan

holomorfik fonksiyon f olsun. Bu durumda p—)qp(p) ile tanimlanan ¢ siirekli

doniisiimiiniin =~ @~ dual doniisimii  1-formlar1  1-formlara  doniistiiriiyorsa ¢
diferansiyellenebilir doniisiimiine bir holomorfik déniisiim denir.

Kompleks manifold: M, 2n-boyutlu Hausdorff uzaymnm bir {U ﬂ} . acik Ortlisi
ue
igin ¢, —">DucC" ve U,NU, =Dolmak iizere ¢, (UﬂﬂUﬂ) nin her bir p

noktasinda f,, =g, (¢,"(p)) fonksiyonlar: holomorfikse bu durumda M ye bir kompleks

manifold denir.
Hermit metrigi: Bir J hemen hemen kompleks yapistyla bir hemen hemen kompleks

manifold M ve g, M {izerinde tanimli Riemann metrigi olsun. Bu durumda
g (Z,W) =0 (JZ, JW) , VZ,W € ;((M) olmak ilizere g Riemann metrigine M {izerinde

Hermit metrigi denir.
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Hermit manifoldu: Bir Hermit metrigiyle bir M hemen hemen kompleks manifolda
bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Kéhler form: Bir J hemen hemen kompleks yapiyla bir hemen hemen Hermit
manifoldu M olsun. M iizerinde tanimli herhangi bir g Hermit metrigiyle ¢ 2-form
arasinda VX,Y € y(M) i¢in ¢(X,Y)=¢(X,JY) seklinde bir bagmnt: varsa bu durumda
@ ye M iizerinde bir Kéhler form ad1 verilir.

Kéhler metrigi: M bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M {izerinde ¢
Kéhler formu kapali yani dep =0 ise M iizerinde tanimlanan bir Hermit metrigine Kéhler
metrigi denir.

Hemen hemen kéhler manifoldu: Bir Kéhler metrigiyle hemen hemen kompleks
manifolda bir hemen hemen Kéhler manifoldu denir.

Kéhler manifoldu: Bir kompleks manifold {izerinde bir Kéahler metrigi

tanimlanabiliyorsa bu kompleks manifolda bir Kdhler manifoldu denir.

Hemen hemen parakompleks yap1: n-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant
demeti TM olsun. TM fiizerinde J* =1 esitligini saglayan ve rank] =m ile verilen TM
iizerindeki bir (1, 1) tipinden J tensor alanina bir hemen hemen para-kompleks yap1 denir.

Hemen hemen ¢arpim manifoldu: M n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold
olsun. M de F? =0olmak iizere F bir (1,1) tipinde tensor alan1 ve M hemen hemen
carpim yapistyla donatilmissa M ye bir hemen hemen ¢arpim manifoldu denir.

Diferansiyellenebilir doniisiim: E" ve E™ srasiyla n-ve m-boyutlu Oklid uzaylar
olmak tlizere F:E" —E™ fonksiyonu verilmis olsun. F fonksiyonunun koordinat

fonksiyonu olan f,:E" — R fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir ise Fz(fl,.. f )

LR

fonksiyonu da diferansiyellenebilirdir. Bu durumda F:E" —E™ fonksiyonuna bir
diferansiyellenebilir doniisiim denir.

Submersiyon: M ve N sirastiyla m ve n boyutlu manifoldlar olmak iizere,
F:M — N diferansiyellenebilir doniisim olsun. m>n ve rankF =n oluyorsa M nin
her noktasinda F ye bir submersiyondur denir.

Demet: E manifoldu total uzay, M manifoldu baz uzay ve p de projeksiyon olmak
iizere p:E — M bir 6rten submersiyonsa (E, p,M ) ticliisiine bir demet adi verilir.

Lif: ve M, manifoldlar, 7:E—>M bir C” doniisiim olsun. Eger 7z Orten

submersiyon ise (E,ﬂ',M) ticliisiine bir lifli manifold denir. Bir (E,ﬂ',M) lifli
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manifoldunda E ye total uzay, M ye taban uzayi, 7 Yye projeksiyon ve her bir pe M

noktast icin E nin 7["1( p) = E( p) alt ciimlesine de p iizerindeki lif denir. Yani, M bir

manifold olmak lizere VX € M i¢in p"l(X) =E,_ ise pyeM nin x tzerindeki lifi denir.
Semispray: J n-reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant demeti iizerinde bir

hemen hemen tanjant yapi olsun. TM {izerinde lokal koordinatlar (qi,vi), 1<i<m ve

i 0 i 0 . . i . . . . . e

E=v F+§ v g =V, V' =¢" vektor alanna M iizerinde bir semispray (ikinci
q

mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem) denir.

Liouville vektor alant: J bir hemen hemen tanjant yapi ve £ bir semispray olmak
lizere V =J&=V' % ile verilen V vektor alanina Liouville vektor alani denir.

Kinetik enerji: n-reel boyutlu bir manifold M ve M nin tanjant demeti TM olsun.

M manifoldu tizerinde lokal koordinatlar (qi), 1<i<m ve TM tzerinde lokal

koordinatlar (qi,vi) olsun m: M fdizerinde m pargacikli sistemin kiitlesi olmak tizere
1 g2 1 2 - . . o
T :Emi (q ) :Emi (V) ile verilen T:TM — R doniisiimiine sistemin kinetik enerjisi

denir.

Potansiyel enerji: n reel boyutlu bir manifold M ve M manifoldu tizerinde lokal

koordinatlar (q'), 1<i<m olsun. m;, M iizerinde m parcacikls sistemin kiitlesi g, yer

cekimi ivmesi ve h, sistemin orijine uzakligt olmak ilizere P=mgh ile verilen

P:M — R doniisiimiine sistemin potansiyel enerjisi denir.
Kanonik projeksiyon: TM tanjant demetinden M manifoldu iizerine siirekli ve

orten 7,, :TM — M doniisiimiine kanonik projeksiyon denir.

Lagrangian fonksiyonu: m-reel boyutlu bir manifold M, M nin tanjant demeti
T™, z,,:TM — M kanonik projeksiyon olsun. T :%mi(q‘)2 :%mi (v )2 ve P=mgh

sirasiyla sistemin kinetik ve potansiyel enerjisi olmak iizere L=T —Por,, ile verilen

L:TM — R doniisiimiine Lagrangian fonksiyonu denir.

Enerji fonksiyonu: V =V' % Liouville vektor alan1 ve L Lagrangian fonksiyonu

olmak tizere TM iizerinde E, =VL —L fonksiyonuna L ye bagli Enerji fonksiyonu denir.

Dikey tiirev: Bir M manifoldu tizerinde her bir X vektor alani igin, X ile bir o
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p -formunun i, ® i¢ carpimi veya dikey tiirevi agagidaki gibi tanimlanir;
(1) i,w=0, p=0
2 ixa)za)(X), p=1
@) ixo=0(Y,,...Y, 1 )s Yoo Yoy € 7(M) bu durumda iy e AP*(M )olur,
Euler-Lagrange vektor alani: n reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant

demeti iizerinde ¢ =—dd,L kapali 2-formve y(TM), TM iizerindeki vektor alanlarinimn
ciimlesi ve ( 2(TM ))*, TM iizerindeki 1-formlarin ciimlesi olsun. Bu durumda;

™, : 7(TM)— »(TM )* izomorfizmi igin iy ¢ =dE, esitligini saglayan bir tek X
vektor alan1 vardir ki bu vektor alanina Euler-Lagrange vektor alani denir.

Lagrange sistem: TM tanjant demet, ¢ kapali 2-form, X, Euler-Lagrange vektor
alani, E, L ye bagh enerji fonksiyonu olmak iizere (TM,4,X,) veya (TM,¢_,E, )

ticliisiine Lagrange sistem ad1 verilir.

Euler-Lagrange denklemleri: m-reel boyutlu bir M manifoldunun TM tanjant

demeti iizerinde lokal koordinatlar (q',v'), 1<i<m olsun. L Lagrange fonksiyonu E, L

ye bagh enerji fonksiyonu ve X, Euler-Lagrange vektor alani olmak iizere iy ¢ =dE

esitliginden dio —8—L.:0 denklemleri bulunur. Bu denklemlere Euler-Lagrange

t 6qi oq'
denklemleri denir.

Dual hemen hemen tanjant yapi: m-reel boyutlu bir manifold M ve M nin
kotanjant demeti T'M olsun. T'M iizerinde J? =0 esitligini saglayan ve rank J" =m ile
verilen T°M iizerindeki (1,1)tipinden J” tensor alanma T'M {izerinde hemen hemen
tanjant yap1 denir.

Liouville form: n-reel boyutlu bir manifold M ve M nin kotanjant demeti T"M
olsun. T'M iizerinde J” hemen hemen tanjant yap1 ve @ 1-form olsun. M manifoldu

iizerinde lokal koordinatlar (qi), 1<i<m ve T'M iizerinde lokal koordinatlar

(qi, pi)olmak lizere @ 1-formu i¢in T'M iizerinde lokal olarak A, = J @ ile verilen A,

ye Liouville form adi verilir.

Hamilton fonksiyonu: (M ,¢) simplektik manifold olsun. H:M — R ile verilen ve
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L ye karsilik gelen H enerji fonksiyonuna Hamilton fonksiyonu denir.

Hamilton vektor alani: M bir simplektik manifold ve H:M — R, M fiizerinde bir
Hamilton enerji olsun. (M), M iizerinde vektor alanlarmn ciimlesi ve x(TM )*, M
iizerindeki 1-formlarm ciimlesi olsun. Bu durumda M, : 7 (M)— »(TM )* izomorfizm

doniisimii iy ¢=dH bi¢iminde tanimlanmak tizere M lizerinde bir tek X, vektor alani

vardir ki bu vektor alanina H Hamilton enerjiyle Hamilton vektor alan1 denir.

Hamilton sistem: M bir manifold, ¢ kapali 2-form, X, Hamilton vektér alani
olmak iizere (M, ¢, X,,) veya (M, ¢, H) iiliisiine Hamilton sistem denir.

Hamilton denklemleri: (M,¢), 2n-reel boyutlu simplektik manifold ve M iizerinde
lokal koordinatlar (q‘, pi), 1<i<m olsun. H Hamilton fonksiyon X, Hamilton vektor

alan1 olmak iizere i, ¢=dH esitliginden dp :_6H da’ _ aH.
! dt oq' dt  op'

seklinde elde edilen

denklemlere Hamilton denklemleri ad1 verilir.

Einstein toplam kural: Za J.X" ifadesindeki gibi bir indis (bir kez iistte bir kez altta
j=1

olmak iizere) iki kez tekrarlanirsa Z isaretini kaldirip sadece anj yazarak, indise

almas1 miimkiin degerleri vermek suretiyle elde edilen, biitiin terimlerin toplanmasi

kabuliine Einstein toplam kurali ad1 verilir.

Kesitsel egrilik: Bir p noktasinda M manifoldunun iki lineer bagimsiz u, ve v,
tanjant vektorleri tarafindan gerilen (u,v) yiizeyine teget bir Riemann manifoldunun iki
boyutlu geodezik alt manifoldunun Gauss egriligi, kesitsel egrilik olarak adlandirilir ve K
ile gosterilir. peM i¢in U, ve v, ortogonal birim vektorler olmak iizere (u,v) yiizeyinde
kesitsel egrilik;

Ry "v'u Ve

K= — — —
(ghkgu _ghjglk)uhvlujvk

dir.
Sabit egrilik: p noktasnda K kesitsel egriligi (u,v) yiizeyinden bagimsizsa
R = K(ghkgij —ghjg"‘) icin M manifoldu, p de sabit egriliklidir denir. n boyutlu bir

baglantili Riemann manifoldunun K ( p) kesitsel egriligi n>2 i¢in her bir p noktasinda
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biitiin ylizeylerden bagimsizdir, o zaman K ( p) mutlak sabittir ve bu yiizden M
manifoldu sabit egriliklidir.

Uzay form: M manifoldunun kesitsel egriligi (u,v) ylizeyinin biitiin noktalarinda
sabitse sabit egrilikli bir manifold veya bir uzay form olarak adlandirilir.

Kompleks uzay form: c sabit holomorfik kesitsel egrilikli n-boyutlu bir Kéhler
manifolduna bir kompleks uzay formu denir.

Kéhler uzay form: M Kéihler manifoldunun kesitsel egriligi (u,v) yiizeyinin biitlin

noktalarinda sabitse sabit egrilikli bir Kéhler manifoldu veya bir Kédhler uzay form olarak
adlandirilir.

Parakompleks uzay form: c sabit para-holomorfik kesitsel egrilikli n-boyutlu bir
para-Kéhler manifolduna bir parakompleks uzay formu denir.

Para-Kédhler uzay form: M para-Kéhler manifoldunun kesitsel egriligi (u,v)

ylizeyinin biitiin noktalarinda sabitse sabit egrilikli bir para-Kdhler manifoldu veya bir
para-Kahler uzay form olarak adlandirilir.
=0dir ve M manifoldu

Izometrik donisim: K kesitsel egriligi 0 ise Ry,

tizerinde lokal koordinat sistemi (XT,...,X”') olmak iizere ¢" metrik tensoriiniin biitiin

bilesenleri sabittir. Dolayistyla M nin her koordinat komsulugu, Oklid uzaymnm belli bir
tamim kiimesi tizerinde, izometrik bir doniisiim tanimlar denir. Tersine M nin her bir
koordinat komsulugu, Oklid uzaymm belli bir tanim kiimesi iizerinde izometrik bir

dontisim tanimliyorsa R, =0 saglanir.
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BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

3.1. Matematiksel Modelleme

Matematiksel model ya da dinamik model, bir sistemin matematik diliyle ifade
edilmesidir. Bir matematiksel model olusturma siireci matematiksel modelleme olarak
adlandirilmaktadir. Bilim adamlarinin diinyay1 daha iyi bir sekilde anlamak ve karsilagilan
sorunlara en iyi sekilde ¢6ziim bulmak igin herseyi matematiksel terimlerle ifade
edilmesine matematiksel modelleme denir. Degiskenlerdeki degisikligi gosteren
matematiksel ifadeler diferansiyel denklemler olarak adlandirilir.

Karmasik olaylarin matematiksel ifadelere aktarabilmesi i¢in ¢ok iyi tanimlamalara
ihtiya¢ vardir, bu tanimlamalarla birlikte matematiksel bir ifadeye doniistiiriilebilir.
Matematiksel modelleme yapabilmek i¢in {istlin bir matematik bilgisi ve tecriibe
gerekmektedir ¢linkii modelleme ile en kisa ve en ekonomik ¢6ziim iiretilmelidir.

Matematiksel modellemenin amaci; ger¢cek diinyanin farkli yonlerini tahmin etmek,
aciklamak, tanimlamak ve anlamaktir. Bu yolla eski musirhilar toprak problemlerini
¢ozmek, bu topraklar i¢in su temini problemini halletmek i¢in geometriyi, astronomlarda
gezegenlerin hareketlerini hatasiz tahmin etmek i¢in matematiksel modellemeyi kullandilar

Matematiksel modelleme, gercek diinya durumlarinin, beklentilerinin bir kismini
temsil etmek iizere secilen bir veya birden fazla matematiksel olusumlarin veya
aralarindaki iligkilerin birlesimidir (Niss, 1988). Matematiksel modelleme gercek hayat
icinde yapilandirilmamis problemlere hayatin uygulamasini gerektirir (Galbraith ve
Catworthy, 1990). Profesyonel matematik ve okul matematigindeki bu siireg; algoritmik
bir siire¢ degil, problem durumunu formiile etmeyi iceren zorlayici bir yapiya ragmen,
uygun degiskenleri se¢cme, bu degiskenler arasindaki baglantiyr ortaya c¢ikarma, bu
degiskenler ve baglantilara bagli olarak matematiksel bir model ortaya koyma ve bu model
ve uygulamalarin test edilmesi siirecidir ve bir sanattir (Burghes, 1980; Evans, 1980;
Galbraith, 1987).

Matematiksel modellemeyi kurabilmek i¢in sirasiyla problemin belirlenmesi,
problemin analizi, model analizi, modelsel becerilerin gelistirilmesi, matematiksel
modelleme becerileri, degiskenlerin tanimlanmasi gerekmektedir. Bu asamalarin sonunda

uygun bir matematiksel model kurulur.

3.2. Euler-Lagrangian Matematiksel Modelleme
Lagrangian mekanigi enerjinin korunumu ile momentumun korunumunun

birlestirilmesiyle klasik mekanigin yeniden formiile edilmesidir. Fransiz matematik¢i
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Joseph-Louis Lagrange tarafindan 1788'de tanimlandi.
M n-boyutlu bir manifold ve M {izerindeki tanjant demeti(manifoldu) TM dir. M

manifoldu iizerindeki fonksiyon F(M ), M manifoldu tizerindeki vektor alani ;((M) ve

M manifoldu tlizerindeki 1-form Al(M) kurulur. M manifoldunun koordinat1 (qi) ve
TM tanjant demetinin koordinati (qi , qijdir.

Lagrangian fonksiyonu L:TM — R ye L=T —P seklinde ifade edilir. Buradaki T
Kinetik enerjiyi ve P potansiyel enerjiyi sembolize eder.

TM tanjant manifoldu lizerindeki 6zel bir vektor alan1 &, simplektik 2-form ¢, ile
gosterilir ve ¢ =—dd_L dir.

M manifoldu iizerinde kurulan TM tanjant demeti iizerindeki mekanik sisteminin,
L ye iligkin enerji fonksiyonun E,  ile ifade edilir. M manifoldu {izerinde kurulan
(TM, z,M) tanjant demeti iizerinde Liouville vektor alam V = F(&) seklinde ifade edilir
burada F tanjant, kompleks veya parakompleks yapi olabilir (F :TM —>TM). Buradan
E, enerji fonksiyonu E, =V(L)-L seklinde elde edilir.

Lagrange fonsiyonunun dinamik formalizmi i.¢_=dE, seklinde ifade edilir. TM

tanjant manifold, ¢, simplektik 2-form ve & vektor alani ile beraber (TM, ¢, ,&) tglisi

Lagrangian mekanik sistem olarak adlandirilir. Dinamik denklemin temsil ettigi manifold

yapisinin iizerine kurulan dinamik sisteme ait Euler-Lagrange denklem formati

% O 1 g seklindedir.

3.3. Hamiltonian Matematiksel Modelleme
Hamiltonian mekanigi klasik mekanigin yeniden formiile edilmesidir ki Irlandali

matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan 1883°de tanimlandi.

M n-boyutlu bir manifold ve M iizerindeki kotanjant demeti T M dir. T'M

kotanjant demetinin koordinati (qi, p' ), burada 6_L =p' dir.
oq'
Hamiltonian fonksiyon H:T'M — R ye H =T +P seklinde ifade edilir, buradaki

T kinetik enerjiyi sembolize ederken P potansiyel enerjiyi sembolize eder.

T'M kotanjant manifold iizerindeki vektor alam X ile gosterilirken, kotanjant
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demeti tizerindeki simplektik form ¢ ile gosterilir ve ¢ =—dA dir. Buradaki A Lioville
formu ifade eder ve A=F"(w) scklindedir (F*:T"M —T"M). Burada F" dual yapist
tanjant(tam), kompleks veya parakompleks olabilir. Ayrica w 1-formdur.

Hamilton fonksiyonunun dinamik formalizmi i, ¢ =dH seklinde ifade edilir. T"M

kotanjant manifold, ¢ simplektik 1-form ve X vektdr alami ile beraber (T'M,g, X)

ticliisii Hamiltonian mekanik sistem olarak adlandirilir. Dinamik denklemin temsil ettigi

manifold yapisinin iizerine kurulan dinamik sisteme ait Hamilton denklemlerinin formati

dp’ _ _OH da’_OH i lindedir.
dt  og' dt  op'

3.4. Lagrangian ve Hamiltonianlarin Benzerlikleri ve Farkhhiklar

Lagrange mekanigine benzer sekilde Hamilton denklemleri de klasik mekanikten
faydalanarak bize yeni bir yol saglar.

Hamilton metodu Lagrangian metodundan farkli olarak, n boyutlu koordinat uzay1
iizerinde 2.mertebeden denklemler yerine 1. mertebeden denklemleri ifade eder.

Hamiltonian metodu Lagrangian mekaniginden ortaya ¢ikmustir. Ancak simplektik
uzay kullanilarak Lagrangian mekanigine bagvurulmadan formiile edilebilir.

Genellikle, Hamilton denklemleri belirli bir sorunu ¢6zmede daha kolay bir yolu
vermez. Aksine, Hamilton mekanigi klasik mekanigin genel yapisi ile derinden
baglantilidir ve kuantum mekanigi ile de tiimiiyle iliskilidir. Bu alanlarin yanisira diger

bilim alanlar1 ile de baglantiya sahiptir.

3.5. Holomorfik Fonksiyon

Holomorf fonksiyonlar karmasik analizin temel ¢alisma araglarindan biridir. Bu
fonksiyonlar karmasik diizlemin yani C 'nin agik bir altkiimesinde tanimli, bu altkiimedeki
her noktada karmagsik anlamda tiirevli ve aldig1 degerler yine C icinde olan
fonksiyonlardir. Bu kosul normal gergel tiirevlilikten daha gii¢liidiir. Daha derin anlamda,
holomorf fonksiyon sonsuz kere tiirevlenebilir ve Taylor serisi ile tanimlanabilir. Her ne
kadar daha genis anlamda (gercel, karmagik veya daha genel bir ¢ergevede) fonksiyonun
tanim kiimesi i¢indeki her noktanin komsulugunda fonksiyonun Taylor serisine esit olmasi
anlamina gelse de, analitik fonksiyon teriminin holomorf fonksiyon terimi yerine de
kullanildig1 bolca yer vardir. Analitik fonksiyonlar smifinin karmasik analizde holomorf
fonksiyonlar smifi ile ayni olmas: karmasik analizde 6nemli bir teoremdir. Holomorf

fonksiyonlara bazen diizenli fonksiyonlar dendigi de olmaktadir. Karmasik diizlemin
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timiinde holomorf olan fonksiyona tam fonksiyon adi verilir. "a noktasinda holomorf
olma" terimi a noktasinda tiirevli manasmna gelmekle beraber ayni zamanda karmasik
diizlemde a noktasi etrafindaki belli bir agik disk i¢indeki her noktada tiirevli anlamina da

gelmektedir.

3.6. Finsler Metrigi ve Finsler Manifoldu
M ’ nin n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifoldu M" olsun. M ’nin {izerindeki
metrik yapilar1 alalm. Bizim burada s6z konusu olan C~-diferansiyellenebilirliktir.

M ’nin tanjant demetini TM ile ve kotanjant demetini de T"M ile gosterelim.

7:TM ->M ve TM =77(X),Vxe M

M iizerindeki vektor alanlariin uzaymi da ;((M ) ile gosterelim. F(TM ), tanjant
demetinin kesit uzayidir. TM nin T°M  sifir kesiti 0, € T, M sifir vektorlerinin

birlesimidir. Eger M ’nin  koordinatlar1  (x*, x*,...,x") ise TyM ’nin  baz
{(%)(x):éi(x),lﬁiSn} olup TM deki baz {%=8i,lsi3n} olur. Bu koordinat
X

sistemi i¢in, tanjant demeti, Z(%j(X)ETXM tanjant vektoriine bagl olarak

i=1

n

(x,y)=(x",....x", y*,..., y") kanonik koordinatlar1 ile verilir. Bir U € (M) vektér alam

U(x)= Zn: u'(x)a,(x) seklinde yazilir.
i=1

TM ’deki (X, y)= (Xl,...,X”,yl,..., y") kanonik koordinatlarin bir seti cinsinden her

koordinat fonksiyonuna esdeger olan F i¢in iF = i F °dir, boylece i = i olur
axl 8y| axl 1

(Rademacher, 2004).

Tanim: M, n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold ve F fonksiyonu tizerinde
Finsler uzay1 F" = (M , F) seklinde tanimlanir. M iizerindeki bir Finsler metrigi

F:TM >R

seklinde siirekli bir doniisimdiir ve bu doniisim T°M sifir kesiti disnda C*olup
asagidaki ii¢ sart1 saglar:
F1) F pozitif olarak homojendir. Yani VX € TM tanjant vektorii ve Vu € R pozitif

say1s1 i¢in;
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F(uX)= wF(X) dir.

F2) F(X)=0= X =0du.
F3) Legendre sartini saglar: Yani VV € T,M (V # O)

g, - TMxT,M >R

gy (X,Y)=(X,Y), =%WF2(\/):1 i

- [F2v +sX +tY)] oo

seklinde tanimli simetrik bilineer form pozitif tanimlidir (Rademacher, 2004).
Sonuglar: 1) TM deki (x,y)=(x",...,x",y",...y") kanonik koordinatlarin ikilisi

cinsinden

0 0 1 0°F?
gij(xiy):g(x,y) %’axj =aniayj(x’y)

O halde Legendre sartindan g (% V)i i<n SiMetrik matrisinin y = 0 igin pozitif

taniml1 oldugu ¢ikartilir.

2) Yu >0 igin F(uX)= 4F(X) oldugundan

10°
gV (V’V):<V’V>V :Easﬁt

- %g[FZ(V +V)),

[Fo(v +sv+tv)]

=F?(V) bulunur.
Koordinatlar cinsinden;

1,. 0

5y y! EvEw F2(x,y)= F?(x,y) dir (Rademacher, 2004).

Tanim: Bir (M , F) Finsler manifoldu {izerinde Legendre transformasyonu

asagidaki sekilde tanimlidir:

L.:TM >T'M
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VoL(V):TM >R
W)L (V)W)=g,(v.W)

L. (V)yi, g, metrigine gore Vyi dual 1-form olarak goriiliir (Rademacher, 2004).

3.6.1. Finsler yapisi
F"=(M,F) Finsler uzayi, ™ =TM —{0} manifoldu iizerinde hemen hemen

Kéhler uzayr olarak tanimlanir. F":(M,F) Finsler uzayinda N}Cartan nonlinear

konneksiyonunu dikkate alahm ve swrasiyla TM ve T'M iizerinde hemen hemen

kompleks yapilar F ve Ftanimlayalim:

F[gjz_i, o). o 61
5XI ayl ayl 5XI

Fr(ax')=-8", F(§')=dx’
F" Finsler uzayinin F temel fonksiyonu TM iizerinde iyi tanimhidir ve F ?=-1 “dur.

Tanjant uzayinin baz yapisi olarak [%,%) ve ayni manifold iizerinde kotanjant
X

uzaymin baz yapisi olarak (dxi , Oy i) alinacaktir.

g; temel tensoriiniin Sasaki-Matsumoto lifi asagidaki sekilde tamimlanr:
G=g;dx' ®dx' +g;' ®%’.

Sonug olarak, G metrigi F" Finsler uzaymm TM iizerinde Riemann metrigidir ve

yatay ve dikey dagilimlar1 birbirleriyle ortogonaldir.

Teorem: (i) (G,F) cifti TM iizerinde hemen hemen Hermitian yapidir.

(ii) (G,F) hemen hemen simplektik 2_form ve hemen hemen Hermitian yap: ile iliskilidir
0=g;(x y)y ®dx.

(i) H* = (TI\7I;G, F) uzayl hemen hemen Kéhler uzayi, F" Finsler uzaymin F temel
fonksiyonu ile elde edilir.

Tanim: H?" = (TI\7I;G, F) uzaylr F" Finsler uzaymm hemen hemen Kihler modeli
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denir. TM iizerinde asagidaki tensor uzay1 belirtilir

2

3”2 g; (%, Y)' ®F' ¥(x,y)eT™.

G- g; (%, y)dx' ®@dx’ + |

F" Finsler uzaymm F temel fonksiyonunun TM homejen lifi. a >0 sabit ve ||y||2

Liouville vektor alaninin normunun karesidir.

oF?
ayl

IV[F =g, y)y'y! =yiy' =F2(xy)ile y, = g, (x,y)y' =

F hemen hemen kompleks yapisi (3.1)’de tanimlanir. Burada (%,5
X

J(l,...,n) 1-

homojen vektor alanidir.

Bu hemen hemen kompleks yapisini  yeni bir sekilde tanimlanabilir.

0

F:x(TM)— x(T™),

;(5jz_Mi &(i}ii i=1n)

&) aay o) o

F (dxi)z—@éyi, F (@‘):ﬁdx‘.

0 ~
e F,TM iizerinde (11) tipinde tensor alanidir.

0
oF =—1.

[ ]
Tlo

0
e F, F" finsler uzaymnin F temel fonksiyonuna baglidir.

0

F: ;((TM )—) ;((TM ), ;((TM) vektor alan1 formunun homojenlik 6zelliklerini korur.

0
F kompleks yapidir.
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3.7. Finsler Manifoldu Uzerinde Euler-Lagrange Denklemleri

0
M , n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold ve F:TM — R fonksiyonu iizerindeki
0
Finsler uzay1 F" = (M : F(X, y)j seklinde tanimlanir ve asagidaki aksiyomlar1 saglar:

0 ~ 0
F, TM =TM —{0} manifoldu {izerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve F,

7:TM — M projeksiyonunun sifir kesiti iizerinde stireklidir.
M manifoldu tzerinde kurulan (TM T, M) tanjant demeti tizerindeki Euler-
Lagrange denklemlerini elde edecegiz. TM nin koordinatlar (xi : yi) ile verilsin. TM nin

yatay dagilimi  HTM, disey dagilimi VTM olup bunlarin yerel bazlari

iizerindeki etkisi asagidaki gibidir.

E(ij=_Mi, E(ii]:iii (32)
&) agy o) |y

& semisprayi asagidaki sekilde kurulur:

0
1,...,n)dir. Bu durumda F hemen hemen kompleks yapismmn da bu bazlar

S 0 . . o R
=X'—4+Y'— X'=x'=y'" \Y'=y' =x. 3.3
¢ Y & y y (3.3)

M manifoldu tizerinde kurulan (TM | T, M) tanjant demeti tizerinde Liouville vektor

0
alani, V = F(£) tarafindan belirlenen vektor alamidir ve asagidaki formiille hesaplanur:

- Mi+Yi a o

V =F(&)=-X : = 3.4
==X 5 s (3.4)

M manifoldu tizerinde kurulan (TM,ﬂ',M) tanjant demeti tizerindeki mekanik

0
sisteminin, L ye iliskin enerji fonksiyonunun E, = F(L)-L ile hesaplandigimni biliyoruz.

i, opertorii
F

. 2 1
|'g/\ ™ —> AN ™ (35)
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0 0
seklinde tanimhidir ve F ile i¢ ¢arpim ya da bazen i¢ carpim operatorii ya da F tarafindan

0
verilen kontraksiyon operatorii olarak adlandirilir. d = dis tiirevi. F tanjant yapist olmak

l

uzere;
VNIV AN R AT
d —ydx +§§] :>d|g _F[ax'JdX +F(aylj@/ (36)
vl o i a6 i 8 ,
dy =———dx'+ ——¢', d, : F(TM TM™M. g

seklinde verilir.

0
F ile verilen hemen hemen kompleks yapisi i¢in bu kapali tanjant demeti formu

¢, =—dd, L ile elde edilen kapali 2 formdur.
F

Bir diizgiin, reel, sonlu boyutlu M manifoldu iizerinde kurulan (TM, 7z, M) tanjant
demeti tizerindeki ¢, kapali tanjant demeti formu simplektik yap1 oldugundan asagidaki

denklemi elde ederiz:

4. =—ddEL=—d£—@§dx‘ +ﬁ§ iJ
4, =@%(%]dxj Adx’ —ﬁ%dxj A Sy
i.¢ =dE_ dinamik denkleminin sol tarafi hesaplandiginda,
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g ()= ° TN (x‘—iwi—i}
ML 2 (&j@‘myi xow
a oy'oy' ly] oy! L&'
I a( ]X sige M 5[ JX N Y
a &' oy a & | oy' a oy'oy' a oyloy'
a5L---a52L--a@(&)--a&(&.}--
- 'l oy '0dx’ "0y +—— — X'00y’
Jy]| o’ x [y o &' [y oy* \ &' |yl oy* \x
2 2
a o ay a o 8y a oy'oy' aylay
a oL ... a &L ... a o a o0
- i iY'05y|+_ : inldXJ___( j | Jé‘y ( J l§yl
[yl ox?ox [yl ox?ox NEACS NERES
bulunur.

E, enerji fonksiyonu hesaplandiginda asagidaki gibi elde edilir:

E =V(L)-L
Mo, yiaa o (3.9)

=-X' i i
ady |y

Bu E, enerji fonksiyonunun diferansiyeli alinirsa asagidaki denklem karsimiza ¢ikar:

dEL=[ 0 d @‘J( M Y'ii—LJ
iy ady |yl

__ Iy (8Ldej M L sy By 0L g (3.10)
a & oy a ayay Iy ox

d Ok i 0L g
B e

P (5) = dEL 'den
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2

a & a o 6y’8y a oy'oy’
a52L---a52--aaéL--aaéL~-
-2 O XISIey + o — X' 0dx — [ jx‘ow'+——(—iJX'0§yl
Hﬁ&W NEXS NERES Iyl oy’ \ &
2
BB (TR VT ] A 50 WP ] RSN IV M L yiggy
a o ay a o ay a oyloy' a oyloy'
a 8°L ... a oL a o (él_j a o0 ( j
L AL A B SIS + 15
[y] &' ox ]| & ox Iyl oy’ \ & Moy Lo

i

2
”y” i j "y" ) +iyi 5. L4 dx
a 5x oy a 5)/ ay vl oo

+iwi(ij5yi_idxi oL
ly] oy’ (&' ! 8y’

2 2
"y" o (ay indxi_i oL X i+M o°L Yidx!

— a & Iyl &' ! a oy'oy'
a o0 d_) ioi oL ;oL
| = V' +—dx +—5y =0
Iyl oy (5>< x

{Mx‘i+MY‘ 8_ }( oL de +£.dxi
a 5 a ay' ay' X'
-

a ., o a.,; 0 | oL ..
_ _XI_- _YI__ -~ i = i
hyn T ayi(ax']‘” oy

”y” oL i[ij i, ok o
agﬁy dx’ +5x dx’ ||y|| Y 5y+ayi5y—0

||y|| Aok i 4 2 g —iitd'jéf +a—|'.§y‘ =0
a dtl oy’ &' Iy ot L &' oy'

_Md(a | a d(éLj AL
- e '—0,——— e : - IIO
vty e aclac ¥ For

JEREIOE

_Mdra oA
a dt & y|dtia') oy

(3.11)

elde edilir.
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3.8. Finsler Manifoldu Uzerinde Hamilton Denklemleri

M manifoldu tizerinde kurulan (T*M,ﬂ', M) kotanjant demeti lizerinde Hamilton
denklemlerini elde edecegiz. T M nin koordinatlar: (Xi,yi) ile verilsin. T"M nin yatay

dagiimi HT'M | diisey dagilimi VT "M olup bunlarin yerel bazlari (dxi,éyi) dir. Bu

*

0
durumda F hemen hemen kompleks yapisimnin bu bazlar iizerindeki etkisi asagidaki

gibidir:

F (dx')_—@éyi, F (') de (3.12)
1a ;. 1 .

W=———x'dx' +=y'%y' (3.13)
2|yl 2

O *
ile verilsin. A =F (W) esitligiyle hesaplanan A Liouville formu T M ’de 1- formdur.

* *

A-F (W):%Xi IO:*(dXi)-i-%yilg (')
la .., la .,

A=—=—x' +=—y'dx (3.14)
2|l 2|yl
la _;.;i la

A= x'oy' — y'dx'.
2]y] 2[y]

d(— ﬂ):¢ kotanjant form kapali oldugundan T M 'de bir simplektik yapidir.

la i___ i
d(—l)—aﬂdx AN 2” ” A dX

IR ke

2 ||y||

dX A
RE

d(-2)=¢

(3.15)

dX N

Farzedelim ki H Hamilton enerjiye bagli X,, Hamilton vektor alani asagidaki

esitlikle verilsin:
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(X4)
¢(XH):(ﬁdx‘ wf}(x‘%w‘%)

= & gy~ L yigy,

vl M

Simdi ise H Hamilton fonksiyonunun diferansiyelini hesaplayalim:

COSH L
dH =S dx' + 2 5!
o X Ty

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.17) ve (3.18) denklemlerini #(X,, )=dH dinamik denklem geregi esitlersek kotanjant

uzay formunda Hamilton vektor alan1 asagidaki elde edilir:

By~ A yige = H g H g

vl -

X\, Hamilton vektor alanmnin integral egrisini
a:lcR->T'M

egrisi oldugunu kabul edersek, tanim geregi
X, (at)=atel

oldugundan, lokal koordinatlarda
alt)=(x'(t) y'(t)) olur.

Bu durumda o(t) asagidaki sekilde elde edilir:

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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- | _ (3.22)
dt ox' - dt o)

Yukaridaki (3.20), (3.21) ve (3.22) denklemleri goz Oniine alinirsa Hamilton
denklemleri olarak adlandirilan denklemler asagidaki sekilde elde edilir:

d_*:Mﬁ,d_V:_MG_H_ (3.23)
dt a o' dt a ox'

3.9. Dinamik Denklemlerin Coziimii
Tanmim: Ikinci basamaktan, iki bagimsiz degiskenli hemen-hemen lineer kismi

diferansiyel denklemin genel formu:
P(x,y)z, +Q(x,Y)z,, +R(X,¥)z,, +S(X,Y,2,2,,2,) =0 (3.24)
formundadir.

A%, y) =[Q(x, V)JF —4P(x, y)R(x, y) (3.25)

olacak sekilde A operatorii tanimlanir ve asagidaki tanimlanan durumlara gore verilen
denklemin tipi belirlenir.

1. A(X,Yy) >0 esitsizliginin saglandigi noktalarda hiperbolik,

2. A(X,y) =0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik,

3. A(X,Y) <0 esitsizliginin saglandigi noktalarda eliptik,

tiptendir denir (Koca, 2001).

Yukarida yapilan hesaplamalar sonucunda mekanik sistemlere ait matematiksel
modelleme ile uzayda hareket eden cisimlerin hareketlerinin yoriingelerini gosteren (3.11),
(3.23) diferansiyel denklemleri elde edilmistir. Bu diferansiyel denklemlerin kapali
coziimleri Maplesoft Maple v12.0 bilgisayar programi kullanilarak bulunabilir. Asagida

denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in kodlar ve kapali ¢dziimler verilmistir.
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3.9.1. (3.11) denkleminin ¢oziimii

blafa), & o adfa) a_
i S PN =0 (ii) o dt(@j @‘0 (3.26)

denklemleri incelendiginde

(i) icin P(x,y) =0, O(x,y) = Y| ” ve R(X,y) =0 ve A(x,y)= Plqu 150

(if) igin P(x,y) =0, Q(x,y) =

, R(X,y)=0 ve A(x,y) = [” d =1>0

oldugundan denklemler hiperboliktir. Bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in Maple bilgisayar
programu ile yazilan kodlar1 ve ¢oziimleri asagidaki gibidir.

(i) ve (i) nin kodlar1 farkli olup ¢éziimlerinin tipleri aynidir.

”y” *diff (diff (L, (x, y.t), y),t) +diff (L, (X, ,1),%) =0 (3:27)

(i) dif = *dlff (diff (L, (x,y,t),x),t) +diff (L,(x,y,t),y)=0 (3.28)

(i) ve (ii) nin kapali ¢oziimii agagidaki gibidir.
cevap = {L1(x, y,t) = F, () *F,(y) * F; (1)} (3.29)
cevap :={L2(x, y,t) = F, () *F, (Y) * F, (t)} (3.30)

seklindedir. Buradaki fonksiyonlar;
(i) igin;
diff (F.(x),x) =¢, *F(x),
diff (F,(y), y) =c, *F,(y), (3.31)
diff (F, (t),) = - 2272
¢, * [y
(i) igin;
diff (F.(x),x) =¢, *F(x),
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diff (F,(y),y) =c, *F,(y). (3.32)
diff (7, (0).t) = ———2 211 Tﬁ:”y” .
Bu ifadeler ¢oziiliirse;
InF InF mﬂs
C, = n ;(X)+c4, C, = n ;(y)+cs, In FB(t):m':)I(T+C3’ (3.33)
x 4

bulunur.

(i) ve (ii) ye ait denklem sisteminin kod ve ¢6ziim asagidaki gibidir.

W g (diff (L (x, ¥, 1), y),1) + diff (L, (x, y,1), ) = 0
sistem :=| & ! (339

ﬁ*diﬁ (diff (L, (%, y,1), X),t) + diff (L, (X, y,t),y) =0
cevap {L(X, y,t) = R (1) +exp(-t)*F,(ay + IIYIIX)} i (3.35)
+ F5 (1) +exp(t) * F, (ay —||y[x)

3.9.2. (3.23) denkleminin ¢oziimii

i &bl oy
(i) d a &'’ ) dt

_IvloH

— 3.36
a ox' ( )

(iii) ve (iv) denklem sisteminin ¢Oziimii;

M*diff (H(x,y,t),x) = diff (x(t),t);,
sistem :==| & (3.37)

_@*diﬁ (H(x,y,1),y) = diff (y(t),1);

Yukaridaki sistemin ¢oziimiiniin yapilabilmesi i¢in 6zel olarak x(t) =t* +sin(t) ve

y(t) = tan(t) segilecektir.
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Cevap:={H(X,y,t)=8*(x*t+t*x*cos(2*t)+y-F1(t)+3/4*x*cos(t)+1/4*x*cos(3*t))
*(t+1/2*cos(t))*a/ (4*t*cos(2*t)+3*cos(t) +cos(3*t)+4*t)/ | y| }

bulunur. Yukaridaki ¢6ziimde 6zel olarak F1(t)=t, ||y|| =1 ve a=1 alinmstur.

Elde edilen ¢oziimiin grafigini Maple programu ile ¢izelim.

with(plots);

implicitplot3d((8*(x*t+t*x*cos(2*t)+y- t+3/4*x*cos(t)+1/4*x*cos(3*t)) *(t+1/2*cos(t)))
[1/(4*t*cos(2*t)+3*cos(t)+cos(3*t) +4*t),x=-2...2,y=-2...2,t=-Pi...Pi,numpoints=10000);

Sekil 1. Sisteminin 6zel degerler verilerek ¢izilen grafigi.
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Arastirma Bulgulan

Bu ¢alismada mekanik sistemler i¢in dinamik hareket denklemlerini matematiksel
modelleme ile elde ettik. Ayrica bu denklem ve denklem sistemlerinin kapali ¢éziimleri
Maplesoft programi kullanilarak bu ¢alismada elde ettik. Bu ¢aligmada elde edilen veriler

asagida Ozetlenmistir.

I) Yapilan ilk modellemede Ioz(ilj ”y” o ve Ig(ilJ:iil hemen hemen
X a oy oy' ) || &

0
kompleks holomorfik yapilari se¢ilmistir. M manifold, F holomorfik yapist ve g metrigi

0
ile beraber temsil edilen (M,F,gj hemen hemen Kéhler manifoldlaridir. Ayrica

o, =—dd0L=—d(d0LjSimplektik 2-form ve oOzel bir vektdr alani olan semispray
F F

E=X'"— ° _4Y! ;i ile (TM,¢L,§) hemen hemen Kahler manifoldlar1 i¢in mekanik

X'

sistemdir. ¢, (£)=dE, dinamik denklem kullanilarak tanjant demetinin Kahler

manifoldlar1 tizerinde Euler-Lagrange hareket denklemleri Mi i +i.:0,
adtloy' ) &'

ii(i‘j — i =0 seklinde elde edilmistir.
Iyl aelo )™ oy

*

II. Ayrica hemen hemen Kéhler manifoldlar1 (M  F ,gj iizerinde kotanjant uzay ile

(T*M,¢,XH) mekanik sistemi (dx) ”Z”&y Ioz(éy') —dx hemen hemen

%y‘éy‘, g=—di ve ﬁzlg(w)

2

kompleks holomorfik yapilari, W—;” ”

sec¢ilerek ¢(XH )= dH dinamik formalizm kullanilip hemen hemen Kéhler manifoldlar

0*
{M,F ,gj lizerinde kotanjant uzay ile (T*M,¢,XH) mekanik sisteminin Hamilton

o _ylH gy [vleH

hareket denklemleri —
a o' dt a ox

elde edilmistir.

38



BOLUM 4 —- ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Oguzhan CELIK

[1l. Mekanik sistemlere ait diferansiyel denklemler ve sistemlerin kapali ¢oziimleri
Maplesoft Maple v12.0 programi kullanilarak bulunmustur ve 6zel degerler verilerek

grafik (sekil 1) ¢izilmistir.

4.2. Tartisma

Glinlimiizde mekanik sistemlerin dinamik hareket tarzin1 analiz etmek i¢in Euler-
Lagrangian ve Hamiltonian modelleme ¢ok yaygin ve basit bir metot olarak
kullanilmaktadir..

Yapilan bu ¢aligma ile potansiyel enerjisini harekete geciren cisimlerin uzay i¢indeki
goreceliligi dikkate alarak hareketin asamalarini izah etmeye yonelik Euler-Lagrange
(3.11) ve Hamilton (3.23) hareket denklemleri elde edilmistir.

Bulunan denklemler Finsler manifoldlar1 tizerinde farkli fiziksel alanlarda
karsilasilan sorunlarin ¢éziimiinde kullanilmaktadir.

Literatiirde, uzayda hareket eden cisimlerin dogrusal yoriingeleri agiklayan
denklemler bulunmustur.

Bu calisma ile uzayda fiziksel kanun ve prensipler géz oniine alinarak hareket eden
cisimlerin tanimlandig1 yoriingelerinde herhangi bir degismeyi gosteren hareketlerinin en

genel denklemleri elde edilmistir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Lagrangian ve Hamiltonian modelleri ¢gok O6nemli arag¢ olarak ortaya cikar ¢iinkii
onlar mekanik sistemler modelini tanimlamak i¢in basit metot olustururlar.

Finsler uzay1 {iizerindeki Lagrange ve Hamilton denklemleri de bu uzaydaki
cisimlerin dogrusal yoriingelerini agiklayan denklemleri bulmamizi saglamistir.

Daha fazla arastirma i¢in, fizigin elektrik, manyetik ve kuantumun yergekimi alam
ve klasik mekanigin problemleri ile ugrasmak i¢in Lagrangian ve Hamiltonian mekanik
denklemleri elde edilir.
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SEKIiLLER

Sekil 1. Sisteminin 6zel degerler verilerek ¢izilen grafigi

Sayfa No
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